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1 Meértékelméleti elGkészités

1.1 Definicié. Legyen ) nemiires halmaz. Az 0 bizonyos részhalmazaibol dllo H hal-

mazrendszert halmazalgebranak nevezziik, ha
(i) QeH,
(i) zdrt az unidképzésre, azaz tetszdleges A, B € H esetén AUB € H,
(iii) zdrt a komplementerképzésre, azaz tetszileges A € H esetén A:=Q\ A€ H.

Az A halmazalgebrdat o-algebrdnak nevezzik, ha (ii) kovetkezd erdsebb vdltozata teljesiil:

(ii") zdrt a megszdmldlhato unioképzésre, azaz ha Aj, As,--- € A, akkor U A, € A.

n=1

Fkkor az (Q,A) pdrt mérhetdségi térnek nevezzik.

1.2 Definicié. Legyen ) mnemiires halmaz és H az ) bizonyos részhalmazaibol dallo

halmazalgebra. Azt mondjuk, hogy a w:H — [0,00] halmazfiggvény

e végesen additiv, ha tetszileges A, B € H diszjunkt halmazok esetén
n(AU B) = pu(A) + p(B);

e mérték, ha v(0) =0 és o-additiv, azaz

v (U An> = ZV(A,L),

n=1

ha Ay, Ag,--- € H pdronként diszjunktak és U A, € H.

n=1

Azt mondjuk, hogy a v :H — [0,00] mérték
e véges, ha v({)) < oo;
e valdsziniségi mérték, ha v(Q) =1;

o o-véges, ha léteznek olyan 4,0, -- € H halmazok gy, hogy € = U2 Qy, é€s
V(Qk) < Q.



Azt mondjuk, hogy a v :H — [—00,00| halmazfigguény eléjeles mérték, ha elddll v =

vy — vy alakban, ahol vy,vy mértékek, és legaldbb az eqyik véges.

(Ha p : H — [0,00] végesen additiv, akkor persze teljes indukcioval kovetkezik, hogy

tetsz6leges n € N és tetsz6leges Aj,..., A, € H paronként diszjunkt halmazok esetén
u(Upoy Ar) = 225 m(Ar).)

1.3 Definici6. Legyen 2 nemdiires halmaz. Legyen minden n € N esetén A, C €.

Hoa Ay CAyC... és A:= U A,, akkor azt irjuk, hogy A, T A ha n — oo.

n=1

Ha AT DAy D ... és A:= ﬂ A,, akkor azt irjuk, hogy A, ] A ha n — oo.
n=1
1.4 Allitas. Legyen Q nemiires halmaz és H az Q bizonyos részhalmazaibol dllé halmaz-

algebra. Legyen P :H — [0,00] olyan végesen additiv halmazfigguény, melyre P(Q2) = 1.
Ekkor

(i) P(0)=0;
(ii) tetszoleges A € H esetén 0 < P(A) <1;

(ili) P monoton, azaz tetszileges A, B € H, A C B esetén P(A) < P(B), tovdbbd
P(B\ A) = P(B) - P(A);
(iv) tetszdleges A € H esetén P(A) =1—P(A);

(V) a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(a) P o-additiv.

(b) P alulrél folytonos, azaz tetszéleges Ay, As,--- € H, A, T A és AeH
esetén nlg& P(A,) =P(A).

(c) P feliilrél folytonos, azaz tetszéleges Ay, As,--- € H, A, | A és AeH
esetén nlg{)lO (A,) = P(A).

(d) P ,feliilrél folytonos az iires halmazon”, azaz tetszileges Ay, Ag,--- € H és
A, L0 esetén lim P(A,) = 0.
n—oo

1.5 Allitas. Legyen (Q, A) mérhetd tér és P: A —[0,1] waldszindségi mérték. Ekkor

(i) P wvégesen additiv;

(ii) P o-szubadditiv, azaz tetszileges Ay, As,--- € A esetén P (U An> < ZP(An).

n=1 n=1

1.6 Tétel. (Carathéodory kiterjesztési tétele) Legyen Q nemiires halmaz és H az
Q  bizonyos részhalmazaibdl dllé halmazalgebra. Legyen p: H — [0,00] o-véges mérték.
FEkkor létezik eqy egyértelmien meghatdrozott v : o(H) — [0,00] o-véges mérték gy, hogy

tetszdleges A € H esetén v(A) = u(A).



Nyilvan o-algebrak tetszéleges halmazanak metszete o-algebra.

1.7 Definicié. Legyen 2 nemdres halmaz. Legyen T' nemiires halmaz és minden ~ €T
esetén A, C Q. Az {A, : v € I'} halmazokat tartalmazé o-algebrdk metszetét az
{A, : v € T} halmazrendszer dltal generdlt o-algebrdnak nevezzik. Jelilése:
o(A,:vel).

(Tulajdonképpen o(A, : v € I') az a legsziikebb o-algebra, mely tartalmazza az
NS almazokat.
A, I'} hal k

1.8 Definici6. Legyenck Q és I' nemiires halmazok, és minden v € T’ esetén g, : Q — R?
tetszdleges figgvény. A {g,:~v €'} figgvényrendszer dltal generdlt o-algebra:

o(gy:v€D) :=0(g;'(B):y €T, BeB(R?).

Legyenek € nemiires halmaz. Ekkor a ¢: Q — R? fiiggvény altal generdlt o-algebra
nyilvan

o(9) =g~ (BRY) = {g7"(B) : B € B[R},
hiszen egyrészt {g7'(B) : B € B(RY)} C o(g), masrészt a {g~'(B) : B € B(R?)} halmazok

o-algebrat alkotnak. (Ez a o-algebra € éppen azon A részhalmazaibol all, melyek esetén

g(w) megfigyelésével eldonthets, hogy w € A teljesiil-e, vagy sem.)

1.9 Definicié. Legyen (Q,.A) mérhetdségi tér. Azt mondjuk, hogy a g: Q) — RY figguény
mérhetd, ha tetszéleges B € B(R?) esetén

g (B):={9€ B} ={weQ:g(w) € B}cA,

vagyis o(g) C A.
Legyen tovdbbd F C A rész-o-algebra. Azt mondjuk, hogy a ¢ : Q — R fiigguény
F-mérhetd, ha tetszdleges B € B(RY) esetén

g_l(B) e F,

vagyis o(g) C F.

Nyilvin o(g) az a legsziikebb o-algebra, melyre nézve a ¢ fiiggvény mérhetd.

Hasonloan, ha Q és ' nemiires halmazok, minden v € I' esetén g, : Q — R?
tetszéleges fliggvény, akkor o(g, : v € I') az a legsztikebb o-algebra, melyre nézve az sszes
{gy: v €T} leképezés mérhetd.

Ha a,b € RY, akkor a < b illetve a < b azt jelenti, hogy minden j = 1,....d
esetén a; < b; illetve a; < b; teljesiil, és jelolje (a,b] == {z € RY:a <z < b}. A
g=(g1,...,94) : @ = R? fiiggvény akkor és csak akkor mérhetd, ha tetszéleges r € R?
esetén {w € Q:g(w) <z} € A, hiszen

{fweQ:gw) <z}={weQ:gw) <a,...,gaw) <aa} =g " (x]_i(—00,2]),
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és a {x9_(—oo,zj] : x € R} téglak generaljak a B(RY) o-algebrat, ezért ha ennek
a generatorrendszernek az Gsképe benne van az A o-algebraban, akkor az egész B(RY)
o-algebra Gsképe benne van A-ban. (Ekkor ugyanis a ,jo halmazok” modszerével: ha
tekintjiik azon B € B(RY) halmazokat, melyekre teljesiil ¢g~'(B) € A, akkor ezek o-
algebrat alkotnak, masrészt tartalmazzék a generdtorrendszert, igy tartalmazzik B(RY)-t

is.)

1.10 Definicié. Valdsziniségi mezd alatt olyan (Q, A, P) hdrmast értink, ahol (9, A)

mérhetdségi tér, P: A — [0,1] wvaldszindségi mérték.

1.11 Definicié. Legyen (2, A, P) waldszintségi mezd. Azt mondjuk, hogy az X : Q2 — R
figgvény véletlen vdltozd (vagy valdszintségi vdltozo), ha mérhetd. Azt mondjuk, hogy az

X :Q — R fiigguény véletlen vektor (vagy valdszintségi vektorvdltozd), ha mérhetd.
Az X : Q — R4 wéletlen vektor eloszldsa a Py : B(RY) — R,

Px(B) :=P(X € B) = P(X!(B)), B € B(R%)

halmazfiigguény, mely nyilvdn valdszinidségi mérték az (X, B(RY)) mérhetdségi téren.

Azt mondjuk, hogy az X : Q — R? wvéletlen vektor diszkrét, ha értékkészlete, a X ()
halmaz megszimldlhato. Azt mondjuk, hogy az X : Q — R? wvéletlen elem egyszerd, ha
értékkeészlete véges halmaz.

Hao X :Q—=RY Y :Q— R véletlen elemek és P(X =Y) =1, akkor azt irjuk, hogy
X =Y P-m.b. (egyenldek P-majdnem biztosan).

Ha X :Q — R? egyszerti véletlen vektor melynek értékkészlete X (Q) = {z1,..., 2},
akkor

14
X = Z(L’jﬂAj,
j=1

¢
ahol A; ={weQ: X(w)=u1x,;} € A, j=1,...,( diszjunkt halmazok, és [J A4; = Q.
j=1

1.12 Lemma. Tetszdleges Y : Q — R nemnegativ véletlen vdltozo esetén létezik nem-
negativ eqyszerd véletlen vdltozokbol dallo Y1,Ys,... sorozat gy, hogy tetszdleges w € 2
esetén Y, (w) 1Y (w) ha n — oc.

Példaul az

n2"

Yn = Z(] — 1)2_n:ﬂ_{(jfl)gfngy<j27n}, n e N

J=1

sorozat megfelel.

1.13 Kovetkezmény. Tetszdleges X : Q — R?  wvéletlen vektor esetén léleznek olyan
Xy, Xo, ... egyszerd véletlen vektorok, hogy tetszdleges w € Q esetén lim X, (w) = X (w).
n—oo



1.14 Allitas. Legyen X : Q — R% véletlen vektor.

(i) Ha g : RY — R" mérhetd figguény, akkor a go X : Q — R" dsszetetlt figguény
o(X)-mérhetd véletlen vektor, azaz o(go X) C o(X).

(i) Ha Y : Q = R" o(X)-mérhetd véletlen vektor, azaz o(Y) C o(X), akkor létezik
olyan g :R? — R" mérhetd fiiggvény, hogy Y = go X.

Bizonyitas. (i) abbol kovetkezik, hogy tetszéleges D € B(R") esetén (go X)™'(D) =
XY g YD)) € 0(X), hiszen g~*(D) € B(R?).
(ii). Nyilvan elegendd r = 1 esetén bizonyitani. Ha Y : Q — R egyszerd véletlen

valtozo, akkor
k
Y= Z Yila,
j=1

alaki, ahol yi,...,yx € R, & Y o(X)-mérhetGsége miatt
A;€0(X)={X""(B): BeBRY},

igy léteznek olyan By, ..., By, € B(RY) halmazok, hogy A; = X !(B;). Nyilvan

azaz la, = g, 0 X. Ezért Y = go X teljesiil a g := Zle y;lp, : R* = R mérhets
fiiggvénnyel. (Itt By, ..., By nem feltétleniil diszjunktak.)

Tetsz6leges Y : 2 — R véletlen valtozd esetén az 1.13 Lemma alapjan létezik egysz-
erii véletlen valtozokbol allo  {Y,}22, sorozat gy, hogy tetszdleges w € () esetén
lim, ,0 Yn(w) = Y(w). Az el6z6 rész alapjan minden n € N esetén létezik olyan

gn : RY — R mérhetd fiiggvény, hogy Y, = g, o X. Tekintsiik a
H:={z € R?: lim g,(z) létezik} € B(R?)
n—0o0
mérhets halmazt és a ¢g: R — R,

lim g,(z) ha z € H,
gla) = q e

0 ha =z ¢ H

mérhetd fiiggvényt. Tetszbleges w € Q0 esetén X (w) € H, ugyanis g,(X(w)) = Y, (w) —
Y(w), ezért g(X(w)) = lim, 00 gn(X(w)) = lim,, 00 Yy (w) = Y (w). O

1.15 Definicié. Az X = (X1,...,Xy) : Q@ — R? wéletlen vektor eloszldsfiiggvénye
X4 - Rd — [07 1],

-----

Fx(x) =P(X <z)=P(Xy < x1,..., Xy < 2q), r=(z1,...,24) € R



Jelslie g :RY - R, u,v €R, u<v és x €R? esetén

Aujz)g(x) =g(T1, ., T, U, T, - Ta) — G(T, e, T, U T, -, Tg).

1.16 Allitas. Az F : R = R figguény akkor és csak akkor eloszldsfiigguénye valamely
X : Q= R? wéletlen vektornak, ha

(i) F' minden vdltozdjaban monoton novekvd,

(ii) F' minden vdltozdjdban jobbrol folytonos,

(iii) lim F(z) =0, lim F(z) =1,
min{z1,...,xq4}——00 min{z1,...,z4 }—00
(iv) tetszéleges a,b € RY, a <b esetén Aflll)’bl o Agi),bdF > 0.

(Ha k=1, akkor (iv) kévetkezik (i)-bdl.)

Ha X :Q — R? véletlen vektor, akkor tetszéleges a,b € R? a < b esetén

P(X € (a,b) =AY, A pe >0,

a1,by * " Tag,byg

tehat Px az Fx fliggvény altal generalt Lebesgue-Stieltjes mérték.

1.17 Allitas. Legyenek X,Y : Q — R? véletlen vektorok. Ekkor Px = Py <= Fx = Fy.



2 Fiiggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 torvénye

2.1 Definici6. Legyen (92, A, P) waldszindségi mezd, T # () nemiires halmaz. Legyen

minden v € I' esetén F, C A rész-o-algebra. Azt mondjuk, hogy az {F, : v € I'}

rész-o-algebrdk fliggetlenek, ha a T kilénbozd elemeibdl dllo minden {~y,...,v} véges
részhalmaz esetén és minden A, € F,,,..., A, € F,, wvdlasztdssal teljesil

P(A,Nn...NA,)=P(4,) --P(4,,).

Legyen minden ~ € I' esetén A, € A. Azt mondjuk, hogy az {A, : v € T'}
események fliggetlenek, ha a hozzdjuk rendelt {{(7), A, Q\A,, Q} v e T} rész-o-algebrdk
figgetlenek.

Legyen minden v € I' esetén X, : € — R?  wéletlen vektor. Azt mondjuk, hogy az
{X, : v € T} véletlen vektorok figgetlenek, ha a hozzdjuk rendelt {o(X,) : v € '}

rész-o-algebrdk figgetlenek.

2.2 Lemma. Legyen (Q,A,P) waldsziniségi mez6. Ha az X : Q@ — RF és YV : Q — R
véletlen vektorok figgetlenek, akkor tetszdleges g : RF — R", h : R® — RP mérhetd
fiigguények esetén a go X : Q0 - R" és hoY :Q — RP wvéletlen vektorok is fiiggetlenek.

Valoban, az 1.14 Lemma alapjan o(go X) C o(X) és o(hoY) C o(Y).

2.3 Lemma. Legyen (92, A,P) waldszindségi mezé. Ha az Foy C A és Gy C A 1ész-
halmazalgebrdk figgetlenek abban az értelemben, hogy tetszdleges A € Fo és B € Gy esetén

P(AN B) = P(A)P(B),

akkor a generdlt F :=o(Fy) és G:=0(Gy) rész-o-algebrdk is figgetlenek.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy B € Gy eseményt. Tekintsiik az (€, F) mérhetdségi téren
a pu(A):=PANDB), Ae F éa v(A):=P(A)P(B), Aec F nemnegativ halmazfiig-
gvényeket. Ezek a P o-additivitdasa miatt o-additivak lesznek, és u(Q) = v(Q2) = P(B),
tovabba p és v megegyezik az Fy halmazalgebran, mely generalja F-et, ezért a mértékek
1.6 kiterjesztési tétele alapjan p és v megegyezik F-en: P(ANB)=P(A)P(B), Ae F.

Rogzitsiink most egy A € F eseményt; az el6z6hoz hasonlé gondolatmenettel teljesiil

P(ANB)=P(A)P(B) minden A€ F é B e esetén. O
2.4 Lemma. Legyen (2, A, P) wvaldszintiségi mezé. Ha az Fi, ..., Fk, G1, ..., G¢ 1ész-

o-algebrdk fliggetlenek, akkor az

i), o)

rész-o-algebrdk is fiiggetlenek.



Bizonyitas. A F rész-o-algebrat generalja az az Fy; halmazalgebra, mely a ﬂle A;
metszetek véges, diszjunkt unioibol all, ahol A; € F; ha i € {1,...,k}. (Ugyanis ekkor
nyilvan ﬂle A; € F miatt ezeknek a metszeteknek a véges unidi is benne vannak F-ben,
masrészt ez a halmazrendszer megegyezik az ilyen metszetek nem feltétleniil diszjunkt, véges
uni6ibol all6 halmazrendszerrel, ezért halmazalgebrat alkotnak, hiszen a véges metszet- és
unioképzésre nyilvan zart, minden ¢ € {1,...,k} esetén Q € F;, igy 2 is benne van, és
Q\NE, A =U" (2\ A) miatt a komplementerképzésre is zart.) Hasonloan, a G rész-
o-algebrat generalja az a Gy halmazalgebra, mely a ﬂ?zl B; metszetek véges, diszjunkt
uni6ibol all, ahol B; € G; ha j e {1,...,¢}.

Tetszoleges (i, A; és ﬂﬁzl B; alakt metszetre (ahol A, € F; ha ie {1,...,k} és
B; € G; ha je{l,...,(}) teljesiil

((0)n(02)) - (W) (1) =+ (02)r(0)

A valoszintiség additivitasa miatt ez teljesiil ﬂle A; s ﬂ?zl B; helyett ilyen metszetek
véges diszjunkt unioira is, vagyis teljesil P(AN B) = P(A)P(B) minden A € Fy és
B € Gy esetén. Tehat az allitas kovetkezik az 2.3 Lemma alapjan. O

Hasonléan bizonyithato a kévetkezs allitas is.

2.5 Lemma. Legyen (£, A, P) wvaldszintdségi mezé. Ha az Fi, ..., Fr, G1, Go ..., 1ész-
o-algebrdk filiggetlenek, akkor az

elip) oo ()

rész-o-algebrdk is fiiggetlenek.

2.6 Definicio. Legyen (2, A) mérhetdségi tér. Legyen minden n € N esetén F, C A
rész-o-algebra.

Azt mondjuk, hogy az {F, :n € N} rész-o-algebrikhoz tartozo farok-o-algebra:

(e o]

T = ﬂa(]—"k:an).
n=1

2.7 Példak.

(i) Nyilvan
o(Fr:k>n)lT ha n— oo

(ii) Ha (Q,A,P) valoszintiségi mezs, X, Xo,... véletlen valtozok, akkor a kovetkezs
események benne vannak a o(X;),0(X3),... rész-o-algebrakhoz rendelt farok-o-al-



gebraban:

{w € Q: nll_}fglo Xp(w) létezik} ,
{wGQ:limsuan(w) <:17}, z € R,
n—s00
{w €N: T}LrgoXn(w) létezik és nlggo Xn(w) < x} : xr € R,
{w S nh_)IIolo Xi(w) + n + Xul(w) létezik} .

(Eppen azok az események vannak benne ebben a farok-c-algebraban, melyek bekd-

vetkezését nem befolyasolja véges sok X, értékének megvaltoztatasa.)

2.8 Tétel. (Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye) Legyen (), A, P) wvaldszintségi mezd. Legyen
minden n € N esetén F, C A rész-o-algebra, és jelolje T a hozzdjuk tartozo farok-o-
algebrat. Ha az {F, :n € N} rész-o-algebrik figgetlenek, akkor tetszdleges A € T esetén
P(A) =0 wvagy P(A) =1.

Bizonyitas. A 2.5 Lemma alapjan tetszéleges n,k € N eseténa o(F;, :n<i<n+k—1)
és o(F; : j =2 n+k) rész-o-algebrék fiiggetlenek. Mivel T C o(F; : j > n+ k), igy
a olFi:n<i<n+k—1) é T rész-o-algebrak is fiiggetlenck. Mivel az U2 0 (F; :
n <i<n+k—1) halmazalgebra generdlja a o(F; : i > n) o-algebrat, igy a 2.3 Lemma
alapjan a o(F; :i>n) és T rész-o-algebrak is fiiggetlenek. Megint hasznalva azt, hogy
T Co(F :i>n), igy a T o-algebra fiiggetlen 6nmagatol: P(AN B) = P(A)P(B)
minden A, B € T esetén. Tehat minden A € T esetén P(A) = P(AN A) = P(A)?,
amibsl P(A) € {0,1}. O

2.9 Példa. Ha X, Xo,... fiiggetlen véletlen valtozok és

_ X, 4+ X,
X, — 1+ + ’
n
akkor
P ({X,.};2, konvergens) € {0,1},
hiszen az {w € Q: {X,(w)}32, konvergens} esemény benne vana o(X;),0(X>),... rész

o-algebrakhoz rendelt farok-o-algebraban, ezért alkalmazhatjuk Kolmogorov 0 vagy 1 torveé-
nyét. Tovabba tetszéleges € R esetén az {w € Q: limsup,_,., Xn(w) <z} események

is benne vannak ebben a farok-o-algebraban, ezért Kolmogorov 0 vagy 1 torvénye alapjan

P(limsup,,_,., X, < ) € {0,1}. Mivel az z + P(limsup,_,., X, < =) fiiggvény monoton

novekvs és jobbrol folytonos, igy létezik b € [—oo, co] gy, hogy P(limsup,, .. X, < z) =0
ha o <b é P(lim, oo X, <2) =1 ha x >b, amibol kovetkezik, hogy

n—oo

P (limsupyn = b> =1.



Hasonloan, létezik a € [—oo,00] 1gy, hogy

P <liminf7n = a) =1.

n—oo

Ezért ha P ({Yn}gozl konvergens) =1, akkor létezik ¢ € R 1gy, hogy

P(limyn:c>:1.

n—oo

2.10 Definici6. Ha Q # (0 nemiires halmaz, és minden n € N esetén A, C Q, akkor
jeldlje

limsup A, := ﬂ U Ay ={w e :we A, végtelen sok n € N esetén},

n—oo

n=1k=n
liminf A,, := U ﬂ A, ={w e :we A, véges sok n €N kivételével}.
n—oo

n=1k=n

Ha (Q, A P) valoszintiségi mez6 és Aj, Ay,--- € A fiiggetlen események, akkor
P(limsup,,_,., An) € {0,1}, azaz vagy 1 valosziniiséggel végtelen sok esemény bekovetkezik
ezek koziil, vagy pedig 1 valészintiséggel legfeljebb csak véges sok. Azt, hogy melyik eset all

fenn, a kovetkez6 lemma alapjan lehet elddnteni.

2.11 Lemma. (Borel-Cantelli lemma) Legyen (0, A, P) wvaldsziniségi mezd, Ay, Ag,--- €

A események.

) Ha ZP ) < o0, akkor

P (lim sup An) =0
n—oo

(vagyis ezen események kozil 1 valdszintiséggel legfeljebb csak véges sok kovetkezik be).

(i) Ha az {A,}5°, események figgetlenek és ZP(AH) =00, akkor

n=1

P (lim sup An) =1
n—oo
(vagyis ezen események kizil 1 valdszintiséggel végtelen sok kivetkezik be).
Bizonyitas. (i). A P folytonossaga és szub-o-additivitésa alapjan

P (limsup An) (ﬂ U Ak) = JLIEOP (U Ak> < JLIEO;P(Ak) —

n—00 n=1k=n

(ii). Nyilvan

P (hmsupA ) =P <ﬂ UAk> = (U ﬂAk> = lim P (ﬂ Ak> .

n—o0 n=1k=n n=1k=n
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Tovabba

P (D A_’“> = P (D A_k) = lim | (1 = P(A)) <liminfexp {—ZP(Ak)} ~0,

k=n k=n

hiszen tetszéleges © € R esetén 1 —x < e ™. Fzért

P (lim sup An> =1-P (lim sup An) =1.

n—o0 n—oo
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3 Varhato érték

Ha X :Q — R egyszeri véletlen valtozo, és X () = {x1,...,x,}, akkor
¢
X = Z J]j:ﬂ_Aj7
j=1

¢
ahol A; ={weQ: X(w)=u=x;} € A, j=1,...,¢ diszjunkt halmazok, és |J A4; = .

j=1
3.1 Definicio. Legyen X : Q — R egyszert véletlen vdltozo, és X(Q) = {x1,...,z.}.
Ekkor az

¢
E(X) = / X(w) P(dw) := ) 2, P(X = 1)
Q =
mennyiséget a X vdrhaté értékének nevezziik.

Nyilvan a varhato érték végesen additiv és monoton az egyszert véletlen valtozokon.

3.2 Allitas. Legyen X :Q — R nemnegativ véletlen vdltozo.

(i) Hao Z és Y1,Ya,... nemnegativ egyszerd véletlen vdltozdk, és tetszdleges w € )
esetén Y, (w) T X(w) = Z(w), akkor lim, . E(Y,) > E(Z).

(i) Ha Y1,Ya,... és Zy,Zy,... nemnegativ egyszeri véletlen vdltozok, és tetszéleges w €
Q esetén Y,(w) T X(w) és Zp(w) 1T X(w), akkor lim, .. E(Y,) =lim, . E(Z,).

Bizonyitas. (i). Nyilvan a lim, ., E(Y,) hatarérték létezik, hiszen az E(Y7),E(Y2),...

sorozat monoton névekvs. Tetszéleges € > 0 esetén A, == {w e N:Y,(w) > Z(w)—e} T,

ezért P(A4,) T 1 ha n — oo, amibsl P(A,) | 0 ha n — co. Mivel Y, > Y,l,, >
E(Y,) >E[(Z —¢)la,] =E(Z) —E [Z13 | —cP(4,) > E(Z) — P(A,) max Z(w) — ¢,

weN

amib6l lim, . E(Y,) > E(Z) —e.
(ii). Az (i) alapjan minden m € N esetén lim E(Y,) > E(Z,,), ezért lim E(Y,) >
n—oo n—oo

lim E(Z,). Hasonléan lim E(Z,) > lim E(Y,,). O
n— o0 m—0o0

m—r0o0

3.3 Definicié. Legyen X : Q — R nemnegativ véletlen vdltozd. Legyen {X,}02, nem-
negativ eqyszerd véletlen vdltozokbol dllo sorozat igy, hogy tetszdleges w € Q esetén X, (w) 1
X(w) ha n—oco. (llyen az 1.12 tétel szerint létezik.) Ekkor az

n—00

B(X) = /Q X (w) P(dw) := lim B(X,)

mennyiséget a X vdrhato értékének nevezziik.
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A 3.2 Allitas alapjan E(X) € [0,00] egyértelmtien van definialva. Tovabba
E(X) =sup{E(Y) : Y egyszeri véletlen valtoz6 melyre 0 <Y < X}.

Ha X : Q — R véletlen valtozo, akkor X' := max{X,0} é X~ := —min{X,0} is
véletlen valtozok, és X = X+ — X,

3.4 Definici6. Legyen X : Q — R wéletlen vdltozo. Azt mondjuk, hogy X -nek létezik
vdrhato értéke (integrdlja), ha az E(XT) és E(X™) wvdrhatd értékek kozil legaldbb az
eqyik véges, és ekkor

E(X) := /QX(w) P(dw) .= E(X") - E(X").

Azt mondjuk, hogy X -nek véges a vdrhato értéke (integrdlhatd), ha az E(XT) és
E(X™) wdrhato értékek végesek.

Mivel |X| = X* 4+ X—, igy X-nek akkor és csak akkor véges a véarhato értéke, ha
E(|X]) < oo, azaz X € L'(Q, A, P).

3.5 Tétel. (Transzformacidtétel) Ho X : Q — R wéletlen vektor és g : RY — R

mérhetd fiigguény, akkor

Blg(x)] = [ (X)) Pldo) = [

R4

g(x) Py (dz) = / g(x) dFy (x)

Rd

abban az értelemben, hogy az integralok ugyanakkor léteznek, és ha léteznek, egyenldek.

3.6 Allitas. A vdrhatd érték tulajdonsdgai:

(i) X akkor és csak akkor integrdlhatd, ha |X| integrdlhato.

(ii) Ha létezik E(X) és c € R, akkor létezik E(cX), és E(cX) = cE(X).

(i) Ha létezik E(X) > —oco0 és X <Y P-m.b., akkor létezik E(Y) és E(X) < E(Y).
(iv) Ha létezik E(X), akkor |E(X)| < E(|X]).

(v) Ha létezik E(X), akkor tetszdleges A € A esetén létezik E(X14); ha X integrdl-
hato, akkor tetszdleges A € A esetén X1 is integralhato.

(vi) Ha E(X), E(Y) léteznek, és az E(X)+E(Y) kifejezés értelmes (azaz nem oo — oo
vagy —oo + oo alaki), akkor E(X +Y) létezik és E(X +Y) =E(X)+ E(Y).

(vii) Ho X =0 P-m.b., akkor E(X)=0.
(viii) Ho X =Y P-m.b. és E(X) létezik, akkor E(Y) is létezik, és E(X)=E(Y).

(ix) Ho X >0 P-m.b. és E(X) =0, akkor X =0 P-m.b.
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(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

(xvi)

(xvii)

(xviii)

(xix)

(xx)

(xxi)

(xxii)

Ha X integrdlhalo és tetszdleges A € A esetén E(X14) >0, akkor X >0 P-m.b.

Ha X ¢és Y integrdlhatdak és tetszdleges A € A esetén E(X14) < E(Y1a), akkor
X <Y P-mb.

Ha X és Y integrdlhatéak és tetszdleges A € A esetén E(X1,4) =E(Y14), akkor
X =Y P-m.bh.

Ha X és Y ntegralhatoak és X,Y fuggetlenek, akkor XY is integrdlhato és
E(XY)=EX)E(Y).

Monoton konvergenciatétel: Ha X, Xs,... integrdlhatok, tetszdleges n € N
esetén X, 2 Y P-mb., E(Y)> —o0, és X, 1 X P-m.b., akkor E(X,)TE(X) ha

n — oQ.

Ha X1, X,,... nemnegativak, akkor E <Z Xn) = ZE(Xn).
n=1

n=1

Fatou-lemma: Ha tetszdleges n € N esetén X, > Y P-mb. és E(Y) > —o0,
akkor E (liminf, .. X,) < liminf, . E(X,).

Majordns konvergenciatétel: Ha tetszdleges n € N esetén |X,| <Y P-m.b.,
EY)<oo és X, - X P-mb., akkor E(|X]) < oo, E(X,) = E(X) és E(|X, —
X|) =0 ha n— oo.

Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség: Ha E(X?), E(Y?) < oo, akkor E(]XY]) <
E(X?2)E(Y?).

Jensen-egyenldtlenség: Ha E(|X|) < oo, I C R olyan nyitott (nem feltétlendil
korldtos) intervallum, hogy P(X € I) =1, és g: I — R konvex, akkor E(X) €[
és g(E(X)) < E(g(X)).

Holder-egyenlétlenség: Legyenek p,q € (1,00) olyanok, hogy p~*+q ' =1. Ha
E(|X[") < oo és E([Y|7) < oo, akkor E(XY]) < (E(|X]7)"" (B(]Y|7)"/".

Ljapunov-egyenlétlenség: Ha 0 < s <t, akkor (E(]X\S))l/S < (E(|X]t))1/t.

Minkowski-egyenlétlenség: Legyen p € [1,00). Ha E(|X]P) < oo és E(|Y]P) <
oo, akkor (E|X +Y|")'" < (E(IX|7)"" + (E(Y]7)"".

3.7 Definicié. Legyen (X,X) mérhetdségi tér. Azt mondjuk, hogy a w: X — [—o00, ]

halmazfigguény abszolit folytonos a v : X — [—oo,00| halmazfiigguvényre nézve, ha
minden B e X, v(B)=0 esetén u(B)=0. Jelilése: p < v.
Legyen v : X — [0,00] mérték. Azt mondjuk, hogy a X : Q — X wvéletlen vdltozd

abszolit folytonos eloszldsi a v mértékre nézve, ha Px < v. Azt mondjuk, hogy a

X : Q = R? véletlen vektor abszolit folytonos eloszldsd, ha abszolit folytonos eloszldsi

a Ng Lebesgue-mértékre nézve.
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3.8 Tétel. (Strtiségtétel) Legyen (X, X) mérhetdségi tér, v : X — [0,00] mérték,
g: X — R, nemnegativ mérhetd figgvény. Ekkor a p: X — [0, 00],

u(B) = | gla)vido)

halmazfiggvény mérték, amely pontosan akkor véges, ha g integrdlhato, p < v, és tet-

szdleges h : X — R mérhetd fiigguény esetén

[ rantn) = [ hwgto) v

X

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, eqyenldek.

3.9 Tétel. (Radon—Nikodym tétel) Legyen (X,X) mérhetdségi tér és v : X — [0, ]
o-véges mérték. A u: X — [—00,00] eldjeles mérték akkor és csak akkor abszolit folytonos
a v mértékre nézve, ha létezik olyan g : X — [—00,00] mérhetd fiigguény, hogy tetszdleges
B e X esetén

uwwiémwwmy

A g figgvény v-m.am. egyértelmiien meg van hatdrozva, azaz ha eqgy h : X — [—00,00

mérhetd fiigguényre is teljestil
u(B) = [ ho)vido)
B
minden B € X esetén, akkor v{r € X : g(x) # h(z)} = 0.

A Radon-Nikodym tételben létezd (v-m.m. egyértelmtien meghatérozott) ¢ fiiggvényt
a u mértéknek a v mértékre vonatkozdé Radon—Nikodym deriviltjanak nevezziik, melynek

e et d/“
jelolése 5.

3.10 Definicio. Legyen (Q, A, P) waldszindségi mez6, X : Q — R%  abszolit folytonos

eloszldsi véletlen vektor. Ekkor a Px mértéknek a N\ Lebesgue-mértékre vonatkozo fx =

dPx

o Radon—Nikodym derivdltjdt stdriségfiiggvénynek nevezziik.

3.11 Allitas. A X : Q — R véletlen vdltozé akkor és csak akkor abszolit folytonos, ha
az Fx eloszlasfiigguény abszolut folytonos, azaz barmely ¢ > 0 esetén létezik 6 > 0 gy,
hogy ha k € N, a1 < by < ay < by < ... < ap < b, és Z?Zl(bj—aj) < b, akkor
S (Fx(bj) — Fx(ay) < e.

A stirtiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény kapcsolatéat irja le a kovetkezd allitas.

3.12 Allitdas. Ha a X : Q — R? wéletlen vektor abszolit folytonos, akkor fx(x) =
81...ade(ZE) )\d—m.m.

Abszolut folytonos véletlen vektor fiiggvényének varhato értékét a kovetkezé modon sza-

molhatjuk.
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3.13 Allitas. Ha X : Q — R abszoliit folytonos véletlen vektor és ¢ : R* — R mérhetd
fugguény, akkor

BlG(0) = [ g(o)fx(a)da
R
abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, eqyenliek.

Abszolut folytonos véletlen valtozd szigorian monoton transzformaltja wjra abszolat

folytonos, melynek strtségfiiggvényét a kovetkezd modon szamolhatjuk.

3.14 Allitas. Ho X : Q — R abszolit folytonos véletlen vdltozs, I C R olyan (nem
feltétleniil korldtos) intervallum, hogy P(X € I) =1, h : 1 — R szigorian monoton
(novekvd vagy csokkend) folytonosan differencidlhato, és minden x € I esetén h(x) # 0,

akkor a h(X) wvéletlen vektor is abszolit folytonos, és siriséqfiggvénye

ST W)
Faoy(y) = § WETTWP ha y € h(I),
0, egyébként,

ahol h™' a h inverzét jelili.

Fiiggetlen, abszolit folytonos eloszlasi véletlen valtozok Gsszegének, szorzatanak és hanya-
dosanak siirtiségfiiggvényét a kovetkez6 modon szamolhatjuk.

3.15 Allitas. Ha X és Y fiiggetlen, abszolit folytonos eloszldsi véletlen vdltozok, akkor

e a X +Y wéletlen vektor is abszolit folytonos eloszldsu, és
fxav(z / fx (@) fy(z — ) dl‘—/ fx(z—y)fr(y)dy

e o XY wéletlen vektor is abszolit folytonos eloszldsi, és

Fev (2 /fx ) fy )m /(:fx()fy()‘m

® q véletlen vektor is abszolut folytonos eloszldsi, és

<<

/ frepy (2 !:c|d:c—/ Fx(z) f ()] dy.

3.16 Definicié. Legyen (X, X) mérhetdségi tér, p: X — [—o0, 00| mérték.
Azt mondjuk, hogy a p mérték a B € X halmazba koncentrdlédik, ha (X \ B) = 0.

(Ez a halmaz nem egyértelmien definidlt.)

3.17 Definici6. Azt mondjuk, hogy a X : Q — RY wéletlen vektor diszkrét (eloszldsi),
ha létezik B C RY megszdmldlhaté halmaz gy, hogy Px a B halmazba koncentrdlodik,
azaz P(X € B) = 1. Az ilyen tulajdonsdgi halmazok metszetét (azaz a legszikebb ilyen
halmazt) a Px mérték tartéjanak nevezzik. Jeldlése: supp(X).
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3.18 Allitas. A X : Q — RY diszkrét véletlen vektor tartéja a Px mérték atomjaibdl
all, azaz
supp(X) = {z € R*: Px({z}) > 0} = {z e R* . P(X = 2) > 0} .

3.19 Allitas. A X : Q — R? diszkrét véletlen vektor eloszldsfigguénye

Fx(z) = > P(X=y), zeR%

{y€supp(X) : y<z}

3.20 Allitas. Legyen X : Q — R? diszkrét véletlen vektor és g : RY — R mérhetd
figgvény. A g(X) wvéletlen viltozé akkor és csak akkor integrdlhatd, ha

ElgX)= Y lg(@)|P(X =12) <o,

z€supp(X)

és ekkor

z€supp(X)

3.21 Definicié. Legyen (X, X) mérhetdségi tér. Azt mondjuk, hogy a p: X — [0,00] és
v:X —[0,00] mértékek szinguldrisak egymdsra (nézve),
ha léteznek olyan diszjunkt A, B € X halmazok, hogy p az A halmazba, v pedig a B

halmazba koncentralodik. Jeldlése: p L v.

3.22 Definicié. Azt mondjuk, hogy a X : Q — R? wéletlen vektor szinguldris, ha Px L
A\, azaz 3 B € B(R?) gy, hogy \N(B) =0 és P(X € B) = 1.

A diszkrét véletlen vektorok nyilvan szingularisak.

3.23 Allitas. A X : Q — R wvéletlen vdltozé akkor és csak akkor szinguldris, ha Fi(x) =0

m.m.
3.24 Tétel. Tetszdleges F :R — [0,1] eloszldsfiigguény egyértelmien felbonthatd
F =piFa+ paFar + p3Fis

alakban, ahol pi,pa,p3 =0, p1+ps+p3 =1, Fy diszkrét, F, abszolit folytonos, Fi

folytonos szinguldris eloszldsfiigguény.
3.25 Definici6. Legyen X : Q) — R wéletlen vdltozo.
o Legyen a« € Ry. A X «-adik abszolit momentuma: E(|X|%).

e Hao keN, és X k-adik abszolit momentuma véges, akkor
X k-adik momentuma: E(X%),
X k-adik centrdlis momentuma: E[(X — E(X))"].
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e Ha X mdsodik abszolit momentuma véges, akkor X mdsodik centrdlis momentumdt
X wariancidjinak (szérdsnégyzetének) nevezzik. Jelilése: Var(X) := D*(X) :=
E[(X - E(X))].

3.26 Definicio. Legyen X = (X1,...,Xq) : Q — R wvéletlen vektor. Ha E(|X;]) < oo,
... B(|X4]) < 00, akkor X wvdrhato érték vektora

E(X) = (E(X}1),...,B(Xy)) € R%

3.27 Definici6. Legyen X = (Xi,...,Xq) : Q — R? wvéletlen vektor. Ha E(||X]]?) < oo,

azaz E(X?) < oo, ... E(X?) < oo, dakkor X kovarianciamdtriza
Cov(X) :=E[(X —E(X))(X —E(X))"] e R™,
melynek elemei Cov(X;, X;) == E[(X; — E(X;))(X; —E(X;))], 1<4,5<d.
A kovarianciamatrix tulajdonsigait irja le a kovetkezg allitas.
3.28 Allitas. Legyen X = (X1,...,Xy): Q — R? véletlen vektor, E(]|X]|?) < oo.
o Cov(X) szimmetrikus: Cov(X)" = Cov(X).

o Cov(X) pozitiv szemidefinit, azaz ¥V x € R? esetén

d d
z" Cov(X)z = (Cov(X)r, x) = Z Z Cov(X;, Xj)xiz; = 0.

i=1 j=1

e o AecR™ ¢ beR", akkor E(AX +b) = AE(X)+0b és Cov(AX +0b) =
ACov(X)AT.
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4 Karakterisztikus fiiggvény, generatorfiiggvény

4.1 Definici6. A X : Q - C, X = ReX +ilm X Fkomplex értéki véletlen vdltozonak
véges a vdrhato értéke (integrdlhatd), ha az E(ReX) és E(ImX) wvdrhaté értékek
végesek, és ekkor

E(X) := E(Re X) +iE(Im X).

Nyilvan a X : Q@ — C komplex értéki véletlen valtozonak akkor és csak akkor véges a
varhato értéke, ha E(]X]) < oo.

4.2 Allitas. Ha X : Q — C  komplex értéki véletlen vdltozé és E(|X|) < oo, akkor
| E(X)| < E(1X]).

Bizonyitas. Nyilvan

|E(X)| = |E(Re X) +iE(Im X)| \/ E(Re X)]*> + [E(Im X)]?
<E (J(Re)o +(ImX)?) = (X))

hiszen a ¢ : R?> = R, g(x,y) := /22 +y? fiiggvény konvex, igy alkalmazhatjuk a Jensen-
egyenlGtlenséget. 0

4.3 Definicié. Legyen TI' # (0 nemdires halmaz, és minden v € T esetén X, :Q — C
komplex értéki véletlen vdltozo. Azt mondjuk, hogy a {X, : v €'} komplex értéki véletlen
vdltozok fliggetlenek, ha o {(ReX,,Im X,):~v eI'} wvéletlen vektorok figgetlenek.

Nyilvan ha X : Q@ — C és Y : Q — C fiiggetlen komplex értéki véletlen valtozok és
E(]X|) < oo, E([Y]) < 00, akkor E(|XY]) <o és E(XY)=E(X)E(Y).

4.4 Definicié. A X : Q — R? wéletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye ¢ox : R? — C,
ox(t) == E(e'"X)), t € R%
4.5 Allitas. A karakterisztikus figguény tulajdonsdgai:

(i) lex| <1, és ox(0) =1

(ii) ¢x egyenletesen folytonos.

(iii) Tetszéleges t € R esetén @x(—t) = px(t).

(iv) Bochner-tétel: A ¢ : R — C fiigguény akkor és csak akkor karakterisztikus fiig-

guénye valamely véletlen vektornak, ha folytonos és pozitiv szemidefinit, azaz tet-

szdleges n € N és tetszbleges t1,...,t, € R? esetén a (p(t; — tg))ﬂ - matriz
pozitiv szemidefinit, azaz tetszdleges z1,...,z, € C esetén
n o n
DD elty —t)zz = 0.
j=1 ¢=1
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(v) Tetszileges A€ R4, b e R? és t € RY esetén @axip(t) =P oy (ATH).
(vi) Px =Py akkor és csak akkor, ha ox = py.

(vii) Xi1,..., Xy Q — R akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha tetszbleges ti,...,t, € R?

esetén

ox,,..x, (1, - . HSOX

(viii) Ha E(||X||") < oo wvalamely n € N esetén, akkor ox mn-szer folytonosan differen-

ciglhato, és tetszdleges ri,...,rq, 1+ - +1rg <N nemnegativ egészek esetén

O Otpx (t) =TT B(X - X ),

iritetrg

B(X] - X7) =

?

RGN
SOX(t) = Z Tl!"'rd! E(X ' de)+Rn(t)7

r1ttrgsn

ahol R,(t) = O(||t||™) és Rn(t) =o(||t]|") ha t — 0, mégpedig

Rl <3 B, gm0

=0 [l

(ix) Ha X : Q — R wvéletlen vdltozd és gog?n)(()) létezik és véges valamely n € N esetén,
akkor E(X?") < co.

(x) Ha tetszoleges n € N esetén E(||X]|") < oo, és

1
 limsup /E([X[[*)/n!

n—0o0

akkor tetszdleges t € R, ||t|| < R esetén

oo o0 iT1+...+7«d E(Xrl . .XT'd> . .
pxt) =30 30 S TS

1 =0 T'd:O

(xi) Inverzids formula sirdségfiggvényre: Ha ox € L'(RY), azaz [p.|ex(t)]dt <

oo, akkor X eloszldsa abszolit folytonos, és a stiriségfigguénye

1 —i(t,x
Fxle) = (2m)d /Rd e oy (t)dt,  xeR’

Bizonyitas. (i). Nyilvin |px(t)] = | E(e"4%))| < E(|e®X)]) = 1.
(ii). Tetsz6leges t,h € R? esetén

fox (b4 h) — px(t)] = [B(EH) — 0)] = [Be09) () —1))] < (69— 1)
A majorans konvergencia-tétel alapjan limy,_,o E(|e'"X) —1]) = 0.
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(). (=) = Ble X)) = B@00) = oy (D).
(iv). Ha X : Q — R? véletlen valtozo, akkor tetszéleges n € N, tetszbleges ti,...,t, €

R?, és tetszbleges z1,...,2, € C esetén
n n
Sl 5= 3 B )
j=1 =1 Jj=1{=1

i<tj’X>Zj > 0.

—E (Z ei(tj,X>Zj Z ei(tg,X)ZZ> - E
j=1 (=1

A masik iranyt nem bizonyitjuk.

(V). @axss(t) = E(ei<t,AX+b)) — oi(td) E(eimTt,X)) — ei(t,b)goX(ATt).

(vi). Csak k =1 esetén bizonyitjuk. Ha Px = Py, akkor a definicio alapjan nyilvan
©x = py. Most tegyiik fel, hogy ¢x = ¢y. Legyen [a,b] CR, ¢ >0 és t € R esetén

(0 ha t<a—¢ vagy t>0b+c¢,
(t—a)/e+1 ha a—e<t<a,

1 ha a <t <
((b—1)/e+1 ha b<t<

FEt) =<

Megmutatjuk, hogy E(f©) (X)) =E(f®(Y)). Legyen n € N olyan nagy, hogy [a —&,b+
] C [-n,n]. Mivel f® :R — R folytonos, igy a Stone-Weierstrass-tétel szerint létezik
) .R - R trigonometrikus polinom (azaz fi7(t) = 3, anze™ /", ahol a szumma véges

sok tagot tartalmaz és a,; € C) ugy, hogy

sup [f(t) — fO (1)) <27

[t|<n

Mivel tetszéleges ¢t € R esetén fE)(t) € [0,1], igy tetszoleges ¢t € R esetén |f,(f)(t)| <
1790 = FOO + |fO@)| <2 +1<2. A oy =gy feltétel alapjén

D=3 s B = 3 o (mh/n) = 3 iy (wh/n) = B(FO(Y)).
Ezért

|E(f9X)) - E(fEO )| = [E(FX)Lx)<ny) — (f(f)(Y)1{|Y|<n})|
< B9 (X) 1yx1<ny) — E(fée)(X)ﬂ{\XKn} |+ B (X0 Lxieny) — AP (V) Lgyieny)|
+ B9 Y)1{|Y|<n}) E(fO0)Lgyien)]

<27 4+ [BUO X)L gien) — EGO0)] + [EUO(X) — BGOY)|
HE(fff)(Y))— E(f9 () Lyieny)| +27"

<27 4 2P(|1X| > n) + 2P(|Y] > n),

amibsl n — oo esetén azt kapjuk, hogy E(f®) (X)) = E(f©(Y)). Tetsz6leges t € R
esetén f©)(t) | 1,y (t) ha €] 0, ezért a monoton konvergencia-tétellel lim, g E(f@(X)) =
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E(Ljay(X)) = P(X € [a,0]), és hasonléan lim.;oE(f©(Y)) = P(Y € [a,b]), igy végiil is
tetsz6leges [a,b] C R esetén P(X € [a,b]) = P(Y € [a,b]), amibdl kovetkezik, hogy
Px = Py.

(vii). Ha Xi,...,X,:Q — R? fiiggetlenek, akkor tetszéleges ti,...,t, € R? esetén

¢ ¢ ¢ ¢
Pxy,..., Xg(tb" EeXp {12 t],X } (H €i<tj’Xj>> = HE(ei<tj’Xj>) = H@Xj(tj)
=1 j=1 j=1 j=1
Ha Xi,...,X,:Q — R? véletlen vektorok, és tetszéleges ti,...,t, € R? esetén
ox,,..x,(t, - H ox; (

akkor legyenek Yi,...,Y, : Q — RY olyan fiiggetlen véletlen vektorok, hogy Py, = Px;,
j=1,...,0. Ekkor tetszdleges ti,...,t, € R? esetén

¢ ¢
Pyi,..., Ytz(th <. 7t@) = H(pyj(t]) = H%g(tj) = ©X,..., Xz(th v 7t5>7
=1 =1
igy Px,.  .x, =Py v, ezért tetsz6leges z1,...,7, € R? esetén
¢ ¢
Fx, x (w1, m0) = Fyy |y, (21, ZH % :H xg

amibdl kovetkezik, hogy Xi,..., X, : Q — R? fiiggetlenek.

(viii). Ha k=n =1, akkor tetszGleges t € R esetén a majorans konvergencia-tétellel

. ) ihX_l .
ox(t+h) —@x(t) —E |:€1tX (e - )] —>E(iXe‘tX) ha h — 0,

h

hiszen tetszoleges u € R esetén |e™ — 1] < |u|, igy tetsz6leges w € Q0 esetén

) ihX (w) _ 1
X () (QT)‘ <X (w)]-

Ezért o (t) = E(iXe"™™). Az altalanos eset teljes indukcioval bizonyithato.

Tetsz6leges y € R esetén

— (i ) (cos(P1(y)y) + isin(Va(y)y)),

e =cosy +isiny =
r=0

ahol ¥ (y),Y2(y) € (0,1). Igy tetszoleges t € R? esetén

_ p (SR g (BT s, 0) + 1, X))

r=

ahol 0;: Q= R, J;(w) :=0;({t, X(w))) € (0,1) ha j=1,2, ezért

px(t) =) E (M) + Ra(1),



ahol ' . N N
R,(t):=E (M(COS(%(t,X}) + isin(do(t, X)) — 1)) :

n!

Nyilvan | R, ()] < 3[|¢[|" E( X][")/n!, és

) (X1

el = n!

cos(51<t,x>)+isin(52<t,x>)—1D —0  ha t—0,

a majorans konvergencia-tétel alapjan.

(ix). Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha n =1, akkor

alapjan

¢’ (0) = lim -

1 <‘10/X(2h) —¢x(0) | ¥x(0) - so’x(—%)) iy Px(2h) — ¢ (=2h)
h—0 2

igy a L’Hospital-szaballyal

ox(2h) — 20x(0) + px(—2h)

¢ (0) = lim

h—0 4h? ’
ezért
E(e?hX) — 2 + B(e~2hX) pihX _ o—ihX\ 2 sin(hX)\>
/i s — |1 e — =—l
ox(0)=m} iz ~pme| () | = -mme () |
A Fatou-lemmaval:
(Y 2
PL(0) < —E [liminf (Sm(h )) ] — _E(X?),
h—0 h

tehat E(X?) < —¢”(0) < oo.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n-re, és gpg?"+2)(0) létezik és véges. Ekkor az indukcios
felteves miatt E(X?") < oo. Ha E(X?*') =0, akkor X =0 P-m.b., gy E(X?"*?)=0.
Legyen most E(X?") > 0. Legyen y € R esetén

E(X%H{XQ/})

F(y) == (X"

Ekkor F : R — R egy eloszlasfiiggvény. Legyen Y : ) — R olyan val6sziniiségi valtozo,
melynek eloszlasfiiggvénye Fy = F. Nyilvan tetszéleges y € R esetén

Pr((=oe.al) = Frlo) = gz | o™ Pxldo)

ezért a mérték kiterjesztési tételével tetszéleges B € B(R) esetén

Py (B) = E(;(% /Bx2" P (dx),
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tehat Py < Px és %(w) = mx%, x € R. Mivel (viii) alapjan tetszéleges t € R
(2n)

esetén (1) = E [(1X)?e™], ezért a shrdségtétellel

(—1)"e$V () B(XetX) [T a™e™ Px(de) e .
BxX) B (X2 /_Ooe Py (dz) = E(e"") = oy (t).

Alkalmazva az allitdst n =1 esetén az Y valoszintiségi valtozora: E(Y?) < oo. Mivel

r?dFy(x) = B(X) = B(X2)

o0 < 22 dFy (x E(X2n+2
igy E(X*"?) < 0.
(x). Csak k=1 esetén bizonyitjuk. Egyrészt (viii) alapjan
L iTE(XT)

px(t) = DTS2+ Ralh),
r=0 '

ahol |
Ra0) < 30 B,

Masrészt tetszoleges € > 0 esetén 1étezik nyg € N Ggy, hogy barmely n > ny esetén

n 1/n
- >R —¢,
(E(IX!”))

n!

(R—e)"’

ezért ekkor
E(1X]") <
igy o\
t

R, <3|——| —0 h — 00,

R0l <3 (F2-) an oo
amennyiben |t/ < R —e. Mivel € > 0 tetszbleges lehet, igy lim, ., R,(t) = 0 béarmely
teR, [t| < R esetén. Tovabba a

B,
)3 t
7!
r=0
hatvanysor konvergenciasugara

/

= >R
limsup /| E(X™)|/n!

n—o0

4.6 Definicié. Legyenek X, :Q —RY neN, és X :Q — R wéletlen vektorok.
Azt mondjuk, hogy a (Xn)n>1 Sorozat eloszldsban konvergdl X-hez, ha Fx, (x) —
Fx(x) az Fx minden x folytonossdgi pontjaban. Jeldlése: X, 2. x.

4.7 Tétel. (Folytonossagi tétel) Legyenek X, :Q — RY, n € N wvéletlen vektorok.
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(i) Ha létezik olyan X : Q — R wéletlen vektor, hogy X, Lo X, akkor Vx, = Px

manden korldtos intervallumon egyenletesen.

(ii) Ha tetszdleges t € R esetén létezik lim, o 0x,(t) =: ©(t), és ¢ folytonos a
0 € R? pontban, akkor létezik olyan X : Q — R wéletlen vektor, hogy ©x = p, €s
X, 25 X.

4.8 Definicié. Ha a X : Q — R? véletlen vektor koordindtdi nemnegativ egész értékeket
vesznek fel, azaz X a Z% halmazba koncentrdlédik, vagyis P(X € Z%) = 1, akkor
X = (X1,...,X4q) generdtorfiiggvénye a

Gx(z) =Gx,.. . x,(21,...,24) == E(zX) = E(zf(1 . ~~z§(d)

:Z“.ZP(Xl:klw"aXd:kd)Zlfl'nzsd

ki=0  kg=0
d-vdltozos komplex hatvdanysor osszegfiigguénye.
Ez a hatvanysor abszolut konvergens a
{(z1,...,29) €CY: |z1] < 1,..., |za] <1}
halmazon, és X karakterisztikus fiiggvénye a
ox(t) = ox(ty, ... tq) = Gx(e™, ... &%), t=(t,... 1) € R?

periodikus fiiggvény.

A generétorfiiggvény tulajdonsagait foglalja 0ssze a kovetkezdg allités.

4.9 Tétel. (i) Gx(1,...,1)=1

(i) Gx analitikus a {(z1,...,2q) € C?: |z| < 1,...,|za| <1} halmazon
(iii) Tetszdleges ki,...,kq nemnegativ egészek esetén
9Ok Gx(0,...,0)

P(X1=ki,..., Xa=ka) =

7”1!"'7"d!

(iv) Px =Py <= Vae[-1,1]¢ esetén Gx(z)= Gy(z)

(v) Ho X és Y fiiggetlenek, akkor Gx.y(z) = Gx(2)Gy(2) a {(z1,...,24) € C¢:

|21] < 1,...,|24] <1} halmazon
(vi) Tetszdleges ry,...,rq nemnegativ egészek esetén
E(X{"-- X)) <o <<= 0'...0/Gx(1—,...,1—-) < o0,
€s
ot 0YGx(1—,...,1-)

:E(X1<X1—1)"'(X1—T1+1)"'Xd(Xd—1)"'(Xd—7’d—|—l))
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5 Nevezetes eloszlasok
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6 Tobbdimenzidés normalis eloszlas

6.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az Y : Q — R? wéletlen vektor standard normdlis
eloszldsu, ha Y = (Y1,...,Yy), ahol Yi,....Y;: Q — R figgetlen, standard normdlis
eloszldsi valoszindségi vdltozok.

Azt mondjuk, hogy a X : Q — R? véletlen vektor normdlis eloszldsi, ha X eloszldsa
megegyezik AY +m eloszldsdval, ahol Y : Q — R standard normdlis eloszldsi, A € R4,

és m € R4,

6.2 Tétel. Egy X : Q — R? wéletlen vektor akkor és csak akkor normdlis eloszldsi, ha

karakterisztikus fligguénye
. 1 d
ex(t) =exp < i{m,t) — §<Dt,t> , teR

alaki, ahol m € RY, és D € R4 szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtriz, azaz D' = D,
valamint tetszdleges t € R? esetén (Dt,t) > 0. Tovdibbd m = E(X), D = Cov(X).

Ha D nvertdlhato, akkor X abszolit folytonos, és siriségfigguénye

1 1 .
Ix(x) = (27r)ddet(D)eXp{_§<D (a:—m),x—m)}, x € R

Bizonyitas. Ha Y : Q) — R? standard normalis eloszlasi, akkor tetszéleges t € R? esetén

d d
pr (1) = B(O ) < TEE) = [Ter 2 = e 12
j=1

j=1
Ezért ha X : Q — R? normalis eloszlasi, akkor tetszdleges ¢ € R? esetén

@X(t) = E(ei<t,X>> — E(ei<t,AY+m>) — ei(t,m) E(ei<ATt’Y>)

. . 1
_ el(t,m>gpy(ATt) — oiltm) o —llATH?/2 _ exp {i(t, m) — §<AATt,t>} )

tehdt ¢x valoban a tételben szerepls alaki, ahol D := AAT valoban szimmetrikus:
DT = (AAT)T = AAT = D, és pozitiv szemidefinit: tetszdleges t € R? esetén

(Dt,t)y = (AATtt) = (ATt, ATt) = |ATt]* > 0.
Tovabba E(X)=E(AY +m)=AE(Y)+m =m, &s

Cov(X) = E[(X — E(X))(X — E(X))'] = E[(AY)(AY) ]
—E(AYYTAT) = AE(YY AT = AAT = D.
Ha X : Q — R? olyan valoszintiségi valtozo, melynek karakterisztikus fiiggvénye a
tételben megadott alakban all els, akkor elGszor is létezik olyan O € R¥*? ortogonalis

métrix (azaz O~ = O7), hogy O~ 'DO = diag(\y,...,\q), ahol diag(\;,...,\s) olyan

diagonélis méatrix, melynek f6atlojaban a Ay,..., Ay = 0 szamok allnak. Ezért D =
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Odiag(A1,..., )0t = OBBTOT, ahol B :=diag(v/A1,...,vV ), gy D= AAT alak,
ahol A := OB. Az els6 rész alapjan ha Y : Q — RY standard normalis eloszlasi, akkor
AY +m karakterisztikus fiiggvénye is a tételben megadott, és igy a karakterisztikus fliggvény
egyértelmisége miatt X normalis eloszlasi.

Végiil ha © = (21,...,29) €ERY, H:={yeR:y; <z1,...,90 <74}, X eloszlasfiig-
gvényét Fy jeloli, Y striségfiiggvényét pedig fy, akkor

Fx(z) =P(X1<m1,...,Xg<2g) =P(X €H)=P(AY +me H)=P(Y € A*(H —m))

1 2
= fv(u) du:/ e Il*/2 gy,
/A—l(Hm) v A-1(H—m) (27)%/2
]. —1 2
— —[AT (w=m)[I/2 q
/H @m) 72 det(A)] "

ahol az u = A7'(v — m) helyettesitést hajtottuk végre, melynek Jacobi-matrixa A~'.
Nyilvan det(D) = det(A)det(A") = (det(A))?, és

A (v —m)|* = (A7 (v —m), A7 (v —m)) = (A™) A (v —m),v —m)
= ((AAT) (v = m),v —m) = (D"} (v —m),v —m),
igy le lehet olvasni, hogy X-nek létezik siirtségfiiggvénye, mely a tételben adott alakd. [

6.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy a X : Q — R? wéletlen vektor normdlis eloszldsi
(m, D) paraméterekkel, ha X karakterisztikus figgvénye a 6.2 Tételben adott alaki.
Jelglése: X 2 N(m, D).

Az alabbi kovetkezmény szerint tetszéleges normaélis eloszlasi véletlen vektor linearis

transzformaltjai is normalis eloszlasa véletlen vektorok.

6.4 Kovetkezmény. Ha X 2 N(m, D) d-dimenzids normdlis eloszldsi véletlen vektor,
a€R’ és BeRX, akkor a+BX 2 N(a+Bm,BDBT) (-dimenzids normdlis eloszldsi

véletlen vektor.

Bizonyitas. Minden ¢ € R’ esetén
Spa—&-BX(t) _ E<ei<t,a+BX>) — oilta) E(ei(BTt,)Q) _ ei<t’a>30X(BTt)
1 1
= exp {i(t, a) +1i(m, B't) — §<DBTt, BTt>} — exp {i(a + Bm, t) — 5(BDBTt, t>} :

amibdl kovetkezik az allitas. O

Az alabbi kovetkezmény karakterizalja a tobbdimenzios normalis eloszlasokat.

6.5 Kovetkezmény. Egy X : Q — R? wéletlen vektor akkor és csak akkor normdlis

eloszldsi, ha minden c € R? wvektor esetén a ¢’ X wéletlen vdltozd normdlis eloszldsi.

Bizonyitas. Ha a X véletlen vektor normélis eloszlasi, akkor az el6z6 kovetkezmény
. P , D ‘s for 2
szerint tetszéleges ¢ € R vektor esetén ¢’ X = N (c"m,c" Dc) normalis eloszlast véletlen

valtozo.
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Forditva: ha valamely c € R? vektor esetén a ¢’ X véletlen valtozé normalis eloszlast,

akkor karakterisztikus fiiggvénye

1
©.mx(8) =exp {imcs — 50382} , s € R,

ahol m, = E(c"X) = ¢"E(X) és o2 = Var(c'X) = ¢" Cov(X)c, ezért a X véletlen

vektor karakterisztikus fiiggvénye

ox(t) = E(etX)) = B X) = ¢,7 ¢ (1) = exp {itT E(X) — %tT Cov(X)t}

1
= exp {UECY), 6~ (Cov(10) ).
amibdl kovetkezik, hogy a X véletlen vektor normalis eloszlast. U

6.6 Kovetkezmény. Legyen (X1,...,Xq,Y1,...,Ys) d+ (-dimenzids normdlis eloszldsi
véletlen wvektor, és tegyiik fel, hogy bdrmely i € {1,...,d} és j € {1,...,0} esetén
Cov(X;,Y;) =0. Ekkor (Xi,...,X4) és (Y1,...,Yy) figgetlenek.

Bizonyitas. A feltételek szerint 7 := (Xy,..., Xy, Y1, ...,Ys) szérdsmatrixa

Y
Y, =% 0
0 3y

alaki, ahol Yy és Xy a X = (Xy,...,Xy), illetve Y :=(Y},...,Y,) szordsmatrixa. A
Z varhato érték vektora my = (my,my) alakd, ahol myx és my a (Xi,...,Xy), illetve
(Y1,...,Y,) varhato érték vektora. Igy Z karakterisztikus fiiggvénye tetszéleges t = (u,v)
(u € RY, v € R’ pontban

pelt) =exp {ima ) - 3{5a01)

= exp {i(mx,u> + i{my,v) — %(E;m,u) — %(Eyv,v)} = px(u)py(v),

ezért X ¢és Y fiiggetlenek. O
6.7 Kovetkezmény. Legyenek Xi,..., Xy figgetlen, standard normdlis eloszldsu véletlen
valtozok. Az a1 X1+ -+ agXy €s b1 Xy + -+ by Xy linedris kombindcick akkor és csak
akkor figgetlenek, ha az (ai,...,aq) €s (by,...,by) vektorok merdlegesek eqgymdsra.

Bizonyitas. A (a1 Xy + -+ 4+ agXg, 01 X1 + -+ + b3 Xy) kétdimenzios véletlen vektor nor-
malis eloszlasi, hiszen a X := (X,...,X,) standard d-dimenzios véletlen vektor linearis
traszformaltja. Az el6z6 kovetkezmény szerint az a1 X1 + - -+ ag Xy és b1 X1+ -+ by Xy
véletlen valtozok akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha korrelalatlanok. Az a := (ay,...,aq),
b:= (by,...,bq) jeloléssel
Cov(a"X,b"X)=E[(a"X —E(a' X))(b' X —E(b" X))]
=B XX"h)=a" E(XX")b=1a" Cov(X)b=a"b= {(a,b),

hiszen Cov(X) az egységmatrix. O
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7 Véletlen vektorok sorozatanak konvergenciafajtai

7.1 Definicié. Legyenck X : Q — R? és X, : Q — RY, n €N, wvéletlen vektorok. Azt

mondjuk, hogy az X1, Xo,... sorozat X-hez konvergal

e majdnem biztosan (jelilése X, by vagy X, —» X P-m.b.), ha

P(lim Xn:X> :P({wEQ: lim X, (w) :X(w)}) =1;

n—oo n—0o0

e sztochasztikusan (jelolése X, LN X), ha barmely ¢ >0 esetén

lim P(|| X, — X| = ¢) = 0;
n—oo

e closzldsban (jelolése X, 2, X), ha

lim Fx, (z) = Fx(x)

n—0o0

minden olyan x € R pontban, ahol Fx folytonos;

e r-edik momentumban, ahol r >0 (jelolése X, Wl X), ha

E(|X]|") < oo, E(|[X,]|") <00, neN, és lim E (|| X,, — X||") = 0.
n—o0

A majdnem biztos, sztochasztikus és r-edik momentumbeli konvergenciak kapcsolatarol

sz0l a kovetkezd tétel.

7.2 Tétel. Legyenek X : Q —R? és X, : Q —RY neN, wvéletlen vektorok.

(i) Ha X, mhy, vagy valamely r >0 esetén X, Wy X, akkor X, — X.

(ii) Ha X, Wy ¥ valamely r > 0 esetén, akkor tetszdleges s € (0,r) esetén X, Wl

Bizonyitas. (i). Nyilvan

X, b x = Ve>0 P(||Xy— X]| >¢ végtelen sok k € N esetén) = 0.
(7.3)

Tetszo6leges ¢ > 0 esetén
{16, - XI1> £} € 4,(6) = {sup 1 = X1 > e = % - X1 > o)
Sk k=n

Mivel A, |, ezért

o0

P([Xy = X[ > €) <P(Au(e)) = P <ﬂ Am(€)> =P (ﬂ U X — x| > 6}>

m=1k=m

= P(||Xx — X|| > ¢ végtelen sok k € N esetén)
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amint n — oo, tehat ha X, by X, akkor X, X,

A Markov-egyenl6tlenség szerint tetszéleges € > 0 esetén

[ X — X")
87“

B
0 < P(|X, - X|| > &) = P X, — X[ > &) < X

9

tehat ha X, ﬁ X, akkor X, X

(ii). A Ljapunov-egyenlGtlenség szerint tetszéleges s € (0,7) esetén
0 <E( X, = X[]°) < [E(] X, — X)),

tehat ha X, 105 X, akkor X, 1% x. 0

A hatarérték egyértelmiiségérsl szol a kovetkezd tétel.

7.4 Tétel. Ha X :Q =R, YV:Q=RY, X, : Q- RY 65 Y,:Q—= R, neN,
véletlen vektorok gy, hogy X, N X, Y, LN Y, és X, =Y, P-mb mindenn e N
esetén, akkor X =Y P-m.b.

Bizonyitas. Tetszbleges ¢ >0 és n € N esetén
{IX, = X[ <epn{llYn =Y <ef n{Xn = Yo} C{IX =Y <26},

ezért

X =Y >2e} C{[[Xs = X[| > e} U{|[Yn = V][ > e} U{Xn # Yo}
Mivel P(X, #Y,) =0, igy

P(|IX =Y >2) <P(|X,, — X|| >e)+P(||]Y, = Y| >e) =0  amint n — oo,
tehat tetszGleges € > 0 esetén P(||X — Y| > 2¢) = 0. A mérték folytonossaga szerint
. 1
P(|X =Y] >0)= lim P (||X Y| > —) =0,
n—00 n

vagyis P(|X =Y =0)=1. O
A majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia tovabbi kapcsolatairdl szol a kdvetkezs
tétel.

7.5 Tétel. Legyenek X :Q —R? és X, : Q — RY n €N, véletlen vektorok.

(i) X, ™% X akkor és csak akkor, ha
Ve>0 esetén lim P (sup | Xe — X|| = 5) =0,

azaz sup || Xr — X|| 250, amint n — oco.
k>n
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(i) P((Xy)n=1 konvergens) =1 akkor és csak akkor, ha

Ve >0 esetén lim P (sup [ Xk — Xal| = 6) =0,
k>n

n—oo

azaz sup || Xy — X,|| = 0, amint n — oc.
k>n

(ili) Ha tetszdleges € >0 esetén Y P(|| Xy — X| =€) < 00, akkor X, mbe
k=1

. P , L ) p
(iv) X,, — X akkor és csak akkor, ha pozitiv egészek barmely ny < ny < ... sorozatinak
. m.b, . .
van olyan ny, < ng, < ... részsorozatata, hogy X, —— X, amint i — 00.

Bizonyitas. (i). A 7.2 Tétel (i) részének bizonyitasa soran belattuk, hogy tetszdleges € > 0

esetén

P (Sup | Xx — X|| = 5) — P(|| X — X|| > ¢ végtelen sok k € N esetén),
k>n

amibdl (7.3) alapjan kovetkezik az (i) allitas.

(ii). Hasonloan bizonyithat6, mint (i).

(iii). Megint (7.3) alapjan (iii) kovetkezik az els6 Borel-Cantelli-lemmabol.

(iv). Tegyiik fel, hogy X, 5 X, és tekintsiik pozitiv egészek tetszéleges ny < mg < ...
sorozat. A sztochasztikus konvergencia definicidja szerint tetszéleges ¢ > 0 és o6 > 0
szamokhoz van olyan ng € N, hogy P(||X,— X|| > ¢) < barmely n > ng esetén. Ezért
tetszGleges ¢+ € N szamhoz van olyan k; € N, hogy

1 1
P(||Xnk - X| = —,> < = barmely k > k; esetén.
i

21,
Tehat az ny, <ng, < ... részsorozatra teljesiil, hogy
= 1 =1
P X, — Xl ==K — < 00,
> p(I, ~X127) <35

igy az elsé Borel-Cantelli-lemma szerint a {||Xnki - X[ > %}7 i € N, események koziil 1
valoszintiséggel csak véges sok kovetkezik be, azaz 1 valoszintiséggel véges sok ¢ € N index
kivetelevel [|X,, —X|| <!, ezért ||X,, —X| ™% 0, amint i — oo, amibdl X,, ™% X,
amint ¢ — o0.

Megforditva, tegyiik fel, hogy X, % X. Ekkor van olyan e > 0, hogy P(|| X, —X]| >
e) - 0, azaz megadhato olyan g > 0 és pozitiv egészek olyan n; < ny < ... sorozata,
hogy P(||X,, — X]|| > o) > €0 minden k € N esetén. Ezért tetszbleges ny, < ng, < ...
részsorozatat esetén X, % X amint i — 00, igy Xn,, L X amint i — oo. U

Véletlen vektorok folytonos fliggvényének konvergenciajarol szol a kovetkezo tétel.

7.6 Tétel. Legyenek X :Q —RY, YV :Q R4 X,:Q—=RY é5 Y,:Q—=RY neEN,
véletlen vektorok és g : R x R — R*  folytonos fiigguény.
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() Ho X, 2% X és Y, 2%V, akkor g(X,,Y,) =3 ¢(X,Y).
(i) Ho X, - X és Y, - Y, akkor g(X,,Y,) — g(X,Y).
Bizonyitas. (i). Tekintsiik az
Q) ={we: X, (w) > X(w)} € A, Qi ={weN:Y,(w) > Yw}eA
eseményeket. A ¢ fiiggvény folytonossaga miatt
QN C{weN:g(Xp(w),Yolw) = g(X(w),Y(w))} € A

A feltétel szerint P(€y) = 1 = P(€y), amibsl P(Q; N Q) = 1, ezért P(g(X,,Y,) —

9(X.Y)) =1
(ii). Legyen ny; < my < ... pozitiv egészek tetszleges sorozata. Az X, RE's
konvergencia alapjan a 7.5 Tétel (iii) pontja szerint van olyan ng, < ng, < ... részsorozat,

hogy X, P X amint i — co. Az Y, Ty konvergencia alapjan megint a 7.5 Tétel

(iii) pontja szerint ennek a részsorozatnak van olyan ny, < ng, < ... részsorozata, hogy

Yo, ™5 Y amint Jj — oo. Az (i) pont szerint ebbdl ¢(X,, ,Y,, ) mb g(X,Y) amint
Zj Zj ZJ'

j — oo. Osszefoglalva: pozitiv egészek tetszéleges ny < ny < ... sorozatanak van olyan

Nk, < Mg, < ... részsorozata, hogy ¢(X,, ,Yn, ) by g(X,Y) amint j — oo, ezért ujra
ij i

a 7.5 Tétel (iii) pontja szerint ¢(X,,Y,) — g(X,Y). O

A konvergencia és miveletek kapcsolatarol szol a kovetkezs tétel.

7.7 Tétel. Legyenek X :Q =R, YV : Q=R X,: Q= RY és YV, :Q—=RY neN,
véletlen vektorok.

m.b

(i) Hao X, ™% X és Y, ™% Y, akkor X, +Y, 2% X +Y és (X,,Y,) 2% (X, V).

(i) Ho X, — X és Y, =Y, akkor X, +Y, — X +Y és (X,,Y,) — (X,Y).

(iii) Ha X, ﬁ) X ésY, M Y walamely r > 1 esetén, akkor X, +Y, M X+Y.

Bizonyitas. Mivel az R? x R > (z,y) =z +y € RY és RIx R? > (z,y) — (x,9) €R
fiiggvények folytonosak, igy (i) és (ii) kovetkezik a 7.6 Tétel (i) és (ii) allitasabol.
(iii). A Minkowski-egyenlgtlenséggel

B(|(Xo + Ya) = (X + V)[") = E(| (X0 = X) + (Ya = V)]
< (BIX0 = X177 + B(Ya = V7)) =0,
amint n — oo. ]

7.8 Definici6. Legyen (Q, A, P) waldsziniségi mezd, T # () nemiires halmaz, és minden
vel esetén X,:Q — R wéletlen vektor. Azt mondjuk, hogy az {X, 1y €T} wvéletlen

vektorok egyenletesen integrdlhatok, ha

Jim sup (X512, >51) =0
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Ha X : Q — R? integralhato véletlen vektor, akkor a majorans konvergenciatétel alapjan
limg oo E (|| X || Lxy>x3) = 0, tehat az X vektor egyenletesen integralhato. Forditva, ha
az X : Q — R? vektor egyenletesen integralhato, akkor limg oo E (|| X Lgx>x}) = 0
alapjan van olyan Ky > 0, hogy E (‘|XH]1{||XH>K0}) < 00, ezért

E(IXN) = E (IX11yx)<x0y) + B (IX T xp550y) < Ko+ E ([ X Tgxsx0}) < 00,

tehat az X vektor integralhato. Hasonloan bizonyithato, hogy ha I' # () nemiires véges
halmaz, és minden v € I' esetén X, : Q — R? véletlen vektor, akkor az {X, : v € I'}
véletlen vektorok egyenletes integralhatosaga azzal ekvivalens, hogy sup. cp E([| X, ]]) < co.
Végtelen szamossagii I' halmaz esetén a kovetkezd tétel szolgaltat sziikséges és elégséges
feltételt.

7.9 Tétel. Legyen (0, A, P) waldsziniségi mezd, T # O nemiires halmaz, és minden
v el esetén X,:Q — R véletlen vektor. Az {X,:v €T} wvéletlen vektorok akkor és

csak akkor egyenletesen integrdalhatdok, ha

sup E(|| X, ) < o0 (7.10)
yerl’
€s
li E (|| X,||14) =0 7.11
pim, SUp B (X |L4) (7.11)

(azaz tetszdleges € > 0 esetén van olyan 6 >0, hogy E(||X,||1a) <e minden v el és
minden olyan A € A esemény esetén, melyre P(A) < §).

Bizonyitas. Ha {X,:v €T} egyenletesen integralhatok, akkor van olyan K, > 0, hogy
sup,cp E (|1 X, | Lyjx, 1>k0)) < 00, ezért

sup B([|X[1) = sup (B (12X 1Ly, j<m0y) + E (1K 11 1x, 15 501))
vyel’ ~yel'

< Ko+ supE (XL x5 ko)) < 00,
~E

tehat teljesiil (7.10). Tovabba tetszéleges v €', A€ A és K >0 esetén

E (| X5114) = E (X, 1 Langix, 5 x3) + E (X5 1 Langix, j<x3)
< E ([IX 1 x,5y) + K P(A).

A {X, :y €T} véletlen vektorok egyenletesen integralhatosdga miatt tetszéleges & > 0
esetén van olyan Ky > 0, hogy sup. . E (HXvH]l{IIXW\bKo}) <35, fgyha A€ A olyan
esemény, hogy P(A) < 57, akkor E([|X,[[14) <e, tehat teljesiil (7.11).

Forditva: tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (7.10) és (7.11) feltételek. A (7.11) feltétel szerint
tetszGleges € > 0 esetén van olyan ¢ > 0, hogy E(||X,||14) < ¢ minden v €T és
minden olyan A € A esemény esetén, melyre P(A) <. Ezt {||X,| > K}, K >0 alaku

eseményekre szeretnénk alkalmazni. A Markov-egyenlGtlenséggel

150D sup,er E([| X5 ]])
K = K ’

PO, | > K) <
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, sup, cr E(]| X5 . .
tehat ha K > Perf(“”)’ akkor P(||X,|| > K) <4, igy E (||X,[|1qx,>k}) <& minden
v €T esetén, tehat limg ,oosup,cr E (||X7|\Il{||X7H>K}) =0. O

A kovetkez§ tétel elégséges feltételeket tartalmaz az egyenletes integralhatosagra.

7.12 Tétel. Legyen (2, A, P) waldszintségi mezé, T # 0 nemdires halmaz, és minden
vyeT esetén X,:Q— R Y, : Q=R véletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan r > 1, hogy sup,cp E(||X,||") < oo, akkor az {X, :v €T} wvéletlen

vektorok egyenletesen integrdalhatok.

(i) Ha az {X,:v €T} és {Y,:v eI} véletlen vektorok egyenletesen integrdlhatok,
akkor az {X,+Y,:veT} wvéletlen vektorok is egyenletesen integralhatok.

(i) Ha az {Y, : v € I'} wvéletlen vektorok egyenletesen integrdlhatok és minden ~ € T
esetén || X, || < ||Y,|| P-m.b., akkor az {X, :y €'} véletlen vektorok is egyenletesen
integrdalhatok.

Bizonyitas. (i). Tetszbleges v €T, K >0 és w € Q esetén

I Mg ) < 11 (Y g g ) <

igy
supE X gy 5 5y) <

-sup E ([[ X, []") — 0
T P E (1)

amint K — oo, tehat az {X,:v €T} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok.

(ii). Elegends megmutatni, hogy a 7.9 Tétel (7.10) és (7.11) feltételei teljesiilnek az
{X,+Y,:veTl} véletlen vektorokra.

A 7.9 Tétel szerint sup..p E(||X,]]) < 0o és sup,p E(||Y5]]) < oo, igy

supE(HX +Y]) < SupE(HX H)+SupE(HY 1)<

tehat a 7.9 Tétel (7.10) feltétele teljesiil az {X, + Y, : v €'} véletlen vektorokra.

Tetsz6leges € > 0 esetén ujra a 7.9 Tételt alkalmazva vannak olyan 6 >0 és &y > 0
szamok, hogy E (|[X,||14) < /2 minden v €' és minden olyan A € A esemény esetén,
melyre P(A) <y, és E(||Y,]|14) <e/2 minden v €I és minden olyan A € A esemény
esetén, melyre P(A) < dy. Ezért E (]| X, +Y,||14) < E (]| X, ||14)+E (|Y;]|14) < € minden
v €T és minden olyan A € A esemény esetén, melyre P(A) < min{dy,d2}, tehat a 7.9
Tétel (7.11) feltétele is teljesiil az {X, + Y, : v €'} véletlen vektorokra.

(iii). Tetszéleges v € I' és K >0 esetén | X,|1yx, >xy < Y51y, >k} P-m.b.,

ezért
supE (1 X5 1 Lx, 5 k3) < SUPE Y5110 gy, j>5) — 0

amint K — oo, tehat az {X,:vel} Veletlen vektorok egyenletesen integralhatok. [J
A kovetkezd tétel sziikséges és elégséges feltételt ad az r-edik momentumbeli konvergen-

ciara.
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7.13 Tétel. (Momentum konvergenciatétel) Legyenck X : Q — R? és X, : Q — R%

n € N, véletlen vektorok, és r > 1. FEkkor X, % X akkor és csak akkor, ha X, Pox

és a {|X,||": n € N} wéletlen vdltozok egyenletesen integrdalhatdk.

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy X, Wl 3 Ay 7.2 Tétel (i) pontja szerint ekkor

X, Y. X. Tovabba tetszbleges K >0 és n € N esetén a Minkowski-egyenlGtlenséggel

E (| Xal" Tyxur>ky) = E (1XnLgx,prsm7)
= E ([[(Xo = X)lgx, sy + XL l7)
1 1
< (B = X)Lgxar=0 1) + EIX Ly 0)7)

< (B0X, = XI)7 + EUX I L))

r

Mivel ||X||" integralhato, ezért egyenletesen integralhato, igy a 7.9 Tétel szerint tetszéleges
e > 0 esetén van olyan 0 > 0, hogy E(||X]|"14a) < ¢ minden olyan A € A esemény
esetén, melyre P(A) < 0. Ezt {||X,]|” > K}, n € N, K > 0 alakt eseményekre szeretnénk

alkalmazni. Mivel
r 1 1 1
X" > K} = {|IXal > K} C{||X,, — X|| > K- /2} U{[|X|| > K7 /2},

ezért
P([Xnl" > K) < P(| X — X[ > K+ /2) + P(|| X]| > K+ /2).

A mérték folytonossdga miatt van olyan K; > 0, hogy P(||X]| > K+/2) < §/2 minden
K > K; esetén. Az X, — X konvergencia miatt van olyan n; € N, hogy P(|X,—X| >
KE/Z) < 6/2 minden n > n; esetén, igy P(||X, — X|| > K+/2) < §/2 minden
K > K; é n > ny esetén. Ezért P(||X,]|" > K) < 6 minden K > K; é n >
ny esetén, igy ekkor E (| X||"Lyx.r>x1) <& A X, Wiy konvergencia miatt van
olyan ny, € N, hogy E(|X, — X||") < ¢ minden n > ny esetén. Osszefoglalva:
E (| Xl Lxar>xy) < (ev+e7)" =2 minden K > K, és n > ng := max{ny, ny} esetén.
Az || X4 .o [[ Xng—1|]" véletlen valtozok egyenletesen integralhatok, ezért van olyan Ky >
0, hogy E (| X,|"Ljx.r>ky) < 27 teljesiil minden K > Ky és n=1,...,np—1 esetén.
Végiil is E (HXnHT]l{||Xn||r>K}) < 2"¢ teljesil minden K > Ky := max{K;, Ky} é neN
esetén, tehat az {|| X, ||" : n € N} véletlen véltozok egyenletesen integralhatok.

Forditva: tegyiik fel, hogy X, —> X és az {[|Xn]|" : n € N} véletlen valtozok
egyenletesen integralhatok. Elgszor megmutatjuk, hogy E(||X]|") < co. Mivel az {[|X,||" :
n € N} véletlen valtozok egyenletesen integralhatok, a 7.9 Tétel szerint sup,,cy E(]| X5||") <
0. Mivel az R? > 2z — ||z||” € R fiiggvény folytonos, igy a 7.6 Tétel (ii) pontja
szerint || X, ||” SN | X||". Ezért a 7.5 Tétel (iii) pontja szerint van pozitiv egészek olyan
ny < mng < ... sorozata, hogy |X,,||" by | X]|", amint k — co. Igy a Fatou-lemmaval
B(IX ") < lmink, o0 B X|I") < supper B(IXa]l) < 0.

Tetszbleges n € N esetén || X, — X||" < (HanH + | X)) < 27(|| Xul|” + || X]|"), ugyanis

tetszéleges a,b > 0 esetén “T*b < (“Tzi); a hatvanykozepek kozotti egyenltlenség
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szerint. Ezért a 7.12 Tétel (ii) és (iii) pontjai alapjan a {||X, — X|" : n € N} véletlen
valtozok egyenletesen integralhatok, hiszen az || X|| véletlen valtozo integralhato, és a
{||X.|I" : n € N} véletlen valtozok is egyenletesen integralhatok. Tetszéleges n € N és
e >0 esetén

E([[Xn — X[I") = E(| Xn — X[|"Lgx,—x)r<ep) + B[ X0 — X" Lgx,—x)r>ep)
<e+E([ X — X||"Lyx,—x|r>e})-

Az {||X, — X||" : n € N} véletlen valtozok egyenletes integralhatosaga szerint van olyan
ny € N, hogy E([| X, — X|"L{jx,—x|>e}) < € minden n > ng esetén. Igy E(||X,—X]|") <
2¢ minden n > ng esetén, tehat lim, ., E(|| X, — X||") = 0. O

7.14 Definicio6. Legyenek pu, ji1, fio, . .. valdsziniségi mértékek az (R, B(R?)) mérhetdségi
téren.

Azt mondjuk, hogy a 2, ... Ssorozat gyengén konvergdl u-hoz (jelolése: p, = n),
ha lim p,(A) = u(A) minden olyan A € B(R?) esetén, melyre p(0A) =0, ahol OA
az ﬁﬁoijalmaz hatdrdt jelols.

7.15 Tétel. (Portmanteau tétel) Legyenck p, pu, pio, ... valdszindségi mértékek az (R4, B(R?))
meérhetdségi téren. A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) lim g(y) pn(dy) = / g(y) u(dy) minden g : RT — R korldtos, folytonos fiig-

n—oo R4 R4
guény esetén.

(ii) lim/ 9(y) pn(dy) :/ g(y) p(dy) minden g : R — R korldtos, egyenletesen
n—oo R4 Rd
folytonos fiigguény esetén.

(iii) limsup p,(F) < u(F) minden F € B(R?) zdrt halmaz eselén.

n—oo

(iv) liminf p,,(G) = w(G) minden G € B(R?) nyitott halmaz esetén.

n—oo

(v) lim p,(A) = u(A) minden A € B(R?) esetén, melyre p(0A) = 0.
n—r00
Bizonyitas. (i)==(ii) trivilis.
(ii)==(iii). Legyen F € B(RY) zart halmaz, és legyen minden k € N esetén

gr(z) ==1— (%)Uk, z e R,

ahol o(z, F) :=inf {o(x,y) : y € F'}. ElGszér megmutatjuk, hogy gr egyenletesen folytonos
N 2 \1/k
figgvény. A hg(z) == 1 — (1+_a:)

folytonos, és lim,_. hx(z) = 0. Igy elegendd azt belatni, hogy az R? > 2 + oz, F)

, x € R, fiiggvény egyenletesen folytonos, hiszen

fiiggvény egyenletesen folytonos. Ez pedig abbol kivetkezik, hogy tetszéleges z,y € RY
esetén |o(z, F) — o(y, F)| < o(x,y). Ehhez azt elég ellenérizni, hogy tetszéleges z,y € R?
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esetén o(z, F) < o(z,y)+o(y, F). A haromszog-egyenlGtlenség szerint tetszéleges x,y, z €
R? esetén o(z,2) < o(z,y) + o(y, 2), igy

o(z, F) =inf{o(z,2) : z € F} <inf{o(x,y) + o(y,2) : z € F'}
= o(z,y) +inffo(y, 2) : 2 € F} = o(z,y) + oly, F).

Tehat belattuk, hogy ¢, egyenletesen folytonos fliggvény.
Nyilvan
1 ha oz, F) =0,
lim gx(z) =
k=00 0 ha o(z,F) >0,

és F zartsaga miatt o(x, F) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha = € F. Igy tetszéleges
r€F esetén 12> gy(x) ] 1p(z) ha k7T oco. Ezért a monoton konvergencia-tétellel és (ii)
felhasznalasaval

u(F) = / () o) = Jim [ gyla) o) = lim T [ gy(e) p(de).

k—o0 R4 k—o00 n—o0 R

Nyilvan tetsz6leges k,n € N esetén g, > 1p miatt [o, gi(@) pn(dz) > [pa () pn(de),
igy limy oo [ga k() pin(dz) > limsup,_, [pa 1p(2) pin(dz) = limsup, . pn(F), tehat
p(F) = limsup,,_, . pun(F), azaz teljesil (iii).
(iii)<=(iv) trivilis a komplementerre valo attéréssel.
(iv)==(v). Jelolje A~ és A° az A halmaz lezartjat, illetve belsejét. Mivel mar
belattuk, hogy (iv)=-(iii), igy
lim sup i, (A) < limsup p, (A7) < p(A7).

n—oo n—oo
Az A~ = AU (A" \ A) diszjunkt felbontéas alapjan u(A~) = u(A) + u(A~\ A), ahol
A"\ A COA miatt p(A-\ A) < u(0A) =0, tehat limsup,,_, . tn(A) < p(A).
Tovabba (iv) felhasznalasaval

liminf p,(A) > liminf p,, (A%) > p(A°).
n—oo

n—o0

Az A= A°U (A\ A°) diszjunkt felbontas alapjan u(A) = p(A°) + u(A\ A°), ahol
A\ A° C 0A miatt p(A\ A°) < p(0A) = 0, igy liminf, oo pn(A) = wu(A), tehat
kovetkezik (v).

(v)==(i). Legyen ¢ :R? — R korlétos, folytonos fiiggvény. Legyen K > 0 olyan, hogy
sug lg(z)| < K. Legyen
Te

D:={teR:pu{zeR: gx) =t} >0}.

Mivel F(t):=p{z € R?: g(z) <t}, t € R monoton névekvs fiiggvény, és D éppen azon
t € R pontok halmaza, ahol F' nem folytonos, igy D megszamlalhato halmaz. Tekintsiik
a [—K, K] intervallumnak egy olyan —K =ty <t} < ... <ty = K beosztasat, melyre
t; ¢ D, j=1,....k Jeldlije j=1,...,k esetétn B; = {x € R : t; 1 < g(x) < t;}.
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Ekkor R? = Ule B; diszjunkt felbontas. Mivel {z € R?: t; 1 < g(z) < t;} nyitott
halmaz, igy
OB; C {x € R?: g(x) =t;_1 vagy g(v)=t;},

ezért t;_1,t; ¢ D miatt p(0B;) = 0, igy (v) felhasznalasaval lim, ., p,(B;) = u(Bj)
teljesiil minden 5 =1,...,k esetén. Tovabba

[ s@mian) = [ gte) utae)
/Rd ) fin(dz) Zt]un

b5 By) - /E 9(z) p(de)

Z/ 9(x) = t;] pn(dz) +

<

]/’Ln thﬂ

gﬂn thﬂ
]/’Ln thﬂ

+Z/ It; — g(x)| p(de)

< 2 max ( t — b 1)
1<k

ezért
lim sup / o) (o)~ [ gle) ulcn)| < 2 ma (1~ 1),
n—00 Rd R4 1<5<k
ami tetszGlegesen kicsivé tehetd. 0

Az eloszlésbeli és gyenge konvergencia kapcsolatarol szol a kovetkezd tétel.

7.16 Tétel. Legyenek X, Xq,Xs,... d-dimenzids véletlen vektorok.

A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) X, 2 X
(11) PXn = Py

(iii) lim E(g(X,)) = E(g(X)) minden g:R?— R korldtos, folytonos fiigguény esetén.

n—oo

(iv) lim E(g(X,)) = E(g9(X)) minden g : R* — R korldtos, egyenletesen folytonos
n—oo
fiigguény esetén.

(v) limsupP(X,, € F) < P(X € F) minden F € B(R?) zdirt halmazra.

n—oo

(vi) liminf P(X,, € G) > P(X € G) minden G € B(R?) nyitott halmazra.

n—o0

(vii) lim P(X,, € A) = P(X € A) minden olyan A € B(R?Y) esetén, melyre P(X €

n—oo

DA) = 0.
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Bizonyitas. A Portmanteau tétel alapjan elegendd az (i)==-(vi) és (ii)==(i) allitasokat
bizonyitani. Csak a d =1 esetben bizonyitunk.

(i)=(vi). Ha G C R nyitott halmaz, akkor elgall diszjunkt, nyitott intervallumok
megszamlalhato unidjaként: G = J, Iy, ahol I, = (ax,by) C R, k € N. Legyen e > 0.
Ekkor léteznek olyan I = [a}, b)) C R, k € N intervallumok, hogy Fy folytonos az aj,
b, pontokban, és () < u(l}) +e27% k € N (hiszen egyrészt Fx monoton névekve
fiiggvény, igy megszamlalhato sok pont kivételével folytonos, masrészt hasznalhatjuk a p

mérték folytonossagat). A Fatou-lemma alkalmazasaval

liminf y1,,(G) = lim inf Z o (1) = Z hm mf o (11) = Z lim inf p,, (1)

n—oo n—oo n—oo

Viszont tetszoleges k € N esetén u,(I;) = Fx, (b,) — Fx, (a},) — Fx (b)) — Fx(a},) = p(1};),
liminf u,(G) > Y w(l}) = Y (ulli) —27) = u(G) — .
k=1 k=1

Mivel € > 0 tetsz6legesen valaszthato, igy liminf, . pn(G) = u(G) tetszéleges G C R
nyitott halmaz esetén, ezért pu, = pu.

(ii)=(i) nyilvanvalo, hiszen ha =z € R és A, := (—o0, x|, akkor 0A, = {x} miatt ha
az Fx fiiggvény folytonos az x pontban, akkor u(0A,) =0, igy (ii) felhasznalasaval

lim Fx, (z) = lim P(X, < )= lim u,(A;) = u(4,) = Fx(z),

n—oo n—0o0 n—0o0

tehat kovetkezik (i). O

7.17 Tétel. (Folytonossagi tétel) Legyenck X, :Q — RY n e N wvéletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan X : Q — R wéletlen vektor, hogy X, 2, X, akkor px, — px

manden korldtos intervallumon egyenletesen.

(ii) Ha tetszéleges t € RY esetén létezik lim, .o px, (t) =: g(t), és g folytonos a
0 € R pontban, akkor létezik olyan X : Q — RY wéletlen vektor, hogy ©x = g, és
X, 25 X.

Bizonyitas.

40



8 Feltételes valoszintiség, feltételes varhaté érték

Ha (Q,A,P) valosziniiségi mezé és B € A olyan esemény, melyre P(B) > 0, akkor

tetszéleges A € A esemény esetén definialhato a

P(AN B)

P(AIB) = —p 5

feltételes valoszintiség. De ha példaul X és Y véletlen valtozok, és X abszolat folytonos,
akkor P(Y < b|X = a) nem definidlhato a fenti modon, mert P(X = a) = 0 minden
a € R esetén.

A P(A|B) ismerete még nem irja le az Osszes informaciot, melyet a B eseményre
vonatkoz6 megfigyelés ad az A eseményre vonatkozoan; ehhez még P(A|B) is hozza
tartozik. Altalanosabban: ha {B,}>°, olyan teljes eseményrendszer, melyre P(B,) > 0
minden n € N esetén, akkor egy A eseményre vonatkozo teljes informacot a {P(A| B,)}22,
feltételes valoszintiségek irjak le. Hogyan lehetne ezt az informaciot igy megadni, hogy ne
kelljen hozza a P(B,) > 0, n € N feltétel? Tekintsiik a kovetkez6 modon definialt
f:Q— R lépcsts fiiggvényt:

fw) =) P(A|B,)1g,(w).

Ez nyilvan véletlen valtozo, s6t, még a {B,}>2, események &altal generalt F o-algebrara
nézve is mérhets. Az F o-algebra éppena {B,}7°, eseményekbdl képezett dsszes megszam-
lalhato uniobol all. Az [ véletlen valtozot egyértelmiien meghatarozzak az {E(f1p): B €
F} varhato értékek. Tovabba ha B € F, akkor tetszéleges n € N esetén vagy B, C B,
vagy pedig B, N B =), ezért

o0

B(f1s) = 3 E(flsls,) = S P(A| B,)P(BN B,)

= )  P(ANB,) _ P(ANB) =E(1413).

{n:B,CB}

Tehat az f: Q) — R véletlen valtozot egyértelmiien meghatarozza a kdvetkezs két tulajdon-
sdg: JF-mérhets, és minden B € F esetén E(flp) = E(L41p). Ilyen f fiiggvény olyan
{B,}22, teljes eseményrendszer esetén is létezik, melynél nem feltétleniil teljesiil P(B,,) > 0
minden n € N esetén, de ekkor f nem lesz egyértelmiien meghatarozott, csak F-mérhetd
P-nullmértékd halmaz erejéig.

Hasonl6 gondolatmenetet érvényes a feltételes varhato értékre is. Legyen X : Q@ — R
véletlen valtozo, melyre E(]X|) < co. Ha B € A olyan esemény, melyre P(B) > 0, akkor

definidlhat6 a .
E(X|B)=| X = ——E(X1
(X1B) = [ X()dQu(ds) = 5255 BX 1)
feltételes varhato érték, ahol a Qp : A — [0,1], Qp(A) := P(A|B) halmazfiiggvény

valoszintiségi mérték. Ha {B,}22, olyan teljes eseményrendszer, melyre P(B,) > 0 minden
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n € N esetén, akkor az X véletlen valtozd varhato értékére vonatkozo teljes informacot a
{E(X | B,)}22, feltételes varhato értékek irjak le. Ennek az informacionak a megadéaséahoz

tekintsiik a kovetkez6 modon definidlt ¢ : Q — R 1épcsds fiiggvényt:

)= 3B | B, (o).
n=1
Ez is nyilvan véletlen valtozo, és még a {B,}°°, események altal generdlt F o-algebrara
nézve is mérhets. A ¢ véletlen valtozot egyértelmiien meghatéarozzék az {E(glg) : B € F}
varhato értékek. Tovabba ha B € F, akkor tetszGleges n € N esetén vagy B, C B, vagy
pedig B, N B =10, ezért

E(glp) = » E(glpls,) =Y E(X|B,)P(BNB,)

= ) E(Xlp,) =E(X1p).

{n:B,CB}

Tehat a g : 2 — R véletlen valtozot egyértelmiien meghatarozza a kovetkezé két tulajdon-
sag: JF-mérhets, és minden B € F esetén E(glp) = E(X1p).

8.1 Definicié. Legyen (2, A, P) waldsziniségi mezé, F C A rész-o-algebra, és X : Q —
R olyan véletlen vdltozd, melyre E(|X|) < oo. Azt mondjuk, hogy a Xx: Q — R véletlen

vdltozo a X feltételes vdrhato értéke az F feltételre nézve, ha
(i) Xz F-mérhetd, E(|Xz|) < oo,
(ii) minden A€ F esetén E(Xrla)=E(X1y).

8.2 Tétel. Legyen (0, A,P) waldsziniségi mezd, F C A rész-o-algebra, X : Q@ — R
olyan véletlen vdltozd, melyre E(|X|) < oco. FEkkor létezik Xx:Q — R feltételes vdrhato

érték, mely P-m.b. egyértelmien meghatdrozott.

Els6 bizonyitas. Legyen A € F esetén Qr(A) := E(X14). Ekkor Qr véges, o-additiv
halmazfiiggvény az (€, F) mérhetGségi téren. Tekintsiik a P valoszintiségi mérték Pz
megszoritasat is az (€, F) mérhetGségi térre. Ekkor Qr < Pr (azaz Qz abszolit
folytonos Pz-re nézve, vagyis ha A € F olyan, hogy Pz(A) =0, akkor Qz(A) = 0).
Ezért a Radon-Nikodym-tétel alapjan létezik olyan P-m.b. egyértelmtien meghatarozott
F-mérhets Xr:Q — R fiiggvény, melyre tetszoleges A € F esetén Qr(A) = [, XzdP,
vagyis E(Xrla) =E(X1y4).

Masodik bizonyitas. Jelolje (rogzitett F esetén) H azon X : Q — R véletlen
valtozok halmazat, melyekre E(]X]|) < oo, és melyekhez létezik Xz : Q — R feltételes
varhato érték. Jelolje H* a H-beli nemnegativ véletlen valtozok halmazat.

Elgszor belatjuk, hogy H tartalmazza az Osszes korlatos véletlen valtozot. Ha X
korlatos, akkor X € L*(Q,A,P). Nyilvan L*(Q,F,P) egy zart altere az L*(Q, A, P)
Hilbert-térnek. Jelolje Xz a X merdleges vetiiletét az L?(Q, F,P) altérre. Ez nyilvan
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F-mérhets. Tetszéleges A € F esetén 14 € L*(Q, F,P), ezért Xz — X 1 L*Q,F,P)
miatt (Xr— X, 14) =0, igy

E(Xr1,) = / XrladP = (X5, 14) = (X,14) = B(X1,).

Tehat Xr a X-nek egy feltételes varhato értéke JF-re nézve.

Legyen {X,}32, C HT egy monoton njvekvs sorozat. Jelolje minden n € N esetén
Xnr a X, egy feltételes varhato értékét JF-re nézve. Ekkor tetszéleges n € N esetén
0 <X, r < Xpp1 7 teljesiil P-m.b., ezért minden n € N esetén létezik a X,,-nek olyan

X7 feltételes varhato értéke F-re nézve, hogy a {X, r}22, sorozat is monoton névekvd.

Jelolje X :=lim, o X, és tegyiik fel, hogy X € HT. Jellje Xr := lim, o X, 7. Ekkor
X7 nyilvan F-mérhets, és tetszoleges A € A esetén

E(X]:ILA) = lim E(Xm]:ﬂA) = lim E(Xn]lA) = E(XILA),

n—oo n—oo

tehdt Xr a X-nek egy feltételes varhato értéke JF-re nézve. Mivel H tartalmazza
az Osszes korlatos véletlen valtozot, igy az el6z6 konstrukcié alapjan H*' tartalmazza az
Osszes P-integralhatd nemmegativ véletlen valtozot. Ezért H nyilvan tartalmazza az Gsszes
P-integralhato véletlen valtozot.

A X,4:Q — R véletlen valtozo P-m.b. egyértelmiien meghatéarozott. O

8.3 Definicié. Az 8.2 Tétel alapjin létezd Xz wéletlen vdltozé P szerinti ekvivalencia-

osztdlydt, és ennek egy tetszdleges reprezentansdt is E(X | F) fogja jeldini.
8.4 Tétel. Legyen (2, A, P) waldsziniségi mezd, F C A rész-o-algebra.
(i) Ha E(]X]|) <00, E(JY]) <0 és X <Y P-m.b., akkor E(X|F) <E(Y|F).
(ii) Ha E(|X]|) < oo, akkor |[E(X|F)| <E(X||F).
(i) Ha E(|X|) < 0o, akkor E(X|A)=X.
(iv) Ha X F-mérhetd és E(|X]|) < oo, akkor E(X|F)=X.
(v) Ha E(|X|) < 0o, akkor E[E(X |F)] =E(X).
(vi) Ha E(|X]) <oo és X figgetlen F-tél, akkor E(X|F)=E(X).
(vii) Toronyszabdly: ha E(|X|) <oco és G CF rész-o-algebra, akkor
E[E(X | F)[g] = E[E(X|G)| F] = E(X|G).
(vili) Ha E(|X|) < oo és E(|Y]) < oo, akkor tetszileges a,b € R esetén
E(aX +bY | F)=aE(X |F)+bE(Y | F).

(ix) Ha E(|X|) < o0, E(|Y]|) <00, E(|XY]) <00 és Y F-mérhetd, akkor E(XY |F) =
Y E(X | F).
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(x) Hao Xy, X, ... P-integrdlhatok, X, 1 X P-m.b. és X is P-integrdlhato, akkor
E(X, |F) 1+ E(X|F) P-m.b.
)<

(xi) Ha X, X, ... P-integrdlhatok, ¥Yn € N esetén X, >0 P-m.b., és E (

liminf X,

n—o0

n—o0

oo, akkor E (lim inf X, | f) < liminf E(X,, | F).
n—oo

(xii) Ha X, by X, éslétezik olyan Y P-integrdlhato véletlen viltozo, hogy minden n € N
esetén |X,| <Y P-m.b., akkor B(X,|F) ™% E(X|F), é E(X,—X||F)=>0.

(xiii) Ha Xy, Xo, ... P-integrdlhatok, Vn € N esetén X, > 0 P-m.b., és ian is
P-integrdlhatd, akkor E (il Xn|.7-") = ilE(XnU:).
Bizonyitas. (i). Tetsz6leges A € A esetén
EEY|F)—-EX|F)|=EY1ls) —E(X14)=E(Y —X)1L4) >0,

amibdl kovetkezik az allitas.
(ii). Kovetkezik (i)-bdl, hiszen —|X| < X < |X]| alapjan

E(—X[]F) < BE(X|F) < E(X][F),

¢s B(=[X|[F) = = E(X][F).

(iii) kovetkezik a definiciobol, ugyanis X A-mérhets, integralhato, és a definicio (ii)
tulajdonsiga trividlisan teljesiil.

(iv) hasonléan kovetkezik a definiciobol.

(v). Az Q € F eseményre a definicio alapjan teljesiil
E[E(X [ F)] = E[E(X | F)lo] = E(X1q) = E(X).

(vi). Nyilvan a konstans E(X) fiiggvény F-mérhetd, és a fiiggetlenség miatt tetszéleges
A€ F eseténa X és 1, véletlen valtozok fiiggetlenek, ezért E[E(X)14] = E(X)E(14) =
E(XT1,).

(vii). Nyilvan E(X |G) G-mérhets, és tetszbleges A € G esetén A € F is teljesiil,
ezért

E[E(X |G)1la] = E[X14] = E[E(X | F)L4].
(vili). Nyilvan aE(X | F)+b0E(Y | F) F-mérhetd, és tetszbleges A € F esetén

E[(aE(X|F) +bE(Y | F))1a] = aE[E(X | F)La] + bE[E(Y | F)14]
= aE[X14] +bE[Y14] = E[(aX +bY)1,].

(ix). Nyilvan Y E(X |F) F-mérhet6. Ha Y egy F-mérhets indikatorvaltozo, azaz
Y =1p, ahol B € F, akkor XY = X1p is P-integralhato. Tetsz6leges A € F esetén

E[Y E(X |F)14] = E[13 E(X | F)14] = BE[E(X | F)Lans] = E[X1ans] = E[YX1,],
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igy ekkor teljesil E(XY |F) =Y E(X|F). Nyilvan ez teljesiil F-mérhetd indikatorval-
tozok véges, linearis kombinacidira is. Ha Y > 0 P-integralhato és JF-mérhets, akkor
letezik  F-mérhetd indikatorvaltozok véges, linearis kombinacidinak {Y,}°°, monoton
novekv§ sorozata ugy, hogy minden n € N esetén Y, > 0, és lim,,.Y, =Y. Ha
még az is teljesiil, hogy X > 0, akkor tetszéleges A € F esetén

E[Y E(X | F)14] = E [(nlij& Yn)E(X|}“)ILA] = lim B[Y, B(X | F)14]

— lim E[Y,X14] =E [( lim Yn)XﬂA} —E[Y X1,
n—oo

n—oo
ezért ekkor is teljesiil E(XY | F) =Y E(X |F). Végila XY = XTYT-XTY - X"Y*+
XY~ felbontas alapjan kapjuk az altalanos esetet.
(x). Nyilvan lim, o, E(X | F) F-mérhets, és tetszGleges A € F esetén

E[lim E(X, | F)14] = lim E[E(X, | F)14] = lim E[X,14] = E[X14].
n—oo n—oo

n—oo
(xi). Nyilvéan (i) alapjan tetszéleges m € N esetén E(inf,>,, X, | F) < inf, >, E(X, | F).
Az Y, :=inf,>,, X,,, m € N sorozatra alkalmazva (x)-et azt kapjuk, hogy

lim E(inf X,,|F) =E(lim inf X, |F)=E(liminf X,, | F),
n—oo

m—oo  n>m m—r00 n>m
ezért
E(liminf X, | F) < lim inf E(X, |F) < liminf E(X,, | F).
n—oo m—oo n>m n—oo
(xii). Nyilvan elég a mésodik allitast bizonyitani, hiszen
| E(X, [ F) = E(X | F)| = [E(X, — X | F)| <E(]X, - X[| F).

A Z, :=sup,>, | Xm — X[, n €N sorozatra Z, | 0 és minden n € N esetén Z, >0,
ezért (x) alapjan E(Z,|F) } 0 P-m.b. Mivel minden n € N esetén 0 < |X,, — X| < Z,,
ezért E(|X, — X||F)L0 P-m.b.

(xiii) kovetkezik (x)-bol. O

8.5 Tétel. (Feltételes Jensen-egyenlGtlenség) Legyen (2, A, P) waldsziniségi mezd,
F C A részo-algebra, és X = (X1,...,Xg) : Q = R wvéletlen vektor, melyre E(||X]|) <
0.

(i) Ho K CR? konvex, zirt és X € K m.b., akkor
E(X|F) = (B(X,|F),....,B(Xy| F)) € K m.b.
(ii) Ha g:RY— R konver és E(|g(X)]) < oo, akkor g(E(X|F)) <E(g(X)|F).

8.6 Lemma. Legyen K C R? konvex, zdirt, és x € R? esetén jelslje hy(x) az x-hez
legkiozelebbi K -beli pontot (mely K konversége és zdrtsiga miatt létezik és egyértelmi).
FEkkor tetszbleges v € R és y € K eselén

o' (@ = hi(2)) 2 hie(2) (& = h(2)) 2 y' (@ = hi(2)),

és az elsd egyenldtlenségnél eqyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha = € K.
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Bizonyitas. Az els6 egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy
(x = hi(2)) (@ = hi(x)) = |lz = hg(2)]* > 0,

és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha hg(z) = x, ami K zartsiga miatt azzal
ekvivalens, hogy x € K.
A masodik egyenl6tlenség bizonyitasihoz induljunk ki abbédl, hogy a hg : R — K

fiiggvény definicioja és K konvexitasa alapjan a
[0,1] 3t = [l — [(1 = () + ty]|?

fiiggvény monoton névekvs a [0, 1] intervallumon, ezért a derivaltja nemnegativ a (0,1)

intervallumon. Mivel

lz = [(1 = Ohx(@) + tyllI* = (@ — hie(2)) — tly — hic ()|
= llo = hx(2)|* = 2t(y — hic(2)) " (2 = g()) + Elly — hac ()|,

igy —2(y — hx(2))"(z — hg(z)) + 2t]]ly — g(x)||*> > 0 minden ¢ € (0,1) esetén, amibél
kovetkezik —2(y — hi(z))" (x — hg(z)) = 0, igy megkaptuk a masodik egyenl6tlenséget. [
A feltételes Jensen-egyenlGtlenség bizonyitasa. (i) Tetszileges w € Q esetén alka-
Imazzuk az el6z6 Lemmat = = E(X | F)(w) és y = X(w) szereposztassal. Mivel X € K
m.b., azt kapjuk, hogy

B(X | F)(w) '[E(X | F)(w) — hx(B(X | F)(w))]
> hi(B(X | F)()) " [B(X | F)(w) = hg(B(X | F)(w))]
> X(w) ' [E(X|F)(w) = hx(B(X | F)w)]  m.D.

Feltételes varhato értéket véve az F rész-o-algebrara azt kapjuk, hogy

E(X | F)(w) '[E(X | F)(w) — hx(B(X | F)(w))]
hie(BX | F)(w)) ' [BX | F)(w) — hi (B(X | F)(w))]

=
> B(X | F)(w)T[BX | F)(w) - hi(B(X | F)(@)]  mb.

Mivel az elsé és harmadik kifejezés megyegyezik, igy mindkét helyen egyenléség van, ezért
az el6z6 Lemma szerint E(X | F) € K m.b.
(ii) Tekintsiik a

K = {(z,y) € R™ .z € R, y € [g(x),00)} C R

zart, konvex halmazt. Mivel (X,¢(X)) € K m.b., E(|X]) < oo & E(|g(X)]) < oo, igy
(i) alapjan (E(X | F),E(¢9(X)|F)) € K m.b., ezért K definicidja szerint E(g(X)|F) >
g(E(X|F)) m.bD. O

8.7 Definicié. Legyen (2, A, P) wvaldsziniségi mezd és F C A rész-o-algebra. Egy A€ A
eseménynek a feltételes valdszinidsége az F feltételre nézve P(A|F) :=E(14]|F).
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8.8 Definicié. Legyen (2, A, P) waldszindségi mezé, X : Q — R olyan véletlen vdltozo,
melyre B(|X|) < oo, és Y : Q — R wéletlen vektor. Ekkor a X feltételes vdrhato
értéke az Y -ra nézve E(X|Y):=E(X|a(Y)).

8.9 Lemma. Legyen (2, A,P) wvaldsziniségi mezé, X : QQ — R olyan véletlen vdltozd,
melyre B(|X|) < oo, és Y : Q — R? wéletlen vektor. Ekkor létezik olyan f : R? — R
mérhetd figguény, hogy E(X|Y) = f(Y). Ez az a Py-m.b. egyértelmien meghatdrozott
f:RY = R mérhetd fiigguény, melyre tetszéleges B € B(RY) esetén teljesiil

/B £(5) Py(dy) = B(XLy-1(s)).

ahol Py az Y eloszldsdt jeldli, azaz minden B € B(R?) esetén Py (B):=P(Y € B).

Bizonyitas. Az (R? B(R?)) mérhetGségi téren Py valoszintiségi mérték. Legyen tovabba
minden B € B(R?) esetén Q(B) := E(X1y-1(5)). Ez véges, o-additiv halmazfiiggvény
az (R B(R?)) mérhetsségi téren, és Q < Py, ezért a Radon-Nikodym-tétel alapjan
létezik olyan Py-m.b. egyértelmiien meghatarozott f: X — R mérhets fiiggvény, melyre
tetszéleges B € B(R?) esetén Q(B) = [,, fdPy, ezért

B(X1y () = Q(B) = [ fapy = [ RRCLEL TR

Mivel o(Y) = {Y~Y(B) : B € B(R?)}, {gy tetszoleges A € o(Y) esetén E(X1,) =
E(f(Y)14). Nyilvan foY o(Y)-mérhets, igy E(X|Y) = f(V). Ha pedig valamely
f:RY— R mérhets fiiggvény esetén E(X|Y) = f(Y), akkor minden A € o(Y) esetén
teljesiil E(X14) = E(f(Y)14), igy minden B € B(R?) esetén teljesiil E(X1y-1(p) =

E(f(Y)Lly-1s), amibél kivetkezik Q(B) = [, fdPy, ezért f= f Py-m.m. O

8.10 Jelolés. Az 8.9 Lemma alapjdn létezd [ fiigguény Py szerinti ekvivalencia-osztdlydt,

és ennek eqy tetszdleges reprezentdnsdt is E(X |Y =y) fogja jeldlni.

8.11 Tétel. Legyen (Q, F,P) waldsziniségi mezd, X : Q — R olyan véletlen vdltozd,
melyre E(|X|) < oo, és Y :Q — R? wvéletlen vektor.

(i) Ha g:R% — R olyan mérhetd figguény, hogy E(|Xg(Y)|) < oo, akkor E(Xg(Y)|Y =
y) =9y EX|Y =y).

(i) Ha X ¢és Y figgetlenek, és g : R x R? — R olyan mérhetd figguény, hogy
E(lg(X,Y)[) < oo, akkor E(9(X,Y)[Y =y) = E(g(X,y)) é E(g(X,Y)|Y) =
E(9(X,¢))]._y-

(iii) Ha ¢ : R x R?* — R olyan mérhetd figguény, hogy E(|g(X,Y)]) < oo, akkor
E(9(X,Y)|Y) = E(9(X,0)|Y)]

c=Y"
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Bizonyitas. (i) kovetkezik a 8.4 Tétel (ix) pontjabol.

(ii). Elég azt bizonyitani, hogy az allitas teljesiil indikatorfiiggvényekre, azaz amikor
g =14 valamely A € B(R) x B(RY) esetén, ugyanis ebbdl mar levezethets az 4llitas a 8.4
Tétel (ix) pontjanal hasznélt gondolatmenettel. Tehat elég azt bizonyitani, hogy tetszéleges
A € B(R) x B(RY) esetén

E(IA(X, Y)Y =y) = E(1a(X,y)).

Az 8.4 Tétel (xiii) pontja alapjan azok a B(R) x B(R?)-beli halmazok, melyekre teljesiil
ez az allitds, o-algebrat alkotnak, és a fenti egyenlet mindkét oldala valdszintiségi mértéket
definial az (R x R? B(R) x B(R?)) mérhetdségi téren, ezért a mértékek kiterjesztési tétele
alapjan elég az allitast egy olyan halmazalgebrédra belatni, mely generédlja a B(R) x B(R?)
o-algebrat. Egy ilyen halmazalgebrat alkotnak a C' x D (C € B(R), D € B(RY)) alakt
halmazok diszjunkt, véges unioi. Ezért elég azt belatni, hogy az allitas teljesiil azokra a
g = loxp indikatorfiiggvényekre, ahol C € B(R), D € B(R?). Ez pedig azért igaz, mert
az

y— E(lexp(X,y)) =E[1c(X)1p(y)] = P(X € C)1p(y)

fiiggvény mérhetd, és tetszGleges B € B(RY) esetén teljesiil

| E1ean(X,0) Prdy) = Blewn(X. V) 1y 2qa).
hiszen a baloldal
| Ee(X)15(0)) Py(dn) = [ B(1o(X) Pr(dy) = P(Y € O)P(Y € B D),
a jobboldal pedig
E(1o(X)1gan(Y)) = P(X € C, Y € BN D).

A (iii) allitas hasonloan bizonyithato. O

8.12 Definicio. Legyen (Q, A, P) waldszinidségi mezd, és Y : Q — RT wéletlen elem.
Egqy A€ A eseménynek a feltételes valoszinisége az Y -ra nézve P(A|Y =y) =
E(14|Y =y).

8.13 Tétel. Legyen (2, A, P) waldsziniségi mezd, és (X,Y): Q — R? abszolit folytonos
véletlen vektor. Jelslie (X,Y) sdrdségfiggvényét fxy. Definidljuk az fxy : R* — [0, 00)

fuigguényt a kovetkezd modon:

fX,Y(iE,y) ha fy 0
f)ﬂy(l"@/) = fY(y) f (y) 7& ’
h(z) ha fy(y) =0,

ahol fy az Y siriségfigguénye, és h: R — [0,00) tetszdleges siriségfigguény. Ekkor

érvényesek a kovetkezd dllitdsok:
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(i) Bdarmely y € R esetén az x — fxyy(xly) figgvény siriségfiggvény.
(ii) Bdrmely A e B(R) esetén P(X € A|Y =y) = [, fxyy(z]y) dz.

(iii) Ha g : R — R olyan Borel-mérhetd figguény, melyre E(|g(X)|) < oo, akkor
E(gX)|Y =y) = |7 g(z )fX|y(x\y)dx

Bizonyitas. (i) kovetkezik abbol, hogy fy(y) = [*o fxy(z,y)dx
(ii) speciélis esete (111) nak a g=1au fuggvennyel.

(iif). Nyilvin y — [ g(x)fx)y(z|y) dz mérhets. Tovabba minden B € B(R) esetén

teljesiil
L[ s ()fxw(xly)dx) potan) = [ / RELG |y)dx) o) dy
:/B</ 9(@) fxy @,y d“”) dy—/ / y) fxy (. y)dedy

= E(9(X)15(Y)) = E(g(X) 1y
O

8.14 Definicio. Legyen (Q, A, P) waldsziniségi mezé, és (X,Y) : Q — R?* abszolit
Jolytonos valdsziniségi viltozo. Az 8.13 Tételben definidlt fxy figgvényt a X-nek Y-ra
vonatkozo feltételes striségfiiggvényének nevezziik.

8.15 Tétel. Legyen (Q, A, P) waldsziniségi mezd, és Y : Q — R abszolit folytonos

véletlen vdltozo. Jeldlje Y siriségfigguényét fy. Ekkor érvényesek a kovetkezd dllitdsok:

(i) Teljes valdsziniség tétele: tetszileges A € A eseményre teljesiil

p() - | TPALY = o) fy(y) dy

—00

(ii) Teljes vdrhato érték tétele: ha X : Q — R olyan véletlen vdltozd, hogy E(|X|) <
oo, akkor

B0 = [ TEXY = ) fr(y) dy

Bizonyitas. (i) specidlis esete (ii)-nek a X =1, indikatorfiiggvénnyel.
(ii) kovetkezik az 8.4 Tétel (v) pontjabol. O

8.16 Tétel. Legyen (Q, A, P) wvaldsziniségi mezd, és (X,Y): Q — R? abszolit folytonos
véletlen vektor. Jelolje (X,Y) sdridségfiggvényét fxy, a X sirdségfigguényét fx, az
Y-nak X-re vonatkozo feltételes siriségfiigguvényét pedig fy|x. Ekkor tetszileges A € A
eseményre érvényes Bayes tétele:

/fYX ?/|9€ fX( )
/ Frix(yl) fx(2) da

P(X €A|Y =y) =
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Bizonyitas. Az éllitas kovetkezik az 8.13 Tétel (ii) pontjabol. O

8.17 Definici6. Legyen (2, A,P) waldszindségi mezé, F C A rész-o-algebra, és X :
Q — R négyzetesen P-integrdlhato valdszinidségi vdltozo. Azt mondjuk, hogy az Y : Q — R

valdszintdségi vdltozé a X négyzetes kozépben vett legjobb F-mérhetd becslése, ha
(i) Y F-mérhetd, négyzetesen P-integrdlhatd,

(ii) tetszdleges Z : Q — R F-mérhetd négyzetesen P-integrdlhaté valdszinidségi vdltozd
esetén E(X —Y)? < E(X — 2)2

Tulajdonképpen a X € L?*(Q, A, P) vektorhoz keresiink olyan Y € L?(Q, F,P) vektort,
melyre barmely Z € L*(Q,F,P) esetén teljesiil || X — Y| < || X — Z|; ez nyilvan X

merdleges vetiilete az L*(Q, F,P) zart, linearis altérre.

8.18 Tétel. Legyen (2, A,P) waldszindségi mezé, F C A rész-o-algebra, X : Q — R
négyzetesen P-integrdlhato valdsziniiségi vdltozo. Fkkor létezik X -nek négyzetes kiozépben
vett legjobb F-mérhetd becslése, mégpedig FE(X | F).

Bizonyitas. Legyen Y := E(X | F). Ekkor barmely Z € L*(Q), F,P) esetén
E(X -Z2?=E(X-Y)+ (Y -2)?=EX -Y)?+2E[(X —Y)(Y — 2)|+ E(Y — 2)%.
Mivel YV és Z is F-mérhets, igy az 8.4 Tétel (vii) pontjanak segitseégével
B[(X = Y)(Y = 2)] = E(E[(X - Y)(Y - 2)| F]) = B((Y = Z) E[(X - V)| F]) =0,
hiszen E[(X —Y)|F] =E(X|F)—E(Y |F)=Y —Y = 0. Ezért
E(X-Z2)P=EX-Y)?*+E(Y -2 >EX -Y)?
amibdl kovetkezik az allitas. O

8.19 Definici6. Legyen (2, A,P) waldszintiségi mezd, és X,Y1,...,Y, : Q — R négyzete-
sen P—integrdlhato véletlen vdltozék. Azt mondjuk, hogy az Y : Q — R wéletlen vdltozd a

X négyzetes kozépben vett legjobb linedris becslése az Yi,...,Y, alapjdn, ha

(i) Y benne van az L*(Q, A, P) Hilbert-térnek abban a L*(Y1,...,Y,) zdrt, linedris

alterében, melyet az Yy,...,Y, lnedris kombindcioi alkotnak,
(ii) tetszdleges Z € L*(Y1,...,Y,) esetén E(X —Y)?2 < E(X — Z)2

Tulajdonképpen a X € L*(Q2, A, P) vektorhoz keresiink olyan Y € L%(Y;,...,Y,) vek-
tort, melyre barmely Z € L*(Y,...,Y,) esetén teljesiil || X — Y] < ||X — Z||; ez nyilvan
X mer6leges vetiilete az  L?(Yy,...,Y,) zart, linearis altérre. Mivel L2(Yy,...,Y,) C
L*(Q,0(Yy,...,Y,),P), ezért az Yy,...,Y, alapjin vett legjobb linedris becslés altaldban
,rosszabb”, mint a legjobb o (Y7, ..., Y, )-mérhets becslés (mely a 8.9 Lemma alapjan f(Y7,. ..
alakia valamely f:R™ — R mérhet6 fliggvénnyel).
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9 Martingalok

9.1 Definicidk, alaptulajdonsagok

Legyen (9, A) mérhetGségi tér. Az 1, 2, ... pozitiv egészeket idépontoknak nevezziik.
Jelolje minden n € N esetén F,, azoknak az eseményeknek a halmazat, melyekr6l az n
id6pontban mar tudjuk, hogy bekiévetkeztek-e, vagy sem. Ekkor (F,)nen monoton névekvs

rész-o-algebra sereg A-ban, azaz F, C F,11 C A minden n € N esetén.

9.1 Definicid. Legyen (), A) mérhetdségi tér, és minden n € N esetén F, C A rész-
o-algebra.

Azt mondjuk, hogy az (Fn)nen sorozat filktrdcio, ha Fy C Fo C -+ -

Azt mondjuk, hogy véletlen vdltozok (X, )nen Sorozata adaptdlt az (F,)nen filtrdcidhoz,
ha minden n € N esetén X, F,-mérhetd, azaz o(X,) C F,.

Véletlen valtozok (X, )nen sorozata akkor és csak akkor adaptalt az (F,).en filtra-
ciohoz, ha tetszéleges n € N id6pontban a rendelkezésre all6 informaciok alapjan tudjuk
X, eértékét. Nyilvan véletlen valtozok tetszéleges (X, )nen sorozata adaptélt a (FX),en
természetes filtracidhoz, ahol FX = o(Xy,...,X,,), és ez a legsztikebb sziirés, melyhez

az. (Xp)nen sorozat adaptalt.

9.2 Definicio. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezd, (X,)nen véletlen vdltozok sorozata,
mely adaptdalt valamely F, C Fo C --- C A filtracichoz, és minden n € N esetén
E(|X,]) < 0o. Azt mondjuk, hogy az (X, Fn)nen Sorozat

e martingdl, ha minden n € N esetéen E(X,.1|F,) = Xy,
e szubmartingdl, ha minden n € N esetén E(X, . 1|F,) = Xp;
e szupermartingdl, ha minden n € N esetén E(X, i1 |Fn) < X,.

Azt mondjuk, hogy a (X, )nen sorozat martingdl, szubmartingdl, illetve szupermartingdl, ha

az (Xp, FX)nen sorozat martingdl, szubmartingdl, illetve szupermartingdl.

Ha X, egy jatékos elGjeles vagyona az n idGpontban, akkor martingél esetén a jaték
igazsidgos, szubmartingél esetén a jaték elényos, szupermartingél esetén pedig hatranyos a
jatékos szdmaéra.

Nyilvan

e martingal esetén E(X;) = E(X,) = E(X3) =...;

e szubmartingal esetén E(X;) < E(Xy) < E(X3) <...;

e szupermartingal esetén E(X;) > E(X3) > E(X3) > ...

Ha az (X, Fp.)nen sorozat martingal, szubmartingal, illetve szupermartingél, akkor az
(Xn)nen sorozat is martingél, szubmartingal, illetve szupermartingal.

Ha (X, Fu)nen szubmartingdl, akkor (—X,, F,)nen szupermartingal.
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9.3 Tétel. Ha az (X, Fn)nen Sorozat
e martingdl, akkor minden n,k € N esetén E(X,ix|Fn) = Xn;
o szubmartingdl, akkor minden n,k € N esetén E(X, x| Fn) = Xy
o szupermartingdl, akkor minden n,k € N esetén E(X, k| Fn) < X,.
Példak:

(i) Legyenek Yi, Y, ... fiiggetlen véletlen valtozok, és legyen X, := > Vi, n € N.
k=1
Ekkor az (X, )nen sorozat

e martingél, ha minden k € N esetén E(Y;) = 0;

)

e szubmartingal, ha minden & € N esetén E(Y) >

0
e szupermartingal, ha minden k € N esetén E(Y}) < 0.

(ii) Legyenek Y7, Y, ... fiiggetlen pozitiv véletlen valtozok, és legyen X, = ][] Yi,
k=1

n € N. Ekkor az (X,,)nen sorozat

e martingal, ha minden k € N esetén E(Yy) = 1;
e szubmartingél, ha minden k € N esetén E(Y) > 1;
e szupermartingal, ha minden k € N esetén E(Y}) < 1.
(iii) Legyen (Q,.A,P) valoszintiségi mezd, F; C Fo C --- C A filtracio, Y olyan véletlen

valtozo, hogy E(]Y]) < 0o, éslegyen X, := E(Y |F,), n € N. Ekkor az (X, F,)nen

sorozat martingal.

9.4 Allitas. Ha (X,, Fp)nen martingdl, és minden k € N esetén BE(X?) < oo, akkor az
X1, Xo— X1, X3— Xy, ... véletlen vdltozok pdaronként korreldlatlanok.

Bizonyitas. Nyilvin E(X; — X;_1) = 0 minden k € N esetén, tovabba tetszéleges
1< j <k esetén
B (X = X)Xk = Xe)] = BB [(X; = X;0) (X = Xy1) | Fi]|
=E[(X; — X;21) B(Xk — X1 | Fim1)] =0,
hiszen egyrészt o(X; — X;_1) C Fj; C Fp—1, masrészt E(Xy — X1 | Fr—1) = 0. O

Tehat a négyzetesen integralhato martingalok elallnak paronként korrelalatlan valoszintiségi

valtozok részletosszeg—sorozataként.

9.5 Tétel. Legyen I C R (nem feltétlenil korldtos) intervallum, ¢ : I — R konvex
figguény, és X1, Xo, ... olyan véletlen vdltozok, hogy minden k € N esetén X, € I
m.b., és E(|g(Xy)|) < co. Ekkor (g(X,),Fn)nen szubmartingdl, ha az alabbi feltételek

valamelyike teljestil:
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(i) (X, Fo)nen szubmartingdl és g monoton nivekvd;
(1) (Xn, Fn)nen martingdl.

Bizonyitas. Legyen j < k. Ekkor (i) esetén (X,,F,)neny Szubmartingalsaga miatt
X; < E(Xy|F;), igy g monotonitdsa miatt ¢(X;) < g(E(Xx|F;)). Tovabba (ii) esetén
(Xn, Fn)nen martingalsaga miatt X; = E(X, | F;), igy ¢(X;) = g(E(Xy|F;)). Mindkét
esetben g konvexsége miatt a feltételes Jensen-egyenlttlenség alapjan

9(X;) < g(E(Xk| 7)) < E (9(Xe) | 7).

tehat (9(X,), Fn)neny szubmartingal. O
Példaul ha (X, F)nen martingél, akkor (|X,|, F)nen szubmartingal.

9.2 Doob-felbontas

9.6 Definicio. Legyen (Q,.A,P) wvaldszindségi mezd, és (Zy)nen véletlen viltozok sorozata,
mely adaptdlt valamely Fy C Fo C --- C A filtrdcichoz.
Azt mondjuk, hogy a (Z,, Fp)nen Sorozal

e novekvd, ha minden n € N esetén Z, < Z,.1 m.b.;
o eldrejelezhetd, ha Z, =0 m.b., és minden n €N esetén Z,.1 F,-mérhetd.

Nyilvan ha (Z,, F,)nen novekvs, akkor Z; < Zy < ... teljesiil 1 valoszintiséggel. Ha
(Zn, Fu)nen elorejelezhets, akkor a 7, értékét méar az n — 1 idépontban tudjuk.

9.7 Tétel. (Doob-felbontas) Tetszdleges (X, Fn)nen szubmartingdl esetén léteznek olyan
(Yo)nen €s (Zn)nen véletlen sorozatok, hogy

(i) VneN esetén X, =Y, + Z,,
(i) (Y, Fu)nen martingdl,
(i) (Zn, Fu)nen novekvd, eldrejelezhetd sorozat.

llyen tulajdonsdgokkal rendelkezd (Y,)nen €s (Zn)nen Sorozatok P-m.b. egyértelmien

meghatdrozottak.

Bizonyitas. Legyen Z; :=0, Y; := X;, és n > 2 esetén

n n

Yor=Xi+ Y [Xo—EXp | Fc)],  Zo= Y [BX| Femr) — Xaa].
k=2 k=2

Ekkor nyilvan minden n € N esetén E(]Y,]) < oo és

E(Yn-I—l - Y, | ]:n) =E [Xn-H - E(Xn—H |‘Fn) |]:n} = E(Xn—H |‘Fn) - E(Xn—H |‘Fn) =0,

53



tehat (Y, Fp)neny martingal. Tovabba minden n € N esetén Z, > 0, mert minden k € N
esetén E(Xj | Fr_1) — X1 = 0, hiszen (X, F,)nen szubmartingal. Mivel minden %k € N
esetén E(Xy | Fr_1) — Xk—1 Fr_1-mérhetd, ezért minden n € N esetén 7,1 F,-mérhetd,

tehat (Z,, Fn)nen novekvd, eldrejelezhets sorozat. Végiill minden k € N esetén

Yot Zo=X1+4 Y (Xp— X4m1) = X,
k=2

tehat az (Y )nen €S (Zn)nen sorozatok rendelkeznek a megfelel$ tulajdonsagokkal.
A P-m.b. egyértelmiiség bizonyitasahoz tegytiik fel, hogy az (?n)neN és (ZL)neN soroza-

tokra is teljesiilnek az (i)—(iii) tulajdonsadgok. Ekkor minden n € N esetén

Zn+1 - Zn = (XnJrl - i\}n+1> - (Xn - }A}n) = (Yn+1 + Zn+1 - ?nJrl) - (Yn + Zn - 1A}n)
= (Zn+l - Zn) + (Yn-i-l - Yn) - (Yn+l - Yn)'

Véve ennek az egyenletnek a feltételes varhato értékét az F, o-algebrara vonatkozoban, azt
kapjuk, hogy

Znit — Zn = Zns1 — Zn.
Mivel Z; = Zl =0, igy minden n € N esetén ZL = Z,, ezért 17” =X, —ZL =X,—Z, =
Y,. O
A Doob-felbontasban szereplé (Z,)n,en sorozatra nyilvan teljesiil E(|Z,]) < oo, hiszen
| Zn] < [ Xn| + [Yal.
Ha az (X,)nen sorozat novekvs és adaptalt az (F,),en rész-o-algebra sereghez, akkor
E(Xu1 — X0 | Fn) = E(Xpy1) — E(X,) = 0 miatt (X, Fr)nen szubmartingél, de nem

feltétleniil el6rejelezhets, ezért nem feltétleniil X,, = 0+ X,, a Doob-felbontésa!

9.3 Megallasi idépont

9.8 Definici6. Legyen (92, A) mérhetdségi tér, F, C Fo C --- C A filtracid. Azt
mondjuk, hogy az o :Q — NU{oo} wvéletlen vdltozo (opciondlis, vagyis vilaszthatd, azaz
megengedett) megdlldsi idépont az (F,)nen filtrdciora nézve, ha minden n € N esetén
{weQ:alw)<n}eF,

Vagyis tetszéleges n idépontban a rendelkezésre 4116 informaciok alapjan el lehet donteni,
hogy mar elérkezett-e az o véletlen idépont, vagy sem.
Példak:

(i) Ha véletlen valtozok (X, )nen sorozata adaptalt az (F,)nen filtraciohoz, akkor

tetszéleges B € B(R) halmazba valo elsé megérkezési idépont:
ap(w) :=inf{n € N: X, (w) € B}
(ahol inf () := oo) megallasi id6pont az (F,)nen filtraciora nézve, hiszen tetszéleges
n € N esetén
{fweQ:aw) <n}=0\{weQ:alw)>n}
=0\{we: Xj(w) ¢ B,..., X,(w) ¢ B} € F,.
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(ii) Ha ¢ € NU{oo} és a(w) :=¢, w €, akkor a megallasi idGpont tetszdleges

(Fn)nen filtraciora nézve, hiszen minden n € N esetén

O ha n<ec,
{we:a(w)<n}= e
Q ha n>c

Tehat minden determinisztikus idépont egytttal megallasi id6pont is.

Ha «a megallasi id6pont, akkor az a-ig bekovetkezs események (vagyis azok az ese-
mények, melyekrél az o id&pontban meg tudjuk allapitani, hogy bekévetkeztek-e vagy
sem):

Fo={A€A:¥YneNesettn AN{w € Q:a(w) <n}eF,}

Nyilvan F, o-algebra.
Ha véletlen valtozok (X, )n,en sorozata adaptalt az (F,)nen filtraciohoz és o megallasi

idépont az (F,)nen filtraciora nézve, akkor az X, : Q@ — R,

(Xo)(w) = ZXn(w)]l{Oé:n}(w)v w e

leképezés mérhetd, tehat véletlen valtozod, s6t F,-mérhets, azaz o(X,) C F,. Ha «
korlatos, azaz « < m valamely m € N esetén, és E(]X,|) < oo, n € N, akkor
E(|X4|) < 00, hiszen |X,| < max{|Xi|,...,[Xmn|}
Példa: Legyenek Yy, k€ N fiiggetlen véletlen véltozok, P(Y; = 2%) = P(Y; = —2F) =
3. X, =YY, Ekkor (X,)nen martingdl, F¥ =o(Yi,...,Y,), és
=1

J

min{n : X,,(w) >0} ha In €N melyre X, (w) >0,

a(w) =
00 ha Vn €N esetén X, (w) <0

megéllasi idépont az (FX),en filtraciora nézve, mely 1 valoszintiséggel véges: P(a < oo) =
1, de nem korlatos. Tovabba X, = 2 m.b. Ugyan 1 és « olyan megéllasi pillanatok,
hogy 1< a m.b., viszont mégsem teljesiil E(X, |F;) = X;. Ezért a kovetkezs tétel nem

feltétleniil teljesiil nem korlatos megallasi id6pontokra.

9.9 Tétel. (Opcionalis megallasi tétel) Legyen (X, F,)nen martingdl (vagy szubmart-
ingdl, vagy szupermartingdl) sorozat, és legyenek o« és [ olyan megdlldsi iddpontok
(Fn)nen-re nézve, hogy o < B, E(|Xa|) < oo, E(|Xs]) <oo, és

hglol.}f E(|Xn’]1{5>n}) = 0.

Ekkor (Xa, Xg; Fa, Fp) martingdl (illetve szubmartingdl, vagy szupermartingdl), tehdt spe-
ciglisan: E(Xg|Fa) = Xo (illetve E(Xpg|Fa) = Xo, vagy E(Xp|Fa) < Xa ).

Bizonyitas. Az allitast elegendd szubmartingél esetén belatni. Elegendd azt belatni, hogy
tetszGleges A € F, esetén E(Xzla) > E(X,14). Ehhez pedig elegendd azt megmutatni,
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hogy minden k € N esetén E(Xglanfa—i}) = E(Xalanfa=r}). Nyilvan AN {a =k} =
An{a <k}IN(Q\{a<k—1}) € A;. Ezt is felhasznalva

E(Xolanga=ry) = E(Xklanfa=k}) = E(XeLan{a=rpn{s=k}) + E(XpLan{a=rn{s>k})

N

Xl anga=kyngs=r}) + B [ E(Xi1 | Fo) Lanfa=kyn{s=i})]

(

(

(Xplana=kynis=t}) + E(Xx11lanfa=k}n{s=k11})
(Xplan{a=rinir<p<it1y) + E(Xkp1 Lanfa=kyns=kt2})
(X

I
Djtljtljtlj

sLanfa=mnik<s<ir1}) + E(Xir2Lanfa=kin{s=k+2})

NN

< E(Xplan{a=kinfr<s<n}) + E(Xnlanfa=ryn{s>n})

tetszbleges n > k esetén, azaz

E(Xs1anfa=rpn{r<s<n}) = E(Xalana=r}) — E(XnLanfa=k}nis>n})-

Ebb6l n — oo esetén

E(Xslanazky) = limsup [E(Xo1anfacky) — B(XnLan{azkinissn})]

n—oo

= BE(Xolanga=ry) — liminf E(X,, 1 anfa=k}n{s>n})

n—oo

= E(Xa]lAm{a:k}> — hm 1nf E(Xn]lAﬂ{ﬁ>n})

> E(Xalana=ry) — iminf E(| X0 |1 (g5n)) 2 E(Xalanta=ry),

amibdl a fentiek alapjan kévetkezik az allitas. O
9.10 Megjegyzés. Ha (X, F,)neny martingdl és « olyan megéllasi idépont (F,)nen—Te
nézve, hogy a < N valamely N € N esetén, akkor tekintsik a f(w) := N, w € Q

megalasi id6pontot. Ekkor a tétel alapjan X, = E(Xy|F.), ezért E(X,) = E(Xy) =
E(X7). Tehat egy igazsagos jaték esetén a jatékos nem javithatja (de nem is ronthatjal) a
varhato nyereményét (megengedett, azaz valaszthato) véletlen megallassal (amely tehat csak
a megallasi id6pontig felhalmozodo informacion alapul), ha a megallasi idd korlatos. Példaul
ha a jatékos abban az els§ id6pontban akar megallni, amikor nyerésbe keriilt vagy letelik az
elére rogzitett idGtartam, akkor lehet, hogy kicsi annak a valoszintisége, hogy veszitsen, de a
vesztés esetén fellepd (feltételes) varhato veszteség éppen kompenzalja (kiegyenliti) a nyerés

esetén keletkezd (feltételes) varhato nyereményt.

9.11 Tétel. (Wald-azonossag) Legyenek X, Xo, ... figgetlen, azonos eloszldsi véletlen
vdltozok, és E(|X1|) < co. Legyen T olyan megdlldsi idépont az (FX)nen filtrdciora
nézve, hogy E(T) < co. Ekkor

E(Xi+ -+ X,;) = B(r) E(X}).

Bizonyitas. Az allitast elegend6 nemnegativ. X7, Xs, ... sorozatra bizonyitani. Ekkor
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E(7) < oo miatt P(7 <o0) =1, ezért

E(Xi+ - +X,)=E (Z(Xl +o b X)L n}> (Z Xl n}>
n=1 n=1 k=1
-5 (X3 i) =B (L0310 ) = (St ) = Y Ea0
k=1 n=k k=1 n=k =
a monoton konvergencia-tétellel. Mivel a {7 > k} = Q\{r < k -1} € F¥f, =

o(Xi,...,Xk_1) esemény fiiggetlen az X véletlen Valtozotol, igy

E(X; +- Z E(Xp) E(T{r2ry) = Z P(r E(r) E(X1)

k=1 k=1

9.4 Maximal-egyenl6tlenség

9.12 Tétel. (Doob maximal-egyenlStlensége) Ha (X, Fp)nen szubmartingdl, akkor
VneN és Ve>0 esetén

1
P<maXXk>5)<—E<XnIL )g—E(X:{).
1<k<n g { max Xk>€} £

1<k<n

—_

Bizonyitas. Nyilvan
=inf{j e N: X; > ¢}

megéllasi idSpont az (F;X )ueny filtraciora nézve, melyet felhasznalva

E (Xn]l{ . Xk>€}> =E (Xalo.cny) = OB (Xnl{a.—py) -

1<k<n k=1

Mivel {a. =k} € Fy, ezért E (Xnﬂ{agzk}) =K (E(Xn | Fk)]l{aszk}). A szubmartingéal-
sag miatt E (E(X, | Fe)lja=ky) = B (Xpl{a.=ry). Mivel {a. = k} C {X} > €},
E (Xk]l{%:k}) >cE (]l{%:k}) =P (a. = k), tehat végiilis

E(Xn]l{maxxk%})/;eP(aE k) =eP(a. < n) EP(lggéXk/s),

1<k<n

amit atrendezve kapjuk az elsG egyenltlenséget. A méasodik abbol jon ki, hogy

E|X,1 o <E| X1 s Xuoe < E(X)).
{1<k<n } {1<k<n }
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9.5 Martingalok és szubmartingalok konvergenciaja
9.13 Definicié. Legyen (X, )nen véletlen vdltozok sorozata, és a,b € R, a <b. Legyen
To := 0,

m=1inf{n € N: X, <a},
T:=inf{n e N:n >mn, X, > b},

Tom—1 :=1nf{n € N:n > 1, o, X,

<
Tom = inf{n € N:n > 1, 1, X,, > b},

Azt mondjuk, hogy az X1, ... Xy sorozat felmetszéseinek szima az |a,b] intervalumon
U (a,b) :=sup{m € Z, : 7, < N}.

9.14 Lemma. (Doob felmetszési lemmaja) Ha (X, F,)nen szubmartingdl, akkor tet-
szdleges a,b € R, a <b és tetszdleges N € N esetén

B [0 (0] < HSa— o] B ol

Bizonyitas. A masodik egyenlGtlenség annak a kivetkezménye, hogy (Xy—a)t < X3 +/al.

Mivelaz R > 2 — (z—a)t € R fiiggvény konvex, igy ((X,, —a)", F,)nen is szubmart-
ingdl, ezért az elsG egyenlGtlenséget elegendd nemnegativ szubmartingal és a = 0 esetén
belatni, mert az (X, Fn)nen Szubmartingal éppen annyiszor metszi at felfelé az [a,b] in-
tervalumot, ahanyszor az ((X,, — a)", F,)nen szubmartingal metszi 4t felfelé a [0,b — a
intervalumot.

Legyen tehat (X, F,)nen nemnegativ szubmartingal és a = 0. Ekkor azt kell belatni,
hogy

E(Xy)
T
Legyen Xy :=0, Fo:={Q,0}, és minden i € N esetén

E [UF(0,0)] <

1 ha Im eN, melyre i € (Tom_1, Tom|,

Pi =
0 egyébként.
Ekkor
N
DUN(0,0) <) (X — Xi1)
=1
Mivel a 7, 72, ... megallasi id6pontok az (F,)nen filtraciora nézve, igy

{pi =1} = U, [{mom—1 < i} \ {7om < i}] € Fizs.
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Ezért

E[(Xi — Xio)ei] = Y E[(X; = X;_1)1(p,-1)]

1 =1

WE

bE[Ux (0,b)] <

<.
I

-

E[E(X: = Xi [ Fio)Lig=] ZE {EXi [ Fia) = Xio P lgimn]

1

7

E[E(X;|Fi-1) Z Xi1)] = E(Xy),

i=1 i=1

WE

<

hiszen a szubmartingalsag miatt E(X;|F;_1) — X;_1 > 0 minden ¢ € N esetén. O

9.15 Tétel. (Doob szubmartingal konvergencia-tétele) Ha (X, F,)nen olyan szub-

martingdl, hogy sup E(|X,|) < oo, akkor 3 X, véletlen vdltozs, melyre X, m—'b'>Xoo, és
neN

E([Xoc]) < sup B(|Xn]) < 00.

Bizonyitas. Minden a,b € R, a < b esetén legyen UZ(a,b) := hm Uz (a,b). Mivel
tetszGleges n € N esetén

B [UN (a,0)] < %
ezert
sup E(X¥) +|a]  sup E(|Xx|) + |af
E [UZ(a,0)] = lim E[UR (a,0)] < Vel - < MER - < .

Ebbél az kovetkezik, hogy P(UZ(a,b) < 0o) = 1. Mivel

{liminf X,, < a < b < limsup X,,} C {UZ(a,b) = o},

n—oo n—00

ezért P(liminf, . X,, < a < b <limsup,,_,., X,) =0. Mivel

{hmme <limsup X, } = U {hmme <a<b<limsupX,},

n—roo a,beQ, a<b n—oo

igy P(hmme < limsup X,,) = 0, tehat P(liminf X, = limsup X,,) = 1, vagyis az

n—00 n—0o0 n—+00
X = liminf X, véletlen valtozora teljesiil X, m-by Xo. Végiil a Fatou-lemmaval

n—oo

E(|Xx|) < hm1nfE(|X ) <supE(|X,]) <

neN
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10 Nagy szamok gyenge torvényei

Legyenek Xy, Xs,... véletlen valtozok, és jeldlje

X1+ + X,
- .

Sn:X1++Xn7 7n::

10.1 Tétel. Ha E(X?) < oo minden n € N esetén és E(X3X,) =0 ha k #{, akkor
minden € >0 és n €N esetén

1
E(X
S e b (X0).

— | —
P > <) < 5 B(Ys) <

Specidlisan, ha sup E(XZQ) < o0, akkor X, m 0, ésigy X, N

=1

Bizonyitas. Nyilvain E(S?) =", E(X?), igy

— 1
P(Xal 2 €) = E(lyx, 120y) < E<X Lis, |>a})

1 _ —» 1
<5 EX,) =—5 = 252 ZE (X7) < — sup E(X7?).

€ n262 Sn) ne? p>1
O

10.2 Tétel. (Csebisev) Ha Xi,Xs,... pdronként korreldlatlanok, sup Var(X,) < oo, és
e>1

E(X,) =m minden n €N esetén, akkor X, LY m, 6sigy Xn — m.

Bizonyitas. A 10.1 tételt kell alkalmazni a X; — E(X), Xo — E(X4), ... sorozatra. [

10.3 Tétel. (Markov) Ha X, Xs,... pdronként korreldlatlanok, sup Var(X,) < oo, és

1

létezik a lim E(X,) = m hatdrérték, akkor X, Il m, €ésigy X, Lm.

n—oo

Bizonyitas. A 10.1 tételt kell alkalmazni a X; — E(X}), Xo — E(X4), ... sorozatra. [

10.4 Tétel. (Hincsin, 1929) Ha X1, X, ... pdronként fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen
vdltozok és E(|X1|) < oo, akkor X, RN E(X).

10.5 Tétel. Ha X, X,,... egyenletesen integrdalhato, fiiggetlen véletlen vdltozok, akkor
X, —-EX,) — LN 0, ésigy  Xn,— E(X,) RN}

Specidlisan, ha Xy, Xo,... figgetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok és E(|X]) < oo,
akkor S, LN E(X)), ésigy S, RN E(X,).

Bizonyitas. Elegend6 E(Xj) = 0, k£ € N esetén bizonyitani, hiszen ha X, X5, ...
egyenletesen integralhato, fiiggetlen véletlen valtozok, akkor X; — E(X7), Xo — E(Xq), ...

is egyenletesen integralhato, fiiggetlen véletlen valtozok.
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Legyen R € (0,00) és t € R esetén fgr(t) := t-1i_pp(t) (ez egy tgynevezett
nyirofiiggvény). Jelolje

m® = Efa(X)], X = fr() -m?, v =X - X,
=) 1 ) +® L&
X, ._EZX,C .Y, ._EZYR :
k=1 k=1

Nyilvan
R R R R
E(VY)) = E(1Xs—(fa(Xe) —mi™)|) < B(Xe—fr(X)D)+Hm) = B Xk 1 x,om)+mi?),

R
M| = | E[fa(X0)]] = [E(Xi1gxu<ry)| = [E(Xe) — EXalfxgsm)| < E(XRLgxsr),

igy tetszGleges R € (0,00) esetén

- —(R) (R (R —(R (R
B(Xa)) = B(X,"+7,7) < BOX,DEIV," ) < /B | (X7)2] 42 max B( Xl Ly m)
és
—(R)\2] _ ® ) | _ (R)
E [(Xn ) ] =B (Zxk ) = — Var | >~ X{ ]
k=1 k=1
Ly my_ Ly w\?| o &
- Ve = 2 Y B (x)] <
k=1 k=1
miatt R
BAXAD) < 75+ 2 max B(IXel L),
amibdl
limsup E(|X,.|) < 2sup B(|Xk|Lyx, > ),
n— 00 k>1
igy az egyenletes integralhatosag alapjan R — oo esetén limsup, .. E(|X,|) <0. O
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11 Nagy szamok erds torvényei

Legyenek Xy, Xs,... véletlen valtozok, és jeldlje
Xi+---+ X,
- .

11.1 Tétel. Ha Xy, Xs,... fiiggetlen véletlen vdltozdk és E(X,) = 0 minden n € N

esetén, akkor minden € >0 és n € N eselén

Sp=X14+--+X,, X, =

E(X,) 5 sup E(Xf;).

P(|Xn’ 2 5) g n2€4 1

Specidlisan, ha sup E(X?) < oo, akkor X, Tla o g X, =5 .
n>=1

Bizonyitas. Elég belatni, hogy E(S%) < 3n?M,, ahol M, :=supE(X}). Ez n =1
n=1
esetén trividlis. Tovabba

Sni1 = (Sn+ Xop1)! = Sy + 453 X + 657 X7 + 48, X0, + Xy
Mivel S, és X, fiiggetlenek és E(X,. 1) = E(S,) =0, igy
E(Spi1) = E(S,) + 6E(S2X7 ) + E(X,,)

= E(S;) +6 Z E(X}) E(X1) + E(Xp,) < E(S,) + (6n + 1) My,

k=1
hiszen E(X?) < E(X}) < VM. lgy

E(Sp.1) < (3n® +6n+1)My < 3(n+1)>M,.

o0
n=1

Ebbdl tetszéleges € > 0 esetén > >0 P(|S,| > ¢) < o0, gy X, mbg 0

11.2 Tétel. (Kolmogorov-egyenl6tlenség) Ha Xi,..., X, figgetlen véletlen vdltozok

és E(X?) <oo minden k=1,2,....,n esetén, akkor tetszéleges € >0 eselén

Var(S,)
g2

P (max ISk — E(Sk)| = 5) <

1<k<n

Bizonyitas. Elegends E(Xjy) =0, k= 1,2,...,n esetén bizonyitani. Legyen 1 < k <
n — 1. Ekkor
52 — 513 = (Sn - Sk)z + Q(Sn — Sk)Sk = Q(Sn — Sk)Sk

Mivel S, — Sy fiiggetlen a o(Xy,..., X;) o-algebratol és E(S, —Sk) =0, igy tetszéleges
A € 0(Xq,..., X;) események esetén

E[(S2 — S7)1a,] = E[2(S, — Sk)Skla,] = 2E(S, — Sk) E(Sk1a,) =0,

ezért
E(Sz]lAk) > E(SIEHAJC)
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Ha specialisan
Ay ={|51| = ¢}, Ay = {\Skl >e, max |S] < 5} ha k€{2,...,n},

1<y<k—1

akkor Aj,..., A, (paronként) diszjunktak és

n
B = {lrgjaé 1551 = e} = kL_JlAk,

és igy
E(S215) =Y E(S214,) > Y E(Sila,) >¢>) P(Ay) =<*P(B),
k=1 k=1 k=1
tehat . . .
_ L 2 . 2y _ *
P (lrggéwﬂ > 5) =P(B) < = E(S 1) < = E(S;) = Var(S,,),
ami a bizonyitand6 allitas. 0

11.3 Tétel. (Kolmogorov egy sor tétele) Ha X, Xo,... figgetlen véletlen vdltozdk és
> Var(X,,) < oo, akkor
n=1

P (i(Xn — E(X,)) konvergens) =1.

n=1

Bizonyitas. Elegends E(X;) =0, k € N esetén bizonyitani. Mivel

1<k<n

{SUp|SN+k — SN| > 8} = U {max |SN+k — SN| > 6},
>1

- n=1

igy
P (sup |SN+k — Sn| > 5) = lim P (max |SNik — Sn| > 5)

E>1 n—oo 1<k<n

tetszleges N € N és e > 0 esetén. A Kolmogorov-egyenlGtlenséget alkalmazva a
)(]\[4,17 Ce 7XN+71 VéltOZékra:

N+n
1
P (max |SN+k — Sn| > 8) < = Z Var(X;),

1<k<n
j=N+1

igy tetszdleges ¢ > 0 esetén

lim P (sup\SN+k — Sn| > 6) =0,

N—oo k>1
ezért a 7.5 Tétel alapjan az S1,S5,... sorozat 1 valosziniséggel Cauchy-sorozat. 0
11.4 Lemma. (Kronecker) Legyen by, bs,... pozitiv szimokbdl dllo sorozat, b, T oo, és

jeldlje n € N esetén (3, := b, — b,_1, ahol by := 0.
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n
(i) Ha sq,S2,... valds szamsorozat és s, — s € R, akkor bi > Bese — s.
" =1

o0

n
(ii) Ha x1,x9,... walds szamsorozat és 7+ konvergens, akkor bi > xp— 0.
1 n n [:1

n—=
Bizonyitas. (i). Elegend6 s = 0 esetén bizonyitani. Ekkor tetszéleges ¢ > 0 esetén

létezik olyan ny € N, hogy minden ¢ > ng esetén |s,| < e, ezért n > ny esetén

Zﬁese < b Zﬁe!sd—i-— Z Belsq|

f no+1

\—(SUP|SE|)Z@Z+— Z Be < —SUP|3€|+5

n 21 l=ng+1 n >1

amibdl tetszéleges € > 0 esetén

lim sup
n—oo

SKE

1 n
0 > Bese| <
™ oe=1

tehét kovetkezik az allitas.

(ii). ,Parcialis szummazassal”:

n n n 0 n n
1 1 Ty 1 Ty 1 Ty
— Ty = — by— = — — = — —
I n DD DR DD By
/=1 (=1 (=1 j=1 7=1 l=j
n n j—1 n n n j—1
1 T e Ty 1 Ty 1 Ty
ZbZﬁj<Zb—£— ol "o B o b B; o
j=1 =1 =1 =1 (=1 noj=1 (=1
Jelolje s := 13—231 . Alkalmazva az (i) allitast az s, := P> - — s sorozatra:
1 " i1 iy
b_ Z 6] b — S,
" oj=1 =1
igy végiilis iZl'g—)S—SZO. O

11.5 Tétel. (Kolmogorov, 1929) Legyenek X1, Xo,... figgetlen véletlen vdltozok. Legyen

bi,ba, ... pozitiv szamokbdl dllé sorozat, b, T oo. Ha Y Var(X") < oo, akkor
n=1
1
P (r}ggo po D (Xe = B(X))) = 0) =1
=1
Specidlisan, ha % < o0, akkor X, —E(X,) b

n=1

Bizonyitas. Kolmogorov egy sor tétele alapjan

= 1
p <Z E(Xn - E(X,)) konvergens) =1

n=1

Ebbdl a Kronecker-lemma felhasznalasaval kovetkezik az allités. O
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11.6 Tétel. (Kolmogorov, 1933) Legyenek X, Xo,... figgetlen, azonos eloszldsi véletlen

vdltozok.
(i) Ha E(|X1]) < oo, akkor X, 23 E(X;).
(i) Ha P ((X,)nz1 konvergens) >0, akkor E(|Xi]) < oo

Bizonyitas. (i). Elegendé E(X;) = 0 esetén bizonyitani. Jeldlje Y, := X, 1{x,|<n}-
Ekkor

D PV, # X,) :ZP(\X,L| >n) =Y P(Xi|>n) <> Y Plk<|Xi| <k+1)

n=1 n=1 n=1 k=n

k 00
Y Pk <|Xi|<k+1)=) kP(k<|Xi|<k+1)

1 n=1 k=1

Bkl heixieniny) < O BIX0| T rexijeriny) = BIXa|Tx,51y) < B(X1]) < 00
k=1

NE

k

NE

b
Il

1

Ezért a Borel-Cantelli-lemmaval P(Y, # X,, véges sok n € N esetén) = 1. Igy ha
1 n
S
n
k=1

akkor P(X, — 0) =1 ekvivalens azzal hogy P(Y, — 0) = 1, tehat elegend§ az utobbit
belatni. A majorans konvergencia-tétellel

lim E(Y) = lim E(X ﬂ{|X |<n}) = hm E(Xlﬂ{|X1|<n}> E(Xl) = O,

n—oQ n—o0
igy a Kronecker-lemmaval

1 n
lim —» "E(Y;) = lim E(Y,) = 0.

n—oo M, n—oo
=1

Var Yn )

Ezért az el6z6 tétel alapjan elegendd azt belatni, hogy Z < o0. Ez pedig kovetkezik

abbol, hogy

Z Z ZE (X21 g 1<ix1<0)) Z ZE (X2Lqom1cpx,1<01)
n= 1

n=1 nl

= ZE(Xf]l{zAXm\sz}) Z 2 S (Supéz n2> Zz (XPTgeo1<ix<y) <

n={ 21

ugyanis egyrészt

oo 1 o
> 7 E(XTLp-1<ix<n) < O B(Xi|Lpmicx, <) = B(IX1]) < 00
/=1 =1

masrészt

supﬁz supﬁz w1 >12)%:2.

0>2 0>2
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(ii). A 2.9 példa alapjan egyrészt P({X,}2, konvergens) € {0,1}, igy csak
P({X,}>, konvergens) = 1

lehet, masrészt létezik ¢ € R tgy, hogy X, ™5 .. Ebbsl

Xn  Sp—Sna nX,—(n—-1)X,_ n—1—

_ = ! — XTL - Xn_l
n n n n
alapjan az is kovetkezik, hogy
)(n m.b,
— =0,
n
igy az A, ={w:|X,(w)| >n}, n=1,2,... fiiggetlen események koziil 1 valoszintiséggel

csak véges sok kovetkezik be, ezért a Borel-Cantelli-lemmaval »">° | P(A,) < co. Ezért
0 0 n+1 00 n+1
E(|X,|) = / P(|X,| > z)dz = Z/ P(|Xy| > z)de <1+ Z/ P(|X,| > n)dz
0 n=0"“" n=1Y"

=14 P(Xi|>n) =1+ P(X,/>n)=1+Y P(4,) < oc.
n=1 n=1 n=1
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12 Centralis hatareloszlas-tétel

Minden n € N esetén legyenek X, 1,...X,, fiiggetlen véletlen valtozok, melyekre
E(X?;) <00 és on; = y/Var(X,;) > 0 tetszleges j— L,...,k, esetén. Jelolje

Su = Xag+ -+ Xog, Dy o= /NVar(S,) = /35 02, Sy = (S, — E(Sa))/Dn.

(Nyilvan E(S,) =0 és Var(S,) =1.) Legyen tovabba n €N és >0 esetén

kn
1 1 )
P i= T 3K O, =73 Z 1.3)) L{1X 0 j—E(Xn)2eD0} ]

Legyen Y ~ AN(0,1).

12.1 Tétel. (Lindeberg) Minden n € N esetén legyenek X, 1,... Xn, flggetlen véletlen
valtozok, melyek nem mind elfajultak, és E(XTQM-) <oo, J=1,...,k,. Legyen g:R — R

hdromszor folytonosan differencidlhato fiigguény.

(i) Tetszdleges n € N és € >0 esetén

Elg(S)] = Elg))| < (5 + 5) 9" loe + Za()l9”

ahol h:R — R esetén ||h| := sup |h(x)|.
zeR

(i) Ha ||¢"]|lcc < 00, ||g"]|cc < 00, ¢€s tetszdleges € > 0 esetén lim L,(¢) =0, akkor
n— o0
Tim E[g(5,)] = E[g(Y)].

Bizonyitas. Elegendé E(X, ;) =0, neN, j=1,...,k, esetén bizonyitani.
(i). Legyenek {Y, ; }f;l olyan fiiggetlen, standard normalis eloszlasu véletlen valtozok,

melyek fiiggetlenek a {Xnyj}.l;ll valosziniségi valtozoktol is. Jelolje

. X, N OniYn,
an = Dnj7 ngj = l])n ..
Ekkor S, =Y X, és
T,:= Y, ~N(0,1),
j=1
ezért
A, = [Elg(S2)] — Elg(V)]| = [Elg(S)] — Elg(T,)
Jelolje £ =1,...,n esetén
-1 kn
Unﬂ _ZXn,j+ Z Yn]a
j=1 j=f+1
ahOl Z] 1 _O Z] =n+1 = 0. Igy
kn R n
An = Z(E[9<Un€+Xn,£)] E[Q(Uné+Yn€)]) S An,f;
=1 =1




ahol
An,é = E[Q(Un,é + Xn,f)} - E[g(Un,Z + Yn,f)] :

Legyen z,y € R esetén

R(z,y) == g(x +y) — gy) — xg'(y) — ;ng”(y)-

ezért
Api = |E[R(X s, Uni)] — E[RYt, Up0)]] < E|R(Xpt, Und)| + E|R(Yone, Upt)|.

A Taylor-tétel alapjan tetszéleges =,y € R esetén

" 2 Hg”/HOO 3
B )| < lo"le®s Ry < L2
Ezért tetszGleges € > 0 esetén
SUEIR(R 0 Una)l = 3B [|R(R0 U5, o] + WanbU>m@M%J
/=1 /=1 /=1
Hg”/HOO E X ]1 " E ]l .
< Z | né| {1 X el<e} + ||g ||ooz L {| X, 0| >e}
=1
19"l < > Hg Hoo
6 Z5E |:Xn,€:| ZE zl{\Xn,z|>sDn}]
8 g/// o c
o] )" = Zlg” e + La(@lg e
6

Tovabba o, < 1, D, alkalmazéisaval

3

ZMR LUl < W”“ZEWA]””@MWM Tns
n,ty Yn n 6 1,1 o 2

"
Tan Hoo - g"
< 1" so-

(ii). Tetsz6leges € > 0 esetén

o, =E[X2 1x, j<epny) T E [X2,1qx, 15001 < €*DE+ Ly (e)D2,

ezért 12 <e?+ L,(e). O

12.2 Tétel. (Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek
Xnis--s Xng, flggetlen véletlen vdltozok, melyek nem mind elfajultak, és E(XTQLJ-) < 00,
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j=1,... k,. Ha tetszdleges € >0 esetén lim L,(e) =0, és g: R — C olyan folytonos

n—oo
fiigguény, melyre

9(2)]
— <
vek 122 =

akkor
lim E[g(S,)] = E[g(Y)].

n—oo
Specidlisan, S, —2 N(0,1).

Bizonyitas. Valasszunk egy olyan o : R — [0,00) végtelen sokszor differencidlhatod
fiiggvényt, hogy o(x) =0 ha |z| > 1, és ffooo o(z)dz = 1. Legyen minden k € N és
r € R esetén

k(z+k)

@) = [ otke—mystmar= [ oy (s~ 7)az

k k(z—k)
Ekkor gi:R — C végtelen sokszor differencialhato fiiggvény, gx(z) =0 ha |z| > k+ 1/k,
és

k(xz+k)

(@) =9 = [ o) (9 (v~ F) ~ o) @z 40 (1 -/ (()) o) dz> ,

ezért tetszéleges R € (0,00) esetén

le|<R le|<R j2|<R
j21<1

sup |gx(z) — g(x)| < sup )g (a: — %) —g(:c)‘ + sup |g(z)] (1 B /:(Hk) 0(2) dz) :

Mivel g egyenletesen folytonos a [—R — 1, R+ 1] intervallumon, igy

z
lim su (x——)— :13‘:0.
|z|<1

Tovabba 0(2)

g(x

K :=su
vek (1+22)

jeloléssel

sup |g(z)| < sup (1 +x2)K < (1 +R2)K,

lz|<R lz|<R
igy azt kapjuk, hogy
lim sup |g(x) — g(x)] = 0.

k—o00 lz|<R

Ezenkiviil

u(0) ~ o)/ < [ K (1+ (o= 7)) as KO+ 02

(z—Fk)
2\ 2
<K |2+2%+sup (a:——) ,
21<1 k
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tehat létezik olyan K’ € (0,00), hogy

sup |gi () — g(2)] < K'(1+ z?).
>1

Tetszoleges n,k € N esetén

| E[g(S.)] —E[g(Y)]] < | Elg(S,)] — Elge(S)]|+ | Elg(Sn)] = Elge(Y)]| +| E[gi(Y)] — E[g(Y)]].

Mivel tetszéleges k € N esetén a g5 fliggvényre alkalmazhatjuk a Lindeberg-tételt, igy
lim [E[gi(5,)] = E[gr(Y)]| = 0, ezert
limsup| Elg(S,)] — Elg(Y)]| < limsup | Elg(S,)] — Elgx(S)]| + | Elge(Y)] = E[g(¥)]],
n—oo n—oo

amibdl

limsup | E[g(S,)]~E[g(Y)]| < limsuplimsup | Elg(S, )|~ Elgi(5,)] | +limsup | E[g(Y)]~Elg(Y)]].

n—00 k—o0 n—oo k—o00

Tetsz6leges k € N és R € (0,00) esetén

|E[gx(Y)] = E[g(Y)]| = [E[(gx(Y) = g(¥)]| < E|gr(Y) — g(Y)|
=E [|lg:(Y) = 9 gyi<ny] +E [lgrn(Y) = 9(V) Ty isry)
< sup [gr(z) — g(2)| + K'E [(1+Y?*)1yysry]

|z|<R

igy tetszGleges R € (0,00) esetén

lim sup | Elg (V)] ~ Elg(V)]| < K'E [(1+ Y*)Lyom]

k—o00

A majorans konvergencia-tétel segitségével

lim E [(1 + YQ)IL{‘YbR}} =0,

R—o0

ezért
lim | Elge(Y)] = Elg(v))] = 0.

Hasonloan, tetszéleges k,n € N és R € (0,00) esetén

[Elg(5)] ~ Elo(3)ll < sup Jge(e) — g(o) + K'E[(1+ 815, 1]

lz|<R

ezért tetszGleges R € (0,00) esetén

lim sup limsup | E[g(S,)] — E[gx(S,)]| < K limsup E [(1 - §72L)]1{|§n\>R}] :

k—o00 n—00 n—00

Vélasszunk egy olyan h : R — [0,1] végtelen sokszor differencidlhaté fliggvényt, hogy
h(z) =0 ha |z|] <1/2, és h(z)=1 ha |z| > 1. Legyen z € R és R € (0,00) esetén
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hg(z) := (1+2?)h(x/R). Ekkora hp fiiggvényre alkalmazhatjuk a Lindeberg-tételt, hiszen
7| > R esetén Wi(x) =2 és Wi(z) =0, igy lim |E[hg(5,)] — E[hz(Y)]| =0, ezért
n—oo

limsupE | (14 5215, 1y | < limsupE [Ap(S,)] = E[hr(V)] S B [(1+ Y Lyomy]

n—00 n—00
Ezért
lim limsup E [(1 +52)1 (5. |>R}} 0,

R—o0  poo

amibdl kovetkezik
lim sup lim sup | E[g(gn)] - E[Qk(gnm =0,

k—o00 n—00
igy végiilis
limsup | E[g(S,)] — E[g(Y)]] = 0.

n—o0

A feltételek szerint ez minden folytonos, korlatos ¢g : R — R fiiggvényre teljesiil, igy a
Portmanteau-tétel segitségével kapjuk az S, — N (0,1) konvergenciat. O

12.3 Tétel. (Ljapunov centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek
Xni,- s Xng, figgetlen véletlen vdltozok, melyek nem mind elfajultak, és jelolje S, =
Xp1+ -+ Xpp,. Havalamely 6 >0 esetén E(|X,;]*™) <oo, neN, j=1,... kn,

€s
2448
Var(S 2+5)/2 Z E (Xoj)l } —0

amint n — oo, akkor S, \/ﬁ —>N(0 1).

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 12.2 Tételt. Tetszbleges 6 > 0, n € N és 57 =1,....k,

esetén

E | (X,; — E(X,;))’1 E[|Xn,; — E(Xn))?*],

1
{|Xn,j_E(Xn,j)‘>€\/var(sn)}i| < 56 va]:'(Sn)(s/z

ezért

246
Lnle) < g9 Var(.S,,)(2+9)/2 ZE (Xng)l ] —0

amint n — 0. 0

12.4 Tétel. (Centralis hatareloszlas-tétel fiiggetlen, azonos eloszlasta sorozatokra)

Legyenek Xy, X, ... figgetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok, és jelélje S, = Xy +
4+ X

Ha BE(X2) < oo és Var(X;) >0, akkor 222254 Py Ar(0,1).

v/ Var Sy,
Bizonyitas. Elegendd bizonyitani E(X;) =0 esetén. Alkalmazzuk a 12.2 Tételt X, ; :=
X, j=1,...,n, n €N esetén. Jelslje o := /Var(X;). Nyilvan Var(S,) = no?. A
majorans konvergencia-tétel alapjan tetszéleges ¢ > 0 esetén
1
Ln(e) = 5 B [X{ T zeoym] = 0
amint n — oo. O
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12.5 Tétel. (Feller tétele) Minden n € N esetén legyenek X, 1,...,Xnr, figgetlen

véletlen vdltozok, melyek nem mind elfajultak, és jelolje S, = X1+ -+ Xpp,. Ha
S, = %g”; 2y N(0,1) és birmely >0 esetén
X —E(X,.;
max P 1 (Xnj) el — 0,
1<j<kn Var(S,,)

akkor barmely € >0 esetén L,(g) — 0.

12.6 Tétel. (Poisson konvergenciatétel) Minden n € N esetén legyenek X, 1,..., Xok,
figgetlen véletlen vdltozok, melyekre P(X,; =1)=p,; =1—-P(X,; =0), j=1,...,k,,
kn
és jelolje S, == Xp1+ -+ Xpk,. Ha Y pn; - A€ Ry és max p,; — 0, akkor

j=1

1<j<kn

Sy Poisson(\).

12.7 Lemma. Ha ay,...,a,,b1,...,b, € [—1,1], akkor

[T =110 <D las =yl
j=1 j=1 j=1
Bizonyitas.
m m m 7—1 m
e, 1 <3 (T ) -0 (1T ).
j=1 j=1 j=1 \i=1 i=j+1
ahol az tires szorzat értéke 1. O

A Poisson konvergenciatétel bizonyitdsa. A X paraméterti Poisson-eloszlas genera-

torfliggvénye
EN X A _ A A(z—1)
:1:»—>E et =e E o — e el =e .
k=0 k=0

A X, ; véletlen valtozo generatorfiiggvénye
ri—1 — Pn.j +pn,jx =1 +pn,j(x - 1)a

ezért az S, véletlen valtozé generatorfiiggvénye

kn

z e [+ pogla — 1)

Jj=1

A generatorfiiggvényekre vonatkozo folytonossagi tétel alapjan az allitas bizonyitasahoz ele-

gendd belatni, hogy tetszbleges = € [—1,1] esetén

kn
: (o — 1) = AED)
Tim H[l +pni(r—1)] =e :
j=1
Tekintsiik a i
H[l + pj(z—1)] — Mol < An(z) + By(x),
j=1
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becslést, ahol

kn

An(LE) = H[l —l—pn,J T — 1 Hep"J z—1)

Jj=1

kn
j=1

Itt
By(z) = ‘e(mfl)zﬁzlpn,j - e)x(x—l)) Lo

mert, Z?ilpn’j — A Az el6z6 Lemma alapjan

En
7) <[ 1= pasw = 1))
j=1

A Taylor-tétel alapjan tetszoleges y € R esetén |e¥ — 1 — y| < %yQ el ezért tetszoleges
€ [—1,1] esetén

1
An(l') < 5(1’ — 1 Zp ep”Jlx 1 < . _ an]

7=1

Itt

kn, kn
2
D P < (lgﬂg;g pn,]> > pus =0,

Jj=1 j=1

ezért A,(x) — 0. O
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