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1 Mértékelméleti el®készítés

1.1 De�níció. Legyen Ω nemüres halmaz. Az Ω bizonyos részhalmazaiból álló H hal-

mazrendszert halmazalgebrának nevezzük, ha

(i) Ω ∈ H,

(ii) zárt az unióképzésre, azaz tetsz®leges A,B ∈ H esetén A ∪B ∈ H,

(iii) zárt a komplementerképzésre, azaz tetsz®leges A ∈ H esetén A := Ω \ A ∈ H.

Az A halmazalgebrát σ-algebrának nevezzük, ha (ii) következ® er®sebb változata teljesül:

(ii') zárt a megszámlálható unióképzésre, azaz ha A1, A2, · · · ∈ A, akkor
∞⋃
n=1

An ∈ A.

Ekkor az (Ω,A) párt mérhet®ségi térnek nevezzük.

1.2 De�níció. Legyen Ω nemüres halmaz és H az Ω bizonyos részhalmazaiból álló

halmazalgebra. Azt mondjuk, hogy a µ : H → [0,∞] halmazfüggvény

• végesen additív, ha tetsz®leges A,B ∈ H diszjunkt halmazok esetén

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B);

• mérték, ha ν(∅) = 0 és σ-additív, azaz

ν

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

ν(An),

ha A1, A2, · · · ∈ H páronként diszjunktak és
∞⋃
n=1

An ∈ H.

Azt mondjuk, hogy a ν : H → [0,∞] mérték

• véges, ha ν(Ω) <∞;

• valószín¶ségi mérték, ha ν(Ω) = 1;

• σ-véges, ha léteznek olyan Ω1,Ω2, · · · ∈ H halmazok úgy, hogy Ω = ∪∞k=1Ωk, és

ν(Ωk) <∞.
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Azt mondjuk, hogy a ν : H → [−∞,∞] halmazfüggvény el®jeles mérték, ha el®áll ν =

ν1 − ν2 alakban, ahol ν1, ν2 mértékek, és legalább az egyik véges.

(Ha µ : H → [0,∞] végesen additív, akkor persze teljes indukcióval következik, hogy

tetsz®leges n ∈ N és tetsz®leges A1, . . . , An ∈ H páronként diszjunkt halmazok esetén

µ(∪nk=1Ak) =
∑n

k=1 µ(Ak).)

1.3 De�níció. Legyen Ω nemüres halmaz. Legyen minden n ∈ N esetén An ⊂ Ω.

Ha A1 ⊂ A2 ⊂ . . . és A :=
∞⋃
n=1

An, akkor azt írjuk, hogy An ↑ A ha n→∞.

Ha A1 ⊃ A2 ⊃ . . . és A :=
∞⋂
n=1

An, akkor azt írjuk, hogy An ↓ A ha n→∞.

1.4 Állítás. Legyen Ω nemüres halmaz és H az Ω bizonyos részhalmazaiból álló halmaz-

algebra. Legyen P : H → [0,∞] olyan végesen additív halmazfüggvény, melyre P(Ω) = 1.

Ekkor

(i) P(∅) = 0;

(ii) tetsz®leges A ∈ H esetén 0 6 P(A) 6 1;

(iii) P monoton, azaz tetsz®leges A,B ∈ H, A ⊂ B esetén P(A) 6 P(B), továbbá

P(B \ A) = P(B)− P(A);

(iv) tetsz®leges A ∈ H esetén P(A) = 1− P(A);

(v) a következ® állítások ekvivalensek:

(a) P σ-additív.

(b) P alulról folytonos, azaz tetsz®leges A1, A2, · · · ∈ H, An ↑ A és A ∈ H
esetén lim

n→∞
P(An) = P(A).

(c) P felülr®l folytonos, azaz tetsz®leges A1, A2, · · · ∈ H, An ↓ A és A ∈ H
esetén lim

n→∞
P(An) = P(A).

(d) P �felülr®l folytonos az üres halmazon�, azaz tetsz®leges A1, A2, · · · ∈ H és

An ↓ ∅ esetén lim
n→∞

P(An) = 0.

1.5 Állítás. Legyen (Ω,A) mérhet® tér és P : A → [0, 1] valószín¶ségi mérték. Ekkor

(i) P végesen additív;

(ii) P σ-szubadditív, azaz tetsz®leges A1, A2, · · · ∈ A esetén P

(
∞⋃
n=1

An

)
6

∞∑
n=1

P(An).

1.6 Tétel. (Carathéodory kiterjesztési tétele) Legyen Ω nemüres halmaz és H az

Ω bizonyos részhalmazaiból álló halmazalgebra. Legyen µ : H → [0,∞] σ-véges mérték.

Ekkor létezik egy egyértelm¶en meghatározott ν : σ(H)→ [0,∞] σ-véges mérték úgy, hogy

tetsz®leges A ∈ H esetén ν(A) = µ(A).
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Nyilván σ-algebrák tetsz®leges halmazának metszete σ-algebra.

1.7 De�níció. Legyen Ω nemüres halmaz. Legyen Γ nemüres halmaz és minden γ ∈ Γ

esetén Aγ ⊂ Ω. Az {Aγ : γ ∈ Γ} halmazokat tartalmazó σ-algebrák metszetét az

{Aγ : γ ∈ Γ} halmazrendszer által generált σ-algebrának nevezzük. Jelölése:

σ(Aγ : γ ∈ Γ).

(Tulajdonképpen σ(Aγ : γ ∈ Γ) az a legsz¶kebb σ-algebra, mely tartalmazza az

{Aγ : γ ∈ Γ} halmazokat.)

1.8 De�níció. Legyenek Ω és Γ nemüres halmazok, és minden γ ∈ Γ esetén gγ : Ω→ Rd

tetsz®leges függvény. A {gγ : γ ∈ Γ} függvényrendszer által generált σ-algebra:

σ(gγ : γ ∈ Γ) := σ(g−1
γ (B) : γ ∈ Γ, B ∈ B(Rd)).

Legyenek Ω nemüres halmaz. Ekkor a g : Ω→ Rd függvény által generált σ-algebra

nyilván

σ(g) = g−1(B(Rd)) := {g−1(B) : B ∈ B(Rd)},

hiszen egyrészt {g−1(B) : B ∈ B(Rd)} ⊂ σ(g), másrészt a {g−1(B) : B ∈ B(Rd)} halmazok

σ-algebrát alkotnak. (Ez a σ-algebra Ω éppen azon A részhalmazaiból áll, melyek esetén

g(ω) meg�gyelésével eldönthet®, hogy ω ∈ A teljesül-e, vagy sem.)

1.9 De�níció. Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér. Azt mondjuk, hogy a g : Ω→ Rd függvény

mérhet®, ha tetsz®leges B ∈ B(Rd) esetén

g−1(B) := {g ∈ B} := {ω ∈ Ω : g(ω) ∈ B} ∈ A,

vagyis σ(g) ⊂ A.
Legyen továbbá F ⊂ A rész-σ-algebra. Azt mondjuk, hogy a g : Ω → Rd függvény

F-mérhet®, ha tetsz®leges B ∈ B(Rd) esetén

g−1(B) ∈ F ,

vagyis σ(g) ⊂ F .

Nyilván σ(g) az a legsz¶kebb σ-algebra, melyre nézve a g függvény mérhet®.

Hasonlóan, ha Ω és Γ nemüres halmazok, minden γ ∈ Γ esetén gγ : Ω → Rd

tetsz®leges függvény, akkor σ(gγ : γ ∈ Γ) az a legsz¶kebb σ-algebra, melyre nézve az összes

{gγ : γ ∈ Γ} leképezés mérhet®.

Ha a, b ∈ Rd, akkor a 6 b illetve a < b azt jelenti, hogy minden j = 1, . . . , d

esetén aj 6 bj illetve aj < bj teljesül, és jelölje (a, b] := {x ∈ Rd : a < x 6 b}. A

g = (g1, . . . , gd) : Ω → Rd függvény akkor és csak akkor mérhet®, ha tetsz®leges x ∈ Rd

esetén {ω ∈ Ω : g(ω) 6 x} ∈ A, hiszen

{ω ∈ Ω : g(ω) 6 x} = {ω ∈ Ω : g1(ω) 6 x1, . . . , gd(ω) 6 xd} = g−1
(
×dj=1(−∞, xj]

)
,
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és a {×dj=1(−∞, xj] : x ∈ Rd} téglák generálják a B(Rd) σ-algebrát, ezért ha ennek

a generátorrendszernek az ®sképe benne van az A σ-algebrában, akkor az egész B(Rd)

σ-algebra ®sképe benne van A-ban. (Ekkor ugyanis a � jó halmazok� módszerével: ha

tekintjük azon B ∈ B(Rd) halmazokat, melyekre teljesül g−1(B) ∈ A, akkor ezek σ-

algebrát alkotnak, másrészt tartalmazzák a generátorrendszert, így tartalmazzák B(Rd)-t

is.)

1.10 De�níció. Valószín¶ségi mez® alatt olyan (Ω,A,P) hármast értünk, ahol (Ω,A)

mérhet®ségi tér, P : A → [0, 1] valószín¶ségi mérték.

1.11 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®. Azt mondjuk, hogy az X : Ω → R
függvény véletlen változó (vagy valószín¶ségi változó), ha mérhet®. Azt mondjuk, hogy az

X : Ω→ Rd függvény véletlen vektor (vagy valószín¶ségi vektorváltozó), ha mérhet®.

Az X : Ω→ Rd véletlen vektor eloszlása a PX : B(Rd)→ R,

PX(B) := P(X ∈ B) = P(X−1(B)), B ∈ B(Rd)

halmazfüggvény, mely nyilván valószín¶ségi mérték az (X,B(Rd)) mérhet®ségi téren.

Azt mondjuk, hogy az X : Ω → Rd véletlen vektor diszkrét, ha értékkészlete, a X(Ω)

halmaz megszámlálható. Azt mondjuk, hogy az X : Ω → Rd véletlen elem egyszer¶, ha

értékkészlete véges halmaz.

Ha X : Ω→ Rd, Y : Ω→ Rd véletlen elemek és P(X = Y ) = 1, akkor azt írjuk, hogy

X = Y P-m.b. (egyenl®ek P-majdnem biztosan).

Ha X : Ω → Rd egyszer¶ véletlen vektor melynek értékkészlete X(Ω) = {x1, . . . , x`},
akkor

X =
∑̀
j=1

xj1Aj ,

ahol Aj := {ω ∈ Ω : X(ω) = xj} ∈ A, j = 1, . . . , ` diszjunkt halmazok, és
⋃̀
j=1

Aj = Ω.

1.12 Lemma. Tetsz®leges Y : Ω → R nemnegatív véletlen változó esetén létezik nem-

negatív egyszer¶ véletlen változókból álló Y1, Y2, . . . sorozat úgy, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω

esetén Yn(ω) ↑ Y (ω) ha n→∞.

Például az

Yn =
n2n∑
j=1

(j − 1)2−n1{(j−1)2−n6Y <j2−n}, n ∈ N

sorozat megfelel.

1.13 Következmény. Tetsz®leges X : Ω → Rd véletlen vektor esetén léteznek olyan

X1, X2, . . . egyszer¶ véletlen vektorok, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω).
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1.14 Állítás. Legyen X : Ω→ Rd véletlen vektor.

(i) Ha g : Rd → Rr mérhet® függvény, akkor a g ◦ X : Ω → Rr összetett függvény

σ(X)-mérhet® véletlen vektor, azaz σ(g ◦X) ⊂ σ(X).

(ii) Ha Y : Ω → Rr σ(X)-mérhet® véletlen vektor, azaz σ(Y ) ⊂ σ(X), akkor létezik

olyan g : Rd → Rr mérhet® függvény, hogy Y = g ◦X.

Bizonyítás. (i) abból következik, hogy tetsz®leges D ∈ B(Rr) esetén (g ◦ X)−1(D) =

X−1(g−1(D)) ∈ σ(X), hiszen g−1(D) ∈ B(Rd).

(ii). Nyilván elegend® r = 1 esetén bizonyítani. Ha Y : Ω → R egyszer¶ véletlen

változó, akkor

Y =
k∑
j=1

yj1Aj

alakú, ahol y1, . . . , yk ∈ R, és Y σ(X)-mérhet®sége miatt

Aj ∈ σ(X) = {X−1(B) : B ∈ B(Rd)},

így léteznek olyan B1, . . . , Bk ∈ B(Rd) halmazok, hogy Aj = X−1(Bj). Nyilván

1Aj(ω) = 1X−1(Bj)(ω) = 1Bj(X(ω)),

azaz 1Aj = 1Bj ◦ X. Ezért Y = g ◦ X teljesül a g :=
∑k

j=1 yj1Bj : Rd → R mérhet®

függvénnyel. (Itt B1, . . . , Bk nem feltétlenül diszjunktak.)

Tetsz®leges Y : Ω → R véletlen változó esetén az 1.13 Lemma alapján létezik egysz-

er¶ véletlen változókból álló {Yn}∞n=1 sorozat úgy, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén

limn→∞ Yn(ω) = Y (ω). Az el®z® rész alapján minden n ∈ N esetén létezik olyan

gn : Rd → R mérhet® függvény, hogy Yn = gn ◦X. Tekintsük a

H := {x ∈ Rd : lim
n→∞

gn(x) létezik} ∈ B(Rd)

mérhet® halmazt és a g : Rd → R,

g(x) :=

 lim
n→∞

gn(x) ha x ∈ H,

0 ha x /∈ H

mérhet® függvényt. Tetsz®leges ω ∈ Ω esetén X(ω) ∈ H, ugyanis gn(X(ω)) = Yn(ω)→
Y (ω), ezért g(X(ω)) = limn→∞ gn(X(ω)) = limn→∞ Yn(ω) = Y (ω). �

1.15 De�níció. Az X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd véletlen vektor eloszlásfüggvénye

FX = FX1,...,Xd : Rd → [0, 1],

FX(x) := P(X 6 x) = P(X1 6 x1, . . . , Xd 6 xd), x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.
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Jelölje g : Rd → R, u, v ∈ R, u < v és x ∈ Rd esetén

∆(j)
u,vg(x) := g(x1, . . . , xj−1, v, xj+1, . . . , xd)− g(x1, . . . , xj−1, u, xj+1, . . . , xd).

1.16 Állítás. Az F : Rd → R függvény akkor és csak akkor eloszlásfüggvénye valamely

X : Ω→ Rd véletlen vektornak, ha

(i) F minden változójában monoton növekv®,

(ii) F minden változójában jobbról folytonos,

(iii) lim
min{x1,...,xd}→−∞

F (x) = 0, lim
min{x1,...,xd}→∞

F (x) = 1,

(iv) tetsz®leges a, b ∈ Rd, a < b esetén ∆
(1)
a1,b1

. . .∆
(d)
ad,bd

F > 0.

(Ha k = 1, akkor (iv) következik (i)-b®l.)

Ha X : Ω→ Rd véletlen vektor, akkor tetsz®leges a, b ∈ Rd, a < b esetén

P(X ∈ (a, b]) = ∆
(1)
a1,b1

. . .∆
(d)
ad,bd

FX > 0,

tehát PX az FX függvény által generált Lebesgue�Stieltjes mérték.

1.17 Állítás. Legyenek X, Y : Ω→ Rd véletlen vektorok. Ekkor PX = PY ⇐⇒ FX = FY .
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2 Függetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 törvénye

2.1 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, Γ 6= ∅ nemüres halmaz. Legyen

minden γ ∈ Γ esetén Fγ ⊂ A rész-σ-algebra. Azt mondjuk, hogy az {Fγ : γ ∈ Γ}
rész-σ-algebrák függetlenek, ha a Γ különböz® elemeib®l álló minden {γ1, . . . , γn} véges

részhalmaz esetén és minden Aγ1 ∈ Fγ1 , . . . , Aγn ∈ Fγn választással teljesül

P(Aγ1 ∩ . . . ∩ Aγn) = P(Aγ1) · · ·P(Aγn).

Legyen minden γ ∈ Γ esetén Aγ ∈ A. Azt mondjuk, hogy az {Aγ : γ ∈ Γ}
események függetlenek, ha a hozzájuk rendelt

{
{∅, Aγ, Ω\Aγ, Ω} : γ ∈ Γ

}
rész-σ-algebrák

függetlenek.

Legyen minden γ ∈ Γ esetén Xγ : Ω → Rd véletlen vektor. Azt mondjuk, hogy az

{Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok függetlenek, ha a hozzájuk rendelt
{
σ(Xγ) : γ ∈ Γ

}
rész-σ-algebrák függetlenek.

2.2 Lemma. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®. Ha az X : Ω → Rk és Y : Ω → R`

véletlen vektorok függetlenek, akkor tetsz®leges g : Rk → Rr, h : R` → Rp mérhet®

függvények esetén a g ◦X : Ω→ Rr és h ◦ Y : Ω→ Rp véletlen vektorok is függetlenek.

Valóban, az 1.14 Lemma alapján σ(g ◦X) ⊂ σ(X) és σ(h ◦ Y ) ⊂ σ(Y ).

2.3 Lemma. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®. Ha az F0 ⊂ A és G0 ⊂ A rész-

halmazalgebrák függetlenek abban az értelemben, hogy tetsz®leges A ∈ F0 és B ∈ G0 esetén

P(A ∩B) = P(A) P(B),

akkor a generált F := σ(F0) és G := σ(G0) rész-σ-algebrák is függetlenek.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy B ∈ G0 eseményt. Tekintsük az (Ω,F) mérhet®ségi téren

a µ(A) := P(A ∩ B), A ∈ F és a ν(A) := P(A) P(B), A ∈ F nemnegatív halmazfüg-

gvényeket. Ezek a P σ-additivitása miatt σ-additívak lesznek, és µ(Ω) = ν(Ω) = P(B),

továbbá µ és ν megegyezik az F0 halmazalgebrán, mely generálja F -et, ezért a mértékek

1.6 kiterjesztési tétele alapján µ és ν megegyezik F -en: P(A∩B) = P(A) P(B), A ∈ F .
Rögzítsünk most egy A ∈ F eseményt; az el®z®höz hasonló gondolatmenettel teljesül

P(A ∩B) = P(A) P(B) minden A ∈ F és B ∈ G esetén. �

2.4 Lemma. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®. Ha az F1, . . . , Fk, G1, . . . , G` rész-

σ-algebrák függetlenek, akkor az

F := σ

(
k⋃
i=1

Fi

)
, G := σ

(⋃̀
j=1

Gj

)

rész-σ-algebrák is függetlenek.
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Bizonyítás. A F rész-σ-algebrát generálja az az F0 halmazalgebra, mely a
⋂k
i=1 Ai

metszetek véges, diszjunkt unióiból áll, ahol Ai ∈ Fi ha i ∈ {1, . . . , k}. (Ugyanis ekkor

nyilván
⋂k
i=1 Ai ∈ F miatt ezeknek a metszeteknek a véges uniói is benne vannak F -ben,

másrészt ez a halmazrendszer megegyezik az ilyen metszetek nem feltétlenül diszjunkt, véges

unióiból álló halmazrendszerrel, ezért halmazalgebrát alkotnak, hiszen a véges metszet- és

unióképzésre nyilván zárt, minden i ∈ {1, . . . , k} esetén Ω ∈ Fi, így Ω is benne van, és

Ω \
⋂k
i=1 Ai =

⋃k
i=1(Ω \ Ai) miatt a komplementerképzésre is zárt.) Hasonlóan, a G rész-

σ-algebrát generálja az a G0 halmazalgebra, mely a
⋂`
j=1Bj metszetek véges, diszjunkt

unióiból áll, ahol Bj ∈ Gj ha j ∈ {1, . . . , `}.
Tetsz®leges

⋂k
i=1Ai és

⋂`
j=1Bj alakú metszetre (ahol Ai ∈ Fi ha i ∈ {1, . . . , k} és

Bj ∈ Gj ha j ∈ {1, . . . , `}) teljesül

P

((
k⋂
i=1

Ai

)⋂(⋂̀
j=1

Bj

))
=

(
k∏
i=1

P(Ai)

)
·

(∏̀
j=1

P(Bj)

)
= P

(
k⋂
i=1

Ai

)
P

(⋂̀
j=1

Bj

)
.

A valószín¶ség additivitása miatt ez teljesül
⋂k
i=1Ai és

⋂`
j=1Bj helyett ilyen metszetek

véges diszjunkt unióira is, vagyis teljesül P(A ∩ B) = P(A) P(B) minden A ∈ F0 és

B ∈ G0 esetén. Tehát az állítás következik az 2.3 Lemma alapján. �

Hasonlóan bizonyítható a következ® állítás is.

2.5 Lemma. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®. Ha az F1, . . . , Fk, G1, G2 . . . , rész-

σ-algebrák függetlenek, akkor az

F := σ

(
k⋃
i=1

Fi

)
, G := σ

(
∞⋃
j=1

Gj

)

rész-σ-algebrák is függetlenek.

2.6 De�níció. Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér. Legyen minden n ∈ N esetén Fn ⊂ A
rész-σ-algebra.

Azt mondjuk, hogy az {Fn : n ∈ N} rész-σ-algebrákhoz tartozó farok-σ-algebra:

T :=
∞⋂
n=1

σ(Fk : k > n).

2.7 Példák.

(i) Nyilván

σ(Fk : k > n) ↓ T ha n→∞.

(ii) Ha (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, X1, X2, . . . véletlen változók, akkor a következ®

események benne vannak a σ(X1), σ(X2), . . . rész-σ-algebrákhoz rendelt farok-σ-al-
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gebrában: {
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) létezik

}
,{

ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

Xn(ω) 6 x

}
, x ∈ R,{

ω ∈ Ω : lim
n→∞

Xn(ω) létezik és lim
n→∞

Xn(ω) 6 x
}
, x ∈ R,{

ω ∈ Ω : lim
n→∞

X1(ω) + · · ·+Xn(ω)

n
létezik

}
.

(Éppen azok az események vannak benne ebben a farok-σ-algebrában, melyek bekö-

vetkezését nem befolyásolja véges sok Xn értékének megváltoztatása.)

2.8 Tétel. (Kolmogorov 0 vagy 1 törvénye) Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®. Legyen

minden n ∈ N esetén Fn ⊂ A rész-σ-algebra, és jelölje T a hozzájuk tartozó farok-σ-

algebrát. Ha az {Fn : n ∈ N} rész-σ-algebrák függetlenek, akkor tetsz®leges A ∈ T esetén

P(A) = 0 vagy P(A) = 1.

Bizonyítás. A 2.5 Lemma alapján tetsz®leges n, k ∈ N esetén a σ(Fi : n 6 i 6 n+ k− 1)

és σ(Fj : j > n + k) rész-σ-algebrák függetlenek. Mivel T ⊂ σ(Fj : j > n + k), így

a σ(Fi : n 6 i 6 n + k − 1) és T rész-σ-algebrák is függetlenek. Mivel az ∪∞k=1σ(Fi :

n 6 i 6 n + k − 1) halmazalgebra generálja a σ(Fi : i > n) σ-algebrát, így a 2.3 Lemma

alapján a σ(Fi : i > n) és T rész-σ-algebrák is függetlenek. Megint használva azt, hogy

T ⊂ σ(Fi : i > n), így a T σ-algebra független önmagától: P(A ∩ B) = P(A) P(B)

minden A,B ∈ T esetén. Tehát minden A ∈ T esetén P(A) = P(A ∩ A) = P(A)2,

amib®l P(A) ∈ {0, 1}. �

2.9 Példa. Ha X1, X2, . . . független véletlen változók és

Xn :=
X1 + · · ·+Xn

n
,

akkor

P
(
{Xn}∞n=1 konvergens

)
∈ {0, 1},

hiszen az
{
ω ∈ Ω : {Xn(ω)}∞n=1 konvergens

}
esemény benne van a σ(X1), σ(X2), . . . rész-

σ-algebrákhoz rendelt farok-σ-algebrában, ezért alkalmazhatjuk Kolmogorov 0 vagy 1 törvé-

nyét. Továbbá tetsz®leges x ∈ R esetén az
{
ω ∈ Ω : lim supn→∞Xn(ω) 6 x

}
események

is benne vannak ebben a farok-σ-algebrában, ezért Kolmogorov 0 vagy 1 törvénye alapján

P(lim supn→∞Xn 6 x) ∈ {0, 1}. Mivel az x 7→ P(lim supn→∞Xn 6 x) függvény monoton

növekv® és jobbról folytonos, így létezik b ∈ [−∞,∞] úgy, hogy P(lim supn→∞Xn 6 x) = 0

ha x < b és P(limn→∞Xn 6 x) = 1 ha x > b, amib®l következik, hogy

P

(
lim sup
n→∞

Xn = b

)
= 1.
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Hasonlóan, létezik a ∈ [−∞,∞] úgy, hogy

P
(

lim inf
n→∞

Xn = a
)

= 1.

Ezért ha P
(
{Xn}∞n=1 konvergens

)
= 1, akkor létezik c ∈ R úgy, hogy

P
(

lim
n→∞

Xn = c
)

= 1.

2.10 De�níció. Ha Ω 6= ∅ nemüres halmaz, és minden n ∈ N esetén An ⊂ Ω, akkor

jelölje

lim sup
n→∞

An :=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak = {ω ∈ Ω : ω ∈ An végtelen sok n ∈ N esetén},

lim inf
n→∞

An :=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak = {ω ∈ Ω : ω ∈ An véges sok n ∈ N kivételével}.

Ha (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és A1, A2, · · · ∈ A független események, akkor

P(lim supn→∞An) ∈ {0, 1}, azaz vagy 1 valószín¶séggel végtelen sok esemény bekövetkezik

ezek közül, vagy pedig 1 valószín¶séggel legfeljebb csak véges sok. Azt, hogy melyik eset áll

fenn, a következ® lemma alapján lehet eldönteni.

2.11 Lemma. (Borel�Cantelli lemma) Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, A1, A2, · · · ∈
A események.

(i) Ha
∞∑
n=1

P(An) <∞, akkor

P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 0

(vagyis ezen események közül 1 valószín¶séggel legfeljebb csak véges sok következik be).

(ii) Ha az {An}∞n=1 események függetlenek és
∞∑
n=1

P(An) =∞, akkor

P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 1

(vagyis ezen események közül 1 valószín¶séggel végtelen sok következik be).

Bizonyítás. (i). A P folytonossága és szub-σ-additivitása alapján

P

(
lim sup
n→∞

An

)
= P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

(
∞⋃
k=n

Ak

)
6 lim

n→∞

∞∑
k=n

P(Ak) = 0.

(ii). Nyilván

P

(
lim sup
n→∞

An

)
= P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= P

(
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

(
∞⋂
k=n

Ak

)
.
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Továbbá

P

(
∞⋂
k=n

Ak

)
= lim

N→∞
P

(
N⋂
k=n

Ak

)
= lim

N→∞

N∏
k=n

(1− P(Ak)) 6 lim inf
N→∞

exp

{
−

N∑
k=n

P(Ak)

}
= 0,

hiszen tetsz®leges x ∈ R esetén 1− x 6 e−x. Ezért

P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 1− P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 1.

�
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3 Várható érték

Ha X : Ω→ R egyszer¶ véletlen változó, és X(Ω) = {x1, . . . , x`}, akkor

X =
∑̀
j=1

xj1Aj ,

ahol Aj := {ω ∈ Ω : X(ω) = xj} ∈ A, j = 1, . . . , ` diszjunkt halmazok, és
⋃̀
j=1

Aj = Ω.

3.1 De�níció. Legyen X : Ω → R egyszer¶ véletlen változó, és X(Ω) = {x1, . . . , x`}.
Ekkor az

E(X) :=

∫
Ω

X(ω) P(dω) :=
∑̀
j=1

xj P(X = xj)

mennyiséget a X várható értékének nevezzük.

Nyilván a várható érték végesen additív és monoton az egyszer¶ véletlen változókon.

3.2 Állítás. Legyen X : Ω→ R nemnegatív véletlen változó.

(i) Ha Z és Y1, Y2, . . . nemnegatív egyszer¶ véletlen változók, és tetsz®leges ω ∈ Ω

esetén Yn(ω) ↑ X(ω) > Z(ω), akkor limn→∞ E(Yn) > E(Z).

(ii) Ha Y1, Y2, . . . és Z1, Z2, . . . nemnegatív egyszer¶ véletlen változók, és tetsz®leges ω ∈
Ω esetén Yn(ω) ↑ X(ω) és Zn(ω) ↑ X(ω), akkor limn→∞ E(Yn) = limn→∞ E(Zn).

Bizonyítás. (i). Nyilván a limn→∞ E(Yn) határérték létezik, hiszen az E(Y1),E(Y2), . . .

sorozat monoton növekv®. Tetsz®leges ε > 0 esetén An := {ω ∈ Ω : Yn(ω) > Z(ω)−ε} ↑ Ω,

ezért P(An) ↑ 1 ha n → ∞, amib®l P(An) ↓ 0 ha n → ∞. Mivel Yn > Yn1An >

(Z − ε)1An , így

E(Yn) > E [(Z − ε)1An ] = E(Z)− E
[
Z1An

]
− εP(An) > E(Z)− P(An) max

ω∈Ω
Z(ω)− ε,

amib®l limn→∞ E(Yn) > E(Z)− ε.
(ii). Az (i) alapján minden m ∈ N esetén lim

n→∞
E(Yn) > E(Zm), ezért lim

n→∞
E(Yn) >

lim
m→∞

E(Zm). Hasonlóan lim
n→∞

E(Zn) > lim
m→∞

E(Ym). �

3.3 De�níció. Legyen X : Ω → R nemnegatív véletlen változó. Legyen {Xn}∞n=1 nem-

negatív egyszer¶ véletlen változókból álló sorozat úgy, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén Xn(ω) ↑
X(ω) ha n→∞. (Ilyen az 1.12 tétel szerint létezik.) Ekkor az

E(X) :=

∫
Ω

X(ω) P(dω) := lim
n→∞

E(Xn)

mennyiséget a X várható értékének nevezzük.
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A 3.2 Állítás alapján E(X) ∈ [0,∞] egyértelm¶en van de�niálva. Továbbá

E(X) = sup {E(Y ) : Y egyszer¶ véletlen változó melyre 0 6 Y 6 X} .

Ha X : Ω → R véletlen változó, akkor X+ := max{X, 0} és X− := −min{X, 0} is

véletlen változók, és X = X+ −X−.

3.4 De�níció. Legyen X : Ω → R véletlen változó. Azt mondjuk, hogy X-nek létezik

várható értéke (integrálja), ha az E(X+) és E(X−) várható értékek közül legalább az

egyik véges, és ekkor

E(X) :=

∫
Ω

X(ω) P(dω) := E(X+)− E(X−).

Azt mondjuk, hogy X-nek véges a várható értéke (integrálható), ha az E(X+) és

E(X−) várható értékek végesek.

Mivel |X| = X+ + X−, így X-nek akkor és csak akkor véges a várható értéke, ha

E(|X|) <∞, azaz X ∈ L1(Ω,A,P).

3.5 Tétel. (Transzformációtétel) Ha X : Ω → Rd véletlen vektor és g : Rd → R
mérhet® függvény, akkor

E[g(X)] =

∫
Ω

g(X(ω)) P(dω) =

∫
Rd
g(x) PX(dx) =

∫
Rd
g(x) dFX(x)

abban az értelemben, hogy az integrálok ugyanakkor léteznek, és ha léteznek, egyenl®ek.

3.6 Állítás. A várható érték tulajdonságai:

(i) X akkor és csak akkor integrálható, ha |X| integrálható.

(ii) Ha létezik E(X) és c ∈ R, akkor létezik E(cX), és E(cX) = cE(X).

(iii) Ha létezik E(X) > −∞ és X 6 Y P-m.b., akkor létezik E(Y ) és E(X) 6 E(Y ).

(iv) Ha létezik E(X), akkor |E(X)| 6 E(|X|).

(v) Ha létezik E(X), akkor tetsz®leges A ∈ A esetén létezik E(X1A); ha X integrál-

ható, akkor tetsz®leges A ∈ A esetén X1A is integrálható.

(vi) Ha E(X), E(Y ) léteznek, és az E(X) + E(Y ) kifejezés értelmes (azaz nem ∞−∞
vagy −∞+∞ alakú), akkor E(X + Y ) létezik és E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

(vii) Ha X = 0 P-m.b., akkor E(X) = 0.

(viii) Ha X = Y P-m.b. és E(X) létezik, akkor E(Y ) is létezik, és E(X) = E(Y ).

(ix) Ha X > 0 P-m.b. és E(X) = 0, akkor X = 0 P-m.b.
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(x) Ha X integrálható és tetsz®leges A ∈ A esetén E(X1A) > 0, akkor X > 0 P-m.b.

(xi) Ha X és Y integrálhatóak és tetsz®leges A ∈ A esetén E(X1A) 6 E(Y 1A), akkor

X 6 Y P-m.b.

(xii) Ha X és Y integrálhatóak és tetsz®leges A ∈ A esetén E(X1A) = E(Y 1A), akkor

X = Y P-m.b.

(xiii) Ha X és Y integrálhatóak és X, Y függetlenek, akkor XY is integrálható és

E(XY ) = E(X) E(Y ).

(xiv) Monoton konvergenciatétel: Ha X1, X2, . . . integrálhatók, tetsz®leges n ∈ N
esetén Xn > Y P-m.b., E(Y ) > −∞, és Xn ↑ X P-m.b., akkor E(Xn) ↑ E(X) ha

n→∞.

(xv) Ha X1, X2, . . . nemnegatívak, akkor E

(
∞∑
n=1

Xn

)
=
∞∑
n=1

E(Xn).

(xvi) Fatou-lemma: Ha tetsz®leges n ∈ N esetén Xn > Y P-m.b. és E(Y ) > −∞,

akkor E (lim infn→∞Xn) 6 lim infn→∞ E(Xn).

(xvii) Majoráns konvergenciatétel: Ha tetsz®leges n ∈ N esetén |Xn| 6 Y P-m.b.,

E(Y ) <∞ és Xn → X P-m.b., akkor E(|X|) <∞, E(Xn)→ E(X) és E(|Xn −
X|)→ 0 ha n→∞.

(xviii) Cauchy�Schwartz-egyenl®tlenség: Ha E(X2), E(Y 2) < ∞, akkor E(|XY |) 6√
E(X2) E(Y 2).

(xix) Jensen-egyenl®tlenség: Ha E(|X|) < ∞, I ⊂ R olyan nyitott (nem feltétlenül

korlátos) intervallum, hogy P(X ∈ I) = 1, és g : I → R konvex, akkor E(X) ∈ I
és g(E(X)) 6 E(g(X)).

(xx) Hölder-egyenl®tlenség: Legyenek p, q ∈ (1,∞) olyanok, hogy p−1 + q−1 = 1. Ha

E(|X|p) <∞ és E(|Y |q) <∞, akkor E(|XY |) 6 (E(|X|p))1/p (E(|Y |q))1/q.

(xxi) Ljapunov-egyenl®tlenség: Ha 0 < s < t, akkor (E(|X|s))1/s 6 (E(|X|t))1/t
.

(xxii) Minkowski-egyenl®tlenség: Legyen p ∈ [1,∞). Ha E(|X|p) < ∞ és E(|Y |p) <
∞, akkor (E |X + Y |p)1/p 6 (E(|X|p))1/p + (E(|Y |p))1/p.

3.7 De�níció. Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér. Azt mondjuk, hogy a µ : X → [−∞,∞]

halmazfüggvény abszolút folytonos a ν : X → [−∞,∞] halmazfüggvényre nézve, ha

minden B ∈ X , ν(B) = 0 esetén µ(B) = 0. Jelölése: µ� ν.

Legyen ν : X → [0,∞] mérték. Azt mondjuk, hogy a X : Ω → X véletlen változó

abszolút folytonos eloszlású a ν mértékre nézve, ha PX � ν. Azt mondjuk, hogy a

X : Ω→ Rd véletlen vektor abszolút folytonos eloszlású, ha abszolút folytonos eloszlású

a λd Lebesgue-mértékre nézve.
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3.8 Tétel. (S¶r¶ségtétel) Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér, ν : X → [0,∞] mérték,

g : X → R+ nemnegatív mérhet® függvény. Ekkor a µ : X → [0,∞],

µ(B) :=

∫
B

g(x) ν(dx)

halmazfüggvény mérték, amely pontosan akkor véges, ha g integrálható, µ � ν, és tet-

sz®leges h : X → R mérhet® függvény esetén∫
X

h(x)µ(dx) =

∫
X

h(x)g(x) ν(dx)

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenl®ek.

3.9 Tétel. (Radon�Nikodym tétel) Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér és ν : X → [0,∞]

σ-véges mérték. A µ : X → [−∞,∞] el®jeles mérték akkor és csak akkor abszolút folytonos

a ν mértékre nézve, ha létezik olyan g : X → [−∞,∞] mérhet® függvény, hogy tetsz®leges

B ∈ X esetén

µ(B) =

∫
B

g(x) ν(dx).

A g függvény ν-m.m. egyértelm¶en meg van határozva, azaz ha egy h : X → [−∞,∞]

mérhet® függvényre is teljesül

µ(B) =

∫
B

h(x) ν(dx)

minden B ∈ X esetén, akkor ν{x ∈ X : g(x) 6= h(x)} = 0.

A Radon�Nikodym tételben létez® (ν-m.m. egyértelm¶en meghatározott) g függvényt

a µ mértéknek a ν mértékre vonatkozó Radon�Nikodym deriváltjának nevezzük, melynek

jelölése dµ
dν
.

3.10 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, X : Ω → Rd abszolút folytonos

eloszlású véletlen vektor. Ekkor a PX mértéknek a λ Lebesgue-mértékre vonatkozó fX :=
d PX
dλd

Radon�Nikodym deriváltját s¶r¶ségfüggvénynek nevezzük.

3.11 Állítás. A X : Ω → R véletlen változó akkor és csak akkor abszolút folytonos, ha

az FX eloszlásfüggvény abszolút folytonos, azaz bármely ε > 0 esetén létezik δ > 0 úgy,

hogy ha k ∈ N, a1 < b1 6 a2 < b2 6 . . . 6 ak < bk és
∑k

j=1(bj − aj) < δ, akkor∑k
j=1(FX(bj)− FX(aj)) < ε.

A s¶r¶ségfüggvény és eloszlásfüggvény kapcsolatát írja le a következ® állítás.

3.12 Állítás. Ha a X : Ω → Rd véletlen vektor abszolút folytonos, akkor fX(x) =

∂1 . . . ∂dFX(x) λd-m.m.

Abszolút folytonos véletlen vektor függvényének várható értékét a következ® módon szá-

molhatjuk.
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3.13 Állítás. Ha X : Ω→ Rd abszolút folytonos véletlen vektor és g : Rd → R mérhet®

függvény, akkor

E[g(X)] =

∫
Rd
g(x)fX(x) dx

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenl®ek.

Abszolút folytonos véletlen változó szigorúan monoton transzformáltja újra abszolút

folytonos, melynek s¶r¶ségfüggvényét a következ® módon számolhatjuk.

3.14 Állítás. Ha X : Ω → R abszolút folytonos véletlen változó, I ⊂ R olyan (nem

feltétlenül korlátos) intervallum, hogy P(X ∈ I) = 1, h : I → R szigorúan monoton

(növekv® vagy csökken®) folytonosan di�erenciálható, és minden x ∈ I esetén h′(x) 6= 0,

akkor a h(X) véletlen vektor is abszolút folytonos, és s¶r¶ségfüggvénye

fh(X)(y) =


f(h−1(y))
|h′(h−1(y))| , ha y ∈ h(I),

0, egyébként,

ahol h−1 a h inverzét jelöli.

Független, abszolút folytonos eloszlású véletlen változók összegének, szorzatának és hánya-

dosának s¶r¶ségfüggvényét a következ® módon számolhatjuk.

3.15 Állítás. Ha X és Y független, abszolút folytonos eloszlású véletlen változók, akkor

• a X + Y véletlen vektor is abszolút folytonos eloszlású, és

fX+Y (z) =

∫ ∞
−∞

fX(x)fY (z − x) dx =

∫ ∞
−∞

fX(z − y)fY (y) dy.

• a XY véletlen vektor is abszolút folytonos eloszlású, és

fXY (z) =

∫ ∞
−∞

fX(x)fY

(z
x

) dx

|x|
=

∫ ∞
−∞

fX

(
z

y

)
fY (y)

dy

|y|
.

• a X
Y

véletlen vektor is abszolút folytonos eloszlású, és

fX
Y

(z) =
1

z2

∫ ∞
−∞

fX(x)fY

(x
z

)
|x| dx =

∫ ∞
−∞

fX(zy)fY (y)|y| dy.

3.16 De�níció. Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér, µ : X → [−∞,∞] mérték.

Azt mondjuk, hogy a µ mérték a B ∈ X halmazba koncentrálódik, ha µ(X \B) = 0.

(Ez a halmaz nem egyértelm¶en de�niált.)

3.17 De�níció. Azt mondjuk, hogy a X : Ω→ Rd véletlen vektor diszkrét (eloszlású),

ha létezik B ⊂ Rd megszámlálható halmaz úgy, hogy PX a B halmazba koncentrálódik,

azaz P(X ∈ B) = 1. Az ilyen tulajdonságú halmazok metszetét (azaz a legsz¶kebb ilyen

halmazt) a PX mérték tartójának nevezzük. Jelölése: supp(X).
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3.18 Állítás. A X : Ω → Rd diszkrét véletlen vektor tartója a PX mérték atomjaiból

áll, azaz

supp(X) =
{
x ∈ Rd : PX({x}) > 0

}
=
{
x ∈ Rd : P(X = x) > 0

}
.

3.19 Állítás. A X : Ω→ Rd diszkrét véletlen vektor eloszlásfüggvénye

FX(x) =
∑

{y∈supp(X) : y6x}

P(X = y), x ∈ Rd.

3.20 Állítás. Legyen X : Ω → Rd diszkrét véletlen vektor és g : Rd → R mérhet®

függvény. A g(X) véletlen változó akkor és csak akkor integrálható, ha

E[|g(X)|] =
∑

x∈supp(X)

|g(x)|P(X = x) <∞,

és ekkor

E[g(X)] =
∑

x∈supp(X)

g(x) P(X = x).

3.21 De�níció. Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér. Azt mondjuk, hogy a µ : X → [0,∞] és

ν : X → [0,∞] mértékek szingulárisak egymásra (nézve),

ha léteznek olyan diszjunkt A,B ∈ X halmazok, hogy µ az A halmazba, ν pedig a B

halmazba koncentrálódik. Jelölése: µ ⊥ ν.

3.22 De�níció. Azt mondjuk, hogy a X : Ω→ Rd véletlen vektor szinguláris, ha PX ⊥
λ, azaz ∃ B ∈ B(Rd) úgy, hogy λ(B) = 0 és P(X ∈ B) = 1.

A diszkrét véletlen vektorok nyilván szingulárisak.

3.23 Állítás. A X : Ω→ R véletlen változó akkor és csak akkor szinguláris, ha F ′X(x) = 0

m.m.

3.24 Tétel. Tetsz®leges F : R→ [0, 1] eloszlásfüggvény egyértelm¶en felbontható

F = p1Fd + p2Faf + p3Ffs

alakban, ahol p1, p2, p3 > 0, p1 + p2 + p3 = 1, Fd diszkrét, Faf abszolút folytonos, Ffs

folytonos szinguláris eloszlásfüggvény.

3.25 De�níció. Legyen X : Ω→ R véletlen változó.

• Legyen α ∈ R+. A X α-adik abszolút momentuma: E(|X|α).

• Ha k ∈ N, és X k-adik abszolút momentuma véges, akkor

X k-adik momentuma: E(Xk),

X k-adik centrális momentuma: E
[
(X − E(X))k

]
.
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• Ha X második abszolút momentuma véges, akkor X második centrális momentumát

X varianciájának (szórásnégyzetének) nevezzük. Jelölése: Var(X) := D2(X) :=

E
[
(X − E(X))2

]
.

3.26 De�níció. Legyen X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd véletlen vektor. Ha E(|X1|) < ∞,

. . . E(|Xd|) <∞, akkor X várható érték vektora

E(X) := (E(X1), . . . ,E(Xd)) ∈ Rd.

3.27 De�níció. Legyen X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd véletlen vektor. Ha E(‖X‖2) < ∞,

azaz E(X2
1 ) <∞, . . . E(X2

d) <∞, akkor X kovarianciamátrixa

Cov(X) := E
[
(X − E(X))(X − E(X))>

]
∈ Rd×d,

melynek elemei Cov(Xi, Xj) := E [(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))], 1 6 i, j 6 d.

A kovarianciamátrix tulajdonságait írja le a következ® állítás.

3.28 Állítás. Legyen X = (X1, . . . , Xd) : Ω→ Rd véletlen vektor, E(‖X‖2) <∞.

• Cov(X) szimmetrikus: Cov(X)> = Cov(X).

• Cov(X) pozitív szemide�nit, azaz ∀ x ∈ Rd esetén

x>Cov(X)x = 〈Cov(X)x, x〉 =
d∑
i=1

d∑
j=1

Cov(Xi, Xj)xixj > 0.

• Ha A ∈ Rr×d és b ∈ Rr, akkor E(AX + b) = AE(X) + b és Cov(AX + b) =

ACov(X)A>.
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4 Karakterisztikus függvény, generátorfüggvény

4.1 De�níció. A X : Ω → C, X = ReX + i ImX komplex érték¶ véletlen változónak

véges a várható értéke (integrálható), ha az E(ReX) és E(ImX) várható értékek

végesek, és ekkor

E(X) := E(ReX) + iE(ImX).

Nyilván a X : Ω → C komplex érték¶ véletlen változónak akkor és csak akkor véges a

várható értéke, ha E(|X|) <∞.

4.2 Állítás. Ha X : Ω → C komplex érték¶ véletlen változó és E(|X|) < ∞, akkor

|E(X)| 6 E(|X|).

Bizonyítás. Nyilván

|E(X)| = |E(ReX) + iE(ImX)| =
√

[E(ReX)]2 + [E(ImX)]2

6 E
(√

(ReX)2 + (ImX)2
)

= E(|X|),

hiszen a g : R2 → R, g(x, y) :=
√
x2 + y2 függvény konvex, így alkalmazhatjuk a Jensen-

egyenl®tlenséget. �

4.3 De�níció. Legyen Γ 6= ∅ nemüres halmaz, és minden γ ∈ Γ esetén Xγ : Ω → C
komplex érték¶ véletlen változó. Azt mondjuk, hogy a {Xγ : γ ∈ Γ} komplex érték¶ véletlen

változók függetlenek, ha a {(ReXγ, ImXγ) : γ ∈ Γ} véletlen vektorok függetlenek.

Nyilván ha X : Ω → C és Y : Ω → C független komplex érték¶ véletlen változók és

E(|X|) <∞, E(|Y |) <∞, akkor E(|XY |) <∞ és E(XY ) = E(X) E(Y ).

4.4 De�níció. A X : Ω→ Rd véletlen vektor karakterisztikus függvénye ϕX : Rd → C,

ϕX(t) := E(ei〈t,X〉), t ∈ Rd.

4.5 Állítás. A karakterisztikus függvény tulajdonságai:

(i) |ϕX | 6 1, és ϕX(0) = 1.

(ii) ϕX egyenletesen folytonos.

(iii) Tetsz®leges t ∈ Rd esetén ϕX(−t) = ϕX(t).

(iv) Bochner-tétel: A ϕ : Rd → C függvény akkor és csak akkor karakterisztikus füg-

gvénye valamely véletlen vektornak, ha folytonos és pozitív szemide�nit, azaz tet-

sz®leges n ∈ N és tetsz®leges t1, . . . , tn ∈ Rd esetén a
(
ϕ(tj − t`)

)
j,`=1,...,n

mátrix

pozitív szemide�nit, azaz tetsz®leges z1, . . . , zn ∈ C esetén

n∑
j=1

n∑
`=1

ϕ(tj − t`)zjz` > 0.
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(v) Tetsz®leges A ∈ Rd×d, b ∈ Rd és t ∈ Rd esetén ϕAX+b(t) = ei〈t,b〉ϕX(A>t).

(vi) PX = PY akkor és csak akkor, ha ϕX = ϕY .

(vii) X1, . . . , X` : Ω → Rd akkor és csak akkor függetlenek, ha tetsz®leges t1, . . . , t` ∈ Rd

esetén

ϕX1,...,X`(t1, . . . , t`) =
∏̀
j=1

ϕXj(tj).

(viii) Ha E(‖X‖n) < ∞ valamely n ∈ N esetén, akkor ϕX n-szer folytonosan di�eren-

ciálható, és tetsz®leges r1, . . . , rd, r1 + · · ·+ rd 6 n nemnegatív egészek esetén

∂r11 . . . ∂rdd ϕX(t) = ir1+···+rd E(Xr1
1 · · ·X

rd
d ei〈t,X〉),

E(Xr1
1 · · ·X

rd
d ) =

∂r11 . . . ∂rdd ϕX(0)

ir1+···+rd
,

ϕX(t) =
∑

r1+···+rd6n

ir1+···+rd tr11 · · · t
rd
d

r1! · · · rd!
E(Xr1

1 · · ·X
rd
d ) +Rn(t),

ahol Rn(t) = O(‖t‖n) és Rn(t) = o(‖t‖n) ha t→ 0, mégpedig

|Rn(t)| 6 3
‖t‖n

n!
E(‖X‖n), lim

t→0

Rn(t)

‖t‖n
= 0.

(ix) Ha X : Ω→ R véletlen változó és ϕ
(2n)
X (0) létezik és véges valamely n ∈ N esetén,

akkor E(X2n) <∞.

(x) Ha tetsz®leges n ∈ N esetén E(‖X‖n) <∞, és

R :=
1

lim sup
n→∞

n
√

E(‖X‖n)/n!
.

akkor tetsz®leges t ∈ Rd, ‖t‖ < R esetén

ϕX(t) =
∞∑
r1=0

. . .
∞∑
rd=0

ir1+···+rd E(Xr1
1 · · ·X

rd
d )

r1! · · · rd!
tr11 · · · t

rd
d .

(xi) Inverziós formula s¶r¶ségfüggvényre: Ha ϕX ∈ L1(Rd), azaz
∫
Rd |ϕX(t)| dt <

∞, akkor X eloszlása abszolút folytonos, és a s¶r¶ségfüggvénye

fX(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

e−i〈t,x〉ϕX(t) dt, x ∈ Rd.

Bizonyítás. (i). Nyilván |ϕX(t)| = |E(ei〈t,X〉)| 6 E(|ei〈t,X〉|) = 1.

(ii). Tetsz®leges t, h ∈ Rd esetén

|ϕX(t+ h)− ϕX(t)| =
∣∣E(ei〈t+h,X〉 − ei〈t,X〉)

∣∣ =
∣∣E(ei〈t,X〉(ei〈h,X〉 − 1))

∣∣ 6 E(|ei〈h,X〉 − 1|).

A majoráns konvergencia-tétel alapján limh→0 E(|ei〈h,X〉 − 1|) = 0.
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(iii). ϕX(−t) = E(e−i〈t,X〉) = E(ei〈t,X〉) = ϕX(t).

(iv). Ha X : Ω→ Rd véletlen változó, akkor tetsz®leges n ∈ N, tetsz®leges t1, . . . , tn ∈
Rd, és tetsz®leges z1, . . . , zn ∈ C esetén

n∑
j=1

n∑
`=1

ϕ(tj − t`)zjz` =
n∑
j=1

n∑
`=1

E(ei〈tj−t`,X〉)zjz`

= E

(
n∑
j=1

ei〈tj ,X〉zj

n∑
`=1

ei〈t`,X〉z`

)
= E

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ei〈tj ,X〉zj

∣∣∣∣∣
2
 > 0.

A másik irányt nem bizonyítjuk.

(v). ϕAX+b(t) = E(ei〈t,AX+b〉) = ei〈t,b〉 E(ei〈A
>t,X〉) = ei〈t,b〉ϕX(A>t).

(vi). Csak k = 1 esetén bizonyítjuk. Ha PX = PY , akkor a de�níció alapján nyilván

ϕX = ϕY . Most tegyük fel, hogy ϕX = ϕY . Legyen [a, b] ⊂ R, ε > 0 és t ∈ R esetén

f (ε)(t) :=


0 ha t < a− ε vagy t > b+ ε,

(t− a)/ε+ 1 ha a− ε 6 t < a,

1 ha a 6 t 6 b,

(b− t)/ε+ 1 ha b < t 6 b+ ε.

Megmutatjuk, hogy E(f (ε)(X)) = E(f (ε)(Y )). Legyen n ∈ N olyan nagy, hogy [a− ε, b+

ε] ⊂ [−n, n]. Mivel f (ε) : R → R folytonos, így a Stone�Weierstrass-tétel szerint létezik

f
(ε)
n : R→ R trigonometrikus polinom (azaz f

(ε)
n (t) =

∑
k an,ke

iπtk/n, ahol a szumma véges

sok tagot tartalmaz és an,k ∈ C ) úgy, hogy

sup
|t|6n
|f (ε)(t)− f (ε)

n (t)| 6 2−n.

Mivel tetsz®leges t ∈ R esetén f (ε)(t) ∈ [0, 1], így tetsz®leges t ∈ R esetén |f (ε)
n (t)| 6

|f (ε)
n (t)− f (ε)(t)|+ |f (ε)(t)| 6 2−n + 1 6 2. A ϕX = ϕY feltétel alapján

E(f (ε)
n (X)) =

∑
k

an,k E(eiπXk/n) =
∑
k

an,kϕX(πk/n) =
∑
k

an,kϕY (πk/n) = E(f (ε)
n (Y )).

Ezért

|E(f (ε)(X))− E(f (ε)(Y ))| =
∣∣E(f (ε)(X)1{|X|6n})− E(f (ε)(Y )1{|Y |6n})

∣∣
6
∣∣E(f (ε)(X)1{|X|6n})− E(f (ε)

n (X)1{|X|6n})
∣∣+
∣∣E(f (ε)

n (X)1{|X|6n})− E(f (ε)
n (Y )1{|Y |6n})

∣∣
+
∣∣E(f (ε)

n (Y )1{|Y |6n})− E(f (ε)(Y )1{|Y |6n})
∣∣

6 2−n +
∣∣E(f (ε)

n (X)1{|X|6n})− E(f (ε)
n (X))

∣∣+
∣∣E(f (ε)

n (X))− E(f (ε)
n (Y ))

∣∣
+
∣∣E(f (ε)

n (Y ))− E(f (ε)
n (Y )1{|Y |6n})

∣∣+ 2−n

6 2−n+1 + 2 P(|X| > n) + 2 P(|Y | > n),

amib®l n → ∞ esetén azt kapjuk, hogy E(f (ε)(X)) = E(f (ε)(Y )). Tetsz®leges t ∈ R
esetén f (ε)(t) ↓ 1[a,b](t) ha ε ↓ 0, ezért a monoton konvergencia-tétellel limε↓0 E(f (ε)(X)) =
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E(1[a,b](X)) = P(X ∈ [a, b]), és hasonlóan limε↓0 E(f (ε)(Y )) = P(Y ∈ [a, b]), így végül is

tetsz®leges [a, b] ⊂ R esetén P(X ∈ [a, b]) = P(Y ∈ [a, b]), amib®l következik, hogy

PX = PY .

(vii). Ha X1, . . . , X` : Ω→ Rd függetlenek, akkor tetsz®leges t1, . . . , t` ∈ Rd esetén

ϕX1,...,X`(t1, . . . , t`) = E exp

{
i
∑̀
j=1

〈tj, Xj〉

}
= E

(∏̀
j=1

ei〈tj ,Xj〉

)
=
∏̀
j=1

E(ei〈tj ,Xj〉) =
∏̀
j=1

ϕXj(tj).

Ha X1, . . . , X` : Ω→ Rd véletlen vektorok, és tetsz®leges t1, . . . , t` ∈ Rd esetén

ϕX1,...,X`(t1, . . . , t`) =
∏̀
j=1

ϕXj(tj),

akkor legyenek Y1, . . . , Y` : Ω → Rd olyan független véletlen vektorok, hogy PYj = PXj ,

j = 1, . . . , `. Ekkor tetsz®leges t1, . . . , t` ∈ Rd esetén

ϕY1,...,Y`(t1, . . . , t`) =
∏̀
j=1

ϕYj(tj) =
∏̀
j=1

ϕXj(tj) = ϕX1,...,X`(t1, . . . , t`),

így PX1,...,X` = PY1,...,Y` , ezért tetsz®leges x1, . . . , x` ∈ Rd esetén

FX1,...,X`(x1, . . . , x`) = FY1,...,Y`(x1, . . . , x`) =
∏̀
j=1

FYj(xj) =
∏̀
j=1

FXj(xj),

amib®l következik, hogy X1, . . . , X` : Ω→ Rd függetlenek.

(viii). Ha k = n = 1, akkor tetsz®leges t ∈ R esetén a majoráns konvergencia-tétellel

ϕX(t+ h)− ϕX(t)

h
= E

[
eitX

(
eihX − 1

h

)]
→ E

(
iXeitX

)
ha h→ 0,

hiszen tetsz®leges u ∈ R esetén |eiu − 1| 6 |u|, így tetsz®leges ω ∈ Ω esetén∣∣∣∣eitX(ω)

(
eihX(ω) − 1

h

)∣∣∣∣ 6 |X(ω)|.

Ezért ϕ′X(t) = E(iXeitX). Az általános eset teljes indukcióval bizonyítható.

Tetsz®leges y ∈ R esetén

eiy = cos y + i sin y =
n−1∑
r=0

(iy)r

r!
+

(iy)n

n!
(cos(ϑ1(y)y) + i sin(ϑ2(y)y)),

ahol ϑ1(y), ϑ2(y) ∈ (0, 1). Így tetsz®leges t ∈ Rd esetén

E(ei〈t,X〉) =
n−1∑
r=0

E

(
(i〈t,X〉)r

r!

)
+ E

(
(i〈t,X〉)n

n!
(cos(ϑ̃1〈t,X〉) + i sin(ϑ̃2〈t,X〉))

)
,

ahol ϑ̃j : Ω→ R, ϑ̃j(ω) := ϑj(〈t,X(ω)〉) ∈ (0, 1) ha j = 1, 2, ezért

ϕX(t) =
n∑
r=0

E

(
(i〈t,X〉)r

r!

)
+Rn(t),
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ahol

Rn(t) := E

(
(i〈t,X〉)n

n!
(cos(ϑ̃1〈t,X〉) + i sin(ϑ̃2〈t,X〉)− 1)

)
.

Nyilván |Rn(t)| 6 3‖t‖n E(‖X‖n)/n!, és

Rn(t)

‖t‖n
6 E

(
‖X‖n

n!

∣∣∣cos(ϑ̃1〈t,X〉) + i sin(ϑ̃2〈t,X〉)− 1
∣∣∣)→ 0 ha t→ 0,

a majoráns konvergencia-tétel alapján.

(ix). Teljes indukcióval bizonyítunk. Ha n = 1, akkor

ϕ′′X(0) = lim
h→0

ϕ′X(2h)− ϕ′X(0)

2h
= lim

h→0

ϕ′X(0)− ϕ′X(−2h)

2h

alapján

ϕ′′X(0) = lim
h→0

1

2

(
ϕ′X(2h)− ϕ′X(0)

2h
+
ϕ′X(0)− ϕ′X(−2h)

2h

)
= lim

h→0

ϕ′X(2h)− ϕ′X(−2h)

4h
,

így a L'Hospital-szabállyal

ϕ′′X(0) = lim
h→0

ϕX(2h)− 2ϕX(0) + ϕX(−2h)

4h2
,

ezért

ϕ′′X(0) = lim
h→0

E(e2ihX)− 2 + E(e−2ihX)

4h2
= lim

h→0
E

[(
eihX − e−ihX

2h

)2
]

= − lim
h→0

E

[(
sin(hX)

h

)2
]
.

A Fatou-lemmával:

ϕ′′X(0) 6 −E

[
lim inf
h→0

(
sin(hX)

h

)2
]

= −E(X2),

tehát E(X2) 6 −ϕ′′(0) <∞.

Tegyük fel, hogy az állítás igaz n-re, és ϕ
(2n+2)
X (0) létezik és véges. Ekkor az indukciós

feltevés miatt E(X2n) < ∞. Ha E(X2n) = 0, akkor X = 0 P-m.b., így E(X2n+2) = 0.

Legyen most E(X2n) > 0. Legyen y ∈ R esetén

F (y) :=
E(X2n

1{X6y})

E(X2n)
.

Ekkor F : R → R egy eloszlásfüggvény. Legyen Y : Ω → R olyan valószín¶ségi változó,

melynek eloszlásfüggvénye FY = F . Nyilván tetsz®leges y ∈ R esetén

PY ((−∞, y]) = FY (y) =
1

E(X2n)

∫ y

−∞
x2n PX(dx),

ezért a mérték kiterjesztési tételével tetsz®leges B ∈ B(R) esetén

PY (B) =
1

E(X2n)

∫
B

x2n PX(dx),
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tehát PY � PX és d PY
d PX

(x) = 1
E(X2n)

x2n, x ∈ R. Mivel (viii) alapján tetsz®leges t ∈ R
esetén ϕ

(2n)
X (t) = E

[
(iX)2neitX

]
, ezért a s¶r¶ségtétellel

(−1)nϕ
(2n)
X (t)

E(X2n)
=

E(X2neitX)

E(X2n)
=

∫∞
−∞ x

2neitx PX(dx)

E(X2n)
=

∫ ∞
−∞

eitx PY (dx) = E(eitY ) = ϕY (t).

Alkalmazva az állítást n = 1 esetén az Y valószín¶ségi változóra: E(Y 2) <∞. Mivel

E(Y 2) =

∫ ∞
−∞

x2 dFY (x) =

∫∞
−∞ x

2x2n dFX(x)

E(X2n)
=

E(X2n+2)

E(X2n)
,

így E(X2n+2) <∞.

(x). Csak k = 1 esetén bizonyítjuk. Egyrészt (viii) alapján

ϕX(t) =
n∑
r=0

ir E(Xr)

r!
tr +Rn(t),

ahol

|Rn(t)| 6 3
|t|n

n!
E(|X|n).

Másrészt tetsz®leges ε > 0 esetén létezik n0 ∈ N úgy, hogy bármely n > n0 esetén(
n!

E(|X|n)

)1/n

> R− ε,

ezért ekkor

E(|X|n) 6
n!

(R− ε)n
,

így

|Rn(t)| 6 3

(
|t|

R− ε

)n
→ 0 ha n→∞,

amennyiben |t| < R − ε. Mivel ε > 0 tetsz®leges lehet, így limn→∞Rn(t) = 0 bármely

t ∈ R, |t| < R esetén. Továbbá a

∞∑
r=0

ir E(Xr)

r!
tr

hatványsor konvergenciasugara

R′ =
1

lim sup
n→∞

n
√
|E(Xn)|/n!

> R.

�

4.6 De�níció. Legyenek Xn : Ω→ Rd, n ∈ N, és X : Ω→ Rd véletlen vektorok.

Azt mondjuk, hogy a (Xn)n>1 sorozat eloszlásban konvergál X-hez, ha FXn(x) →
FX(x) az FX minden x folytonossági pontjában. Jelölése: Xn

D−→ X.

4.7 Tétel. (Folytonossági tétel) Legyenek Xn : Ω→ Rd, n ∈ N véletlen vektorok.
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(i) Ha létezik olyan X : Ω → Rd véletlen vektor, hogy Xn
D−→ X, akkor ϕXn → ϕX

minden korlátos intervallumon egyenletesen.

(ii) Ha tetsz®leges t ∈ Rd esetén létezik limn→∞ ϕXn(t) =: ϕ(t), és ϕ folytonos a

0 ∈ Rd pontban, akkor létezik olyan X : Ω→ Rd véletlen vektor, hogy ϕX = ϕ, és

Xn
D−→ X.

4.8 De�níció. Ha a X : Ω → Rd véletlen vektor koordinátái nemnegatív egész értékeket

vesznek fel, azaz X a Zd+ halmazba koncentrálódik, vagyis P(X ∈ Zd+) = 1, akkor

X = (X1, . . . , Xd) generátorfüggvénye a

GX(z) := GX1,...,Xd(z1, . . . , zd) := E(zX) := E(zX1
1 · · · z

Xd
d )

=
∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kd=0

P(X1 = k1, . . . , Xd = kd) z
k1
1 · · · z

kd
d

d-változós komplex hatványsor összegfüggvénye.

Ez a hatványsor abszolút konvergens a

{(z1, . . . , zd) ∈ Cd : |z1| 6 1, . . . , |zd| 6 1}

halmazon, és X karakterisztikus függvénye a

ϕX(t) = ϕX(t1, . . . , td) = GX(eit1 , . . . , eitd), t = (t1, . . . , td) ∈ Rd

periodikus függvény.

A generátorfüggvény tulajdonságait foglalja össze a következ® állítás.

4.9 Tétel. (i) GX(1, . . . , 1) = 1

(ii) GX analitikus a {(z1, . . . , zd) ∈ Cd : |z1| < 1, . . . , |zd| < 1} halmazon

(iii) Tetsz®leges k1, . . . , kd nemnegatív egészek esetén

P(X1 = k1, . . . , Xd = kd) =
∂k1

1 . . . ∂kdd GX(0, . . . , 0)

r1! · · · rd!

(iv) PX = PY ⇐⇒ ∀x ∈ [−1, 1]d esetén GX(x) = GY (x)

(v) Ha X és Y függetlenek, akkor GX+Y (z) = GX(z)GY (z) a {(z1, . . . , zd) ∈ Cd :

|z1| 6 1, . . . , |zd| 6 1} halmazon

(vi) Tetsz®leges r1, . . . , rd nemnegatív egészek esetén

E(Xr1
1 · · ·X

rd
d ) <∞ ⇐⇒ ∂r11 . . . ∂rdd GX(1−, . . . , 1−) <∞,

és

∂r11 . . . ∂rdd GX(1−, . . . , 1−)

= E(X1(X1 − 1) · · · (X1 − r1 + 1) · · ·Xd(Xd − 1) · · · (Xd − rd + 1))
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5 Nevezetes eloszlások

26



6 Többdimenziós normális eloszlás

6.1 De�níció. Azt mondjuk, hogy az Y : Ω → Rd véletlen vektor standard normális

eloszlású, ha Y = (Y1, . . . , Yk), ahol Y1, . . . , Yd : Ω → R független, standard normális

eloszlású valószín¶ségi változók.

Azt mondjuk, hogy a X : Ω→ Rd véletlen vektor normális eloszlású, ha X eloszlása

megegyezik AY +m eloszlásával, ahol Y : Ω→ Rd standard normális eloszlású, A ∈ Rd×d,

és m ∈ Rd.

6.2 Tétel. Egy X : Ω → Rd véletlen vektor akkor és csak akkor normális eloszlású, ha

karakterisztikus függvénye

ϕX(t) = exp

{
i〈m, t〉 − 1

2
〈Dt, t〉

}
, t ∈ Rd

alakú, ahol m ∈ Rd, és D ∈ Rd×d szimmetrikus, pozitív szemide�nit mátrix, azaz D> = D,

valamint tetsz®leges t ∈ Rd esetén 〈Dt, t〉 > 0. Továbbá m = E(X), D = Cov(X).

Ha D invertálható, akkor X abszolút folytonos, és s¶r¶ségfüggvénye

fX(x) =
1√

(2π)d det(D)
exp

{
−1

2
〈D−1(x−m), x−m〉

}
, x ∈ Rd.

Bizonyítás. Ha Y : Ω→ Rd standard normális eloszlású, akkor tetsz®leges t ∈ Rd esetén

ϕY (t) = E(ei(t1Y1+···+tdYd)) =
d∏
j=1

E(eitjYj) =
d∏
j=1

e−t
2
j/2 = e−‖t‖

2/2.

Ezért ha X : Ω→ Rd normális eloszlású, akkor tetsz®leges t ∈ Rd esetén

ϕX(t) = E(ei〈t,X〉) = E(ei〈t,AY+m〉) = ei〈t,m〉 E(ei〈A
>t,Y 〉)

= ei〈t,m〉ϕY (A>t) = ei〈t,m〉e−‖A
>t‖2/2 = exp

{
i〈t,m〉 − 1

2
〈AA>t, t〉

}
,

tehát ϕX valóban a tételben szerepl® alakú, ahol D := AA> valóban szimmetrikus:

D> = (AA>)> = AA> = D, és pozitív szemide�nit: tetsz®leges t ∈ Rd esetén

〈Dt, t〉 = 〈AA>t, t〉 = 〈A>t, A>t〉 = ‖A>t‖2 > 0.

Továbbá E(X) = E(AY +m) = AE(Y ) +m = m, és

Cov(X) = E[(X − E(X))(X − E(X))>] = E[(AY )(AY )>]

= E(AY Y >A>) = AE(Y Y >)A> = AA> = D.

Ha X : Ω → Rd olyan valószín¶ségi változó, melynek karakterisztikus függvénye a

tételben megadott alakban áll el®, akkor el®ször is létezik olyan O ∈ Rd×d ortogonális

mátrix (azaz O−1 = O>), hogy O−1DO = diag(λ1, . . . , λd), ahol diag(λ1, . . . , λd) olyan

diagonális mátrix, melynek f®átlójában a λ1, . . . , λd > 0 számok állnak. Ezért D =
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O diag(λ1, . . . , λd)O
−1 = OBB>O>, ahol B := diag(

√
λ1, . . . ,

√
λd), így D = AA> alakú,

ahol A := OB. Az els® rész alapján ha Y : Ω → Rd standard normális eloszlású, akkor

AY +m karakterisztikus függvénye is a tételben megadott, és így a karakterisztikus függvény

egyértelm¶sége miatt X normális eloszlású.

Végül ha x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, H := {y ∈ Rd : y1 6 x1, . . . , yd 6 xd}, X eloszlásfüg-

gvényét FX jelöli, Y s¶r¶ségfüggvényét pedig fY , akkor

FX(x) = P(X1 6 x1, . . . , Xd 6 xd) = P(X ∈ H) = P(AY +m ∈ H) = P(Y ∈ A−1(H −m))

=

∫
A−1(H−m)

fY (u) du =

∫
A−1(H−m)

1

(2π)d/2
e−‖u‖

2/2 du

=

∫
H

1

(2π)d/2| det(A)|
e−‖A

−1(v−m)‖2/2 dv,

ahol az u = A−1(v − m) helyettesítést hajtottuk végre, melynek Jacobi-mátrixa A−1.

Nyilván det(D) = det(A) det(A>) = (det(A))2, és

‖A−1(v −m)‖2 = 〈A−1(v −m), A−1(v −m)〉 = 〈(A−1)>A−1(v −m), v −m〉
= 〈(AA>)−1(v −m), v −m〉 = 〈D−1(v −m), v −m〉,

így le lehet olvasni, hogy X-nek létezik s¶r¶ségfüggvénye, mely a tételben adott alakú. �

6.3 De�níció. Azt mondjuk, hogy a X : Ω → Rd véletlen vektor normális eloszlású

(m,D) paraméterekkel, ha X karakterisztikus függvénye a 6.2 Tételben adott alakú.

Jelölése: X
D
= N (m,D).

Az alábbi következmény szerint tetsz®leges normális eloszlású véletlen vektor lineáris

transzformáltjai is normális eloszlású véletlen vektorok.

6.4 Következmény. Ha X
D
= N (m,D) d-dimenziós normális eloszlású véletlen vektor,

a ∈ R` és B ∈ R`×d, akkor a+BX
D
= N (a+Bm,BDB>) `-dimenziós normális eloszlású

véletlen vektor.

Bizonyítás. Minden t ∈ R` esetén

ϕa+BX(t) = E(ei〈t,a+BX〉) = ei〈t,a〉 E(ei〈B
>t,X〉) = ei〈t,a〉ϕX(B>t)

= exp

{
i〈t, a〉+ i〈m,B>t〉 − 1

2
〈DB>t, B>t〉

}
= exp

{
i〈a+Bm, t〉 − 1

2
〈BDB>t, t〉

}
,

amib®l következik az állítás. �

Az alábbi következmény karakterizálja a többdimenziós normális eloszlásokat.

6.5 Következmény. Egy X : Ω → Rd véletlen vektor akkor és csak akkor normális

eloszlású, ha minden c ∈ Rd vektor esetén a c>X véletlen változó normális eloszlású.

Bizonyítás. Ha a X véletlen vektor normális eloszlású, akkor az el®z® következmény

szerint tetsz®leges c ∈ Rd vektor esetén c>X
D
= N (c>m, c>Dc) normális eloszlású véletlen

változó.
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Fordítva: ha valamely c ∈ Rd vektor esetén a c>X véletlen változó normális eloszlású,

akkor karakterisztikus függvénye

ϕc>X(s) = exp

{
imcs−

1

2
σ2
cs

2

}
, s ∈ R,

ahol mc = E(c>X) = c> E(X) és σ2
c = Var(c>X) = c>Cov(X)c, ezért a X véletlen

vektor karakterisztikus függvénye

ϕX(t) = E(ei〈t,X〉) = E(eit
>X) = ϕt>X(1) = exp

{
it> E(X)− 1

2
t>Cov(X)t

}
= exp

{
i〈E(X), t〉 − 1

2
〈Cov(X)t, t〉

}
,

amib®l következik, hogy a X véletlen vektor normális eloszlású. �

6.6 Következmény. Legyen (X1, . . . , Xd, Y1, . . . , Y`) d + `-dimenziós normális eloszlású

véletlen vektor, és tegyük fel, hogy bármely i ∈ {1, . . . , d} és j ∈ {1, . . . , `} esetén

Cov(Xi, Yj) = 0. Ekkor (X1, . . . , Xd) és (Y1, . . . , Y`) függetlenek.

Bizonyítás. A feltételek szerint Z := (X1, . . . , Xd, Y1, . . . , Y`) szórásmátrixa

ΣZ =

[
ΣX 0

0 ΣY

]
alakú, ahol ΣX és ΣY a X := (X1, . . . , Xd), illetve Y := (Y1, . . . , Y`) szórásmátrixa. A

Z várható érték vektora mZ = (mX ,mY ) alakú, ahol mX és mY a (X1, . . . , Xd), illetve

(Y1, . . . , Y`) várható érték vektora. Így Z karakterisztikus függvénye tetsz®leges t = (u, v)

(u ∈ Rd, v ∈ R`) pontban

ϕZ(t) = exp

{
i〈mZ , t〉 −

1

2
〈ΣZt, t〉

}
= exp

{
i〈mX , u〉+ i〈mY , v〉 −

1

2
〈ΣXu, u〉 −

1

2
〈ΣY v, v〉

}
= ϕX(u)ϕY (v),

ezért X és Y függetlenek. �

6.7 Következmény. Legyenek X1, . . . , Xd független, standard normális eloszlású véletlen

változók. Az a1X1 + · · ·+ adXd és b1X1 + · · ·+ bdXd lineáris kombinációk akkor és csak

akkor függetlenek, ha az (a1, . . . , ad) és (b1, . . . , bd) vektorok mer®legesek egymásra.

Bizonyítás. A (a1X1 + · · · + adXd, b1X1 + · · · + bdXd) kétdimenziós véletlen vektor nor-

mális eloszlású, hiszen a X := (X1, . . . , Xd) standard d-dimenziós véletlen vektor lineáris

traszformáltja. Az el®z® következmény szerint az a1X1 + · · ·+ adXd és b1X1 + · · ·+ bdXd

véletlen változók akkor és csak akkor függetlenek, ha korrelálatlanok. Az a := (a1, . . . , ad),

b := (b1, . . . , bd) jelöléssel

Cov(a>X, b>X) = E
[
(a>X − E(a>X))(b>X − E(b>X))

]
= E(a>XX>b) = a> E(XX>)b = a>Cov(X)b = a>b = 〈a, b〉,

hiszen Cov(X) az egységmátrix. �
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7 Véletlen vektorok sorozatának konvergenciafajtái

7.1 De�níció. Legyenek X : Ω → Rd és Xn : Ω → Rd, n ∈ N, véletlen vektorok. Azt

mondjuk, hogy az X1, X2, . . . sorozat X-hez konvergál

• majdnem biztosan (jelölése Xn
m.b.−→ X vagy Xn → X P-m.b.), ha

P
(

lim
n→∞

Xn = X
)

= P
(
{ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)}

)
= 1;

• sztochasztikusan (jelölése Xn
P−→ X), ha bármely ε > 0 esetén

lim
n→∞

P(‖Xn −X‖ > ε) = 0;

• eloszlásban (jelölése Xn
D−→ X), ha

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)

minden olyan x ∈ R pontban, ahol FX folytonos;

• r-edik momentumban, ahol r > 0 (jelölése Xn
‖·‖r−→ X), ha

E(‖X‖r) <∞, E(‖Xn‖r) <∞, n ∈ N, és lim
n→∞

E (‖Xn −X‖r) = 0.

A majdnem biztos, sztochasztikus és r-edik momentumbeli konvergenciák kapcsolatáról

szól a következ® tétel.

7.2 Tétel. Legyenek X : Ω→ Rd és Xn : Ω→ Rd, n ∈ N, véletlen vektorok.

(i) Ha Xn
m.b.−→ X, vagy valamely r > 0 esetén Xn

‖·‖r−→ X, akkor Xn
P−→ X.

(ii) Ha Xn
‖·‖r−→ X valamely r > 0 esetén, akkor tetsz®leges s ∈ (0, r) esetén Xn

‖·‖s−→ X.

Bizonyítás. (i). Nyilván

Xn
m.b.−→ X ⇐⇒ ∀ ε > 0 P(‖Xk −X‖ > ε végtelen sok k ∈ N esetén) = 0.

(7.3)

Tetsz®leges ε > 0 esetén

{‖Xn −X‖ > ε} ⊂ An(ε) :=

{
sup
k>n
‖Xk −X‖ > ε

}
=
∞⋃
k=n

{‖Xk −X‖ > ε}.

Mivel An ↓, ezért

P(‖Xn −X‖ > ε) 6 P(An(ε))→ P

(
∞⋂
m=1

Am(ε)

)
= P

(
∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

{‖Xk −X‖ > ε}

)
= P(‖Xk −X‖ > ε végtelen sok k ∈ N esetén)
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amint n→∞, tehát ha Xn
m.b.−→ X, akkor Xn

P−→ X.

A Markov-egyenl®tlenség szerint tetsz®leges ε > 0 esetén

0 6 P(‖Xn −X‖ > ε) = P(‖Xn −X‖r > εr) 6
E (‖Xn −X‖r)

εr
,

tehát ha Xn
‖·‖r−→ X, akkor Xn

P−→ X.

(ii). A Ljapunov-egyenl®tlenség szerint tetsz®leges s ∈ (0, r) esetén

0 6 E (‖Xn −X‖s) 6 [E (‖Xn −X‖r)]
s
r ,

tehát ha Xn
‖·‖r−→ X, akkor Xn

‖·‖s−→ X. �

A határérték egyértelm¶ségér®l szól a következ® tétel.

7.4 Tétel. Ha X : Ω → Rd, Y : Ω → Rd, Xn : Ω → Rd és Yn : Ω → Rd, n ∈ N,
véletlen vektorok úgy, hogy Xn

P−→ X, Yn
P−→ Y , és Xn = Yn P-m.b. minden n ∈ N

esetén, akkor X = Y P-m.b.

Bizonyítás. Tetsz®leges ε > 0 és n ∈ N esetén

{‖Xn −X‖ 6 ε} ∩ {‖Yn − Y ‖ 6 ε} ∩ {Xn = Yn} ⊂ {‖X − Y ‖ 6 2ε},

ezért

{‖X − Y ‖ > 2ε} ⊂ {‖Xn −X‖ > ε} ∪ {‖Yn − Y ‖ > ε} ∪ {Xn 6= Yn}.

Mivel P(Xn 6= Yn) = 0, így

P(‖X − Y ‖ > 2ε) 6 P(‖Xn −X‖ > ε) + P(‖Yn − Y ‖ > ε)→ 0 amint n→∞,

tehát tetsz®leges ε > 0 esetén P(‖X − Y ‖ > 2ε) = 0. A mérték folytonossága szerint

P(‖X − Y ‖ > 0) = lim
n→∞

P

(
‖X − Y ‖ > 1

n

)
= 0,

vagyis P(‖X − Y ‖ = 0) = 1. �

A majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia további kapcsolatairól szól a következ®

tétel.

7.5 Tétel. Legyenek X : Ω→ Rd és Xn : Ω→ Rd, n ∈ N, véletlen vektorok.

(i) Xn
m.b.−→ X akkor és csak akkor, ha

∀ ε > 0 esetén lim
n→∞

P

(
sup
k>n
‖Xk −X‖ > ε

)
= 0,

azaz sup
k>n
‖Xk −X‖

P−→ 0, amint n→∞.
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(ii) P((Xn)n>1 konvergens) = 1 akkor és csak akkor, ha

∀ ε > 0 esetén lim
n→∞

P

(
sup
k>n
‖Xk −Xn‖ > ε

)
= 0,

azaz sup
k>n
‖Xk −Xn‖

P−→ 0, amint n→∞.

(iii) Ha tetsz®leges ε > 0 esetén
∞∑
k=1

P(‖Xk −X‖ > ε) <∞, akkor Xn
m.b.−→ X.

(iv) Xn
P−→ X akkor és csak akkor, ha pozitív egészek bármely n1 < n2 < . . . sorozatának

van olyan nk1 < nk2 < . . . részsorozatata, hogy Xnki

m.b.−→ X, amint i→∞.

Bizonyítás. (i). A 7.2 Tétel (i) részének bizonyítása során beláttuk, hogy tetsz®leges ε > 0

esetén

P

(
sup
k>n
‖Xk −X‖ > ε

)
→ P(‖Xk −X‖ > ε végtelen sok k ∈ N esetén),

amib®l (7.3) alapján következik az (i) állítás.

(ii). Hasonlóan bizonyítható, mint (i).

(iii). Megint (7.3) alapján (iii) következik az els® Borel�Cantelli-lemmából.

(iv). Tegyük fel, hogy Xn
P−→ X, és tekintsük pozitív egészek tetsz®leges n1 < n2 < . . .

sorozát. A sztochasztikus konvergencia de�níciója szerint tetsz®leges ε > 0 és δ > 0

számokhoz van olyan n0 ∈ N, hogy P(‖Xn−X‖ > ε) 6 δ bármely n > n0 esetén. Ezért

tetsz®leges i ∈ N számhoz van olyan ki ∈ N, hogy

P

(
‖Xnk −X‖ >

1

i

)
6

1

2i
bármely k > ki esetén.

Tehát az nk1 < nk2 < . . . részsorozatra teljesül, hogy

∞∑
i=1

P

(
‖Xnki

−X‖ > 1

i

)
6

∞∑
i=1

1

2i
<∞,

így az els® Borel�Cantelli-lemma szerint a
{
‖Xnki

−X‖ > 1
i

}
, i ∈ N, események közül 1

valószín¶séggel csak véges sok következik be, azaz 1 valószín¶séggel véges sok i ∈ N index

kivételével ‖Xnki
−X‖ < 1

i
, ezért ‖Xnki

−X‖ m.b.−→ 0, amint i→∞, amib®l Xnki

m.b.−→ X,

amint i→∞.

Megfordítva, tegyük fel, hogy Xn
P9 X. Ekkor van olyan ε > 0, hogy P(‖Xn−X‖ >

ε) 9 0, azaz megadható olyan ε0 > 0 és pozitív egészek olyan n1 < n2 < . . . sorozata,

hogy P(‖Xnk −X‖ > ε0) > ε0 minden k ∈ N esetén. Ezért tetsz®leges nk1 < nk2 < . . .

részsorozatat esetén Xnki

P9 X amint i→∞, így Xnki

m.b.9 X amint i→∞. �

Véletlen vektorok folytonos függvényének konvergenciájáról szól a következ® tétel.

7.6 Tétel. Legyenek X : Ω→ Rd, Y : Ω→ Rd, Xn : Ω→ Rd, és Yn : Ω→ Rd, n ∈ N,
véletlen vektorok és g : Rd × Rd → Rs folytonos függvény.
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(i) Ha Xn
m.b.−→ X és Yn

m.b.−→ Y , akkor g(Xn, Yn)
m.b.−→ g(X, Y ).

(ii) Ha Xn
P−→ X és Yn

P−→ Y , akkor g(Xn, Yn)
P−→ g(X, Y ).

Bizonyítás. (i). Tekintsük az

Ω1 := {ω ∈ Ω : Xn(ω)→ X(ω)} ∈ A, Ω2 := {ω ∈ Ω : Yn(ω)→ Y (ω)} ∈ A

eseményeket. A g függvény folytonossága miatt

Ω1 ∩ Ω2 ⊂ {ω ∈ Ω : g(Xn(ω), Yn(ω))→ g(X(ω), Y (ω))} ∈ A.

A feltétel szerint P(Ω1) = 1 = P(Ω2), amib®l P(Ω1 ∩ Ω2) = 1, ezért P(g(Xn, Yn) →
g(X, Y )) = 1.

(ii). Legyen n1 < n2 < . . . pozitív egészek tetsz®leges sorozata. Az Xn
P−→ X

konvergencia alapján a 7.5 Tétel (iii) pontja szerint van olyan nk1 < nk2 < . . . részsorozat,

hogy Xnki

m.b.−→ X amint i→∞. Az Yn
P−→ Y konvergencia alapján megint a 7.5 Tétel

(iii) pontja szerint ennek a részsorozatnak van olyan nki1 < nki2 < . . . részsorozata, hogy

Ynkij
m.b.−→ Y amint j → ∞. Az (i) pont szerint ebb®l g(Xnkij

, Ynkij
)

m.b.−→ g(X, Y ) amint

j → ∞. Összefoglalva: pozitív egészek tetsz®leges n1 < n2 < . . . sorozatának van olyan

nki1 < nki2 < . . . részsorozata, hogy g(Xnkij
, Ynkij

)
m.b.−→ g(X, Y ) amint j →∞, ezért újra

a 7.5 Tétel (iii) pontja szerint g(Xn, Yn)
P−→ g(X, Y ). �

A konvergencia és m¶veletek kapcsolatáról szól a következ® tétel.

7.7 Tétel. Legyenek X : Ω→ Rd, Y : Ω→ Rd, Xn : Ω→ Rd, és Yn : Ω→ Rd, n ∈ N,
véletlen vektorok.

(i) Ha Xn
m.b.−→ X és Yn

m.b.−→ Y , akkor Xn + Yn
m.b.−→ X + Y és 〈Xn, Yn〉

m.b.−→ 〈X, Y 〉.

(ii) Ha Xn
P−→ X és Yn

P−→ Y , akkor Xn + Yn
P−→ X + Y és 〈Xn, Yn〉

P−→ 〈X, Y 〉.

(iii) Ha Xn
‖·‖r−→ X és Yn

‖·‖r−→ Y valamely r > 1 esetén, akkor Xn + Yn
‖·‖r−→ X + Y .

Bizonyítás. Mivel az Rd × Rd 3 (x, y) 7→ x + y ∈ Rd és Rd × Rd 3 (x, y) 7→ 〈x, y〉 ∈ R
függvények folytonosak, így (i) és (ii) következik a 7.6 Tétel (i) és (ii) állításából.

(iii). A Minkowski-egyenl®tlenséggel

E(‖(Xn + Yn)− (X + Y )‖r) = E(‖(Xn −X) + (Yn − Y )‖r)

6
(

(E(‖Xn −X‖r))
1
r + (E(‖Yn − Y ‖r))

1
r

)r
→ 0,

amint n→∞. �

7.8 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, Γ 6= ∅ nemüres halmaz, és minden

γ ∈ Γ esetén Xγ : Ω→ Rd véletlen vektor. Azt mondjuk, hogy az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen

vektorok egyenletesen integrálhatók, ha

lim
K→∞

sup
γ∈Γ

E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K}

)
= 0.
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Ha X : Ω→ Rd integrálható véletlen vektor, akkor a majoráns konvergenciatétel alapján

limK→∞ E
(
‖X‖1{‖X‖>K}

)
= 0, tehát az X vektor egyenletesen integrálható. Fordítva, ha

az X : Ω → Rd vektor egyenletesen integrálható, akkor limK→∞ E
(
‖X‖1{‖X‖>K}

)
= 0

alapján van olyan K0 > 0, hogy E
(
‖X‖1{‖X‖>K0}

)
<∞, ezért

E(‖X‖) = E
(
‖X‖1{‖X‖6K0}

)
+ E

(
‖X‖1{‖X‖>K0}

)
6 K0 + E

(
‖X‖1{‖X‖>K0}

)
<∞,

tehát az X vektor integrálható. Hasonlóan bizonyítható, hogy ha Γ 6= ∅ nemüres véges

halmaz, és minden γ ∈ Γ esetén Xγ : Ω → Rd véletlen vektor, akkor az {Xγ : γ ∈ Γ}
véletlen vektorok egyenletes integrálhatósága azzal ekvivalens, hogy supγ∈Γ E(‖Xγ‖) < ∞.

Végtelen számosságú Γ halmaz esetén a következ® tétel szolgáltat szükséges és elégséges

feltételt.

7.9 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, Γ 6= ∅ nemüres halmaz, és minden

γ ∈ Γ esetén Xγ : Ω→ Rd véletlen vektor. Az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok akkor és

csak akkor egyenletesen integrálhatók, ha

sup
γ∈Γ

E(‖Xγ‖) <∞ (7.10)

és

lim
P(A)→0

sup
γ∈Γ

E (‖Xγ‖1A) = 0 (7.11)

(azaz tetsz®leges ε > 0 esetén van olyan δ > 0, hogy E (‖Xγ‖1A) < ε minden γ ∈ Γ és

minden olyan A ∈ A esemény esetén, melyre P(A) < δ).

Bizonyítás. Ha {Xγ : γ ∈ Γ} egyenletesen integrálhatók, akkor van olyan K0 > 0, hogy

supγ∈Γ E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K0}

)
<∞, ezért

sup
γ∈Γ

E(‖Xγ‖) = sup
γ∈Γ

(
E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖6K0}

)
+ E

(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K0}

))
6 K0 + sup

γ∈Γ
E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K0}

)
<∞,

tehát teljesül (7.10). Továbbá tetsz®leges γ ∈ Γ, A ∈ A és K > 0 esetén

E (‖Xγ‖1A) = E
(
‖Xγ‖1A∩{‖Xγ‖>K}

)
+ E

(
‖Xγ‖1A∩{‖Xγ‖6K}

)
6 E

(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K}

)
+K P(A).

A {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatósága miatt tetsz®leges ε > 0

esetén van olyan K0 > 0, hogy supγ∈Γ E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K0}

)
< ε

2
, így ha A ∈ A olyan

esemény, hogy P(A) < ε
2K0

, akkor E (‖Xγ‖1A) < ε, tehát teljesül (7.11).

Fordítva: tegyük fel, hogy teljesülnek a (7.10) és (7.11) feltételek. A (7.11) feltétel szerint

tetsz®leges ε > 0 esetén van olyan δ > 0, hogy E (‖Xγ‖1A) < ε minden γ ∈ Γ és

minden olyan A ∈ A esemény esetén, melyre P(A) < δ. Ezt {‖Xγ‖ > K}, K > 0 alakú

eseményekre szeretnénk alkalmazni. A Markov-egyenl®tlenséggel

P(‖Xγ‖ > K) 6
E(‖Xγ‖)

K
6

supγ∈Γ E(‖Xγ‖)
K

,
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tehát ha K >
supγ∈Γ E(‖Xγ‖)

δ
, akkor P(‖Xγ‖ > K) < δ, így E

(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K}

)
< ε minden

γ ∈ Γ esetén, tehát limK→∞ supγ∈Γ E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K}

)
= 0. �

A következ® tétel elégséges feltételeket tartalmaz az egyenletes integrálhatóságra.

7.12 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, Γ 6= ∅ nemüres halmaz, és minden

γ ∈ Γ esetén Xγ : Ω→ Rd, Yγ : Ω→ Rd véletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan r > 1, hogy supγ∈Γ E(‖Xγ‖r) <∞, akkor az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen

vektorok egyenletesen integrálhatók.

(ii) Ha az {Xγ : γ ∈ Γ} és {Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók,

akkor az {Xγ + Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok is egyenletesen integrálhatók.

(iii) Ha az {Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók és minden γ ∈ Γ

esetén ‖Xγ‖ 6 ‖Yγ‖ P-m.b., akkor az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok is egyenletesen

integrálhatók.

Bizonyítás. (i). Tetsz®leges γ ∈ Γ, K > 0 és ω ∈ Ω esetén

‖Xγ(ω)‖1{‖Xγ‖>K}(ω) 6 ‖Xγ(ω)‖
(
‖Xγ(ω)‖

K

)r−1

1{‖Xγ‖>K}(ω) 6
‖Xγ(ω)‖r

Kr−1
,

így

sup
γ∈Γ

E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K}

)
6

1

Kr−1
sup
γ∈Γ

E (‖Xγ‖r)→ 0,

amint K →∞, tehát az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók.

(ii). Elegend® megmutatni, hogy a 7.9 Tétel (7.10) és (7.11) feltételei teljesülnek az

{Xγ + Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorokra.

A 7.9 Tétel szerint supγ∈Γ E(‖Xγ‖) <∞ és supγ∈Γ E(‖Yγ‖) <∞, így

sup
γ∈Γ

E(‖Xγ + Yγ‖) 6 sup
γ∈Γ

E(‖Xγ‖) + sup
γ∈Γ

E(‖Yγ‖) <∞,

tehát a 7.9 Tétel (7.10) feltétele teljesül az {Xγ + Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorokra.

Tetsz®leges ε > 0 esetén újra a 7.9 Tételt alkalmazva vannak olyan δ1 > 0 és δ2 > 0

számok, hogy E (‖Xγ‖1A) < ε/2 minden γ ∈ Γ és minden olyan A ∈ A esemény esetén,

melyre P(A) < δ1, és E (‖Yγ‖1A) < ε/2 minden γ ∈ Γ és minden olyan A ∈ A esemény

esetén, melyre P(A) < δ2. Ezért E (‖Xγ + Yγ‖1A) 6 E (‖Xγ‖1A)+E (‖Yγ‖1A) < ε minden

γ ∈ Γ és minden olyan A ∈ A esemény esetén, melyre P(A) < min{δ1, δ2}, tehát a 7.9

Tétel (7.11) feltétele is teljesül az {Xγ + Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorokra.

(iii). Tetsz®leges γ ∈ Γ és K > 0 esetén ‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K} 6 ‖Yγ‖1{‖Yγ‖>K} P-m.b.,

ezért

sup
γ∈Γ

E
(
‖Xγ‖1{‖Xγ‖>K}

)
6 sup

γ∈Γ
E
(
‖Yγ‖1{‖Yγ‖>K}

)
→ 0

amint K →∞, tehát az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók. �

A következ® tétel szükséges és elégséges feltételt ad az r-edik momentumbeli konvergen-

ciára.
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7.13 Tétel. (Momentum konvergenciatétel) Legyenek X : Ω→ Rd és Xn : Ω→ Rd,

n ∈ N, véletlen vektorok, és r > 1. Ekkor Xn
‖·‖r−→ X akkor és csak akkor, ha Xn

P−→ X

és a {‖Xn‖r : n ∈ N} véletlen változók egyenletesen integrálhatók.

Bizonyítás. El®ször tegyük fel, hogy Xn
‖·‖r−→ X. Az 7.2 Tétel (i) pontja szerint ekkor

Xn
P−→ X. Továbbá tetsz®leges K > 0 és n ∈ N esetén a Minkowski-egyenl®tlenséggel

E
(
‖Xn‖r1{‖Xn‖r>K}

)
= E

(
‖Xn1{‖Xn‖r>K}‖r

)
= E

(
‖(Xn −X)1{‖Xn‖r>K} +X1{‖Xn‖r>K}‖r

)
6
((

E(‖(Xn −X)1{‖Xn‖r>K}‖r)
) 1
r +

(
E(‖X1{‖Xn‖r>K}‖r)

) 1
r

)r
6
(

(E(‖Xn −X‖r))
1
r +

(
E(‖X‖r1{‖Xn‖r>K})

) 1
r

)r
.

Mivel ‖X‖r integrálható, ezért egyenletesen integrálható, így a 7.9 Tétel szerint tetsz®leges

ε > 0 esetén van olyan δ > 0, hogy E (‖X‖r1A) < ε minden olyan A ∈ A esemény

esetén, melyre P(A) < δ. Ezt {‖Xn‖r > K}, n ∈ N, K > 0 alakú eseményekre szeretnénk

alkalmazni. Mivel

{‖Xn‖r > K} = {‖Xn‖ > K
1
r } ⊂ {‖Xn −X‖ > K

1
r /2} ∪ {‖X‖ > K

1
r /2},

ezért

P(‖Xn‖r > K) 6 P(‖Xn −X‖ > K
1
r /2) + P(‖X‖ > K

1
r /2).

A mérték folytonossága miatt van olyan K1 > 0, hogy P(‖X‖ > K
1
r /2) < δ/2 minden

K > K1 esetén. Az Xn
P−→ X konvergencia miatt van olyan n1 ∈ N, hogy P(‖Xn−X‖ >

K
1
r
1 /2) < δ/2 minden n > n1 esetén, így P(‖Xn − X‖ > K

1
r /2) < δ/2 minden

K > K1 és n > n1 esetén. Ezért P(‖Xn‖r > K) < δ minden K > K1 és n >

n1 esetén, így ekkor E
(
‖X‖r1{‖Xn‖r>K}

)
< ε. A Xn

‖·‖r−→ X konvergencia miatt van

olyan n2 ∈ N, hogy E(‖Xn − X‖r) < ε minden n > n2 esetén. Összefoglalva:

E
(
‖Xn‖r1{‖Xn‖r>K}

)
6 (ε

1
r+ε

1
r )r = 2rε minden K > K1 és n > n0 := max{n1, n2} esetén.

Az ‖X1‖r, . . . , ‖Xn0−1‖r véletlen változók egyenletesen integrálhatók, ezért van olyan K2 >

0, hogy E
(
‖Xn‖r1{‖Xn‖r>K}

)
< 2rε teljesül minden K > K2 és n = 1, . . . , n0−1 esetén.

Végül is E
(
‖Xn‖r1{‖Xn‖r>K}

)
< 2rε teljesül minden K > K0 := max{K1, K2} és n ∈ N

esetén, tehát az {‖Xn‖r : n ∈ N} véletlen változók egyenletesen integrálhatók.

Fordítva: tegyük fel, hogy Xn
P−→ X és az {‖Xn‖r : n ∈ N} véletlen változók

egyenletesen integrálhatók. El®ször megmutatjuk, hogy E(‖X‖r) <∞. Mivel az {‖Xn‖r :

n ∈ N} véletlen változók egyenletesen integrálhatók, a 7.9 Tétel szerint supn∈N E(‖Xn‖r) <
∞. Mivel az Rd 3 x 7→ ‖x‖r ∈ R függvény folytonos, így a 7.6 Tétel (ii) pontja

szerint ‖Xn‖r
P−→ ‖X‖r. Ezért a 7.5 Tétel (iii) pontja szerint van pozitív egészek olyan

n1 < n2 < . . . sorozata, hogy ‖Xnk‖r
m.b.−→ ‖X‖r, amint k → ∞. Így a Fatou-lemmával

E(‖X‖r) 6 lim infn→∞ E(‖Xn‖r) 6 supn∈N E(‖Xn‖r) <∞.

Tetsz®leges n ∈ N esetén ‖Xn −X‖r 6 (‖Xn‖+ ‖X‖)r 6 2r(‖Xn‖r + ‖X‖r), ugyanis

tetsz®leges a, b > 0 esetén a+b
2
6
(
ar+br

2

) 1
r a hatványközepek közötti egyenl®tlenség
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szerint. Ezért a 7.12 Tétel (ii) és (iii) pontjai alapján a {‖Xn − X‖r : n ∈ N} véletlen

változók egyenletesen integrálhatók, hiszen az ‖X‖ véletlen változó integrálható, és a

{‖Xn‖r : n ∈ N} véletlen változók is egyenletesen integrálhatók. Tetsz®leges n ∈ N és

ε > 0 esetén

E(‖Xn −X‖r) = E(‖Xn −X‖r1{‖Xn−X‖r6ε}) + E(‖Xn −X‖r1{‖Xn−X‖r>ε})
6 ε+ E(‖Xn −X‖r1{‖Xn−X‖r>ε}).

Az {‖Xn − X‖r : n ∈ N} véletlen változók egyenletes integrálhatósága szerint van olyan

n0 ∈ N, hogy E(‖Xn−X‖r1{‖Xn−X‖r>ε}) < ε minden n > n0 esetén. Így E(‖Xn−X‖r) <
2ε minden n > n0 esetén, tehát limn→∞ E(‖Xn −X‖r) = 0. �

7.14 De�níció. Legyenek µ, µ1, µ2, . . . valószín¶ségi mértékek az (Rd,B(Rd)) mérhet®ségi

téren.

Azt mondjuk, hogy a µ1, µ2, . . . sorozat gyengén konvergál µ-höz (jelölése: µn ⇒ µ),

ha lim
n→∞

µn(A) = µ(A) minden olyan A ∈ B(Rd) esetén, melyre µ(∂A) = 0, ahol ∂A

az A halmaz határát jelöli.

7.15 Tétel. (Portmanteau tétel) Legyenek µ, µ1, µ2, . . . valószín¶ségi mértékek az (Rd,B(Rd))

mérhet®ségi téren. A következ® állítások ekvivalensek:

(i) lim
n→∞

∫
Rd
g(y)µn(dy) =

∫
Rd
g(y)µ(dy) minden g : Rd → R korlátos, folytonos füg-

gvény esetén.

(ii) lim
n→∞

∫
Rd
g(y)µn(dy) =

∫
Rd
g(y)µ(dy) minden g : Rd → R korlátos, egyenletesen

folytonos függvény esetén.

(iii) lim sup
n→∞

µn(F ) 6 µ(F ) minden F ∈ B(Rd) zárt halmaz esetén.

(iv) lim inf
n→∞

µn(G) > µ(G) minden G ∈ B(Rd) nyitott halmaz esetén.

(v) lim
n→∞

µn(A) = µ(A) minden A ∈ B(Rd) esetén, melyre µ(∂A) = 0.

Bizonyítás. (i)=⇒(ii) triviális.

(ii)=⇒(iii). Legyen F ∈ B(Rd) zárt halmaz, és legyen minden k ∈ N esetén

gk(x) := 1−
(

%(x, F )

1 + %(x, F )

)1/k

, x ∈ Rd,

ahol %(x, F ) := inf {%(x, y) : y ∈ F}. El®ször megmutatjuk, hogy gk egyenletesen folytonos

függvény. A hk(x) := 1 −
(

x
1+x

)1/k
, x ∈ R+ függvény egyenletesen folytonos, hiszen

folytonos, és limx→∞ hk(x) = 0. Így elegend® azt belátni, hogy az Rd 3 x 7→ %(x, F )

függvény egyenletesen folytonos. Ez pedig abból következik, hogy tetsz®leges x, y ∈ Rd

esetén |%(x, F )− %(y, F )| 6 %(x, y). Ehhez azt elég ellen®rízni, hogy tetsz®leges x, y ∈ Rd
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esetén %(x, F ) 6 %(x, y)+%(y, F ). A háromszög-egyenl®tlenség szerint tetsz®leges x, y, z ∈
Rd esetén %(x, z) 6 %(x, y) + %(y, z), így

%(x, F ) = inf {%(x, z) : z ∈ F} 6 inf {%(x, y) + %(y, z) : z ∈ F}
= %(x, y) + inf {%(y, z) : z ∈ F} = %(x, y) + %(y, F ).

Tehát beláttuk, hogy gk egyenletesen folytonos függvény.

Nyilván

lim
k→∞

gk(x) =

1 ha %(x, F ) = 0,

0 ha %(x, F ) > 0,

és F zártsága miatt %(x, F ) = 0 akkor és csak akkor teljesül, ha x ∈ F . Így tetsz®leges

x ∈ E esetén 1 > gk(x) ↓ 1F (x) ha k ↑ ∞. Ezért a monoton konvergencia-tétellel és (ii)

felhasználásával

µ(F ) =

∫
Rd
1F (x)µ(dx) = lim

k→∞

∫
Rd
gk(x)µ(dx) = lim

k→∞
lim
n→∞

∫
Rd
gk(x)µn(dx).

Nyilván tetsz®leges k, n ∈ N esetén gk > 1F miatt
∫
Rd gk(x)µn(dx) >

∫
Rd 1F (x)µn(dx),

így limn→∞
∫
Rd gk(x)µn(dx) > lim supn→∞

∫
Rd 1F (x)µn(dx) = lim supn→∞ µn(F ), tehát

µ(F ) > lim supn→∞ µn(F ), azaz teljesül (iii).

(iii)⇐⇒(iv) triviális a komplementerre való áttéréssel.

(iv)=⇒(v). Jelölje A− és A◦ az A halmaz lezártját, illetve belsejét. Mivel már

beláttuk, hogy (iv)=⇒(iii), így

lim sup
n→∞

µn(A) 6 lim sup
n→∞

µn(A−) 6 µ(A−).

Az A− = A ∪ (A− \ A) diszjunkt felbontás alapján µ(A−) = µ(A) + µ(A− \ A), ahol

A− \ A ⊂ ∂A miatt µ(A− \ A) 6 µ(∂A) = 0, tehát lim supn→∞ µn(A) 6 µ(A).

Továbbá (iv) felhasználásával

lim inf
n→∞

µn(A) > lim inf
n→∞

µn(A◦) > µ(A◦).

Az A = A◦ ∪ (A \ A◦) diszjunkt felbontás alapján µ(A) = µ(A◦) + µ(A \ A◦), ahol

A \ A◦ ⊂ ∂A miatt µ(A \ A◦) 6 µ(∂A) = 0, így lim infn→∞ µn(A) > µ(A), tehát

következik (v).

(v)=⇒(i). Legyen g : Rd → R korlátos, folytonos függvény. Legyen K > 0 olyan, hogy

sup
x∈E
|g(x)| < K. Legyen

D :=
{
t ∈ R : µ

{
x ∈ Rd : g(x) = t

}
> 0
}
.

Mivel F (t) := µ
{
x ∈ Rd : g(x) < t

}
, t ∈ R monoton növekv® függvény, és D éppen azon

t ∈ R pontok halmaza, ahol F nem folytonos, így D megszámlálható halmaz. Tekintsük

a [−K,K] intervallumnak egy olyan −K = t0 < t1 < . . . < tk = K beosztását, melyre

tj 6∈ D, j = 1, . . . , k. Jelölje j = 1, . . . , k esetén Bj := {x ∈ Rd : tj−1 6 g(x) < tj}.
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Ekkor Rd =
⋃k
j=1Bj diszjunkt felbontás. Mivel {x ∈ Rd : tj−1 < g(x) < tj} nyitott

halmaz, így

∂Bj ⊂ {x ∈ Rd : g(x) = tj−1 vagy g(x) = tj},

ezért tj−1, tj 6∈ D miatt µ(∂Bj) = 0, így (v) felhasználásával limn→∞ µn(Bj) = µ(Bj)

teljesül minden j = 1, . . . , k esetén. Továbbá∣∣∣∣∫
Rd
g(x)µn(dx)−

∫
Rd
g(x)µ(dx)

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣
∫
Rd
g(x)µn(dx)−

k∑
j=1

tjµn(Bj)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

tjµn(Bj)−
k∑
j=1

tjµ(Bj)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

tjµ(Bj)−
∫
E

g(x)µ(dx)

∣∣∣∣∣
6

k∑
j=1

∫
Bj

|g(x)− tj|µn(dx) +

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

tjµn(Bj)−
k∑
j=1

tjµ(Bj)

∣∣∣∣∣+
k∑
j=1

∫
Bj

|tj − g(x)|µ(dx)

6 2 max
16j6k

(tj − tj−1) +

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

tjµn(Bj)−
k∑
j=1

tjµ(Bj)

∣∣∣∣∣ ,
ezért

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
Rd
g(x)µn(dx)−

∫
Rd
g(x)µ(dx)

∣∣∣∣ 6 2 max
16j6k

(tj − tj−1),

ami tetsz®legesen kicsivé tehet®. �

Az eloszlásbeli és gyenge konvergencia kapcsolatáról szól a következ® tétel.

7.16 Tétel. Legyenek X,X1, X2, . . . d-dimenziós véletlen vektorok.

A következ® állítások ekvivalensek:

(i) Xn
D−→ X

(ii) PXn ⇒ PX

(iii) lim
n→∞

E(g(Xn)) = E(g(X)) minden g : Rd → R korlátos, folytonos függvény esetén.

(iv) lim
n→∞

E(g(Xn)) = E(g(X)) minden g : Rd → R korlátos, egyenletesen folytonos

függvény esetén.

(v) lim sup
n→∞

P(Xn ∈ F ) 6 P(X ∈ F ) minden F ∈ B(Rd) zárt halmazra.

(vi) lim inf
n→∞

P(Xn ∈ G) > P(X ∈ G) minden G ∈ B(Rd) nyitott halmazra.

(vii) lim
n→∞

P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A) minden olyan A ∈ B(Rd) esetén, melyre P(X ∈
∂A) = 0.
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Bizonyítás. A Portmanteau tétel alapján elegend® az (i)=⇒(vi) és (ii)=⇒(i) állításokat

bizonyítani. Csak a d = 1 esetben bizonyítunk.

(i)=⇒(vi). Ha G ⊂ R nyitott halmaz, akkor el®áll diszjunkt, nyitott intervallumok

megszámlálható uniójaként: G =
⋃
k Ik, ahol Ik = (ak, bk) ⊂ R, k ∈ N. Legyen ε > 0.

Ekkor léteznek olyan I ′k = [a′k, b
′
k) ⊂ R, k ∈ N intervallumok, hogy FX folytonos az a′k,

b′k pontokban, és µ(Ik) 6 µ(I ′k) + ε2−k, k ∈ N (hiszen egyrészt FX monoton növekv®

függvény, így megszámlálható sok pont kivételével folytonos, másrészt használhatjuk a µ

mérték folytonosságát). A Fatou-lemma alkalmazásával

lim inf
n→∞

µn(G) = lim inf
n→∞

∞∑
k=1

µn(Ik) >
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

µn(Ik) >
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

µn(I ′k).

Viszont tetsz®leges k ∈ N esetén µn(I ′k) = FXn(b′k)−FXn(a′k)→ FX(b′k)−FX(a′k) = µ(I ′k),

így

lim inf
n→∞

µn(G) >
∞∑
k=1

µ(I ′k) >
∞∑
k=1

(
µ(Ik)− ε2−k

)
= µ(G)− ε.

Mivel ε > 0 tetsz®legesen választható, így lim infn→∞ µn(G) > µ(G) tetsz®leges G ⊂ R
nyitott halmaz esetén, ezért µn ⇒ µ.

(ii)=⇒(i) nyilvánvaló, hiszen ha x ∈ R és Ax := (−∞, x], akkor ∂Ax = {x} miatt ha

az FX függvény folytonos az x pontban, akkor µ(∂Ax) = 0, így (ii) felhasználásával

lim
n→∞

FXn(x) = lim
n→∞

P(Xn 6 x) = lim
n→∞

µn(Ax) = µ(Ax) = FX(x),

tehát következik (i). �

7.17 Tétel. (Folytonossági tétel) Legyenek Xn : Ω→ Rd, n ∈ N véletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan X : Ω → Rd véletlen vektor, hogy Xn
D−→ X, akkor ϕXn → ϕX

minden korlátos intervallumon egyenletesen.

(ii) Ha tetsz®leges t ∈ Rd esetén létezik limn→∞ ϕXn(t) =: g(t), és g folytonos a

0 ∈ Rd pontban, akkor létezik olyan X : Ω → Rd véletlen vektor, hogy ϕX = g, és

Xn
D−→ X.

Bizonyítás.

�
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8 Feltételes valószín¶ség, feltételes várható érték

Ha (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és B ∈ A olyan esemény, melyre P(B) > 0, akkor

tetsz®leges A ∈ A esemény esetén de�niálható a

P(A |B) :=
P(A ∩B)

P(B)

feltételes valószín¶ség. De ha például X és Y véletlen változók, és X abszolút folytonos,

akkor P(Y 6 b |X = a) nem de�niálható a fenti módon, mert P(X = a) = 0 minden

a ∈ R esetén.

A P(A |B) ismerete még nem írja le az összes információt, melyet a B eseményre

vonatkozó meg�gyelés ad az A eseményre vonatkozóan; ehhez még P(A |B) is hozzá

tartozik. Általánosabban: ha {Bn}∞n=1 olyan teljes eseményrendszer, melyre P(Bn) > 0

minden n ∈ N esetén, akkor egy A eseményre vonatkozó teljes informácót a {P(A |Bn)}∞n=1

feltételes valószín¶ségek írják le. Hogyan lehetne ezt az információt úgy megadni, hogy ne

kelljen hozzá a P(Bn) > 0, n ∈ N feltétel? Tekintsük a következ® módon de�niált

f : Ω→ R lépcs®s függvényt:

f(ω) :=
∞∑
n=1

P(A |Bn)1Bn(ω).

Ez nyilván véletlen változó, s®t, még a {Bn}∞n=1 események által generált F σ-algebrára

nézve is mérhet®. Az F σ-algebra éppen a {Bn}∞n=1 eseményekb®l képezett összes megszám-

lálható unióból áll. Az f véletlen változót egyértelm¶en meghatározzák az {E(f1B) : B ∈
F} várható értékek. Továbbá ha B ∈ F , akkor tetsz®leges n ∈ N esetén vagy Bn ⊂ B,

vagy pedig Bn ∩B = ∅, ezért

E(f1B) =
∞∑
n=1

E(f1B1Bn) =
∞∑
n=1

P(A |Bn) P(B ∩Bn)

=
∑

{n:Bn⊂B}

P(A ∩Bn) = P(A ∩B) = E(1A1B).

Tehát az f : Ω→ R véletlen változót egyértelm¶en meghatározza a következ® két tulajdon-

ság: F -mérhet®, és minden B ∈ F esetén E(f1B) = E(1A1B). Ilyen f függvény olyan

{Bn}∞n=1 teljes eseményrendszer esetén is létezik, melynél nem feltétlenül teljesül P(Bn) > 0

minden n ∈ N esetén, de ekkor f nem lesz egyértelm¶en meghatározott, csak F -mérhet®

P-nullmérték¶ halmaz erejéig.

Hasonló gondolatmenetet érvényes a feltételes várható értékre is. Legyen X : Ω → R
véletlen változó, melyre E(|X|) <∞. Ha B ∈ A olyan esemény, melyre P(B) > 0, akkor

de�niálható a

E(X |B) :=

∫
Ω

X(ω) dQB(dω) =
1

P(B)
E(X1B)

feltételes várható érték, ahol a QB : A → [0, 1], QB(A) := P(A |B) halmazfüggvény

valószín¶ségi mérték. Ha {Bn}∞n=1 olyan teljes eseményrendszer, melyre P(Bn) > 0 minden
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n ∈ N esetén, akkor az X véletlen változó várható értékére vonatkozó teljes informácót a

{E(X |Bn)}∞n=1 feltételes várható értékek írják le. Ennek az információnak a megadásához

tekintsük a következ® módon de�niált g : Ω→ R lépcs®s függvényt:

g(ω) :=
∞∑
n=1

E(X |Bn)1Bn(ω).

Ez is nyilván véletlen változó, és még a {Bn}∞n=1 események által generált F σ-algebrára

nézve is mérhet®. A g véletlen változót egyértelm¶en meghatározzák az {E(g1B) : B ∈ F}
várható értékek. Továbbá ha B ∈ F , akkor tetsz®leges n ∈ N esetén vagy Bn ⊂ B, vagy

pedig Bn ∩B = ∅, ezért

E(g1B) =
∞∑
n=1

E(g1B1Bn) =
∞∑
n=1

E(X |Bn) P(B ∩Bn)

=
∑

{n:Bn⊂B}

E(X1Bn) = E(X1B).

Tehát a g : Ω→ R véletlen változót egyértelm¶en meghatározza a következ® két tulajdon-

ság: F -mérhet®, és minden B ∈ F esetén E(g1B) = E(X1B).

8.1 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂ A rész-σ-algebra, és X : Ω→
R olyan véletlen változó, melyre E(|X|) <∞. Azt mondjuk, hogy a XF : Ω→ R véletlen

változó a X feltételes várható értéke az F feltételre nézve, ha

(i) XF F-mérhet®, E(|XF |) <∞,

(ii) minden A ∈ F esetén E(XF1A) = E(X1A).

8.2 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂ A rész-σ-algebra, X : Ω → R
olyan véletlen változó, melyre E(|X|) < ∞. Ekkor létezik XF : Ω → R feltételes várható

érték, mely P-m.b. egyértelm¶en meghatározott.

Els® bizonyítás. Legyen A ∈ F esetén QF(A) := E(X1A). Ekkor QF véges, σ-additív

halmazfüggvény az (Ω,F) mérhet®ségi téren. Tekintsük a P valószín¶ségi mérték PF

megszorítását is az (Ω,F) mérhet®ségi térre. Ekkor QF � PF (azaz QF abszolút

folytonos PF -re nézve, vagyis ha A ∈ F olyan, hogy PF(A) = 0, akkor QF(A) = 0).

Ezért a Radon-Nikodym�tétel alapján létezik olyan P-m.b. egyértelm¶en meghatározott

F -mérhet® XF : Ω→ R függvény, melyre tetsz®leges A ∈ F esetén QF(A) =
∫
A
XF d P,

vagyis E(XF1A) = E(X1A).

Második bizonyítás. Jelölje (rögzített F esetén) H azon X : Ω → R véletlen

változók halmazát, melyekre E(|X|) < ∞, és melyekhez létezik XF : Ω → R feltételes

várható érték. Jelölje H+ a H-beli nemnegatív véletlen változók halmazát.

El®ször belátjuk, hogy H tartalmazza az összes korlátos véletlen változót. Ha X

korlátos, akkor X ∈ L2(Ω,A,P). Nyilván L2(Ω,F ,P) egy zárt altere az L2(Ω,A,P)

Hilbert-térnek. Jelölje XF a X mer®leges vetületét az L2(Ω,F ,P) altérre. Ez nyilván
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F -mérhet®. Tetsz®leges A ∈ F esetén 1A ∈ L2(Ω,F ,P), ezért XF − X ⊥ L2(Ω,F ,P)

miatt 〈XF −X,1A〉 = 0, így

E(XF1A) =

∫
XF1A d P = 〈XF ,1A〉 = 〈X,1A〉 = E(X1A).

Tehát XF a X-nek egy feltételes várható értéke F -re nézve.
Legyen {Xn}∞n=1 ⊂ H+ egy monoton növekv® sorozat. Jelölje minden n ∈ N esetén

Xn,F a Xn egy feltételes várható értékét F -re nézve. Ekkor tetsz®leges n ∈ N esetén

0 6 Xn,F 6 Xn+1,F teljesül P-m.b., ezért minden n ∈ N esetén létezik a Xn-nek olyan

X̃n,F feltételes várható értéke F -re nézve, hogy a {X̃n,F}∞n=1 sorozat is monoton növekv®.

Jelölje X := limn→∞Xn, és tegyük fel, hogy X ∈ H+. Jelölje XF := limn→∞ X̃n,F . Ekkor

XF nyilván F -mérhet®, és tetsz®leges A ∈ A esetén

E(XF1A) = lim
n→∞

E(X̃n,F1A) = lim
n→∞

E(Xn1A) = E(X1A),

tehát XF a X-nek egy feltételes várható értéke F -re nézve. Mivel H tartalmazza

az összes korlátos véletlen változót, így az el®z® konstrukció alapján H+ tartalmazza az

összes P-integrálható nemnegatív véletlen változót. Ezért H nyilván tartalmazza az összes

P-integrálható véletlen változót.

A XA : Ω→ R véletlen változó P-m.b. egyértelm¶en meghatározott. �

8.3 De�níció. Az 8.2 Tétel alapján létez® XF véletlen változó P szerinti ekvivalencia-

osztályát, és ennek egy tetsz®leges reprezentánsát is E(X | F) fogja jelölni.

8.4 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂ A rész-σ-algebra.

(i) Ha E(|X|) <∞, E(|Y |) <∞ és X 6 Y P-m.b., akkor E(X | F) 6 E(Y | F).

(ii) Ha E(|X|) <∞, akkor |E(X | F)| 6 E(|X| | F).

(iii) Ha E(|X|) <∞, akkor E(X | A) = X.

(iv) Ha X F-mérhet® és E(|X|) <∞, akkor E(X | F) = X.

(v) Ha E(|X|) <∞, akkor E[E(X | F)] = E(X).

(vi) Ha E(|X|) <∞ és X független F-t®l, akkor E(X | F) = E(X).

(vii) Toronyszabály: ha E(|X|) <∞ és G ⊆ F rész-σ-algebra, akkor

E[E(X | F) | G] = E[E(X | G) | F ] = E(X | G).

(viii) Ha E(|X|) <∞ és E(|Y |) <∞, akkor tetsz®leges a, b ∈ R esetén

E(aX + bY | F) = aE(X | F) + bE(Y | F).

(ix) Ha E(|X|) <∞, E(|Y |) <∞, E(|XY |) <∞ és Y F�mérhet®, akkor E(XY | F) =

Y E(X | F).
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(x) Ha X1, X2, . . . P-integrálhatók, Xn ↑ X P-m.b. és X is P-integrálható, akkor

E(Xn | F) ↑ E(X | F) P-m.b.

(xi) Ha X1, X2, . . . P-integrálhatók, ∀n ∈ N esetén Xn > 0 P-m.b., és E
(∣∣∣lim inf

n→∞
Xn

∣∣∣) <
∞, akkor E

(
lim inf
n→∞

Xn | F
)
6 lim inf

n→∞
E(Xn | F).

(xii) Ha Xn
m.b.−→ X, és létezik olyan Y P-integrálható véletlen változó, hogy minden n ∈ N

esetén |Xn| 6 Y P-m.b., akkor E(Xn | F)
m.b.−→ E(X | F), és E(|Xn−X| | F)

m.b.−→ 0.

(xiii) Ha X1, X2, . . . P-integrálhatók, ∀n ∈ N esetén Xn > 0 P-m.b., és
∞∑
n=1

Xn is

P-integrálható, akkor E

(
∞∑
n=1

Xn | F
)

=
∞∑
n=1

E(Xn | F).

Bizonyítás. (i). Tetsz®leges A ∈ A esetén

E [E(Y | F)− E(X | F)] = E(Y 1A)− E(X1A) = E((Y −X)1A) > 0,

amib®l következik az állítás.

(ii). Következik (i)-b®l, hiszen −|X| 6 X 6 |X| alapján

E(−|X| | F) 6 E(X | F) 6 E(|X| | F),

és E(−|X| | F) = −E(|X| | F).

(iii) következik a de�nícióból, ugyanis X A-mérhet®, integrálható, és a de�níció (ii)

tulajdonsága triviálisan teljesül.

(iv) hasonlóan következik a de�nícióból.

(v). Az Ω ∈ F eseményre a de�níció alapján teljesül

E[E(X | F)] = E[E(X | F)1Ω] = E(X1Ω) = E(X).

(vi). Nyilván a konstans E(X) függvény F -mérhet®, és a függetlenség miatt tetsz®leges

A ∈ F esetén a X és 1A véletlen változók függetlenek, ezért E[E(X)1A] = E(X) E(1A) =

E(X1A).

(vii). Nyilván E(X | G) G-mérhet®, és tetsz®leges A ∈ G esetén A ∈ F is teljesül,

ezért

E[E(X | G)1A] = E[X1A] = E[E(X | F)1A].

(viii). Nyilván aE(X | F) + bE(Y | F) F -mérhet®, és tetsz®leges A ∈ F esetén

E [(aE(X | F) + bE(Y | F))1A] = aE [E(X | F)1A] + bE [E(Y | F)1A]

= aE [X1A] + bE [Y 1A] = E [(aX + bY )1A] .

(ix). Nyilván Y E(X | F) F -mérhet®. Ha Y egy F -mérhet® indikátorváltozó, azaz

Y = 1B, ahol B ∈ F , akkor XY = X1B is P-integrálható. Tetsz®leges A ∈ F esetén

E [Y E(X | F)1A] = E [1B E(X | F)1A] = E [E(X | F)1A∩B] = E [X1A∩B] = E [Y X1A] ,
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így ekkor teljesül E(XY | F) = Y E(X | F). Nyilván ez teljesül F -mérhet® indikátorvál-

tozók véges, lineáris kombinációira is. Ha Y > 0 P-integrálható és F -mérhet®, akkor

létezik F -mérhet® indikátorváltozók véges, lineáris kombinációinak {Yn}∞n=1 monoton

növekv® sorozata úgy, hogy minden n ∈ N esetén Yn > 0, és limn→∞ Yn = Y . Ha

még az is teljesül, hogy X > 0, akkor tetsz®leges A ∈ F esetén

E [Y E(X | F)1A] = E
[
( lim
n→∞

Yn) E(X | F)1A

]
= lim

n→∞
E [Yn E(X | F)1A]

= lim
n→∞

E [YnX1A] = E
[
( lim
n→∞

Yn)X1A

]
= E [Y X1A] ,

ezért ekkor is teljesül E(XY | F) = Y E(X | F). Végül a XY = X+Y +−X+Y −−X−Y + +

X−Y − felbontás alapján kapjuk az általános esetet.

(x). Nyilván limn→∞ E(X | F) F -mérhet®, és tetsz®leges A ∈ F esetén

E[ lim
n→∞

E(Xn | F)1A] = lim
n→∞

E[E(Xn | F)1A] = lim
n→∞

E[Xn1A] = E[X1A].

(xi). Nyilván (i) alapján tetsz®leges m ∈ N esetén E(infn>mXn | F) 6 infn>m E(Xn | F).

Az Ym := infn>mXn, m ∈ N sorozatra alkalmazva (x)-et azt kapjuk, hogy

lim
m→∞

E( inf
n>m

Xn | F) = E( lim
m→∞

inf
n>m

Xn | F) = E(lim inf
n→∞

Xn | F),

ezért

E(lim inf
n→∞

Xn | F) 6 lim
m→∞

inf
n>m

E(Xn | F) 6 lim inf
n→∞

E(Xn | F).

(xii). Nyilván elég a második állítást bizonyítani, hiszen

|E(Xn | F)− E(X | F)| = |E(Xn −X | F)| 6 E(|Xn −X| | F).

A Zn := supm>n |Xm −X|, n ∈ N sorozatra Zn ↓ 0 és minden n ∈ N esetén Zn > 0,

ezért (x) alapján E(Zn | F) ↓ 0 P-m.b. Mivel minden n ∈ N esetén 0 6 |Xn −X| 6 Zn,

ezért E(|Xn −X| | F) ↓ 0 P-m.b.

(xiii) következik (x)-b®l. �

8.5 Tétel. (Feltételes Jensen-egyenl®tlenség) Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®,

F ⊂ A rész-σ-algebra, és X = (X1, . . . , Xd) : Ω→ Rd véletlen vektor, melyre E(‖X‖) <
∞.

(i) Ha K ⊂ Rd konvex, zárt és X ∈ K m.b., akkor

E(X | F) := (E(X1 | F), . . . ,E(Xd | F)) ∈ K m.b.

(ii) Ha g : Rd → R konvex és E(|g(X)|) <∞, akkor g(E(X | F)) 6 E(g(X) | F).

8.6 Lemma. Legyen K ⊂ Rd konvex, zárt, és x ∈ Rd esetén jelölje hK(x) az x-hez

legközelebbi K-beli pontot (mely K konvexsége és zártsága miatt létezik és egyértelm¶).

Ekkor tetsz®leges x ∈ Rd és y ∈ K esetén

x>(x− hK(x)) > hK(x)>(x− hK(x)) > y>(x− hK(x)),

és az els® egyenl®tlenségnél egyenl®ség akkor és csak akkor teljesül, ha x ∈ K.
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Bizonyítás. Az els® egyenl®tlenség azzal ekvivalens, hogy

(x− hK(x))>(x− hK(x)) = ‖x− hK(x)‖2 > 0,

és egyenl®ség akkor és csak akkor teljesül, ha hK(x) = x, ami K zártsága miatt azzal

ekvivalens, hogy x ∈ K.

A második egyenl®tlenség bizonyításához induljunk ki abból, hogy a hK : Rd → K

függvény de�níciója és K konvexitása alapján a

[0, 1] 3 t 7→ ‖x− [(1− t)hK(x) + ty]‖2

függvény monoton növekv® a [0, 1] intervallumon, ezért a deriváltja nemnegatív a (0, 1)

intervallumon. Mivel

‖x− [(1− t)hK(x) + ty]‖2 = ‖(x− hK(x))− t(y − hK(x))‖2

= ‖x− hK(x)‖2 − 2t(y − hK(x))>(x− g(x)) + t2‖y − hK(x)‖2,

így −2(y − hK(x))>(x − hK(x)) + 2t‖y − g(x)‖2 > 0 minden t ∈ (0, 1) esetén, amib®l

következik −2(y− hK(x))>(x− hK(x)) > 0, így megkaptuk a második egyenl®tlenséget. �

A feltételes Jensen-egyenl®tlenség bizonyítása. (i) Tetsz®leges ω ∈ Ω esetén alka-

lmazzuk az el®z® Lemmát x = E(X | F)(ω) és y = X(ω) szereposztással. Mivel X ∈ K
m.b., azt kapjuk, hogy

E(X | F)(ω)>[E(X | F)(ω)− hK(E(X | F)(ω))]

> hK(E(X | F)(ω))>[E(X | F)(ω)− hK(E(X | F)(ω))]

> X(ω)>[E(X | F)(ω)− hK(E(X | F)(ω))] m.b.

Feltételes várható értéket véve az F rész-σ-algebrára azt kapjuk, hogy

E(X | F)(ω)>[E(X | F)(ω)− hK(E(X | F)(ω))]

> hK(E(X | F)(ω))>[E(X | F)(ω)− hK(E(X | F)(ω))]

> E(X | F)(ω)>[E(X | F)(ω)− hK(E(X | F)(ω))] m.b.

Mivel az els® és harmadik kifejezés megyegyezik, így mindkét helyen egyenl®ség van, ezért

az el®z® Lemma szerint E(X | F) ∈ K m.b.

(ii) Tekintsük a

K := {(x, y) ∈ Rd+1 : x ∈ Rd, y ∈ [g(x),∞)} ⊂ Rd+1

zárt, konvex halmazt. Mivel (X, g(X)) ∈ K m.b., E(|X|) < ∞ és E(|g(X)|) < ∞, így

(i) alapján (E(X | F),E(g(X) | F)) ∈ K m.b., ezért K de�níciója szerint E(g(X) | F) >

g(E(X | F)) m.b. �

8.7 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és F ⊂ A rész-σ-algebra. Egy A ∈ A
eseménynek a feltételes valószín¶sége az F feltételre nézve P(A | F) := E(1A | F).
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8.8 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, X : Ω → R olyan véletlen változó,

melyre E(|X|) < ∞, és Y : Ω → Rd véletlen vektor. Ekkor a X feltételes várható

értéke az Y -ra nézve E(X |Y ) := E(X |σ(Y )).

8.9 Lemma. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, X : Ω → R olyan véletlen változó,

melyre E(|X|) < ∞, és Y : Ω → Rd véletlen vektor. Ekkor létezik olyan f : Rd → R
mérhet® függvény, hogy E(X |Y ) = f(Y ). Ez az a PY -m.b. egyértelm¶en meghatározott

f : Rd → R mérhet® függvény, melyre tetsz®leges B ∈ B(Rd) esetén teljesül∫
B

f(y) PY (dy) = E(X1Y −1(B)),

ahol PY az Y eloszlását jelöli, azaz minden B ∈ B(Rd) esetén PY (B) := P(Y ∈ B).

Bizonyítás. Az (Rd,B(Rd)) mérhet®ségi téren PY valószín¶ségi mérték. Legyen továbbá

minden B ∈ B(Rd) esetén Q(B) := E(X1Y −1(B)). Ez véges, σ-additív halmazfüggvény

az (Rd,B(Rd)) mérhet®ségi téren, és Q � PY , ezért a Radon-Nikodym-tétel alapján

létezik olyan PY -m.b. egyértelm¶en meghatározott f̃ : X → R mérhet® függvény, melyre

tetsz®leges B ∈ B(Rd) esetén Q(B) =
∫
B
f̃ d PY , ezért

E(X1Y −1(B)) = Q(B) =

∫
B

f̃ d PY =

∫
Y −1(B)

f̃ ◦ Y d P = E(f̃(Y )1Y −1(B)).

Mivel σ(Y ) = {Y −1(B) : B ∈ B(Rd)}, így tetsz®leges A ∈ σ(Y ) esetén E(X1A) =

E(f̃(Y )1A). Nyilván f̃ ◦ Y σ(Y )-mérhet®, így E(X |Y ) = f̃(Y ). Ha pedig valamely

f : Rd → R mérhet® függvény esetén E(X |Y ) = f(Y ), akkor minden A ∈ σ(Y ) esetén

teljesül E(X1A) = E(f(Y )1A), így minden B ∈ B(Rd) esetén teljesül E(X1Y −1(B)) =

E(f(Y )1Y −1(B)), amib®l következik Q(B) =
∫
B
f d PY , ezért f = f̃ PY -m.m. �

8.10 Jelölés. Az 8.9 Lemma alapján létez® f függvény PY szerinti ekvivalencia-osztályát,

és ennek egy tetsz®leges reprezentánsát is E(X |Y = y) fogja jelölni.

8.11 Tétel. Legyen (Ω,F ,P) valószín¶ségi mez®, X : Ω → R olyan véletlen változó,

melyre E(|X|) <∞, és Y : Ω→ Rd véletlen vektor.

(i) Ha g : Rd → R olyan mérhet® függvény, hogy E(|Xg(Y )|) <∞, akkor E(Xg(Y ) |Y =

y) = g(y) E(X |Y = y).

(ii) Ha X és Y függetlenek, és g : R × Rd → R olyan mérhet® függvény, hogy

E(|g(X, Y )|) < ∞, akkor E(g(X, Y ) |Y = y) = E(g(X, y)) és E(g(X, Y ) |Y ) =

E(g(X, c))
∣∣
c=Y

.

(iii) Ha g : R × Rd → R olyan mérhet® függvény, hogy E(|g(X, Y )|) < ∞, akkor

E(g(X, Y ) |Y ) = E(g(X, c) |Y )
∣∣
c=Y

.
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Bizonyítás. (i) következik a 8.4 Tétel (ix) pontjából.

(ii). Elég azt bizonyítani, hogy az állítás teljesül indikátorfüggvényekre, azaz amikor

g = 1A valamely A ∈ B(R)×B(Rd) esetén, ugyanis ebb®l már levezethet® az állítás a 8.4

Tétel (ix) pontjánál használt gondolatmenettel. Tehát elég azt bizonyítani, hogy tetsz®leges

A ∈ B(R)× B(Rd) esetén

E(1A(X, Y ) |Y = y) = E(1A(X, y)).

Az 8.4 Tétel (xiii) pontja alapján azok a B(R) × B(Rd)-beli halmazok, melyekre teljesül

ez az állítás, σ-algebrát alkotnak, és a fenti egyenlet mindkét oldala valószín¶ségi mértéket

de�niál az (R× Rd,B(R)× B(Rd)) mérhet®ségi téren, ezért a mértékek kiterjesztési tétele

alapján elég az állítást egy olyan halmazalgebrára belátni, mely generálja a B(R)× B(Rd)

σ-algebrát. Egy ilyen halmazalgebrát alkotnak a C ×D (C ∈ B(R), D ∈ B(Rd)) alakú

halmazok diszjunkt, véges uniói. Ezért elég azt belátni, hogy az állítás teljesül azokra a

g = 1C×D indikátorfüggvényekre, ahol C ∈ B(R), D ∈ B(Rd). Ez pedig azért igaz, mert

az

y 7→ E(1C×D(X, y)) = E [1C(X)1D(y)] = P(X ∈ C)1D(y)

függvény mérhet®, és tetsz®leges B ∈ B(Rd) esetén teljesül∫
B

E(1C×D(X, y)) PY (dy) = E(1C×D(X, Y )1Y −1(B)),

hiszen a baloldal∫
B

E(1C(X)1D(y)) PY (dy) =

∫
B∩D

E(1C(X)) PY (dy) = P(X ∈ C) P(Y ∈ B ∩D),

a jobboldal pedig

E(1C(X)1B∩D(Y )) = P(X ∈ C, Y ∈ B ∩D).

A (iii) állítás hasonlóan bizonyítható. �

8.12 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és Y : Ω → Rd véletlen elem.

Egy A ∈ A eseménynek a feltételes valószín¶sége az Y -ra nézve P(A |Y = y) :=

E(1A |Y = y).

8.13 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (X, Y ) : Ω→ R2 abszolút folytonos

véletlen vektor. Jelölje (X, Y ) s¶r¶ségfüggvényét fX,Y . De�niáljuk az fX|Y : R2 → [0,∞)

függvényt a következ® módon:

fX|Y (x|y) :=


fX,Y (x, y)

fY (y)
ha fY (y) 6= 0,

h(x) ha fY (y) = 0,

ahol fY az Y s¶r¶ségfüggvénye, és h : R → [0,∞) tetsz®leges s¶r¶ségfüggvény. Ekkor

érvényesek a következ® állítások:
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(i) Bármely y ∈ R esetén az x 7→ fX|Y (x|y) függvény s¶r¶ségfüggvény.

(ii) Bármely A ∈ B(R) esetén P(X ∈ A |Y = y) =
∫
A
fX|Y (x|y) dx.

(iii) Ha g : R → R olyan Borel-mérhet® függvény, melyre E(|g(X)|) < ∞, akkor

E(g(X) |Y = y) =
∫∞
−∞ g(x)fX|Y (x|y) dx.

Bizonyítás. (i) következik abból, hogy fY (y) =
∫∞
−∞ fX,Y (x, y) dx.

(ii) speciális esete (iii)-nak a g = 1A függvénnyel.

(iii). Nyilván y 7→
∫∞
−∞ g(x)fX|Y (x|y) dx mérhet®. Továbbá minden B ∈ B(R) esetén

teljesül ∫
B

(∫ ∞
−∞

g(x)fX|Y (x|y) dx

)
PY (dy) =

∫
B

(∫ ∞
−∞

g(x)fX|Y (x|y) dx

)
fY (y) dy

=

∫
B

(∫ ∞
−∞

g(x)fX,Y (x, y) dx

)
dy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g(x)1B(y)fX,Y (x, y) dx dy

= E(g(X)1B(Y )) = E(g(X)1Y −1(B)).

�

8.14 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (X, Y ) : Ω → R2 abszolút

folytonos valószín¶ségi változó. Az 8.13 Tételben de�niált fX|Y függvényt a X-nek Y -ra

vonatkozó feltételes s¶r¶ségfüggvényének nevezzük.

8.15 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és Y : Ω → R abszolút folytonos

véletlen változó. Jelölje Y s¶r¶ségfüggvényét fY . Ekkor érvényesek a következ® állítások:

(i) Teljes valószín¶ség tétele: tetsz®leges A ∈ A eseményre teljesül

P(A) =

∫ ∞
−∞

P(A |Y = y)fY (y) dy.

(ii) Teljes várható érték tétele: ha X : Ω→ R olyan véletlen változó, hogy E(|X|) <
∞, akkor

E(X) =

∫ ∞
−∞

E(X |Y = y)fY (y) dy.

Bizonyítás. (i) speciális esete (ii)-nek a X = 1A indikátorfüggvénnyel.

(ii) következik az 8.4 Tétel (v) pontjából. �

8.16 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (X, Y ) : Ω→ R2 abszolút folytonos

véletlen vektor. Jelölje (X, Y ) s¶r¶ségfüggvényét fX,Y , a X s¶r¶ségfüggvényét fX , az

Y -nak X-re vonatkozó feltételes s¶r¶ségfüggvényét pedig fY |X . Ekkor tetsz®leges A ∈ A
eseményre érvényes Bayes tétele:

P(X ∈ A |Y = y) =

∫
A

fY |X(y|x)fX(x) dx∫ ∞
−∞

fY |X(y|x)fX(x) dx

.
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Bizonyítás. Az állítás következik az 8.13 Tétel (ii) pontjából. �

8.17 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂ A rész-σ-algebra, és X :

Ω→ R négyzetesen P-integrálható valószín¶ségi változó. Azt mondjuk, hogy az Y : Ω→ R
valószín¶ségi változó a X négyzetes középben vett legjobb F-mérhet® becslése, ha

(i) Y F-mérhet®, négyzetesen P-integrálható,

(ii) tetsz®leges Z : Ω → R F-mérhet® négyzetesen P-integrálható valószín¶ségi változó

esetén E(X − Y )2 6 E(X − Z)2.

Tulajdonképpen a X ∈ L2(Ω,A,P) vektorhoz keresünk olyan Y ∈ L2(Ω,F ,P) vektort,

melyre bármely Z ∈ L2(Ω,F ,P) esetén teljesül ‖X − Y ‖ 6 ‖X − Z‖; ez nyilván X

mer®leges vetülete az L2(Ω,F ,P) zárt, lineáris altérre.

8.18 Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂ A rész-σ-algebra, X : Ω → R
négyzetesen P-integrálható valószín¶ségi változó. Ekkor létezik X-nek négyzetes középben

vett legjobb F-mérhet® becslése, mégpedig E(X | F).

Bizonyítás. Legyen Y := E(X | F). Ekkor bármely Z ∈ L2(Ω,F ,P) esetén

E(X − Z)2 = E ((X − Y ) + (Y − Z))2 = E(X − Y )2 + 2 E[(X − Y )(Y − Z)] + E(Y − Z)2.

Mivel Y és Z is F -mérhet®, így az 8.4 Tétel (vii) pontjának segítségével

E[(X − Y )(Y − Z)] = E
(

E[(X − Y )(Y − Z) | F ]
)

= E
(

(Y − Z) E[(X − Y ) | F ]
)

= 0,

hiszen E[(X − Y ) | F ] = E(X | F)− E(Y | F) = Y − Y = 0. Ezért

E(X − Z)2 = E(X − Y )2 + E(Y − Z)2 > E(X − Y )2,

amib®l következik az állítás. �

8.19 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és X, Y1, . . . , Yn : Ω→ R négyzete-

sen P�integrálható véletlen változók. Azt mondjuk, hogy az Y : Ω → R véletlen változó a

X négyzetes középben vett legjobb lineáris becslése az Y1, . . . , Yn alapján, ha

(i) Y benne van az L2(Ω,A,P) Hilbert-térnek abban a L2(Y1, . . . , Yn) zárt, lineáris

alterében, melyet az Y1, . . . , Yn lineáris kombinációi alkotnak,

(ii) tetsz®leges Z ∈ L2(Y1, . . . , Yn) esetén E(X − Y )2 6 E(X − Z)2.

Tulajdonképpen a X ∈ L2(Ω,A,P) vektorhoz keresünk olyan Y ∈ L2(Y1, . . . , Yn) vek-

tort, melyre bármely Z ∈ L2(Y1, . . . , Yn) esetén teljesül ‖X − Y ‖ 6 ‖X − Z‖; ez nyilván

X mer®leges vetülete az L2(Y1, . . . , Yn) zárt, lineáris altérre. Mivel L2(Y1, . . . , Yn) ⊆
L2(Ω, σ(Y1, . . . , Yn),P), ezért az Y1, . . . , Yn alapján vett legjobb lineáris becslés általában

�rosszabb�, mint a legjobb σ(Y1, . . . , Yn)-mérhet® becslés (mely a 8.9 Lemma alapján f(Y1, . . . , Yn)

alakú valamely f : Rn → R mérhet® függvénnyel).

50



9 Martingálok

9.1 De�níciók, alaptulajdonságok

Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér. Az 1, 2, . . . pozitív egészeket id®pontoknak nevezzük.

Jelölje minden n ∈ N esetén Fn azoknak az eseményeknek a halmazát, melyekr®l az n

id®pontban már tudjuk, hogy bekövetkeztek-e, vagy sem. Ekkor (Fn)n∈N monoton növekv®

rész-σ-algebra sereg A-ban, azaz Fn ⊂ Fn+1 ⊂ A minden n ∈ N esetén.

9.1 De�níció. Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér, és minden n ∈ N esetén Fn ⊂ A rész-

σ-algebra.

Azt mondjuk, hogy az (Fn)n∈N sorozat �ltráció, ha F1 ⊂ F2 ⊂ · · · .
Azt mondjuk, hogy véletlen változók (Xn)n∈N sorozata adaptált az (Fn)n∈N �ltrációhoz,

ha minden n ∈ N esetén Xn Fn-mérhet®, azaz σ(Xn) ⊂ Fn.

Véletlen változók (Xn)n∈N sorozata akkor és csak akkor adaptált az (Fn)n∈N �ltrá-

cióhoz, ha tetsz®leges n ∈ N id®pontban a rendelkezésre álló információk alapján tudjuk

Xn értékét. Nyilván véletlen változók tetsz®leges (Xn)n∈N sorozata adaptált a (FXn )n∈N

természetes �ltrációhoz, ahol FXn := σ(X1, . . . , Xn), és ez a legsz¶kebb sz¶rés, melyhez

az (Xn)n∈N sorozat adaptált.

9.2 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, (Xn)n∈N véletlen változók sorozata,

mely adaptált valamely F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ A �ltrációhoz, és minden n ∈ N esetén

E(|Xn|) <∞. Azt mondjuk, hogy az (Xn,Fn)n∈N sorozat

• martingál, ha minden n ∈ N esetén E(Xn+1 | Fn) = Xn;

• szubmartingál, ha minden n ∈ N esetén E(Xn+1 | Fn) > Xn;

• szupermartingál, ha minden n ∈ N esetén E(Xn+1 | Fn) 6 Xn.

Azt mondjuk, hogy a (Xn)n∈N sorozat martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál, ha

az (Xn,FXn )n∈N sorozat martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál.

Ha Xn egy játékos el®jeles vagyona az n id®pontban, akkor martingál esetén a játék

igazságos, szubmartingál esetén a játék el®nyös, szupermartingál esetén pedig hátrányos a

játékos számára.

Nyilván

• martingál esetén E(X1) = E(X2) = E(X3) = . . . ;

• szubmartingál esetén E(X1) 6 E(X2) 6 E(X3) 6 . . . ;

• szupermartingál esetén E(X1) > E(X2) > E(X3) > . . . .

Ha az (Xn,Fn)n∈N sorozat martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál, akkor az

(Xn)n∈N sorozat is martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál.

Ha (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, akkor (−Xn,Fn)n∈N szupermartingál.
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9.3 Tétel. Ha az (Xn,Fn)n∈N sorozat

• martingál, akkor minden n, k ∈ N esetén E(Xn+k | Fn) = Xn;

• szubmartingál, akkor minden n, k ∈ N esetén E(Xn+k | Fn) > Xn;

• szupermartingál, akkor minden n, k ∈ N esetén E(Xn+k | Fn) 6 Xn.

Példák:

(i) Legyenek Y1, Y2, . . . független véletlen változók, és legyen Xn :=
n∑
k=1

Yk, n ∈ N.

Ekkor az (Xn)n∈N sorozat

• martingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) = 0;

• szubmartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) > 0;

• szupermartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) 6 0.

(ii) Legyenek Y1, Y2, . . . független pozitív véletlen változók, és legyen Xn :=
n∏
k=1

Yk,

n ∈ N. Ekkor az (Xn)n∈N sorozat

• martingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) = 1;

• szubmartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) > 1;

• szupermartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) 6 1.

(iii) Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ A �ltráció, Y olyan véletlen

változó, hogy E(|Y |) <∞, és legyen Xn := E(Y | Fn), n ∈ N. Ekkor az (Xn,Fn)n∈N

sorozat martingál.

9.4 Állítás. Ha (Xn,Fn)n∈N martingál, és minden k ∈ N esetén E(X2
k) <∞, akkor az

X1, X2 −X1, X3 −X2, . . . véletlen változók páronként korrelálatlanok.

Bizonyítás. Nyilván E(Xk − Xk−1) = 0 minden k ∈ N esetén, továbbá tetsz®leges

1 6 j < k esetén

E
[
(Xj −Xj−1)(Xk −Xk−1)

]
= E

[
E
[
(Xj −Xj−1)(Xk −Xk−1) | Fk−1

]]
= E

[
(Xj −Xj−1) E(Xk −Xk−1 | Fk−1)

]
= 0,

hiszen egyrészt σ(Xj −Xj−1) ⊂ Fj ⊂ Fk−1, másrészt E(Xk −Xk−1 | Fk−1) = 0. �

Tehát a négyzetesen integrálható martingálok el®állnak páronként korrelálatlan valószín¶ségi

változók részletösszeg�sorozataként.

9.5 Tétel. Legyen I ⊂ R (nem feltétlenül korlátos) intervallum, g : I → R konvex

függvény, és X1, X2, . . . olyan véletlen változók, hogy minden k ∈ N esetén Xk ∈ I

m.b., és E(|g(Xk)|) < ∞. Ekkor (g(Xn),Fn)n∈N szubmartingál, ha az alábbi feltételek

valamelyike teljesül:
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(i) (Xn,Fn)n∈N szubmartingál és g monoton növekv®;

(ii) (Xn,Fn)n∈N martingál.

Bizonyítás. Legyen j 6 k. Ekkor (i) esetén (Xn,Fn)n∈N szubmartingálsága miatt

Xj 6 E(Xk | Fj), így g monotonitása miatt g(Xj) 6 g
(

E(Xk | Fj)
)
. Továbbá (ii) esetén

(Xn,Fn)n∈N martingálsága miatt Xj = E(Xk | Fj), így g(Xj) = g
(

E(Xk | Fj)
)
. Mindkét

esetben g konvexsége miatt a feltételes Jensen-egyenl®tlenség alapján

g(Xj) 6 g
(

E(Xk | Fj)
)
6 E

(
g(Xk) | Fj

)
,

tehát (g(Xn),Fn)n∈N szubmartingál. �

Például ha (Xn,Fn)n∈N martingál, akkor (|Xn|,Fn)n∈N szubmartingál.

9.2 Doob-felbontás

9.6 De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (Zn)n∈N véletlen változók sorozata,

mely adaptált valamely F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ A �ltrációhoz.

Azt mondjuk, hogy a (Zn,Fn)n∈N sorozat

• növekv®, ha minden n ∈ N esetén Zn 6 Zn+1 m.b.;

• el®rejelezhet®, ha Z1 = 0 m.b., és minden n ∈ N esetén Zn+1 Fn-mérhet®.

Nyilván ha (Zn,Fn)n∈N növekv®, akkor Z1 6 Z2 6 . . . teljesül 1 valószín¶séggel. Ha

(Zn,Fn)n∈N el®rejelezhet®, akkor a Zn értékét már az n− 1 id®pontban tudjuk.

9.7 Tétel. (Doob-felbontás) Tetsz®leges (Xn,Fn)n∈N szubmartingál esetén léteznek olyan

(Yn)n∈N és (Zn)n∈N véletlen sorozatok, hogy

(i) ∀ n ∈ N esetén Xn = Yn + Zn,

(ii) (Yn,Fn)n∈N martingál,

(iii) (Zn,Fn)n∈N növekv®, el®rejelezhet® sorozat.

Ilyen tulajdonságokkal rendelkez® (Yn)n∈N és (Zn)n∈N sorozatok P-m.b. egyértelm¶en

meghatározottak.

Bizonyítás. Legyen Z1 := 0, Y1 := X1, és n > 2 esetén

Yn := X1 +
n∑
k=2

[
Xk − E(Xk | Fk−1)

]
, Zn :=

n∑
k=2

[
E(Xk | Fk−1)−Xk−1

]
.

Ekkor nyilván minden n ∈ N esetén E(|Yn|) <∞ és

E(Yn+1 − Yn | Fn) = E
[
Xn+1 − E(Xn+1 | Fn) | Fn

]
= E(Xn+1 | Fn)− E(Xn+1 | Fn) = 0,
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tehát (Yn,Fn)n∈N martingál. Továbbá minden n ∈ N esetén Zn > 0, mert minden k ∈ N
esetén E(Xk | Fk−1)−Xk−1 > 0, hiszen (Xn,Fn)n∈N szubmartingál. Mivel minden k ∈ N
esetén E(Xk | Fk−1)−Xk−1 Fk−1-mérhet®, ezért minden n ∈ N esetén Zn+1 Fn-mérhet®,

tehát (Zn,Fn)n∈N növekv®, el®rejelezhet® sorozat. Végül minden k ∈ N esetén

Yn + Zn = X1 +
n∑
k=2

(Xk −Xk−1) = Xn,

tehát az (Yn)n∈N és (Zn)n∈N sorozatok rendelkeznek a megfelel® tulajdonságokkal.

A P-m.b. egyértelm¶ség bizonyításához tegyük fel, hogy az (Ỹn)n∈N és (Z̃n)n∈N soroza-

tokra is teljesülnek az (i)�(iii) tulajdonságok. Ekkor minden n ∈ N esetén

Z̃n+1 − Z̃n = (Xn+1 − Ỹn+1)− (Xn − Ỹn) = (Yn+1 + Zn+1 − Ỹn+1)− (Yn + Zn − Ỹn)

= (Zn+1 − Zn) + (Yn+1 − Yn)− (Ỹn+1 − Ỹn).

Véve ennek az egyenletnek a feltételes várható értékét az Fn σ-algebrára vonatkozóan, azt

kapjuk, hogy

Z̃n+1 − Z̃n = Zn+1 − Zn.

Mivel Z1 = Z̃1 = 0, így minden n ∈ N esetén Z̃n = Zn, ezért Ỹn = Xn− Z̃n = Xn−Zn =

Yn. �

A Doob-felbontásban szerepl® (Zn)n∈N sorozatra nyilván teljesül E(|Zn|) <∞, hiszen

|Zn| 6 |Xn|+ |Yn|.
Ha az (Xn)n∈N sorozat növekv® és adaptált az (Fn)n∈N rész-σ-algebra sereghez, akkor

E(Xn+1 − Xn | Fn) = E(Xn+1) − E(Xn) > 0 miatt (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, de nem

feltétlenül el®rejelezhet®, ezért nem feltétlenül Xn = 0 +Xn a Doob-felbontása!

9.3 Megállási id®pont

9.8 De�níció. Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér, F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ A �ltráció. Azt

mondjuk, hogy az α : Ω → N ∪ {∞} véletlen változó (opcionális, vagyis választható, azaz

megengedett) megállási id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, ha minden n ∈ N esetén

{ω ∈ Ω : α(ω) 6 n} ∈ Fn.

Vagyis tetsz®leges n id®pontban a rendelkezésre álló információk alapján el lehet dönteni,

hogy már elérkezett-e az α véletlen id®pont, vagy sem.

Példák:

(i) Ha véletlen változók (Xn)n∈N sorozata adaptált az (Fn)n∈N �ltrációhoz, akkor

tetsz®leges B ∈ B(R) halmazba való els® megérkezési id®pont:

αB(ω) := inf{n ∈ N : Xn(ω) ∈ B}
(ahol inf ∅ := ∞) megállási id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, hiszen tetsz®leges

n ∈ N esetén

{ω ∈ Ω : α(ω) 6 n} = Ω \ {ω ∈ Ω : α(ω) > n}
= Ω \ {ω ∈ Ω : X1(ω) /∈ B, . . . , Xn(ω) /∈ B} ∈ Fn.
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(ii) Ha c ∈ N ∪ {∞} és α(ω) := c, ω ∈ Ω, akkor α megállási id®pont tetsz®leges

(Fn)n∈N �ltrációra nézve, hiszen minden n ∈ N esetén

{ω ∈ Ω : α(ω) 6 n} =

∅ ha n < c,

Ω ha n > c.

Tehát minden determinisztikus id®pont egyúttal megállási id®pont is.

Ha α megállási id®pont, akkor az α-ig bekövetkez® események (vagyis azok az ese-

mények, melyekr®l az α id®pontban meg tudjuk állapítani, hogy bekövetkeztek-e vagy

sem):

Fα :=
{
A ∈ A : ∀ n ∈ N esetén A ∩ {ω ∈ Ω : α(ω) 6 n} ∈ Fn

}
.

Nyilván Fα σ-algebra.

Ha véletlen változók (Xn)n∈N sorozata adaptált az (Fn)n∈N �ltrációhoz és α megállási

id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, akkor az Xα : Ω→ R,

(Xα)(ω) :=
∞∑
n=1

Xn(ω)1{α=n}(ω), ω ∈ Ω

leképezés mérhet®, tehát véletlen változó, s®t Fα-mérhet®, azaz σ(Xα) ⊂ Fα. Ha α

korlátos, azaz α 6 m valamely m ∈ N esetén, és E(|Xn|) < ∞, n ∈ N, akkor

E(|Xα|) <∞, hiszen |Xα| 6 max{|X1|, . . . , |Xm|}.
Példa: Legyenek Yk, k ∈ N független véletlen változók, P(Yk = 2k) = P(Yk = −2k) =

1
2
, Xn :=

n∑
j=1

Yj. Ekkor (Xn)n∈N martingál, FXn = σ(Y1, . . . , Yn), és

α(ω) :=

min{n : Xn(ω) > 0} ha ∃ n ∈ N melyre Xn(ω) > 0,

∞ ha ∀ n ∈ N esetén Xn(ω) 6 0

megállási id®pont az (FXn )n∈N �ltrációra nézve, mely 1 valószín¶séggel véges: P(α <∞) =

1, de nem korlátos. Továbbá Xα = 2 m.b. Ugyan 1 és α olyan megállási pillanatok,

hogy 1 6 α m.b., viszont mégsem teljesül E(Xα | F1) = X1. Ezért a következ® tétel nem

feltétlenül teljesül nem korlátos megállási id®pontokra.

9.9 Tétel. (Opcionális megállási tétel) Legyen (Xn,Fn)n∈N martingál (vagy szubmart-

ingál, vagy szupermartingál) sorozat, és legyenek α és β olyan megállási id®pontok

(Fn)n∈N-re nézve, hogy α 6 β, E(|Xα|) <∞, E(|Xβ|) <∞, és

lim inf
n→∞

E(|Xn|1{β>n}) = 0.

Ekkor (Xα, Xβ;Fα,Fβ) martingál (illetve szubmartingál, vagy szupermartingál), tehát spe-

ciálisan: E(Xβ | Fα) = Xα (illetve E(Xβ | Fα) > Xα, vagy E(Xβ | Fα) 6 Xα ).

Bizonyítás. Az állítást elegend® szubmartingál esetén belátni. Elegend® azt belátni, hogy

tetsz®leges A ∈ Fα esetén E(Xβ1A) > E(Xα1A). Ehhez pedig elegend® azt megmutatni,
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hogy minden k ∈ N esetén E(Xβ1A∩{α=k}) > E(Xα1A∩{α=k}). Nyilván A ∩ {α = k} =

A ∩ {α 6 k} ∩ (Ω \ {α 6 k − 1}) ∈ Ak. Ezt is felhasználva

E(Xα1A∩{α=k}) = E(Xk1A∩{α=k}) = E(Xk1A∩{α=k}∩{β=k}) + E(Xk1A∩{α=k}∩{β>k})

6 E(Xk1A∩{α=k}∩{β=k}) + E
[

E(Xk+1 | Fk)1A∩{α=k}∩{β>k})
]

= E(Xβ1A∩{α=k}∩{β=k}) + E(Xk+11A∩{α=k}∩{β>k+1})

= E(Xβ1A∩{α=k}∩{k6β6k+1}) + E(Xk+11A∩{α=k}∩{β>k+2})

6 E(Xβ1A∩{α=k}∩{k6β6k+1}) + E(Xk+21A∩{α=k}∩{β>k+2})

6 . . . 6 E(Xβ1A∩{α=k}∩{k6β6n}) + E(Xn1A∩{α=k}∩{β>n})

tetsz®leges n > k esetén, azaz

E(Xβ1A∩{α=k}∩{k6β6n}) > E(Xα1A∩{α=k})− E(Xn1A∩{α=k}∩{β>n}).

Ebb®l n→∞ esetén

E(Xβ1A∩{α=k}) > lim sup
n→∞

[
E(Xα1A∩{α=k})− E(Xn1A∩{α=k}∩{β>n})

]
= E(Xα1A∩{α=k})− lim inf

n→∞
E(Xn1A∩{α=k}∩{β>n})

= E(Xα1A∩{α=k})− lim inf
n→∞

E(Xn1A∩{β>n})

> E(Xα1A∩{α=k})− lim inf
n→∞

E(|Xn|1{β>n}) > E(Xα1A∩{α=k}),

amib®l a fentiek alapján következik az állítás. �

9.10 Megjegyzés. Ha (Xn,Fn)n∈N martingál és α olyan megállási id®pont (Fn)n∈N�re

nézve, hogy α 6 N valamely N ∈ N esetén, akkor tekintsük a β(ω) := N , ω ∈ Ω

megálási id®pontot. Ekkor a tétel alapján Xα = E(XN | Fα), ezért E(Xα) = E(XN) =

E(X1). Tehát egy igazságos játék esetén a játékos nem javíthatja (de nem is ronthatja!) a

várható nyereményét (megengedett, azaz választható) véletlen megállással (amely tehát csak

a megállási id®pontig felhalmozódó információn alapul), ha a megállási id® korlátos. Például

ha a játékos abban az els® id®pontban akar megállni, amikor nyerésbe került vagy letelik az

el®re rögzített id®tartam, akkor lehet, hogy kicsi annak a valószín¶sége, hogy veszítsen, de a

vesztés esetén fellép® (feltételes) várható veszteség éppen kompenzálja (kiegyenlíti) a nyerés

esetén keletkez® (feltételes) várható nyereményt.

9.11 Tétel. (Wald-azonosság) Legyenek X1, X2, . . . független, azonos eloszlású véletlen

változók, és E(|X1|) < ∞. Legyen τ olyan megállási id®pont az (FXn )n∈N �ltrációra

nézve, hogy E(τ) <∞. Ekkor

E(X1 + · · ·+Xτ ) = E(τ) E(X1).

Bizonyítás. Az állítást elegend® nemnegatív X1, X2, . . . sorozatra bizonyítani. Ekkor
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E(τ) <∞ miatt P(τ <∞) = 1, ezért

E(X1 + · · ·+Xτ ) = E

(
∞∑
n=1

(X1 + · · ·+Xn)1{τ=n}

)
= E

(
∞∑
n=1

n∑
k=1

Xk1{τ=n}

)

= E

(
∞∑
k=1

∞∑
n=k

Xk1{τ=n}

)
= E

(
∞∑
k=1

Xk

∞∑
n=k

1{τ=n}

)
= E

(
∞∑
k=1

Xk1{τ>k}

)
=
∞∑
k=1

E(Xk1{τ>k})

a monoton konvergencia-tétellel. Mivel a {τ > k} = Ω \ {τ 6 k − 1} ∈ FXk−1 =

σ(X1, . . . , Xk−1) esemény független az Xk véletlen változótól, így

E(X1 + · · ·+Xτ ) =
∞∑
k=1

E(Xk) E(1{τ>k}) = E(X1)
∞∑
k=1

P(τ > k) = E(τ) E(X1)

�

9.4 Maximál-egyenl®tlenség

9.12 Tétel. (Doob maximál-egyenl®tlensége) Ha (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, akkor

∀ n ∈ N és ∀ ε > 0 esetén

P

(
max
16k6n

Xk > ε

)
6

1

ε
E

(
Xn1

{
max

16k6n
Xk>ε

}
)
6

1

ε
E(X+

n ).

Bizonyítás. Nyilván

αε := inf{j ∈ N : Xj > ε}

megállási id®pont az (FXn )n∈N �ltrációra nézve, melyet felhasználva

E

(
Xn1

{
max

16k6n
Xk>ε

}
)

= E
(
Xn1{αε6n}

)
=

n∑
k=1

E
(
Xn1{αε=k}

)
.

Mivel {αε = k} ∈ Fk, ezért E
(
Xn1{αε=k}

)
= E

(
E(Xn | Fk)1{αε=k}

)
. A szubmartingál-

ság miatt E
(
E(Xn | Fk)1{αε=k}

)
> E

(
Xk1{αε=k}

)
. Mivel {αε = k} ⊂ {Xk > ε}, így

E
(
Xk1{αε=k}

)
> εE

(
1{αε=k}

)
= εP (αε = k), tehát végülis

E

(
Xn1

{
max

16k6n
Xk>ε

}
)
>

n∑
k=1

εP (αε = k) = εP (αε 6 n) = εP

(
max
16k6n

Xk > ε

)
,

amit átrendezve kapjuk az els® egyenl®tlenséget. A második abból jön ki, hogy

E

(
Xn1

{
max

16k6n
Xk>ε

}
)
6 E

(
X+
n 1

{
max

16k6n
Xk>ε

}
)
6 E(X+

n ).

�
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9.5 Martingálok és szubmartingálok konvergenciája

9.13 De�níció. Legyen (Xn)n∈N véletlen változók sorozata, és a, b ∈ R, a < b. Legyen

τ0 := 0,

τ1 := inf{n ∈ N : Xn 6 a},
τ2 := inf{n ∈ N : n > τ1, Xn > b},

...

τ2m−1 := inf{n ∈ N : n > τ2m−2, Xn 6 a},
τ2m := inf{n ∈ N : n > τ2m−1, Xn > b},

...

Azt mondjuk, hogy az X1, . . .XN sorozat felmetszéseinek száma az [a, b] intervalumon

UX
N (a, b) := sup{m ∈ Z+ : τ2m 6 N}.

9.14 Lemma. (Doob felmetszési lemmája) Ha (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, akkor tet-

sz®leges a, b ∈ R, a < b és tetsz®leges N ∈ N esetén

E
[
UX
N (a, b)

]
6

E[(XN − a)+]

b− a
6

E(X+
N) + |a|
b− a

.

Bizonyítás. A második egyenl®tlenség annak a következménye, hogy (XN−a)+ 6 X+
N+|a|.

Mivel az R 3 x 7→ (x− a)+ ∈ R függvény konvex, így ((Xn− a)+,Fn)n∈N is szubmart-

ingál, ezért az els® egyenl®tlenséget elegend® nemnegatív szubmartingál és a = 0 esetén

belátni, mert az (Xn,Fn)n∈N szubmartingál éppen annyiszor metszi át felfelé az [a, b] in-

tervalumot, ahányszor az ((Xn − a)+,Fn)n∈N szubmartingál metszi át felfelé a [0, b − a]

intervalumot.

Legyen tehát (Xn,Fn)n∈N nemnegatív szubmartingál és a = 0. Ekkor azt kell belátni,

hogy

E
[
UX
N (0, b)

]
6

E(XN)

b
.

Legyen X0 := 0, F0 := {Ω, ∅}, és minden i ∈ N esetén

ϕi :=

1 ha ∃m ∈ N, melyre i ∈ (τ2m−1, τ2m],

0 egyébként.

Ekkor

bUX
N (0, b) 6

N∑
i=1

(Xi −Xi−1)ϕi.

Mivel a τ1, τ2, . . . megállási id®pontok az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, így

{ϕi = 1} = ∪∞m=1

[
{τ2m−1 < i} \ {τ2m < i}

]
∈ Fi−1.
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Ezért

bE[UX
N (0, b)] 6

N∑
i=1

E[(Xi −Xi−1)ϕi] =
N∑
i=1

E[(Xi −Xi−1)1{ϕi=1}]

=
N∑
i=1

E
[

E(Xi −Xi−1 | Fi−1)1{ϕi=1}
]

=
N∑
i=1

E
[{

E(Xi | Fi−1)−Xi−1

}
1{ϕi=1}

]
6

N∑
i=1

E
[

E(Xi | Fi−1)−Xi−1

]
=

N∑
i=1

[
E(Xi)− E(Xi−1)

]
= E(XN),

hiszen a szubmartingálság miatt E(Xi | Fi−1)−Xi−1 > 0 minden i ∈ N esetén. �

9.15 Tétel. (Doob szubmartingál konvergencia-tétele) Ha (Xn,Fn)n∈N olyan szub-

martingál, hogy sup
n∈N

E(|Xn|) <∞, akkor ∃ X∞ véletlen változó, melyre Xn
m.b.−→ X∞, és

E(|X∞|) 6 sup
n∈N

E(|Xn|) <∞.

Bizonyítás. Minden a, b ∈ R, a < b esetén legyen UX
∞(a, b) := lim

N→∞
UX
N (a, b). Mivel

tetsz®leges n ∈ N esetén

E
[
UX
N (a, b)

]
6

E(X+
N) + |a|
b− a

,

ezért

E
[
UX
∞(a, b)

]
= lim

N→∞
E
[
UX
N (a, b)

]
6

sup
N∈N

E(X+
N) + |a|

b− a
6

sup
N∈N

E(|XN |) + |a|

b− a
<∞.

Ebb®l az következik, hogy P(UX
∞(a, b) <∞) = 1. Mivel

{lim inf
n→∞

Xn < a < b < lim sup
n→∞

Xn} ⊂ {UX
∞(a, b) =∞},

ezért P(lim infn→∞Xn < a < b < lim supn→∞Xn) = 0. Mivel

{lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn} =
⋃

a,b∈Q, a<b

{lim inf
n→∞

Xn < a < b < lim sup
n→∞

Xn},

így P(lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn) = 0, tehát P(lim inf
n→∞

Xn = lim sup
n→∞

Xn) = 1, vagyis az

X∞ := lim inf
n→∞

Xn véletlen változóra teljesül Xn
m.b.−→ X∞. Végül a Fatou-lemmával

E(|X∞|) 6 lim inf
n→∞

E(|Xn|) 6 sup
n∈N

E(|Xn|) <∞.

�
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10 Nagy számok gyenge törvényei

Legyenek X1, X2, . . . véletlen változók, és jelölje

Sn := X1 + · · ·+Xn, Xn :=
X1 + · · ·+Xn

n
.

10.1 Tétel. Ha E(X2
n) < ∞ minden n ∈ N esetén és E(XkX`) = 0 ha k 6= `, akkor

minden ε > 0 és n ∈ N esetén

P(|Xn| > ε) 6
1

ε2
E(X

2

n) 6
1

nε2
sup
`>1

E(X2
` ).

Speciálisan, ha sup
`>1

E(X2
` ) <∞, akkor Xn

‖·‖2−→ 0, és így Xn
P−→ 0.

Bizonyítás. Nyilván E(S2
n) =

∑n
`=1 E(X2

` ), így

P(|Xn| > ε) = E(1{|Xn|>ε}) 6
1

ε2
E(X

2

n1{|Sn|>ε})

6
1

ε2
E(X

2

n) =
1

n2ε2
E(S2

n) =
1

n2ε2

n∑
`=1

E(X2
` ) 6

1

nε2
sup
`>1

E(X2
` ).

�

10.2 Tétel. (Csebisev) Ha X1, X2, . . . páronként korrelálatlanok, sup
`>1

Var(X`) <∞, és

E(Xn) = m minden n ∈ N esetén, akkor Xn
‖·‖2−→ m, és így Xn

P−→ m.

Bizonyítás. A 10.1 tételt kell alkalmazni a X1 − E(X1), X2 − E(X1), . . . sorozatra. �

10.3 Tétel. (Markov) Ha X1, X2, . . . páronként korrelálatlanok, sup
`>1

Var(X`) < ∞, és

létezik a lim
n→∞

E(Xn) =: m határérték, akkor Xn
‖·‖2−→ m, és így Xn

P−→ m.

Bizonyítás. A 10.1 tételt kell alkalmazni a X1 − E(X1), X2 − E(X1), . . . sorozatra. �

10.4 Tétel. (Hincsin, 1929) Ha X1, X2, . . . páronként független, azonos eloszlású véletlen

változók és E(|X1|) <∞, akkor Xn
P−→ E(X1).

10.5 Tétel. Ha X1, X2, . . . egyenletesen integrálható, független véletlen változók, akkor

Xn − E(Xn)
‖·‖1−→ 0, és így Xn − E(Xn)

P−→ 0.

Speciálisan, ha X1, X2, . . . független, azonos eloszlású véletlen változók és E(|X1|) < ∞,

akkor Sn
‖·‖1−→ E(X1), és így Sn

P−→ E(X1).

Bizonyítás. Elegend® E(Xk) = 0, k ∈ N esetén bizonyítani, hiszen ha X1, X2, . . .

egyenletesen integrálható, független véletlen változók, akkor X1 − E(X1), X2 − E(X1), . . .

is egyenletesen integrálható, független véletlen változók.
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Legyen R ∈ (0,∞) és t ∈ R esetén fR(t) := t · 1[−R,R](t) (ez egy úgynevezett

nyírófüggvény). Jelölje

m
(R)
k := E[fR(Xk)], X

(R)
k := fR(Xk)−m(R)

k , Y
(R)
k := Xk −X(R)

k ,

X
(R)

n :=
1

n

n∑
k=1

X
(R)
k , Y

(R)

n :=
1

n

n∑
k=1

Y
(R)
k .

Nyilván

E(|Y (R)
k |) = E(|Xk−(fR(Xk)−m(R)

k )|) 6 E(|Xk−fR(Xk)|)+|m(R)
k | = E(|Xk|1{|Xk|>R})+|m

(R)
k |,

|m(R)
k | = |E[fR(Xk)]| =

∣∣E(Xk1{|Xk|6R})
∣∣ =

∣∣E(Xk)− E(Xk1{|Xk|>R})
∣∣ 6 E(|Xk|1{|Xk|>R}),

így tetsz®leges R ∈ (0,∞) esetén

E(|Xn|) = E(|X(R)

n +Y
(R)

n |) 6 E(|X(R)

n |)+E(|Y (R)

n |) 6
√

E
[
(X

(R)

n )2
]
+2 max

16k6n
E(|Xk|1{|Xk|>R})

és

E
[
(X

(R)

n )2
]

=
1

n2
E

( n∑
k=1

X
(R)
k

)2
 =

1

n2
Var

[
n∑
k=1

X
(R)
k

]

=
1

n2

n∑
k=1

Var(X
(R)
k ) =

1

n2

n∑
k=1

E

[(
X

(R)
k

)2
]
6
R2

n

miatt

E(|Xn|) 6
R√
n

+ 2 max
16k6n

E(|Xk|1{|Xk|>R}),

amib®l

lim sup
n→∞

E(|Xn|) 6 2 sup
k>1

E(|Xk|1{|Xk|>R}),

így az egyenletes integrálhatóság alapján R→∞ esetén lim supn→∞ E(|Xn|) 6 0. �
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11 Nagy számok er®s törvényei

Legyenek X1, X2, . . . véletlen változók, és jelölje

Sn := X1 + · · ·+Xn, Xn :=
X1 + · · ·+Xn

n
.

11.1 Tétel. Ha X1, X2, . . . független véletlen változók és E(Xn) = 0 minden n ∈ N
esetén, akkor minden ε > 0 és n ∈ N esetén

P(|Xn| > ε) 6
E(X

4

n)

ε4
6

3

n2ε4
sup
n>1

E(X4
n).

Speciálisan, ha sup
n>1

E(X4
n) <∞, akkor Xn

‖·‖4−→ 0 és Xn
m.b.−→ 0.

Bizonyítás. Elég belátni, hogy E(S4
n) 6 3n2M4, ahol M4 := sup

n>1
E(X4

n). Ez n = 1

esetén triviális. Továbbá

S4
n+1 = (Sn +Xn+1)4 = S4

n + 4S3
nXn+1 + 6S2

nX
2
n+1 + 4SnX

3
n+1 +X4

n+1.

Mivel Sn és Xn+1 függetlenek és E(Xn+1) = E(Sn) = 0, így

E(S4
n+1) = E(S4

n) + 6 E(S2
nX

2
n+1) + E(X4

n+1)

= E(S4
n) + 6

n∑
k=1

E(X2
k) E(X2

n+1) + E(X4
n+1) 6 E(S4

n) + (6n+ 1)M4,

hiszen E(X2
k) 6

√
E(X4

k) 6
√
M4. Így

E(S4
n+1) 6 (3n2 + 6n+ 1)M4 6 3(n+ 1)2M4.

Ebb®l tetsz®leges ε > 0 esetén
∑∞

n=1 P(|Sn| > ε) <∞, így Xn
m.b.−→ 0. �

11.2 Tétel. (Kolmogorov-egyenl®tlenség) Ha X1, . . . , Xn független véletlen változók

és E(X2
k) <∞ minden k = 1, 2, . . . , n esetén, akkor tetsz®leges ε > 0 esetén

P

(
max
16k6n

|Sk − E(Sk)| > ε

)
6

Var(Sn)

ε2
.

Bizonyítás. Elegend® E(Xk) = 0, k = 1, 2, . . . , n esetén bizonyítani. Legyen 1 6 k 6

n− 1. Ekkor

S2
n − S2

k = (Sn − Sk)2 + 2(Sn − Sk)Sk > 2(Sn − Sk)Sk.

Mivel Sn− Sk független a σ(X1, . . . , Xk) σ-algebrától és E(Sn− Sk) = 0, így tetsz®leges

Ak ∈ σ(X1, . . . , Xk) események esetén

E
[
(S2

n − S2
k)1Ak

]
> E [2(Sn − Sk)Sk1Ak ] = 2 E(Sn − Sk) E(Sk1Ak) = 0,

ezért

E(S2
n1Ak) > E(S2

k1Ak).
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Ha speciálisan

A1 = {|S1| > ε}, Ak =

{
|Sk| > ε, max

16j6k−1
|Sj| < ε

}
ha k ∈ {2, . . . , n},

akkor A1, . . . , An (páronként) diszjunktak és

B :=

{
max
16j6n

|Sj| > ε

}
=

n⋃
k=1

Ak,

és így

E(S2
n1B) =

n∑
k=1

E(S2
n1Ak) >

n∑
k=1

E(S2
k1Ak) > ε2

n∑
k=1

P(Ak) = ε2 P(B),

tehát

P

(
max
16k6n

|Sk| > ε

)
= P(B) 6

1

ε2
E(S2

n1B) 6
1

ε2
E(S2

n) =
1

ε2
Var(Sn),

ami a bizonyítandó állítás. �

11.3 Tétel. (Kolmogorov egy sor tétele) Ha X1, X2, . . . független véletlen változók és
∞∑
n=1

Var(Xn) <∞, akkor

P

(
∞∑
n=1

(Xn − E(Xn)) konvergens

)
= 1.

Bizonyítás. Elegend® E(Xk) = 0, k ∈ N esetén bizonyítani. Mivel{
sup
k>1
|SN+k − SN | > ε

}
=
∞⋃
n=1

{
max
16k6n

|SN+k − SN | > ε

}
,

így

P

(
sup
k>1
|SN+k − SN | > ε

)
= lim

n→∞
P

(
max
16k6n

|SN+k − SN | > ε

)
tetsz®leges N ∈ N és ε > 0 esetén. A Kolmogorov-egyenl®tlenséget alkalmazva a

XN+1, . . . , XN+n változókra:

P

(
max
16k6n

|SN+k − SN | > ε

)
6

1

ε2

N+n∑
j=N+1

Var(Xj),

így tetsz®leges ε > 0 esetén

lim
N→∞

P

(
sup
k>1
|SN+k − SN | > ε

)
= 0,

ezért a 7.5 Tétel alapján az S1, S2, . . . sorozat 1 valószín¶séggel Cauchy-sorozat. �

11.4 Lemma. (Kronecker) Legyen b1, b2, . . . pozitív számokból álló sorozat, bn ↑ ∞, és

jelölje n ∈ N esetén βn := bn − bn−1, ahol b0 := 0.
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(i) Ha s1, s2, . . . valós számsorozat és sn → s ∈ R, akkor 1
bn

n∑̀
=1

β`s` → s.

(ii) Ha x1, x2, . . . valós számsorozat és
∞∑
n=1

xn
bn

konvergens, akkor 1
bn

n∑̀
=1

x` → 0.

Bizonyítás. (i). Elegend® s = 0 esetén bizonyítani. Ekkor tetsz®leges ε > 0 esetén

létezik olyan n0 ∈ N, hogy minden ` > n0 esetén |s`| < ε, ezért n > n0 esetén∣∣∣∣∣ 1

bn

n∑
`=1

β`s`

∣∣∣∣∣ 6 1

bn

n0∑
`=1

β`|s`|+
1

bn

n∑
`=n0+1

β`|s`|

6
1

bn

(
sup
`>1
|s`|
) n0∑

`=1

β` +
ε

bn

n∑
`=n0+1

β` 6
bn0

bn
sup
`>1
|s`|+ ε,

amib®l tetsz®leges ε > 0 esetén

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1

bn

n∑
`=1

β`s`

∣∣∣∣∣ 6 ε,

tehát következik az állítás.

(ii). �Parciális szummázással�:

1

bn

n∑
`=1

x` =
1

bn

n∑
`=1

b`
x`
b`

=
1

bn

n∑
`=1

x`
b`

∑̀
j=1

βj =
1

bn

n∑
j=1

βj

n∑
`=j

x`
b`

=
1

bn

n∑
j=1

βj

(
n∑
`=1

x`
b`
−

j−1∑
`=1

x`
b`

)
=

1

bn

n∑
j=1

βj

n∑
`=1

x`
b`
− 1

bn

n∑
j=1

βj

j−1∑
`=1

x`
b`
.

Jelölje s :=
∞∑̀
=1

x`
b`
. Alkalmazva az (i) állítást az sn :=

n∑̀
=1

x`
b`
→ s sorozatra:

1

bn

n∑
j=1

βj

j−1∑
`=1

x`
b`
→ s,

így végülis 1
bn

n∑̀
=1

x` → s− s = 0. �

11.5 Tétel. (Kolmogorov, 1929) Legyenek X1, X2, . . . független véletlen változók. Legyen

b1, b2, . . . pozitív számokból álló sorozat, bn ↑ ∞. Ha
∞∑
n=1

Var(Xn)
b2n

<∞, akkor

P

(
lim
n→∞

1

bn

n∑
`=1

(X` − E(X`)) = 0

)
= 1.

Speciálisan, ha
∞∑
n=1

Var(Xn)
n2 <∞, akkor Xn − E(Xn)

m.b.−→ 0.

Bizonyítás. Kolmogorov egy sor tétele alapján

P

(
∞∑
n=1

1

bn
(Xn − E(Xn)) konvergens

)
= 1.

Ebb®l a Kronecker�lemma felhasználásával következik az állítás. �
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11.6 Tétel. (Kolmogorov, 1933) Legyenek X1, X2, . . . független, azonos eloszlású véletlen

változók.

(i) Ha E(|X1|) <∞, akkor Xn
m.b.−→ E(X1).

(ii) Ha P
(
(Xn)n>1 konvergens

)
> 0, akkor E(|X1|) <∞.

Bizonyítás. (i). Elegend® E(X1) = 0 esetén bizonyítani. Jelölje Yn := Xn1{|Xn|6n}.

Ekkor
∞∑
n=1

P(Yn 6= Xn) =
∞∑
n=1

P(|Xn| > n) =
∞∑
n=1

P(|X1| > n) 6
∞∑
n=1

∞∑
k=n

P(k < |X1| 6 k + 1)

=
∞∑
k=1

k∑
n=1

P(k < |X1| 6 k + 1) =
∞∑
k=1

k P(k < |X1| 6 k + 1)

=
∞∑
k=1

E(k1{k<|X1|6k+1}) 6
∞∑
k=1

E(|X1|1{k<|X1|6k+1}) = E(|X1|1{|X1|>1}) 6 E(|X1|) <∞.

Ezért a Borel�Cantelli-lemmával P(Yn 6= Xn véges sok n ∈ N esetén) = 1. Így ha

Y n :=
1

n

n∑
k=1

Yk,

akkor P(Xn → 0) = 1 ekvivalens azzal hogy P(Y n → 0) = 1, tehát elegend® az utóbbit

belátni. A majoráns konvergencia-tétellel

lim
n→∞

E(Yn) = lim
n→∞

E(Xn1{|Xn|6n}) = lim
n→∞

E(X11{|X1|6n}) = E(X1) = 0,

így a Kronecker-lemmával

lim
n→∞

1

n

n∑
`=1

E(Y`) = lim
n→∞

E(Yn) = 0.

Ezért az el®z® tétel alapján elegend® azt belátni, hogy
∞∑
n=1

Var(Yn)
n2 <∞. Ez pedig következik

abból, hogy

∞∑
n=1

E(Y 2
n )

n2
=
∞∑
n=1

1

n2

n∑
`=1

E(X2
n1{`−1<|Xn|6`}) =

∞∑
n=1

1

n2

n∑
`=1

E(X2
11{`−1<|X1|6`})

=
∞∑
`=1

E(X2
11{`−1<|X1|6`})

∞∑
n=`

1

n2
6

(
sup
`>1

`
∞∑
n=`

1

n2

)
∞∑
`=1

1

`
E(X2

11{`−1<|X1|6`}) <∞,

ugyanis egyrészt

∞∑
`=1

1

`
E(X2

11{`−1<|X1|6`}) 6
∞∑
`=1

E(|X1|1{`−1<|X1|6`}) = E(|X1|) <∞,

másrészt

sup
`>2

`
∞∑
n=`

1

n2
6 sup

`>2
`

∞∑
n=`

1

n(n− 1)
= sup

`>2

`

`− 1
= 2.
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(ii). A 2.9 példa alapján egyrészt P({Xn}∞n=1 konvergens) ∈ {0, 1}, így csak

P({Xn}∞n=1 konvergens) = 1

lehet, másrészt létezik c ∈ R úgy, hogy Xn
m.b.−→ c. Ebb®l

Xn

n
=
Sn − Sn−1

n
=
nXn − (n− 1)Xn−1

n
= Xn −

n− 1

n
Xn−1

alapján az is következik, hogy
Xn

n

m.b.−→ 0,

így az An := {ω : |Xn(ω)| > n}, n = 1, 2, . . . független események közül 1 valószín¶séggel

csak véges sok következik be, ezért a Borel�Cantelli-lemmával
∑∞

n=1 P(An) <∞. Ezért

E(|X1|) =

∫ ∞
0

P(|X1| > x) dx =
∞∑
n=0

∫ n+1

n

P(|X1| > x) dx 6 1 +
∞∑
n=1

∫ n+1

n

P(|X1| > n) dx

= 1 +
∞∑
n=1

P(|X1| > n) = 1 +
∞∑
n=1

P(|Xn| > n) = 1 +
∞∑
n=1

P(An) <∞.

�
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12 Centrális határeloszlás-tétel

Minden n ∈ N esetén legyenek Xn,1, . . . Xn,kn független véletlen változók, melyekre

E(X2
n,j) < ∞ és σn,j :=

√
Var(Xn,j) > 0 tetsz®leges j = 1, . . . , kn esetén. Jelölje

Sn := Xn,1 + · · · + Xn,kn , Dn :=
√

Var(Sn) =
√∑kn

j=1 σ
2
n,j, Ŝn := (Sn − E(Sn))/Dn.

(Nyilván E(Ŝn) = 0 és Var(Ŝn) = 1.) Legyen továbbá n ∈ N és ε > 0 esetén

rn :=
1

Dn

max
16j6kn

σn,j, Ln(ε) :=
1

D2
n

kn∑
j=1

E
[
(Xn,j − E(Xn,j))

2
1{|Xn,j−E(Xn,j)|>εDn}

]
.

Legyen Y ∼ N (0, 1).

12.1 Tétel. (Lindeberg) Minden n ∈ N esetén legyenek Xn,1, . . . Xn,kn független véletlen

változók, melyek nem mind elfajultak, és E(X2
n,j) <∞, j = 1, . . . , kn. Legyen g : R→ R

háromszor folytonosan di�erenciálható függvény.

(i) Tetsz®leges n ∈ N és ε > 0 esetén∣∣∣E[g(Ŝn)]− E[g(Y )]
∣∣∣ 6 (ε

6
+
rn
2

)
‖g′′′‖∞ + Ln(ε)‖g′′‖∞,

ahol h : R→ R esetén ‖h‖∞ := sup
x∈R
|h(x)|.

(ii) Ha ‖g′′‖∞ < ∞, ‖g′′′‖∞ < ∞, és tetsz®leges ε > 0 esetén lim
n→∞

Ln(ε) = 0, akkor

lim
n→∞

E[g(Ŝn)] = E[g(Y )].

Bizonyítás. Elegend® E(Xn,j) = 0, n ∈ N, j = 1, . . . , kn esetén bizonyítani.

(i). Legyenek {Yn,j}knj=1 olyan független, standard normális eloszlású véletlen változók,

melyek függetlenek a {Xn,j}knj=1 valószín¶ségi változóktól is. Jelölje

X̂n,j :=
Xn,j

Dn

, Ŷn,j :=
σn,jYn,j
Dn

.

Ekkor Ŝn =
∑kn

j=1 X̂n,j, és

T̂n :=
n∑
j=1

Ŷn,j ∼ N (0, 1),

ezért

∆n :=
∣∣∣E[g(Ŝn)]− E[g(Y )]

∣∣∣ =
∣∣∣E[g(Ŝn)]− E[g(T̂n)]

∣∣∣ .
Jelölje ` = 1, . . . , n esetén

Un,` :=
`−1∑
j=1

X̂n,j +
kn∑

j=`+1

Ŷn,j,

ahol
∑0

j=1 := 0,
∑kn

j=n+1 := 0. Így

∆n =

∣∣∣∣∣
kn∑
`=1

(E[g(Un,` + X̂n,`)]− E[g(Un,` + Ŷn,`)])

∣∣∣∣∣ 6
n∑
`=1

∆n,`,
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ahol

∆n,` :=
∣∣∣E[g(Un,` + X̂n,`)]− E[g(Un,` + Ŷn,`)]

∣∣∣ .
Legyen x, y ∈ R esetén

R(x, y) := g(x+ y)− g(y)− xg′(y)− 1

2
x2g′′(y).

Mivel E(Ŷn,j) = E(X̂n,j) = 0, E(Ŷ 2
n,j) = E(X̂2

n,j), így

E[g(Un,` + X̂n,`)]− E[g(Un,` + Ŷn,`)] = E[R(X̂n,`, Un,`)]− E[R(Ŷn,`, Un,`)],

ezért

∆n,` = |E[R(X̂n,`, Un,`)]− E[R(Ŷn,`, Un,`)]| 6 E |R(X̂n,`, Un,`)|+ E |R(Ŷn,`, Un,`)|.

A Taylor-tétel alapján tetsz®leges x, y ∈ R esetén

|R(x, y)| 6 ‖g′′‖∞ x2, |R(x, y)| 6 ‖g
′′′‖∞
6
|x|3.

Ezért tetsz®leges ε > 0 esetén

n∑
`=1

E |R(X̂n,`, Un,`)| =
n∑
`=1

E
[
|R(X̂n,`, Un,`)|1{|X̂n,`|<ε}

]
+

n∑
`=1

E
[
|R(X̂n,`, Un,`)|1{|X̂n,`|>ε}

]
6
‖g′′′‖∞

6

n∑
`=1

E
[
|X̂n,`|31{|X̂n,`|<ε}

]
+ ‖g′′‖∞

n∑
`=1

E
[
X̂2
n,`1{|X̂n,`|>ε}

]
6
‖g′′′‖∞

6

n∑
`=1

εE
[
X̂2
n,`

]
+
‖g′′‖∞
D2
n

n∑
`=1

E
[
X2
n,`1{|Xn,`|>εDn}

]
=
ε‖g′′′‖∞

6

n∑
`=1

σ2
n,`

D2
n

+ Ln(ε)‖g′′‖∞ =
ε

6
‖g′′′‖∞ + Ln(ε)‖g′′‖∞.

Továbbá σn,` 6 rnDn alkalmazásával

n∑
`=1

E |R(Ŷn,`, Un,`)| 6
‖g′′′‖∞

6

n∑
`=1

E
[
|Ŷn,`|3

]
=
‖g′′′‖∞

6
E
[
|Y1,1|3

] n∑
`=1

σ3
n,`

D3
n

6
rn‖g′′′‖∞

2

n∑
`=1

σ2
n,`

D2
n

=
rn
2
‖g′′′‖∞.

(ii). Tetsz®leges ε > 0 esetén

σ2
n,` = E

[
X2
n,`1{|Xn,`|<εDn}

]
+ E

[
X2
n,`1{|Xn,`|>εDn}

]
6 ε2D2

n + Ln(ε)D2
n,

ezért r2
n 6 ε2 + Ln(ε). �

12.2 Tétel. (Lindeberg centrális határeloszlás-tétele) Minden n ∈ N esetén legyenek

Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen változók, melyek nem mind elfajultak, és E(X2
n,j) < ∞,
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j = 1, . . . , kn. Ha tetsz®leges ε > 0 esetén lim
n→∞

Ln(ε) = 0, és g : R→ C olyan folytonos

függvény, melyre

sup
x∈R

|g(x)|
1 + x2

<∞,

akkor

lim
n→∞

E[g(Ŝn)] = E[g(Y )].

Speciálisan, Ŝn
D−→ N (0, 1).

Bizonyítás. Válasszunk egy olyan % : R → [0,∞) végtelen sokszor di�erenciálható

függvényt, hogy %(x) = 0 ha |x| > 1, és
∫∞
−∞ %(x) dx = 1. Legyen minden k ∈ N és

x ∈ R esetén

gk(x) := k

∫ k

−k
%(k(x− y))g(y) dy =

∫ k(x+k)

k(x−k)

%(z)g
(
x− z

k

)
dz.

Ekkor gk : R→ C végtelen sokszor di�erenciálható függvény, gk(x) = 0 ha |x| > k+ 1/k,

és

gk(x)− g(x) =

∫ k(x+k)

k(x−k)

%(z)
(
g
(
x− z

k

)
− g(x)

)
dz + g(x)

(
1−

∫ k(x+k)

k(x−k)

%(z) dz

)
,

ezért tetsz®leges R ∈ (0,∞) esetén

sup
|x|6R

|gk(x)− g(x)| 6 sup
|x|6R
|z|61

∣∣∣g (x− z

k

)
− g(x)

∣∣∣+ sup
|x|6R

|g(x)|

(
1−

∫ k(x+k)

k(x−k)

%(z) dz

)
.

Mivel g egyenletesen folytonos a [−R− 1, R + 1] intervallumon, így

lim
k→∞

sup
|x|6R
|z|61

∣∣∣g (x− z

k

)
− g(x)

∣∣∣ = 0.

Továbbá

K := sup
x∈R

|g(x)|
(1 + x2)

jelöléssel

sup
|x|6R

|g(x)| 6 sup
|x|6R

(1 + x2)K 6 (1 +R2)K,

így azt kapjuk, hogy

lim
k→∞

sup
|x|6R

|gk(x)− g(x)| = 0.

Ezenkívül

|gk(x)− g(x)| 6
∫ k(x+k)

k(x−k)

%(z)K

(
1 +

(
x− z

k

)2
)

dz +K(1 + x2)

6 K

(
2 + x2 + sup

|z|61

(
x− z

k

)2
)
,
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tehát létezik olyan K ′ ∈ (0,∞), hogy

sup
k>1
|gk(x)− g(x)| 6 K ′(1 + x2).

Tetsz®leges n, k ∈ N esetén

|E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]| 6 |E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|+ |E[gk(Ŝn)]−E[gk(Y )]|+ |E[gk(Y )]−E[g(Y )]|.

Mivel tetsz®leges k ∈ N esetén a gk függvényre alkalmazhatjuk a Lindeberg-tételt, így

lim
n→∞

|E[gk(Ŝn)]− E[gk(Y )]| = 0, ezért

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]− E[g(Y )]| 6 lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]− E[gk(Ŝn)]|+ |E[gk(Y )]− E[g(Y )]|,

amib®l

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]| 6 lim sup
k→∞

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|+lim sup
k→∞

|E[gk(Y )]−E[g(Y )]|.

Tetsz®leges k ∈ N és R ∈ (0,∞) esetén

|E[gk(Y )]− E[g(Y )]| = |E[(gk(Y )− g(Y ))]| 6 E |gk(Y )− g(Y )|
= E

[
|gk(Y )− g(Y )|1{|Y |6R}

]
+ E

[
|gk(Y )− g(Y )|1{|Y |>R}

]
6 sup
|x|6R

|gk(x)− g(x)|+K ′ E
[
(1 + Y 2)1{|Y |>R}

]
,

így tetsz®leges R ∈ (0,∞) esetén

lim sup
k→∞

|E[gk(Y )]− E[g(Y )]| 6 K ′ E
[
(1 + Y 2)1{|Y |>R}

]
.

A majoráns konvergencia-tétel segítségével

lim
R→∞

E
[
(1 + Y 2)1{|Y |>R}

]
= 0,

ezért

lim
k→∞
|E[gk(Y )]− E[g(Y )]| = 0.

Hasonlóan, tetsz®leges k, n ∈ N és R ∈ (0,∞) esetén

|E[g(Ŝn)]− E[gk(Ŝn)]| 6 sup
|x|6R

|gk(x)− g(x)|+K ′ E
[
(1 + Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
,

ezért tetsz®leges R ∈ (0,∞) esetén

lim sup
k→∞

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]− E[gk(Ŝn)]| 6 K ′ lim sup
n→∞

E
[
(1 + Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
.

Válasszunk egy olyan h : R → [0, 1] végtelen sokszor di�erenciálható függvényt, hogy

h(x) = 0 ha |x| 6 1/2, és h(x) = 1 ha |x| > 1. Legyen x ∈ R és R ∈ (0,∞) esetén

70



hR(x) := (1+x2)h(x/R). Ekkor a hR függvényre alkalmazhatjuk a Lindeberg-tételt, hiszen

|x| > R esetén h′′R(x) = 2 és h′′′R(x) = 0, így lim
n→∞

|E[hR(Ŝn)]− E[hR(Y )]| = 0, ezért

lim sup
n→∞

E
[
(1 + Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
6 lim sup

n→∞
E
[
hR(Ŝn)

]
= E[hR(Y )] 6 E

[
(1 + Y 2)1{|Y |>R}

]
.

Ezért

lim
R→∞

lim sup
n→∞

E
[
(1 + Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
= 0,

amib®l következik

lim sup
k→∞

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]− E[gk(Ŝn)]| = 0,

így végülis

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]− E[g(Y )]| = 0.

A feltételek szerint ez minden folytonos, korlátos g : R → R függvényre teljesül, így a

Portmanteau-tétel segítségével kapjuk az Ŝn
D−→ N (0, 1) konvergenciát. �

12.3 Tétel. (Ljapunov centrális határeloszlás-tétele) Minden n ∈ N esetén legyenek

Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen változók, melyek nem mind elfajultak, és jelölje Sn :=

Xn,1 + · · · + Xn,kn. Ha valamely δ > 0 esetén E(|Xn,j|2+δ) < ∞, n ∈ N, j = 1, . . . , kn,

és
1

Var(Sn)(2+δ)/2

kn∑
j=1

E
[
|Xn,j − E(Xn,j)|2+δ

]
→ 0

amint n→∞, akkor Ŝn := Sn−E(Sn)√
Var(Sn)

D−→ N (0, 1).

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 12.2 Tételt. Tetsz®leges δ > 0, n ∈ N és j = 1, . . . , kn

esetén

E
[
(Xn,j − E(Xn,j))

2
1{|Xn,j−E(Xn,j)|>ε

√
Var(Sn)}

]
6

1

εδ Var(Sn)δ/2
E
[
|Xn,j − E(Xn,j)|2+δ

]
,

ezért

Ln(ε) 6
1

εδ Var(Sn)(2+δ)/2

kn∑
j=1

E
[
|Xn,j − E(Xn,j)|2+δ

]
→ 0

amint n→∞. �

12.4 Tétel. (Centrális határeloszlás-tétel független, azonos eloszlású sorozatokra)

Legyenek X1, X2, . . . független, azonos eloszlású véletlen változók, és jelölje Sn := X1 +

· · ·+Xn.

Ha E(X2
1 ) <∞ és Var(X1) > 0, akkor Sn−E(Sn)√

VarSn

D−→ N (0, 1).

Bizonyítás. Elegend® bizonyítani E(X1) = 0 esetén. Alkalmazzuk a 12.2 Tételt Xn,j :=

Xj, j = 1, . . . , n, n ∈ N esetén. Jelölje σ :=
√

Var(X1). Nyilván Var(Sn) = nσ2. A

majoráns konvergencia-tétel alapján tetsz®leges ε > 0 esetén

Ln(ε) =
1

σ2
E
[
X2

11{|X1|>εσ
√
n}
]
→ 0

amint n→∞. �
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12.5 Tétel. (Feller tétele) Minden n ∈ N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn független

véletlen változók, melyek nem mind elfajultak, és jelölje Sn := Xn,1 + · · · + Xn,kn. Ha

Ŝn := Sn−E(Sn)√
Var(Sn)

D−→ N (0, 1) és bármely ε > 0 esetén

max
16j6kn

P

(∣∣∣∣∣Xn,j − E(Xn,j)√
Var(Sn)

∣∣∣∣∣ > ε

)
→ 0,

akkor bármely ε > 0 esetén Ln(ε)→ 0.

12.6 Tétel. (Poisson konvergenciatétel) Minden n ∈ N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn

független véletlen változók, melyekre P(Xn,j = 1) = pn,j = 1 − P(Xn,j = 0), j = 1, . . . , kn,

és jelölje Sn := Xn,1 + · · · + Xn,kn. Ha
kn∑
j=1

pn,j → λ ∈ R+ és max
16j6kn

pn,j → 0, akkor

Sn
D−→ Poisson(λ).

12.7 Lemma. Ha a1, . . . , am, b1, . . . , bm ∈ [−1, 1], akkor∣∣∣∣∣
m∏
j=1

aj −
m∏
j=1

bj

∣∣∣∣∣ 6
m∑
j=1

|aj − bj|.

Bizonyítás.
m∏
j=1

aj −
m∏
j=1

bj 6
m∑
j=1

(
j−1∏
i=1

ai

)
(aj − bj)

(
m∏

i=j+1

bi

)
,

ahol az üres szorzat értéke 1. �

A Poisson konvergenciatétel bizonyítása. A λ paraméter¶ Poisson-eloszlás generá-

torfüggvénye

x 7→
∞∑
k=0

xk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(xλ)k

k!
= e−λexλ = eλ(x−1).

A Xn,j véletlen változó generátorfüggvénye

x 7→ 1− pn,j + pn,jx = 1 + pn,j(x− 1),

ezért az Sn véletlen változó generátorfüggvénye

x 7→
kn∏
j=1

[1 + pn,j(x− 1)].

A generátorfüggvényekre vonatkozó folytonossági tétel alapján az állítás bizonyításához ele-

gend® belátni, hogy tetsz®leges x ∈ [−1, 1] esetén

lim
n→∞

kn∏
j=1

[1 + pn,j(x− 1)] = eλ(x−1).

Tekintsük a ∣∣∣∣∣
kn∏
j=1

[1 + pn,j(x− 1)]− eλ(x−1)

∣∣∣∣∣ 6 An(x) +Bn(x),
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becslést, ahol

An(x) :=

∣∣∣∣∣
kn∏
j=1

[1 + pn,j(x− 1)]−
kn∏
j=1

epn,j(x−1)

∣∣∣∣∣ , Bn(x) :=

∣∣∣∣∣
kn∏
j=1

epn,j(x−1) − eλ(x−1)

∣∣∣∣∣ .
Itt

Bn(x) =
∣∣∣e(x−1)

∑kn
j=1 pn,j − eλ(x−1)

∣∣∣→ 0,

mert
∑kn

j=1 pn,j → λ. Az el®z® Lemma alapján

An(x) 6
kn∑
j=1

∣∣epn,j(x−1) − 1− pn,j(x− 1)
∣∣ .

A Taylor-tétel alapján tetsz®leges y ∈ R esetén |ey − 1 − y| 6 1
2
y2 e|y|, ezért tetsz®leges

x ∈ [−1, 1] esetén

An(x) 6
1

2
(x− 1)2

kn∑
j=1

p2
n,j epn,j |x−1| 6

e2

2
(x− 1)2

kn∑
j=1

p2
n,j.

Itt
kn∑
j=1

p2
n,j 6

(
max

16j6kn
pn,j

) kn∑
j=1

pn,j → 0,

ezért An(x)→ 0. �
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