Linearis konstans egyiitthatos differenciaegyenletek

Legyen r > 1 egész, a,_1,...,ay,b € C rogzitett konstans, tovabba z(n), n=12,...
komplex értéki sorozat. Ekkor az

z(n+r)+a_1x(n+r—1)4+---+apz(n)=>, n=12...

egyvenletrendszert r-edrendii linearis konstans egytitthatos differenciaegyenletnek nevez-
ziik. Az differenciaegyenlet linearis, mert a bal oldalon az z(n+r), ..., z(n) értékek linearis
kombinécidja szerepel, és konstans egyilitthatds, ugyanis a linearis kombinaci6 egyiittha-
toi nem fiiggnek n értékétsl. Az egyenlet homogén, ha b=0, és inhomogén, ha b7£0. A cél
az egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa, tehat azon x(n) sorozatok felirasa,
melyekre a fenti egyenl@ség teljesiil minden n pozitiv egész esetén.

A homogén eset
A homogén differenciaegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
N 4a, N T+ Fa d+ap=0,

melynek a multiplicitast is figyelembe véve pontosan r darab komplex gyoke van. Tegyiik
fel, hogy a kiilonbo6z6 karakterisztikus gyokok Ay, ..., A\s € C, melyek multiplicitasa rendre
mi,...,ms (Nyilvan my+---+ms=1r.) Az

zr1(n) = A}, zo(n) =nAt, ..., T, (n) =™ I
Lmy+1 (n) = g ) xm1+2(n> = n)‘g R Lmy+mg (n) = nmzil)‘g J
Lmy+-t+ms1+1 (n) = )‘? ) xm1+...+m571+2(n) = ’I”L)\? » e Tmgteetmg (n) = nm871)‘? )

sorozatokat a differenciaegyenlet alaprendszerének nevezziik. Ekkor az x(n), n=1,2,...,
sorozat pontosan akkor megoldasa az egyenletnek, ha el6all az alaprendszer elemeib6l
képzett linearis kombinacioban, tehat valamely cq, ..., ¢, € C egyiitthatokkal

z(n)=czi(n)+---+ca.(n), n=12,...

Az inhomogén eset

Az inhomogén esetben az altalanos megoldas tgy kaphaté meg, hogy a homogén eset
altaldnos megoldésahoz hozzaadjuk az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat.
Ha my jeloli az 1 értéknek, mint a karakterisztikus egyenlet megoldasanak multiplicitasat,
(ami 0, ha az 1 nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek,) akkor az inhomogén egyenlet-
nek létezik zq(n) = con™° alaka megoldasa. A ¢y € C érték konnyen meghatarozhaté, ha
az xo(n) sorozatot behelyettesitjiik az egyenletbe. Ebbdl az inhogén altalanos megoldas

x(n) = zo(n) +azi(n)+---+cx.(n), n=12 ...



Kezdeti érték problémak

Sok esetben el6irjuk, hogy a differenciaegyenlet megoldésa milyen értéket vegyen fel
bizonyos idépontokban, tehat megkoveteljiik, hogy

z(ny) =1, ey x(ng) = Yk
teljesiiljon valamely £>1, 1<n; <. - -<ny egészekre, és yy, ..., yr €C konstansokra. Ezeket
kezdeti feltételeknek vagy peremfeltételeknek nevezziik. A lineéris konstans egyiitthatos
esetben a kezdeti érték problémanak létezik egyértelmi megoldasa, ha k& = r, tobb meg-
oldésa van, ha k < r, és nincs megoldasa, ha k > r. A kezdeti érték probléma megoldésat
vagy megoldasait igy hatarozzuk meg, hogy a kezdeti feltételekbe behelyettesitjiik a dif-
ferenciaegyenlet altalanos megoldésat, és kiszamoljuk a ¢y, ..., ¢, konstansokat.

Példa: Fibonacci szamok

A Fibonacci szamokat az
zx(l)=z(2)=1, z(n)=z(n—1)+z(n—-2), n>3,
rekurzio definidlja. Ez egy kezdeti érték probléma, ugyanis az
r(n+2)—z(n+1)—z(n) =0, n=12...

masodrend differenciaegyenlet van kiegészitve az x(1) =1 és x(2) = 1 kezdeti feltétellel.
Mivel a feltételek szama szintén ketts, a probléménak létezik egyértelmii megoldasa. Az
egyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet a A2 — X —1 = 0, melynek megoldasai
1-V5 , 1+v5
A = 5 és A = 5

Ekkor az egyenlet alaprendszere x1(n) = A}, xa2(n) = AJ, amibdl a differenciaegyenlet
altalanos megoldasa

2(n) = c11(n) + caza(n) :cl(l_\/g)an(H‘/g)n, n=12,...,

2 2
ahol ¢y és ¢y tetszbleges valos konstansok. A kezdeti feltételekbe helyettesitve kapjuk,
z(l)=chi+el=1, z@2)=aX+er=1,
amibd6l jon, hogy
A2 —1 1 , A —1 1

T ae-N) VB " (i—h) VB
Tehat a Fibonacci szamok a kévetkezd zart formuléval adhatéak meg:
1+v5)" = (1-5)"
sy 2 15V = (1=v5)"
V52"
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