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Sztochasztikus folyamatok Definicié, példak

Sztochasztikus folyamatok

A tovabbiakban legyen
e (2, A, P) valésziniiségi mezé, (X,G) mérhet§ tér,
o T # (& tetszbleges halmaz,
@ X;:Q—> X, teT, véletlen elemek, azaz A-G mérhetd fiiggvények.

Sztochasztikus folyamat

Az X = (X¢)ter indexezett halmazt sztochasztikus folyamatnak
nevezziik.

o A folyamat allapottere vagy fazistere az X halmaz.

A folyamat allapotai a valtozék lehetséges x € X' értékei.

A folyamat indexhalmaza vagy paraméterhalmaza a T halmaz.
A folyamat paramétere vagy id6paramétere a t € T index.

Az X sztochasztikus folyamata te T id6pontban az xe X
allapotban van, ha a realizalt w e Q kimenetel mellett X;(w) = x.
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Empirikus eloszlasfiiggvény

Legyen Zi,25,...,Z, statisztikai minta, és legyen Z; < ZF < ... < Zf
a rendezett minta. Az empirikus eloszlasfiiggvény:

F,,(t):%#{kzzk<t}:%max{k:z;‘<t}, teR.
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Ekkor X = (F,(t))ter egy sztochasztikus folyamat, melynek allapottere
X ={k/n:k=0,1,...,n}, indexhalmaza T =R.
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Sztochasztikus folyamatok Definicié, példak

Fiiggetlen és azonos eloszlast valtozok, fehér zaj

Legyen X;, teT, fiiggetlen és azonos eloszlas valdszinliségi valtozo.
Ekkor X = (Xi)ter szintén egy sztochasztikus folyamat. Ha az  X;
valtozék varhaté értéke nulla, akkor az X folyamatot fehér zajnak is
szokas nevezni. (ldénként azt is felteszik, hogy véges a széras.)

Sziirési probléma: Adott egy Y = (Y};)rer jelfolyamat, amit eltorzit az
X = (Xt)ter fehér zaj, és igy de mi csak az Y + X = (Y + X¢)ter
folyamatot vessziik. Sziirjiik ki a zajt, tehat adjuk meg az Y jelet.

A kurzuson a tovabbiakban csak olyan sztochasztikus folyamatokkal
foglalkozunk, melyek valamilyen valés vagy valés vektor értékid mennyiség
idébeli alakulasat irjak le. Jelolésbeli konvenciok:
o A tovabbiakban az allapotter X € R vagy X < R,
@ A tovabbiakban az indexhalmaz T < [0,00), a t indexet pedig
gyakran id6nek nevezziik.
o Egy determinisztikus vagy véletlen 7€ T id6pont esetén a folyamat
maltja (X¢)t<r, a folyamat jovje pedig (Xi)t>r-
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Véletlen bolyongas

Legyen pe (0,1) rogzitett, és legyen Zy,2,,... fiiggetlen és azonos
eloszlasi valtozé, melyre

P(Z, = +1) = p, P(Z,=—-1)=1-p, n=12,...

Legyen tovabba Xo =0 és X, =24 +---+2Z, n=12 ...

Az X = (X;)nen, sztochasztikus folyamatot (egydimenziés) véletlen
bolyongasnak nevezziik. A bolyongas szimmetrikus, ha p =1/2, és
nem szimmetrikus, ha p # 1/2. A bolyongas éallapottere X =7,
indexhalmaza T =Ny ={0,1,2,...}.
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Sztochasztikus folyamatok Definicié, példak

Sztochasztikus folyamatok tipusai és trajektoriaja

Indexhalmaz szerint az X = (X;)ter folyamat
o diszkrét idejii, ha T megszamlalhats. Pl. T < Ny ={0,1,2,...}.
e folytonos ideji, ha T egy intervallum. Pl.: T =[0,00), T =][0,1].
Allapottér szerint az X folyamat lehet

o megszamlalhaté vagy véges allapotterdi, ha X megszamlalhaté
illetve véges. Példaul: X cZ, X < 74,

@ nem megszamlalhaté allapotterd, ha X nem megszamlalhaté.

Az X sztochasztikus folyamatnak az w € Q kimenetelhez tartozé
trajektéridgjaa T — X, t+— Xi(w), determinisztikus fliggvény.

Hé&mérsékletet mériink

Legyen X: a kiils6 hémérséklet a t e T < [0,24] id6pontban.

Diszkrét vagy folytonos id6: éranként egyszer mériink vagy folyamatosan.
Megszamlalhaté vagy nem megszamlalhaté allapottér: digitalis vagy analég
h6émérét hasznalunk.
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Sztochasztikus folyamatok Definicié, példak

Hémérsékletet mériink (folytatas)

16 | [ ] 16 | 00000
... ...
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Sztochasztikus folyamatok Filtracié és megallasi idék

Filtracié és megallasi idék

Informéaci6 a o-algebraban

Legyen F < A tetszéleges rész-o-algebra. Azt mondjuk, hogy ismerjiik
az o-algebrat, ha a rendelkezésiinkre all6 informacio elegendé ahhoz, hogy
tetszéleges A e F eseményrdl elddntsiik, hogy a kisérlet aktudlis
végrehajtasakor bekdvetkezett, vagy nem.

A tovabbiakban jeldlje B a valés egyenes Borel-halmazainak o-algebrajat.

Ismert o-algebra, ismert valtozok

Haaz X;, teT, véletlen valtozék generaljak az F o-algebrat, tehat
o(X¢:teT) =F, akkor az alabbiak ekvivalensek.

O Ismerjiik az F o-algebrat.
Q Ismerjiik az X;, te T, véletlen valtozék értékét.

© Ismerjiik minden F-B mérhetd véletlen valtozé értékét.
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Sztochasztikus folyamatok  Filtracié és megallasi idék

Fiiggetlen kockadobasok

Tekintsiik a kdvetkezé valészinliségi mez6t és véletlen valtozékat:
Q 1
Q:{w=(k,4);k,z=1,...,6}, A=2", P({w}) = 2 Wwe,

F= {B x {1,2,3,4,5,6) : BC {1,...,6}}gA.

Legyen tovabba X(w) :=k, Y(w):=/¢, éslegyen Z az X érték
kettével vett maradéka. Ekkor X és Y egymastdl fiiggetlen szabalyos
kockadobasok, és teljesiilnek az alabbiak:
o F =o0(X), tehat F ismerete ekvivalens X ismeretével.
@ A Z mérhetd F-re nézve, tehdt F ismeretében Z értékét is
tudjuk. De Z nem generadlja F-et, tehat kevesebb informaciét
tartalmaz, mint az X valtozé.

@ Az Y nem mérhetd F-re nézve, tehat F ismerete kevés az Y
valtozé értékének meghatarozasahoz. (Ami nem meglepd.)
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Sztochasztikus folyamatok Filtracié és megallasi idék

Sziirés (filtracié) és adaptaltsag

Legyen F: S A, teT, rész-o-algebraknak egy olyan serege, melyre
Fs € Fr ha s<t. Ekkoraz (Fi)ier rendszert sziirésnek vagy
filtracionak nevezziik.

Akkor mondjuk, hogy egy X = (Xi)ter folyamat adaptalt az (F;)ter
sziiréshez, ha X; mérhet8 az Fi-re nézve minden te T esetén.
Az X folyamat altal generalt sziirés, avagy a természetes sziirés az
Ff=0(Xs:s < t) filtracio.

o Az F; o-algebra azt fejezi ki, hogy a t id6pontban mennyi
informaciéval rendelkeziink a kisétletrél. Ezért béviil a rendszer.

o Az adaptaltsag azt jelenti, hogy tetszleges te T idépontban a
rendelkezésiinkre 4ll6  F; informacié elég ahhoz, hogy meghatarozuk
az X; valtoz6 értékét. (S6t, az X, s < t, valtozok értékét is.)

@ Generalt sziirés esetén a t idépontban az informacié pontosan az
Xs, s < t, valtozék értéke. Egy folyamat mindig adaptalt az altala
generalt sziiréshez.
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Sztochasztikus folyamatok Filtracié és megallasi idék

Kiterjesztett fiiggvények

Legyen R := (—o0,+00] és

B:=0(B,{+w0}) = {B,Bu {+wx}: Be B}.

e Egy 7:Q —> R fiiggvényt kiterjesztett fiiggvénynek neveziink.

o Egy kiterjesztett fiiggvény akkor mérhetd, ha A-B mérhetd, tehat
tetszéleges D € B halmaz esetéen 771(D)e A. Ekkora 7
fliggvényt altalanos értelemben vett véletlen valtozénak nevezziik.

Kiterjesztett fiiggvény mérhetésége

Legyen 7 tetszéleges kiterjesztett fiiggvény, és legyen Qg := 7 1(R).
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

O A 7 fiiggvény mérhets.

Q@ Qe ésa 7o, Q — R véges megszoritas Borel-mérheté.
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Sztochasztikus folyamatok Filtracié és megallasi idék

Mi csak nemnegativ értékii altalanos értelemben vett véletlen valtozékkal
fogunk majd talalkozni. Ebben az esetben a véges megszoritasnak van jdl
definialt varhato érteke:  E(7]q,) = §o 7 dP € [0, +o0].

Altalanos értelemben vett véletlen valtozé varhaté értéke

Egy 7:Q — [0,+00] altalanos értelemben vett véletlen valtozéra legyen

E(T|Qo)v P(QS) =0,
c
0

E(T) := JQTdP:: E(7]q,) +00- P(5) = oo P(QS) > 0.

(Legyen «0-0=0.)

Megmutathaté, hogy
@ ha h:R >R mérhets, akkor h(T) is mérhet§;
@ megszamlalhaté sok nemnegativ értéki altalanos értelemben vett
véletlen valtozé sszege, szorzata, infimuma és szuprémuma mérhet6;

@ a most definialt varhato érték linearis és monoton kiterjesztése a véges
véletlen valtozék varhaté értékének.
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Sztochasztikus folyamatok Filtracié és megallasi idék

Megallasi id6
Legyen (F¢)ter szdrés, éslegyen 7:Q — T u {+o0} 4&ltalanos
értelemben vett véletlen valtozd.

o 7 megallasi id6 a sziirésre nézve, ha {7 <t} e F;, VteT.

o 7 megallasi id6 egy X = (Xi)ter sztochasztikus folyamatra nézve,
ha megallasi id6 a folyamat altal generalt sziirésre nézve.

A megallasi id6k ekvivalens definiciéi

Legyen (F¢)ter sziirés, 7:Q — T u {+o0} altalanos értelemben vett
véletlen valtozé. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

© 7 megallasi id6 a sziirésre nézve.
Q {r>t}eF: minden teT esetén.

Ha T < Np, akkor az el6z6ekkel az is ekvivalens, hogy

©Q {r=t}eF; minden teT esetén.
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Sztochasztikus folyamatok Filtracié és megallasi idék

A megallasi idének az a szemléletes jelentése, hogy tetszéleges te T
id6pontban a rendelkezésre all6  F; informacié elegendd ahhoz, hogy
eldonthessiik, 7 aktualis értéke a ,maltban”, vagy a ,jovében” van.

Elsé elérési id6 és elss lokalis maximum a véletlen bolyongasra

Legyen (Xp, Fn)nen, @ véletlen bolyongés a természetes sziiréssel.

o Egy acZ ertek elsé elérési ideje: 4 | /
T, :=min{n e Ny : X, = a} g
Ez egy megallasi id6. 5|

@ A bolyongas elsé lokalis maximuma 1 |
7 =min{n € Ny : Xp11 = X, — 1}.
Ez nem megallasi idé. T T3

A konstansvaltozé megallasi id6

Tekintsiink egy tetsz6leges to € T értéket, és legyen 7(w) = to minden
w e Q esetén. Ekkor 7 megallasi ids.
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Sztochasztikus folyamatok Filtracié és megallasi idék

Pre-o-algebra

Legyen 7:Q — T u {+o} megallasi id6 az (F¢)wer sziirésre nézve.
A pre-o-algebra, avagy a 7 el6tti események o-algebraja:

Fr={AcA:An{r <t}e F,teT}c A

Megjegyzés: Megmutathaté, hogy ha T < Ny, akkor
Fr={AcA:An{r =t}e F,teT}

A pre-c-algebra tulajdonsagai

Legyen 7:Q — T u {+o0} megallasi id6 az (F¢)ter szlirésre nézve.
O Az F,; halmazrendszer o-algebra, és a 7 valtozé JF.-mérhetd.

Q@ Ha 7(w) =ty minden we Q esetén, akkor F, = Fy,.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

Diszkrét ideji Markov-lancok

Néhany hétig diszkrét idejd és megszamlalhatd allapotter( folyamatokkal
foglalkozunk. Az egyszeriiség kedvéért legyen T =Ny és X < Z9, ahol
d =1 egész. Megszamlalhaté allapottér esetén az allapottérre gyakran
inkabb az 7 jelolést alkalmazzak, mi is igy tesziink.

Tehat: X = (Xp)nen, véletlen (vektor-)valtozéknak egy sorozata.

Markov-tulajdonsag, diszkrét idejii Markov-lanc

Az X = (X,)nen, folyamat rendelkezik a Markov-tulajdonsaggal, ha
tetsz6legesen ne Ny és fy,...,In,J EZ esetén valahanyszor

P(Xp = in,...,Xo = ip) >0,
akkor

P(Xps1 = Xn=ln,.... X0 = io) = P(Xn41 =j | Xp = in).

Ezt Ggy is szokds mondani, hogy az X folyamatnak nincsen memodriaja,
és ilyenkor a folyamatot diszkrét idejii Markov-lancnak nevezziik.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

Atmenetval6szintiség, atmenetmatrix

Legyen X = (X;)nen, diszkrét idejii Markov-lanc, és legyen n rdgzitett
nemnegativ egész szam.

o Az n-dik lépéshez tartozé atmenetvaldsziniiségek:
pij(n) :=P(Xp=j| Xo1=1), i,jeT.

o Az n-dik lépéshez tart6zé atmenetvalésziniiség-matrix, vagy
roviden atmenetmatrix:
P(n) = [p,-d-(n)] e RT*T .
ijeT
@ A Markov-lanc id6homogén (vagy réviden homogén), ha az

atmenetvaldszintiségek nem fiiggenek az n id6paramétertdl. Ekkor
az n indexet elhagyjuk, tehat a jelolés: p;; és P.

o A folyamat kezdeti eloszlasa az az o = [«j]jer sorvektor, melyre
o = P(Xo = i), iel.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

A Markov-tulajdonsag azt fejezi ki, hogy egy-egy lépés soran az, hogy a
folyamat melyik allapotba lép tovabb, csak attdl fiigg, hogy most melyik
allapotban van. A korabbi allapotok csak a jelenen keresztiil befolyasoljak a
Markov-lanc jovgjét.

A kezdeti eloszlas és az atmenetmatrixok tokéletesen leirjak a diszkrét idejd
Markov-lancot:
o Kezdeti eloszlas: melyik allapotbdl mekkora valészintiséggel indulunk.

o Atmenetvaldsziniségek: az egyes lépések soran milyen dinamikaval,
tehat mekkora valésziniiséggel lépiink tovabb.

Az atmenetmatrix sztochasztikus matrix

Tetszbleges X diszkrét idejii Markov-lanc és n nemnegativ egész szdm
esetén a P(n) e RZ*7  atmenetmatrix sztochasztikus matrix, ami két
dolgot jelent:

@ a matrix elemei nemnegativ szamok: p;j(n) =0, i,j€Z;

o minden sorban 1 a komponensek &sszege: >, ;.7 pij(n) =1, i€ZL.

4
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

A véletlen bolyongas, mint Markov-lanc

Az X = (X,)nen, Véletlen bolyongas Markov-lanc, ugyanis az, hogy
egy-egy lépésben hova lépiink tovabb, csak attél fiigg, hogy melyik
allapotban vagyunk, att6l nem, hogy korabban hol jartunk. Precizen:
P(Xn+1 =J | Xn:il‘h"'aXO:iO) = 'D(Zn+1 =J—In | Xn:inw-'aXO:iO)
= P(Zny1=j —in) = P(Zos1=J — in | Xo=1n) = P(Xns1=J | Xo=1n).

o A kezdeti eloszlas a 0 allapotban denegeralt eloszlas:

1, i=0,

o 0 [ 0, ]:eI 0, {07 egyébként.

@ A bolyongas id6homogén Markov-lanc, az atmenetval6sziniiségek nem
figgenek n-tsl:

P, J:/+17
Pi,j(”)=P(Xn=j|an1=i)= l1—p, j=i—-1,
0, egyébként.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

A Pélya-féle urnamodell

Urna, benne 1 piros és 1 fekete golyé. Minden |épésben hazunk egy golydt,
majd visszarakjuk, valamint betesziink még egy olyat, mint amit kihaztunk.

@ Legyen X, annak az indikatora, hogy az n-dik hizas piros. Ekkor az
X = (Xp)n=1,2,.. sorozat nem Markov-lanc:

PXs=1|X2=1,X=1) = f;éP( =1[X=1,X =0) =

Markov-lanc esetén mindkét oldal értéke P(X3 =1| Xo =1) lenne.

o Legyen Y, a piros golyék szama az n-dik Iépés utan. Ekkor

in/(n+2), j=i+1,
P(Yos1 =4 | Yn=tn,....Ya=0) =3 1—ip/(n+2), j=in,
0, egyébként.

Az Y = (Y,)p=1,2,.. folyamat Markov-lanc, de nem idshomogén.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

Tobblépéses Markov-lancok

Tegyiik fel, hogy a korabbi napok idgjarasatdl fiiggetleniil

0,7, ha ma és tegnap esett,
P(hol i) 0,5, ha ma esett, de tegnap nem,
olnap esik) =
P 0,4, ha ma nem esett, de tegnap igen,

0,2, ha sem ma, sem tegnap nem esett.

o Legyen X, annak az indikatora, hogy az n-dik napon esik. Ekkor az
X = (Xn)nen, sorozat nem Markov-lanc.

o Legyen Y, = (X5, Xp_1). Ekkor Y = (Y,)nen, Markov-lanc, és

07 0 03 0 (1,1)

|05 0 05 0 (1,0)
PM=1 "% 04 0 o6 (0,1)
0 02 0 08 (0,0)

Az Y folyamatnak két lépés a meméridja: tébblépéses Markov-lanc.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

Diszkrét idejii Markov-lancok ekvivalens definicioi

Legyen X = (X;)nen, Sztochasztikus folyamat az Z megszamlalhaté
allapottéren, tovabba legyen

]:,,:(T(Xo,...,Xn), Q,,za(X,,,X,,H,...), neNo.

Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
Q@ Az X sztochasztikus folyamat diszkrét idejii Markov-lanc.
© Tetszbleges ne Ny, i,jeZ é BeF, mellett

P(Xps1=j| Xn=1,B) = P(Xnt1 =j | Xa =)
amennyiben az {X, = i} n B esemény valdsziniisége pozitiv.
© Tetszbleges n,me Ny, i,jn,---,jpim€ZL és BeF, mellett
P(Xnem = jntms -+ Xo = jn | X = i, B)
= P(Xotm = Jotmr--»Xn = Jn | Xp = i)

amennyiben az {X, = i} n B esemény valdsziniisége pozitiv.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Definicié, példak

Diszkrét idejii Markov-lancok ekvivalens definiciéi (folytatas)
Q Tetszbleges neNy, ieZ, AeG, é BeF, mellett

P(A| Xn=1i,B) = P(A| X, =)

amennyiben az {X, = i} n B esemény valésziniisége pozitiv.

O Tetszéleges n,meNy és g:Z™1 - R korlatos fiiggvény esetén

E[g(Xn,...,Xn+m) \x,,,...,xo] _ E[g(Xn,...,Xn+m) \xn].

Tehat a Markov-tulajdonsag ekvivalens azzal, hogy a jelenre feltételesen a
malt és a jovo figgetlenek: P(JovS | Jelen, Milt) = P(Jové | Jelen), ahol

Jelen = {X, = i}, Jov6 € 0(Xp, Xns1,...), Milte a(Xo,...,Xn).

A Markov-tulajdonsaggal az alabbi allitasok is ekvivalensek:
e P(Jovs, Malt | Jelen) = P(Jové | Jelen) P(Malt | Jelen)
e P(Malt | Jelen, Jovs) = P(Malt | Jelen)
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Diszkrét idejii Markov-lancok Diszkrét idejii homogén Markov-lancok

Diszkrét ideji homogén Markov-lancok

Egy X = (Xp)nen, diszkrét idejii Markov-lanc id6homogén, vagy réviden
homogeén, ha az dtmenetvaldsziniiségek nem fiiggenek a paramétertdl,
tehat tetszbleges i,j € Z allapotok és ne Ny index esetén

P(Xn=j|Xom1 = 1) = P(Xu=j|Xo=1) = pij.

A homogenitas azt fejezi ki, hogy a Markov-lanc dinamikéaja nem valtozik
az idé malasaval, a folyamat az n idéparamétertd| fiiggetleniil mindig
azonos eséllyel lép at egy i allapotbdl egy j allapotba.

Ezen a kurzuson az X ~ Markov(a, P) jelolés azt jelenti, hogy X
homogén Markov-lanc « kezdeti eloszlassal és P atmenetmatrixszal.

Az inhomogén Markov-lanc kifejezés szdvegkdnyezettdl fiiggéen két dolgot
is jelenthet:
@ altalanos Markov-lanc, ami nem biztos, hogy homogén;

@ nem homogén Markov-lanc, tehat az atmenetvaldsziniiségek fliggnek
az indextdl.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Diszkrét idejii homogén Markov-lancok

Atmenetgraf

Az X homogén Markov lanc dtmenetgrafja egy olyan iranyitott graf,
melynek csiicsai az dllapotok, és egy i/ él pontosan akkor van behiizva,
ha pjj> 0. Az élekre ra szokés irni &tmenetvaldszintiségeket.

\
N
\ |
N
\
N

A véletlen bolyongas, mint homogén Markov-lanc

A véletlen bolyongas homogén Markov-lanc az Z = 7Z allapottéren.
Atmenetval6sziniiségei, kezdeti eloszlasa, illetve atmenetgrafja:

N
N
N
1
N
N
N
| \

P, j=i+1, )
. 1, /=0, .
pij=<31—p, j=i-1, «aj=20di= 0. eevebként i,jeZ.
0, egyébként, 8 '
m/\m/\m/\
- =2 -1

UUUMM

1-p 1-p 1-p 1—p 1-p 1—p
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Diszkrét idejii Markov-lancok Diszkrét idejii homogén Markov-lancok

Homogén Markov-lancok ekvivalens definiciéi

Legyen X = (Xp)nen, sztochasztikus folyamat egy Z megszamlalhaté
allapottéren, és legyen P = [p;]ijer sztochasztikus matrix. Ekkor az
alabbiak ekvivalensek.
@ X homogén Markov-lanc és P az atmenetmatrixsza.
© Tetszéleges m,ne Ny idépontok, i, jm,...,jmin € Z allapotok és
Beo(Xo,...,Xm) esemény mellett

P(Xm+n = Jmins s Xm = Jjm | Xm = i, B) = 5i,_]‘mpjm,jm+1 * " Pimtn—1dmin

valahanyszor a feltétel valdsziniisége pozitiv.
O Tetszbleges me Ny és i€Z mellett az X' = (Xiprn)nen,
folyamatra teljesiilnek az alabbiak:
o az X' folyamat az {X,, =i} eseményre feltételesen fiiggetlen az
Xo, ..., Xm valtozdktdl;
o az {X, =i} eseményre feltételesen X' ~ Markov(d;, P).

26 / 112
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Diszkrét idejii Markov-lancok Diszkrét idejii homogén Markov-lancok

Tobblépéses atmenetval6szintiségek

Legyen X homogén Markov-lanc, és legyen

PP = PXa=j| X =i), P =[p7

. nENo.
. ]i,jez’

A pfg) valésziniiségeket n-lépéses atmenetvalésziniiségeknek, a P("
matrixot pedig n-lépéses atmenetmatrixnak nevezziik.

A tobblépéses atmenetvaldsziniiségek idshomogének

Ha X homogén Markov-lanc, akkor tetsz&leges akkor tetszéleges i,jeZ
és m,n,e Ng mellett

PXmin=Jj|Xm=1)=P(Xp=j|X =1i).
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Diszkrét idejii Markov-lancok Diszkrét idejii homogén Markov-lancok

Chapman—-Kolmogorov-egyenletek
Ha X ~ Markov(a, P), akkor tetszéleges i,jeZ és m,n,e Ny

mellett - g
n+m n m
pI,J Zplkpk,_/ :
keZ

Ebbdl kdvetkezik, hogy P(+m = p(mp(m) —pl) —pn X~ aP".

Multiplikaciés formulak

N
\
N
| A\

Legyen X ~ Markov(a,P) homogén Markov-lanc. Ekkor tetszéleges
k=1 0<m<m<---<ng & i, j1,...,Jk €L mellett

P(Xnk :jka e ,an :_jl | Xm = I) - P,(Sll )pjglnj‘z_nl) o pJ(kn_kl_j;nk) 9

P(Xnk = Jky+ s Xny = j1, X0 = i) = O"P:(S:)pj(lnjz " pj(knk1;k ”k),

_ 7 (n— "2 n) (nk—1—nk)
P(X”k = Jks ooy X _Jl Za’pl,ﬂ Pjy 2 TP i 2
=94
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Diszkrét idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és periédus

Kommunikaciés osztalyok és periédus

Legyen tovabbrais X ~ Markov(a,P) az Z € Z allapottéren.

Mit mondhatunk el a lancrdl, ha nem ismerjik az dtmenetvaldsziniiségeket,
csak azt tudjuk, hogy melyik allapotbél melyikbe lehet atlépni?

Elérhetsség, kommunikaciés viszony, elnyelé allapot

Tekintsiink tetszdleges i,j € Z allapotokat.

o A j Aallapot elérhetd az i allapotbdl, (jeldlésben i — j,) haa
P(a lanc valaha eljut j-be | Xo = i) = P(Eln eNg: Xy =/ Xo = i)

valdszinliség pozitiv.

@ Az i ésa j allapot kommunikaciés viszonyban all egymassal,
ha kdlcsondsen elérhetéek egymasbdl. Jeldlésben: 7= j.

o Az i allapot elnyeld, ha p;; = 1.

Megjegyzés: mivel p,((j.) =1, ezért i— i minden i€ esetén.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és periédus

Az elérhet6ség ekvivalens definicioi

O A j allapot elérheté a /i allapotbdl.

@ Létezik ne Ny, melyre p@

> 0.
© Vagy i =, vagy pedig valamely n pozitiv egész szamra léteznek
it,...,in—1 allapotok, hogy pii,Piins---»Pir_sj > 0.

©Q Vagy i =, vagy az atmenetgrafon létezik az i — j iranyitott at.

A kommunikaciés viszony ekvivalenciarelacié

A kommunikaciés viszony ekvivalenciarelacié az allapotok halmazan.

Kommunikaciés osztalyok, osztalytulajdonsag

|
\
N
N
N

A kommunikaciés viszony, mint ekvivalenciarelacié altal meghatarozott
ekvivalenciaosztalyokat kommunikacios osztalyoknak nevezziik. A lanc
irreducibilis, ha csak egy osztalya van, és reducibilis, ha tbb.

Allapotoknak valamely tulajdonsaga osztalytulajdonsag, ha egy osztalyon
beliil vagy minden allapot rendelkezik vele, vagy egyik sem.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és periédus

Tovabbi észrevételek és definicidk:

@ A kommunikaciés osztalyok az atmenetgraf ersen sszefiiggd
komponensei.

@ A kommunikaciés osztalyok csak az atmenetvalésziniiségektd| fiiggnek,
a kezdeti eloszlastsl nem. llyen médon beszélhetiink reducibilis és
irreducibilis &tmenetmatrixrdl.

o Legyenek C1,Co € Z kommunikacios osztalyok. Azt mondjuk, hogy a
C, elérhetd a C;-bél, ha létezik ieCy és je(C, hogy i— .

o Két kiildnbbz8 osztaly nem lehet kdlcsdndsen elérhets egymasbdl.

o Egy kommunikaciés osztalyt zartnak neveziink, ha beléle nem érhets
el mas osztaly. Az osztaly nyitott, ha el lehet hagyni.

e o /. e o
Vi
.\Z\. O/ [
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Periédus

Egy i allapot periddusa
d; = Inko{n >0: p,(';) > 0}, ahol Inko @& = 0.

Az | allapot aperiodikus, ha d; =1, és periodikus, ha 1 < d; < o0.

Keét specialis allapot

o Ha egy allapot elnyel, akkor aperiodikus, és egyediil alkot egy
kommunikaciés osztalyt.

o Egy allapotnak pontosan akkor végtelen a periédusa, ha az allapotbdl
indulva nem lehet oda visszatérni. Ez az allapot 6nallé osztalyt alkot.

| \

Szolidaritasi tétel az allapotok periédusara

Egy kommunikaciés osztalyon beliil minden allapotnak azonos a periédusa,
tehat a periédus osztalytulajdonség. llyen értelemben beszélhetiink az
osztalyok periédusarél, tovabba periodikus és aperiodikus osztalyokrdl.
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A véletlen bolyongas és a jatékos csédje probléma

A véletlen bolyongasnél egy osztaly van, és minden allapot periédusa 2:

p p p p p p

[ v v &r & & v
=2 -1 0 1 2 -
Y JX I\ JA JA X )

Ha a bolyongashoz hozzaadunk két elnyelé a falat, akkor az elnyel6 falak
egyelem(i osztalyok, periédusuk 1, és a tobbi allapot pedig egyetlen osztalyt
alkot 2 periédussal:

r T i & L T |
1 —-a+1--- -1 0 1 - b-1 1
I JA X ) JAN )X )
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Diszkrét idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és periédus

Periodikus osztalyok felbontasa

Legyen X ~ Markov(a, P) irreducibilis és periodikus d periédussal.
Ekkor teljesiilnek az alabbiak.
O Az T allapottérnek létezik olyan Copu---UCy_1 =T diszjunk
halmazokra valé felbontasa, hogy barmely k=10,...,d —1 esetén

P(X1€Ck+1 |X0€Ck) 21, ahol CdZZCO.

Ezeket a halmazokat az X Markov-lanc alosztalyainak nevezziik.

@ Legyen Y = (Xpd)nen,- Ekkor Y ~ Markov(a, P9).  Tovabba az
Y lanc kommunikaciés osztalyai a Cp,...,Cq_1 halmazok, és ezek
az osztalyok aperiodikusak és zartak az Y lancban.
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Az er6s Markov-tulajdonsag

Legyen X = (Xp)nen, ~ Markov(a, P) az Z allapottéren, és legyen
fnZO'(Xo,...,Xn), nENo.

Lattuk, hogy ekkor tetszéleges me Ny idépont és e Z allapot mellett
az (Xmin)nen, folyamat az {X,, =i} eseményre feltételesen homogén
Markov-lanc, ami fiiggetlen az F, o-algebratdl. Arra vagyunk kivancsiak,
hogy ez az allitds érvényben marad-e akkor, ha a determinisztikus m
értéket egy véletlen id6pontra cseréljiik.

Legyen 7:Q — Ng u {4+0oc} megallasi id6 az (Fp)pen, sziirésre nézve,
és tekintsiik a 7 el6tti események o-algebrajat:

Fr={AeA:An{r =n}e FpneNo}.

Legyen Qo = {7 < o}, és tekintsik az X' = (X;1n)pen, Sorozatot,
ami j6l definialt és mérheté az Qg halmazon.
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Er6s Markov-tulajdonsag

Legyen X = (X,)nen, diszkrét idejid homogén Markov-lanc P e RZ*Z
atmenetmatrixszal. Ekkor tetszéleges 7 megallasi id6 és e Z allapot
esetén az X' = (X;4n)pen, Sorozatra teljesiilnek az alabbiak:
o A {7 <o, X =i} eseményre feltételesen X' fiiggetlen az F,
o-algebratol. Formalisan: tetszéleges A€ o(X') és Be F;
eseményekre

P(A|T <o, X, =i,B) =P(A| 7 <0, X, =i).

o A {r <w,X; =i} eseményre feltételesen X' ~ Markov(d;,P).

A tétel csak a {7 < o0, X; =i} eseményre feltételesen allit barmit is az
X’ folyamatrél. Emiatt nincs sziikség arra, hogy az X' az egész
eseménytéren értelmezve legyen, elég az, hogy az Qo = {T < 0} € Q
halmazon jél definialt.
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Az er6s Markov-tulajdonsag a bolyongasra

Legyen X = (X,)nen, a véletlen bolyongds, | /0

T, egy adott a€Z érték els6 elérési ideje, a
7 a folyamat elsé lokalis maximamuma:

T, = min{n € Ny : X, = a} 1

T=min{ne Ny : Xp11 =X, — 1} B

o Az elsé elérési id6 megallasi id6, tehat az (X, +p)nen, folyamat
a {1, <o, X, =a} ={r, <o} eseményre feltételesen szintén
véletlen bolyongas. Latni fogjuk, hogy a szimmetrikus esetben
P(r, < ) =1, vagyis ekkor az er6s Markov-tulajdonsag allitasai
a {7, < oo} feltétel nélkill is teljesiilnek.

o Az els6 lokalis maximumra nem teljesiil az erés Markov-tulajdonsag,
hiszen az  (X:+n)nen, sorozat nem véletlen bolyongas:

PXpp1 =i+1|Xe=0)=0#p=PXo=i+1]|X =1i).

Ez nem ellentmondas, hiszen 7 nem megallasi idé.
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Az allapotok tipusai

A tovabbiakban X ~ Markov(d;,P), ahol i€Z rogzitett allapot.

Visszatérési id6k, visszatérési valdszinliség

o Az i allapotba valé r-edik visszatérés ideje: 79 :=0,

min{n > 7j,—1: Xy =i}, Tj,—1 <0,
T = r=12,...
+00, Tir—1 = 0O,

o A tovabbiakban 7; az els6 visszatérési id6t jeldli, ennek varhatd
érteke pj:= E(7;) € [0, o0].
o (Elsd) visszatérési valdsziniiség: f; := P(1; < o0).

o Visszatérések szama: V;:=sup{re Ny : 7, < ow0}.

o A visszatérési id6k Ng u {400} értéki megallasi idék. Ebbél az is
kovetkezik, hogy a p; varhaté érték jol definialt.
o Az i allapotban tett latogatasok szama: V; + 1.
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A visszatérések szamanak eloszlasa

Ha f; <1, akkor V;+1 geometriai eloszlasi 1 —f; paraméterrel, mig
ha f; =1, akkor V; = o majdnem biztosan. Tovabba mindkét esetben

1 A (n)
E(Vi)+1=1_fl_=nZ=:0Pf,i-

v

Az allapotok tipusai

Legyen X ~ Markov(d;,P), ahol i€Z rogzitett allapot.

o Az | allapot tranziens, ha V; <o majdnem biztosan.
o Az | allapot rekurrens, ha V; = oo majdnem biztosan.

Legyen i rekurrens allapot. Ez az allapot null-rekurrens, ha pu; = oo,
és pozitiv rekurrens, ha p; < oo.

N

Megjegyzés: A fenti tétel szerint tetszéleges i allapot esetén vagy
P(V; <) =1 vagy pedig P(V;=o0) =1. Emiatt minden allapot
beleesik valamelyik tipusba.
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Minden elnyel6 allapot pozitiv rekurrens

Ha i elnyel6 allapot, akkor P(7; = 1) = 1. Ekkor a visszatérések szama
V; = 0 majdnem biztosan, tovabba p; = E(17) < 0.

N

A véletlen bolyongas elnyelé falakkal

A b ésa —a, allapot elnyeld, tehat ez a két allapot pozitiv rekurrens.

A tobbi 7 allapotra f; <1, tehat ezek az allapotok tranziensek.
P P p p p P P

r T i o o \ |
1 —a+1--- -1 0 1 - b-1 1
JA JA\ JA JAN JAN JAN /

A periodikus allapotok tipusa (hazi feladat)

Legyen X = (X;)nen, irreducibilis Markov-lanc d € (1,00) periédussal,
és legyen Y = (Xpg)nen,. Ekkor tetszéleges i€ Z allapotnak azonos a
tipusa az X ésaz Y lancban.

Benke Janos, Sziics Gabor (SZTE) Sztochasztikus folyamatok 2016. tavaszi félév 40 / 112
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A visszatérGségi kritérium
Legyen i€ Z tetszbleges allapot.

O Az | allapot pontosan akkor tranziens, ha f; <1, amivel az is
ekvivalens, hogy

a0
S < 0.
n=0

© Az | allapot pontosan akkor null-rekurrens, ha

o0
Z p,(';) = és lim pf';) =0.
n=0 ’ e

© Az | allapot pontosan akkor pozitiv rekurrens, ha

e 0}
2 pf';) = & lim sup p,(';) >0.
=0 ’ n—oo ’
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Tranziens és null-rekurrens allapotok limeszvalésziniiségei

Legyen X = (X;)nen, homogén Markov-lanc, és legyen j tranziens
vagy null-rekurrens allapot. Ekkor tetszéleges i allapotra

lim p{” = lim P(X,=j) =0.

n—oo " 1Y n—oo

| \

Szolidaritasi tétel az allapotok tipusara

Egy osztalyon beliil minden allapotnak azonos a tipusa, tehat a tipus
osztalytulajdonsag.

Kovetkezmény: Beszélhetiink tranziens, null-rekurrens és pozitiv rekurrens
osztalyokrdl annak megfelel6en, hogy mi az allapotok tipusa.

Zart és nyitott osztalyok tipusa

O Minden nyitott osztaly tranziens.

© Minden rekurrens osztaly zart.
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Az el6z6 allitas nem megfordithat6. Példaul 1atni fogjuk, hogy a nem
szimmetrikus véletlen bolyongés tranziens, pedig csak egy kommunikacids
osztalya van, ami nyilvanvaléan zart.

A véges kommunikaciés osztalyok tipusa

Egy véges kommunikaciés osztaly pontosan akkor rekurrens, ha zart.
Tovabba, egy véges osztaly nem lehet null-rekurrens.

A rekurrens allapotok elérhetésége

Legyen X = (Xp)nen, diszkrét idejii homogén Markov-lanc az Z
allapottéren, és legyen C < Z a lanc egy rekurrens osztalya. Ekkor
teljesiilnek az alabbiak.

o Tetszéleges i,j € C esetén
P(Hn E NO c Xn :J | XO = I) = P(valaha elérjuk j‘t | XO = I) =1
@ Arra az eseményre feltételesen, hogy a folyamat valaha eléria C

osztalyt, a folyamat 1 valésziniiséggel minden C-beli allapotot
végtelen sokszor meglatogat.
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A véletlen bolyongas és Pélya Gyorgy tétele

Legyen (Xn)nen, az (egydimenziés) véletlen bolyongas. Tehat legyen
21,2, ... flggetlen és azonos eloszlasa valtozo, melyek eloszlasa

P(Zn=+1)=P, P(Zn:_l):]-_P, n=1,2,...,
és legyen

Xo =0, Xn=Xp1+2Zn=24+ -+ 2Z,, n=12 ...

Ebbdl kovetkezik, hogy a nem szimmetrikus véletlen bolyongas tranziens.

v
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Az egydimenziés véletlen bolyongas tipusa
A véletlen bolyongés null-rekurrens, ha p = 1/2, és tranziens, ha p # 1/2.

A magasabbdimenziés szimmetrikus bolyongas

Adott d pozitiv egész szam mellett legyen ey = (0k1,...,0k.d),
k=1,...,d, az RY Euklideszi tér standard bazisa. Legyen tovabba
Zy1,2,,... flggetlen és azonos eloszlasi vektorvaltozé, melyek eloszlasa

P(Z,=e) =1/(2d) = P(Zy = —ex), k=1,....d.

Ekkoraz Xo =0, X, =21+ - -+ Z, formulaval definialt (Xp)nen,
folyamatot d-dimenziés szimmetrikus bolyongasnak nevezziik. Kénnyen
megmutathaté, hogy ez a folyamat Markov-lanc a Z9 allapottéren.

N

Pélya Gyorgy tétele (1921)

A szimmetrikus bolyongas null-rekurrens, ha d < 2, és tranziens, ha d > 3.
+A részeg ember mindig hazatalal, de a részeg madar mar nem feltétleniil.”

v
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Diszkrét idejii Markov-lancok Invarians mértékek és invarians eloszlasok

Invarians mértékek és invarians eloszlasok

Legyen X homogén Markov-lanc P € RT*Z atmenetmatrixszal. A
célunk olyan kezdeti eloszlast keresni, mely idében allandé (stacionarius,)
ami azt jelenti, hogy a folyamatot ebbdl az eloszlasbdl inditva ez lesz az
eloszlasa az X1, Xo,... valtozéknak is.

Invarians eloszlas

Egy 7 = [mi]iez eloszlas az X Markov-lanc invarians eloszlasa vagy
stacionarius eloszlasa, ha Xy ~ 7 esetén Xj ~ 7.

v

Az invarians eloszlas ekvivalens definicioi

Legyen m = [mi]jez eloszlas. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

@ A m™ az X Markov-lanc invarians eloszlasa.
Q@ Xo~m esetén X, ~m, n=12....

© m a P matrix A =1 sajatértékhez tartozé bal oldali sajatvektora,
tehat 7w = wP.

.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Invarians mértékek és invarians eloszlasok

Megjegyzések:
@ Az invarians eloszlas nem is a lanctdl, hanem az 4tmenetmatrixtél
fiigg. Helyesebb lenne azt mondani, hogy ,P invarians eloszlasa.”

o Egy sztochasztikus matrixnak a A =1 mindig sajatértéke, hiszen az
[1]iez oszlopvektor jobboldali sajatvektor. Ez azt jelenti, hogy mindig
letezik olyan 7 = [mi]iez vektor, amire 7 = wP. De ez a vektor
nem feltétleniil eloszlas, lehetnek negativ komponensei is.

e Egy m = [mi]ier vektor pontosan akkor invarians eloszlas, ha

=0, Zﬂ';=1, 7TJ'=Z7T,'p,',j, jel.
i€l i€l

Tranziens és null-rekurrens mértéke az invarians eloszlas szerint

Legyen X homogén Markov-lanc, aminek létezik 7 invarians eloszlasa.
Ekkor tetszéleges i tranziens vagy null-rekurrens allapot esetén 7; = 0.
Ebbdl kdvetkezik, hogy az invarians eloszlas a pozitiv rekurrens osztalyokra
van koncentralva.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Invarians mértékek és invarians eloszlasok

A tovabbiakban irreducibilis és rekurrens lancokat vizsgalunk. Ehhez
altalanositanunk kell az invarians eloszlas fogalmat.

Invarians mérték

Legyen P e RZ*T atmenetmatrix az Z allapottéren.

e Egy m = [mi]ier vektort mértéknek neveziink, ha a komponensei
nemnegativ valés szamok. Azt mondjuk, hogy a mérték véges, ha az
allapottér mértéke véges: m(Z) := Y7 i < 0.

o Egy m mérték invarians vagy stacionarius mérték, ha =« = wP.

Az egydimenzids véletlen bolyongas invarians mértékei

Az egydimenzids véletlen bolyongasnak nincsen invarians eloszlasa, hiszen a
folyamat a p paramétertdl fiiggSen vagy tranziens vagy null-rekurrens.
Ezzel szemben tetszéleges ¢ > 0 esetén 7 = [c|jez invaridns mérték,
ugyanis w = wP. Ez a mérték csak akkor véges, ha ¢ =0, tehat =«
nem invarians eloszlds. Kérdések: Vannak tovabbi invarians mértékek is?
Mi a helyzet a magasabbdimenziés esetben?
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Diszkrét idejii Markov-lancok Invarians mértékek és invarians eloszlasok

Invarians mértékek rekurrens Markov-lancokon

Legyen X = (X,)nen, rekurrens irreducibilis Markov-lanc P = [p; j|;jer
dtmenetmatrixszal. Adott k € Z mellett legyen ~(K) = [”}/,(k)]ieI, ahol
Tk—1

’}/ng)ZZE Zﬂ{xn=,~}‘X0=k 5 iel.
n=0

Tehat fyfk) a k allapotba val6 els6 visszatérésig az i allapotban tett
|atogatasok szamanak varhatd értéke. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.

0 1Y =1 & 7W(@) = .
© ¥ invarians mérték.
© Minden invarians mérték C'y(k), c >0, alakban all el8.

@ Ha az osztaly pozitiv rekurrens, akkor minden invaridns mérték véges,
ha null-rekurrens, akkor 7 =0 az egyetlen véges invarians mérték.

v
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Diszkrét idejii Markov-lancok Invarians mértékek és invarians eloszlasok

Az egydimenziés szimmetrikus bolyongas invarians mértékei

Az egydimenziés szimmetrikus bolyongés esetében a 7 = [1];ez mérték
invarians. Mivel minden invarians mérték c~v(©  alaka, és %()0) =1, azt
kapjuk, hogy ~+(© = 7, vagyis minden invarians mérték [cliez alaka.

v

Irreducibilis Markov-lancok invarians eloszlasa

Egy irreducibilis Markov-lancnak akkor és csak akkor létezik 7 = [7j]iez
invarians eloszlasa, ha a lanc pozitiv rekurrens. Ekkor az invarians eloszlas
egyértelmd, és 7 = 1/p; minden  allapotra.

A homogén Markov-lancok invarians eloszlasainak karakterizaciéja

Egy homogén Markov-lancnak akkor és csak akkor létezik invarians
eloszlasa, ha a lancnak van pozitiv rekurrens osztalya. Ha ez teljesiil, akkor
legyenek 7D 7@ . az egyes pozitiv rekurrens osztalyok egyértelmii
invarians eloszlasai. Egy 7 eloszlas pontosan akkor invarians eloszlasa az
egész Markov-lancnak, ha eléall = = am® + 2,7@ 4+ ... alakban
valamilyen aj,ap,... 20, a; +ax+--- =1, egyiitthatékkal.

Benke Janos, Sziics Gabor (SZTE) Sztochasztikus folyamatok 2016. tavaszi félév 50 / 112



Diszkrét idejii Markov-lancok Diszkrét idejii Markov-lancok ergodicitasa

Diszkrét ideji Markov-lancok ergodicitasa

Konvergencia az egyensulyhoz
Legyen X = (Xn)nen, irreducibilis, aperiodikus és pozitiv rekurrens

Markov-lanc 7 invarians eloszlassal. Ekkor tetszéleges i/, allapotokra

lim p{? = lim P(X, = j) =m = 1/u;.

Sziikség van a tételben minden feltételre?

e Ha j tranziens vagy null-rekurrens, akkor tovabbi feltétel nélkiil:

lim p(rf) = lim P(X,=j)=0=1/pu;.

n—oo 1Y n—ao0

@ Ha a lanc pozitiv rekurrens, de periodikus d periédussal, akkor
p,(;) =0, ha dfn, és lim,,o p,(gd) =d/p; > 0.

@ Ha j pozitiv rekurrens, de a lancnak tébb osztalya is van, akkor a
hatarértékek fligghetnek 7 osztalyatdl illetve a kezdeti eloszlastol.
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Diszkrét idejii Markov-lancok Diszkrét idejii Markov-lancok ergodicitasa

Ergodicitas (nagy szamok térvényei)

Legyen X = (X;)pen, irreducibilis homogén Markov-lanc.

O Tetszbleges j allapot esetén a folyamat hosszitavon atlagosan
pj = E(7j) |épésenként latogatja meg a j-t:

n—1

1 1
[im — Iix —jp = — m.b.
i, 2 Lot =
@ Tegyiik fel, hogy a folyamat pozitiv rekurrens, és tekintsiink egy
tetszbleges ¢ :Z — R fliggvényt. Legyen o = [mj]iez a folyamat
invarians eloszlasa, és tegyiik fel, hogy

C:= Z c(i)m < 0.
i€
Ekkor
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Felijitasi folyamatok Szamlalé folyamatok

Szamlalo folyamatok

A tovabbiakban folytonos idejii és nemnegativ egész értékii sztochasztikus
folyamatokkal foglalkozunk, és az indexhalmaz T = [0,00) lesz.

Szamlalé folyamat

Legyen S51,5,,... >0 tetsz6leges nemnegativ értékii véletlen valtozo, és
tekintsiik a részletdsszeg sorozatot: To =0, T,=S51+---+S,, n=> 1.
Ekkor a kapcsolatos szamlalé folyamatot a kdvetkez6 médon definialjuk:

Xe=#{n=1:T, <t} =max{n>0:T, < t}, t>0.
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Felijitasi folyamatok Szamlalé folyamatok

Szamlalé folyamatokkal valamilyen ismétl6d6 esemény bekdvetkezéseit
szoktuk modellezni, az X; érték azt mutatja meg, hogy ez az esemény
hanyszor kovetkezett be a [0, t] idGintervallumon. Példaul:
o Biztositdismatematika: karesemények szdma egy adott kartipusnal.
e Tomegkiszolgalasi modellek: kiszolgalt ligyfelek szama.

o Feldjitaselmélet: hanyszor kellett kicserélniink egy alkatrészt.

A szamlalé folyamat trajektériai rendelkeznek az alabbi tulajdonsagokkal:
@ a trajektéridk monoton ndvekvéek;

e cadlag tulajdonsag, tehat a trajektériak mindenhol jobbrdl folytonosak,
és mindenhol van baloldali hatarértékiik (,continue & droite, limitée a
gauche”);

o tetszGleges s <t esetén X;— Xs; az (s,t]| intervallumon
bekovetkezett események szama.
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Felijitasi folyamatok Szamlalé folyamatok

Sztochasztikus folyamat felrobbanasa

Egy (Xt)r=o folyamat felrobban a 7 > 0 véletlen vagy determinisztikus
idépontban, ha X; <o minden t <7 esetén, és lims, X; = 00,

Megjegyzések:
o Kényelmi okokbél mosta 7=
esetet is felrobbanasnak nevezziik, de -
ez kdnyvenként valtozé. -
@ Minden szamlal6 folyamat felrobban 1
valésziniiséggel, idépontja: 1 L

T=lim T,=5+5+---€[0,0].
n—ao0

e Ha 51,S,,... fliggetlen valtozé, akkor {7 < oo} farokesemény,
és a Kolmogorov 0-1 torvény szerint P(r < o) € {0, 1}.

o Az altalanos esetben ez nem feltétleniil teljesiil. Feladat:
Konstrualjunk olyan szamlalé folyamatot, mely 1/2 valészintiséggel
véges id6ben felrobban, és 1/2 valésziniiséggel T = 0.
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Felijitasi folyamatok Szamlalé folyamatok

Fiiggetlen exponencialis valtozék sorai

Legyen S1,S,,... fliggetlen és exponencialis valtozé rendre Aq, Ao, ...
paraméterrel. Ekkor az >, /'S, sor vagy 1 valésziniiséggel konvergens,
vagy 1 valészintséggel divergens. Tovabba, a > /'S, sor pontosan
akkor konvergens, ha Y% | 1/\, < 0.

|
| \

A tisztan sziiletési folyamat

Ha egy (Xi)t=0 szamlal6 folyamat esetében az S;,S,,... valtozék
fliggetlenek és exponencialis eloszlastak rendre valamilyen Aj, Az, ... >0
paraméterrel, akkor a folyamatot tisztan sziiletési folyamatnak nevezziik.

Ezen folyamat esetében a felrobbanas idépontja 7 =5 + S +---,
amire P(7 < )€ {0,1}. Tovabba, a P(r <) =1 egyenl6ség
pontosan akkor teljesiil, ha 1/A\; +1/X\y + - < 0.

Ha specialisan a paraméterek egyenl8ek, akkor P(7 < o0) =0, tehat a
folyamat 1 valészintiséggel nem robban fel véges id6ben.

.
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Felijitasi folyamatok Szamlalé folyamatok

Varhato érték fiiggvény

Egy (Xi)t=0 val6s értékii sztochasztikus folyamat varhaté érték
fiiggvénye az m(t) = E(X;) fliggvény, mely azon t >0 pontokban
van értelmezve, ahol a varhaté érték létezik.

Szamlalé folyamatok eloszlasa és varhaté érték fliggvénye

Legyen (Xt)t=0 szamlalé folyamat, és jeldlje rendre Fr, a T, valtozé
eloszlasfliggvényét. Ekkor az alabbiak teljesiilnek minden ¢ > 0 értékre.

Q P(Xt = n) = FTn(t) = FT,,+1(t)v ne NO;
Q@ P(r <t) =limpo Fr,(t);
Q E(Xp) = X0, Fr,(b).

Ha (Xi)t=0 olyan szamlalé folyamat, hogy az 51, S,,... valtozdk
fiiggetlenek, akkor a fenti eloszlasfiiggvények szamolhatéak konvoliciéval:

FTn+1(t) = FTn+5n+1(t) = (FTn * F5n+1)(t) = JR FTn(t - S) dFSn+1 *
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Felijitasi folyamatok Felijitasi folyamatok

Felajitasi folyamatok

Felujitasi folyamat és felajitasi fliggvény

Egy (Xi)t=0 szamlals folyamatot feldjitasi folyamatnak neveziink, ha
az 51,5,,... valtozdk fiiggetlenek és azonos eloszlasiiak. Ebben az
esetben a kapcsolatos m(t) = E(X;), t >0, varhaté6 érték fiiggvényt
felajitasi fiiggvénynek hivjuk.

= NN W

o0

T TQ;T3 7L4 t
Megjegyzés: Ha P(S; =0) =1, akkor a folyamat 1 valészintiséggel
felrobban a 7 =0 pontban. A tovabbiakban ezt az esetet ki fogjuk zarni,
tehat feltessziik, hogy P(S; =0) < 1. Ekkor E(S1) € (0,0].
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Felijitasi folyamatok Felijitasi folyamatok

A Gamma-fiiggvény az alabbi integral:
Q0
MNa) = J x*le™ dx € (0,0), a>0.
0

Ha egy T valtozé Gamma-eloszlast kovet o > 0 renddel és A\ >0
paraméterrel, akkor a siirliségfliggvénye, varhaté értéke és varianciaja:

)\a
fr(x) = @xaflef)‘x, x>0, E(T)

- % Var(T) = — .
Specidlisan, ha o =n>1 egész szam, akkor [(n) = (n—1)! és

© k

At

Fr(t)= ), (kl) e M t>0.
k=n ’

Fiiggetlen és azonos eloszlasi exponencialisok 6sszege

Ha Si1,...,S, fliggetlen és azonos eloszlast exponencialis valtozé A > 0
paraméterrel, akkor az S; + --- + S, Osszeg Gamma-eloszlast kdvet n
renddel és A\ paraméterrel.
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Felajitasi folyamatok Felijitasi folyamatok

A Poisson-folyamat

Az (Xi)tso, feldjitasi folyamat A intenzitasi Poisson-folyamat, ha
51,5,,... exponencialis eloszlasti A paraméterrel. Tulajdonsagai:

oA T,=5+---+5, felujitasi idépont Gamma-eloszlast kovet:

BTy =", var(Ty=Lt, Fr=3 00 15
T =2, vaT) =5, Frm =3 S i
k=n ’

@ Az X; valtozé Poisson-eloszlasi At paraméterrel:

N _ Ak
P(Xt = n) = FTn(t) FT,,+1(t) = il e s neNp.

o A felujitasi fliggvény: m(t) = E(X;) = At, t=>0.
@ Az ,intenzitas” jelentése: egy (s,t]| intervallumra varhat6 értékben
E(X: — Xs) = m(t) — m(s) = A(t —s) feldjitas esik.
o A felrobbanas id6pontja 7 = o0 majdnem biztosan, ugyanis
P(r < t) =limy—e Fr,(t) =0, t>0.
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Sztochasztikus folyamatok névekményei

Egy (Xi)t=0 sztochasztikus folyamat novekménye egy (s, t] < [0, )
intervallumon az Xy — Xs véltozé.

o A folyamat stacionarius novekményii, ha X; — X é X; s — Xg
azonos eloszlasu valtozé tetszéleges 0 < s <t esetén, tehat a
névekmény eloszlasa csak az intervallum hosszatdl fiigg.

o A folyamat fiiggetlen névekmeényii, ha tetszéleges k > 1 egész és

(s1,t1], .., (sk, tx] diszjunkt intervallumok esetén a kapcsolatos
Xty — Xsyy oo, X, — Xs, novekmények fiiggetlenek.

k

A Poisson-folyamat ekvivalens definicioi

Legyen (X:)i=0 szamlalé folyamat. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

O Az folyamat Poisson-folyamat A intenzitassal.

@ A folyamat fiiggetlen és stacionarius novekménydi, és tetszéleges
t >0 esetén X; Poisson-eloszlast kdvet At paraméterrel.

§
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A felajitasi folyamat aszimptotikus viselkedése

Legyen (Xt)e=o0 feldjitasi folyamat, ahol P(S; =0) <1. Ekkor

I'm&— L m.b és I'mm— 1
et E(S) et E(S1)

Tehat hosszatavon idGegységenként atlagosan 1/E(S;) feldjitas torténik,
és a feldjitasi fliggvénynek ezzel azonos a rendje.

Megjegyzések:
e A masodik konvergenciat elemi feldjitasi tételnek nevezziik.
e Ha E(S1) <, akkor X; és m(t) aszimptotikusan linearis:
t t
és m(t) ~ ,
ey O~ Es)

Ha E(S1) = o, akkor X;=o(t) é m(t)=o(t), t— 0.
o A felajitasi folyamat és a felajitasi fiiggvény nem robban fel véges
idében, és a felajitasi fliggvény cadlag fliggvény.

Xt’\‘E t— 0.
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Felujitasi dijfolyamatok

Legyen (S, C,), n>1, fliggetlen és azonos eloszlast, ahol S >0
majdnem biztosan, és legyen (X:)t=0 az 51,S,,... valtozdk altal
meghatarozott feldjitasi folyamat. A kapcsolatos felajitasi dijfolyamat:

Xt
Rt=ZC,,=C1+---+CNt, t>0.
n=1

Tehat a feldjitasok az élettartamtdl fliggé koltséggel jarnak, és az R
valtozé a [0, t] intervallumon jelentkezs teljes koltség.

A felajitasi dijfolyamat aszimptotikus viselkedése

Legyen (R:)t=o felljitasi dijfolyamat, és tegyiik fel, hogy P(S; =0) <1
és E(|G|) < oo. Ekkor

_ . . E(Ry) _ E(G)
lim == = ES) m.b. és tILngo rCEG)
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Folytonos idejii Markov-lancok Definicié, atmenetvalésziniiségek

Folytonos idejii Markov-lancok

Legyen X = (Xi)t>0 sztochasztikus folyamat az Z megszamlalhaté
allapottéren.

Folytonos idejii Markov-lancok

Az X folyamat folytonos idejii Markov-lanc, ha tetszéleges n > 1
egész, ii,...,In,I,j allapotok, és 0 < s < ... <s,<s<t idGpontok
esetén

P(Xt:j|X5:i,Xsn:i,,,...,Xsl:i1) :P(Xt:j|X5:i)

amennyiben a feltétel valésziniisége pozitiv. A folytonos idejii Markov-lanc
atmenetvalésziniiségei:

pij(s,t) = P(Xe =j| Xs =i), 0<s<t, ijel.

Az atmenetmatrix:  P(s,t) = [pi(s, t)]iJeI eRI*L, 0<s<t
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Folytonos idejii Markov-lancok Definicié, atmenetvalésziniiségek

Az atmenetmatrix tulajdonsagai

Tetsz6leges 0 < s <t esetén P(s,t) sztochasztikus matrix, és

P(S, S) =Ez = [5i7j]iJ€I'

Folytonos idejii Markov-lancok ekvivalens definici6i

Legyen X = (Xi)t=0 megszamlalhaté allapotteri folyamat, és legyen
Fr=0(Xs:s5<t), Gi=0(Xs:s>1t), t>0.

Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
@ Az X folyamat folytonos idejii Markov-lanc.

© Tetszbleges t >0 id6pont, ieZ allapot, tovabba A€ G; és
B e F; események mellett

PA|X.=i,B)=P(A| X, =i).
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Folytonos idejii Markov-lancok Definicié, atmenetvalésziniiségek

Folytonos idejii homogén Markov-lancok

Az X = (X¢)t=0 folytonos idejii Markov-lanc homogén, ha tetszéleges
0<s<t é i,jel esetén
pij(s,t) = pij(0,t —s),

tehat az atmenetvalésziniiségek csak a vizsgalt idGintervallum hosszatél
fiiggnek. Ekkor legyen

p,(’j-_s) = pij(s, t) és P(t=s) .= P(s,t).

A Markov-lanc kezdeti eloszlasa: o = [aj]jez, ahol o = P(Xo = i).

v

Mi legyen az allapottér? Elég, ha Z = Ny, mint a diszkrét idejii esetben?
Most a folyamat felrobbanhat véges idében, tehat a rendszer elérheti a o0
allapotot. A tovabbiakban legyen Z < Ny u {o0}, és megkdveteljiik, hogy
a oo allapot legyen elnyel, de ne legyen kezdeti allapot.
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Folytonos idejii Markov-lancok Definicié, atmenetvalésziniiségek

Er6s Markov-tulajdonsag

Legyen X homogén Markov-lanc P  +>0, atmenetmatrixokkal, és
jelolie Fr=0(Xs:s<t), t>0, ageneralt sziirést. Legyen tovabba
7 megallasi id8, és tekintsik az X' = (X;,¢)t=0 folyamatot, ami jél
definialt az Qg = {7 < o0} eseményen. Ekkor tetszéleges i allapot
esetén a {7 <00, X; = i} eseményre feltételesen teljesiilnek az alabbiak:
O X' homogén Markov-lanc &; kezdeti eloszlassal és P®) t>0,
atmenetmatrixokkal.

Q@ X' fliggetlen az F, o-algebratdl.

Chapman—-Kolmogorov-egyenletek

Ha X homogén Markov-lanc P(®) >0, atmenetmatrixokkal, akkor

p(s+t) — P(S)P(t), s, t = 0.

N

Megjegyzés: Diszkrét ideji Markov-lancoknal P(" =P" n =123 ...,
konnyen szamolhaté. Mi a helyzet folytonos idében?
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Folytonos idejii Markov-lancok Kolmogorov egyenletei

Kolmogorov egyenletei

A tovabbiakban az X = (X;)=0 folyamat legyen folytonos ideji
homogén Markov-lanc P(t)  +>0, atmenetmatrixokkal.

Standard Markov-lancok

Az X Markov-lanc standard, ha P(®) — P© = E;, amint t |0,

tehat tetszbleges i,j € Z esetén pl(d) — pl(d) 0ij, amint t |0

4

Standard Markov-lancok atmenetvalésziniiségei

Legyen X standard Makov-lanc, és legyen J,j € Z tetsz6leges.

oA p(t) t >0, fiiggvény folytonos a pozitiv félegyenesen.
QA (h) (0) (h)
aig =i [ = 7]/ = lim [o13) — 0] /1

hatarérték jol definialt abban az értelemben, hogy qj; € [—0,0], és
gij € [0,00), ha i;éj.
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Jobbrdl folytonos Markov-lancok

Ha az X homogén Markov-lanc sztochasztikusan folytonos a t =0
pontban, akkor standard. Ebbé| kdvetkezik, hogy a Markov-lanc standard,
ha a trajektoriai cadlag fiiggvények.

Konzervativ Markov-lancok, infinitezimalis generator

Egy X standard Markov-lanc konzervativ, ha tetsz6leges i€ Z esetén

gij > —®© és Zq,-d-=0.
JjeZ

Ekkor a Q = [qi,lijez € RI*T  matrixot az X folyamat infinitezimalis
generatoranak, vagy réviden a folyamat generatormatrixanak nevezziik.

v

Vegyiik észre, hogy
p,{j.) _ pffj.) p() _pO)  4p®)

= |lim = .
hlO h hl0O h
¢ ijeT ¢ dt =g
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Kolmogorov egyenletei

Legyen Q az X konzervativ Markov-lanc generdtormétrixa, és legyen
P:[0,00) — RZXZ, t s P(t), matrix értékii fiiggvény.

e Kolmogorov elGrehaladé (forward) egyenletei:

dP(t)
dt

dpi ( -
=P(1)Q, azaz p” Zp, t)qrj, i,jeL.

keZ

e Kolmogorov visszafelé haladé (backward) egyenletei:

dP(t)
dt

d, .
= QP(¢), azaz p'” 2 qi kpkj(t), i,jeTL.
kel

Ha a Kolmogorov el6re- vagy visszafelé haladé egyenletekhez hozzaadjuk a
P(0) = Ez kezdeti feltételt, akkor egy kezdeti érték problémat kapunk. A
kérdés az, hogy ennek a kezdeti érték problémanak milyen feltételek mellett
lesz megoldasa a P(®)  +>0, matrix értékd fliggvény.
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Folytonos idejii Markov-lancok Kolmogorov egyenletei

Kolmogorov egyenletei véges allapottéren

Legyen X véges allapotterii standard Markov-lanc. Ekkor a folyamat
konzervativ is. Jeldlje Q a lanc generatormatrixat. Ekkora P, >0,
atmenetmatrix, mint matrix értéki figgvény, egyértelmi megoldasa annak
a kezdeti érték problémanak, hogy a Kolmogorov elére- vagy visszafelé
haladé egyenleteket tekintjik a P = E7 kezdeti feltétel mellett. Ebbé|
kovetkezik, hogy

O 1n
P = Qf = EFQ”, t>0.
n=0 "'

Mit mondhatunk altaldban, tehat nem véges allapottér esetén?

o Az el6rehaladé egyenleteknek nincs mindig megoldasuk, de ha van,
akkor P t>0, megoldas, és ez az egyetlen megoldas.

o A visszafelé haladé egyenleteknek az atmenetvalészintiségek mindig
megoldasai, de lehetnek mas megoldasok is.

Kérdés: Mi a helyzet a Poisson-folyamat esetében?
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Folytonos idejii Markov-lancok Az allapotvaltozasok dinamikaja

Az allapotvaltozasok dinamikaja

Legyen X = (Xi)t=0 folytonos idejii folyamat az Z < Ny u {0}
allapottéren, és legyen a oo allapot elnyel§. Azt mondjuk, hogy az X
folyamat cadlag, ha minden trajektdridja cadlag fiiggvény. Ekkor a
folyamatnak megszamlalhatéan sok ugraspontja van, melyek megallasi id6k:

To:=0, Tn::min{t> Tn—13Xt75XT,,,1}7 n=12 ...
Legyen tovabba
o Y,:=Xr,,, n=12,..., ameglatogatott allapotok sorozata;
@ S,:=T,—Th_1, n=1,2... az egyes allapotokban eltsltott idS.

Beagyazott folyamat

Az Y = (Yn)n=12,.. diszkrét idejli sztochasztikus folyamatot beagyazott
folyamatnak nevezziik.

Kérdés: Ha X cadlag folytonos idejii homogén Markov-lanc, akkor mennyi
idét tolt el egy-egy allapotban, és milyen szabalyok szerint ugrik tovabb?
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Folytonos idejii Markov-lancok Az allapotvaltozasok dinamikaja

Hogyan viselkedhet a T, sorozat?

@ Ha a folyamat nem robban fel véges idében, és nem nyelédik el véges
sok lépés utan, akkor T, — co.

e Ha a folyamat véges (de altalaban véletlen sok) ugras utan elér egy

elnyels allapotot, akkor Ty,..., Ty <0, Tni1, Thg2,... = 0O,
ahol Ty az elnyel6dés id6pontja. Ekkor legyen Y, = X7, n> N.

@ Ha a folyamat felrobban egy 7 < oo idépontban, akkor T, — 7.
Mivel a oo allapot elnyels, a folyamatot csak a 7 pontig vizsgaljuk.

Y3 | > | ”3
Y, 54 1 bl
4 T r— s - :
51 Y1 — —o !
Y; ——0 1 S, —_
52 Y2 T — :
Y e——o v | S |
3T *——0 |

T T, T; t T T Tt
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Folytonos idejii Markov-lancok Az allapotvaltozasok dinamikaja

Az allapotvaltozasok dinamikaja

Legyen X = (Xt)r>0 cadlag folyamat az Z < Np u {o0} allapottéren,
és tekintsiink egy Q = [qi ]ijer € RT*T maétrixot, melyre

qi,i<0, ql,j>07 ZkeIQI,kZO, I,_]GI,I;ﬁ_]

Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

O Az X folyamat konzervativ Markov-lanc, és Q a generatora.

@ Tetszbleges i€ Z allapot esetén ha q;; =0, akkoraz /i Allapot
elnyels az X folyamatban, mig ha gj; <0, akkor minden n>1
egész esetén teljesiilnek az alabbiak:

o Az {Y, =i} eseményre feltételesen S, és Y. fiiggetlen
egymastél ésaz Yp,...,Y,_1,51,...,5,1 valtozéktdl.

o Az {Y, =i} eseményre feltételesen az S, valtozé exponencialis
eloszlast kdvet —qj; paraméterrel.

o P(Yoe1=J|Yy=1i)=—qij/qii minden j# i allapotra.
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Folytonos idejii Markov-lancok Az allapotvaltozasok dinamikaja

Az el6z8 tétel szerint a cadlag konzervativ Markov-lancok dinamikaja csak
a Q generatormatrixtdl fligg, méghozza a kdvetkez6 médon:
e Ha gq;; =0, akkoraz i Aéllapot elnyelS, tehat nem lehet elhagyni.
e Ha q;;#0, akkoraz i allapotban csak véges sok id6t toltiink el,
és utana atugrunk egy masik allapotba. A tétel szerint
e az | A&llapotban eltoltétt idS és az, hogy hova ugrunk tovabb, csak az
i allapottdl fiigg, a folyamat maltjatdl nem;
e az i éallapotban eltoltott id6 exponencialis eloszlast kévet, melynek
paramétere kédolva van a Q matrixban;
e az, hogy az elugras soran az i-b&l melyik allapotokba mekkora
valésziniiséggel ugrunk at, szintén kédolva van a Q matrixban.

A beagyazott folyamat diszkrét idejii Markov-lanc

Ha X = (Xt)r=0 konzervativ Markov-lanc Q = [q;lijez generatorral,
akkor a kapcsolatos (Y,)n—1,2,.. bedgyazott folyamat diszkrét idejii
homogén Markov-lanc, melynek atmenetmatrixsza R = [r;]ijez, ahol

0, qi;i#0, ) =aij/qiis qii #0,

rii = rij =
07 qi,i=0>

eI, i#]).
7 17 QI,iZO; / /

v
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Folytonos idejii Markov-lancok Az allapotvaltozasok dinamikaja

A gyakorlaton a konvervativ Markov-lancokra egy masik dinamikus leirast is
tanulni fogunk. Ehhez sziikség lesz a kovetkezd tételre.

Exponenciélis eloszlasa valtozék minimuma

Legyen S1,S,,... filiggetlen exponencialis eloszlast véletlen valtozéknak
egy véges vagy végtelen sorozata rendre i, A, ... > 0 paraméterrel.
Tegyiik fel, hogy A= A1 + X2+ --- <0, és legyen

S = inf{Sl,Sz,...} Q- [0,00)

Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
O Az S véletlen valtozd exponencilis eloszlast kdvet A paraméterrel.
@ Létezik olyan N egész értékii valtozé, melyre P(Sy = S) = 1.
Az N ésaz S valtozoé fliggetlen egymastdl, és

An An
PN: = —
( n) A AL+ 4+
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Folytonos idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és az allapotok tipusai

Kommunikacids osztalyok és az allapotok tipusai

Legyen X = (Xi)t=0 folytonos idejli cadlag és konzervativ Markov-lanc
az Z < Ny u {+wo} allapottéren. Fontosabb jeldlések:

@ atmenetvaldsziniségek: p(t) — [P,(Lt,')]iJer t >0,

@ generatormatrix:  Q = [q; lijez.

@ az egyes allapotokban eltoltott (exponencialis) idé: 51, Ss,. ..,

@ a meglatogatott allapotok sorozata: Y = (Y})n>1

Vazfolyamat

Legyen h >0 tetszleges valés szam. Az X! = X, formulaval
definialt X" = (X/),>¢ folyamatot h-lépéses vaznak nevezziik.

v

A vazfolyamat Markov-lanc

Tetsz6leges h >0 esetén az X" vazfolyamat homogén Markov-lanc
P atmenetmatrixszal.
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Folytonos idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és az allapotok tipusai

Elérhetség, kommunikacios viszony, intenzitasi diagramm

Legyen i,j € Z tetszlleges allapot. Azt mondjuk, hogy a j allapot
elérheté /-bél, ha

P(a lanc valaha eléri j-t | Xo = i) = P(3t 2 0: X, =j | Xo = i) > 0.

A két allapot kommunikacids viszonyban all egymassal, ha kélcséndsen
elérhetek egymasbdl. Az X folyamat intenzitasi diagrammja azaz
iranyitott graf az Z cshicshalmazon, melyben egy I__i él pontosan akkor
van behizva, ha g¢;; >0, tehata folyamat at tud ugrani az J-bdl
kozvetleniil a j-be. Altalaban az élekre ra szoktuk irni a qij értékeket.

Egy példa az Z = {1,2,3} allapottéren
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Folytonos idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és az allapotok tipusai

Az elérhet6ség ekvivalens definicioi

Tetszleges i,jeZ és h>0 esetén az alabbiak ekvivalensek.

©Q j elérhets i-bél az X folyamatban.

Q | elerhets i-bslaz X" vazfolyamatban.

© j elérhets i-bdl az Y beagyazott folyamatban.

©Q Vagy i =, vagy az intenzitasi diagrammon lézetik az i-b8l j-be
vezet§ iranyitott at.

o pfs-) >0 valamilyen t> 0 esetén.

(6] p,(fi) >0 minden t >0 esetén.
Tovabba, a kommunikaciés viszony ekvivalenciarelacié az allapottéren.

A kommunikaciés viszony ekvivalenciaosztalyait a folytonos esetben is
kommunikaciés osztalyoknak nevezziik. A tétel szerint a kommunikaciés
osztalyok az intenzitasi diagramm er8sen sszefiiggé komponensei, és az
X, az X" ésaz Y folyamatban a kommunikaciés osztalyok azonosak.
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Folytonos idejii Markov-lancok Kommunikaciés osztalyok és az allapotok tipusai

Az allapotok tipusai

Legyen P(Xo =1i) =1, ahol ieZ rogzitett, és jeldlje A; az i
allapotban eltdltstt Gsszes id6t, tehat a {t > 0: Xy = i} € R halmaz
Lebesgue-mértékét. Azt mondjuk, hogy az /i éllapot tranziens, ha
P(Ni <) =1, ésrekurrens, ha P(A; = ) = 1.

|
N

A tipusok tulajdonsagai

Tetsz6leges h > 0 lépéskdz esetén az alabbiak ekvivalensek.
© Az | allapot tranziens (illetve rekurrens) az X folyamatban.
Q@ Az i alllapot tranziens (illetve rekurrens) az X" vazfolyamatban.
© Az |/ Aalllapot tranziens (illetve rekurrens) az Y folyamatban.
O Xo =i esetén sup{t=>0:X; =i} <o (illetve =00) m.b.
0 [ pdt <o (illetve = co).

A fentiekbdl kdvetkezik, hogy minden allapot beleesik valamelyik tipusba,
és a tipus osztélytulajdonsdg az X folyamat esetén is.
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Folytonos idejii Markov-lancok Invarians eloszlas és ergodicitas

Invarians eloszlas és ergodicitas

Invarians eloszlas és invarians mérték

Legyen m = [mi]iez mérték az allapottéren.
e 7 invarians mérték, ha wP®) =7 minden t >0 esetén.

e 7 invarians eloszlas, ha eloszlas és invarians mérték.
(Ekkor Xo ~ 7 valasztassal X; ~ 7 minden t >0 esetén.)

Az invarians mértékek ekvivalens tulajdonsagai

Legyen X irreducibilis és rekurrens. Ekkor tetszéleges 7 = [mj]iez
mérték esetén az alabbiak ekvivalensek.

QO A 7 mérték invarians az X folyamatra nézve.
Q@ mQ=0.
Q@ A p=|pilicz. pi = —qiimi, mérték invarians az Y folyamatra.

Ebbdl kovetkezik, hogy az X folyamatnak létezik 7 # 0 invarians
mértéke, és az invarians mértékek pontosan cmw, ¢ >0, alakaak.
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Folytonos idejii Markov-lancok Invarians eloszlas és ergodicitas

Az invarians mértékek létezése

Ha az X folyamat irreducibilis, akkor teljesiilnek az alabbiak.

@ Ha = invaridns mérték az X folyamatra nézve, akkor invarians
mérték az X" folyamatra nézve is tetszéleges h > 0 esetén.

@ Ha X tranziens, akkor nem létezik invarians eloszlasa.

© Ha X rekurrens, akkor X és X" invaridns mértékei azonosak
minden h > 0 esetén. Tehat 7 pontosan akkor invarians mértéke
az X folyamatnak, ha 7P =7 valamely h >0 mellett.

O Ha X/ pozitiv rekurrens, akkor az invarians mértékek mind végesek,
ha viszont null-rekurrens, akkor 7 =0 az egyetlen invaridns mérték.

| A

Pozitiv rekurrens és null-rekurrens allapotok

Legyen az X folyamat irreducibilis és rekurrens. Azt mondjuk, hogy a
folyamat pozitiv rekurrens, ha az invaridns mértékei végesek, és az X
null-rekurrens, haa 7 =0 az egyetlen véges invarians mértéke.
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Folytonos idejii Markov-lancok Invarians eloszlas és ergodicitas

A kovetkez§ tételt nagyrészt bizonyitas nélkiil mondjuk ki:

Folytonos idejii Markov-lancok invarians eloszlasai

Legyen X irreducibilis folyamat, és jelolie m; az i allapotba valé elsé
visszatérésig tarté id6 varhaté értékét, tehat

m; = E[inf{t>51 X =i} | Xo :i],

ahol inf @ = oo. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.

O Az X, az X" és az Y Markov-lanc egyszerre tranziens, pozitiv
rekurrens vagy null-rekurrens.

@ Ha X pozitiv rekurrens és nem csak egy elnyel6 allapotbél all, akkor
m; < o0, mig minden mas esetében m; = c© minden /i allapotra.

@ Az X folyamatnak pontosan akkor létezik invarians eloszlasa, ha
pozitiv rekurrens. Ebben az esetben az invarians eloszlas egyértelmii.

@ Ha X pozitiv rekurrens és nem csak egy elnyel8 allapotbdl all, akkor
az invarians eloszlas felirhaté 7 = 1/(—q;;im;), i€Z, alakban.
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Folytonos idejii Markov-lancok Invarians eloszlas és ergodicitas

Konvergencia az egyenstlyhoz és ergodicitas

Legyen X = (X:)t>0 irreducibilis, cadlag és konzervativ Markov-lanc
tetsz6leges kezdeti eloszlassal, és tekintsiink tetsz6leges 7, allapotokat.

© Haa j allapot nem elnyeld, akkor a léteznek a limeszvalésziniiségek:

1 1
Pl — , PXe=j)»—, too.
Yo —gm; —q;jm;

© Haa j allapot nem elnyels, akkor a j-ben eltdltott id§ aranya:

1 JT 1

e 1 Xe=]| dt — 5
T 0 {Xe=j} — (@l il
© Tegyiik fel, hogy az X folyamat pozitiv rekurrens. Legyen 7 az

invarians eloszlasa, és tekintsiink egy olyan c:Z — R fiiggvényt,
melyre € := Y. 7 c(i)m < co. Ekkor

T — o, m.b.

1 (T
J c(X¢)dt > ¢, T — o, m.b.
T Jo
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A sztochasztikus folyamatok altalanos elmélete ~ Véges dimenziés eloszlasok

Véges dimenzids eloszlasok

Tekintsiink egy X = (X;)ter sztochasztikus folyamatot az (9,4, P)
valésziniiségi mezén, ahol T < [0,00). Ekkor X egy véletlen fliggvény?

X QoR = {x:T>R,t—x}, X(w): T >R,
w - X(w) e RT, t— Xe(w).

Az X folyamat akkor véletlen fiiggvény, ha az X : Q — RT leképezés
mérhets. Példaul, ha T = {t1,...,tq} egy véges halmaz, akkor

X=(Xe,. .-, Xe,) : Q>R =R?, ami A-B"-mérhetd.

Ha T nem véges, akkor az RT téren nincs o-algebra, tehat nincs
értelme mérhet8ségrdl beszélni. ElGszor definialjunk egy o-algebrat.

Projekcidk

Legyen S ={s;,...,s,} € T. Ekkoraz RS altérre valé projekcié:

. T S
s R - R* X (Xsyy ooy Xs,) -
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A sztochasztikus folyamatok altalanos elmélete ~ Véges dimenziés eloszlasok

A tovabbiakban T legyen végtelen szamossagu. Ugy fogunk o-algebrat
definialni az RT téren, hogy a projekcidk mérhetd leképezések legyenek.
Latni fogjuk, hogy ezzel a konstrukciéval az X folyamat is mérhet6 lesz.

Hengerhalmazok és mérheté halmazok

Legyen J #S = {s1,...,5,}J ST és BeB°. Hengerhalmazok:

Hs g := ng(B) = {XERT : Xy, - - -+ Xs,) € B},

H={Hsp: & #SCT,S veges, Be B°}.

Az RT tér mérhets halmazai: M := o(H). Tehat M a legsziikebb
o-algebra, amire nézve a projekciok mind mérhetéek.

v

Sztochasztikus folyamatok mérhet&sége

O A H halmazrendszer halmazalgebra.

Q Az X:Q > RT leképezés A-M-mérhets, tehat az X folyamat
az RT fiiggvénytér véletlen eleme.

.
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Véges dimenzi6s eloszlasok

Az X sztochasztikus folyamat eloszlasa:

Px(M) := P(Xe M) = P(X~'(M)), Me M.
Az S ={si,...,sp} ST halmazhoz tartoz6 véges dimenzids eloszlas:
Pxs(B) := P((Xs,-..,Xs,) € B) = P(X € Hs g) = Px(Hsg), BeB.

Legyen p o-véges mérték az (RT, M) téren. A u mérték S-hez
tartozé marginalisa: us(B) := u(Hsg), Be B

A mértékek egyértelmiisége

Legyen 1 és v o-véges mérték az RT téren. A két mérték pontosan
akkor egyenld, ha azonosak a véges dimenziés marginalisaik, azaz us = vs
minden J #S S T véges halmaz esetén.
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A sztochasztikus folyamatok altalanos elmélete ~ Véges dimenziés eloszlasok

Legyen S = {s1,...,5,} SU={ug,...,un} ST, BeB> és
Hus,g = {X eRY: (Xsys -+ Xs,) € B} .
Ekkor a véges dimenzids eloszlasokra teljesiil a kdvetkezd egyenlGség:

Pxu(Hus,e) = P((Xuy, - - -+ Xun) € Hus,B)
= P((Xsl, oo Xs,) € B) = PX,S(B) .

Mértékcsaladok konzisztenciaja

Legyen {us: O #S < T,S véges} mértékeknek egy csaladja, ahol a s
mérték rendre az (RS, B5) Euklideszi téren van értelmezve. Ez a csalad
konzisztens, ha tetszleges SC U C T véges részhalmazok és B e B°
Borel-halmaz esetén py(Hysg) = ps(B).

A véges dimenziés marginalisok konzisztensek

Legyen pu o-véges mérték. Ekkor a véges dimenziés marginalisok altal
alkotott {us: @ #S < T,S véges} mértékesalad konzisztes.
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Kolmogorov konzisztenciatétel

Legyen {us: @ #S < T,S véges} valdsziniiségi mértékeknek egy
konzisztens csaladja. Ekkor egyértelmien |étezik egy p valdsziniiségi
mérték az (RT, M) téren, melynek a véges dimenziés marginalisai
pontosan a fenti csalad elemei.

\

Kolmogorov egzisztenciatétel (Kolmogorov alaptétel)

Legyen {us: & #S < T,S véges} valdsziniiségi mértékeknek egy
konzisztens csaladja. Ekkor létezik olyan X = (X;)er sztochasztikus
folyamat, melynek a véges dimenzids eloszlasai pontosan a fenti csalad
elemei, azaz Pxs = pus minden S < T véges halmaz esetén.

|

A fehér zaj folyamat véges dimenziés eloszlasai

Legyen X = (Xi)ter, ahol az X; valtozék fliggetlenek és azonos

eloszlastiak kézds F eloszlasfiggvénnyel. Az S = {s;,...,sp} ST

halmazhoz kapcsol6dé véges dimenzids eloszlas: Ps = pup X -+ X pF.
—_

n darab

A\
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Modifikacié, fiiggetlenség, folytonossag

Modifikacio, fiiggetlenség, folytonossag

Modifikaciés viszony és megkiilénboztethetetlen folyamatok
Legyen X = (Xt)tET és Y = (Yt)te’[r, ahol T - [O, (D)

o A két folyamat azonos eloszlasii, ha Pg = Py, tehat

P(Xe M)=P(Ye M), Me M.
Tegyiik fel, hogy X és Y azonos val6szinliségi mezén van definidlva.
o A két folyamat egymas modifikacidja, ha
P(X;=Y,) =1 teT.
o A két folyamat megkiilonboztethetetlen egymastdl, ha
PX=Y)=P(Xe =Y, teT) =1

Megjegyzések:
o A fenti relaciék mind ekvivalenciarelaciok.

o Keét folyamat pontosan akkor azonos eloszlasa, ha rendre azonosak a
véges dimenziés eloszlasaik.
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A sztochasztikus folyamatok altalanos elmélete Modifikacié, fiiggetlenség, folytonossag

Modifikacios viszony és megkiilonboztethetetlenség

Legyen X és Y azonos T indexhalmazzal paraméterezett folyamat.
Q Ha X és Y megkiilonboztethetetlenek, akkor modifikaciéi egymasnak.

@ Ha X és Y modifikaciéja egymasnak, akkor azonos eloszlasaak.

v

A fenti allitasok nem fordithatéak meg

Q Legyen T =[0,1], U ~ Uniform(T),

1, t=U,
0, t#U,

Xt - O B Yt - { te T .
Ekkor P(X =Y) =0, tehat X és Y nem megkiilonboztethetetlen
folyamat. Viszont modifikaciéi egymasnak, hiszen
P(X:=Y:)=P(t#U)=1, teT.
Q Legyen Xp és Yy azonos eloszlasi véletlen valtozé. Ekkor az
X ={Xo} ésaz Y ={Yy} ,folyamat” azonos eloszlast, de semmi
sem garantalja, hogy egymas modifikacidi.
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Sztochasztikus folyamatok fiiggetlensége

Legyen X = (Xi)ter és Y = (Yi)res azonos val6szinliségi mezén
értelmezett folyamat, ahol S,T < [0,00) tetszbleges. Legyen M és
N rendre az RT ésaz RS tér g-algebraja. A két folyamat fiiggetlen
egymastdl, ha

P(XeM,Y e N) = P(Xe M)P(Y € N) Me M, NeN.

A fliggetlenség ekvivalens definiciéi

Tegyiik fel, hogy X = (Xt)rer és Y = (Yi)tes azonos val6sziniiségi
mezdén van értelmezve. A két folyamat pontosan akkor fiiggetlen egymastdl,
ha a véges dimenziés eloszlasaik fiiggetlenek egymastél. Ez utébbi azt
jelenti, hogy tetszéleges n.m=>1, t,...,t, €T és s,...,S, €S
esetén (Xg,..., Xt,) és (Ys,...,Ys,) flggetlen egymastdl.

N
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A sztochasztikus folyamatok altalanos elmélete Modifikacié, fiiggetlenség, folytonossag

Legyen X = (Xt)ter, ahol T < [0,00) egy tetszéleges intervallum.
Hogyan definialjuk a folyamat folytonossagat? Otlet: P(As) =1, ahol

A = {w €Q: a t— Xi(w) trajektéria folytonos az s pontban}

=N U 1 {weQ:|X(w) - Xe(w)| <&}

e>0 >0 teT

[t—s|<d
=N U N {we: X - X(w)| <1/n}.
neN meN teT

[t—s|<1/m

A jobb oldalon lévs halmazok ugyan események, de megszamlalhatonal
tobb miiveletet hajtunk végre. Emiatt As € Q nem feltétleniil esemény.
Legyen A= ﬂseT As, ami azon w € Q) kimenetelek halmaza, melyekre a
t — X¢(w) trajektéria mindenhol folytonos a T intervallumon. Vajon az
A halmaz esemény, definidlhatjuk a folytonossagot a P(A) = 1 formulaval?
A valasz meglepd lehet: ez a definicié6 nem miikddik, ugyanis megadhaté
olyan X sztochasztikus folyamat, melyre As é A nem esemény.

Benke Janos, Sziics Gabor (SZTE) Sztochasztikus folyamatok 2016. tavaszi félév 93 / 112
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Legyen C(T) S RT a T intervallumon folytonos fiiggvények halmaza.
Tudjuk, hogy az X : Q — RT leképezés A-M-mérhets. Ha C(T) az
RT tér mérhets részhalmaza lenne, akkor

A={weQ:X(w)e C(T)} =XC(T))

esemény lenne. A kovetkezd oldalon megmutatjuk, hogy C(T) ¢ M, és
igy A nem feltétleniil esemény.

Sztochasztikus folyamatok folytonossaga

Legyen X = (Xi)ter, ahol T < [0,00) egy intervallum.

o A folyamat pontonként folytonos vagy nincsen rogzitett szakadasi
pontja, ha tetszéleges se€ T mellett |étezik olyan Qs € A
esemény, melyre P(Qs) =1 és Qg € As.

o A folyamat trajektérianként folytonos vagy mintafolytonos a T

intervallumon, ha létezik olyan Q'€ A esemény, melyre P(Q) =1
és Q' c A
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Egy kis mértékelméleti érdekesség (nem kotelezb)

Hogyan bizonyithaté be, hogy C(T) nem mérhet6 halmaz? Legyen
Mo ={xeR": (x4,xt,,...) EH, t1,t,...€ T, He BRM)}.
Megmutathaté, hogy
Q@ Mg egy o-algebra az RT téren;
Q@ M, tartalmazza a H hengerhalmazokat;
© minden M e My halmaz felirhaté hengerhalmazok megszamlalhaté
metszeteként.
A fentiekbdl kapjuk, hogy Mg = o(H) = M. Ebbdl kdvetkezik, hogy
C(T) ¢ M, ugyanis tetsz6leges M e My, M # &, halmaz esetén
létezik x,y € M, melyekre xe C(T) és y¢ C(T).
A meérhet6 halmazoknak a fenti explicit el6allitasa azt fejezi ki, hogy egy
M < RT halmaz pontosan akkor mérhets, ha olyan médon van definialva,
hogy megszamlalhat6 sok helyen elGirjuk a fiiggvények értékét, a tobbi

helyen pedig az értékek tetszélegesek lehetnek. A folytonos fliggvények
halmazat ilyen médon nem lehet definialni.
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Kapcsolat a két fajta folytonossag kdzott

Ha az X folyamat mintafolytonos, akkor pontonként is folytonos.

Ez az allitas nem megfordithaté

A Poisson-folyamat pontonként folytonos, de nem mintafolytonos.

Kérdés: Biztos, hogy ilyen nehézség eddig még nem meriilt fel? Definicié
szerint egy X ésegy Y folyamat akkor megkiilonboztethetetlen, ha az

(X=¥}={Xe = Ve : t € T} = Nyep {Xe = i}

eseménynek 1 a val6sziniisége. De ez esemény egyaltalan? Nem biztos.

Megkiilonboztethetetlenség preciz definiciéja

Az X = (X¢)ter ésaz Y = (Yi)rer sztochasztikus folyamat
megkiilonb6ztethetetlen, ha létezik olyan Qg € A esemény, melyre
P(Q) =1 és Qo< {X=Y}
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Milyen elénye van annak, ha egy X = (X;)ter folyamat mintafolytonos?
Legyen példaul ¢ : RT > R U {+w}, t(x) =supserxt. Haa o
funkcional mérhetd lenne, akkor ¥(X) = sup,er Xt : @ > R U {+w0}
mérhetd lenne, tehat teljesiilne az alabbi:

A3 {p(X) < z} = {supier Xe < 2z} = (per{Xe < 2}, zeR.
De ez most egyaltalan nem garantalt, tehat (X) nem feltétlenil véletlen
valtozo! Ezzel szemben ha X mintafolytonos, akkor (X) mérheté:

W Z} {suPte’ﬂ‘mQ Xt Z} mteTmQ{Xt Z} € 'A zeR.
Ennek persze az az oka, hogy ¢ mérheté6 a C(T) fiiggvénytéren.

|
\

Kolmogorov—Csentsov-tételt

Legyen X = (Xi)ter, ahol T < [0,00) egy intervallum. Tegyiik fel,
hogy létezik «, 3, > 0 konstans, melyre

E(IX: — Xs|%) < 7|t — s|*F, t,seT.

Ekkor az X folyamatnak létezik mintafolytonos modifikacigja.
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Gauss-folyamatok

Legyen X = (X1,...,X,)" normalis eloszlasi véletlen vektor, és legyen:
o 1= [pklio; €R" az X vektorvaltozé varhaté érték vektora.
Komponensei: g = E(Xk).
© X = [okelf,—y ER™" az X vektorvaltozé kovarianciamatrixa.
Komponensei: oy ¢ = Cov(Xg, Xp).
Mivel X normalis eloszlasi, ezért teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:
o Karakterisztikus fiiggvénye: ¢x(t) = exp (in't —tTXt), teR"
o Tetszbleges A € RP*" matrix esetén AX:Q — RP normalis
eloszlast véletlen vektor Ap varhaté érték vektorral és AZAT
kovarianciamatrixszal.
o A komponensek normalis eloszlastiak: Xy ~ N{px, ok k).
A kovarianciamatrix &ltaldnos tulajdonsagai:
o szimmetrikus: ok =00k,  klL=1,....n;
@ pozitiv szemidefinit: x'Ix >0, xeR"

Benke Janos, Sziics Gabor (SZTE) Sztochasztikus folyamatok 2016. tavaszi félév 98 / 112
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Szimmetrikus és pozitiv szemidefinit fiiggvények
Legyen r:T x T — R, ahol T < [0, ).
e Az r fliggvény szimmetrikus, ha r(s,t) = r(t,s), s, teT.

e Az r fliggvény pozitiv szemidefinit, ha tetszéleges n>1 és
t1,....tn €T eseténaz [r(t, te)|},_; matrix pozitiv szemindefinit.

Gauss-folyamatok
Legyen T < [0,0), és tekintsiink egy m: T — R tetszbleges fliggvényt
ésegy r:T xT — R szimmetrikus pozitiv szemidefinit fliggvényt. Azt
mondjuk, hogy az X = (X;)ter sztochasztikus folyamat Gauss-folyamat
m varhaté érték fiiggvénnyel és r kovarianciafiiggvénnyel, ha
tetszbleges n>1 és ty,...,tp €T eseténaz (Xy,...,Xt,) véletlen
vektor normalis eloszlasi g varhatd érték vektorral és X kovariancia-
matrixszal, ahol

n

= (m(tl),...,m(tn))T & T=|r(tot)]

k=1
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A Wiener-folyamat Gauss-folyamatok

A fehér zaj folyamat normalis eloszlasa valtozokkal

Legyen X = (Xi)ter, ahol X; ~ N(u,0?), teT, fiiggetlen és azonos
eloszlasi véletlen valtozé. Ekkor (Xy,...,Xt,) normalis eloszlasa, ahol

p=(om)’ & E=[0%y],

Tehat X Gauss-folyamat m(t) = p varhato érték fiiggvénnyel és
r(s,t) = 0%0s; kovarianciafiiggvénnyel.

Gauss-folyamatok létezése

Tetszbleges T < [0,00) indexhalmaz, m:T — R fiiggvény valamint
r:TxT—R szimmetrikus pozitiv szemidefinit fliggvény esetén létezik
olyan X = (X:)ter Gauss-folyamat, melynek m a varhaté érték
fiiggvénye és r a kovarianciafiiggvénye.

v

Gauss-folyamatok eloszlasa

Két Gauss-folyamat pontosan akkor azonos eloszlast, ha azonos a véarhaté
érték fliggvényiik és a kovarianciafiiggvényiik.
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A standard Wiener-folyamat

A standard Wiener-folyamat (standard Brown-mozgas)

A W = (W;)=0 sztochasztikus folyamat standard Wiener-folyamat
vagy standard Brown-mozgas, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

W1l Wo =0 m.b.

W2 W fiiggetlen ndvekménydi.

W3 Tetsz6leges t>s >0 eseten W, — W ~ N(0,t — s).
(Ebbél az is kovetkezik, hogy W stacionérius novekményii. )

W4 W mintafolytonos.

A standard Wiener-folyamat ekvivalens definici6i

|

Az alabbiak ekvivalensek:
Q@ W1 és W2 és W3.
@ W1 és W2, tovabba tetszéleges t >0 esetén W; ~ N(0, t).
©@ W Gauss-folyamat, m(t) =0 és r(s,t) = min(s,t), s,t>0.
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A Wiener-folyamat A standard Wiener-folyamat

A standard Wiener-folyamat létezése

QO Az r(s,t) =min(s,t), s, t>0, fiiggvény szimmetrikus és pozitiv
szemidefinit.

O Létezik W = (fV\\//t)t}o folyamat, mely teljesiti a W1, W2, W3
tulajdonsagokat.

O Létezik W = (W,)>0 standard Wiener-folyamat.

A kovetkezé formulat nem fogom szamon kérni.

A standard Wiener-folyamat elsé konstrukcidja (Wiener, 1923)

Legyen Z1,2Z5,...~ N(0,1) fiiggetlen és azonos eloszlasa valtozé. Ekkor
tetszéleges t e [0,1] esetén a

—1/2)nt]
(k=1/2m

sztochasztikus folyamat standard Wiener-folyamat a [0,1] intervallumon.
(Az ilyen tipusi reprezentacidkat Karhunen—Loéve-sorfejtésnek nevezziik.)

Wt \fZZSIn

0<t<1,

v
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A Wiener-folyamat A standard Wiener-folyamat

A standard Wiener-folyamatbél szarmaztatott folyamatok

Legyen W = (W;)>¢ standard Wiener-folyamat, és legyen a, b € R.
o Wiener-folyamat drifttel: Legyen X = (X;)¢=>0, ahol

X; = at + bW, , t>0.

Az X folyamat Gauss-folyamat, melynek varhaté érték fiiggvénye és
kovarianciafiiggvénye: m(t) = at, r(s,t) = b?>min(s,t), s,t>0.
A paraméterek elnevezése: drift egyiitthaté (a), illetve diffazids
egylitthaté vagy volatilitas egyiitthaté (b).

e Exponencialis Brown-mozgas: Legyen Y = (Y})>0, ahol
Y: = exp(at + bW,), t=>0.

Az Y folyamat nem Gauss-folyamat, a véges dimenziés eloszlasai
nem normalisak: példaul tetsz6leges t >0 esetén az Y; valtozé
nem normalis, hanem lognormalis eloszlast kovet.
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A Wiener-folyamat =~ A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

Martingalok

Tekintsiink egy X = (X;)ter sztochasztikus folyamatot és egy (Fi)ter
sziirést. Az X folyamat martingal a sziirésre nézve, ha

@ a folyamat adaptalt a sziiréshez;
o E|Xi| <o, teT;
o E[Xi|Fs]=Xs mb., s,teT, s<t

| A\

A standard Wiener-folyamat martingal
Legyen W = (W;)>0 standard Wiener-folyamat, és tekintsiik az

Xe= W2 —t, Y, = exp(W; — t/2), t>0,

folyamatokat. Ekkor W, (Xi)t=0 és (Yi)r=0 martingal a Wiener-
folyamat altal generalt ]-'tw =o0(Ws:s<t), t=>0, sziirésre nézve.

v
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A Wiener-folyamat =~ A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

Markov-folyamatok

Az X = (X¢)ter sztochasztikus folyamat Markov-folyamat, ha
tetsz6leges B € B Borel halmaz és s,t €T, s<t, indexek esetén

P(X;e B|FS) =P(X; e B| X,),

ahol Ff =0(Xs:s<t) afolyamat altal generalt sztirés. A folyamat
id6homogén, ha a fentieken tal

P(X;eB|Xs=x)=P(Xe s€B|Xo=x), xecR.

Az f(s,x,t,y), s,teT, x,y€eR, fiiggvény az X Markov-folyamat

atmenet-siiriiségfiiggvénye, ha

P(X:€ B | Xs = x) =J fs,x,t,y) dy.
B

Id6homogén Markov-lanc esetén az atmenet-siiriiségfiiggvényre:
f(S7X7 t,}/) = f(O?Xa t— S,y)-
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A Wiener-folyamat =~ A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

A standard Wiener-folyamat Markov-folyamat

QO A W standard Wiener-folyamat id6homogén Markov-folyamat, és

létezik atmenet-siiriiségfiiggvénye: tetszbleges 0 < s <t esetén

1 _=x?
f(s,x,t,¥) = fuix.t— —X) = ————=e 209 | x,y €R.
( Y) = fuxt—s) (Y — %) ) y

© (Er6s Markov-tulajdonsag.) Legyen 7 megallasi id6 az (F)") =0
szlirésre nézve, és legyen F, a 7 el6tti események o-algebraja.
Ekkor tetszéleges Be B, t>=0 és xeR esetén

P(X;+t € B| Fr, Xr =x) = P(Xrt € B| X; = x) = P(X; € B| Xo = x)

Ebbédl az is kdvetkezik, hogy az X..; — X;, t >0, sztochasztikus
folyamat standard Wiener-folyamat.

Megjegyzés: az utolsé allitas a tiikrozési elv elméleti alapja.
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A trajektériak maximuma

Tetszéleges s,t,x > 0 értékek esetén teljesiilnek az alabbiak:

o - 1=2) - (5]

0<h<t

P sp,Meen =l > x) 2P > ) =410 T )|

Az abszol(t érték szuprémumanak eloszlasara is adhaté pontos érték az
alabbi végtelen soros alakban, de ezt nem kell megtanulni:

P( sup |Weyn— Wi| < ): i (—1) P<(2k—1) W, < (2k+1)x)

0<h<t o

- 2 oo - (7))
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A standard Wiener-folyamat 6nhasonlésaga

Tetszbleges a > 0 esetén az alabbiak standard Wiener-folyamatok.
O Tikrozes: W =W, t>0.
Q Ujraindl’tés: W(2) = Wi — W, t=0.
O Atskalazas: W' = W,./y/a, t > 0.

Wt(4) _ {th/t, t>0,

Q Id8inverzié:
0, t=20.

Eddig a standard Wiener-folyamat eloszlasbeli tulajdonsagait vizsgaltuk. A
tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy milyenek a folyamat trajektoriai.

A nagy szamok torvénye a standard Wiener-folyamatra

A standard Wiener-folyamatra lim;,o, Wi/t =0 m.b. Ez formalisan
azt jelenti, hogy tetszéleges ¢ >0 és t, — o0 sorozat esetén

P<|th| > et, csak véges sok n-re tteesﬁI) =
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A Wiener-folyamat =~ A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

Az iteralt logaritmustétel a Wiener-folyamatra (Hincsin, 1933)

A (Wp)e=o standard Wiener-folyamatra teljesiilnek az alabbiak:

W, W,
limsup ———— =1, liminf ‘ =-1, m.b.

t—oo /2t log, logy t t—o 4 /2tlog, log, t -

Az elsg allitas formalisan azt jelenti, hogy tetszéleges ¢ >0 és t, —> o
esetén az alabbiak teljesiilnek 1 valésziniiséggel:

o Wi, > (1—¢)y/2tlog,log,t végtelen sok n-re bekdvetkezik;
o Wi, > (1+¢)y/2tlog,logyt  csak véges sok n-re kdvetkezik be.

A fentiekbdl kovetkeznek az alabbi aszimptotikak is, melyeket hasonlé
modon értelmeziink:

lim sup Ws
| u
d—0 \/2(5 |0g2 |0g2(1/5)

. Wis
lim inf
3-0 4/25log, log,(1/5)

=1, =—1, m.b.
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A Wiener-folyamat =~ A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

Tekintsink egy M={a=1ty <t <---<t,=>b} beosztas egy adott
[a, b] < R intervallumon. A beosztas finomsaga: |I1] = max |tk — to—1].
<K<Kn

A Wiener-folyamat négyzetes és teljes megvaltozasa

Legyen (W;)i=0 Wiener folyamatra, 0 < a < b pedig tetsz8leges.
O A Wiener-folyamat négyzetes megvaltozasa:
lim Z [We, — Wtk_1]2 Lb—a.
[M|—0 1
@ A Wiener-folyamat teljes megvaltozasa: ha |l,| — 0, akkor
n

o P
lim ‘Wt—Wt_‘—mo.
|I'I\—>0 k k—1
k=1

© A diadikus beosztassorozat esetén a fenti konvergenciak majdnem
biztos értelemben is teljesiilnek.
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A Wiener-folyamat =~ A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

A Wiener-folyamat derivalhatosaga (Paley, Wiener, Zygmund, 1933)

A standard Wiener-folyamat 1 valészintiséggel sehol sem differencialhaté.
Precizebben: létezik Qo€ A, P(Qo) =1, esemény, hogy ha w € Qo,
akkor a Wi(w), t >0, trajektéria sehol sem differencialhaté.

Tehat a Wiener-folyamat trajektériai 1 valdsziniiséggel
@ mindenhol folytonosak, de sehol sem differencialhatéak;
@ nem korlatos valtozasiak.
A kovetkez§ félévben szeretnénk a Wiener-folyamat szerint integralni.
Kérdés: hogyan definialjuk az | = Sg f(t)dW; integralt? Otletek:
o Trajektériankénti Lebesgue—StieItjes integral: Minden w € Q

kimenetel esetén legyen S f(t)dWi(w). Ez nem mikadik,
ugyanis a Wiener—folyamat traJektorlal nem korlatos valtozasiak!

@ Sztochasztikus integral: Riemann tipusi integralkozelité osszegekkel

I =liminoo 2y f b 1) (Wey, — We ),
feltéve, hogy a hatarérték létezik valamilyen értelemben.
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A Wiener-folyamat =~ A Wiener-folyamat tovabbi tulajdonsagai

A Wiener-folyamat rovid torténete:

@ Robert Brown (1827): Pollenszemcsék a mikroszkép alatt.

o Louis Bachelier (1900): A parizsi tézsde viselkedése.

@ Albert Einstein (1905): ,Einstein nagy éve”, Annus Mirabilis.

Négy tudomanyos cikk: fotoelektromossag, speciélis relativitaselmélet,
témeg—energia ekvivalencia, részecskék hémozgasa (Brown-mozgas).
Bevezeti a Wiener-folyamat W1-W4 definialé tulajdonsagait.

W(t) ~ N(0, ot) ahol o2 = (4RT)/(Nf).

@ Norbert Wiener (1923): A folyamat sorfejtéses konstrukciéja.
(Wiener 1894-ben sziiletett, 14 évesen szerzett BA diplomat.)
Kolmogorov (1931): Markov-folyamatok, Kolmogorov-egyenletek.
Paley, Wiener, Zygmund (1933): A folyamat nem differencialhaté.
Hincsin (1933): Iteralt logaritmustétel.

Donsker (1951): A szimmetrikus bolyongas eloszlasban konvergal a
Wiener-folyamathoz.

@ Itd, Sztratonovics, Fisk ('40-'60): Sztochasztikus integral bevezetése.
@ Black, Scholes (1973): Pénziigyi matematika. (Nobel-dij: 1997.)
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