2. Feladatsor - Szamelmélet

2.1. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy a kiévetkezs szamok koziil melyik osztoja
melyiknek. Abrazoljuk is!
(a) 2,3,4,5,6,12;
(b) 2,3,4,5,6,7,10,12, 14;
(¢) 0,1,2,3,6,11;
(d) 2,3,5,6,10,15,18,60, 180;
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2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a és b egész szamok és 2a + 9b oszthato
17-tel, akkor 33a + 89b is oszthatd 17-tel.

2.3. Feladat. Igaz-e, hogy ha egy négyjegyii szam szamjegyeit forditott sorrendben
felirjuk, és az eredeti szammal &sszeadjuk, akkor az Gsszeg oszthato 11-gyel.

2.4. Feladat. Igaz-e, hogy barmely 3-mal nem oszthato egész szam négyzetébsl
1-et levonva 3-mal oszthat6 szamot kapunk?

2.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egész szam nem oszthato 5-tel, akkor
a négyzetéhez 1-et hozzdadva vagy levonva 5-tel oszthaté szamot kapunk.

2.6. Feladat. Legyen a természetes szam. Teljesiil-e, hogy ha egy szam osztoja
a?-nek, akkor a-nak is osztoja?

2.7. Feladat. Adjuk meg azt a 3 legkisebb egymés utan kdvetkezs természetes
szamot, amelynek Osszege négyzetszam és egyben kébszam.

2.8. Feladat. Teljesiilnek-e a kovetkezs oszthatosagok?
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2.9. Feladat. Miért nem lehet egyszerre egész nl—; és n ; , ahol n € N?
2.10. Feladat. Milyen n egész szamra lesz a 3”2:;% egész szam?

2.11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 1+ 2+ 3 | 1™ + 2™ 4 3™ teljesiil barmely
paratlan n természetes szam esetén.

2.12. Feladat. Teljesiil-e, hogy tetszdlegesen megadott nyolc darab kiilénbo6zd
haromjegyt szam koziil mindig kivalaszthato kettd kiilonbozé agy, hogy ezeket
egymés mellé irva, a kapott szam 7-tel oszthatd?

2.13. Feladat. Igaz-e, hogy minden pératlan szadm négyzete 8-cal osztva l-et ad
maradékul.

2.14. Feladat. Van-e olyan négyzetszam, amely
(a) 7-tel osztva 3-at ad maradékul;



(b) 8-cal osztva 3-at ad maradékul;
(c) 6-tal osztva 3-at ad maradékul.

2.15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely egész szam négyzetét 16-tal osztva,
maradékul négyzetszamot kapunk.

2.16. Feladat. Osszuk el az a egész szamot maradékosan b-vel.
(a) a =4683, b = 243;
(b) a=—15370, b = 495;
(¢) a =20967, b = —58;
(d) a = —3588, b = —256.

2.17. Feladat. Osszuk el maradékosan az f polinomot a g polinommal.
(a) f=a* +32° + 502 +4x +5,g=2+1,
(b) f:I4+$3*5:€2+7x76,g:x2+3x71;
() f=aP+bat+ 723 +2% —32—2,g=a?+22+1;
(d) f=22°—4a* + 323+ 222 — 92+ 3, g = 222 — 4o + 2.

2.18. Feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a, b egész szamok
legnagyobb ko6z0s osztojat, és adjuk meg legkisebb kozos tobbszorosiiket.

(a) a =178, b=30;

(b) a =368, b=161;

(¢) a =539, b= 1001,

(d) a =—-1253, b = —3241;

(e) a=—1183, b = 1573.

2.19. Feladat. Megadhatok-e b és ¢ egész szdmok 1gy, hogy tetszbleges a egészre
lnk.o(a,b) ~ 1 és lnk.o(a,c) ~ a teljesiiljon?

2.20. Feladat. Legyen a,b € Z. Hatarozzuk meg az alabbi legnagyobb koz6s
osztokat.
(a) Lnk.o(a,2a + 1);
(b) Lnk.o(3a+5,7a + 12)
(¢) ln.k.o(1la + 5b,13a + 6b);
(d) Ln.k.o(3a® + 1,4a® + 3).

2.21. Feladat. Legyen a,b € Z. Ha b | a, akkor hatarozzuk meg a kovetkezd
legnagyobb k&zos osztok lehetséges értékeit.

(a) Ln.k.o(b,a —b);

(b) Ln.k.o(b,2a + 3b);

(¢) ln.k.o(1la + 5b,29a + 13b).

2.22. Feladat. Legyen a,b € Z és 1.n.k.o(a,b) ~ 5, adjuk meg az alabbi legnagyobb
koz0s osztok lehetséges értékeit.

(a) Lnk.o(a+b,a—0);

(b) Ln.k.o(a+ 2b,4a — b).

2.23. Feladat. Mutassuk meg, hogy a kdvetkezs szamok Osszetett szamok.
(a) 10° —57;
(b) 10100 — 7,
(c) 420 — 15
) 1000027;



(e) 1000...001 (2012 darab 0);
(f) 11420431 +...+ 100!

2.24. Feladat. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl allitsunk &ssze 6t
kiilénb6z6 primszamot, hogy minden szamjegyet pontosan egyszer hasznaljunk fel.

2.25. Feladat. Az a természetes szam értékét adjuk meg ugy, hogy a, a + 4 és
a + 14 szamok primszamok legyenek. Oldjuk meg a feladatot tgy is, hogy a egész
szam, és a megfelel6 primelemeket keressiik.

2.26. Feladat. Adjuk meg az Gsszes olyan a természetes szamot, amelyre a, a+ 10
és a + 14 is primszam. Oldjuk meg a feladatot tgy is, hogy a egész szam, és a
megfelel§ primelemeket keressiik.

2.27. Feladat. Adjuk meg az 6sszes olyan p primszamot, amelyre 8p? 4 1 is prim-
szam.

2.28. Feladat. Teljesiil-e, hogy barmely 3-nal nagyobb primszam négyzete 24-gyel
osztva 1-et ad maradékul.

2.29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha 2" — 1 primszam valamely n € N-re, akkor
n is primszam.

2.30. Feladat. Teljesiil-e, hogy az 5-nél nagyobb ikerprimszamok 0sszege oszthato
12-vel?

2.31. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre 2p—1 és 2p+1
ikerprimszam.

Szorgalmi feladatok

2.32. Feladat. Extra (A gyakorlatvezet§ osztja szét a hallgatok kozott.)
Adjunk szabalyt a 7, 13, 17, 19, 23, 29, 31 és 37 szamokkal valo oszthatosag
eldéntésére. Bizonyitsuk is!

2.33. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 64 | 32"+2 —8n — 9 teljesiil barmely n € N-re.
2.34. Feladat. Van-e olyan 2013-ra végz8dd egész szam, amely oszthaté 53-mal?

2.35. Feladat. Adjuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, ami oszthato
999-cel, de nem tartalmaz 9-es szamjegyet.

2.36. Feladat. Melyik az az Otjegyi szam, mely egyenl6 szamjegyei szorzaténak
45-s7010sével?

2.37. Feladat. (A 2.11. feladat altalanositasa.) Teljesiil-e a tetszsleges paratlan
n természetes szam esetén a kovetkezs:

1424...+4m|1"4+2"+...4+m" (meN).

2.38. Feladat. Tudjuk, hogy 10 (nem feltétleniil kiilonbozs) termeészetes szam
Osszege 1001. Hatarozzuk meg ezen szamok legnagyobb k6zos osztdjanak lehetséges
legnagyobb értékét.

2.39. Feladat. Melyik az a két természetes szam, amelyek legnagyobb k6zos oszto-
ja 6, a legnagyobb koz0s oszto keresésekor az euklideszi algoritmusban 3 maradékos
osztast végeztiink, ahol a hanyadosok egymas utani természetes szdmok voltak
(névekvs sorrendben), és a hanyadosok Gsszege 9.



2.40. Feladat. Adjunk meg végtelen sok a,b € N szampart tgy, hogy a rajtuk
végrehajtott euklideszi algoritmus 3 lépésbdl alljon (azaz a 2. osztésnal kapjuk az
utolsé nemnulla maradékot), és l.n.k.o(a,b) = 1 teljesiiljon.

2.41. Feladat. Keressiik meg azokat a legkisebb a és b (a > b) természetes
szamokat, melyekhez tartozo euklideszi algoritmus 6 1épésbol all (azaz az 5. osz-
tasnal kapjuk az utols6 nemnulla maradékot). Altalanositsuk n lépésre.

2.42. Feladat. Igaz-e, hogy barmely természetes szam egy szamjegyének megval-
toztatasaval primszammaé alakithato?

2.43. Feladat. Az a® + a + 41 kifejezés primszam, ha a = 1,2,3,...,30. Igaz-e,
hogy a? 4+ a + 41 minden a természetes szamra primszam?

2.44. Feladat. Két primszam kiilonbsége 100. Egymaés utan irva ket tjabb prim-
szamot kapunk. Melyek ezek a szamok?

2.45. Feladat. Legyen p primszam, és jelolje A azt a halmazt, ami p darab egymaés
utan kovetkezd természetes szamot tartalmaz. Fel lehet-e bontani az A halmazt két
diszjunkt részhalmazra, amelynek egyesitése kiadja A-t, és a két halmazban 1évg
szamok szorzata egyenld.

2.46. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy a 101-102-103-. . .-200 szorzat primtényezds
felbontasaban a 2 hanyadik hatvanyon szerepel.



