MTN113E: Vektorok

(elsadasvazlat)

Katai-Urban Kamilla

1. VEKTORTER

1. Definicié. A V nemiires halmaz vektortér R felett (roviden valos vektortér) az @ (Gsszeadas)
kétvaltozos és A ©® (A € R) miiveletekkel, ha

(1) az Osszeadas kommutativ: Yu,v € V esetén u + v = v + u,

2) az Osszeadas asszociativ: Yu,v,w € V esetén (u+v) +w = u + (v + w),

) az Osszeadasnak van egységeleme: Jo € V Vu € V-re, amelyre o + u = u + 0 = u,

) minden vektornak van additiv inverze: Vu € V Ju’ € V, amelyre u + v’ = v’ + u = o,
) Vo eVesetén 1-v =,

) VA, neR, VoeVestén (Ap)-v=X-(u-v),

) VA peR YoeVesetén (A +pu) - v=XA-v+pu-v,

(8) VAe R, Vu,v € Vesetén \- (u+v) =A-u+ \-v.

2. Tétel. Legyen V vektortér R felett, ekkor teljesiilnek a kovetkezsk

(a) A V-n értelmezett 6sszeadasra vonatkozoan pontosan egy egységelem van.
(b) Minden V-beli elemnek egyetlen additiv inverze van.
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3. Definici6. A vektortér egyértelmiien meghatarozott additiv egységelemét zérusvektornak nevez-
ziik, jele: 0.

4. Definici6. Legyen V vektortér R felett, vy, ... v € V és A1,..., Ay € R. Ekkorav = Mo+ -+

Apvg vektort a vy, ..., v vektorok Ay, ..., A; skalarokkal képzett linearis kombinacidjanak nevezzik.
Ha A = --- = )\ = 0, akkor trivialis linearis kombinaciorol beszéliink.

5. Definicio. Az R feletti V' vektortér vy, ..., v vektorrendszere linedrisan fiiggetlen, ha pontosan
akkor teljestil, hogy Ajv; + -+ 4+ Agvp = 0, ha Ay = -+ = Ay = 0, azaz csak a trividlis lineéris
kombinacié allitja el a 0-t. Kiilonben a vektorrendszer linearisan fiiggs.

6. Tétel. Az R feletti V' vektortér vy, ...,vr vektorrendszere akkor és csak akkor linearisan fiig-
g6, ha van olyan v; vektor (1 < i < k), amely el6all a vy,...,v;—1,0i41,...,v; vektorok lineéris
kombinaci6jaként.

7. Tétel. Tetszbleges R feletti V' vektortér esetén teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) Ha egy vektorrendszer valamely részrendszere linearisan fliggd, akkor a vektorrendszer is
linedrisan fiiggd.
(2) Linearisan fiiggetlen vektorrendszer barmely részrendszere is linearisan fliggetlen.
8. Definici6. A vektorrendszerek elemi atalakitésai a kdvetkezdk:
(1) Tetszdleges vektort helyettesithetiink a nemnulla skalarszorosaval.
(2) Tetszbleges vektort helyettesithetiink a vektor és a vektorrendszerbél egy masik vektor ska-

larszorosanak Gsszegével.
(3) Zérusvektort elhagyhatunk/hozzavehetiink a vektorrendszerbdl/ hez.

9. Definicié. Két vektorrendszer ekvivalens, ha elemi atalakitdsokkal egymasbo6l megkaphatok.

10. Megjegyzés. A matrixok 1épcsGs alakra hozéasakor alkalmazott elemi atalakitasok a matrix
sorvektorrendszerének elemi dtalakitasainak felelnek meg.

11. Allitas. Legyen uy, ..., u; vektorrendszer R™-ben. Tekintsiik azt a matrixot, amelynek sorvek-
torrendszere u1, . . ., ux, majd elemi atalakitasokkal hozzuk lépcsés alakra. Az igy kapott matrix nem-
nulla soraibél alkotott R™-beli vektorokat jelolje rendre vy, ..., v;. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) avy,...,v vektorrendszer linearisan fiiggetlen;
(2) hal < k, akkor az uy,...,u vektorrendszer linearisan fliggd;



(3) ha | = k, akkor az uy,...,u; vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

12. Definici6. Vektorrendszer maximalis linedrisan fliggetlen részrendszerének nevezziik egy olyan
linearisan fliggetlen részrendszerét, amely mar nem bdévithetd tovabb tgy, hogy a részrendszer line-
arisan fiiggetlen maradjon.

13. Megjegyzés. Az uq,...,u; € R™ vektorrendszerbdl a kiévetkezdképpen valaszthatd ki max-
imalis linearisan fliggetlen részrendszer. Tekintsiik azt a maétrixot, melynek sorvektorrendszere
ui,...,ug, a sorokat jeloljiik meg, majd hozzuk lépcsés alakra a méatrixot. Az igy kapott matrix

nemnulla sorainak megfelels eredeti vektorok maximalis linearisan fiiggetlen részrendszert alkotnak.

2. EUKLIDESZI TER

14. Definici6. Legyen u,v € R", u = (x1,22,...,2Zn), v = (Y1,%2,...,Yn). Az u,v vektorok
standard bels6 szorzata (skalaris szorzata) a kovetkezs:

n
(u,v) = w’ = z1y1 + Toys + -+ Tnyy = szyz
i=1

15. Definicio. Az R™ vektorteret a standard bels§ szorzattal euklideszi térnek nevezziik.

16. Definicié. Az u = (x1,...,7,) € R™ vektor hosszan (norméjan) az |[ul| = \/(u,u) = /> 1, x?

nemnegativ valés szamot értjiik. Az u vektor normalt, ha ||u|| = 1.

17. Definicié. Az R" euklideszi tér tetszdleges nemzérus u, v vektora esetén létezik egy egyértelmien
meghatarozott 0 < a < 7 sz0g, hogy

cosa = LY
[ul] - [|v]]

amelyet az u és v vektorok szogének neveziink. Azt mondjuk, hogy az u,v € R™ vektorok merslegesek
(ortogonalisak), ha (u,v) = 0.

18. Definicid. Az ui,...,ur € R™ vektorrendszer ortogonélis, ha barmely 1 < i < j < k esetén
u;, uj merSlegesek. Ha az wuq,...,u; vektorok normaltak is, akkor ortonormalt vektorrendszerrdl
beszéliink.

19. Definicié. Az A € R™"™ matrixot ortogonalis méatrixnak nevezziik, ha sorvektorrendszere
ortonormaélt vektorrendszert alkot az R"™ euklideszi térben.

20. Definicié. Az R™ euklideszi tér tetszéleges u és v(# 0) vektora esetén az u vektor v vektorra
vett merdleges vetiiletén az

(u,0)

(v,v)
vektort értjiik. Ez a vektor egy egyenesbe esik a v-vel, és hosszusaga ||u|| - cosa, ahol o az u és v
vektorok szoge.

21. Tétel (Gram—Schmidt-féle ortogonalizacio). Az R™ euklideszi tér tetszéleges uq, ..., ug
linearisan fiiggetlen vektorrenszere esetén van olyan v1, ..., v ortogonalis vektorrendszer, hogy a két
vektorrendszer ekvivalens.

22. Megjegyzés. A Gram—Schmidt-féle ortogonalizaci6 a kévetkez6képpen végezhets el:
(1) legyen a vy = uy;
(2) a vy vektort ugy kapjuk, hogy vessziik az ug vektor merdleges vetiiletét a vy vektorra, majd

ezt kivonjuk az us-bdl: vy = ug — % V13
(3) hasonloan kapjuk a vs vektort is: v3 = ug — izi’:ﬁ; - iﬁiﬁii vo;

a tobbi vektorra is a fenti eljarast alkalmazzuk.



	1. Vektortér
	2. Euklideszi tér

