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1. Alapfogalmak

Az eddig vizsgalt algoritmusok analizise a legrosszabb eset analizisén alapultak.
Egy inputon futtattuk és az input hosszénak /méretének fiiggvényében egy korlatot
adtunk a futési idére.

Sokszor egy algoritmus Osszetett miiveleteket ismétel sokszor. Ha csak egy Ossze-
tett miivelet legrosszabb eset analizisét végezziik el és ezt megszorozzuk a mivelet
elvégzésének szamaval, akkor ,rosszul jarunk”. Jobb, ha a mitvelet atlagos 1épés-
szamaval dolgozunk. Ha az algoritmus sokszor végrehajt egy miiveletet, akkor nem
zavard ha egyszer sok 1épést végez el, mig méskor lényegesen kevesebbet. A teljes
algoritmus futasi ideje az atlagos lépésszamtol fligg.

Ha a fenti ,filozofia” szerint elemziink egy ismételt miiveletet, akkor amortizalt
analizisrél beszéliink. A fogalmat legjobban példakon keresztiil megismerni.

2. Példak

1. példa: Adott az 0™ = (0,0,...,0) n-hosszu bitsorozat. Vehetjiik ugy is mint
a 0 szam kettes szamrendszerbeli felirasanak szamjegyei. 2™ — 1-szer noveljiik meg
a bitsorozat altal kodolt természetes szamot 1-gyel és a megndvelt szam n hosszi
(esetleges kezdeti 0-kkal felduzzasztott) kettes szamrendszerbeli felirasat szamoljuk
ki. Minden novelés koltsége az el6z6 sorozathoz képest megvaltoztatott bitek szama
lesz. Mi a teljes algoritmus 6sszkoltsége?

A feladat nem tul érdekes, de elemzése tanulsagos lesz. Ha sorozatunk 017! =
011...11, akkor novelése utan elérjiik az 10"~ = 100...00 sorozatot, Ennek kolt-
sége n, a lehets legnagyobb koltség. Igy a 2" — 1 novelés Gsszekoltsége becsiilthets
(2" — 1)n-nel.

Gondolkodjunk masképp. Vegyiik észre, hogy minden valtoztatas a bitsoroza-
tunk a zar6 1-es blokkjat alakitja at 0-sok blokkjava és az ezt megel6z6 egyetlen O
bitet 1-essé irja at. (Ha a bitsorozat 0-ra végzddik, akkor a zard 1-esek blokkja tires.
Ha a zaro 1-es blokk a teljes sorozat, akkor mér nincs novelés/leallunk.) Azaz egy ¢
koltségi atirdsban egy darab 0 <— 1 atirds és ¢ — 1 darab 1 < 0 &tirés.

Tegyiik fel, hogy egy szamjegy megvéltoztatasahoz valojaban ki kell fizetniink
1 $-t. Ha a legrosszabb esetre késziilne;nk fel, akkor n $-t kell magunkkal vinniink
egy noveléshez. Ha azonban j6 gazdasagi érzékkel rendelkeziink, akkor 2 $-ral bol-
dogulunk. Az egyik $-unk ,,0-r6l 1-re iras” koltsége, a méasik $-unk ,,1-r6l O-ra iras”
koltsége. Ha egy egy 0-t 1-esre irunk at, akkor a hozott 2 $ egyikével ki tudjuk fizetni
Altalaban igaz lesz, hogy aktualis bitsorozatunk minden 1-es bitjén szerepel egy §.

Mi van, ha az atirds nem csak az utolsdé 0 megvaltoztatasa 1-re. Akkor sincs
baj. A fenti gondolatmenet alapjan szamjegysorozatunk minden 1-ese a leends 0-ra
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irdsanak koltségét ,letétben tartja”. Az altlanos ,update” a szamjegyek egy végss
1-blokkjanak 0-kkal valo feliilirasa és az el6tte allo 0-s 1-esé frasa. Az l-esk O-ra
frasanak koltsége ott van letétben, végiil a blokk elétti 0 atirdsat a hozot 2 $-bol
fedezziik, a maradék 1 $-t letétként hagyjuk az 1j l-es szamjegynél. Igy a 2" — 1
mivelethez 2(2" — 1) $-ra van sziikségiink. Ez fedezi az Gsszes koltséget. S6t az
algoritmus végén ott van 1" = 11...11 szam mindegyik 1-esén 1 $ letét. Tehét a
szamolasi koltség pontosan 2(2" — 1) — n.

Osszefoglalva. Minden névelést 2 koltséggel szamoltunk el. Tettiik ez annak
ellenére, hogy minden masodik novelésiink 1 koltségt volt. Ezekben a novelésekben
a koltség felhasznalasa az atirasért valo fizetés és letét képzése. Altalaban a korabbi
letétekkel és a hozott 2 koltséggel gazdalkodtunk (fizettiink atirasainkért és jabb
letétet képeztiink. A névelés amortizdcios kéltsége 2. A fenti interpretaciot a bankdr
értelmezésének nevezzik.

Van egy maésik értelmezés is, a fizikus értelmezése: Az aktualis szam 1-eseinek
szamat egy potencialnak fogjuk fel. Tehat kezdetben 0 potencialrél indulunk. Min-
den lépésben vizsgéaljuk a potencial valtozasat.

Definidlunk egy amortizalt koltséget. Ezt absztrakt kornyezetben irjuk le. Te-
gyiik fel, hogy algoritmusunk egy X konfiguracioi kozott ,sétal”. Egy kiinduld g
konfiguraciobol indul, majd ey, es, ..., e, Osszetevlket végez el. e; soran k;_; konfi-
guraciobol k; konfiguracioba érkezik. Az algoritmus i-edik OsszetevGjének koltsége
c(e;). Tovabba adott egy P : K — R potencialfiiggvény.

Definicié. Algoritmusunk i-edik OssszetevGjének amortizalt koltsége:
Camort(ei) = C(ei) + P(K,Z) — P(/{i—l)-

Ha a potencialt noveljiik, akkor azért is fizetniink kell az amortizalt elszamolas-
ban. Ha viszont potencialt vesztiink, akkor ez fizetési eszkot ad nekiink.

1. Tétel. A fenti jeloléssel a teljes algoritmus koltsége

(Z Cmnort(@i)) - (P(/{L) — P(/@O)) .

A tétel remélhetdleg nyilvanvalo. Ha valaki egy formalis bizonyitast szeretne lat-
ni, akkor Osszegeze az amortizalt koltségeket. Szamolja kiilon az algoritmuselméleti
és a potencial valtozasabol ereds hozzajarulast. A potencialvaltozas hozzajarulasa
egy teleszkopikus Osszeg lesz.

Az absztrakt targyalastol térjiink vissza bemelegité példankra. Tegyiik fel, hogy
n bites teriiletiinkdn az utolsé ¢ bitet irjuk feliil, azaz az algoritmuselméleti koltség
c. Ezen blokkban egy 0-t kdvet ¢ — 1 darab 1-es. A megel6z6 rész nem valtozik, igy
a potencidlvaltozashoz nem jarul hozza. Eredetileg az atirt blokk ¢ — 1-gyel jarul a
potencialhoz, az atiras utan 1-gyel. Igy

Camort(ei) =c+ (1 - (C — 1)) = 2.

Koréabbi eredményeink most a tételre valé hivatkozassal adédnak.
Csak a nyelvezet és igy a gondolkodasmod més, de ugyanazt a matematikai
otletet ,,kodoljuk”.
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2. példa: Adott n pont a koordinata-sikon: (z1,v1), (z1,v1), (1,%1)s - -+, (Tn, Yn)
gy, hogy z-koordinataik szigortian monoton névekvéek. Hatarozzuk meg az input
ponthalmaz konvex burkat (mely pontok, milyen korszertien rendezett sorrendben
szerepelnek a konvex borkon). A kénvex buroknak lesz egy x koordinatara nézve
minimalis csticsa és egy maximdlis csticsa. Ez a két cstics a konvex burok kertiletét
két ivre osztja. Ezeket (természetes moédon) a ponthalmazunk fels és also konvex
burkolojanak nevezziik. A két rész ami egyiitt (a két extremaélis pont atfedésével)
kiadja a teljes konvex burkot. A két burkol6 szimmetrikus szerepet jatszik. Elegendd

azt targyalnunk, hogyan hatarozhatoé meg a fels6 burkolo. Ezt részletezziik.
Legyen ‘P; az els6 ¢ pont halmaza és
Fi: E=P, P

P, P,

Gp—1

29 37 PZ

fels6é burkolojuk. Szurjuk be a P, pontot ebbe a fels6 burkoloba. Ezt a beszurast
ismételgetjiik az algoritmus soréan.

A beszirés nyilvanvalo: Az 4j felsé burkolo az el6z6 fels6 burkol6 egy kezddszelete
lesz. Ez a kezd@szelet U = P, -ban végzddik, majd jon a P4 cstics. Tehat az 4j
fels6 burkolo:

P,

EZEIpl,PZ'Q, 37---7Pik,17U:Pik7Pi+1-

Az U pont ugy azonosithatod, hogy a régi fels§ burkold egyetlen U csiics teljesiti a

m(P,

ik—1

PiJrl) > m<UPZ+1> < m<1Dik+1Pi+1)

feltételt, ahol m(AB) az A és B pontok egyenesének meredeksége.
A beszurasra/U = P, megtalalasara tobb lehetSségiink van.

I) Példaul tippelhetiink egy P, csiicsra (az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy
1 < j < {). Harom lehetGséglink van:
(a) m(P,

i1

Pip1) > m(P;Piy) < m(P,

ij+1

P;y1). Ekkor eltalaltuk a korrekt U-t.

(b) m(P;;,_, Piy1) > m(P;Pii1) > m(P;,,, Piy1). Ekkor a keresett U indexe (mint
indexelt P) nagyobb mint j.

(c) m(Py;_, Piy1) < m(P;jPi) < m(Py,, Piy1). Ekkor a keresett U indexe (mint
indexelt P) kisebb mint j.

Erre alapitva egy binéris keresést végezhetiink. O(log?) = O(logi) kérdéssel
megtalaljuk a keresett P;-t. Minden ,kérdés” koltsége O(1) aritmetikai és Gsszeha-
sonlitasi lépés. Tehat a beszuras koltsége O(logi). A teljes koltseg O(log 1+ log 2+
...+ log(n —1)) = O(nlogn).

IT) Egy sokkal naivabb probalkozés, hogy teszteljiik P;, csticsot. Ha ez nem jo
U szerepére, akkor teszteljilk a F;, | cstcsot. Ha ez nem jo U szerepére, akkor
teszteljik a P, , csucsot. Es igy tovabb. Talan megleps, de ez az elézénél jobb
algoritmust ad. Mi ennek az oka? Ezt az amortizalt analizis valaszolja meg.

Az U = P;, cstcs megtalasa utdn a B, , B, ,, ..., P, = P; cstcsok kiesnek
a felsd burkolobol. S&t, soha nem is keriilhetnek vissza. Azaz a naiv algoritmus
minden sikertelen tesztje egy csucs kiesésével jar. Legyen ¢ = O(1) a koltsége egy
tesztnek. A P, csics beszurasat 2c amortizéacios koltséggel szamoljuk el. Ebbdl ¢

egy ,,bekertilési koltség”. Fzt akkor fizetjiik ki az aktualis tesztre, amikor megtalaljuk
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az U cstcsot. A masik ¢ koltség a bekeriilt P; ; cstcs ,kikeriilési koltsége”, amit
letétbe helyezziik a csticsnal. Ezt akkor fizetjiik ki (amennyiben P;,; nincs a fels
burkol6 csticsai kozott), amikor egy késébbi pont teszteli 6t sikerteleniil. Tehat
minden sikertelen tesztet egy korabbi cstcs letéti 6sszegébdl fizetiink. Az amortizécio
koltség 2¢ = O(1). A teljes koltség O(n).

3. példa: Dinic-algoritmus. Adott egy Zf irdnyitott graf két kitiintetett csuccsal:
s és t. A graf rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsiggal:

(D) minden éle rajta van egy legrovidebb st tton.

Az algoritmus soréan rendre egy e élt kapunk az aktualis grafbol, amit elhagyunk,
majd a graf tovabbi ritkitasat végezziik el (ha sziikséges), hogy a (D) tulajdonség
tovabbra is fennaljon. Az éleket addig kapjuk, amig grafunk ki nem iiriil.

A (D) tulajdonsag miatt grafunk szintezett:

V(G) = SoUSiU. .. USe1USy,

ahol Sy = {s}, S¢ = {t} és minden él valamely i-re S;-b6l S;;;-be vezet.

Legyen e = i) az aktudlis él (z € S; és y € Si41). Az e él elhagyasa tovabbi
ritkitast nem igényel, ha y-ba vezet e-t6l eltérd él is, és x-bdl vezet ki e-t6l eltérs él
is.

Ha x kifoka 1, akkor a korabbi szintek kozt lesz olyan él ami mar nem lesz rajta
st aton. Példaul az 6sszes x-be futo él ilyen, ezeket el kel hagyni. Ha azon csticsok,
amikbdl vezetett él x-hez 1 kifoktuak voltak, akkor tovabbgytirtizik a hatas visszafelé.

Hasonlé a hatas, ha y befoka 1. Ekkor az y-bol kifuto élek valnak feleslegessé
(nem lesznek rajta St uton). Torlésiik tovabb gytrtizhet eldrefelé (a nagyobb indext
szintek felé) a hatas.

Algoritmusunk a fenti gondolatmenet naiv végrehajtésa: e torlése utan kovetjiik
a torlés hatasat. El6re és hatra is rendre teszteljuk, hogy a megfelels fok 1 vagy
nagyobb és 1 fok esetén tovabb toroliink.

Az analizis remélhetsleg méar nem okoz gondot. Egy e él esetén O(1) koltsége
annak, hogy toroljilkk grafunkbol és felismerjiik gytrtizik-e elére vagy hatra az él
elhagyasanak hatasa. Ezt a koltséget e-re haritjuk. Ha az z-be befuto élek (vagy
y-bol kifuto élek) is a torlends élek listajara kertilnek, akkor az ezekkel kapcsolatos
koltségeket mar az aktualis él viseli. Az egész algoritmus O(|F|) lépéssel megvalo-
sithato.
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