Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet MSc hallgaték szamara

Javitott folyamok algoritmusok

2018. Elsad6: Hajnal Péter

1. Edmonds—Karp-algoritmus
Ford és Fulkerson javitd Ut keresése egy kissé méas nyelven is leirhato.

Definicié. Legyen H egy héalozat (8 jelolje ‘H grafjat, s a forréds, t a nyeld, ¢ a
kapacitasfiiggvény) és benne egy f folyam. Definidlunk egy maradék (rezidualis) R
halozatot. R forrds és nyelGje ugyanaz mint H-ban. A R grafja legyen Br. Ennek
csucshalmaza V' (G), a forras/nyel6 par ugyanaz, s/t. 5% ¢leit és kapacitasait a
kovtekezGképpen kapjuk: Minden olyan e = ub € E (G) élre a kovetkezot végezziik
el:

(i) Ha 0 < f(e) < c(e), akkor felvesziink egy e, = ub élet ¢(e) — f(e) kapacitassal,

tovabba felvesziink egy e = vt élet f(e) kapacitéassal.

(ii) Ha 0 = f(e) < c(e), akkor felvesziink egy e} = ud élet ¢(e) — f(e) kapacitassal.
(iii) Ha 0 < f(e) = c(e), akkor felvesziink egy e = vt élet f(e) kapacitassal.

Eszrevétel. Az f folyam B—beli javito atjai és a Br—beli irdnyitott st utak kozott
egy nyilvanval6 bijekci6é van.
+

Valoban, egy G-beli J javito ut esetén az e € Egse(J) Elekre az e éleket, mig a
e € Eyara(J) élekre az e, éleket véve egy irdnyitott utat kapunk Br—ben. Forditva:

Legyen P egy iranyitott st ut Br—ben. Ekkor minden €S élére véve (e € E(B),
e € {+,—}) élre véve az e ,Gs élt” egy javito ut élhalmazat kapjuk.

Ford és Fulkerson esetén is definialhattuk volna ezt a grafot és ebben iranyitott
utat kereshettiink volna. Ford és Fulkerson keresése ,naiv”’ volt. A

Beasie = {z € V\S : van olyan y € S, hogy yt € E és f(gﬁ) < c(gﬁ)},
illetve
Buaua = {x € V\S : van olyan y € S, hogy i) € F és f(z7) > 0}

halmazok azon cstucsokat tartalmazzik, amelyekkel egy méar megtalalt javito ut kez-
demény tovabb novelhets. Ezek most az S-bdl kivezetd reziduédlis élek. Ezen halma-
zok els6 megtalalt eleménél az algoritmus update-elte az S halmazt és tovabblépett.
Karp és Edmonds otlete a szélességi keresés logikdjan alapul. Modositsuk a
javitout keresést a szélessségi keresés filozofidja szerint. Az igy kapott algoritmus a
Ford—Fulkerson-algoritmus Edmonds—Karp-valtozata.

Edmonds—Karp javito it keresése: Adott egy H halozat és benne egy f folyam.
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(R) Rezidualis graf felépitése: Epitsiik fel a Zfr rezidualis grafot.

(I) Inicializalas: Legyen Sy = {s}, i =0,
// S =SyU...US;, azon csicsok halmaza ahova taldltunk javito ut kezde-
ményt.

(B) Bovités: Legyen S;;; azon csucsok halmaza, amelyekbe vezet irdnyitott él

S;i-bol.

e Ha t € S;,4, akkor talaltunk egy iranyitott st utat a rezidualis grafban,
azaz taladltunk egy javitd utat.

e Ha S;,; = (), akkor a keresés sikertelen.
e Hat & S;,1 # (), akkor ¢ < i + 1 és vissza (B)-hez.

Ha sikertelen a keresés, akkor a kifulladaskori S halmazbol nem lép ki él ést & S.
Azaz nincs is st 1t.
Az S; halmazoknak a kévetkezd tulajdonsidg nagyon fontos lesz:

(*) Minden z7) € E(a), x €S, v €S;esetén j <i+ 1.

Ez a valtozat (x) miatt garantélja, hogy a legrévidebb javité utat talaljuk meg. A
fenti keresés elvezet Edmonds—Karp-algoritmushoz, ami a Ford—Fulkerson struk-
tira szerint optimélis folyamot keres. Azonban pontos valos aritmetika feltételezése
mellett ciklizalhat.

Edmonds és Karp hozzéjarulasa az volt, hogy észrevették, ha a legrévidebb ja-
vité uttal dolgoznak, akkor a javitasok szama becsiilheté a halozat alapgrafjanak
paramétereivel. A becslésiik a cstucs- és pontszam polinomiélis fiiggvénye lesz. A
fenti polinomialis jelz6 az ,,elméletileg hatékonynak tekintendd” matematikusok altal
elfogadott formalizalasa.

A tovabbiakban feltessziik, hogy Edmonds és Karp keresése sikeres. Ami miatt
aggodunk az az, hogy sokszor lesz sikeres keresés és sok kozbiilsé folyam vezet el az
optimélishoz. Egyetlen egyszer lesz sikertelen a keresés. Ez az aktuélsi folyam opti-
malis mivoltjat igazolja. A sikertelen keresés , koltsége” miatt nem kell aggédnunk.

Definicié. Tegyiik fel, hogy sikeres a keresés és t € 5. 82 legyen az a részgraf a
rezidudlis grafban, amely cstcsai Sy U SY U SYU ... SP, ahol S? az S halmaz azon
cstcsai, amelyen athalad legrovidebb javito t, tovabbé élei a legrovidebb javito
utak élei. Igy S = {s}, SY = {t}, 89 osszes éle valamelyik SP-bél indul és SP, -be
vezet és ¢ a legrovidebb javito 1t hossza.

Az S? halmazokat szinteknek nevezziik. 82 egy szintezett graf. Minden legrovi-

debb javito at csicsai a S§ — S) — ST — ... — 5P szinteket kovetik.

0 meghatarozasa egyszerti. Ha t € Sy bekdvetkezik, akkor egy ,,visszahalado”

szélességi kereséssel ki tudjuk tisztitani az S; halmazokat tgy, hogy csak azok a
csticsok maradjanak meg amin keresztiill megy egy legrovidebb javito ut. Legyen
SY azon csicsok halmaza S;-bsl amelybe vezetd i hosszt javité ut kezdemény t-be
folytathato ugy, hogy egy legrévidebb javité it legyen. A meghatarozas koltsége
O(|E| + |V]), ami O(|E|), ha G &sszefiiggd (G az alapgraf iranyitasat elfelejtve
kapott iranyitatlan graf).

Az Edmonds—Karp-algoritmus futasat fazisokra osztjuk. Analizisiink a fazisok-
ra bontott algoritmus strukturajat hasznélja.
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Definicié. A futéas elsé javitasa megnyitja az elsé fazist. Minden tovabbi javitas
esetén megnézziik, hogy megtalalt legrovidebb javité Gt hossza megegyezik-e az el6z6
javitas soran talalt legrovidebb javito at hosszaval. Ha igen, akkor a fazist folytatjuk.
Ha a hosszban valtozés all be, akkor az aktualis fazis az el6z6 javitassal véget ért,
az 0j javitas egy 1j fazist kezd.

1. Tétel (Edmonds—Karp). (i) Az egymdst kovetd fazisok folyamdn a legrovi-
debb javito ut hossza nd.

(ii) Egy fazison beliil 89 élhalmaza csikken.
El6szor kimondunk egy nyilvanvald kévetkezményt.

2. Kovetkezmény. Az Emonds—Karp-algoritmus futdsa legfeljebb |V| fazisbol dll.
Minden fazis legfeljebb |E| javitdst tartalmaz. Azaz az algoritmus legfeljebb |V| - | E|
javitds utan megtaldl eqy optimdlis folyamot.

Specidlisan az Edmonds—Karp-algoritmus futdsi ideje |V||E|O(|E] + |V]) =
O(IV||EP).

A kovetkezmény nyilvanvalo hiszen |V - |E|-szer kell megtalalni egy javito utat
és javitani. Ez utobbi feladat-par O(|V| + |E|) = O(|E|) lépésben elvégezhets
(feltessziik, hogy alaphalozatunk sszefiiggs).

A tétel bizonyitasa: (i): Egy javitas alatt talalunk egy javito utat. Ennek csucs-

sorozata vg = s,v; € SY,..., 01 € S) |, v = t. Ez egy iranyitott ut lesz G}-ban.
Kiszamoljuk -t és az it minden élén megvaltoztatjuk az ott folyé anyagmennyisé-
get. 0-t tgy valasztottuk meg, hogy valamelyik élen a folyd anyagmennyiség eléri a
kapacitast, vagy lenullazodik. Az ilyen él(ek) az 0j G, reziduélis grafban mér nem
szerepelnek. Azaz az 4j G sem tartalmazhatja az ilyen éleket. Ez a veszteség az
eredeti ?39 egy éle.

Mas véltozas még az lehet, hogy egy a javité uton szerepelt él (amely C?i—hez
hozzajarult) mellé ellentétes irdnyban megjelenik egy j él. Ez torténik, ha egy 0
anyagmennyiségl élen megjelenik valamennyi anyag. Vagy egy kapacitasnyi anyag-
mennyiséget szallitoé élen lecsokken az anyagmennyiség. Egy él mellett egy ellen-
tétes iranyu él megjelenése utén is teljesiil a (%) tulajdonsag az 4j G, grafra a
régi Sp, S, ... halmazokkal. Igy a legrévidebb st 1t hossza nem lehet £-nél kisebb
(t € Sy, £ a korabbi legrévidebb javito ut hossza), azaz nem csokkenhet.

(ii): A rezidualis grafban megjelend ellentétes él a fentiek miatt egy S;i1-b6l
Si-be vezet6 ¢l lehet csak, ahol i +1 < ¢ (ahol ¢t € Sy). Ez garantalja, hogy az (j
@ graf nem tartalmazhat mas élt mint a kordbbi. S6t az élfogyéas is sziikségszerd ¢§
valasztasa miatt (lasd fenn). |

2. Dinic-algoritmus

Lattuk, hogy a szélességi kereséssel (O(|E| + |V|) = O(|E|) lépésben) kiszamolha-
tunk egy G, grafot. Ebben ott van az dsszes legrévidebb st at, st egy csak O(|V])

lépéssel kiolvashaté a G gratbol. Edmonds és Karp a széleségi keresés egy egy-
szerd valtozatat futtatott: cimkézett, amig ¢ cimkét nem kapott, és az okozati élek
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egy szélességi keress fat adtak nekik. Elképzelhets, hogy a fa nem hasznalhaté az
update/javitas utan. minden javitashoz egy 10j szélességi keresést inditottak.

Dinic oOtlete a kovetkezs: Tartsuk meg Edmonds—Karp algoritmusanak alap-
struktarajat. Egy fazison kezdeténél azonban hatarozzuk meg a G, grafot. (Ez egy
egyszeri koltség.) Ha ismert a @, akkor ebbdl egy legrévidebb javitéo at O(|V])
koltséggel adodik. Egy fazison beliil egy javitas utan ne épitsiik fel az 4j G, grafot

a semmibdl. Latjuk, hogy itt egy csokkenés torténik, C?; grafot ,,update-eljik”, azaz
a csokkenést szadmoljuk ki.

3. Tétel (Dinic). Egy fazison belil a C?ﬁ grdaf vdltozdsa O(|E]) kéltséggel nyilvan-
tarthato.

Ezt a tételt az amortizacios analizis témakorben fogjuk targyalni.

Elénye nyilvanvalo: A |V| - |E| javito ut keresése |V| fazisra van osztva. Egy fa-
zisban |E| darab javitas lehetséges. Azonban, minden fazisban csak egyszer épitjiik
fel a GO grafot (ennek koltsége O(|E|)), minden javité ut megtalalasa O(|V]) kolt-
ségt, végiil GY az egész fazisra vonatkozo update koltsége O(|E|). A teljes folyam

algoritmus koltsége:
VI(O(E]) + O(IE|) - O([V]) + O(|E])) = O([V | E]).

4. Tétel. Adott hdlézatban a Dinic-algoritmus O(|V|*|E|) lépésben megtaldlja az
optimdlis folyamot.
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