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1. Az alapotlet

A dinamikus programozas alapotlete egyszert. Az alapfeladatot egy nagyobb ,feladat-
sokasagba” agyazzuk. Az alapfeladat a sokasag egyik feladata. A sokasagnak azonban
lesznek nagyon egyszerd esetei, amelyek megvalaszolasa senkit sem &llit kihivas

elé. A sokasag feladatainak lesz egy természetes sorrendje (ez lehet rendezés, de

lehet részben rendezés is). A feladatok sorrendben vald elvégése egyszerd lesz.

A korabban megoldott feladatokra alapozva az els6re nehéz kérdések is konnyen

megvalaszolhatok lesznek.

A kihivas a jo feladat-sokasag megvalasztasa. Ha ezt jol valasztottuk meg,
akkor feladataink , felgonygyolitése” gyakran rutinb6l megoldhaté. Egy algoritmikus
probléma-sereg dinamikus programozassal torténé megoldasa nagy hasonlosagot mutat
egy allitas-sereg teljes indukcids bizonyitasaval.

Formalis leiras helyett nézziink példakat.

2. Példak
)

Legnagyobb konvex helyzetd részhalmaz megkeresése egy véges sikbeli
ponthalmazban. Adott n darab pont a sikon: P = {Pi(x;,y;)}7,. Feltessziik,
hogy pontjaink x-koordinatéi kiilonboz&ek. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb R
részhalmazat, amelyek konvex helyzettiek, azaz egy konvex |R|-szog csucshalmaza.

X
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1. dbra. Egy véges ponthalmaz és egy 6t elemi része (piros), amely nem konvex
helyzett, tovabbé egy mésik 6t elemii része (z6ld), amely konvex helyzetqi.
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El6szor is ponthalmazunkat balrél jobbra végigpésztédzzuk. Pontosabban az x;
koordinatakat sorbarendezziik. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy inputunk
mar ilyen, azaz i < j esetén z; < z;. O(nlogn) Osszehasonlitassal megoldhato ez a
része algoritmusunknak.

Masodszor is k£ konvex helyzetd cstics konvex burka egy konvex k-szog. Ennek
keriiletének két pontjat kiemeljiik: a minimdlis és a maximélis x koordinataju
csucsot (m és M). Ez a keriiletet, mint korszertien rendezett véges csticshalmazt
két ,ivre” osztja (a két kiemelt cstcsot mindkettShoz hozzaértjiik): egy felsére és
egy alsora. A fels6 iv csticsai is konvex helyzetiiek. A konvex burkukhoz minden
pont hozzajarul mint csiics. S6t, mM egy oldal lesz és az egész konvex burok ezen
oldal felett fekszik. Azt mondjuk a felss iv egy sapka (angolul cap). Hasonléan
kezelhetd az also iv. Erre azt mondjuk, hogy csésze (angolul cup).

2. abra. Egy konvex helyzetti ponthalmaz, a kiemelt két csicesal. A zold rész a
sapka Osszetevs konvex burka, a piros a csésze Gsszetevs konvex burka.

Ha minden 7 < j esetén tudjuk az P;-vel kezd6dé és Pj-vel végz6ds leghosszabb
sapka, illetve csésze méretét, akkor az alapkérdést is megvalaszoljuk. Ez az oOtlet
mar egy ,dinamikus programozasos” Otlet. Ennek ellenére ezen a ponton csak
arra hasznaljuk, hogy az alapfeladatot ,elfelezziik”, csak a legnagyobb sapkaméret
meghatarozasat targyaljuk adott P; és P; pontok kozott. Természetesen az alabbi
otletek a legnagyobb csészeméretek meghatéarozaséahoz is hasznalhatok. Igy az eredeti
feladatot megoldé algoritmus is kiolvashato beléle.

Az els6 két 6tlet utan megoldjuk a P-t6l Pj-be vezetd leghosszabb sapka meghatarozasanak
problémajat. A jelolés leegyszertisitése miatt feltessziik, hogy ¢ = 1 és j = n.

Legyen Fres (K < £ < s) az a feladat, amely megadja a leghosszabb Py-val
kezd6ds, P,-ben végzéds, oda kbzvetleniil P-bdl jutd sapka problémajat. Igy O(n?)
részfeladatot definidltunk. FEzek felgongyolitése ¢ — k szerint névekvs sorrendben
kezdjiik. A legegyszertibb /kezd6 probléméak az Fy, . s problémak. Ekkor a Py, Ps két
pont egy sapkat alkot, ami az optimalis sapka.

Tegyiik fel, hogy k < ¢ és Fj s problémaval foglalkozunk, de az 6sszes Fi, 4,50
probléma megoldasa ismert, ha ¢y — kg < k — ¢. Csak azok a feladatok érdekesek,
ahol a Py, Py, P; harmas sapkat alkot (ez nem volt probléma a K = ¢ < s esetben).
Ezt a tovabbiakban feltessziik.

Tippeljik meg milyen cstics lehet a sapka hatulrol harmadik (azaz a P, el6tti)
pontja. Ez a cstics geometriailag egy haromszoghdl keriil ki: A Py-n dtmend fiiggdleges
egyenestdl balra kell lennie a sapka hianyzo részének. A P, P, egyenes felett és a P, P
egyenes alatt. A kijelolt haromszog hataran nem fekhet a csicsunk, de kivételt alkot
P, ami el6fordulhat, mint kozvetleniil P, el6tt allo csics.
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3. dbra. F a P;-n athalado fliggsleges egyenes és a PP egyenes metszéspontja. A
kék P, PyF' haromszogben kell megkeresni az optimalis sapkat.

Vessziik P, P F haromszogbe es6 pontjainkat (ezek Py és még esetleg tovabbi
belsé pontok a haromszégbdl). Mindegyik Py pontra a korabbi munkankbol kiolvassuk
Fio- ¢ megoldasat. Ezekbdl a szamokbol a legnagyobbhoz 1-et hozzédadva kapjuk
Fies megoldasat.

Fontos, hogy az O(n?) feladat koziil a mar megoldottak megoldéasat taroljuk és
ebbdl olvassuk ki ami sziikséges szamunkra.

Megjegyzés. Kezdetben a dinamikus programozast a teljes indukcidhoz , hasonli-
tottuk”. Igazabdl egy rekurziorol van sz6. Egy rekurzié gyakran nagyon egyszertien
leprogramozhato. Lényeges kiilonbség van a dinamikus programozés és emogott 1évé
rekurziés gondolat programozasilag leirt rekurziv kodolésa kozott.

Ha a Fibonacci-szamokat az
Fibonacci(n): if n>2 return Fibonacci(n-1)+ F(n-2) else return 1;
programmal szamoljuk ki, akkor a Fibionacci(10) hivas utédn az nem foglal le
egy 10 hosszu tombot a sziikséges Fibonacci-szamok tarolasara. Egy bonyolult gépi
szintd feloldés torténik.

A dinamikus programozés pedig éppen egy 10 hosszi témbbel dolgozik. A futéas
végén mind a 10 szam ott lesz a memoridban.

Emiatt a rekurziv program futdsa lassabb lesz (sok tujra szamoléas torténik).
A dinamikus programozasi algoritmusok sebessége attol fiigg hény részfeladatot
tartalmaz feladat-seregiink.

A dinamikus programozas formailag gyakran gy jelentkezik, hogy egy szamsorozatot,
vagy egy szamtablazatot, vagy bonyolultabb szam-sereget toltiink ki meghatarozott
sorrendben.

1)

A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz megkeresése egy faban. Adott egy T
fa. Hatarozzuk meg a legnagyobb fiiggetlen halmazanak méretét.

Emléleztetének: egy fa egy kormentes, Osszefiiggs graf. Egy I cstcshalmaz
fiiggetlen, ha nincs olyan él amely mindkét végpontja.

Elgszor jeloljiink ki egy specidlis » € V(T') cstcsot, amit gyokérnek neveziink.
A (T,r) gyokeres fa 1j elnevezéseket indukal. A csicshalmaz diszjunkt osztélyokba
sorolhato a gyokértdl vett téavolsag szeint. Legyen G; a gyokértdl ¢ tavolsagra lévs
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csucsok halmaza. Gy = {r}, G a gyokér szomszédait tartalmazo csticshalmaz. Gy a
gyokér masodszomszédainak halmaza. Minden e € E(T') él esetén van olyan i € N,
hogy e az x € G; és y € G4 csticsokat kosse Gssze. Ebben az esetben x az e élnek
megfelels sziil6 csucs, mig y a gyerek cstuics. Azt mondjuk, hogy = gyereke y, y-nak
x a sziil6je. Ha x nem a gyokér, akkor x tehetiink egy egyértelmt lépést a gyokér
felée. Ezzel x egyetlen sziilgjébe (gyakori az apa elnevezés, ekkor a gyerekre a fii egy
alternativ terminolégia) jutunk. A gyokér a fa dsapja, ennek nincs sziilGje. Ha egy
cstucsnak nincs gyereke, akkor levélnek nevezziik.

G tartalmazza a gyokér gyerekeit/fiait, G tartalmazza a gyokér unokait.

Ha y-bol a gyokér felé haladva elérjiik az x cstucsot, akkor x az y csics felmendje, y
az r leszarmazottja. Az r gyokér minden maés csicsnak a felmendGje. Egy ¢ levélcsics
esetén (-nek nincs leszarmazottja. Egy x cstics meghatéaroz/, general” egy részfat,
amely cstucsai x és leszarmazottjai, élei a T fa ezen cstcsai kozott halado élei. Ezt
a részfat T,-szel jeloljiik és egy x-ben gyOkereztetett részfanak gondoljuk. Egy n
cstucesu fanak n darab csics altal generdlt rész gyokeres faja van.

Egy gyokeres fa mélysége a leghosszabb gyokér-levél ut hossza. A 0 mélységi
gyokeres fa egyetlen csticsbol all, a gyokérbdl, ami egyben levélcstcs is.

Megjegyzés. A fenti szleng/terminologia onnan ered, hogy egy gyokeres fara egy
csaladfa a legjobb példa. Az Arpad-héaz csaladfajaban a fenti elnevezések mindennapi
értelmet kapnak.

Megjegyzésiink utan az alapfeladatra tgy gondolunk, hogy inputja egy (7, r)
gyokeres fa. A filiggetlen halmazok fogalmét a gydkér nem befolyasolja, csupan
kib6viti ,,nyelviinket”.

A feladat-sereg {F, }sev (1) lesz, ahol F, a (T}, x) gySkeres fara vonatkozo feladat,
a legnagyobb fiiggetlen csiicshalmaz méretének megvélaszolasa. Tehat |V (T')| darab
részfeladatot definialtunk. A feladatok felgdngyolitési sorrendje a mélység szerinti
novekvé sorrend.

Azaz azokkal a feladatokkal kezdjiik, ahol (T}, x) 0 mélységt, azaz x az eredeti fa
egy levele. Ekkor egy egy cstcst, 0 éld grafunk van, amelyben {x} egyben fiiggetlen
halmaz is (az () mellett), azaz a legnagyobb fliggetlen halmaz mérete 1.

Tegyiik fel, hogy feladataink kézott (7, x) a soros és a kisebb mélységii gyokeres
fakra vonatkozo problémakat mar megoldottuk. A fliggetlen halmazokat osszuk két
osztalyba. Az x-et nem tartalmazok ((a) eset), és az z-et tartalmazok ((b) eset).

(a) Legyen fi,..., fq az x csucs fiai. Ekkor T, , Ty, ..., Ty, részfakban tetsz6lege-
sen/fiiggetlentil vehetiink egy fiiggetlen halmazt és ezek uni6ja egy (a) eset ala
tartozo fliggetlen halmazt ad. Masrészt minden (a) eset ala tartozo fiiggetlen
halmazt megkapunk igy. A fiiggetlen valasztédsok miatt egyszerd az elemszam
maximalizalasa. Mindegyik T',-bdl egy legnagyobb méret fiiggetlen halmazt
kell valasztanunk. Ezek a méretek rendekezésiinkre allnak, mert (77, x) mélysége
nagyobb mint (7%, f;) mélysége. Ezek Osszege az aktuélis feladatra adott
valasz.

(b) Legyen uy,...,up az x cstucs unokai. Ekkor T, T, ..., T, részfakban tetszo-
legesen /fliggetleniil vehetiink egy fiiggetlen halmazt és ezek unidja, z-szel
kibsvitve egy (b) eset ala tartozo fiiggetlen halmazt ad. Méasrészt minden (b)
eset ala tartozo fliiggetlen halmaz elGall igy. A fiiggetlen valasztasok miatt
egyszerd az elemszam maximalizalasa. Mindegyik T),,-bdl egy legnagyobb
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méret fiiggetlen halmazt kell valasztanunk. Ezek a méretek rendekezésiinkre
allnak, mert (7, ) mélysége nagyobb mint (7, u;) mélysége. Ezek Osszege
,meg egy”’ az aktualis feladatra adott vélasz.

Mindkét esetben meghatarozhatjuk a megfelel tipust fiiggetlen halmazok maximalis
méretét. A két lehetSség lefedi az Osszes fiiggetlen halmazt, tehat a két maximum
koziil a nagyobbik adja algoritmusunk outputjat.

Megjegyzés. Konnyi mindkét algoritmust atlakitani tgy, hogy ne csak egy maximaélis
méretet adjon meg, de egy legnagyobb konvex helyzetti részhalmaz, vagy egy legnagyobb
fliggetlen csticshalmaz legyen az output.
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