Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

Parositasok vizsgalata algebrai modszerekkel

2017. Elsad6: Hajnal Péter

1. Véletlen modszer

Egy egyszert esetet vizsgalunk: Adott G egyszerd, paros graf, |A| = |F| = n.
Van-e G-ben teljes parositas? (Az egyszertiség és a két szinosztaly azonos meérete
természetes modon, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd.)

Modszeriink altalanos grafok vizsgalatat is megengedi, de a technikai nehézsé-
gekbe nem mélyediink el.

Definicié. Legyen G egy AUF szinosztélyokkal rendelkezd egyszerti paros graf. G
paros szomszédsagi matrixa Bg, az a matrix, amely sorai A-val, oszlopai F'-fel van-
nak azonositva, tovabba egy a € A-nak megfelels sor és egy f € F-nek megfelels
oszlop talalkozasaban 1 szerepl, ha szomszédosak, 0 kiillonben.

Megjegyzés. G (teljes) Ag szomszédsagi matrixaban a sorok és oszlopok is a V(G)
csticshalmazzal azonositott. Ha a sorok/oszlopok felsorolasaban A elemei megelzik
F elemeit, akkor az A-A, illetve F-F' élek hidnya miatt a matrix bal fels§ és jobb
also sarkaban 0-k egy nagy blokkja talalhato, mig a jobb fels¢ sarokban B¢ szerepel,
a bal als6 sarokban pedig BY, a paros szomszédsagi matrix transzponaltja.

( 0 BG)

T

B:L 0

Azaz a paros szomszédsagi matrix csak a szokasos szomszédsagi matrix tomoritése.

A métrix lefrja a G péaros grafot. A G péaros grafra vonatkozo fogalmak atfogal-
mazhatoak a méatrixok nyelvére. Az alabbiakban egy ,,szotarat” ismertetiink.

B¢ pozicioi = A X F
Bg l-esei = E(G)
|A| = |F| = Bg négyzetes matrix
M parositas = minden sorban és oszlopban max eqy db 1-es van
M teljes péarositas = minden sorban és oszlopban pontosan eqy db 1-es van

= a megfeleld 1-esek eqy kifejtési tag tényezdi

A fentiek alapjan, ha G-ben van teljes parositas, akkor det B kifejtésében létezik
egy nem 0 tag. Ezt az egyszerd észrevételt a kovetkezs allités foglalja Ossze.

1. Kovetkezmény. det Bg # 0 esetén det Bg kifejtésében létezik nem 0 tag, ami
ekvivalens azzal, hogy létezik teljes pdarositds G-ben.
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A forditott irdny nem igaz. Ehhez vegyilink egyolyan paros grafot, amelyben két
alsd pontnak ugyanaz a szomsédsiga és ezzel egyiitt van teljes parositas a grafban
(példaul egy teljes paros graf, K, , megfelel). Ekkor Bg-ben lesz két azonos sor,
azaz a determinans értéke 0.

Definicié. Az M permanense
per Myxn = Z H Mm(z)
TES, =1
Eszrevétel. (i) perBg # 0 esetén G-ben létezik teljes parositas.
(ii) perBg a teljes parositasok széama G-ben.

Sajnos ez az észrevétel nem segit algoritmikus probléménk megoldasaban: per Bg
kiszamitasa # P-nehéz.

Definicié. Xg € Rz, : e € E(G)]"" : Ve € E(G) esetén Bg e-nek megfelels 1-esét
x.-vel helyettesitjiik.

2. Tétel. det(X¢) nem az azonosan 0 polinom akkor és csak akkor, ha létezik G-ben
teljes pdrositds.

Eszrevétel. (i) G-beli teljes parositasok szama megegyezik a det(X¢)-ben szerep-
16 kiilonb6z6 monomok szaméval.

(ii) det(Xg)-nek tul hossza lehet a standard leirdsa, de hatékonyan kiértékelhetd,
ha z. = a., ahol a, € R, (lasd numerikus analizis vagy algebra elGadas).

Az el6z6 észrevételen alapul az alabbi algoritmus.

Véletlen algoritmus.

Véletlen helyettesités: Minden e élre vegyiink egy r. € {1,...,N}-t,

ahol 7, uniform eloszlédslG valdszinliségi valtozd.

DET szamolas: Szamitsuk ki det(X¢g)|po—r -t.

Kiértékelés:
Ha ez nem 0, akkor az output legyen ,Létezik teljes parositéas’.
Ha ez 0, akkor az output legyen ,Valdészinlileg nem létezik teljes
parositas’’.

1.1. Az algoritmus analizise

Az algoritmusunk tévedhet. De hogyan?
o  Létezik teljes péarositas” biztosan jo a valasz.
e Valoszintleg nem létezik teljes parositas™

o ha det(X¢) az azonosan 0 polinom, akkor jo a valasz;

o ha det(X¢) nem az azonosan 0 polinom, akkor szerencsétlen r.-ket véa-
lasztottunk, épp det(Xq) gyokeit: az algoritmus téved.
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Célunk, hogy a hibéazés lehetségét minél kisebbé tegyiik. Erezhetd, hogy mi-
nél nagyobb az N, annél kisebb a hibéazas valoszintisége. Az alabbi lemmara van
sziikséglink, hogy ezt az érzéslinket matematikailag is pontossé tegyiik.

3. Tétel (Schwartz-lemma). Legyen p(xy, ..., xx) € Rlzy,..., x| egy nem azonos
0 polinom, és legyenek r; € {1,..., N}-k uniform eloszldsu figgetlen valdszintségi
vdltozok, (1 <i < k). Ekkor
de
B(p(ry,...,m) = 0) < -

Bizonyitas. k-ra vonatkozo teljes inducioval bizonyitunk.

k = 1 esetén p € Rz]. Ekkor |{r € R : p(r) = 0}| < deg p, igy annak a
valoszintisége, hogy egy adott r € {1,..., N} épp gyoke a p-nek feliilrsl becsiilhetd
%—nel (r uniform eloszlasu).

Tegyiik fel, hogy k—1 hatarozatlan esetén teljesiil az allitas. Irjuk fel a k-véaltozos

p polinomot a kévetkezé alakban:

p(T1, . xk) = pal(T1, .oy Tp_1) Xy +Pa1(21, - - . ,xk,l)-xz‘_1+- ot po(T1, ey TE),

ahol p,(x1,...,xx_1) egy nem azonosan 0 polinom. A felirasbol kivetkezik, hogy
deg p > deg p, + .

Legyen Ry = {(r1,...,7%) : p(r1,...,76) =0}, Ry = {(r1, .-, 7%) : palr1y .oy Th1) =

0}eés@Q@={(r1,...,7rx) : (r1,...,76—1) & Rg—1,de (r1,...,7) € Ry }. Kénnyen latha-
t0, hogy Ry C Ry_1UQ. Az indukcids feltevésbdl Ry, valoszintisége becsiilhets. Az
egy hatéarozatlani polinomok esete alapjan @ valészinisége becsiilhets. Osszegezve
kapjuk, hogy

Ezzel belattuk a tétel allitasat. [ |

A lemmat alkalmazva a véletlen algoritmusra (p = det(X¢), deg p = n(= |A| =
|F'])) kapjuk, hogy az N = 2n valasztéssal élve a hibazas valoszintsége legfeljebb 1.
A hibazés valoszintisége tovabb csokkenthetd N értékének novelésével, vagy a fenti
paramétervalasztason alapuld valtozat tobbszori, fiiggetlen ismétlésével.

2. Poliéderes/linearis programozasi modszer +

A kovetkezd pérositéasi probléméat vizsgaljuk: Legyen G paros graf, ¢ : E(G) — RT
Keressiik a c¢(M) = >, c(e) maximumat, ahol M C E(G) a G parositasain fut
keresztiil.

Az M C E(G) = {ey,...,en} parositashoz tartozo karakterisztikus fliggvény
Xy = (v;) € R™ ahol v; = 1, ha ¢; € M, kiilénben 0. A karakterisztikus vektor
komponensei a graf éleivel vannak azonositva. m = |E(G)| miatt RFE) & R™
azonosithato. Ezt hasznéljuk: v; a karakterisztikus vektor i-edik komponense, de
egyben az e; € F(G) élnek megfelel§ komponens is.

Eszrevétel. ¢(M) = (¢, x,,), ahol ¢ € R¥(). Igy a feladat:

max{{c, x,,) : Mparositas} = maz{(c,z) : z € {x,, : Mpdarositas}}

= maz{(c,z) : x € conv{x,, : Mparositas}}
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Az utolso kifejezésben szereplé geometriai fogalmakat itt is ismertetjiik.

Definicié. Legyen P C R™ ponthalmaz. Ekkor P konvex burka,

k
convP = {Z )\i]—?i t\ > O’Z)‘i =1,p € P}

i=1
a legsziikebb konvex halmaz, amely P-t tartalmazza.

A konvex burokban Gsszegytiijtott vektorokat a P ponthalmaz elemei konvex
kombinécidinak nevezziik.

Jellés. A conv{y,, : Mpérositas} halmazt jeloljiik M P(G)-vel.

MP(G) tehat a {xas : M pérositas} halmazt béviti ki a konvex kombinaciokkal.
Altaldban a lehetséges megoldasok halmazanak bévitése kihat a maximalizalasi fel-
adatra is. Ebben az esetben ez nem igy van. M P(G) konvex, korlatos, zart halmaz.
Egy lineéris fiiggvény M P(G)-beli optimumét egy x o, bontban veszi fel, hiszen

(&Y Ap) =) Alep,) < max(ep,).

Ezzel az észrevételiinket igazoltuk.

A max{{c,x) : x € MP(G)} optimalizalasi feladat megoldasa egy lineéris
programozasi feladat. Ennek szimplex modszerrel torténé megoldasihoz sziiksé-
ges M P(G) linearis egyenlStlenségekkel valo leirdsa. Az alabbiakban néhany olyan
egyenl6tlenséget gytjtiink Ossze, amelyek {yas : Mparositas} elemeire (igy M P(G)
pontjaira is) teljesiilnek.

Definicié. Tekintsiik z = (z, : e € E(G)) € RE(® vektort.

Legyen MP(G) = {z e RE@) : 3, > 0Ve € E(G), és 3., z. < 1Yv € V(G)}

e:wle
Megjegyzés. A definialt két politop kozott egy iranyu kapcsolat van:
- MP(G) C MP(G).

- Altaldban a tartalmazas valodi. Erre példa a G = Cayyq graf, ugyanis példaul
z minden koordinatajat %—nek véve, a kapott vektor eleme W(G)—nek, vi-
szont nem eleme M P(G)-nek (3 cp(q) e = 2,2 hipersik elvagja ezt a vektort
M P(G)-tdl).

Célunk beldtni, hogy ha G péros, akkor MP(G) = MP(G) Ehhez elég megmu-
tatni, hogy A7[73(G) csucsal egészek. Ugyanis ]\/JTD(G) egész koordinataju pontjai
pontosan {x,s : Mpéarositas} elemei. ]\/4\P(G) viszont cstcsai konvex burka, igy a
masik iranyu tartalmazas is adodik. ]\/JTD(G) minden cstucsat megkapjuk tgy, hogy
a politopot leird egyenlGtlenségek koziil kivalasztunk néhanyat, amelyek egyenl6-
ségjellel egy egyértelmiien megoldhaté rendszert alkotnak. Az egyértelmi megoldas
a tetszélegesen kivalasztott cstucs. Az egyértelmi megoldas Cramer-szaballyal is
felirhato. Ekkor a koordinaték két determinans hanyadosaként adédnak. A dete-
minansokban egészek vannak, a nevezs értéke pedig nem-nulla. A héanyados biztos
egész lesz, ha a nevezSben szereplé matrix determinansa 4+1. Konnytd latni, hogy
barhogy is dontiink az egyértelmiien megoldhaté egyenletrendszer méatrixa a graf
pont-él-illeszkdési matrixanak részmatrixa lesz. Igy célunkat elérjiik, ha belatjuk a
kovetkezd lemmat.
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4. Lemma. Legyen Bg eqy G pdros grdaf pont-él illeszkedési mdtrixza. FEkkor Bg
minden négyzetes R részmdtrizdnak determindnsa a {—1,0,1} egy eleme.

Bizonyitas. Legyen R egy k X k méretd részmatrix. k-ra vonatkozo teljes indukci-
oval bizonyitunk. k = 1 esetén nyilvanval6 az allitas.
By sorai (és igy R sorai is) az A és I kategoriak kozt oszlanak meg.

1. eset: R valamelyik oszlopdban nulla avgy egy 1-es szerepel. Ekkor ezen oszlop
szerint fejtsiik ki a determinanst. Vagy biztos 0-t kapunk (R-ben csupa 0 oszlop
szerepel), vagy az indukcios lépes alapjan lesziink készen.

2. eset: R minden oszlopaban két 1-es van, ekkor sziikségszertien egy A-beli és
egy F-beli. Ekkor az A-beli sorok Osszege egyenls az F-beli sorok Gsszegével. A
determinans értéke emiatt 0. |

A lemmaban szerepld tulajdonsaggal mar kordbban is talalkoztunk més matrixok
esetén.

Definicié. Egy M matrix totdlisan unimoduldris, ha minden négyzetes aldetermi-
nansa 0 vagy £1.

Végiil osszefoglaljuk az eredménytinket.
5. Kovetkezmény. Ha G pdros, akkor

a) Bg totdlisan unimoduldris,

b) MP(G) = MP(G).

Ez a kovetkezmény vezet el a kovetkezé algoritmushoz:

Linearis programozason alapul6 algoritmus:

1) Irjuk fel az MP(G)-t leird LP feladatot.

2) 01djuk meg szimplex mddszerrel.

// A megoldas garantaltan egész koordinataju lesz, igy egy parositast
// ir le.

3) A megoldasbdl kiolvasunk egy parositast. Ez az algoritmus outputja.
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