Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

Grafok magasabb foki Osszefiiggsége

2017. Elsad6: Hajnal Péter

1. Menger tételei (emlékeztets)

Az Algoritmuselmélet targyban szerepel a folyamok elmélete (ott megtalalhatok a
sziikséges definiciok). A kovetkezd tétel a folyamok alaptétele.

1. Tétel. Legyen H eqy hdlozat és f eqy folyam benne. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek:
(i) [ egy mazximdlis értékd folyam a H halozatban.
(ii) A H hdlozatban nincs f-re vonatkozo javito t.

(i1i) A H hdldzatban van olyan forrds/nyeld vagds, amely kapacitisa megegyzik f
értékével.

Ennek a tételnek egy nyilvanvald kdvetkezménye a Maximélis-folyam-minimélis-
vagas (roviden MFMC) tétel.

2. Kovetkezmény. Legyen H : (a,c,s,t) eqy hdlozat. Ekkor
max{é(f): f folyam H-ban} = min{c(V) : V forrds/nyeld vigds H-ban}.

Az alaptétel egy méasik kovetkezménye a Ford—Fulkerson-algoritmus, amely garantalja,
hogy ha a H héalozatban minden él kapacitasa egész (¢ : E (8) — Z), akkor van olyan
optimaélis folyam is, amelyben minden élen egész anyagmennyiség folyik.

Ha az MFMC tételt és a fenti megallapitast alkalmazzuk egy 8 irdnyitott grafra
s/t forras/nyeld cstucesal, amelyben minden él kapacitésa 1, akkor kapjuk Menger
tételét.

3. Tétel. Legyen 8 eqy tetszdleges iranyitott graf két kitiintetett s, t csuccsal. Ekkor

max{k : P, Py, ..., P, él-diszjunkt St utak B—ben} =
min{|S|: S C E(G) forris—nyeld szepardlo élhalmaz}.

Ebbdl konnyd hdrom masik valtozatat is levezetni Menger tételének az alap
(iranyitott, éldiszjunkt valtozat) forméaja mellett.

4. Tétel (Menger tételei). Legyen 8 eqy tetszdleges iranyitott graf két kitintetett
s, t csucesal. Ekkor

()
max{k: P, Py, ..., P, él-diszjunkt 5t utak Z—ben} =
min{|S|: S C E(G) forrds/nyeld szepardlo élhalmaz}.
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(it)
max{k : P, Py, ..., P, belsé-csics-diszjunkt s_t? utak 8—ben} =
min{|U|: U C V(B) — {s,t} forris—nyeld szepardld csicshalmaz}.

Legyen G egy tetszdleges irdanyitatlan grdf két kitintetett s,t csiuccsal. Ekkor
(111)
max{k: P, Py, ..., P, él-diszjunkt st utak G-ben} =
min{|S|: S C E(G) forrds/nyeld szepardlo élhalmaz}.

(i)
max{k : P, P, ..., Py belsd-csics-diszjunkt st utak G-ben} =
min{|U|: U C V(G) — {s,t} forrds/nyeld szepardlo csicshalmaz}.

Megjegyezziik, hogy a belcs6-csiics-diszjunkt utak esetében ha létezik s_t> vagy st
él, akkor a tétel érdektelen: Megfelel§ szeparald U halmaz nem létezik, a P; utak
ugyanazon egy éld ut (bels6 csucs nélkiil) lehetnek. Azaz mindkét optimalizalasi
feladat optimuma co. Erdemes az s és t kozotti élek hianyat feltenni.

2. Grafok magasabb foku Osszefiiggése

Definicié. Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan éldsszefiiggd (kélof), ha
tetszGleges k-nal kisebb elemszamu élhalmazat elhagyva a kapott graf sszefiiggs
lesz. Formulaval:

Minden F' C E(G) élhalmazra |F| < k esetén G — F' Osszefliggd.

A feltételnek teljesiilni kell F' = () esetén is, azaz alapgrafunk osszefiiggs. Az
Osszefiiggbségnek meg kell maradnia, ha valodi élelhagyas torténik.

Definicié. Egy G graf k-szorosan (pont)dsszefiiggd (kot.), ha tetszdleges k-nal kisebb
elemszamu cstuicshalmazat elhagyva a kapott graf 6sszefiiggs és |V (G)| > k. Formaélisan

Minden U C V(G) csticshalmazra |U| < k esetén G — U 6sszefiiggd, tovabba |V| > k.

A pontszamra adott technikai feltétel szerepe, hogy a graf elegendGen nagy
legyen: a cstucsok elhagyasa utan is legalabb két pont maradjon.

Példa. A fak nem kétszeresen élosszefiiggSek, ha van éliikk. A korok kétszeresen
élosszefiiggbek, és igy kétszeresen Osszefliggdek is, de nem haromszorosan osszefiiggek.
A k + 1 pontta grafok koziil csak a teljes graf k-Osszefiiggs.

Megjegyzés. A kovetkez6 diagram a kiilonbozd Gsszefiiggbségi fogalmak viszonyait
foglalja 6ssze. Azon grafosztalyok kozott, amelyek tartalmazasa nem vezethetd le a
diagrambodl nincs is tartalmazas.

16f & 20f =« 30f « ... &« kof <«
I |
1él6f <« 28l6f <« 3¢l « ... &« kélof <«
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A vizszintes sorokban levs kapcsolatok a definicidk alapjan nyilvanvaloak. A fiiggéleges
nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit nehezebbek. A csillagozott ekvivalencia csak
korlazottan igaz. 1-szeresen OsszefiiggGségben a legalabb két pontusag is feltétel,
Osszefliggdségnél nem. A t6bbi fliggsleges inplikacio az alabbi lemméabol kovetkezik.

5. Lemma. Legyen e eqy G grif tetszdleges éle és v eqy tetszdleges pontja. Legyen
k> 2.

(a) Ha G k-szorosan €éldsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen éldsszefiiggd.
(b) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — v (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.

(¢) Ha G k-szorosan €ldsszefiiggd, akkor G — v-nek tetszdleges szami komponense
lehet.

(d) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.
Célunk, hogy belassuk a tobbszorosen Osszefiiggd grafok kovetkezd jellemzését.

6. Tétel. (i) EgyG grif akkor és csak akkor k-szorosan éldsszefiiggd, ha tetszdleges
két pontja kozott létezik k darab pdronként éldiszjunkt it.

(ii) Egy G grdf akkor és csak akkor k-szorosan osszefiiggd, ha tetszdleges két pontja
kézott létezik k darab ut, amelyek belsd pontjainak halmaza pdronként diszjunktak
(Utjaink pontfiggetlenek), tovabbd |V (G)| > k.

A két allitas egy-egy irdnya egyszerti: a megfelel utak létezése garantalja a
megfelels OsszefiiggGséget. Valoban: Tegytik fel, hogy a grafunk megfelels ritkitasa
utan nem Osszefliggd grafot kapunk, azaz két maradék pont kozott — x és y —
nem lesz ut. A feltételt z és y-ra alkalmazva a garantalt ttrendszer mindegyikét
megsziintette a ritkitdas. Az utak fiiggetlensége miatt ez nem lehet.

7. Tétel. Legyen G grif, k pozitiv egész.

(i) G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha biarmely x,y € V(G)-re
létezik k darab paronként éldiszjunkt xy it G-ben.

(i) G akkor és csak akkor k-szorosan édsszefiggd, ha |V (G)| > k + 1, és barmely
x,y csiucsra létezik k darab pdronként pontfiggetlen xy it G-ben, azaz utak,
amelyek belsd pontjainak halmazar pdronként diszjunktak.

Bizonyitas. Legyen G, z, y és k adott.

(i) Ha létezik k darab éldiszjunkt xy ut G-ben, akkor k — 1 él elhagyasaval még
el lehet jutni x-bdl y-ba, ezért G k-szorosan élosszefiiggd.

Tegyiik fel, hogy G k-szorosan élosszefiiggs, és alkalmazzuk a Menger-tételt.

k <min{|L|: L C E(G),G — L-ben nincs zy ut} =
=max{l: Py,..., P, éldiszjunkt zxy utak}

Ezért létezik k darab éldiszjunkt xy ut G-ben.
(ii) Ha létezik k darab pontfiiggetlen zy ut G-ben, akkor k—1 darab V(G)\{z, y}-
beli pont elhagyasaval még el lehet jutni z-bd&l y-ba, ezért G k-szorosan Osszefiiggs.
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Tegyiik fel, hogy G k-szorosan Osszefiiggs. Legyen az xy élek halmaza P, P
elemszama p. A P-beli élek pontfiiggetlen zy utak. Ha p > k, akkor teljesiil az
allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P k — p-szeresen Osszefiiggs, azt kell belatni,
hogy létezik k — p pontfiiggetlen zy it G — P-ben. Alkalmazzuk a Menger tételének
iranyitatalan, pontfiiggetlen valtozatés (G — P-ben x és y nem 0sszekotott).

k—p<min{|U|: U CV(G)\{z,y}, G— P — U-ban nincs zy ut} =
=max{l: Py,...P pontfiiggetlen zy utak G — P-ben}
Ezért 1étezik k — p darab pontfiiggetlen xy ut G — P-ben. k darab pontfiiggetlen st

utat kapunk G-ben, ha ehhez hozzévessziik P elemeit minde 1-hossza st utakat. W

*
Definicié. A G graf osszefliggGségi paraméterei:

(@) {max{k . G k-szorosan élosszefiiggs}, ha G Osszefiiggs
ke(G) =

0, ha G nem 0Gsszefiiggd

@) max{k : G k-szorosan Osszefiiggé}, ha G Osszefiiggs
K —_=
0, ha G nem 06sszefiiggd

Eszrevétel. Minden G grafra teljesiilnek a kovetkezok:

Ke(G) = min max{k: P,...P éldiszjunkt zy utak} =

z,yeE(G)
= min min |E(V)| = min |[E(V)],
z,yeE(G) V xy vagas V vagas

ahol V ={S,T}, SUT =V (G),SNT =0, S, T # 0.
8. Lemma. k.(G) és k(QG) is hatékonyan kiszamolhato folyam-algoritmussal.

Megjegyzés. nax |E(V)| kiszamitasa nehéz, N'P-teljes probléma.
vagas

3. Minimalisan k-szorosan élosszefliggd grafok

Definicié. Legyen G graf, k pozitiv egész. G-t minimalisan k-szorosan élosszefiiggének
nevezziik, ha

(i) k-szorosan élosszefiiggs, tovabba
(ii) barmely e élre G — e mar nem k-szorosan élosszefliggd.

Megjegyzés. k = 1-re a minimalisan k-szorosan élosszefiiggs grafok a fak.
Ha G minimé&lisan k-szorosan élossszefiiggs, akkor nincs benne hurokél.
Ha G k-szorosan élosszefiiggd és legalabb két csticsa van, akkor minden csics

foka legalabb k.
Jeldlés. U C V(@) hatéra:
OU={zye EG): xe€UéygU vagyx ¢ UésyecU}
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Példa. Az abran a zold élek OU elemei.

Megjegyzés. OU = OU, ahol U = V(G) \ U.

Ha G-ben nincs hurokél, akkor barmely 2 € V(G)-re d(x) = |0{z}|.

G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha V (G) barmely valodi, nem-iires
részhalmazanak hatara legalabb k darab élt tartalmaz.

9. Tétel. Legyen k pozitiv egész, G minimdlisan k-szorosan €élosszefiiggd graf,
[V(G)| > 2. Ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:

(i) Van G-ben k-foki csics.
(1)t G-ben legaldbb két darab k-foki csics van.

Definicié. k pozitiv egész, G minimalisan k-szorosan élosszefiiggs graf. A P C V(G)
halmazt pontos halmaznak nevezziik, ha a hatara k elemd.

Eszrevétel. A tétel i) allitiasa ckvivalens azzal, hogy G-ben van egyelemt pontos
halmaz.

Ha tetszdleges e = xy € E(G)-re G—e nem k-szorosan élosszefliggs, akkor 1étezik
olyan C' C V(@) cafolé halmaz, amelyre |0g_.C| < k. Ekkor C pontos G-ben és
elvilasztja z-t és y-t:

V(G)

Bizonyitas. i) Legyen M minimaélis pontos halmaz G-ben, azaz olyan pontos halmaz,
amelynek semelyik valodi részhalmaza sem pontos. Azt allitjuk, hogy M egyelemii.
Két eset van:
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1. eset: M-en beliil nem halad él. Ekkor a kovetkezs egyenlGség teljesiil:
k=1oM| =) |o{m}|= ) d(m)
meM meM

Tudjuk, hogy G-ben minden cstics foka legalabb k, ezért M csak egyelemt lehet.
2. eset: M-en beliil halad legalabb egy él. Legyen ez az él xy. Tudjuk, hogy G-ben
nem lehet hurokél, igy x és y két kiilonb6z6 cstcs.

V@)

1.eset

2.eset

M pontos, tehat M # V(G). Legyen z € V(G) \ M. Az észrevételek miatt van
olyan C' C V(G) pontos halmaz, ami elvilasztja z-t és y-t. Feltehets, hogy 2 ¢ C;
ha eleme lenne akkor C' helyett vehetnénk C-t.

10. Lemma (Szubmodularis egyenl6tlenség). Ha H grif és A, B C V(H), akkor
teljesiil a kovetkezd egyenldtlenség:

0(AN B)| + |0(AU B)| < |9A] + 0B

A lemma bizonyitasa egyszerd: minden élre megnézziik, hogy hanyszor szamolja
a bal, illetve jobb oldal. Azt tapasztaljuk, hogy a jobb oldal mindig legalabb
annyiszor megszamolja, mint a bal oldal. A részleteket az érdekl6d6 hallgatora
bizzuk.
Alkalmazzuk a lemméat M-re és C-re. Valasztasaink alapjan MNC # 0, MUC #
V(G):
kE+k<]oMNC)|+[0(MUC)| <|0M|+ |0C| = 2k

Az egyenlGtlenség elsé és utolso tagja egyenls, ezért Gsszes becslésiink éles, specidlisan
|O(M NC)| =k. Az x és y csicsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M NC
valodi pontos részhalmaza M-nek. Ez ellentmond M minimalitdsanak, a masodik
eset nem lehetséges.

ii) Legyen P pontos halmaz G-ben. Ekkor P is pontos. P-nek és P-nek van
egy-egy tartalmazésra nézve minimalis pontos részhalmza, legyenek ezek M; és M.
Ez két kiillonb6z6 egyelemii pontos halmaz G-ben. |

Példa. Legyen m > 2 egész. Ha egy T faban minden él helyére m darab parhuzamos
élt tesziink, akkor egy minimalisan m-szeresen élosszefiiged grafot kapunk.
Specialisan, ha T' egy legalabb egy hosszu ut, akkor pontosan két olyan cstcsunk
lesz, amelynek foka m.
Az alabbi édbra az m = 3 esetet szemlélteti.
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4. Lovasz leemelési lemmaja és kovetkezményei

4.1. A lemma

11. Tétel (Lovasz Laszlé leemelési lemmaja). Legyen G grif, u € V(G), Gy =
G —u, k > 2 egész. Tegyiik fel az u és Gy kozdtti élek szdma pdros és pozitiv,
valamint u-ra teljesil a kévetkezd feltétel:

(L) Ha U nemtrividlis részhalmaza V(Go)-nek, akkor |0cU| > k.
_ Ekkor az u-ra illeszkedd élek kozott taldlhato olyan e = ux és f = uy €l, hogy a
G =G — e — f+ay grdf is rendelkezzen az (L) tulajdonsdggal.

Az allitas altal garantalt modositast egy abréaval szemléltetjiik.

Az abran a piros éleket cseréljiik. Ha x és y kozott méar halad él, akkor egy 1j,
a mar meglévs xy élekkel parhuzamos élt vesziink fel.

4.2. Alkalmazas: 2/-szeresen élosszefiiggs grafok névekedése

Legyen G graf, k paros pozitiv egész szam. Definialjuk a kovetkezd két operaciot:
Elhozzaadas: A G két tetszoleges pontja kozé egy 1j élt tesziink, ezzel a Gt grafot
kapjuk.

Példa az élhozzdadas és Osszecsipés (k = 8) operaciokra
k/2 darab él Gsszecsipése: A G grafban torliink k/2 darab élt és felvesziink egy
4j pontot. A torolt éleket olyan 2 hossziisdgi utakkal helyettesitjiik, amelyek két
végpontja a torolt él két végpontja és kozépss pontja az 1j cstcs. Igy egy 4j, G
grafot kapunk.

Eszrevétel. Ha G k-szorosan élosszefiiggs, akkor G* és G is az. G7T esetén ez
nyilvanvalé. G esetén azt kell ellendrizni, hogy V(G) tetszéleges valodi, nem-iires
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részhalmazanak hatara legalabb k elemt. Ezt elég az uj pontot nem tartalmazo
halmazokra megnézni. Ez egyszerd feladat.

Ez el6z6 észrevétel iterdlhato: Legyen Gy, az a graf, aminek egy pontja van és
nincs éle. Tegyiik fel, hogy G felépithetd az aldbbi modon:

G0—>G1—>...—)G1:G,

ahol minden i = 0,...,l — l-re a G; — G,y mivelet vagy élhozzaadas, vagy k/2
darab él Osszecsipése. Ekkor G k-szorosan élosszefiiggd.

Célunk a fenti észrevétel megforditasanak igazolasa.

12. Tétel. Ha k pozitiv paros szam, és G k-szorosan élosszefiiggd grif, akkor G
felépithetd Go-bol (lasd fent) az el6zd két operdcid segitségével.

Bizonyitas. Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk
az allitast. Gg és az Osszes egyponti graf trivialisan felépithets. Legyen G egy
legalabb két cstucsot tartalmazd k-szorosan Osszefiiggs graf. Tegyiik fel, hogy a
legfeljebb |E(G)| — 1 élszamu grafok felépithetGek.

Két eset lehetséges:

1. eset: G nem minimalisan k-szorosan élosszefiiged. Ekkor G-nek van olyan e
éle, hogy G — e k-szorosan élosszefiiggs. |E(G —e)| = |E(G)| — 1 és az indukcios
feltevés miatt G — e felépithets. Igy az e él hozza/vissza-adasaval kapott G gréafot
is felépithetjiik Gy-bol.

2. eset: (G miniméalisan k-szorosan élosszefiiggs, |V (G)| > 2.

Ebben az esetben a G-nek van egy u cstcsa, aminek a fokszama k. Errdl a cstcs-
rol a Lovasz-lemma k/2-sz6r6s alkalmazéasaval emeljiik le az éleket, majd toroljiik u-t.
Igy a lemma miatt egy H k-szorosan élosszefiiged grafot kapunk, aminek kevesebb
¢éle van, mint G-nek. Ha a H graf F(H) \ E(G) halmazbeli éleit egy u pontba
Osszecsipjiik, akkor a G grafot kapjuk. Az 1. esethez hasonléan adodik, hogy G
felépithets Go-bol a két operacio alkalmazéaséval. |
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4.3. A lemma bizonyitasa

A Lovasz-lemma kovetkezs, az eredetinél kissé erésebb valtozatat bizonyitjuk:

13. Lemma *. Legyen G grif, u € V(G), Go = G —u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u és Gy kézotti élek szama pdros és pozitiv, valamint Go-ra teljesil az (L) feltétel.
Ekkor barmely e = ux élhez van olyan f = uy €l, hogy a G=G-—e— fHay grdf is
rendelkezzen az (L) tulajdonsdggal.

Bizonyitas. Legyen G, u, k és e = ux adott. Probéljuk az f = uy élt. Legyen
G = G — e — ftay. Tegyiik fel, hogy G nem (L) tulajdonsagt. Ekkor létezik
C; C V(Gy) cafold halmaz, amelyre |05Cy| < k.

Ha Cf elvagja -t és y-t, akkor |05C| = |0cCy| > k, ami ellentmondas.

Cy nem vagja el z-t és y-t. Feltehetd, hogy x,y € C; ellenkezd esetben C' helyett
vehetnénk V(Gy) \ C-t.

Ekkor k& > |8éCf| = |8(;Cf| — 2, ezért |6G'Cf| <k+1. JelolJuk V(GQ)\Cf-t C_f-
rel. Legyen az u — Gy élek szama d, az u — C élek szama d;, az u— C} élek szdma dy
és a Op — O élek szama ds. A G graf (L) tulajdonsagt, ezért dy + ds = [0cCy| > k,
valamint dy + d3 = [06Cy| < k+ 1. dy + dy = d paros, azaz d; = d, mod 2, ezért

dy < do. (1)

Azaz az u-bol induld éleknek maximum fele haladhat a C, cafol6 halmazhoz.
Mas élekre is ismételjiik meg az eljarast.

Vagy talalunk megfelel§ uy élt, vagy kapunk cafoldé halmazok egy C halmazat,
amelyre (Jo o C tartalmazza u szomszédsagat. Ritkitsuk ki a C halmazrendszert
gy, hogy ezen tulajdonsag teljesiiljon, de benne minimalis szamu cafol6 halmaz
legyen. Legyen Cy az igy kapott rendszer. (1) alapjan nem lehet, hogy Cy csak két
cafolé halmazbol alljon: Ekkor u-bol indul6 éleknek maximélisan a fele haladhatna a
két halmaz mindegyikéhez tgy, hogy az ux él mindkettében szerepel és a két halmaz
mégis lefedé u szomszédsagat. Ez pedig nyilvan nem lehet.

A tovabbiakhoz sziikséglink van egy lemmara.

Grafok magasabb foku OsszefiiggGsége-9



14. Lemma. Ha H grdf, és A, B,C C V(H), akkor teljesiil a kévetkezd egyenldtlenséy:
0(ANBNC)|+[0(ANBNC)|+]|0(ANBNC)|+[0(ANBNC)| < |0A|+|0B|+|0C]

A lemma bizonyitasa (mint a szubmodularis egyenlStlenség bizonyitésa) egyszert
szamolas. Minden élre ellendrizni kell, hogy a bal, illetve jobb oldal hanyszor
szamolja meg. A jobb oldalhoz minden él legalabb annyi hozzajarulédst ad mint
bal oldalhoz.

Legyen C1, Cs, C3 € Cy. Alkalmazzuk a lemmat ezekre, azzal a plusz észrevétellel,
hogy az ux ¢l a bal oldalon egyszer, mig a jobb oldalon haromszor van szamolva:

|0(C1 N CyN C3)| + [0(Cy N CaN Cs)| + |0(C1 N Ca N Cy)| + [0(CL N CyN Cy)| <
< |OCY| +10Co| +10Cs| < (k+ 1)+ (k+ 1)+ (k+1) —2

A kiindul6 négy tagu 6sszegben szereplé haromtagi metszethalmazok mindegyike
nem iires (az elsének eleme z, a tobbi tiressége abbol ered, hogy Cy egyik elemét sem
lehet elhagyni tigy, hogy lefedjék u szomszédsagat, példaul Cj sziikségszertien metszi
C1NCs-t). Igy az (L) tulajdonsag miatt a négy tagi 6sszeg mindegyik tagja legalabb
k. Osszefoglalva 4k < 3k + 1, azaz rendezés utan k < 1.

Ez ellentmondés, mert feltettiik, hogy k& > 2. Azaz valamelyik uy él kielégiti a
lemma allitasat. n
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