Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara

Fak osszeszamlalasa: Cayley és Kirchoft formulaja

2017. Elsadé6: Hajnal Péter

1. Cayley tételének kombinatorikus bizonyitasa

A Cayley-tétel allitasaban rejlg Osszeszamlalasi feladatra nagyon kompakt, szép for-
mula adja meg a valaszt. Sejthets, hogy az egyszert alakt eredményhez szép, kom-
pakt érvelés is elvezethet. Kettst is ismertetiink.

Els6 kombinatorikus bizonyitas Cayley formulajara (Joyal)

Megadunk egy bijekciot a {(T,a, z) : T fa az [n] halmazon és a, z € [n|} halmaz és
az {f : [n] — [n]} figgvényhalmaz kozott. Az elsé halmaz elemei fak az [n] halmazon
két kitiintetett cstucesal (cimkézett fak), amelyekben a két cimkézett csics akar egybe
is eshetnek. Ezek szama a Cayley-tételben rejl6 6sszeszamlalasi feladatra adott valasz
n?-szerese (ennyi lehetéség van minden [n] csticshalmazi fan az a és 2 cimkéji cstcs
kijelolésére). A mésodik halmaz elemszama n". A két halmaz kozotti bijekeio igazolja
azonos elemszamusagukat, igy Cayley tételét.

A bijekcié minden F' cimkézett fahoz (F' = (T, a, z)) hozza fog rendelni egy Jp :
[n] — [n] fliggvényt, az F' fa Joyal-kodjat egy algoritmus/kodold eljaras adja meg. A
fliggvény lefrasat egy példaval mutatjuk be.

Példa. A faban legyen a =4 és z = 8.

<— o7
Erre az esetre le is irjuk a kodolas kimenetelét.

[rjuk le az a-z 1t (ez faban egy jol meghatarozott tt) cstcsait 2-féle sorrendben
egymas ala:

e novekvs sorrendben (példankban 2 3 4 8),
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e a-t0l z-ig az uton valo haladas sorrendjében (példankban 4 3 2 8).

A két cstuicsok /szamok sorrendjét irjuk egymas alé és olvassuk el mint egy permu-

taciot:
2 3 4 8
4 3 2 8)°

Az F féhoz rendelt Jp fiiggvény ennek a kiterjesztése lesz (ez a kiterjesztés mar
nem feltétleniil permutécio). Minden olyan = cstcsra, ami nem eleme az a-z ut-
nak, legyen f(x) := x-nek azon szomszédja, ami az Gthoz kézelebb van, mint x. A
kormentesség és Osszefliggdség miatt ez jo definicio.

Tehat példank cimkézett fajanak Joyal-kodja:

Példa. Az aldbbi animéaci6 a Joyal kddolasara mutat példat:

8 1

K<Ll >[4 [ =[]+

1. Allitas. A Joyal-kédolds bijekcid, vagyis az f fiigguény ismeretében felépithetd az
eredeti fa.

Ismét csak az inverz fiiggvényt irjuk le, mint egy dekoddold eljarast. A részletek
kidolgozasa az érdekl6ds hallgato feladata.

Vegyiik észre, ha x a fa egy olyan csicsa, ami nem eleme az a-z dtnak, akkor
y = f(z)-re xy a fa éle. Tehat ha ismernénk az a-z ut csucsait, akkor mér csak annyit
kellene tenni, hogy egyrészt valamilyen médon kitalaljuk ezek sorrendjét az a-z tton
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és ezaltal meghatarozzuk az ut éleit, mésrészt az Gton kiviili x csticsban behtizzuk az
xf(x) éleket, és ezzel vissza is kapjuk a fat.

Az a-z ut cstucsain az f megszoritdsa permutacio, igy idegen ciklusok szorzatara
bomlik. Ugyanakkor vegyiik észre, hogy az a-z tton kiviil az f sehol masutt nem
miitkodhet hasonloéan, egy tton kiviili z csiicsa semmilyen k-ra nem lesz f*(z) = .
Valoban: Az z, f(x), f(f(z)), ... sorozatban lesz egy els6 elem, ami mar az utra esik,
és uton 1éve elemhez az f csak tton 1év6 elemet rendelhet, tehat x nem térhet vissza
e sorozatban tjra.

Ezzel konstrualhatunk egy algoritmust az a-z ut elemeinek kisztirésére. Minden
egyes csucsra vegyiik sorra az f(z), f(f(z)),... elemeket. Ha x eleme ennek a soro-
zatnak, akkor (és csak akkor) z eleme az a-z utnak. Innen megvan az ut cstcsainak
H halmaza. Ezeket irjuk le névekvs sorrendben egymas mellé. Aldjuk irjuk le az f
melletti értékiiket. Az f melletti fiiggvényértékek sorozata (ilyen sorrendben) adja a
a-z ut csicsait, és mivel ekkor mar egymést kévetd rendben &llnak, ezeket a sorra
Ossze kell kotni.

Befejezésiil huzzuk be az 6sszes {z f(z)|x nincs az a-z tton} élt.

Példa. Az alabbi példa a Joyal-kédolas dekodolasara mutat példat:
1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9
314111116181 21512

ISR P MIREENES

Masodik kombinatorikus bizonyitas Cayley formulajara (Priifer)

Tekintsiink egy tetszéleges T' fat V = {1,...,n} csticshalmazzal, |V| > 2. Be-
vezetjiik T' Priifer-kodjanak fogalmét, amelyet a kovetkezd algoritmus hoz létre. Az
algoritmus sorén egy valtozé T; fank lesz, ami kezdetben T, igy Ty =T
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Legyen v; a minimalis indexti levél a faban (minden legalabb két pontu faban van
legalabb két levél, igy vy definicioja jo), ki pedig legyen vy szomszédja. T} jelolje azt
a fat, amelyet Ty-bol a v; cstics (és vik; él) elhagyasaval kapunk. Altaldban vy, k;, T;
rekurziv definicioja: v; a legkisebb indext levél a T; ; faban, k; pedig v; szomszédja.
A T; fa a v; levél elhagyasaval kaphato T;_1-bdl. Ha |V (T;)| = 1, akkor megallunk.

Példa. Az alabbi animécié a Priifer-kodolasra mutat példat:

A kod:

— e

K] <D ][> ][] [ +]

A T fa Priifer-kédja a ky, ks, . .., k,_o sorozat. Példankban a fa kodja 2326288.

|V|—2-szer

Tehat a kod eleme a V' x ... x V = VIVI=2 halmaznak. Mivel ezen halmaz n™>
elemszami, a Cayley-tétel bizonyitasahoz elegendé kimutatni, hogy a Priifer-kodolas
bijekcié (azaz van hozzé inverz, dekodolo fliggvény).

Megjegyezziik, hogy k,_iet azért hagytuk ki a kodbol, mert az sziikségszertien
n, a legnagyobb csiics. Ugyanis amikor 0sszegytjtjiik a leveleket, akkor legaldbb két
lehet&séghez jutunk. A minimalis levél tehat biztos nem n lesz. Specialisan T, 1
egyetlen cstcsa n lesz, ami egyben v, _; szomszédja.

Megadjuk ezek utan a kod visszafejtését, ami igazolja, hogy a Priifer-kddolés
bijekci6. Ehhez vegyiik észre, hogy egyrészt levél nem szerepel a Priifer-kédban,
mésrészt minden olyan cstcs, ami nem levél els fog fordulni. Igy a levelek hal-
maza pont a kdédban nem szereplé cstucsok halmaza. wv; ennek minimalis eleme:

vy = min{ky,..., k,_2}. vy rekurziven meghatarozhat6. Azaz v, a miniméalis elem
{ko, ..., k,_2} komplementerébdl, !! de a V(T) — {v;} halmazban !l. Azaz vy =
min {vy, ko, ..., kn—2}. Altaldban v; = min{vy,...,v;1, ki, ..., kn_2}.

Az érdeklsds hallgato belathatja, hogy az igy leirt v; sorozat a kdédban 1évs k;
csucsokkal (és k,_; = n cstcesal) mint szomszédokkal egy fat ir le, tovabba a hozza-
rendelés a Priifer-kddolas inverze.
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Példa.

n=9
Akod: 8 2 21 7 8 5

0 [ ) 2
® ®
3
o [ )
8
4
Py o
;
® o,

RIS =]

2. Fak és linearis algebra

Irdnyitott graf alatt olyan (V, E, K, B) rendszereket értiink, ahol V' és E diszjunkt
halmazok, K, B C E x V illeszkedési relaciok, ahol minden e élre egyetlen v csiics K-
illeszkedik (az e él kezd6pontja), és egyetlen u csics B-illeszkedik (ez e él végpontja).
A (V,E, K, B) iranyitott graftbol az irdnyitas elhagyasaval a (V,E, K U B) grafot
kapjuk. Egy iranyitatlan grafnak irdnyitasa egy iranyitott graf, ha abbdl az irdnyitas
elhagyasaval az eredeti grafot kapjuk vissza. (Ez nem egyértelmd. Egy G grafnak
21l darab iranyitasa van, ahol E’ a nem hurokélek halmaza.)

Definicié. Legyen G hurokélmentes, iranyitatlan graf. A G graf pont-él illeszkedési
matrixan a kovetkezd, |V| x |E|-s matrixot értjik: Ag = (ai;), ahol

~_J1,  haw; illeszkedik az e; élre,
% =00, Kkiilsnben.

Hasonlbéan, ha 8 irdnyitott, akkor Az = (ay), ahol

1,  hae; befut a v; cstcsba,
a;j = § —1, ha e; kifut a v; csticsbdl,
0, kiilonben.

Vegyiik észre, hogy barmely oszlopban pontosan két darab nemnulla elem van, és
iranyftott graf esetében ezek egyike 1, a mésik —1. Ebbdl adodik, hogy Az sorainak
_)

Osszege 0 .
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Definicié. Adott egy G (iranyitott vagy iranyitatlan) graf, rogzitsiik valamely r €
V(G) csucséat. Ekkor a (G, r) part gyokeres grafnak nevezzik.

Jelblés. Legyen (G,r) egy gyOkeres graf. 8 legyen G egy tetszGleges irdnyitasa.
Legyen F' egy tetszGleges élhalmaz. Ekkor Ag [F] jeloli azt a métrixot, amit
pont-él-illeszkedési matrixabol (Az-bdl) kapunk az r csics soranak eltorlésével és
az F-beli éleknek megfelel6 oszlopok kiemelésével kapunk (azaz E(G) — F éleinek
megfelels oszlopokat is elhagyjuk r sora mellett).

A fenti definiciok mogott fizikai motivacio is all. Egy drmakorhoz tartozik egy graf.
Ha az egyes huzalszakaszokon /éleken foly6 aramerdsséget vizsgaljuk. A foly6 aramnak
iranya is van. Ehhez hasznos venniink az alap G graf egy iranyitasat (a lerogzitett
irdnyban aramlé aram eréssége pozitiv, mig az ellenkezé6 iranyd &ram negativ erésségi
lesz). Kirchoff csomoponti térvénye azt mondja, hogy grafunk minden csticsaban a
bevezetd éleken az aramerdsségek Osszege ugyanaz mint a kivezetd éleken (a két Gsszeg
kiilonbsége 0). Ezeket az egyeneleteket felirva egl lineéris egyenletrendszert kapunk,
amely métrixa Az. A matrix sorainak ossze 0. Azaz a rendszer egyenletei nem
fiiggetlenek. Egy r cstcsra felesleges felirnunk, ha a tobbire méar tudjuk. Az igy
redukalt egyenletrendszer matrixa Ag.

3. Kirchoff tétel

Emlékeztetd. Egy G hurokélmentes grafnak vettiik egy 8 irdnyitasat. Ag az irdnyi-
tott graf pont-¢l illeszkedési matrixa (specialisan minden oszlopban egy darab 1-es,
egy darab —1-es és tovabbi 0-k szerepelnek). Kijeloltiink egy tetszdleges r cstcsot
gyokérnek. Jelolést vezettiink be Az néhany részmétixara. Ag a gyokér (r) soranak
eltorlésével nyert matrix. Egy F élhalmaz esetén Ag [F] az a méatrix, amit Ag—
b6l kapunk F' éleinek megfelel oszlopk megtartasaval (E(G) — F' éleinek megfelels
oszlopok torlésével) kapunk.

2. Lemma. Legyen G grdf, G eqy tetszdleges irdnyitdsa, és r eqy tetszdleges gyokeér.
Legyen I C E(G) olyan, hogy |F| = |V| =1 (azaz AS[F] egy négyzetes matriz).
Ekkor

(1) F akkor és csak akkor a G grdf egy feszitofdjinak élhalmaza, ha det AZ[F] €
{£1}
(2) F akkor és csak akkor nem egy feszitéfa élhalmaza, ha det A [F] = 0.
Bizonyitas. A két allitas feltételei komplementer lehetségek. Igy elegendd a két

,akkor és csak akkor” allitas ,akkor” részének iranyat. Valoban ekkor mindkét , csak
akkor” rész kovetkezik indirekt modon a masik allités ,,akkor” részébdl.

Fék Osszeszamlalasa: Cayley és Kirchoff formulaja-6



(1): Mivel F' fa élhalmaza, a hozza tartozo graf r-bol felépithets adghajtasokkal.
Jelolje v; és f; az i-edik aghajtas soran keletkezG csticsot és élt. Vegytiik észre, hogy
ekkor egyrészt f; mindig illeszkedik v;-re, mésrészt f; egyetlen, nala nagyobb indext
csticsra sem illeszkedik. Ez azt jelenti, hogy abban az illeszkedési méatrixban, ahol
a(z r-t6l kiilonboz6) cstcsok és az F-beli élek is index szerint vannak felsorolva, a
féatloban mindig +1, a f6atlo alatt pedig 0 all. Igy a matrix felsé triangularis, és a
determinansa £1. Vegylik észre, hogy Ag[F | megkaphato belgle sor-oszlop cserékkel,
igy a determinénsuk legfeljebb elGjelben kiilonbozik. Ezzel az elsé allitast belattuk.

(2): F egy n — 1 elemi élhalmaz egy n pontu grafban. Ez pontosan akkor nem
egy feszit6fa élhalmaza, ha van benne kor. Jeldlje az F-beli kor élhalmazat C' =
{e1,...,er} (specidlisan C' C F). A bizonyitast két esetre bontjuk a C-beli élek
irdnyitasa szerint.

1. eset: C élei csatlakozoan vannak iranyitva.

61 62 e qf

| 0 |
’U1 1 -1
(0 -1 1
2.0
. -1 1
’LL O -1 1

0 |
T

Vizsgéljuk meg az A5 matirx C-nek megfelel§ oszlopai és koriink csticsainak meg-
felel6 sorok talalkozasdban &llo elemeket. Nem jelent megszoritast, ha feltessziik,
hogy a csucsok, illetve élek olyan sorrendben vannak, ahogy az abran lathato. (Ha
nem ilyen sorrendben lennének, akkor ez a sor- és oszlopcserékkel elérhets a kivant
sorrend, amely valtoztatas a determindnsnak csak az elGjelét valtoztatja, és ez a tétel
szempontjabol lényegtelen.)

Konnytd meggondolni, hogy a kék szind blokkban minden sorban pontosan egy
1-es és egy —1-es szerepel, hiszen minden v;-re az eq, . . ., e; élek koziil pontosan kettd
illeszkedik, az egyik befut v;-be, a masik pedig kifut v;-bdl. A kijelolt blokk feletti és
alatti részeken pedig csupa 0 értékek allnak, hiszen minden korbeli él a két korbeli
csucstol kiilonbozd, harmadik cstcsra nem illeszkedhet.

Innen viszont rogtén adodik, hogy az eq, ..., e, éleknek megfelels oszlopvektorok
osszege 0. Ez igaz lesz az MZ" matrixban is (ott egyetlen sor lett lehagyva As-bél).

Igy a vizsgalt determinans sziikségképp zéro (akkor is, ha az abraval ellentétben a kék
méatrix egyik sora, az elhagyott, r-nek megfelels sor).
2. eset: C élei ,,0ssze-vissza” iranyitottak.

Egy ¢l irdnyitasvéaltasdnak hatasa az A5 matrixra a megfelel§ oszlop elGjelvaltasa.
A 2" kiilonboz6 irdnyités barmelyikébdl kiindulva iranyitasvaltasokkal eljuthatunk az
1. esethez. Tehat a kiindulasi és az 1. eset-beli matrix mindossze néhany oszlopvektor
elsjelében kiilonbozik. Igy a specidlis (els6) esetbél kovetkezik az altalanos eset is. W
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3. Koévetkezmény. © Az Ay mdtriz rangjdra fenndll, hogy r(Ag) = |V|—c(G), ahol
c(G) a G grdaf komponensemek szamdt jeldli.

Bizonyitas. Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset. Tegylik fel, hogy G Gsszefiiggs, ekkor G-ben létezik feszitéfa, legyen egy ilyen
fa élhalmaza F. Ekkor az 1. Tétel (i) pontja alapjan det M "[F] egy nemelting
(n —1) x (n — 1)-es determinans, igy Az-ben van (n — 1) x (n — 1)-es nemzér6
részdeterminans. Ekkor Az rangjara a kovetkezd also korlat adodik: n —1 < r(A4z).
Mésrészt 1(Ag) < n, hisz azt tudjuk, hogy Az sorvektorainak osszege 0, igy barmely
n x n részmatrix determinansa 0. Osszefoglalva: n — 1 < r(Ag) < n — 1, ahonnan
nyerjiik, hogy r(Az) = n — 1. Mivel &sszefiiggd grafokban a komponensszam 1, ez
éppen a tétel allitasat igazolja.

2. eset. Tegytik fel most, hogy a G graf ¢t darab (¢ > 1) komponensbdl all: G =
Ly U...UL;. A komponensek osztalyozzak a csicsok és élek halmazat is. Ezen
osztalyozasok alapjan természetes moédon blokkosithatjuk az Az matrixot:

A T 00
0 [A; [0
0 [ 0 |4

Nyilvan a f6atlo blokkjain kiviil minden blokk csupa zér6. Mig a diagonalis mentén

sorra az L, ..., L; komponensgrafok illeszkedési matrixai talalhatok. Egyszertd line-
¢

dris algebrai eredmény szerint Ay rangjara fenndll a kovetkezs: r(Ag) = > r(Af).

Minden ¢ indexre L; mér 6sszefiiggs graf, igy az 1. esetbdl kapott Gsszefiiggést alkal-
mazva

T(Aé)ZZ(!V ) =1) = ZIV ) =t=[VI=t=[V]-c(G).

A tovabbiakhoz sziikségiink lesz egy linearis algebrai tételre:

4. Tétel (Cauchy—Binet-formula). Legyen A, B € R™*™. Ekkor

det(A- BT),yp = > det A[F] - det B[F].
FC{1,...,m}=oszlopok halmaza
|F|=n
Megjegyzés. A Cauchy-Bintet-féle tétel n = m esetén (ekkor a szumma egy tagbol
all) a determinénsok szorzastétele.
Ha n > m, akkor a szumma {ires, definicié szerint értéke 0. Konnyen lathato,
hogy a bal oldal is 0: A sorvektorai R™-beli vektorok, szamuk t&bb mint m, a teriink
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dimenzibja. Igy van koztiik nem-trivialis linearis sszefiiggés. Ez 6roklsdik A - BT-re
is, igy determinansa 0.
A tétel ,ijdonsaga” az n > m eset.

Ezt alkalmazzuk, hogy f6eredményiinket belathassuk.

5. Kévetkezmény (Kirchoff tétele). Tetszdleges G grdf feszitéfdinak szdma

det[AZ" - (AZ)T].

Bizonyitas. Irjuk fel a Cauchy—Binet-formulat az A = B = Ag esetben:

det[AZ" - (AZ)) = > AZ[F]- AZ[F).
FCE(G)
|FI=|V|-1
Az 1. Tétel miatt ezen fenti determinansok vagy zérok vagy (—1)? vagy (+1)? alakiak
attol fliggden, hogy F tartalmaz-e kort vagy sem. Ha a nullakat elhagyjuk a fenti

osszegbdl, akkor Y rcme) 1-t kapunk. Ez G feszit6éfainak szama, ahogy bizonyitani
Ffeszitsfa

kellett. u

Erdekesség. + Gustav Robert Kirchhoff (Konigsberg, Poroszorszag, 1824. mércius
12.—Berlin, 1887. oktober 17.) német fizikus volt. JelentGs az aramkorok fizika-
javal kapcsolatos munkéssaga. Egy aramkor felfoghato pontok és élek halmazaként
(egy megfeleld illeszkedési relacioval), tehat grafként. Mivel minden élen az ott folyo
aramnak irdnya van, természetes hogy iranyitott grafként tekintsiink egy aramkorre
(az élek iranya egy viszonyitéasi alap, az dramerdsseg pozitiv, ha az aramlas iranya
megegyezik az él iranyéaval, kiilonben negativ).

Kirchoff els§ torvénye szerint egy adramkoérben minden csomoépontban a befolyd
aram erdssége megegyezik a kifolyé dram ergsségével. Azaz minden cstcsra felirhato
egy egyenlet, amelyben az I, (az e élen foly6 aram erdssége) valtozok szerepelnek.
Ennek a lineédris egyenletrendszernek métrixa As. Ezek utan érthetéve valik, hogy
miért érdeklédott ezen matrixok irant Kirchoff. O (mint minden fizikus) nyilvan ter-
mészetesnek vette, hogy grafunk osszefiiggs. A rang meghatarozasa szaméra persze
azt a kérdést jelentette, hogy: ,,Az Osszes csomoponti torvény kozott milyen Gssze-
fliggések vannak, koziiliik hany tekinthets fiiggetlennek, amelyek meghatérozzak a
tobbit is?” A rangra vonatkoz6 eredményiink azt adta, hogy a csoméponti térvények
koziil barmelyik |V(é)| — 1 darab fiiggetlen és meghatarozza a fel nem irt csomoponti
torvényt (feltessziik, hogy G Osszefiiggd).

Egy konkrét aramkornél persze csak a fliggetlen torvényeket irjuk fel. Ezek mat-
rixa az Ag" méatrix.

Miel6tt tovabbhaladnank nézziik meg az Ag(Ag)T szorzatmaétrixot kozelebbrol.
Ezen matrix dltalanos, (u,v) indexi eleme A-" u-adik sordnak és (AZ")T v-edik osz-
lopdnak belsd szorzata, azaz Ag u és v indext sorainak bels§ szorzata. Ha u # v,
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akkor a belsGszorzat (a megfelel koordinatak szorzatainak Gsszege) az u és v kozotti
élek szamanak (—1)-szerese. Ugyanis csak azok az elemek lesznek 0-t6l kiilonbozék
az Osszegben, ahol mindkét vektor megfelels eleme egyszerre nemzérd, ami pontosan
akkor fordul elg, ha fut egy L; él u-bol v-be vagy v-bdl u-ba. Mindkét esetben ez az
él (—1)-gyel jarul hozzéa az Gsszeghez (az elss esetben (—1)(+1)-gyel, a masodikban
(+1)(—1)-gyel). Ha pedig u = v, akkor ez a belss szorzat d(u) lesz: Akar u-bol
indult, akar u-be befutott egy él, ezt az informéciot jelzé (—1)-es vagy (+1)-es a
belsé szorzatban négyzetre emelédik. Igy végiil minden u-ra illeszkedd él 1-et ad az
Osszeghez.
Osszefoglalva:

—(u és v kozotti élek szama)
d(u)

ha u #v
AAL),, = )
(4 G) { hau=v
Definicié. A fenti méatrix a G graf Lg-vel jelolt Laplace-méatrixa. Alternativ médon,
ha D¢ a fokszamokat tartalmazé diagonélis matrix, Ag pedig grafunk szomszédséigi
métrixa, akkor Lg = Dg — Ag.

Ha a szamunkra fontos Aé’"(Ag)T méatrixra figyellink, akkor az L Laplace mat-

rixbol ki kell hagynunk az r-nek megfelel sort és oszlopot is. Igy a Kirchoff tétel egy
1j alakjahoz jutottunk:

6. Tétel (Kirchoff-tétel, Il. alak). A feszitdfik szdma G-ben det L;" = det(Dg" —
AZ"), ahol D¢ a fokszdmokat tartalmazo diagondlis mdtriz, Ag pedig grafunk szom-
szédsagi mdtriza. (A —r felsé index arra emlékeztet, hogy csak az r-tdl kilonbozd
csucsok szamitanak, specidlisan mdtrizaink mérete (|V]| —1) x ([V] —1).)

Kirchoff tételébsl konnyen adodik a Cayley-formula.

7. Kévetkezmény (Cayley tétele). K, -nek (az n ponti teljes grifnak) n"~2* darab
feszitdfdja van, azaz a {vy,...,v,} csicshalmazon n™~? darab fa van.

Bizonyitas. Kirchoff tételét a G = K, speciélis esetre felirva adodik a kivant allitas:

n—-1 -1 -1 -1 =1 ]
-1 n—-1 -1 -1 -1
-1 -1 n-1 -1
K, feszit6fainak szama = det )
-1 —1 —1 n—1 -1
| -1 -1 —1 -1 n-—1] (n=1)x(n-1)

A determinans kiszamitasahoz matrixunkon olyan atalakitasokat végziink, ame-
lyek nem valtoztatjak meg a determinéns értékét. ElGszor a mésodiktol kezdve az
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Osszes sort hozzdadjuk az els§ sorhoz. Majd az 1j els6 sort adjuk hozza az Osszes
tobbihez:

[+1 +1 41 +1 41 ]
-1 n—1 -1 -1 -1
-1 -1 n-—-1 ... =1 -1
K, feszit6fainak szdma =det | | - _ _ ' . =
-1 -1 -1 n—1 -1
-1 -1 —1 -1 n-1
(11 1 1 1]
n 0 0
0O 0n ... 00 )
=det . . . . . | =n"7
000 ... n O
_0 00 ... 0 |

hiszen felsé triangularis matrix determinansa a f6atlon 1évé elemek szorzata, a f6atlon
pedig egy darab 1-es és n — 2-es darab n szerepel. [ |

4. + A Cauchy—Binet-féle formula bizonyitasa

A teljesség kedvéért vazoljuk a Cauchy—Binet-formula bizonyitasat.
Tekintsiik az alabbi determinanst:

S o
AN~

D=det| S{ 0 A |,
o{B"| I

ahol az A és B (kozos méretd) matrixok sorait az S, oszlopait a O halmazzal azo-
nositottuk. Feltehets, hogy S = [n] = {1,2,...,n} és O = [m] = {1,2,...,m}. A
D matrix sorai és oszlopai is SUO-val azonosithatok. Vigyaznunk kell mert az [n] és
[m] halmazok nem diszjunktak igy igazabol 1 indextd sorbdl kett van: 1g és 1p. A
D métrix elsd soranak indexe az S-beli 1. A O-beli 1-nek megfelel§ sor a D méatrix
(n + 1)-edik sora.

D elsé kifejtése: Hasznaljuk a Laplace-tételt és fejtsiik ki D-t az els6 n sora szerint:

D— Z (—1)Xim X rerth) det A[F] - det(BT|I)[F).

FCO
|F|=n

Az n elemii oszlophalmaz nem fut végig SUQO osszes n elemi részhalmazan. A ki-
hagyott tagoknak megfelel§ szorzat els tényezGjének matrixaban van 0 oszlop, azaz
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determinénsa 0, a szorzat szummahoz valé hozzajaruldsa 0. A Laplace-formulaban
szerepld elGjelek a kivalasztott részmatrix sorainak, oszlopainak indexeitdl fligg. Mi-
vel F' C O, ezért egy f € I elemének megfelel§ oszlop D matrixdban az n + f-edik
oszlop.

A det(BT|I)[F] determinanst fejtsiik ki az elsé n oszlopa szerint. Egy métrix tobb
oszlopa szerinti kifejtésben ki kell venniink a kifejté oszlopok M maéatrixabol egy F”
sorhalmaza altal meghatarozott négyzetes részmatrixat. Jeloljik ezt [F'|M-mel. A
formula:

det(BT|I)[F] = Y (—1)== i 2rer S det[F']BT - det[F']I[F]

F'cCo

|F'|=n

Konnyt latni, hogy a fenti dsszegnek csupan az az egy tagja lesz nemzéro, ahol F' = F'.
Ugyanis ha F' £ F', akkor F’ # F, és az egységmatrix F' - ezek megfelel§ oszlopaibol
és F'-nak megfelels soraibol allo6 részmatrixban ekkor lesz csupa nulla sor, ami azt

jelenti, hogy det[F'|I[F] = 0. Ha F = F', akkor det[F'][[F| = 1. Ezért a fenti
egyenlGség az alabbi formuléra redukalodik.

(=1)Xi=mrF 2 rer S det[F]BT = (—1)Z=1 i+ 2ser f det(B[F])T = (—1)== 27 det B[F].
Innen

D= (—1)*== 2 ser F9% det A[F] - det B[F] = (—1)"det A[F] - det B[F],
i i

hiszen —1 kitev§jében a péros tagok elhagyhatok és az n? tag a vele azonos paritési
n-re cserélhetd.

D masodik kifejtése.

0 N 0 ai;y a2 ... QAim
0 0 |an aj A jm
D = det 0O ... O |ap Qn2 ... Qpm
by ... by | 1 0O ... O
big ... by | O 1 ... 0
| b1 oo by | O o ... 1 |

Atalakitjuk a determinanst gy, hogy a j sorhoz (1 < j < m) hozzaadjuk az elsé O-sor
—aji-szeresét, a masodik O-sor —ajo-szeresét, és igy tovabb. Ezen elemi atalakitédsok
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utan a kovetkezs Osszefiiggéshez jutunk

Ci1 ... Cin 00 ... 0
le Cjn 00 ... 0
D=det| ¢,y ... |0 0 ... 0>
by ... by |1 0 ... 0
b12 bng 01 ... 0
| b o b |00 L 1]

ahol az atalakitott matrix bal fels¢ sarkdban szereplé C' matrix u-adik sordnak v-edik
eleme éppen A u-adik sorvektoranak és BT v-edik oszlopvektordnak belss szorzatéanak
ellentettje, azaz C = —A - BT. Igy

D = det [ BCT (; } =detC =det(—A-B") = (~1)"det A- B”.

A két kifejtés eredményét 6sszevetve kapjuk a Cauchy-Binet-féle tételt.

*

Egy alternativ indoklas tobb lépésben jut el a Cauchy-Binet formuldhoz. A lépések
indoklasat csak vazoljuk, igy targyalasunk inkabb egy feladatsor az érdeklédé hallgato
szamara.

Legyen A € R5%0 és B € RO*S,

(1) Elsszor belatjuk, hogy

det(I + AB) = det(I + BA).

(Alljunk meg egy pillanatra és vegyiik észre, hogy az elsé I az R%*-beli, mig a
masodik RO*C-beli egységmatrixot jeloli. Jeloléstechnikank veszélyes, az elgondolko-
z0 olvaso szamara érthetd csupan.)

Ez nyilvanvalo, ha S = O (métrixaink négyzetesek) és A invertalhato. Ekkor
ugyanis A~'(I + AB)A = I + BA. Igy a négyzetes esetben készen vagyunk, hiszen az
invertdlhaté maétrixok stri részhalmaza R*%-nak, tovabba det egy folytonos (poli-
nom) fiiggvény. A nem négyzetes esetben matrixunkat 0 sorokkal (vagy 0 oszlopokkal)
négyzetesre kiegészitve, majd az igy kapott négyzetes matrixokra alkalmazva a négy-
zetes esetben mar tudott azonossigot kapjuk az altalanos esetet is.

(2) Masodszor belatjuk, hogy

219 det(21 + AB) = 21! det(21 + BA).
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Ez az el6z6 6sszefiiggésbdl konnyen levezethetd, illetve az el6z6 érvelés megismétlésé-
vel bizonyithato.

(3) Vessiik ssze a két oldalon zI°! egyiitthatojat (feltessiik, hogy |S| < |O]). Két
egyenls szamot kell kapnunk.

A bal oldalon ez az egyiitthatd det AB.

A jobb oldalbdl eredd egyiitthatot gy latjuk, hogy a determinansra mint kifejtési
tagok elGjeles Gsszege gondolunk. Minden kifejtési tag egy-egy szorzat. Ezekbdl gy
kapunk ,,z/°-s” tagot, hogy BA f64tlojan |O| — |S| darab poziciéban a zI + BA
elemeibdl (alakjuk z és egy szorzatmatrixbeli diagonélis elem Gsszege) a z-es tagot
vessziik ki mig a tobbi tényez6é mind hatarozatlan nélkiili szam. Konnyt latni, hogy
2191 egyiitthatoja a Cauchy-Binet tétel jobb oldalat adja.
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