Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara

Extremalis grafelmélet

2017. Elsadé6: Hajnal Péter

1. Turan PAl tétete: az extremalis grafelmélet kezdete

Emlékeztets. A G gratban K C V(G) egy klikk, ha tetszoleges két kiilonb6zé eleme
szomszédos.

w(G) = max{|K|: K klikk}

Egy G graf esetén az F' C V(G) halmazt figgetlen halmaznak nevezzik, ha
barmely e € E(G) esetén e-nek nincs mindkét végpontja F-ben.

Legyen «(G) az a maximalis k szam, amelyre G-ben van k elemi fiiggetlen
ponthalmaz.

A fejezetben mindig FELTESSZUK, hogy EGYSZERU GRAFOKKAL DOLGO-
ZUNK.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk milyen nagy méretii fiiggetlen ponthalmaz kereshe-
t6/garantalhato egy adott grafban. Nagy fiiggetlen ponthalmaz keresésére konnyen
tervezhets egy egyszerd mohé algoritmus.

1. Algoritmus. Input: Egy G egyszerid graf
Output: Egy [’ filiggetlen ponthalmaz

Inicializalas:
Legyen F :=1).
// F egy fiiggetlen halmaz, amelyet az algoritmus soran mohod
// médon noéveliink.
T:=V(G).
// T a tdléld csicsok halmaza, amely vizsgdlata ezek utén
// kbvetkezik.
Amig T # () Moho névelés:

Valasszunk ki egy tetszdleges x cstcsot 71'-bol.

// x-szel noveljik F-et

K+ K U{x}

T+ T—{z}— Np(x)

// Az x csics bevalasztasat a ,nem-szomszédai’ élik tul.
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2. Lemma. A mohd figgetlen ponthalmazt keresd algoritmus outputjdnak mérete
legalabb
V(G)|
D(G)+1

Bizonyitas. Minden moho névelési lépésben T legfeljebb D(G) 41 csticesal csokken.
Az output mérete megegyezik a novelési lépések szaméaval, amelyek soran T a kezdeti
[V (G)| elemszamrol O-ra csokken. Azaz legalabb |V (G)|/(D(G) + 1) novelési 1épést
végeztiink. [ |

Megjegyzés. A bizonyitéis alapgondolata egyszert, érdemes Osszefoglalni. Azt mond-
hatjuk, hogy minden névelési 1épésnél T-bol | leharapunk” egy darabot. A leharapott
rész elemszamaét feliilrsl becsiiltiik. Az algoritmus soran egész T-t ,,megettik”, igy a
harapésok szamara egy alsé becslés adodott.

A fenti algoritmusban semmit sem mondtunk a valasztott z-r6l. Egy természetes
heurisztikaval algoritmusunk javithat6. Célunk minél tébb harapéas szam elérése. Igy
x-re egy logikus valasztéas az a cstics T-bdl, amely a legkisebb harapashoz vezet, azaz
amelynek legkevesebb szomszédja van T-ban. (Egyszerd grafok esetén egy minimalis
foku csicsot valasztunk G|p-bol.)

3. Algoritmus. Inializalas:
Legyen F :=10.
// F egy figgetlen ponthalmaz, amelyet az algoritmus soran mohd
// médon noéveliink.
T:=V(G).
// T a tdléld csticsok halmaza, amely vizsgdlata ezek utan
// kovetkezik.
Amig T # () Moho névelés:
Valasszunk ki egy olyan x csticsot 7-b&l, amelynek minimdlis
szami szomszédja van G|r-ben.
F«+ FU{z}
// x-szel noveljik F-et
T T — ({z} UNp(2))
// A bevalasztott z-szel egylitt szomszédait is kiveszik a
// t0léld csicsok halmazabdl.

A kis modositas jelentSs javitashoz vezet.

4. Tétel. A mddositott moho fiiggetlen halmazt keresd algoritmus outputjinak mérete

legaldbb
V(G)]

d(G)+1
ahol d(G) az dtlagos fokszim, azaz d(G) = —er“\;‘d(:p) = %
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Bizonyitas. Legyen G egy tetszbleges egyszerd graf és futassuk a modositott mohd
algoritmust rajta.

Legyen H; az i-edik novelési lépésnél T-bdl elhagyott csiicsok halmaza (az i-edik
harapés). z; legyen az i-edik novelési lépésnél kivalasztott csucs. Ekkor x; € H;.
Nyilvan V(G) = H{UH,U...UH,, ahol £ a novelési lépések szama, azaz az output
mérete. Legyen € = E(Hy, Ho, ..., Hy) az az egyszerd graf, ahol két pont akor és csak
akkor szomszédos, ha ugyanahhoz az H;-hez tartzonak.

A bizonyités ,lelke” a kovetkezs észrevétel: minden x csicsra dg(x) > de(z),
specidlisan |E(G)| > |E(E(Hy, ..., Hy))|. Valoban: Egy x € H; csiucsban Osszefutod
éleket két csoportba sorolhatunk: H; U Hy U ... U H;_q-be, illetve H; U ... U Hy-be
vezets élek. Ezek szdma legyen d"42(x), illetve d®'°(x) (d(x) = d™¥2(x) + d®1(x)).

hatra

Tudva, hogy = € H; nyilvan d*"?(z) = 0, illetve
B (2) = |H| — 1 = () > d(o),

a dg(z) > de(x) egyenlStlenség nyilvanvalo.

Természetesen £ az algoritmusunk G-n torténd futasa alatt alakul ki, specialisan
fligeg G-t6l. Tetszbleges G-t feltételezve £-r6l csak egy strukturalis ismeretiink van:
¢ komponense van, mindegyik teljes. Fzen ismeret alapjan csak G pontszama és /¢
fiiggvényében adhatunk egy alsd becslést az élszamaéra.

Legyen h; = |H;|, azaz ¢ darab h; 6sszege |V|-t adja. Ekkor

E(Q)| > |E(@E)| = i (};) N Z(IV2|/£>7

=1

ahol az utols6 egyenlStlenség a Jensen-egyenlétlenség: (3) = z(z — 1)/2 konvex
fliggvény ez akkor lesz minimalis, ha mindegyik h; atlagos |V|/¢ nagysagt, ahol ¢
az algoritmusunk altal kiszamolt fliggetlen halmaz mérete.

A bizonyitand6 egyenlGtlenség egyszert rendezéssel kaphato. [ |

A tétel bizonyitasaban szerepld 6tletek egy kicsit hatékonyabban is alkalmazhatok.
A Jensen-egyenlGtlenség éles, de optimalitasat olyan h; értékek adjék, amik nem
sziikségszerten természetes szamok. Igy élessége nem sziikségszerd esetiinkben.

Tegyiik fel, hogy algoritmusunk nem vélaszt ki ¢ + 1 cstucsot (az f-edik vagy
korabbi cstcs kivalasztasa utan kimeriti a grafot). Ekor is definialhaté Hy, ..., H,
csupan elképzelhets, hogy a halmazsorozat néhéany utols6 eleme iires, 0 elemd. A
bizonyitasban meghataroztunk egy alsé becslést az élszaméra. Ugyesebben dolgozva
a pontos minimum is adédik. Jel6ljiikk ezt minimumot g, ¢-el.

Az 14j észreveételink: Ha G élszama kisebb mint , ¢, akkor algoritmusunk garan-
taltan legalabb ¢ + 1 pontot kivalaszt.

Definicié. Egy halmaz k osztalyra torténd osztalyozasara azt mondjuk, hogy osztalyai
majdnem ugyanakkordk vagy az osztalyozés kiegyensilyozott, ha a kovetkezé ekvivalens
allitasok egyike/mindegyike teljestil
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(i) Minden O osztalyra O] € {|%],[%]}.
(ii) Barmely két, O és O, osztalyra ||O] —|O'|| < 1.
(i) n—k L%J darab ’—%-‘ méretd és k — (n —k L%J) darab L%J méretd osztaly van.

Definicié. T, (n pontt, k részes) Turan-graf csicshalmaza V', amelyre |V| = n és

a csucshalmazt k diszjunkt osztaly adja ki: V = O, U...U Oy, ahol az osztalyok
,majdnem” ugyanakkorak.

A Turan-graf (amely egyszeri graf) éleit a kovetkezében irjuk le: x és y akkor és
csak akkor szomszédosak, ha kiilonb6z6 osztalyokba esnek.

5. Lemma. B
Hne = |E(Tn,€)|'

Bizonyitas. (Vazlat) Tegyiik fel, hogy egy £ graf koponenseinek csics-osztalyozéasa
nem kiegyenesulyozott. Ekkor talalhato két osztély, amelyek méretének kiilonbsége
legaldbb ketts. Véltoztassuk meg E-t: A fenti két osztéaly koziil a kisebbet noveljiik
meg egy csicesal a nagyobb osztalybol. A tobbi osztalyt hagyjuk meg. Igy egy
modositott € grathoz jutunk. Egyszerd ellenérizni, hogy a moédositas csokkenti az
élszamot. |

Eszrevételiink atfogalmazésa ezekutan:

6. Tétel. Ha az n ponti G grifra |[E(G)| < |E(T,.)|, akkor a mddositott moho
algoritmus legaldbb ¢ 4+ 1 pontot kivdlaszt. Specidlisan a(G) > €+ 1.

Azaz
7. Tétel. Ha azn ponti G grifra o(G) < k, akkor |E(G)| > |E(Tyx-1)|-
Komplementéarisan fogalmazva:

8. Tétel (Turan Pal). Ha G n ponti egyszerd graf és nem tartalmaz k elemd klikket,
akkor
|E(G)| < |E(Thk-1)-

Illetve

9. Tétel (Turan Pal). Legyen G n ponti egyszerd grdf. Ha
|E(G)] > [E(Thr-1)l,

akkor tartalmaz k elemd klikket.
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A tétel algoritmikus valtozata is igaz. A klikk keresésre megfogalmazott modositott

moho algoritmus egy n pontu egyszerd graf inputon |E(G)| > |E(T,x-1)| esetén
garantaltan talal egy £k elemt klikket.
Példa. A fiiggetlen halmaz keresésére vonatkozo algoritmus kénnyen atfogalmazhato
klikk keres§ algoritmusra. Erre a kovetkezd animécié ad példat. Az algoritmus k
elemt klikk mellett (melléktermékként) egy teljes k-részes grafot, is kiszamol, ami
fokszamban majoralja az inputot. Ezzel a Turan-tételt is bizonyitja.

ISR MIREENES
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Eszrevétel. A Turan-tétel éles: T, Turén-graf nem tartalmaz k + 1 elemd klikket
(ami olyan cstucshalmaz, amelynek barmely két eleme 0sszekotott). Valoban, ha egy
ponthalmaz mérete eggyel nagyobb, mint az osztalyok szdma, akkor a skatulya-elv
miatt sziikséges, hogy egy osztalybol egynél tobb elemet vegyiink ki. A Turan-
graf definicidja viszont azt mondja, hogy ez a két elem nem 0Osszekotott, a kivett
csticshalmaz nem lehet klikk.

A k + 1 elemd klikk hianya egy kissé altalanosabb észrevételbdl is adodik.

Eszrevétel. T, i Osszes részgrafja k szinezhets (a grafot ugy definialtuk, hogy a k
darab osztaly felfoghato k szinosztalynak). Azaz T), , nem tartalmaz R részgrafot, ha
X(R) > k+ 1 (azaz R nem k szinezhetd).

2. Turan-tipust problémak, extremalis grafelmélet

A Turan-tétel egy specialis esete, amikor grafunkban nincs 4 pontu klikk. Ekkor a
tétel azt mondja ki, hogy nem lehet |E(T), 3)|-nal tobb éliink. A feltételiinket gy is
megfogalmazhatjuk, hogy grafunk nem tartalmazza a tetraéder grafjat részgrafként
(minden testnek van egy egyszert grafja, ahol a test csticsai a graf csticsai, élei pedig
a graf éleinek felelnek meg). Turan tétele bizonyitasa utan a kovetkezs kérdést tette
fel:

Mi van mas szabalyos testekkel? Példaul hany éle lehet egy grafnak, ha nincs
benne oktaéder, vagy ha nincs benne kocka, vagy ha nincs benne dodekaéder?

Definicié.
ext(n; T) = max{|E(G)| : G n pontu, egyszeri graf, T Z G}.

T-re ugy hivatkozunk, hogy tiltott részgraf. n a csicsméret. A tovabbiakhoz
hasznos, ha bevezetjiik a kovetkezs jelolést: Az n ponti egyszerti grafok osztalyét
jelolje G,,. Tehat G € G, jelentése G egy n pontu egyszeri graf.

Ujbol atfogalmazzuk Turan tételét: ext(n; Ki) = |E(Thx_1))-

Az ext(n; T) fiiggvény vizsgalataval kapcsolatos problémakat Turan-tipusa kérdé-
seknek nevezziik. Ez az extremaélis grafelmélet els6 kérdéskore. Az extremalis graf-
elméletben bizonyos feltételeknek eleget tevs grafok kozt nézziik meg, hogy bizonyos
grafparaméter milyen hatarok kozott valtozik. Azaz a paraméter milyen extremaélis
értékeket vehet fel.

Megjegyezziik, hogy Turdn Pal kérdése a kocka gréfjara mind a mai napig megol-
datlan kérdés.

Azt is megjegyezziik, hogy a haromszog tiltasanak esete mar a huszadik szézad
elején Mantel szamara ismert volt (feladatként tiizte ki egy matematikai tjsdgban).
A kérdéskor elméletté fejlédése azonban Turéan Pal eredményeinek és kérdéseinek
koszonhetd. Kozeli munkatarsa, Erdés Pal kiilondsen sokat tett az extremalis grafel-
mélet és altaldban az extremélis kombinatorika fejlédéséhez.
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A tovabbiakban feltessziik, hogy a T tiltott grafban nincsenek izolalt csticsok: Az
izolalt cstcsok hozzaadésa/elvétele csak ott jatszik szerepet, ahol T' mérete meghaladja
n-et.

3. Turan-tipusu kérdések: Tiltott fak

Eszrevétel. Legyen I a két pontot és egyetlen élt tartalmazo graf. Ekkor ext(n; I) =
0.

Ha egy élt tiltunk, akkor nyilvin a maximalis élszam nulla lesz.

Eszrevétel. Legyen A a harom pontot és két ¢élt tartalmazo graf. Ekkor ext(n;A) =

[n/2].

Ha két Osszefuto élt tiltunk, akkor minden csics foka 0 vagy 1. Azaz a fokok
osszege legfeljebb n. Az élszam legfeljebb n/2. Mivel az élszam mindig egy természetes
szam, ezért felsé becslésiink igazabol L%J

A masik iranyu egyenlGtlenség bizonyitasahoz konstrualnunk kell egy A részgrafot
nem tartalmazo grafot: Ez egy teljes parositas n vagy n— 1 cstucson (ha n paritéasatol

fiigg6en). Ennek élszama bJ

Eszrevétel. Legyen M, a négy pontot és két nem sszefuto élt tartalmazo graf (azaz
egy két éld parositas). Ekkor ext(n; Ms) =n — 1, han > 4.

Ennek ellenérzése az érdekl6ds hallgatok szaméra egy egyszerti feladat.

10. Kovetkezmény. Ha T olyan, hogy |E(T)| > 2, akkor elég nagy n esetén

ext(n; T) > | 2].

A tovabbiakban legalabb két éld tiltott részgrafokkal foglalkozunk. A kérmentes
tiltott grafok esete egyszert.

11. Tétel. Legyen T erdd (azaz kormentes grif; azaz olyan grdf, amely a komponensei
fdk). Legyen T-nek legaldbb két éle. Ekkor ar-n < ext(n;T) < pr-n, ahol ar, fr > 0.
Azaz ext(n;T) nagysdgrendje linedris.

A tételben szereplG also becslés méar ismert, hiszen tiltott részgrafunknak legalabb
két éle van. Miel6tt a tétel nehezebb részét igazolnank felidéziink két fogalmat és
beldtunk egy lemmat.

Jelélés. Legyen H egy graf. Ekkor d(H) a H graf atlagos foka, 0(H) a H graf
minimalis foka.

12. Lemma. G € G, esetén létezik olyan R részgrif (R C G), amelyre §(R) > 49
teljestil.

Extremaélis gréafelmélet-7



Megjegyzés. Nyilvan a feszitett részgrafok kozt kell keresgélniink.
Bizonyitas. Egy algoritmus leirasaval kezdjiik a bizonyitast.

13. Algoritmus. Input: G egyszert grdf. Output: R feszitett részgrdf, amely minden

foka legaldbb d /2.

A=G

// A az aktudlis graf, kezdetben G.

Amig taldlunk x € V(A)-t,agy, hogy da(x) <
A—A—zx.

// Ha egy cstucs foka tal kicsi, akkor nem lehet az outputban.

[\JIsH]

A lemma ekvivalens azzal, hogy az algoritmus nem ,iiriti ki” G-t. Indirekten
érveliink. Tegyiik fel, hogy a fenti algoritmus az Osszes csicsot eltorli. Ekkor az
algoritmus ad egy kiiiritési sorrendet V (G)re, jeloljik ezt m-vel: 7 : vy,...,v,, azaz
v; az i-ediknek elhagyott cstics (n = |V (G)|). Bevezetiink ehhez egy jellést: d<6™¢(v)
a v csucs nagyobb indext szomszédainak szama.

d

Tudjuk: vi-nek kevesebb mint § szomszédja volt a G graftban, azaz d(v) =

delore(v1) legalabb g. Uté}la a vo-nek a vy elhagyasa utan kevesebb mint %l szomszédja

volt, azaz d2%°(vy) > 4. Altalaban kiiirités esetén igaz minden v € V csticsra

teljesiil d9¢(v) < g, azaz a kiiiritési sorrendre vonatkozoélag minden cstcs ,,el6re-

foka” kevesebb mint g.
Eszrevétel: ) d3%°(v) = |E|, azaz a hatrafokok dsszege pontosan kiadja az élszamot.

Ez az 0sszeg a kiliritési sorozat esetén hatarozottan kisebb, mint n%l. Viszont az élek

szdma pontosan ng. Ez ellentmondas, ami a lemmaéat bizonyitja. |
Ezek utdn mar egyszeri a bizonyitas vége.

Bizonyitas. (A tételé.) Tovabbra is azt akarjuk bebizonyitani, hogy az extremalis
érték < fBrn. Pontosan megadjuk fSr-t: Legyen T egy tetszéleges erds. Legyen G €
Gy, amelyre |E(G)| > [V(T)|n (azaz G-ben az tlag fok: =4 > 2V — 9y (T))),
Ekkor G biztos tartalmaz T-vel izomorf részgrafot. A lemma alapjén G-ben van olyan
R részgraf, amelyre 6(R) > |V(T)|. T példanyat mar R-ben megtalaljuk.

Valoban: T-t épitsiik fel egy iires grafbol aghajtasok alkalmazasaval. Ez konnyen
megtehets: annyi ponttal indulunk ahany komponense van T-nek, mondjuk c. Tj
legyen a ¢ pontu iires graf. Mindegyik komponens egy fa, ami egyetlen csticsbol
aghajtasokkal felépithet6. A komponensek egyenkénti felépitésével egy {Ti}LigT)'
grafsorozatot kapunk, amelyben Ti-nek ¢ éle van, tovabba Tigr) = T Indukcioval
igazoljuk, hogy mindegyik 7; megtaladlhat6 R-ben.

Ha T;-t megtalaltuk, akkor moh6 modon ezt a részgréafot terjesztjiik ki egy T, 1-
gyel izomorf részgraffa. Legyen x az a csics, amibdl indul6é aghajtas adja T;,q-et. x
minden olyan szomszédja, ami nem reprezental eddigi csticsot (és az ehhez vezetd él)
megteszi az indukcios 1épést.
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A
[ —o

G

Ilyen szomszéd viszont konnyen taldlhato, hiszen legalabb |V (T)| szomszéd van
R-ben, mig T; csucsait kevesebb mint |V (T")| cstics reprezentalja. |

4. Turat tipusa kérdések: Erdés—Stone—Simonovits-
tétel
A faknal joval bonyolultabb grafokra is tudunk valamit.
Eszrevétel. Ha T olyan, hogy x(T) = k akkor ext(n; T) > |E(Tpx-1)|-
A fenti észrevételnél joval mélyebb az aldbbi tétel.

14. Tétel (Erd6s—Stone, Erd6s—Simonovits). Ha T olyan, hogy x(T) =k > 2,
akkor ext(n; T) = |E(T,x-1)| + o(n?).

Ugyanez a tétel részletesebben:

15. Tétel (ErdGs—Stone, Erd6s—Simonovits). (i) Legyen T olyan, hogy T' kro-

matikus szama k > 3 (azaz k — 1 — a T-hez tartozd Turdn-grdf osztdlyszdma
— legaldbb 2). FEkkor ext(n;T) = |E(Tnx-1)| + o(n?) (azaz a o(n?) tag egy
maradéktag).

(ii) Legyen T nem-iires pdros grdf, azaz x(T) = 2. FEkkor ext(n;T) = o(n?) (a
kordbbi maradéktag fétaggd vdlt).

Az Erd6s—Stone—Simonovits-tételt a kovetkezs formédban mondjuk ki: Adott
k > 2 egész. Legyen € > 0 tetsz6legesen kicsiny valos szam. Legyen S egy tetszéleges
pozitiv egész. Legyen GG, egy graf |E(T,x-1)| + - n* = % (1 — k—il) n% +¢e-n?

.....

Kss.. s = Kixs az a teljes k-részes graf, amelyben minden rész S méreti.
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Ez valoban csupan egy egyszerii atfogalmazésa az ErdGs—Stone—Simonovits-
tételnek: Legyen T egy tetszlleges graf, amelyre x(7') = k. Ekkor alkalmasan nagy
S szamra T C Kjyg. Igy a megfogalmazasunk alapjan elég nagy n esetén

ext(n;T) < |E(Typ1)| + € -n?,

ahol ¢ altalunk valasztott tetszélegesen kicsiny pozitiv konstans.
Az atfogalmazéasunk bizonyitéasat hasonloéan kezdjiik, mint a tiltott erdsk esetét.
Most azonban nem lineéarisan sok éliink van, stiri grafokkal dolgozunk.

16. Lemma. Legyen G egy n ponti egyszerd grdf, amelyre teljesil, hogy |E(G)| >
5(3), azaz dtlag foka legaldbb §(n—1). Ekkor van olyan R részgrdafja amelyben minden
fok legaldbb 6(|V(R)| — 1).

Bizonyitas. (Lemméaé) Az erdsk targyalasanal sziikséges lemméhoz hasonloan bizo-
nyithato: Az allitas ekvivalens azzal, hogy az aldbbi algoritmus nem iirithati ki G-t.

// G-r8l feltesszik, hogy atlag foka 4(|V(G)| —1)
A=G
// A az aktualis graf, kezdetben G.
Amig talalunk x € V(A)-t,agy, hogy
da(z) <o([V(A) -1)
A—A—=x.
// Ha egy cstcs foka t@l kicsi, akkor nem lehet az outputban.

Indirekten tegytiik fel, hogy az algoritmus kitiriti a grafunkat. Az i-edik 1épésben
az aktualis grafbol elhagyott élek szama kisebb mint d(n —1i). A teljes kiiirités soran
elhagyott élek szama kisebb mint

5(n—1)+5(n—2)+...+5-2+5-1:5(7;),

ami ellentmondés, hiszen G élszama legaldbb ¢ (g) [ |

Sajnos az algoritmus &ltal garantalt részgraf mérete lehet hogy kicsi lesz és sza-
munkra nem kielégits. A kovetkezd forma lesz fontos:

17. Lemma. Legyen €y > 0 eqy tetszdlegesen kicsi valos szam és N eqy tetszdlegesen
nagy természetes szam. Legyen G egy elég nagy egyszerd graf (azaz |V (G)| :=n >
v(N,e0)), amely dtlag foka legaldbb § - (n—1). Ekkor van olyan R részgrafja amelyben
minden fok legaldbb (6 — eo)(|V(R)| — 1) és |V(R)| > N, azaz R pontszima nagy.

Bizonyitas. A bizonyitas Gtlete mar nem tjdonsag. Legyen A = G az aktuélis graf.
Amig talalunk olyan € V(A) csticsot amely foka kisebb mint (§ —e¢)|V (A)| hagyjuk
el. Ha ez az eljaras leall miel6tt N pontunk marad, akkor megtalaltuk a kivant R
részgrafot.
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Kiilonben az elhagyott és a maradék N pont kdzott vezetd élek szama legfeljebb
N n N
(0—e0)(n—1)+(0—ep)(n—2)+...4+(d—c0)(n—N+1)+ 5 = (0—ep) 5 +(1—0+¢) 5 )

G élszama legalabb ¢ (g) Ha n nagy, akkor ez ellentmondas. [ |
A lemma alkalmazasaval elérjiik, hogy elég a kovetkezo allitast igazolni:

18. Allitas. Legyen € > 0 tetszéleges szam. Legyen G € G,, eqy grdf, amelyre minden

csucs foka legaldbb
1 ¢
(1—%+§) (n—l).

Ekkor minden s € N esetén elég nagy n-re G tartalmaz K 11)xs mészgrifot. (K(k:—i-l)xs
a teljes k + 1 részes grif, amely minden osztdlya s elemi).

Bizonyitas. Az allitas igazolasa k-ra vonatkozo teljes indukcidval torténik. Azaz
részgrafok egy sorozatat talaljuk meg G-ben. A séma a megtaldland6 részgrafok
izomorfiatipusara

K1><s1 — K2><32 — K3><33 — ... K(k—1)><sk_1 — kask-

A végss s, paraméter lesz az allitasbeli s. Nyilvan vélasztasunk olyan lesz, hogy
s; > s;11 teljesiilni fog paramétereinkre. Az indukcié nyilvan elindul: Ky, egy s
pontu iires graf és n elég nagy.

Az indukeios 1épéshez azt latjuk be, hogy ha tetszdleges s-re 1étezik olyan S = S(s)
szam, ha G elég nagy, a minimalis fokszamra tett feltétel teljesiil, tovabba G tartalmaz
Ky s részgrafot, akkor K gy q)x, részgraf is garantalhato.

S > s egy ,nagy”’ szam, amit a késGbbiekben rogzitiink. Legyen F' azon pont-
halmaz, amelyen egy K,yxg részgrafunk van (|F| = (S, F cstcshalmaz ¢ darab S
elemii részre van osztva, amire mint F részei hivatkozunk). F = V(G) — F elemeit
j6 (halmazuk J) és rossz csicsok (halmazuk R) kategoéridkba osztjuk (F = JUR)
a kovetkezdk szerint. x € J akkor és csak akkor, ha x-nek F' mindegyik részében
legalabb s szomszédja van.

Ha |J| > (s — 1)(“3)8, akkor készen vagyunk: J minden eleméhez rendeljiink egy
tipust, s (tetszoLegesen kivalasztott) szomszéd halmazat az ¢ rész mindegyikében.

(f)g a lehetséges tipusok szdma. J elemszdma akkora, hogy a skatlya-elv garantalja
legalabb s J-beli cstcs létét kozos tipussal. F' minden részébdl a kozos tipus szerinti
s csucsot és J-bol a szoban forgd tipussal rendelkezd s csiicsot kivéve megtalaljuk a
keresett K (s 1)xs részgrafot.
J elemszdmanak becsléséhez becsiiljiik meg az F' és F' kozott hianyzo élek szamat.
Egy rész minden csucs fokat alilrdl becsiiltiik, specidlisan F-ben minden cstcs

legfeljebb
1 e
—— ) (n-1
(-5) -0
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masikkal nincs osszekotve. Azaz F és F kozott. legfeljebb

|F|-(%—§)(n—1)z€5-(%—%)(n—l)ﬁS-(l—%)n

él hianyzik. Masik oldalrol R minden elemének a mésik oldalon (F-ben) az egyik rész
lehetséges S szomszéda koziil legfeljebb s valosul meg. Igy R minden eleme legalabb
S — s élt kihagy. A hianyzo élek teljes szama legalabb

[RI(S = 5) = (n = [F| = |J[)(S = s) = (n = £S5 = [J])(S — ).

A két eredményt 6sszevetve kapjuk
14
m—&94AXS—@§S-O—EJn.

Rendezve

Azaz

elS — 2s

2(S —s)

Az e,/, s paraméterek adottak, mi S-et valaszthatjuk. Ez legyen akkora, hogy a
bal oldalon szereplé n-nem kineéris fiiggvényben n egyiitthatoja pozitiv legyen. Ez
nyilvan elérhets. S vélasztasa utan J-rél kell belatni, hogy elég nagy. Ez konnyen
elérhets n valasztasaval. [

‘n—€S < |J).

5. Turan-tipusu kérdések: degeneralt problémak

A fentiek alapjan azonositani tudjuk az érdekes eseteket: Ha T paros, kort tartalmaz,
akkor a fentiek nem sokat mondanak. Minden més esetben ext(n;T) nagysagrendje
kiolvashatd az ismertetett eredményekbél. Ha T péaros, kort tartalmaz, akkor a
ext(n; T) vizsgalatat degenerdlt problémdnak nevezziik.

A degeneralt esetben viszonylag kevés pontos eredmény ismert. Ha a tiltott
részgraf Cy, Cg, Cho vagy Koy, Ksy, akkor ext(n;T) nagysagrendje ismert. Példaul
Cs, Cia, Cha, ..., Kyu, Ky, ..., tovabba a kocka esete nem ismert.

Csak a tiltott C, esetét vizsgaljuk. Két részbdl all a kittizott probléma. Be
kell latnunk, hogy G € G, Cy-mentes grafnek nem lehet sok éle. A masik oldalrol
egyetlen G € G, Cy-mentes grafot kell konstrualnunk, amleynek ,;sok” éle van. Az
els6, absztrakt metematikai bizonyitas bizonyul kénnyebbnek (egy egyszerd kettds
leszamlalas lesz az 6tlet). A konstrukciohoz sok algebrai/geometriai ismeret sziikséges.

*
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19. Tétel. Legyen G egy n ponti, Cy-et részgrafként nem tartalmazd eqyszerd grdf.

Ekkor ] 1

Bizonyitas. Két élt szomszédosnak neveziink, ha van kozos csicsuk, azaz a graf
lerajzoldsaban a két ¢l egy ,, A alakot” hataroz meg. Két ilyen élt cseresznyének
neveziink. A két él kozos csiicsa a cseresznye kdzéppontja. Az a két pont, amely csak
egy-egy élnek végpontja, a cseresznye szemer.

Szamoljuk meg a cseresznyéket a G gratban. ElGszor az 0sszes pont esetén nézziik
meg, hany olyan cseresznye van, amelynek kozéppontja az adott pont. Ilyen médon
szdmolva Y " (dz’) adodik a cseresznyék szamara, ahol {d;}!; a G graf fokszamso-
rozata. Egy masik moédon szamolva mindegyik pontparra nézziikk meg, hédny olyan
cseresznye van GG-ben, amelynek szemei az adott két pont. Mivel G-ben nincs Cy-gyel
izomorf részgraf, ezért egy pontparra legfeljebb egy cseresznye , tamaszkodhat”. Igy
a cseresznyék szamara az (;‘) fels6 becslést kapjuk.

A kétféle 6sszeszamolés Osszevetésébdl kapjuk, hogy

()22 (5) =n(2)

@‘ A mésodik egyenlétlenség az (3) =

[E(G)] <

ahol d = #, a fokszamok atlaga, azaz
@ fiiggvény konvexségébdl és a Jensen-egyenlStlenségbdl adodik.
Egyszerd szamtan adja a bizonyitandot. |

ext(n; Cy)-re egy fels6 becslést kaptunk. A becslés aszimptotikus nagysagrendje
1,3/2
sno2

*

Legyen F egy véges test. (Gondolhatunk F,-re, ahol p egy prim. Azaz F, a
{0,1,2,...,p — 1} halmaz a modulo p aritmetikaval.)

A valos projektiv sik koordindta geometridja a valos szamokon alapul. Ahogy az
Euklideszi stk koordinata geometriaja is a valos szamok aritmetikdjan alapulva egy
geometriai strukturat hoz létre. A konstrukciok véges tesetekre is végrehajthatok.
Igy kapjuk a PG(2,FF) projektiv sikot (a 2-es a dimenziora utal), amely koordinata
geometridja az IF testen alapul. (PG a projektiv geometria két szavanak kezdébetiibal
ered.) Ebben a geometriai struktiraban a pontok, egyenesek szama véges. A véges
projektiv geometridk alappéldéjat az alabbiakban irjuk le.

Definici6. F* = {(a,b,c) : a,b,c € F}. Ezen a halmazon definidlunk egy relaciot:
(a,b,c) ~ (a',l/, ) akkor és csak akkor, ha taldlhato olyan nem-nulla A € F, hogy
(a,b,c) = A(d', b, ). Ez egy ekvivalenciarelacio. (0,0,0) egy egyelemii ekvivalencia-
osztalyt alkot. Minden més ekvivalenciaosztaly |F| — 1 elemi. Ezen ekvivalenciaosz-
télyok halmaza alkotja a geometriank P ponthalmazat. Azaz F*—{(0,0,0)}|., ennek
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elemeit [a, b, c|-vel, vagy (a : b : ¢)-vel szokas jelolni. Mi az elsg jelolést hasznaljuk.
Az egyenesek £ halmazat ugyanezen ekvivalenciaosztalyokkal azonositjik. [a, b, c|*
az (a,b,c) vektor ekvivalenciaosztalyanak neve, ha egyenest reprezental. [a,b,c] és
[a', U, " akkor és csak akkor illeszkedik, ha a-a' +b-0 +c - =0.

Az igy kapott geometriai struktira minden illeszkedési tulajdonsagot teljesit, amit
a valos projektiv sikon megszoktunk (példaul barmely két kiilonboz6 egyenes pontosan
egy pontban metszi egymast). Ezek ellendrzése az F feletti linearis algebra ismerdsei
szdmara egyszeri gyakorlatok.

Megjegyzés. A fentiekben egy algebrai strukturabdél konstrudltunk egy geometriait,
amely szép geometrai tulajdonsagokkal rendelkezik. A forditott logika is természetes.
Elvarjuk a szép geometriai tulajdonsédgokat (axiomék) és keresiink ezt teljesité model-
leket. Esetiinkben (az axiomak leirasat itt nem részletezziik) ezek a véges projektiv
sikok. PG(2,F) csak egy modell (igazabol egy modell-sorozat) a sok lehetdség koziil.

A fentiek alapjan nyilvanvalo, hogy PG(2,F)-ben |P| = |€] = (|F]?—1)/(|F|-1) =
|F?|+|F|+1. Az is kénnyen szdmolhato, hogy minden egyenesre |F|+1 pont illeszkedik.

Konstrukcié (Sok élt tartalmazé graf Cy nélkiil). Legyen p egy primszam. Defi-
nidlunk egy G, egyszerd grafot.

G, csucsait PG(2,F,) pontjai alkotjak. Két cstcs, [a,b,c| és [a/,V, ] akkor és
csak akkor szomszédos ha a-a' +b-b +c- ¢ =0. (Azaz az egyik cstcs koordinatait
pontként, a masikét egyenesként olvasva illeszkeds part kapunk.)

Példa. A kovetkezs abran a p = 2 és p = 3 esetbdl adodo két gréafot lathatjuk.

Eszrevétel. (i) G,-ben nincs négy hosszii kor. Valoban, ha ilyen lenne, akkor
felvatva pontnak, egyenesnek értelmezve a négy hosszi kor cstucsait két olyan
egyenest kapnank, ami két kiilonboz6 pontban metszenék egymast. Ez pedig
nem lehetséges.

(i) |V(Gp)|=p*+p+1=:n.

(i) Az v = [a,b,c| csucs szomszédai az v* = [a,b, c]* egyenesre illeszkedd v-t6l
kiilonb6z6 pontok. Azaz, ha a v pont nem illeszkedik v* egyenesre, akkor
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p + 1 szomszédja van, kiilonben p szomszédja van. Azon v pontok, amelyek
illeszkednek a v* egyenesre olyanok, hogy koordinataik teljesitik az 22 +y% 422 =
0 egyenletet (modulo p aritmetikaban dolgozunk!). Ez az egyenlet geometriailag
egy kupszeletet ir le. Ismert, hogy pontainak szama p + 1. Azaz p + 1 darab
cstics foka p és igy p? cstcs foka p + 1.

(iv) 2|E(Gp)| =p*(p+1)+ (p+1)p = p* + 2p* + p, azaz |E(G,)| = (p* +2p* +p)/2.

Az észrevételbdl az élek pontszamtol valo fiiggésének nagysigrendjét emeljiik ki:
|E| ~ %ng’/ 2. Ez az extremaélis élszam helyes nagysagrendje.

20. Tétel.

Njw

ext(n,Cy) ~ —n2.

N | —
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