Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara
Stkgrafok

2017. Elsadé6: Hajnal Péter

Egy G grdf p lerajzoldsa egy (pyv, pr) leképzés-par, ahol a kovetkezdk teljesiilnek:
pv : V(G) — R? injenktiv fiiggvény, azaz a graf minden csicsdhoz a sik egy-egy
pontjat rendeljiik ugy, hogy kiilonb6zd csticsokhoz kiilonb6z6 pontok tartozzanak. A
leképzés értékkészletének pontjaira mint csicspontok hivatkozunk. pg : E(G) — J,
ahol J a sik folytonos, egyszerid (6nmagat at nem metsz6) gorbéi. errdl feltessziik,
hogy e = xy esetén a pg(e) gorbe a py () és py(y) cstcspontokat koti Gssze és més
csticsponton nem is halad at. A leképzés értékkészletének gorbéire mint élgorbék
hivatkozunk. Feltessziik, hogy két élgérbének véges sok kozos pontja van. Tovabba
ezek a kozos pontok vagy kozos végpontok, vagy dtmetszések.

Emlékeztets. Egy graf szépen sikrarajzolhato, ha lerajzolhato tgy, hogy semelyik
két élgorbéknek a lehetséges kozos végponton kiviil nincs mas kozos pontja.
Egy graf sikgraf, ha van szép sikrarajzolasa.

Nem soké latni fogjuk, hogy minden graf sikgraf.

1. Tartomanyok és hataraik

Egy G szépen sikrarajzolt graf a sikot tartoményokra osztja. A tartomany egy
szemléletes fogalom pontos definiciéja nem nehéz: A sik élgérbék altal le nem fedett
pontjai kozott bevezetiink egy relaciot: P ~ (), ha van olyan P() folytonos gorbe,
amely elkeriili az élgorbéket. Ez egy ekvivalencirelacié. Ekvivalenciaosztalyai pont-
halmazok, a lerajzolas tartomanyai.

Errsl szo volt mar a sikgrafok tartoméany szinezéseinél, ahol bevezettiik a duéalis
graf és lerajzolasa fogalmat.

1. Tétel. Legyen G egy tetszdleges kdrmentes graf és \ eqy szép lerajzoldsa. Ekkor
egyetlen tartomdny van.

2. Tétel. Legyen C,, az n ponti (ésn éld) korgraf és X eqy szép lerajzoldsa. Ekkor
pontosan két tartomdny van: egy korldtos (= belsd) és egy nem korldtos (= kiilsd).
Tovabba a lerjazolds topologiai értelemben egyértelmii.

Az egyértelmiiség rész magyarazatra szorul. Egy h : R? — R? leképzés homeomorfia
(topologikus izomorfia, ha bijekcié és h, h<"'> is folytonos. Egy ilyen H-ra tgy
gondolunk mint a stk egy folytonos deformécidjara. Két lerajzolas topologikusan
ugyanaz, ga a stk egy alkalmas homeomorfizmusa két lerajzolas megfelels cstucspontjai

és élgorbéi kozott is megfeleltetést 1étesit.
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1. abra. A baloldalon ugyanazon fa két topologikusan nem ekvivalens (miért?)
lerajzolasat latjuk (fekete &dbra). A jobb oldalon ugyanazon kor két topologlkusan
ekvivalens lerajzolasat latjuk (kék abra). Azonositsuk a jobb oldali lerajzolas belss
tartomanyat.

A két tétel trividlisnak tiinik. A mésodik tétel neve Jordan—Schonflies-tétel és
nem olyan egyszert mint elsd latasra tiinik. (Az emlitett tétel egyértelmiiség nélkiili
része a nevezetes Jordan-féle gorbe-tétel.) Vigyazni kell a targyalassal: a pontos
targyalas nehézkes és nem kombinatorikus. A pongyola térgyalas veszélyes.

A fenti két tételt elfogadjuk, nem bizonyitjuk.

Definicié. Egy G graf A szép lerajzolasaban vegyiink egy 7 tartoméanyt. Egy e élgorbe
a tartomany hatdréle, ha az e lgébe egy pontjanak minden kornyezete belemtsz a
tartoméanyba.

A hatéréleknél fontosabb és nehezebb fogalom a hatar fogalma. Szemléletesen a
lerajzolast képzeljiik el mint egy kerités rendszer feliilnézeti képe. Képzeljiik magunkat
az egyik tartomany beleséjébe. Menjiink az egyik hatarélhez, tegyiik ra keziinket
és jarjuk korbe a tartoméanyt. Ezzel egy ZARODO sétat jarunk be. Elképzelhetd,
hogy nem mindegyik hatéarélt érintettiik. Ekkor tovabbi sétat tesziink egy, még nem
érintett hatarélbdl kiindulva és ezt tessziik addig amig az Osszes hatéarélt bejartuk.
A hatar formalisan egy séta-halmaz. A hatar hossza a sétak hosszanak Osszege, nem
sziikségszertien azonos a hatarélek szamaval. A formalis definicié helyett egy példat
mutatunk:

Sikgrafok-2



2. abra. Az abra négy lerajzoldst mutat négy szinben. Mindegyik esetben kiemeltiink
egy sarga 7 tartoményt és ennek szaggatott vonallal rajzolt hatarat, kissé elmozgatva
a tartoméany belsejébe a hatartol. A fekete lerajzolas grafja nem Osszefiiggs, T hatara
négy sétabol all. A kék lerajzolas grafja Osszefiiggs, de tartalmaz elvagd élt. Minden
tartoméany hatara egyetlen séta. 7 hataraban van él és csics ismétlgdés is. A piros
lerajzolas grafja Osszefiiggs, nincs benne elvago él, de van benne elvago pont. Minden
hatar egyetlen egy vonal, de 7 hataraban van cstcs ismétlédés. A zold lerajzolés
grafja Osszefliggs, nincs benne elvago cstcs, elvagd él. Minden hatéar egy kor.

Megjegyezziik, hogy egy 7 tartomany hatéarélei pontosan a dualis graf 7* csticsara
illeszkeds e* élek eredeti megfelels élei. Az eredeti e elvagoélek e* hurokéleknek
felenek meg a dualisban. Ahogy ezek az e* hurokélek a dualis graf 7* cstcsanak
fokdhoz kettével jarulnak hozza, tgy az eredeti e él is kettével jarul hozza a 7
tartomany hataranak hosszahoz. A 7 tartomany hataranak hossza pontosan a duélis
T* cstcsénak foka.

A példaban szereplé megallapitasok altalanos észrevételek specialis esetei. Ezeket
bizonyitas nélkiil mondjuk ki.

Eszrevétel. Ha G izolaltestcs-nélkilli nem Osszefiiggd graf egy szép lerajzolassal,
akkor van olyan tartomanya, amely hatarélei kozott két komponensbdl is vannak
pontok. Ekkor ezen tartomany hatéra tobb sétabol all.

Megforditva, ha G 6sszefiiggs egy szép lerajzolassal, akkor minden tartomanyanak
hatara egyetlen séta.

Eszrevétel. Ha G egy Gsszefiiggs e elvago élt tartalmazo graf, akkor azon tartoméanyanak
hatara, amelyhez e hatarél egy olyan séta, amelyen az e él ismétlodik.

Magforditva, ha G egy Osszefiiggs elvago él nélkiili graf, akkor minden tartomanyanak
hatara egyetlen vonal.

Eszrevétel. Ha G egy Osszefiiggs v elvagd csticsot tartalmazo graf, akkor van olyan
tartoménya amely hatardn a v cstcs ismétlodik.

Magforditva, ha G egy Osszefiiggs elvagd cstcs nélkiili graf, akkor minden tartomanyénak

hatara egyetlen kor.
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Végiil megemlitjiik hogyan néznek ki a révid hatara tartoményok.

e Ha v egy izolalt pont, akkor v cstcspontja G—uv lerajzoldsaban egy tartomanyanak
belsé pontja. Ez a tartomany G lerajzolasaban is szerepel és hatarahoz v egy
0 hosszu sétat ad, azaz hosszat nem néveli. Ha G nem tartalmaz élt (minden
cstcsa izolalt), akkor egyetlen tartomanya van, amely hossza 0.

e Ha egy tartomany hatéara egy 1 hosszu séta, akkor az egyetlen hurokél (élgorbéje
egy zarodo Jordan-gorbe)

e Ha egy tartomény hatara egy 2 hosszu séta, akkor az vegy egy parhuzamos
élpar, vagy egy él oda-vissza bejarasa. A masodik esetben az egész graf két
pont és egy Osszekots él altal alkotott graf.

Konnyt latni, hogy péaros graf esetén minden tartomény hatara péaros hosszu.
Igazabol egy paros grafban minden zar6dé séta paros hosszi.
Osszefoglalva kimondhatjuk a kovetkezs allitast.

Eszrevétel. (i) Ha G egy legalabb harom pontt, egyszert, osszefiiggd graf, akkor
minden tartoméanyanak hatara legalabb 3 hosszu.

(ii) Ha G egy legalabb harom pontt, egyszerti, dsszefiiggs, paros graf, akkor minden
tartoményéanak hatara legalabb 4 hosszu.

2. Euler tétele

3. Tétel (Euler tétele). Legyen G dsszefiiggd, szépen sikrarajzolt grdf (A a szép
lerajzolds). Ekkor
T(G, )]+ |E@G)] + [V(G)] =2,

ahol T(G, \) a tartomdnyok/orszdgok halmaza.

1. Bizonyitas: (Indukci6.) G Osszefliggs igy gondolhatunk ra mint egy feszitéfa,
amelyhez tovabbi éleket adtunk hozzé (1j csicsok bevezetése nélkiil).

A hozzaadott élek h szama szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.

Ha h = 0, akkor grafunk egy fa, azaz T(G,\) = 1 és E(G) = |V(G)| — 1. Az
allitas egyszerd szamtan.

Hogy viselkednek paramétereink, ha G felépitése kdzben egy R feszits részgrafban
két csics kozott behuzunk egy élt (legyen RT a bovitett graf). Nyilvan

V(RO =V(R), [ER")=EM®R)|+1, |T(R"p")=IT(R p)+1,

ahol p a A\ szép lerajzolas megszoritdsa R-re, mig p™ a p lerajzolas kiterjesztése a
hozzaadott él élgdrbéjével. Csak az utolsd egyenléség szorul magyardzatra: Az 1j
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él egyetlen régi tartomanyon beliil halad (szép lerajzolassal dolgozunk). A Jordan-
tételre valo hivatkozassal adodik, hogy ezt a tartoményt ketté osztja az uj élgorbe.

2. Bizonyitas: (Dualizalas.) Legyen G a tételbeli graf és A a szép lerajzolasa.
Tudjuk, hogy bevezethet§ a G* dudlis graf és ennek egy A\* lerajzolasa. Minden
e € E(G) élnek van egy e* parja a dudlis grafban.

G Osszefiiggd, igy van egy T feszit6faja. Legyen

F={ecEG):ec B(T)}=ET), F'={ccB(G):e &E(T)).

Nyilvanvalo, hogy |F| + |F*| = |E(G)| és |F| = |[V(G)| — 1. Belatjuk, hogy F* egy
feszit6fa élhalmaza G*-ban. Ebbdl adodik a tétel: Valoban. Ekkor |F*| = |V(G*)| —
1 =|T(G,\)| —1 és egyszert szamtan adja a bizonyitandot.

A bizonyitandénk: F™* kormentes és az 0sszes duélis csiicsot egy komponensbe ftizi
fel.

(1) Tegytik fel, hogy e* egy kor egy éle F*-ban. Ez egy szépen lerajzolt kor, azaz
felosztja a sikot egy belsé és kiils6 tartoméanyra. Az e él egyik végpontja beliil, a méasik
kiviil van. Az eredeti csiicsok két (nem tires) osztalyba sorolhatok a kor altal definialt
két tartomany alapjan. Ezen két cstucs-osztaly koézott nem haladhat él T-ben, ami
ellentmond annak, hogy T a G feszit6faja.

(2) F egy kormentes élhalmaz, azaz a megfelels élgorbék nem osztjak fel a sikot, a
duélis csticspontok egy Osszefiiggs tartomanyba esnek. Tetszdleges kettdt osszekdthetiink
folytonos gorbével amelyek elkeriilik az F-beli élek élgorbéit. Ez a folytonos vonal
konnyen diszkretizalhatd egy G*-beli sétava, ami csak ™ éleit tartalmazza. [ |

A tétel egy kicsit eklektikus. Grafparaméterek és a geometriai/topologia kornyezettsl
fiiggs paraméterek osszefiiggése. A kovetkezd kvetkemény csak grafelméleti paramétereket
hasznal, emiatt sokszor hasznosabb az eredeti Euler-tételnél.

4. Kovetkezmeény. Legyen G egyszeri sikgrdf, tovabbd |V (G)| > 3. Ekkor
(i) |E(G)| < 3[V(G)| -6,
(ii) ha G raaddsul paros grif, akkor |E(G)| < 2|V (G)|— 4.

Bizonyitas. (i) Feltehetd, hogy G Osszefiiggs és egy A szép lerajzolasa is adott.

Minden tartomanyra adjuk 0ssze a hataranak hosszat. Egyrészt az élszam dupléjat
kapjuk, masrészt T'(G, \) darab, legalabb 3-as tag Gsszege lesz az eredmény. A kétféle
gondolatmenet 6sszevetésébdl.

2|E(G)] = 3|T(G, A)|.
Az Euler-tétel haromszorosa szerint
3|T(G, )| = 3|E| = 3|V| + 6.

A két egyenlGtlenség egyiitt adja a bizonyitandot.

(ii) A fenti gondolatmenet megismételhets azzal a kiilonbsé;ggel, hogy a hatarok
hosszanak 6sszegében szerepld tagokrol tudjuk, hogy legalabb 4-ek. A hidnyzé szamtant
az érdekl6ds olvasoéra hagyjuk. [ |
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3. Alappéldak nem sikgrafokra

5. Tétel. A K; és K33 grifok nem sikgrdfok.

Megjegyzés. A K33 graf egy mésik neve a harom-haz-harom-kut graf. Ez onnan
ered, hogy a tétel allitasa megfogalmazhato tgy is, hogy nem tervezhetd kilenc ut
harom héz és harom kuat kozott (mindegyik haztol mindegyik kathoz) tgy, hogy az
utaknak a kozos végpontokon (amennyiben van ilyen) ne legyen kozos pontja.

Bizonyitas. A tétel fontos. Két bizonyitast is megemlitiink:
1. Bizonyitas: A Kj3 és K5 graf alabbi lerajzolasabol indulunk ki.

K K;3

Mindkét lerajzolas kiemel egy-egy grafelméleti kort (piros szint élek). A bizonyitas
alapmegjegyzése: Egy korgrafot lényegében egyféleképpen lehet szépen lerajzolni.
Egy lerajzolt kor a sikot bels6 (korlatos) és kiilsé (nem korlatos) részre osztja. (Lasd
Jordan-féle gorbetétel, illetve Jordan—Schonflies-tétel.)

Az abrakon a kor mellett tovabbi élek szerepelnek (ezekre mint hidak hivatkozunk).
Ezeket viszonyithatjuk a kor lerajzolasahoz: lehetnek kiils6k és belsSk. A két szerep
(kiilsé /bels) szimmetrikus. Igy feltehetd, hogy tobbségiik beliil halad.

Tegyiik fel, hogy a kor szép lerajzolasa a két graf teljes szép lerajzolasava terjeszthets
ki. Ezek utédn a két grafot kiilon kezeljiik:

K3 5 Feltevésiink szerint beliil (ami topologikusan azonos egy korvonal belsejével)
legalabb két hid van, amik keresztezik egymast és atmetszés nélkiil lerajzolhatok. Ez
lehetetlen.

Kj5: Feltevésiink szerint beliil legalabb harom hid van. Barhogy valasztjuk is ki a
beliilre keriil6 harom élt, lesz kozottiik ketts, ami az el6z6 esethez hasonléan nem fut
Ossze és keresztezi egyméast. Ez lehetetlen.

2. Bizonyitas: (Euler tételére hivatkozo bizonyitas.) Az Euler tétel utan szerepld
kovetkezmény (i) része adja, hogy K5 nem sikgraf: Valoban K5 nem teljesiti a |E| <
3|V| — 6 feltételt (|E|=106és3|V|—-6=3-5—-6=09).

A kovetkezmény (ii) része adja, hogy K33 nem sikgraf: Valoban K3 paros graf
és nem teljesiti a |E| < 2|V| — 4 feltételt (|[E|=9¢és2|V]|—-4=2-6—-4=238). |

4. Reészgrafok, topologikus részgrafok, minorok
Definicid. Legyen G egy graf, e = xy € E egy éle.

Ekkor G — e (vagy maés jeloléssel G\e) azt a grafot jeloli, amit G-bol az e él
elhagyasaval kapunk.
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Definicié. Legyen e és f a G graf két éle, amely egy x masodfokn cstcsban fut 6ssze.
Az e és f élek Osszevonésaval kapott grafot tgy kapjuk G-bél, hogy elhagyjuk az
e = ux, [ = vz éleket és x csticsot, tovabba hozzdadunk egy 0j uv élet.

Példa. Az alabbi abra két piros él és két kék él Osszevonasat mutatja:

N A

Az e és f élek Gsszevonasaval kapott graf jelolése legyen G(e f).

Definicié. Jelolje G/e az e él Gsszehtuzasaval /kontrakcidjaval nyert grafot, mely az
alabbi tulajdonsigokkal rendelkezik:

o V(G/e) = (V(G) — {z.y} U{[el},
o E(G/e) = E(G)\{e},

e /(G/e) természetesen adodik: Amely él eddig z-re vagy y-ra illeszkedett, az
most az x és y csicsokat reprezentald 0j ([e]) csicsra illeszkedik. A t6bbi
illeszkedés marad.

Példa. Az alabbi dbran egy G grafbeli e (piros) élt emeliink ki, majd megmutatjuk
az e elhagyasa és e Osszehtuizasaval nyert grafokat.

Megjegyzés. Ha a fent emlitett e él hurokél, akkor G/e = G — e.

Emlékeztets. Legyen G egy sikrarajzolt graf. Ekkor a G graf dualisin azt a G*
grafot értjiik, melynek csiicsai G' tartomanyai, élei pedig megfelelnek G éleinek gy,
hogy az e él e* parja azon két tartomanyt reprezentald csticsokat koti 6ssze, melyek e
két oldalan szerepelnek (igy specidlisan szomszédosak).

Példa. A kovetkezd két dbra a fent ismertetett két operaciot, az élelhagyast, illetve
az €losszehuzast illusztralja a G grafon, illetve annak G* dualisan.
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(G-e) G*/e*

6/e
Az abra azt sugallja, hogy (G —e)* = G*/e* és (G/e)* = G* — e*.
6. Allitas. (i) (G —e)" = G* /e,
(i) (G/e)* = G* —e*.
Az érdekl6dd hallgato szamara a fenti allitas bizonyitésa egy lehetséges feladat.
Definicié. Legyen G egy graf.

a) Haa G grafbol az R graf él- illetve csucselhagyasoperaciok segitségével megkaphato,
akkor R-et a G graf részgrafjanak nevezziik. Jelolésben: R C G.

b) Ha a G grafbol az M graf él- illetve cstucselhagyés és élosszehtzas operaciok
alkalmazasaval megkaphato, akkor a G graftban H minorként szerepel (H a G
minorja). Jelolésben: M < G.

c) Haa G grafhbol a T graf élek 6sszevonasaval és él- illetve csticselhagyas operaciokkal
nyerhetd, akkor T" a GG graf topologikus részgrafja. Jelolés: T' < G.

Megjegyzés. G(ele') ~ G/e ~G/e.

Példa. A R piros graf a G graf részgrafja, hiszen a zolddel jelolt éleket és csiicsokat
elhagyva éppen az R grafot kapjuk.

N
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Példa. A T piros graf a G graf topologikus részgrafja, hiszen a zolddel jelolt éleket
és csucsokat elhagyva, a pirossal jelolt éleket Gsszevonva éppen a T’ grafot kapjuk.

&4

Példa. Az M piros graf a G graf minorja, hiszen ha a zolddel jelolt éleket elhagyjuk,
a kijelolt klaszterekben szerepls kék feszitéfa éleit éleit ('jsszehflzzuk akkor éppen az
M gréafhoz jutunk. (A klaszterek zsugorodnak Gssze M csticsaiva.)

%

Eszrevétel. Egy részgraf topologikus részgraf is egyben. Egy topologikus részgraf
minor is egyben. Formaélisan, ha G, R grafok, akkor G O R = G > R = G > R.
Visszafelé viszont egyik allitas sem érvényes (lasd alabbi példak).

Példa. Példa topologikus részgrafra, amely nem részgraf:
g - H

C4-bél C3 barmely két dsszefuto e és € élek 6sszevonasaval megkaphato, vagyis Cs
C, topologikus részgrafja. Cy-nek tobb csiicsa van mint Cs-nak. Részgrafsag esetén
alkalmazni kellene a cstcselhagyas operaciot, ami barmilyen végrehajtés esetén egy
kétela grathoz vezetne. Tehat C5 nem részgrafja Cy-nek.

Példa. Példa minorra, amely nem topologikus részgraf.
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A Petersen-grafbol K5 a kék szinnel jelolt élek osszehuzasaval adodik, tehat K
a Petersen-grafban minor. K5 nem topologikus részgrafja a Petersen-grafnak, hiszen
a Petersen- graf minden cstucsanak fokszama 3, K5 cstucsainak fokszama viszont 4.
Két masodfoki cstcsba futd él Gsszevonasaval, csics- illetve élelhagyés-operacioval
viszont nem lehet fokszamot névelni.

Eszrevétel. Ha G sikgraf, R C G;T < G; M < G teljesiil, akkor R, T, M is sikgraf.

5. Kuratowski és Wagner tételei
7. Kovetkezmény. Ha G sikgrdf, akkor K5 és K35 nem lehet részgrdf G-ben, K5 és
K33 nem lehet topologikus részgrdaf G-ben, illetve K5 és Ks3 nem lehet minor G-ben.

Ha K5 vagy K33 minden élére egy 1j cstuicsot helyeziink, akkor ugyancsak nem
sikgrafhoz jutunk, de részgrafként mar nem talaljuk a K5, K33 grafokat. Azok csak
topologikus részgrafként, illetve minorként lesznek G-ben. Azaz az elsd éllitas nem
megfordithato. Az utolsod két allitas viszont megfordithato.

8. Teétel. A kivetkezd hdarom dllitds ekvivalens:

(i) A G grdf sikgrdf.

(i1) A G grafnak nem topologikus részgrifja a K5 és Ks3 grif (G ? Ks; Ks3).
(iii) A G grifban nincs Ky és K33 minor (G % Ks; Ks3).

A fenti harmas ekvivalencia két fiiggetlen eredmény 6sszegzése: (i)<(ii) a Kuratowski-
tétel, mig (i)<(iii) a Wagner-tétel.

6. A Wagner-tétel bizonyitasanak fontosabb részei

Wagner-tételét indirekten bizonyitjuk. tegyiik fel, hogy van G ellenpélda ré. Azaz G
nem sikgraf és nincs benne sem K5, sem K33 minor. Ekkor van olyan G ellenpélda
is, ami minimalis (|V| + |E| a lehet6 legkisebb). Igy G minden ,csonkitasa” elveszti
ellenpélda mivoltat. Ez a csonkitott rész egy minor, igy ez csak ugy lehat, ha az mar
sikgraf. A bizonyitas hatralévs része ,ellentmondas-vadaszat”.

Sikgrafok-10



9. Lemma. G 3-szorosan dsszefiiggd eqyszerid grdf.

10. Lemma. Ha H 3-szorosan dsszefiiggd és |V (H)| > 4, akkor alkalmas e élére G /e
18 3-szorosan 6sszefliggd.

A két lemma bizonyitasa is csak egy technikai kitérs a Wagner-tétel indoklaséaban.
A kovetkezd fejezetre hagyjuk.

11. Kovetkezmény. Legyen G egyszert, hdromszorosan ésszefiiggd grdaf, melynek
csucsszama legaldbb 5. Ekkor taldlhatd olyan xy € E(G) él, melyre a G — {z,y} grdf
kétszeresen dsszefliggd.

Ko6vetkezmény bizonyitasa: A lemmaban szerepls e él megfelel§, hiszen G —
{z,y} = (G/e) — [e] kétszeresen Osszefliggd lesz. |

Legyen e a Lemma és a Kovetkezmény kozos éle. G/e nem tartalmaz K, illetve
K3 3 minort (minorjaik G-nek is minorjai), haromszorosan 6sszefiiggd, igy az indukcios
feltevés alapjan G /e szépen lerajzolhatd. Ebben a lerajzolasban ott van a G — {z, y}
graf lerajzolasa és a kontrahalt élt reprezentalo [e] csucs is. A G — {x,y} graf
kétszeresen Osszefiiggs, igy lerajzoldsanak minden tartomanyét egy kor hatarolja. Azt
is amely belsejében ott van az [e] cstics. Legyen C' ezen tartomany hatéarolo korgraf.

Legyen P = N(z) N V(C), K = N(y) N V(C), ahol N(x)/N(y) az z/y csucs
szomszédainak halmaza. P elemeire mint piros, K elemeire mint kék cstucsok hivatkozunk.
Fontos latni, hogy P N K # () eset is el6fordulhat, azaz a két szin nem két kizaro
kategoria.

A kovetkezd két fogalom és egy f6lemma segitségével juthatunk el a bizonyités
befejezéséhez.

Definicié. Egy kort C kort u és v csicsa (u,v € V(C)) két zart ivre bontja, mégpedig
az [u,v]™ és [v,u]™ ivre. A két iv a két wv ut cstcshalmaza. Koriink szépen
lerajzolt a sikra, igy az ivek megkiilonboztethet6k: a jelolésben az els§ csiicsbol
indulva, 6ramutato jarasa szerint haladva jutunk el a méasodik csticshoz. A két iv
(csticshalmaz) metszete az {u, v} csiucsok. (u,v)™ legyen [u,v|™ — {u,v}.

Definicié. Legyen A és B a C kor cstcshalmazanak két részhalmaza. Azt mondjuk,
hogy A és B szeparalhato, ha megadhatoak olyan u,v € V(C) cstcsok, melyekre
A C [u,v]™ és B C [v,u]™, vagyis létezik olyan felbontasa a kornek, hogy A az egyik
iv, B a masik iv csticsainak részhalmaza.

Megjegyezziik, hogy a két iv zart, igy végpontjaik kozosek. A definicid megengedi,
hogy nem-diszjunkt ponthalmazok is szeparalhatok legyenek. A kovetkezs kombinatorikus
lemma a szeparalhatosidg akadalyait irja le.

12. Tétel (F6lemma). Legyen C' egy kor és A és B a kor két véges részhalmaza.
A és B pontosan akkor nem szepardlhato, ha a kévetkezd két lehetdség valamelyike
teljestil.
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(i) Létezik olyan a,a’ € A és b,b/ € B négy kilonbozé csics, melyek a koron
felvdltva helyezkednek el, azaz az (a,a’)™ b ésb' kozil pontosan egyet tartalmazzon.

(ii) A=B és |A| = |B| = 3.

A szeparalhatosagot megakadalyozo konfiguraciok a kovetkezs abran lathatok (A
és B a piros/kék szinekkel kodolt).

26

A lemma egyszert eset analizissel ellendrizhets. Ezt az érdekl6ds hallgatora
bizzuk.

A Wagner-tétel bizonyitasa méar egyszertien adodik:
1. eset: P és K nem szeparalhatoak a C' kor mentén. A f6lemma alapjan az (i) vagy
(ii) akadalyok valamelyike fellép.

S

Lathato, hogy az (i) esetben K33, az (ii) esetben K jelenik meg minorként, ami
ellentmondés, hiszen G rél feltettiik, hogy nincs benne Kj illetve K3 3 minor.
2. eset: P és K nem szeparalhatoak a C' kor mentén.

A P halmaz és a K halmaz pontjai ott vannak a C' kor éleinek gorbéjén (amely
élgorbék egy Jordan-gérbévé olvadnak 6ssze). Abrazoljuk a G — {z,y} megfelel6
tartomanyat és az [e] cstcsot, ahol [e] az Gsszehuzott e élt reprezentaléd cstics pontja.

Az le] csticsbol kiindulo élek egy része eredetileg x-bdl indult és P valamelyik
eleméhez ment, masik résziik eredetileg y-bol indult és K valamelyik eleméhez ment.
Mivel P és K szeparalt, ezért ezen éleknek megfelels élgérbék megrajzolhatok atmetszés
nélkiil ugy, hogy az [e]-t reprezentélo csues koriil a kiindulé gorbék kozott egy blokkban
legyenek a P-hez és egy blokkban legyenek a K-hez mend gorbék.
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G /e ezen lerajzolasabol G egy szép lerajzolasa mar konnyedén elGallithato, ha a
kontrakciot ,,visszavonjuk”. [ |

7. A Wagner-tétel bizonyitasanak technikai részletei

13. Lemma. Ha Wagner-tételt tudjuk hdaromszorosan dsszefiiggd grifokra, akkor a
tétel 1gaz.

Bizonyitas. |V |-re vonatkozé teljes indukcioval igazoljuk a Wagner-tételt. |V] <
4 esetben minden graf szépen lerajzolhato a sikra. Az indukcios lépeshez eseteket
kiilonboztetiink meg az Gsszefiiggdség foka szerint.

1. eset: A G graf nem dsszefiiggé. Ha G nem 0Osszefliged, akkor jelolje G, G, . ..
a grafunk komponenseit. Egyik komponens sem tartalmazhat K5 és K33 minort,
mindegyik komponens cstcsszama kisebb mint G-¢é. Igy az indukcios feltevés alapjan
mindegyik komponens szépen sikra rajzolhat6. Vegyiink fel komponensszamnyi diszjunkt
egységkorlapot. Az egyes komponensek lerajzolasai lekicsinyithaték (amennyiben
sziikséges) gy, hogy az egyes korlapokba berajzolhato legyen. Igy G egy lerajzolasahoz
jutunk.

2. eset: A (G graf Osszefiiggs, de nem 2-szeresen Gsszefiiggd. Ekkor létezik = €
V(G) elvagd cstcs, melyre G — {z} tébb komponensre esik szét: Gy, Go, G, . ..
Mindegyik komponenshez adjuk hozza az = cstcsot (a komponenshez vezetd élekkel).
Az igy kapott grafok legyenek @1,@2, ... Ezek mind G részgrafjai. Ezért egyik
sem tartalmazhat K5 és K33 minort, mlndegylk csticsszama kisebb mint G-¢. Igy az
indukcios feltevés alapjan mindegyik G szépen sikra rajzolhato. G szép lerajzolasa
modosithaté gy, hogy az x csiicsot realizaldo P, pont a nem korlatos tartomény
hataran legyen (példaul gdmbre vetitéssel, majd a gémbrerajzolas alkalmas P, kornyéki
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felvagasaval). Ez a lerajzolas deformélhaté ugy, hogy egy szogtartomanyban legyen,
ahol P, a szogtartomény O csicséba keriil.

Legyen ¢ a (; grafok szama. Vegylink fel ¢ szogtartomanyt, amelyek diszjunktak
kivéve kozos cstucsukat, O-t. A fenti lerajzolasokat kiilon szogtartoményba illesztve
ezek G egy szép lerajzolasava allnak Ossze.

o

3. eset: A G graf 2-szeresen Gsszefiiggd, de nem 3-szorosan Osszefiiggd. Ekkor
letezik z,y € V(G) elvagd csucspar, melyre G — {z,y} tébb komponensre esik szét:
G1, Gy, ... Mindegyik komponenshez adjuk hozza az x és y cstcsot a komponenshez
vezetd élekkel. Az igy kapott grafok legyenek Gy, Go,. ... Ezek mind G részgrafjai.
Definiciojuk miatt egyikben sem lesz = és y szomszédos. (G; bévitésénél csak az z,
y-bol a komponenshez vezetd éleket adtuk hozza.)

Legyen G, G3, ... azok a grafok, amiket G;-bél tigy kapunk, hogy a-et és y-t
Osszekotjik. Ezek méar nem sziikségszertien részgrafok G-ben. DE minorok! Ezért
egyik sem tartalmazhat K5 és K33 minort, mindegyik csticsszama kisebb mint G-é.

Igy az indukcios feltevés alapjan mindegyik @f szépen sikra rajzolhato. @f SZEép
lerajzoldsa modosithato tgy, hogy az e = xy élt realizalo G, élgorbe a nem korlatos
tartomény hataran legyen (példaul gombre vetitéssel, majd a gombrerajzolas alkalmas
G. felezépontjanak kornyékén torténs felvagasaval). Ez a lerajzolas deformalhato ugy,
hogy G. egyenes OO'szakasz legyen (O reprezentélja az = és O' az y cstcsot), mig a
lerajzolas tobbi része egy OO0’ feletti ,,holdacskaba” essen.

Legyen £ a G; grafok szama. Vegyiink fel £ holdacskat, amelyek diszjunktak kivéve
kozos csticsaikat, O, 0t és elkeriilik az OO’ szakaszt. A G fenti lerajzolasaban ott
van @Z lerajzolasa is, amit az i-edik holdacskaban elhelyezhetiink (z-et O, y-t O’
reprezentéalja). Ha sziikséges, akkor az Osszeragasztott lerajzolasokhoz hozzavessziik
az OO’ szakaszt is az zy él reprezentalasara. Igy G egy szép lerajzolasahoz jutunk. W
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14. Lemma. Legyen G egyszert, hdromszorosan 6sszefiiggd graf, melynek csiucsszama
legalabb 5. Ekkor taldlhato olyan e € E(G) €l, melyre a G /e grdaf 3-szorosan dsszefiiggd.

Bizonyitas. A lemma bizonyitasat nem végeztiik el. [ |

8. Tovabbi kapcsolo6dod tételek

Végezetiil néhany tétel kimondasa kovetkezik bizonyitas nélkiil.

15. Tétel (Fary-tétel). Ha G egyszeri sikgrdf, akkor lerajzolhato gy, hogy minden
Elgorbéje szakasz legyen.

16. Tétel (Tutte-tétel). Ha G egyszeri, 3-szorosan 6sszefiiggd sikgraf, akkor lerajzolhato
ugy, hogy minden €élgorbe eqyenes szakasz, tovabbda minden korldtos tartomadnya konvex
sokszog.

17. Tétel (Steinitz-tétel). Egy G grdf pontosan akkor eqy konvex poliéder élgrifja,
ha 3- szorosan dsszefiliggd eqyszerd grdf.

18. Tétel (Wagner struktaratétele). A G grdaf pontosan akkor nem tartalmaz Ks
minort, ha felépithetd sikgrafokbol és W Wagner-grdafbol (ldsd aldbb) legfeljebb hdrom
ponti klikk menti dsszeragasztdsokkal és csics- illetve élelhagydsokkal.

w

19. Kovetkezmény (Wagner szinezési tétele). Ha a G grdf tartalmaz K5 minort,
akkor a kromatikus szdma legfeljebb 4.

A Wagner-tétel alapjan atirhatjuk a négy-szin-tételt: Ha a G graf nem tartalmaz
Ks, illetve K33 minort, akkor G kromatikus szama legfeljebb 4. Wagner szinezési
tétele azt mondja, hogy a négy-szin-tétel ezen alakjaban elég csak K-t minorként
kizarni. Ez az élesités nagyon fontos.

Bizonyitéasa a struktaratétel utédn, a négy-szin-tételre vonatkozé hivatkozéssal
egyszeri: A sikgrafok és a Wagner-graf 4-szinezhetd, a klikkek menti ragasztas nem
noéveli meg a kromatikus szamot. Azaz az élsités nem sokkal nehezebb mint a négy-
szin-tétel.
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Sejtés (Hadwiger-sejtés). Ha a G graf nem tartalmaz K1 minort, akkor G kromatikus
szama legfeljebb k.

[lletve egy ekvivalens megfogalmazasa:

Sejtés (Hadwiger-sejtés). Ha a G graf nem k-szinezhetd, akkor tartalmaz Kj g
minort.

BSc-s tanulményainkbol tudjuk, hogy a minorsag helyett részgrafsaggal dolgozva a
megfelels allitas ,,nagyon hamis”. Nem annyira nyilvanvald, hogy topologikus részgrafsaggal
dolgozva is (nagyon) hamis allitashoz jutunk (ezt lathatjuk, ha az interneten a ‘Hajos-
conjecture’-re keresiink).

A minorokat hasznalé Hadwiger-sejtés & = 2 esetet trividlis. A k = 3 esete
egyszeri. A k = 4 eset igaz (Wagner szinezési tétele), a négy-szin-tétellel ekvivalens
(ahogy vazoltuk). Ahogy k nd a sejtés nehezedik (miért?). Ennek ellenére a k = 5 eset
(a négy-szin-tétel élesitése) bizonyitott. A bizonyitasa a négy-szin-tételre hivatkozik,
de igy is nagyon bonyolult.
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