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1. Sikgrafok, négy-szin-tétel

A szinez’esi problémék fontos alkalmazéasokkal rendelkeznek. A gréafelméleti vizsga-
latuk mégis egy ,.fejtorével” kezdddtek a XIX. szdzadban. Az 0sztonzé probléma a
négy-szin-sejtés volt. Manapsag mar tételként ismerjiik ezt (angolul 4-color-theorem,
roviditve 4CT).

A tovabbiakhoz fel kell idézniink a sikrarajzolt grafokrol a BSc-s Kombinatorika
kurzusban tanultakat. Egy graf szép sikra rajzolasa (élgorbék belsé pontban nem
talalkoznak, azaz egyetlen talakozéasi mod, hogy kozos csticspont az egyik végpontjuk)
a grafelmélet nyelvét gazdagitja. Tobbek kozott beszélhetiink tartomanyokrol, duélis
sikrarajzolt grafrol. Egy graf sikgraf, ha szépen lerajzolhato a sikra.

A négy-szin-sejtés/tétel mai megszokott alakja: Minden hurokél nélkiili G sikgraf
esetén y(G) < 4.

2. Tartomanyok, dualitas

A kovetkezs dbran egy sikrarajzolt grafot (kék) és dualisat (piros) lathatjuk.
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Az abran lathato lila csillagok parbaallitjak az eredeti és duélis graf éleit.
A kovetkezs tablazatban 6sszefoglaljuk sikrarajzolt graf és duélisa kozotti sokréti
kapcsolatot.

EREDETI
G sikra rajzolt graf

DUALIS
G* sikra rajzolt graf

cstcsok /févarosok
élek

szomszédos csucsok

tartomanyok /orszagok

élek

kozos hataréllel rendelkezs (szomszé-
dos) tartomanyok

tartomanyszinezés csucsszinezés

jo tartoméanyszinezés (szomszédos tar- | jo cstcsszinezés

tomanyok kiilonb6z6 szintiek)

jo szinezhetGség feltétele: nincs olyan | jo szinezhetGség feltétele: nincs hurok-
él, amely mindkét oldalan ugyanaz a | él
tartomany fekszik

cstcsok tartoményok

egy cstcsban Osszefutod élek egy tartoméanyt hatéarold élek

fokszam hatar bejarasanak hossza

Négy-szin-tétel (4CT): kétszeresen él-
Osszefiiged sikra rajzolt graf tartoma-
nyai négy szinnel jol szinezhetsk

Négy-szin-tétel (4CT'): hurokélmentes
stkra rajzolt graf csiicsai négy szinnel
jol szinezhetsk

Szinezés esetén feltehets: G harom-

regularis

Szinezés esetén feltehetd: minden tar-
tomany haromszog (grafunk triangu-

1alt)

Megjegyezziik, hogy 3-regularitas esetén a moho algoritmus minden grafot jol
csticsszinez. Illetve dudlisan triangulélt sikrarajzolt graf tartoméanyai nyilvanvaléan
jol 4-szinezhetdk.

A fentiek (dualitas) alapjan a négy-szin-tétel megfogalmazhato6 tartomany, illetve
csucsszinezési valtozatban is.

3. A négy-szin-sejtés mint élszinez’esi probléma

A kovetkez6 tétel egy harmadik ekvivalens alakot ad, amely élszinezési problémaként
fogalmazza meg a kézponti kérdést /tételt.

1. Tétel. A kovetkezd két dllitds ekvivalens:

(i) Ha G 3-reguldris, 2-szeresen élosszefiiggd sikgrdf, akkor x.(G) = 3.
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(ii) 4CT.

Bizonyitas. (i)= a 4CT tartomanyszinezési verzioja 3-regularis grafokra. Legyen G
egy a sikra szépen lerajzolt 3-regularis kétszeresen élosszefiiggd graf.

Tudjuk, hogy G élhalmaza My, My, Ms teljes parositasok unidja. Legyen M+ M,
az My U M, élek altal meghatérozott feszits részgraf G-ben. M + M, egy 2-regularis
részgraf, azaz komponensei korok. Nyilvan a részgrafunknak is szépen lerajzolt ésK
konnyen lathato, hogy az M; + M, tartomanyai jol szinezhetSk két szinnel (példaul
a komponensek sz’amara vonatkozo teljes indukcioval). Legyen ez a két szin ,,piros”
és ,kék”. Hasonloan M; 4+ M3 tartomanyai is jol szinezhetSk két szinnel. Legyen ez
,Vilagos” és ,,s0tét”.

Igy a sikot kétszer is kiszineztiik, specidlisan a G graf lerajzolasanak minden
tartomanya kétszer is szint kapott. KEgy tartomany kapott szinparja négyféle le-
het: , vilagoskék”, | vilagospiros”, ,sotétkék”, | sotétpiros”. Ez egy jo 4-szinezése G-
tartomanyainak, mivel barmelyik két szomszédos tartomany M; + Ms-ben vagy M, +
Ms-ben is kiilob6z6 tartomanyba esik, igy szineiknek mar ezen komponense is meg-
kiilonbozteti Gket.

A 4CT tartomanyszinezési valtozata 3-reguléris grafokra = (i): Tehat tudjuk,
hogy a G kétszeresen élosszefligged, 3-reguléris sikgraf tartomanyait jol 4-szinezhetjiik.
Legyen 1,2, 3,4 a felhasznélt szinek.
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Legyen
M, :={e € E(G)| e két oldalan 1,2 vagy 3,4 szint latjuk},

M, :={e€ E(G
M;:={e€ E(G

| e két oldalan az 1,3 vagy 2,4 szint latjuk},

)
)

| e két oldalan az 1,4 vagy 2,3 szint latjuk}.

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és diszjunktak.

A diszjunktsag trivialis a definiciokbol.

El6szor azt igazoljuk, hogy My, My, M3 parositasok: Tegyiik fel, hogy e, f € M;
valamely ¢ = 1,2, 3 esetén és az x csics illeszkedik e-re és f-re is. z-ben harom tarto-
many fut 6ssze: 71,7, 73. Ezek kiilonbozé szintek. Igy e és f nem lehet ugyanabban
az M; élhalmazban.
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Veégiill My U My U My = E(G). Valoban, ugy definidltuk az M;-ket, hogy barmely
két szin talalkozik egy e él két oldalan az valamelyik M; halmaz definici6janak eleget

tesz. (A (;1) = 6 lehet6ség mindegyike szerepel a harom definici6ban.)
Ebbdl adodik az allitas. |

A fenti harom forméja a négy-szin-sejtésnek a XIX. szazadi matematika eredmé-
nye. A XX. szazad, benne a szamitogépek elterjedésével elvezetett a négy-szin-sejtés
igazolasahoz. A négy-szin-sejtés bizonyitasa utan a kovetkezd tételt mondhatjuk ki.

2. Tétel. Ha G 3 requldris 2-szeresen €losszefiliggd, tovdabba sikgraf is, akkor élhalmaza
hdrom teljes pdarositds unidja, azaz taldlhatok olyan My, My, M3 teljes pdrositisok G-
ben, hogy My U My U Mz = E(G) teljesiiljon.

Megjegyzés. A sikgraf feltétel sziikséges. Az ellenpéldat Petersen adta. Petersen-
graf: 3-regularis, kétszeresen élosszefiiggs, nem sikgraf, és élhalmaza nem all eld

M, U M, U M3 alakban, ahol az M;-k parositasok.
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