4. feladatsor — Absztrakt algebra

4.1. Feladat. Mivelet-e

(a) a szokasos Osszeadas, illetve szorzas a {3k | k € N} halmazon;

(b) a szokésos Osszeadas, illetve szorzas a 3-jegyt pozitiv egész szamok
halmazan;

(c) a szokasos sszeadas, illetve szorzas az {a + bi | a,b € RT} halmazon;

(d) a metszés, illetve egyesités az {0, {1, 2}, {3,4},{1,2,3,4}} halmazon;

(e) a szokéasos Osszeadés a Z4 halmazon;

(f) a szokésos Osszeadas a {0, 3,6} halmazon, ahol 0,3,6 € Zg?

4.2. Feladat. Készitsiik el az alabbi grupoidok mitvelettablajat, és ennek
alapjan allapitsuk meg, hogy melyik grupoid kommutativ, melyekben van zéruse-
lem, illetve egységelem. Az egységelemes grupoidokban hatarozzuk meg, hogy
mely elemeknek van inverze.

(a) ({_L Oa 1}7 ' ))

(b) ({—1,0,1}; W), ahol a U b = max(a, b);

(c) (P({1,2}); \ );

(d) ({i,h};—), ahol i az igaz, h a hamis logikai érték.

4.3. Feladat. Az alabbi miivelettablazatok alapjan dontsiik el, hogy kommutativ-
e, kancellativ-e a mitivelet, van-e a grupoidban zéruselem, illetve egységelem?
Ha van egységelem, akkor mely elemeknek van inverze?

° ‘ a b ¢ d * ‘ a b ¢ d
ala a a a ala b ¢ d
(a) bla b ¢ d (b) b| b ¢ a a
cl b ¢ b b cl ¢ a b a
dl d d a a dl d d d d

4.4. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kiévetkez$ grupoidok asszociativak-e,
kommutativak-e, van-e benniik zéruselem, illetve egységelem. Az egységelemes
grupoidokban keressiik meg azokat az elemeket, amelyeknek van inverze. Ez
alapjan dontsiik el, hogy a grupoid, félcsoportot, monoidot vagy csoportot
alkot-e.

(a) (Q; o), ahol gor = g;

(b) (N; ), ahol m *n =mn —m + n;

(c) (R; o), ahol x Dy =12 — 3z — 3y + zy;

(d) (R; o), ahol x Ay = zy — 2(x + y) + 6;
) (R; L), ahol z Uy = max(x,y);

(e
(f) {reR|0<r<1}; ®),ahol x dy = |z —yl.

4.5. Feladat. Vizsgalja meg, hogy a kovetkezd grupoidok koziil melyek félcso-
portok, melyek monoidok, melyek csoportok, és melyek Abel-csoportok. (Jelol-
je Ms a 2 x 2-es valos méatrixok halmazat.)

(@) (N; +);  (b) (No; +); (¢) (% +); (d) (@ +);
(¢) (Zu, +) O &) (9)(Q ) () (@ {0}; -
) ®R-) ) (@) (0 (PO)N): () (P(N); A)
(m) (Ma; +);  (n) (Ma; - ).
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4.6. Feladat. Az alabbi 4llitasok koziil melyek érvényesek tetszéleges csoport
minden a, b, x,y elemére?

(a) Haa=!' = b1 akkor a = b.

(b) Ha za = ay, akkorm—y

(c) Ha abr = 1, akkor x = a~1b71.

(d) Ha (ab)? = a®b?, akkor ab = ba.

4.7. Feladat. Melyek alkotnak gytrtit, és melyek alkotnak testet az aldbbiak-
ban megadott algebrak koziil? (Jelolje Ma a 2 x 2-es valos matrixok halmazat.)

(@) (N; +5 ) (0) (Z; 45 ) () (@ +5+); (d) R; +5+)
(©) (Zaz; +5-); () (Zaz; +5-); (8) (P(N); A50); (h) (Ma; +5 -).

4.8. Feladat. Végezziik el a kovetkez§ miveleteket a Z7 testben.

= == 5 T 3 18 —15
(a) 9+12; (b)2-15; (¢) 3; () 1175 (e) ITT.
4.9. Feladat. Végezziik el a kovetkezd miveleteket a Zi5 gytriiben.

)8+ ()38 (% @ (02"

4.10. Feladat. A T = ({a,b, ¢, d}; o) grupoid mivelettablaja:

o ‘ a b ¢ d
ala ¢ b d
bl b ¢ b a
cl ¢ a ¢ a
dld ¢ a d

Hatérozzuk meg a T grupoid koévetkezs részalgebrait, valamint adjuk meg T
egy minimalis generatorrendszerét.

(@) lal; () [{bie}]; () [ (D) (o) {be,d}].

4.11. Feladat. Hatarozzuk meg a G csoport A részhalmaza &ltal generalt
részcsoportot.

(a) G = (Zs; +), A={2}; (b) G = (Zy; +), A={3};
(c) G = (Zs; +), A={2}; (d) G = (Z12; +), A= {8,10};

() G=(Q; +), A=N; (f) G=R\{0}; -), A=Q".
4.12. Feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban az a elem rendjét.
(a)G:(Z4;—|—),(L:?; (b)G:(Z4,+),CL:§,
(c) G =(Ze; +), a=2; (d) G=(C\{0}; -), a=1i.

4.13. Feladat. Legyen G csoport, H részcsoport és a,b € G. Hatarozzuk
meg az a elem H szerinti baloldali mellékosztélyat, és dontsiik el, hogy eleme-e
ennek a mellékosztalynak a b elem.

(a) G=(Zg; +), H=1[3], a=1, b=2;

(by G=(Z;+), H={3k:kelZ}, a=2 b=—4

(C) G = (R2; + )a H = {(ZL‘,ZL‘): x € R}v a = (374)a b= (_87 _7);
(d) G= (7% +), H={(bz,~-2r):xzcZ},a=(2-1), b=(17,-5).
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4.14. Feladat. Az A = ({0,1,2};0), B = ({a,b,c}; %), C = ({p,q,r};0) és
D = ({—1,0,1};-) grupoidok miivelettablazatai a kivetkezdk.

ol 0 1 2 x| a b ¢ olp ¢ r -] -1 0 1
00 1 2 al a b c plp p D —1 1 0 -1
111 0 2 bl b ¢ a q| p q r 0 0O 0 0
212 2 2 clc a b rlp r gq 1 -1 0 1
Doéntsiik el, hogy mely grupoidok izomorfak. (Adjuk meg az izomorfizmusokhoz

tartozo leképezésket.)

4.15. Feladat. Az el6z6 feladatban megadott A, B, C grupoidokra igazak-e a
kovetkezs allitasok?
(a) Legyen C1 = {{p}{q,r}} osztalyozas a C grupoid alaphalmazan. A C;
osztalyozashoz tartozé a ekvivalenciarelacié kongruencia C-n.
(b) Legyen Co = {{0}{1,2}} osztélyozés az A grupoid alaphalmazan. A
Cy osztalyozéashoz tartozd § ekvivalenciarelacié kongruencia A-n.
(c) Legyen 7 kongruencia A-n. Ha (0, 1) € ~, akkor sziikségképpen (1,2) €

7.
(d) Legyen ¢ kongruencia B-n. Ha (a,b) € 0, akkor sziikségképpen (a,c) €
J.
4.16. Feladat. A T = ({a,b,c,d};x) grupoid mivelettablaja:
* ‘ a b ¢ d
al b b d d
bla ¢ ¢ a
cl b d d b
dl a ¢ a c

Dontstik el, hogy az alabbi osztélyozasokhoz tartozo ekvivalenciarelaciok kongruencidk-
e T-n.

(a) G = {{a7 b}v {Ca d}},

(b) C2 ={{a,b,c,d}};

(c) C3={{a,b,c},{d}};

(d) Cy= {{(Z, C}a {b> d}},

(e) C5 = {{a}, {b},{c}. {d}}.



4. feladatsor — Absztrakt algebra
MEGOLDASOK

4.1. Feladat.
(a) igen, igen; (b) nem, nem; (c) igen, nem; (d) igen, igen; (e) igen; (f) igen.
4.2. Feladat. .

(a) A grupoid kommutativ, zéruseleme: 0, egységeleme: 1, az invertalhato
elemek halmaza: {1,—1};

(b) A grupoid kommutativ, zéruseleme: 1, egységeleme: —1, az invertal-
hato elemek halmaza: {—1};

(c) A grupoid nem kommutativ, zéruseleme nincs, egységeleme nincs, az
invertalhat6 elemek halmaza: 0;

(d) A grupoid nem kommutativ, zéruseleme nincs, egységeleme nincs, az
invertalhat6 elemek halmaza: ().

4.3. Feladat. .

(a) A grupoid nem kommutativ, nem kancellativ, zéruselem nincs, a b elem
egységelem, a b és ¢ elemeknek van inverze: b1 =b, ¢! =¢;
(b) A grupoid nem kommutativ, nem kancellativ, zéruselem nincs, az a
elem egységelem, az a, b és ¢ elemeknek van inverze: a ' = a, b~! =
c, cl=b
, =b.

4.4. Feladat. .

(a) A grupoid asszociativ, nem kommutativ, zéruseleme nincs, egységeleme
nincs, az invertalhat6 elemek halmaza: (), félcsoport;

(b) A grupoid nem asszociativ, nem kommutativ, zéruseleme nincs, egységeleme
nincs, az invertalhato elemek halmaza: ();

(c¢) A grupoid asszociativ, kommutativ, zéruseleme: 3, egységeleme: 4, az
invertalhato elemek halmaza: R\ {3}. Monoid és (R\ {3}; 0O ) csoport;

(d) A grupoid asszociativ, kommutativ, zéruseleme: 2, egységeleme: 3, az
invertalhato elemek halmaza: R\ {2}. Monoid és (R\ {2}; A ) csoport;

(e) A grupoid asszociativ, kommutativ, zéruseleme nincs, egységeleme nincs,
az invertalhat6 elemek halmaza: (), félcsoport;

(f) A grupoid nem asszociativ, kommutativ, zéruseleme nincs, egységeleme:
0, az invertalhato elemek halmaza: {r e R |0 <r < 1}.

4.5. Feladat.
(a) félcsoport; (b) monoid; (c) Abel-csoport; (d) Abel-csoport;
(e) Abel-csoport;  (f) monoid; (g) monoid; (h) Abel-csoport;
(1) monoid; (j) monoid; (k) monoid; (1) Abel-csoport;
(m) Abel-csoport; (n) monoid

4.6. Feladat. .
(a) érvényes;
(b) nem érvényes;
(c) nem érvényes;
(d) érvényes.
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4.7. Feladat.

(a) nem gytrd; (b) gytrd; (c) test; (d) test; (e) gytrd; (f) test;

(g) gytir; (h) gytird.
4.8. Feladat.

@4 (B (94 (A2 (o) 14
4.9. Feladat.
(a) 2; (b) 9; (c) 11; (d) nem végezhetd el; (e) 4.

4.10. Feladat.

(a) {a};  (B){a,b,c}; () {a,b,c}; () {d}; () {a,b,c,d}.

T egy minimalis generatorrendszere: {b,d}

4.11. Feladat.

(2) {0,2};  (b) {0,1,2,3};  (c) {0,2,4}; (d) {0,2,4,6,8,10};
(e) (Z; +);  (£) (@\{0}; -).
4.12. Feladat.

@o@=2% ()o@ =4 ()o@ =3 (d)o(i)=41

4.13. Feladat. .
(a) T+ H ={1,4}, 2 nem eleme;
(b) 2+ H=1{3k+2: keZ), —4=3(—2)+2 eleme
(c) B, 4)+H={(z+3,z+4): 2 € R}, (-8,-7)=(—-11+3,-11+4)
eleme;
(d) (2,-1)+H={(bzx+2,-2x—1): z€Z}, (17,—5) nem eleme.

4.14. Feladat. A = C = D.
A—-C;, 0—q, 1—r 2—p.
C—-D; p—0,qg—1, r— —1.
A—-D; 0—1,1— -1, 2—0.

4.15. Feladat. .



