KOMBINATORIKA

Variacio, permutaciod, kombinacid. Binomialis tétel, szita formula.

1. Kombinatorikai alapfeladatok

A kombinatorikai alapfeladatok lényege az, hogy bizonyos elemeket sorba rendeziink, vagy
néhanyat kivalasztunk beldliik, és esetleg utana rendezziik sorba. Minden ilyen feladatnal fel
lehet tenni a kovetkezé kérdéseket.

e Sorba kell-e rendezni az &sszes elemet? (Permutéacio.)

e Ki kell-e valasztani koziiliik valamennyit? (Variacio vagy kombinacio.)

e Az elemek kiilonbozsek, vagy azonosak is vannak kozottiik? (Ismétlés nélkiili vagy
ismétléses. )

e A kivalasztas utan szamit a sorrend vagy nem? (Variacié vagy kombinécio.)

A kovetkezdkben a fenti felsorolas zardjelben 1évs fogalmait fogjuk pontosan definidlni.

1.1. Variacio

1. Definici6. Egy n elemi halmaz elemeibdl képezhets k-tagi (ismétlédést megengedd)

------
.....

------

------

4. Példa. A H ={1,2,3,7,8,10} halmaznak a 3,10,7, 1,2 sorozat egy 5-6d osztalya varia-
cidja.

5. Megjegyzés. A fenti definiciok lényege, hogy n elembdl kivalasztunk k& darabot és utana
sorba rendezziik. Ismétléses varidcional n darab kiilonb6z6 elembdl akkor is ki tudunk va-
lasztani k darabot, ha esetleg £ > n. Nyilvan az ismétlés nélkiili esetben ez nem tehets meg,
mert n darab kiilonb6z6 elembdl legfeljebb n kiillonb6z6 darabot véalaszthatunk ki.

.....

halmaznak. Azaz n kiilonbo6z6 elembdl kivalasztva k darabot, majd ezeket sorba rendezve
hany kiilonb6z6 sorozatot kaphatunk. Erre ad vélaszt a kovetkezé két tétel.



6. Tétel. Legyen n,k € N. Ekkor n elem k-adosztdlyi ismétléses varidcidinak szdma n*.

7. Tétel. Legyen n,k € N és k < n. Ekkor n elem k-adosztdlyi varidcidinak szama n - (n —
)-n=2)-...-(n—k+1).

8. Megjegyzés. Az el6z6 tételben szerepls képletet ugy célszerd megjegyezni, hogy egy egye-
sével csokkend k-tényezss szorzatot képziink.

9. Példa. Hanyféleképpen tolthetiink ki egy totoszelvényt? (A magyar toton 14 meccs vég-
eredményére lehet fogadni, és mindegyik meccs kimenetele haromféle lehet: 1, 0 vagy x.) A
{0,1, 2} halmaz elemeibdl kell képezniink egy 13 + 1 hosszt sorozatot. Nyilvan két meccs
eredménye lehet ugyanaz is, ezért a fenti, ismétléses varidciéra vonatkozd képletet kell hasz-
nalnunk n = 3 és k = 14 adatokkal. Igy 3'-féleképpen tolthetiink ki egy totoszelvényt.

10. Példa. Egy tandcsban 10 ember iil, és ki akarjak maguk kézott sorsolni, hogy ki legyen
az igazgato és az igazgatd helyettese. Hanyféleképpen végzédhet a sorsolés? Ismétlés nélkiili
variaciorol van sz6 n = 10 és k = 2 paraméterekkel. (A sorrend val6ban szamit a kisorsoltak
kozott, mert nem mindegy, ki lesz az igazgato, és ki lesz a helyettese.) Tehat a sorsolas 10-9,
azaz, 90-féleképpen végzédhet?

11. Példa. Hany kiilonboz6 négybetiis sz6 képezhets a ,SAJTO” sz6 bettiibsl? Az 5 kiilon-
b6z6 betd kozil kell kivalasztani 4-et (a feladat nem mondja, hogy nem ismétldhetnek), és
ezeket kell sorbarendezni, tehat ismétléses variaciot kell alkalmazni n = 5 és k = 4 paramé-
terekkel. gy 5% sz6 képezhetd.

12. Példa. Egy kerékparlakaton egy 4 szamjegybdl all6 kombinacio nyitja és zarja a zarszer-
kezetet. Elfelejtettiik ezt a kombinaciot. Legrosszabb esetben hany kombinaciot kell végigpro-
balni? Ismétléses variacio n = 10 és k = 4 paraméterekkel, mivel a 10 kiillénb6z6 szamjegybdl
kell 4-et kivalasztani, és azokbol sorozatot képezni. (A lakat az ismétl6ds szamjegyeket nem
tiltja.) Igy 10* kombinaci6 lehetséges.

13. Példa. Egy bajnoksagon 8 csapat indult. Hényféle sorrend alakulhat ki a dobogon,
ha sehol sem lehet holtverseny, és minden csapat csak egy darab helyezést érhet el. Ismétlés
nélkiili variaciot kell alkalmazni, mert a 8 csapatbol kell kivalasztani 3-at, 6ket sorba rendezni,
mert a dobogén szamit a sorrend, és az ismétlést a feladat szovege tiltja. Osszesen 8 - 7 - 6
sorrend lehetséges.

1.2. Permutacid

14. Definicié. Adott n kiilonb6z6 elem esetén azoknak egy sorba rendezését az n elem egy

® s

15. Példa. A H = {1,2,3,7,8,10} halmaznak a 8, 1,2,7, 10,3 sorozat egy permutacioja.



16. Megjegyzés. Kozépiskolaban &altalaban a permutaciokat elkiilonitve probaljak tanitani a
variacioktol, pedig észre kell venniink, hogy a permutéacio egy olyan variacio, ahol egy n elemd
halmazbol n elemet valasztunk ki, és ezeket rakjuk sorba. Tehét olyan, mint az ismétlés nélkiili
variacié k = n paraméterekkel.

A permutécioknak is létezik ismétléses valtozata, azonban ennek definidlasidhoz vissza kell
emlékezniink a rendszer fogalméra. A rendszer a halmazhoz hasonl6 fogalom, annyi a kiilénb-
ség, hogy a rendszerben egy elemet tobbszor is felsorolhatunk. Példaul az 1,1, 3,4,6,6,7 egy
7-elemii rendszer. A rendszerek elemeit szandékosan nem tessziik kapcsos zardjelbe, mert azt
halmazok esetén hasznaljuk, és a rendszer nem halmaz.

17. Definici6. Egy n elemi rendszer elemeinek sorozatba rakasat az n elem ismétléses

LA

18. Példa. A 3,3,4,4,4,5,5 rendszernek a 4, 3,5,4, 5, 3,4 sorozat egy ismétléses permutaci-
oja.

19. Tétel. Legyen n € Ny. Ekkor n elem ismétlés nélkili permutdcidinak szdima n - (n — 1) -
(n—2)...2-1=nl! (ejtsd: n faktoridlis). Megdllapodds szerint 0! = 1! = 1.

20. Tétel. Tekintsiink eqgy n elemid rendszert, melyben r kilonbézd elem van, és minden
kiilonbozd elembdl ky, ko, . .., k. darab van a rendszerben. Tehdtn = ki + ko + ...+ k.. Ekkor
az n elem ismétléses permutdcioinak szama

n!
ke kD
A k; szamokat az i-edik elem multiplicitasanak nevezzik, ez mutatja, hogy az i-edik elemnek
hdny példinya van a rendszerben.

21. Példa. Hanyféleképpen tudunk 6 kiilénb6z6 konyvet sorba rendezni a kdnyvespolcon?
A valasz 6! = 720.

22. Példa. Hany kiilonbozd 5-betts sz készithets az ,ABLAK” sz6 bettiibdl, mindegyiket
felhasznalva? Azaz 5 elemet kell sorba rendezni, am az elemek kozott vannak egyformak.

Ekkor ismétléses permutéciot hasznalunk, a vélasz g—: =5-4-3=60.

23. Példa. Hanyféleképpen lehet egy 52 lapos poker-paklit megkeverni? A valasz 52!, ami
mellékesen egy 68 jegyt szam.

24. Példa. Hanyféle kiilonb6z6 sorrendje van a ,MATEMATIKA” sz6 bettinek? Azaz 10
elemet kell sorba rendezni, am az elemek kozott vannak egyformak. Ekkor ismétléses permu-

taciot hasznalunk, a valasz #0,'2, = 151200.

25. Példa. Hany 10 jegyid szam készithetd 6 darab kettes, 2 darab hetes és 2 darab hatos
szamjegybdl, ha mindegyiket fel akarjuk hasznalni? Ismétléses permutéciorol van szo, ahol a
rendszer 10 elemi, azaz n = 10. Tovabba harom darab kiilonb6z6 elem van a rendszerben:

2,7,6. Az ezekhez tartozo multiplicitasok: ko = 6, ky = 2 és kg = 2. Tehat a valasz a kérdésre:
10!
622!




1.3. Kombinaci6

26. Definici6. Egy n elemd halmaz k elemi részhalmazait az n elem k-adosztalya ismétlés
nélkiili kombinacidinak nevezziik.

27. Példa. A H = {1,2,3,7,8,10} halmaznak a {2,7,8} halmaz egy 3-ad osztalyt kombi-
nacioja.

28. Megjegyzés. Részhalmazok felsorolasanal az elemek sorrendje nem szamit, mert halmaz-
elméleti szempontbol {1,2,3} = {3,1, 2}.

Vegyiik észre, hogy egy n-elemi halmaz k-elemi részhalmazédnak megadasa azt jelenti,
hogy n elembdl kivalasztunk k darabot, és a fenti megjegyzés alapjan ezen kivalasztasnal az
elemek sorrendje nem szamit.

29. Definici6. Egy n elemt halmaz k elemt részrendszereit az n elem k-adosztalyu ismét-
léses kombinacidinak nevezziik.

30. Példa. A H ={1,2,3,7,8,10} halmaznak a 3,7,3,1, 10, 1,3 rendszer egy 7-ed osztéalyu
ismétléses kombinécioja.

31. Megjegyzés. Az eléz6 definicioban a részrendszer képzése azt jelenti, hogy egy elemet
tobbszor is kivalaszthatunk a halmazbol. Az elemek sorrendje most sem szamit, mivel a
rendszerben nem szamit az elemek sorrendje.

32. Tétel. Legyen k < n. Ekkor n elem k-adosztdalyi ismétlés nélkili kombindcidinak szama

33. Definicio. Az el6z6 tételben szerepld (Z) kifejezést binomialis egyiitthaténak nevez-
zik.

34. Tétel. Az n elem k-adosztalyu ismétléses kombindcidinak szdma

1)

35. Példa. Héanyféleképpen tudjuk kitolteni az 6toslottot? (Magyarorszagon 90 szambol 5-6t
kell megtippelni.) Mivel a sorsolas utan a megjelolt szamok sorrendje teljesen irrelevéans, igy
a 90 szambol 5 darab kivalasztasanél a sorrend nem szamit. Tehét (950)—féleképpen tolthets
ki egy otoslottoszelvény.

36. Példa. Hanyféleképpen oszthatd szét 100000 forintnyi jutalom 3 dolgozé kozott, ha
mindenki csak 10000-rel oszthato Gsszeget kaphat? (Természetesen az is megengedett, hogy
valaki nem kap semmit.) Ismétléses kombinaciorol van szo, mert minden tizezresre ki kell
valasztani egy embert a hdrom koziil. Tehat 3-bol valasztunk 10 helyre, és egy-egy embert
nyilvan tobb ezreshez is ki kell vilasztanunk, igy a megoldas (3+18_1) = Gg .

4



37. Példa. Hany olyan dominé van, amelynek mindkét felén a pontok szama 0-t6l 6-ig terjed?
Igy 7 elembdl kell kivalasztani 2-t, de egy elemet mindkét oldalra is kivalaszthatunk, azaz
ismétléses kombinéciot kell hasznalni. Igy (7+§_1) = (S) = 28 domin6 van, ami a feladat
feltételének eleget tesz.

2. Binomialis tétel

Emlékezziink vissza a kozépiskoldban is tanult
(a+b)? = a*+2ab+0b* és
(a+b)°® = a®+3a*b+ 3ab® +b°

azonossagokra. Mint ahogy az a kovetkezd tételbsl lathato lesz, ez a 2-es és 3-as kitevd helyett
altalanosithato tetszélegesen nagy egész kitevére.

38. Tétel (Binomialis tétel). Ha n € N, tovdbbd a és b valos szamok, vagy valds hatdrozat-
lanok, akkor

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)(0)a +(1>a b+<2)a b+...+(n_1)ab +(n)b,

vagy révidebben
n n ..
b n — TL*ZbZ.
(a+0b) E (z) a

=0
Azért, hogy lassuk, a binomialis tétel hogyan kapcsolddik a kombinatorikai problémakhoz,
vizsgaljunk meg a jobboldali dsszegeben felléps altalanos (7)a"~'b' tagot. Képzeljiik el, hogy
az n darab (a + b) tényez6t elkezdjiik Gsszeszorozni egymassal egyesével. Azokat a tagokat
szamoljuk, ahol ¢ darab b-t, és n — ¢ darab a-t szorzunk 6ssze. Hanyféleképpen tehettiik ezt
meg? Pontosan annyiféleképpen, ahanyféleképpen az n darab (a + b) tényezébdl ki tudjuk
valasztani az ¢ darab 0-t. Ez pedig pontosan (T;)
A binomialis egytitthatokbol felépithetd Pascal-haromszoghdl azonnal latszodnak a bino-
mialis egyiitthatok legfontosabb tulajdonsagai. Az alabbi abran lathaté a Pascal-haromszog
els6 néhany sora, melyben az (Z) értékek vannak feltiintetve.

n=0,k=0 ) 1

n=1, k=0,1 ) () 11
n=2 k=0,1,2 HAGRS) 121
n=3 k=0123 (o) (3) () (5) 1331
n=d £=01234 BAONGRENG 14641
n=5k=012345 ()G GG 15101051

A binomiélis egylitthato és a Pascal-haromszog legfontosabb tulajdonsagait az alabbi tétel
foglalja Gssze.



39. Tétel. Legyen k,n € Ny és k < n. Ekkor érvényesek az aldbbi dsszefiliggések.

1. (3) = (1) = 1. (A hdromszig két oldaldn 1-esek dlinak.)
2. (Z) = (nﬁk) (A hdromszog tengelyesen szimmetrikus.)

3. Ha 0 < k < n, akkor (}) = (Zj) + (";1) (A hdromszégben barmelyik elem a felette
lévd két elem dsszege, feltéve, hogy van felette két elem.)

4. Bdrmelyn € No-ra > (’Z) = 2". (A Pascal-hdromszigben az i-edik sor dsszege 271.)

Természetesen adodik a kérdés, hogy a kitevs altalanositasa utan, tudjuk-e tovabb alta-
lanositani a problémat, mondjuk a valtozok szamat tekintve. A valaszt az alabbi tétel adja
meg.

40. Tétel (Polinomialis tétel). Ha n € N, tovdbbd ay, . .., ax valds szamok, vagy valds hatd-
rozatlanok, akkor

n! o A
n __ § i1 9 ik
(a1+...+a/k) — ﬁ'al'aZ""'a’k'
i1,...,i €Np S ke
t1+...+ig=n

3. Szitaformula

Konnyen megfigyelhet6 a halmazokra vonatkozo alabbi allitas.
41. Allitas. Ha A, B véges halmazok, akkor |AU B| = |A| + |B| — |AN B.

A fenti allitas szemléletesen konnyen igazolhatd, ugyanis az A U B halmazban azok az
elemek vannak, amik legalabb az egyikben benne vannak. Igy megszamoljuk azokat, amelyek
benne vannak A-ban, illetve kiilon, amik benne vannak B-ben, de mivel a metszetiiket kétszer
szamoltuk, igy a metszet elemszamat egyszer le kell vonni, hogy minden elemet csak egyszer
szamoljunk.

Természetesen a fenti allitas kiterjesztheté tobb halmazra is.

42. Tétel. Legyenek Ay, ... A, véges halmazok. Ekkor

n
AL UL UA =) (-1 > |A;, N N A
r=1 {i1,ir }C{1,.n}
[{i1,.ir H=r
A fenti tétel els6 ranézésre egyéltalan nem ttinik kényelmesnek. Segithet, ha megértjiik,

mi torténik a képletben. Van n darab véges halmazunk, és keressiik az uniojuk elemszamat.
Az r = 1 esetén Osszeadjuk a halmazok elemszamat. Igy néhany elemet kétszer szamoltunk
ezért le kell vonnunk beléle bizonyos elemszamokat, példaul » = 2 esetén a ,kettGs metsze-
tek” elemszaméat. Ezutan hozzaadjuk a ,harmas metszetek” elemszamat, levonjuk a ,négyes
metszetek” elemszamat, és ezt folytatjuk, mig el nem jutunk az r = n esethez, ami az Gsszes
halmaznak a metszete. A fenti tétel kovetkezménye a szitaformula.



43. Tétel (Szitaformula). Legyenek Ay, ... A, halmazok a véges U univerzum részhalmazai.
Ekkor

AU TUA| = [U[+ ) (-1 > A, N NA;
r=1 {i1,...ir}C{1,... .0}
I{il 7777 i"'}‘:r
A szitaformula a 42. Tétel egyenes kovetkezménye, ugyanis }Al U... UAn‘ = |U| —
|AjU...UA,|.

44. Példa. A szegedi tudoméanyegyetem matematika tanszékcsoportja 100 matematika, 200
biologia és 400 informatika szakos hallgatot oktat. Akik egyszerre matematika és biologia
szakosak, azoknak a szama 12, a matematika és informatika szakosoké 44, illetve a biologia-
informatika szakos hallgatok szama 6. Négy f6 végzi egyszerre mind a harom szakot. Hany
hallgatot oktat a matematika tanszékcsoport?

Jelolje I, B, M rendre az informatika, bioloégia és matematika szakos hallgatok halmazat.
Ekkor a a 42. Tétel szerint

TUBUM| = |I|+|B|+|M|—|INB|—|INnM|—|BNM|+|INBNM|
= 400+ 200+ 100 — 6 — 44 — 12 4 4 = 642.



1. feladatsor — Kombinatorika

1.1. Feladat. Adjunk meg egy-egy hétkoznapi példat, ahol az események
szamat

(a) ismétlés nélkiili variacioval,

(b) ismétléses variacioval,

(c) ismétlés nélkiili kombinécioval,

(d) ismétléses kombinacioval
lehet meghatarozni.

1.2. Feladat. Hanyféleképpen é&llihatunk sorba 5 fekete, 3 piros és 4 zdld
goly6t?

1.3. Feladat. Hanyféleképpen helyezhetiink el nyolc embert hdrom szobéban,
ha a szobak egy, ketts és 6t személyesek?

1.4. Feladat. Ot didk vizsgazik. Hanyféle eredménye lehet a vizsganak, ha
tudjuk, hogy egy didk sem bukott meg, és a vizsgaértékelés 6tfokozata?

1.5. Feladat. Egy étteremben 4 munkatéars ebédel. Az étlapon 20 kiilonb6z6
étel van felsorolva. Hényféleképpen rendelhetnek, ha mindenki pontosan egy
ételt rendel?

1.6. Feladat. Egy 6 fGs roplabda csapatban egy feladot és egy iitGjatékost
valasztanak. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni, ha egy ember nem lehet
egyszerre felado és 1it6 is?

1.7. Feladat. Egy bizottsagnak 7 tagja van, elnckot és elnokhelyettest valasz-
tanak. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni, ha a tagok egyike sem véallalhat
egynél tobb feladatot?

1.8. Feladat. Egy boltban 6-féle CD-t lehet kapni. Hanyféleképpen lehet 4
CD-t vasérolni, ha egyféle CD-bdl tobbet is vehetiink?

1.9. Feladat. Egy iizletben o6tféle szaloncukrot lehet kapni: koékuszos, vaj-
karamellas, zselés, gumicukros és marcipanos iz(it. Hanyféleképpen lehet tiz
szaloncukrot vasarolni, ha minden szaloncukorbdl van legalabb tiz?

1.10. Feladat. Hanyféleképpen valaszthatunk 30 darabot 100, 200 és 500
forintos bankjegyekbdl, ha feltételezziik, hogy mindegyikbdl van legalabb 30
darab?

1.11. Feladat. Egy turistacsoport egy varos 20 nevezetességét szeretné meglé-
togatni 4 nap alatt. Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha 1 nap alatt akar az
Osszes nevezetesség megtekinthetd, és szamit az, hogy egy adott napon milyen
sorrendben tekintik meg a latnivalokat?

1.12. Feladat. Osszesen 15 kiilénb6z6 csomagot kell hazhoz vitetniink 3 kézbesitév-
el. Hanyféleképpen oszthato szét a munka, ha egy kézbesits akar 15 csomagot
is elbir, és szamit a kézbesitési sorrend is?

1.13. Feladat. Hanyféleképpen helyezhetiink el 24 kiillénb6z§ konyvet egy 7-
polcos szekrényben, ha barmelyik polcon elfér mind a 24 kényv?
1
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1.14. Feladat. Az 6tds lotton 90 szambdl 5 szamot hiznak ki. Hanyféle 3-
talalatos szelvény lehetséges egy héten? (Egy szelvényen 1-t6l 90-ig szerepelnek
a szamok, melyek koziil a fogado 6tot jelol meg.)

1.15. Feladat. Egy négytagu tarsasag a kovetkezSképpen akar feljutni egy te-
tGteraszra: ketten lifttel mennek egyszerre, ketten pedig egymés utdn maszva a
villamhariton jutnak fel. Hanyféle sorrendben érkezhetnek meg a teraszra, ha
feltessziik, hogy a lifttel utazo két személy egyszerre érkezik, de ezt leszamitva
nincs egyideji érkezés.

1.16. Feladat. Hat 6vodas és 0t iskolas gyerek koziil szeretnénk tgy kivalasz-
tani négy gyereket, hogy legaldbb két 6vodas legyen kozottiik. Hanyféleképpen
tehetjiik ezt meg?

1.17. Feladat. Husz lada drubdl 15 lada elsG osztalyt, a tobbi masodosztaly.
Héanyféleképpen valaszthatunk ki 5 ladat tgy, hogy legfeljebb 2 masodosztélya
legyen koztik?

1.18. Feladat. Az ajandékboltban &tféle mesekdnyv, haromféle csokoladé és
hatféle jaték kaphatd. Héanyféleképpen véasarolhat egy sziilg gyermekének 4
kiilonbo6z6 ajandékot tigy, hogy pontosan 2 mesekonyv legyen koztiik?

1.19. Feladat. Egy csomag francia kartya 52 lapbol all, 4-féle szinbdl 13-13
lapot tartalmaz.
(a) Hanyféleképpen huzhatunk ki egy csomag francia kartyabol négy olyan
lapot, amelyek koziil pontosan két lap szine egyezik meg?
(b) Hanyféleképpen hiazhatunk ki négy olyan lapot, amelyek kozott pon-
tosan két szin fordul els?

1.20. Feladat. Van 2 sirga, 3 fehér és 1 lila golyonk. Hanyféleképpen &l-
lihatunk Ossze ezekbdl egy 5 golyobdl allo sorozatot?

1.21. Feladat. Hanyféleképpen iiltetheti le Hofehérke a hét térpét egy padra
igy, hogy Tudor és Morg6 ne iiljon egymas mellett?

1.22. Feladat. Az a,b,c,d,e, f betiik permutéiciéi kozott hany olyan van,
amelyben az a, b, ¢ betiik nem egymas mellett allnak? (Barmely ketts allhat
egymas mellett, de mind a harom mar nem!)

1.23. Feladat. Hanyféleképpen lehet 5 (egyforma) fehér és 6 (egyforma) zold
goly6t agy sorbarendezni, hogy két fehér ne keriiljon egymés mellé?

1.24. Feladat. Egy allatszelidit6 5 oroszlant és 4 tigrist szeretne bevezetni
egymas utan a porondra gy, hogy 2 tigris nem johet egymas utan. Hanyfélekép-
pen teheti ezt meg? (Az allatszelidité természetesen meg tudja kiilonboztetni
az allatait.)

1.25. Feladat. Hany olyan (nem feltétlentil értelmes) szo képezhets a KARI-
KA sz6 bettibdl, ahol 2 maganhangzé nem keriilhet egymas mellé?

1.26. Feladat. Hanyféle olyan "sz6" képezhetd a kombinatorika sz6 betiibdl,
melyben nem &ll egymés mellett két

(a) massalhangzo,

(b) magénhangzo?
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1.27. Feladat. Héanyféle sorrendben haladhat at a forgdéajton egy 8 hazaspar-
bol allo tarsasig, ha a hazastarsak kozvetleniil egymas utan mennek?

1.28. Feladat. Ot hazaspar foglal helyet egy kerek asztalnal. Hanyféleképpen
helyezkedhetnek el, ha a hazastarsak egymés mellett akarnak iilni? (Két elhe-
lyezkedést akkor és csak akkor tekintiink azonosnak, ha mindenkinek ugyanaz
a bal-, illetve jobboldali szomszédja.)

1.29. Feladat. Ot hazaspar foglal helyet egy kor alak asztalnal. Hanyfélekép-
pen helyezkedhetnek el, ha a hazastarsak egymas mellett akarnak iilni, de sem
két férfi, sem két né nem iilhet egymas mellé.

1.30. Feladat. Mi a (322 + %)6 kifejezésben a konstans tag a hatvanyozas
elvégzése és a rendezés utan?

1.31. Feladat. Mi lesz z'® egyiitthatoja az (1 + 23 — 2)'? polinomban a
hatvanyozas elvégzése és a rendezés utan?

1.32. Feladat. Egy kutatointézetben 67-en dolgoznak. Angolul 47-en, németiil
35-en, francidul 20-an beszélnek, németiil és angolul 23-an, angolul és francidul
12-en, németiil és francidul 11-en, mind harom nyelven 5-en beszélnek. Hanyan
vannak, akik egy nyelvet sem beszélnek?

1.33. Feladat. Egy 50 f6s osztalybol 25-en jarnak matematika, 19-en fizika és
30-an kémia szakkorre. 10-en jarnak matematika és fizika, 12-en matematika
és kémia, 16-an fizika és kémia szakkorre, valamint 8-an jarnak mindhérom
szakkorre. Hanyan vannak, akik egyik szakkorre sem jarnak?

1.34. Feladat. Hanyféleképpen festhetiink ki n szobat 2-féle szinnel, ha min-
den szint legalabb egyszer felhasznalunk?

1.35. Feladat. Hanyféleképpen festhetiink ki n szobat 3-féle szinnel, ha min-
den szint legalabb egyszer felhasznalunk?
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Kombinatorikai feladatok, 1-2. gyakorlat.

1. Feladat. Hanyféleképpen tudunk 6 kiilonb6z6 konyvet sorba rendezni a kony-
vespolcon?

2. Feladat. Hanyféle kiilonb6z6 sorrendje van a ,MATEMATIKA” sz6 bettinek?
3. Feladat. Hanyféleképpen lehet egy 52 lapos poker-paklit megkeverni?
4. Feladat. Hanyféleképpen tudjuk kitolteni az 6toslottot?

5. Feladat. Hany olyan dominé van, amelynek mindkét felén a pontok szama 0-t6l
6-ig terjed?

6. Feladat. Hanyféleképpen oszthato szét 10000 forintnyi jutalom 3 dolgozo kozott,
ha mindenki csak 1000-rel oszthatd Gsszeget kaphat?
7. Feladat. Hany kiilosnb6z6 négybetiis sz6 képezhet a ,SAJTO” sz betiiibsl?

8. Feladat. Egy bajnoksagon 8 csapat indult. Hanyféle sorrend alakulhat ki a do-
bogoén?

9. Feladat. Hanyféleképpen tolthetiink ki egy totoszelvényt?

10. Feladat. Hanyféleképpen valaszthato ki 10 tanacstagbol egy elndk és egy el-
nokhelyettes?

11. Feladat. Hanyféleképpen allithatunk sorba 4 lila, 2 piros és 3 kék golyot?

12. Feladat. Egy boltban 6-féle CD-t lehet kapni. Hanyféleképpen lehet 4 CD-t
vasarolni, ha egyféle CD-bgl tébbet is vehetiink?

13. Feladat. Egy étteremben 3 munkas ebédel. Az étlapon 10 kiilonbozé étel van
felsorolva. Hanyféleképpen rendelhetnek, ha mindenki pontosan egy ételt rendel?

14. Feladat. Hanyféleképpen valaszthatunk 20 darabot 100 és 200 forintos érmék-
bél, ha mindegyikbdl van legalabb 20 darab?

15. Feladat. Hat didk vizsgéazik. Hanyféle eredménye lehet a vizsganak, ha tudjuk,
hogy egy didk sem bukott meg.

16. Feladat. Artur kiraly és 12 lovagja hanyféleképpen iilhetett le a kerekasztalhoz?

17. Feladat. Legyen A egy adott négyelemii, B pedig egy adott hdromelemi hal-
maz. Hany A — B leképezés van?

18. Feladat. Hanyféleképpen rakhatok sorba a ,PAPLAK” sz6 beti?

19. Feladat. A cukraszdaban nyolcféle siitemény kaphaté (és mindegyikbdl van
béven). Hanyféleképpen vasarolhatunk egyszerre 6t stiteményt?

20. Feladat. Egy ottagu tarsasag a kdvetkezS haditervet dolgozza ki arra, hogy
mind az Oten feljussanak a tetSteraszra: harman a (haromszemélyes) lifttel mennek
egyszerre, ketten pedig egymas utan a villamhariton mészva jutnak fel. Hany kiilon-
bo6z6 sorrendben érkezhetnek meg a tetGteraszra, ha feltessziik, hogy a liften utazéd
harom személy egyszerre érkezik, de ezt leszamitva nincs egyideji érkezés?

21. Feladat. Hanyféle 3 talalatos szelvény lehet egy héten az 6toslotton?

22. Feladat. Harminc lada paradicsombdl 20 elsSosztéalyd, a t6bbi masodosztaly.
Hanyféleképpen valaszthatunk ki 8 1adat ugy, hogy legfeljebb 3 masodosztalyi legyen
koztik?

23. Feladat. Az ajandékboltban négyféle mesekonyv, otféle édesség és 12-féle jaték
kaphat6. Héanyféleképpen vasarolhatunk 6 ajandékot tugy, hogy pontosan 2 jaték
legyen benne.

24. Feladat. Egy tarsasag hat férfibol és 6t nébdl all. Hanyféleképpen lehet koziiliik
két ferfit és két nét a nyitotanchoz kivalasztani? (A sorrend nem szamit.)

25. Feladat. Az a,b,c,d, e, f betiik permutacioi kozott hany olyan van, amelyben
az a,c, f betik nem egymas mellett allnak?

26. Feladat. Hanyféleképpen iilhet le a hét térpe egy padra dgy, hogy Tudor és
Vidor ne egymaés mellett iiljon?

27. Feladat. Hanyféle sorrendben haladhat &t egy ajton 6 hazaspar, ha a hazas-
tarsak kozvetleniil egymas utan mennek be?

28. Feladat. Négy hazaspar egy kor alaku asztalhoz akar iilni ugy, hogy a hazas-
parok egymas mellé iilnek, illetve a férfiak és nék felvaltva iilnek. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg?

29. Feladat. Osszesen 16 kiilonboz6 csomagot kell hazhoz vitetniink 4 kézbesitével.
Hanyféleképpen oszthato szét a munka, ha egy kézbesits akiar 16 csomagot is elbir,
és szamit a kézbesitési sorrend.

30. Feladat. Egy turistacsoport egy viros 18 nevezetességét szeretné megnézni 5
nap alatt. Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha 1 nap alatt akar az Gsszes nevezetesség
megtekinthetd, és szamit az, hogy egy adott napon milyen sorrendben tekintik meg
a latnivalokat?

31. Feladat. Hanyféleképpen allithatunk els 3 kék, 2 piros és 5 fekete golydbol egy

9 golyobol allo sorozatot?

32. Feladat. Héanyféleképpen lehet 4 fehér és 6 zold golyot sorba rendezni agy, hogy
két fehér ne keriiljon egymas mellé?

33. Feladat. Egy motoros felvonulason 10 chopper és 13 robogé akar felvonulni
agy, hogy két chopper ne menjen kozvetleniil egymas utan. Hanyféleképpen tehetik
ezt meg?

34. Feladat. Hany olyan (nem feltétleniil értelmes) sz6 képezhets a ,KOMBINA-
TORIKA” sz6 bettiibdl, melyben nem all egymas mellett két maganhangz6?

35. Feladat. Hanyféleképpen hizhatunk ki egy csomag francia kartyabol négy olyan
lapot, melyek koziil pontosan két lap szine egyezik meg?

36. Feladat. Hanyféleképpen hizhatunk ki egy csomag francia kartyabol négy olyan
lapot, hogy pontosan két szin jelenik meg a kartyakon a négybdl?



