1. ELEMRENDEK, SZAMOLAS Z,-BEN

1.1. Definicié. Legyen (G, ) csoport, az egységelemet jelolje e. Az a € G elem
rendjén azt a legkisebb pozitiv egész n szamot értjiik, melyre
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teljesiil. Ha egyetlen pozitiv n-re sem teljesiil ez az egyenléség, akkor azt mondjuk,
hogy a rendje végtelen. Az a elem rendjét o(a) jeloli.

Konkrét csoportok esetén a miveletet altalaban +-szal vagy --tal jel6ljiik, példaul
(Z,+), (R\{0},-). Ha a mivelet az dsszeadas, akkor az egységelemet 0 jeloli. Ha a
miivelet szorzés, akkor az egységelem 1. (Mint az el6bbi két példaban.)

Ha a miivelet Gsszeadas, és az egységelem 0, akkor itt az a elem rendje az a
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legkisebb pozitiv egész n, melyre a +a+ -+ +a =na = 0.
Ha a miivelet a szorzés, és az egységelem az 1, akkor itt az a elem rendje az a
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legkisebb pozitiv egész n, melyre a-a-----a=a" = 0.

1.2. Példa. Hatérozzuk meg a (Zs,+) csoportban a 6 rendjét!
Megoldas: Kezdjiik el a 6-ot dsszeadni énmagéval (modulo 8 szamolunk!), és
vizsgaljuk mikor kapunk elGszor 0-at:

6=26

6+6=14
6+6+6=2
6+6+6+6=0
Igy 0(6) =4

1.3. Példa. Hatarozzuk meg a (Z,+) csoportban a 3 rendjét!
Megoldas: Akarhany 3-ast adunk 6ssze, sosem fogunk 0-at kapni, igy itt o(3) =
00.

1.4. Példa. Hatérozzuk meg a (Z5\{0},-) csoportban a 4 rendjét!

Megoldas: 4 =4

4-4=1

fgy o(4) = 2.

Eszrevétel: a csoportban az egységelem rendje mindig 1, és minden mas elem
rendje ennél nagyobb.

Az elemrendre méasként is lehet gondolni: az a elem rendje ugyanis nem mas,
mint az a altal generalt részcsoport elemszama. Vizsgaljuk ezt meg a fenti példakon:

1.5. Példa. Hatéarozzuk meg a (Zg, +) csoportban a 6 elem altal generalt részcso-
portot!

Megoldas: A generalt részcsoport elemei: minden, ami a 6-bél Osszeadéssal
és kivonassal megkaphat6. Ezek az elemek: 0,2,4,6. (Epp ezeket kaptuk az 1.2-
es példaban is, mikor 6-osokat 4-nél kevesebbszer adtunk ossze. Es ez mutatja,
hogy miért egyezik meg a generélt részcsoport elemszama az elem rendjével akkor,
amikor az elem rendje véges: azok az elemek lesznek a részcsoportban, amiken
"végig kell menni", amig az egységelemig a rend szdmolasakor eljutunk.) Tehéat
[6] = {0,2,4,6}. Ennek az elemszama valoban 4.

1



1.6. Példa. Hatéarozzuk meg a (Z,+) csoportban a 3 altal generalt részcsoportot!

Megoldas: A részcsoport elemei a 3-bol Gsszeadassal, kivonassal kaphaté szé-
mok, ezek éppen a 3-al oszthat6 egész szamok. Azaz [3] = {3k : k € Z}. Ennek
elemszama valoban végtelen.

1.7. Példa. Hatarozzuk meg a (Zs\{0},-) csoportban a 4 &ltal generalt részcso-
portot!

Megoldas (és egy kis szamolas Zs-ben): A részcsoport elemei megint csak a
4-b6l szorzassal és inverzképzéssel megkaphat6 elemek. Ennek tobbféleképp is neki
lehet allni:

El6szor is, gondolhatunk arra, amit az 1.2-es példaban lattunk: a részcsoport
elemei azok, amiket a rend szdmolasakor "menet kozben" megkaptunk, azaz a 4 és
az 1. (Ez egy j6 gondolatmenet, de csak akkor miikddik, ha az elem rendje véges!
Azonkiviil nem is irtam le pontosan, miért miikodik.)

Masodszor, csinalhatjuk tigy, ahogyan azt kell: meghatarozzuk a 4 inverzét, és
megnézziik, mit tudunk kihozni bel6le és a 4-bél szorzassal. Ez nem olyan egyszerti,
mint az Gsszeadas esetén.

1t meghatarozasa Zs;-ben: meg kell taldlnunk azt a szamot, jellje z, amelyre
igaz, hogy 47 = 1. Ezt megintcsak tobbféleképp tehetjiik meg meg.

El6szor is, a 4T = 1 egyenldség azzal ekvivalens, hogy 4z = 1 (mod 5). Ez egy
lineéris kongruencia, meg tudjuk oldani, a megoldas adja meg 4 ~-et.

Nem feltétleniil érdemes azonban végigszamolni a kongruenciat, hiszen Z-re eleve

nincs tal sok jelolt: a Zz\{0} csoport elemei: 1,2,3,4. egyszertien az Osszesre
kiprébaljuk, mennyi 4%, az lesz az inverz, akire a szorzat eredménye 1.

S6t, az is esziinkbe juthat, amit néhany sorral f6ljebb mar leirtunk a rend sza-
molasénal: 4 -4 = 1. Hiszen ez épp azt jelenti, hogy a keresett T, melyre 47 = 1,
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a 4, igy I '=1 (Altalaban is, ha a rendje n, akkor a=* = a”~! lesz, hiszen erre

teljesiil, hogy a"~!-a = a™ = 1, mivel n a rend.)

Akérhogy is, a végén erre jutunk: a 4-bél szorzassal kaphat6 elemek alkotjak a
részcsoportot, és ezek csak a 4, és az 1. Tehat [4] = {4,1}.

Es még néhany allitas a végére:

1.8. Tétel. Véges csoport esetén a részcsoport elemszama osztja a csoport elem-
szamdt.

Nézziik meg, hogy ez a példakban is teljesiil. Ennek a tételnek egyszert kovet-
kezménye:

1.9. Tétel. Véges csoport esetén az elem rendje osztja a csoport elemszamdt.

Hiszen a rend épp a generalt részcsoport elemszama.



