DETERMINANSOK

Determinans kiszamitasi modjai,
tulajdonséigai és alkalmazasai.

1. Determinans

A determinans fogalméanak kiépitése tobbféleképpen is megtorténhet. Van, aki a determi-
nans egy kiilon objektumnak tekinti. Mi jobban szeretjiik a determinénst gy interpretalni,
hogy ez egy leképezés, ami négyzetes matrixokhoz rendel szamot. Azt hogy hogy, a kovetkezs
alfejezetekben fogjuk definidlni.

1.1. Sarrus-szabaly

Egy 1 darab szambol all6 matrix determindnsa maga a matrixot alkoto szam. Egy (2 X 2)-
es determinans kiszamitasdra maga a Sarrus-szabdly a definicio:

a b

cdadl = (f6atlo elemeinek szorzata) — (mellékatlo elemeinek szorzata)

= ad — be.

Felhivjuk a kovetkezd rész veszélyére a figyelmet. A Sarrus-szabaly
csak (3x3)-as méretig miikodik, nagyobb matrixra NEM hasznalhaté.

A (3 x 3)-as matrix determindnsa hasonloan szamithato. Itt nem csak a féatloval, és
a mellékatloval kell szamolni, hanem a veliik parhuzamos ,atlokkal” is. Segitségképpen a
determinans utan odairhatjuk az els§ két oszlopat, hogy jobban lassuk a parhuzamossagot.
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A determinans a kovetkezSképp all dssze. A fGatloban és a vele parhuzamos atlokban 1évé
elemek szorzatat adjuk Ossze, és ebbdl vonjuk ki a mellékatloban, és a vele parhuzamos
atloban 1év6 elemek szorzatat. Tehat a kévetkez6t kell csinalni:

Nézziik meg ezt egy konkrét példan keresztiil.
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d e [ |=uaei+ + cdh — ceqg — bdi — afh.
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Példa.

3 2 -4
=2 =5 1| = (3e(=5) D)+ (21 (-8) + (-4 (-2) )
-8 2 1

—((=4) - (=5 (=8) - (2-(=2)- 1) = (3-1-2)
= —15—16+ 16+ 160 + 4 — 6 = 143

1. Megjegyzés. Maga a szamolasi algoritmus nem bonyolult, de ennél a modszernél viszonylag
nagy az elszamolés veszélye.

Felhivjuk az el6z6 rész veszélyére a figyelmet. A Sarrus-szabaly
csak (3x3)-as méretig miikodik, nagyobb matrixra NEM hasznalhaté.

1.2. Sor/oszlop szerinti kifejtés (Kifejtési tétel)

Most mutatunk egy olyan modszert, amivel tetszéleges méretii matrix determinansa ki-
szamolhato. (Vigyazzunk, nagy méreti matrixok esetén nagyon megné a modszer szamolas-
igénye.)

Sor, illetve oszlop szerinti kifejtésnél gondolnunk kell a matrixhoz tartozo ,sakktablara”,
ami elGjeleket tartalmaz felvaltva, a bal fels§ sarok mindig ,,+”, és onnantél valtakozik az
elGjel jobbra és lefelé, mint egy sakktabla szinei:

+ -1+
i+i
+ -1+

Kivalasztjuk a determinéns tetszéleges sorat vagy oszlopat, ami szerint a kifejtést el akarjuk
végezni. Legyen ez elGszor példaul az els6 oszlop. A determindns értéke a kovetkezSképpen
adodik. A kivalasztott sor, vagy oszlop elemeit egyesével megszorozzuk a sakktablaban neki
megfelel elGjellel, majd megszorozzuk annak a maradék determinansnak az értékével, amit
ugy kapunk, hogy az eredeti determinansbol toroljiik az elem sorat és oszlopat. Az igy kapott
értékeket Osszeadva kapjuk meg a determinans értékét. A példan talan jobban latszik, hogy
hogyan kell csinalni.

Példa. A determinansban a piros elGjelek a sakktabla megfelel§ elemeit jelolik.

3" 2 4 -5 1 2 —4 2 4
—2° -5 1 |=+43 ‘ ) 1’—(—2)-’2 ) ‘+(—8) ‘ s ‘ (1)
-8t 2 1 B



A modszer lényege, hogy egy (n X n) méretii determinanst vissza tudunk vezetni (n — 1) x
(n — 1)-es determinénsokra. Folytassuk az (1) egyenlséget, mivel a (2 x 2)-es determinansok
értéke mar kénnyen szamolhato:

(1) = 3-((=5)-1—-1-2)+2-(2-1—(=4)-2) —8-(2-1—(=4) - (=5))
= 3.(=7)+2-10—8-(—18) = —21 + 20 + 144 = 143.

Ellenérzésképpen végezziik el a determinans kifejtését a masodik sora szerint is:

3 2 —4

2 —4 3 —4 3 2
—2- 5" 17| = (—2)-‘ '+(—5) ‘ ‘1‘ '
o 9 2 1 -8 1 —8 2

= 2.(2:1—(=4)-2)—=5-(3-1—(=4)- (=8)) = 1-(3-2—2(=8))
= 2.10—5-(—29) — 122 = 20 + 145 — 22 = 143.

2. Megjegyzés. Ez a modszer tetszGleges méretld determinansokra is miikddik, szemben a
Sarrus-szabéallyal, ami csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as determinansokra alkalmazhato.

3. Megjegyzés. Ha van a matrix elemei kézott nulla, akkor érdemes lehet olyan sort, vagy
oszlopot vilasztani a kifejtéshez, amiben hemzsegnek a nullak. Ugyanis a kifejtésnél a nullahoz
tartozo kisebb determinans 0-val szorzodna, igy fel sem fontos tiintetni.

Példa.
SR B 2 3
6 3 4|= 32 5= [ 5 = o=
0O 1 0 2

A fenti determinanst a harmadik oszlopa szerinti kifejtéssel hataroztuk meg. Igy egy 3 x 3-as
determinanst kaptunk, amit pedig az elsé oszlopa szerinti kifejtéssel kaptunk meg.

4. Megjegyzés. Dolgozatokban érdemes a kifejtéses modszert alkalmazni, mert elszamolasi
hiba esetén még esetleg lehet részpontot adni, mig a Sarrus-szabalynal ez nehezebben oldhaté
meg.

1.3. Elemi atalakitasok (Gauss-eliminacid)

Ez a modszer ugyanigy alkalmazhato tetszéleges méreti matrixokra, és sokkal gyorsabb
is, viszont nem olyan egyszeri algoritmus szerint miikddik, mint az el6z6 ketts. Egyébként
nagyon fontos algoritmus elméleti és gyakorlati szempontbdl is. A kurzuson is el§ fog még
keriilni tobb kontextusban.

5. Tétel (Determinansokra vonatkozo alapvetd tulajdonsagok.).
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Eqy determindns eldjelet vdlt, ha kél sordl megeserélyiik.

Ha eqy determindns valamelyik sora nulla, akkor a determindns értéke nulla.

Eqgy determindns értéke nulla, ha van két azonos sora.

Ha a determindns eqy sordban minden elemet ugyanazzal a nemnulla konstanssal meg-

szorzunk, vagy elosztunk, akkor a determindns értéke is ezzel a konstanssal szorzodik,

vagy osztodik.

Eqgy determindns értéke nulla, ha az eqyik sora eqy mdsik sor valamely konstans-szorosa.

6. A determindns értéke nem wvdltozik, ha valamelyik sorhoz hozzdadjuk egy
mdsik sor konstans-szorosdt.

7. Dualitdsi elv: az 1 — 6. dllitdsokban a ,,sor” szo kicserélhetd az ,0szlop” szora.

Bt o~

R

A félkovérrel kiemelt tulajdonsag ismételt hasznalataval gyorsan ki tudjuk szamitani a
determinanst, mert meg tudjuk névelni a determinansban szerepld nullak szamat. A felsorolas
tobbi eleme is hasznos lehet, de az alkalmazésuk nem sziikségszerii.

Példa.
3 2 —4 3 2 -4 —-29 10 O
2 5 1| %6 -7 0|Z 6 —70
-8 2 1 -8 2 1 -8 2 1
@ ) 72 0D gy (Z29) — 610 = 143.
6 -7
e (1): A 2.sorhoz hozzdadtam a 3. sor (—1)-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.

(1):
(2): Az 1. sorhoz hozzaadtam a 3. sor 4-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.
(3): Kifejtettem a determinans a 3. oszlopa szerint. (A sok nulla miatt valojaban csak
egy kisebb determinénst kell kiszamolni.)
(4): Sarrus-szabalyal megkaptam a végsé eredményt.

1.4. Erdekesség

Mindkét emlitett altalanos algoritmus kénnyen programozhato, és egy 100 x 100-as matrix
determinéns kiszamitasat nyilvan nem kézzel fogjuk kiszdmitani. Azonban szamitogép hasz-
nalata esetén minden szamitasi algoritmusnal meg kell vizsgalni az alabbi két tulajdonsagot.

1. Milyen gyors az algoritmus?
2. Mennyire pontos az algoritmus?

Az utébbit itt most nem boncolgatjuk, viszont az els6 kérdésre a fenti algoritmusok tekinte-
tében meglepd eredmények adhatok.

Egy (n x n)-es matrix determindnsanak kiszamitasa a kifejtéses modszerrel O(n!) id6-
igénnyel tehet6 meg. Ha Gauss-eliminaciot hasznalunk, akkor bizonyithato, hogy az idGigény



csak O(n?). Roviden ravilagitanank arra, hogy mennyivel jelent ez nagyobb gyorsasagot. Te-
gyiik fel, hogy egy 5 GHz-es processzort szamitogéppel szdmolunk, ami azt jelenti, hogy
5 milliard mitveletet tud elvégezni masodpercenként. A konnyités kedvéért a tovabbiakban
csak az ordo utani fiiggvényekkel szamolunk. (A kapott eredményeket valami konstanssal
meg kellene szorozni, a nagysagrendeken ez nem véltoztatna.)

Ha n = 3, akkor a méatrix determinansénak kiszamitasa kifejtéses modszerrel 0,12 - 1078
masodpercig tart, mig Gauss-eliminécioval 0, 54 - 10~% masodpercig. Itt még a kifejtéses mod-
szer a gyorsabb. Ha n = 10, akkor az els§ modszerrel a szamitas 0,00072576 méasodpercig
tart, Gauss-eliminacioval 0,0000002 masodpercig tart. Itt az els6 modszer mar t6bb mint
3000-szer lassabb, de gyakorlatilag ez még elhanyagolhato, mert a végsé id6 itt is kicsi.

Nézziik az n = 15 esetet. Gauss-eliminaciéval az idGigény 0,000000675 masodperc, mig
kifejtéses modszerrel 4, 358914560 perc. Ez mar eléggé érzékelhets és zavard kiilonbség. Ha
n = 20, akkor a Gauss-eliminacionak még mindig joval mésodperc alatti id6 sziikséges,
0,0000016 masodperc, mig a kifejtéses modszernek 15,64366003 évre lenne sziiksége. Nem
lenne tal hatékony ezt kivarni, és még nagyon messze vagyunk a (100 x 100)-as mérettdl.

Végiil ugorjunk egy ,hatalmasat”, legyen n = 50. A Gauss-eliminacié még mindig haté-
kony, idGigénye 0,000025 méasodperc. A kifejtéses modszerrel mér komoly probléméaba iitkoz-
nénk, ugyanis 0.1955638709 - 10*® évre lenne sziiksége. A Nap varhato hatralévs élettartamat
5-10 millidrd évre becsiilik, tehat a Nap mar nem élné meg az eredményt. Ha jol tudjuk,
akkor ez a szdmolasi idGigény mar a vilagegyetem varhato életkorandl is nagyobb szam. Ha
valaki kivancsi r4, hogy a Gauss-eliminicié mekkora n esetén megy 1 mésodperc folé, az
konnyen kiszamolhatja egy egyszert egyenletmegoldassal. A fenti adatokat foglalja Gssze az
alabbi tablazat.

‘ Meéret ‘ Gauss-eliminacio ‘ Rekurziv kifejtés ‘
3x3 0,54-107% mp 0,12-107% mp
10 x 10 | 0,0000002 mp 0,00072576 mp
15 x 15 | 0,000000675 mp 4,358914560 perc
20 x 20 | 0,0000016 mp 15, 64366003 év
50 x 50 0,000025 mp 0.1955638709 - 10 &v

Mas kérdés, hogy melyik médszer mennyire stabil numerikusan, ebbe most nem megyiink
bele, de ez is érdekes kérdés.

A vazolt probléma egyaltalan nem csak elméleti, mert bizonyos teriileteken valoban tobb
szazszor tobb szazas méretd matrixokkal kell szamolni, és rdadasul ezek a matrixok tobb tiz
tizedesjegy pontossagu tizedes torteket tartalmaznak. Hasonlo kérdésekkel talalkozhattok a
Kozelit6 és szimbolikus szamitasok kurzuson.

1.5. Alkalmazasok

e Kalkulus: Jacobi-determinans
e Paralelogramma teriiletének, paralelepipedon térfogatdnak kiszamitésa.
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e Egyenletrendszerek megoldasa Cramer-szaballyal.
e Adott pontokon atmend sik, egyenes, kor egyenlete is felirhat6 determinanssal.
e Adott egy graf. Van-e benne kér? Mennyi a feszit6fainak szama? A kérdések a megfelels

1.6.

maéatrixok determinénsa alapjan megoldhaté. (Informatikai parhuzam: van-e holtpont az
eréforrasok kozott? A vélaszt 1lasd az Operacios rendszerek cimt kurzuson.)

Adott egy paros graf, van-e benne teljes parositds? Egy specialis determinanssal ez is
kénnyen eldénthetd.

Kiegészités
Wolfram Alpha / Wolfram Mathematica: Det [3,2,-4,-2,-5,1,-8,2,1]
Maple: LinearAlgebra[Determinant] (Matrix([[3,2,-4],[-2,-5,1],[-8,2,1]1))

Matlab: det([3 2 -4;-2 -5 1;-8 2 1])
Matek.hu



MATRIXOK

Matrixok. Matrixmiiveletek és tulajdonsagaik. Sajatérték, sajatvektor.

Ebben a részben a matematika olyan részét targyaljuk, melynek elGszor nem latszik,
hogy mi haszna lehet. Elég szamolasigényes, de legalabb konnyen algoritmizalhatoak ezek a
szamolasok. A kurzus kereteibe sajnos nem fér bele, hogy ezek a matematikai objektumok
hogyan segitenek (f6leg egy informatikusnak) problémakat modellezni, de probéaljuk meg
elfogadni, hogy a sok szdmolas mogott értelem és alkalmazés is van.

1. Matrixok

1. Definici6. Az M-mel jelolt mxn-es matrix egy T test elemeibdl (a mi esetiinkben ez valos
szamokat jelent) allo tablazat, m darab sorral és n darab oszloppal. Az ilyen paraméterekkel
rendelkezd matrixot M,,.,-nel jeloljik. Az M matrix i-edik sordnak j-edik elemét m,;-vel
jeloljiik.

Talédn ezt a fogalmat gy ismeri mindenki a programozéas kurzusrél, hogy kétdimenzios
tomb. Ugyanarrdl van szo.

2. Példa. Legyen M az alabbi méatrix:

-2 0 2 075
M3><4: T % O 1
6 —-72 95 5

Ekkor példaul mq3 = v/2.
Van két specialis matrix, melyet mérettdl fiiggetleniil mindig ugyanigy neveziink.

3. Definicio. Az (n x n)-es egységmatrix olyan matrix, amelynek a fGatloja 1-eket tartal-
maz, a tobbi eleme, pedig nulla:

10 ...0
01 ...0
I,=E, =
00 ...1

Az (n x n)-es nullmatrix olyan méatrix, amely csak nulla elemeket tartalmaz:

00 ... 0
00 ... 0
0 0 . 0



2. MAtrixmiiveletek

Mar tobbszor talalkoztunk azzal a jelenséggel, hogy 1j objektumot definidltunk. Most is
ez tortént, tehat azt is definidlni kell, hogyan tudunk veliik dolgozni.

4. Definici6 (Matrixok Osszeadasa és skalarral szorzasa). Legyen A = (ay;), ., és
B = (bij),,«, két T szamtest feletti (m x n)-es métrix. Ekkor

A+ B = (ai; + bi;)

mX

n 68 CA = (cagj), . .

Az el6z6 definicio viragnyelven azt jelenti, hogy csak két azonos méretii matrixot tudunk
Osszeadni, és ez az Osszeadas pozicionkénti Osszeadast jelent.

5. Megjegyzés. Csak azonos méretd méatrixokat lehet 6sszeadni, kiilonb6z6 méretiieket sosem.

6. Példa.

1 0 =3 2 -6 —1
A=| =5 9 2 |.B=| =3 1 7
-1 -3 8 2 2 9
3 —6 —4 -4 12 2
A+B=| -8 10 9 |, (-2-B=| 6 -2 -14
1 -1 17 —4 —4 —18
7. Definicié (Matrixok szorzasa). Legyen A = (ajj), .. ¢ B = (b;), ., két T szdmtest

feletti matrix. Ekkor
AB = (Z ailblj> .
=1 mxk

A fenti szummaés képletet szovegesen is elmagyarazzuk. Egy (m xn)-es és egy (n X k)-s matrix
szorzata (m X k)-s meéretdi. Tovabba a szorzat i-edik soranak j-edig eleme Y )" | a;b;;, azaz
az A matrix i-edik sordnak és a B matrix j-edik oszlopanak skalaris szorzata.

8. Megjegyzés. Két matrix csak akkor szorozhatod Gssze, ha az elsé métrix oszlopainak szama
megegyezik a méasodik matrix sorainak szamaval.

9. Megjegyzés. Az AB szorzat altaldban nem egyezik meg a BA szorzattal, s6t még lehet,
hogy a méretiik miatt valamelyik nincs is értelmezve.

10. Példa.
6 —1
A:(i_o?’g),B: 2 =2
-3 0

Az AB matrix (2 x 2)-es méreti lesz. A szamolast végezziik ugy hogy az A megfelel§ sorvek-
torait szorozzuk Ossze skalarisan B megfelel§ oszlopvektoraval. A skalaris szorzas a kovetkezGt
jelenti:

((a,b,c,d), (e, f,g,h)) =ae+bf + cg+ dh.
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Tehat AB megkaphato az aldbbi modon:

((2,—3,5),(6,2,—3)} ((2,-3,5),(—-1,-2,0))
15 = (o 6as Ghos 1—20»)
- (12—6—15 —2+6+0> < )
B 64+0—-24 —14+0+0 -18 -1
11. Példa.
5 4 2 3
A= -9 4 6 3
3 1 ( 9
<(57 4, _2) ) (_17 0, _5>> <(5> 4, 2) ( 2,8, 7)> <(57 4, _2) ) (37 3, 9)>
AB = ((=9,4,6),(—1,0,=5)) ((—9,4,6),(—2,8,7)) ((—9,4,6),(3,3,9))
((3,1,-2),(=1,0,-5)) ((3,1,—-2),(-2,8,7)) ((3,1,—2),(3,3,9))
—-5+0+10 —-10+32—-14 15+12—18 ) 8 9
= 9+0—-30 18+32+42 -—-27+12+54 | =| —21 92 39
-3+0+10 —-6+8—-14 9+3—-18 7 =12 —6

12. Definicié (Transzponalas). Legyen A = (ay), ., egy T szamtest feletti (m x n)-es
matrix. Ekkor AT egy (n x m)-es méatrix, melynek egy tetszéleges eleme a kivetkezdképpen
szamithato ki:
T
(A )ij = Aji'

Ez azt jelenti, hogy a matrix sorait felcseréljiik az oszlopaival, vagy masképpen fogalmazva
tiikrozziik a matrixot a ,f6atlora”. (Igazi f6atlorol csak négyzetes matrixok esetében szoktunk
beszélni.)

13. Példa. b
-2 3 a c
A:(g‘f:;),B: 8 3|.c=(de f
79 g h 1
5 3 a d g
AT = 4 1 ,BT—(_;?;),CT— b e h
-2 =2 c f 1

Ugyantigy, mint szamoknal, a méatrixoknal is vannak a mtveleteknek bizonyos tulajdon-
sagai. Némelyik oroklgdik a szamoknéal 1évGkbél, némelyeket a definicié alapjan kell igazolni.

14. Tétel (Miiveletek tulajdonsagai.). Legyenek A, B,C egy tetszdleges T test feletti mdtri-
zok, és c,d € T skaldrok. Ekkor



e A+B=B+A e ((A+B)=cA+cB
e (A+B)+C=A+(B+0O) e ¢(AB) = (cA)B

e A(BC) = (AB)C o (A7) =

e A(B+C)=AB+ AC o (AB)T = BT AT

e (A+B)C=AC+ BC o (A+B)T = AT + BT
o (c+dA=cA+dA ° (CA)T—C(AT)

ha a megfeleld miveletek elvégezhetdek. (Ha az egyenldség valamelyik oldaldt nem lehet
elvégezni, akkor semmi értelme egyenldségrdl beszélni.)

3. Sajatérték

15. Definici6. Legyen A egy (n x n)-es matrix. Ha xA = Az valamely A € R szamra és
valamely nemnulla z € T1*" sorvektorra, akkor \-t az A matrix sajatértékének, az x vektort
pedig az A matrix A-hoz tartoz6 baloldali sajatvektornak nevezziik.

16. Definicié. Legyen A egy (n x n)-es matrix. Ha Ax = Az valamely X\ € R szadmra és
valamely nemnulla x € T™*! oszlopvektorra, akkor \-t az A matrix sajatértékeének, az x
vektort pedig az A matrix A-hoz tartoz6 jobboldali sajatvektornak nevezziik.

17. Definici6. Legyen A egy (n X n)-es métrix, és A egy sajatértéke A-nak. Ekkor a A-
hoz tartoz6 bal- és jobboldali sajatvektorok halmazat a nullvektorral kiegészitve bal- illetve
jobboldali sajataltérnek nevezziik.

18. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es métrix. A
xa(z) = (=1)"-det (A —z- E,)
polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

19. Tétel. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es mdtriz. Ekkor az A mdtriz sajdtértékei
pontosan a x o(x) karakterisztikus polinom gydkei.

9 4
+=(53)
matrix sajatértékeit.

XA(@Zdet((g g)_(é 2)):‘9gx 5%36

xa(z) gyokei: 1 =3, o = 11.

20. Példa. Hatarozza meg az

= (9-2)(5—2)—12 = 2* — 141 +33,

Igy a matrixnak két kiilénbozo valos sajatértéke van: A\ = 3 és Ay = 11.
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21. Példa. Hatarozza meg az

1 -1
=0
matrix sajatértékeit.

XA(x):det<(i —51)_(3 2)):’1;@« 5_—19@

xa(x) gyoke: x = 3.

=(1—2)(5b—2)+4=2"—62+9,

Igy a matrixnak egy darab valés sajatértéke van: A = 3.
1 2
=(43)
méatrix sajatértékeit.

XA@):da:(( _11 ?))—(95 2)):’1__135 g’:(l—x)(3—x)+2:902—4x+5,

xa(z) gyoke: x1 =2 — i, x9 =2 +14.

22. Példa. Hatéarozza meg az

Igy a matrixnak nincs sajatértéke, ha a valos szamok teste f5lott dolgozunk, viszont a komplex
szamok teste esetén két gyok van, igy az A matrixnak két kiilonbozé komplex sajatértéke van:
)\1:2—iéS )\2:2+Z

23. Példa. Hatéarozza meg az

8 5 9
A=1 0 -9 -1
0 0 5
méatrix sajatértékeit.
8—=x ) 9
xalz) = 0 -9-z -1 |=@—2)(-9—2)5—1)
0 0 oO—
xa(x) gyoke: x1 =8, x9 = =9, 23 = 5.
Tgy a matrixnak harom kiilonbo6z6 valos sajatértéke van: Ay = 8, \g = —9 és A3 = 5.

24. Példa. Hatarozza meg az

1 -1 1
A= 1 1 -1
2 -1 0



matrix sajatértékeit.

l—2 -1 1 -z -1 1 0 -1—-(1-2)? 1+ (1—-2)
xa(z) = 1 l—z -1 |= 1 l—z -1 |=]1 11—z -1
2 -1 -z 2 -1 -z 0 2z -3 2—x

B ~“1-(1-2)* 2—z | —1-(1-2)% 1
Sl R _(x_Q)‘ 20 -3 1

= (z-2)(-1-14+22—2>-22+3)=(z—2)(1 —2?)

xa(x) gyoke: 11 =2, 29 =1, 3 = —1.

gy a matrixnak harom kiilonboz6 valos sajatértéke van: A\; =2, Ay = 1 és A3 = —1.

4. Inverz

25. Definici6é. Egy A négyzetes matrix inverzének nevezziik azt az A~!-gyel jeldlt matrixot,
melyre A- A~ = A7'. A =1, ahol I a megfelels méretii egységmétrix. (A definicié alapjan
egyértelmii, hogy az inverz mérete megegyezik az eredeti matrix méretével.)

A definicié azonban semmit nem mond arr6l, hogy milyen matrixoknak van inverze, és ha
van, akkor hogyan szamolhatjuk ki. A kovetkezSkben két kiszamitasi moédot fogunk ismer-
tetni.

4.1. Tétel szerinti kiszaAmitas

26. Definici6. Egy A = (ay),,.,
terminanst A;;-vel jeloljiik és az

négyzetes matrix a;; eleméhez tartozé adjungalt alde-

Ay = (1) Dy

képlettel szamitjuk ki, ahol D;; az a;; elemhez tartoz6 aldeterminéns, vagyis annak a mat-
rixnak a determinansa, melyet Gigy kapunk, hogy az A matrixbol elhagyjuk az i-edik sorét és
j-edik oszlopat.

27. Tétel. Tetszileges A = (ay;), ., négyzetes mdtriznak akkor és csak akkor van inverze,
ha det(A) # 0. Ha van inverze, akkor pontosan egy van, és erre érvényes az aldbbi képlet:

1
4—1 _ A
det(A) (Aji) e

28. Példa. A = J ATl =7

[ )
N = =
=~ W N

det(A) =3+4-2-4=1

6



Ay = (-1)0+D
Apz = (—1)(1H3)
Agg = (_1)(2+2)

Ag = (—=1)B+D

1 All
= 4y
det(A) Ay

; i =4-6=-2 Ap=(-1)0+2 1 i =—(4-23)

1 ; =2-1=1, Ay = (-1 ; i =—-(4-4) =

(1) i =0-2=-2, Ap= (-1 (1) ; =—(0-1)=

1 g =3-2=1, Azp=(-1)6 (1) g =—(0-2)=
Asz = (—1)B+3) (1) 1‘—01:1

A A\ [ An An Ay —2

) Twe ) Ty

4.2. Gauss—Jordan-eleminacio

_1,
0,
L,

2,

29. Definici6. Egy adott M maétrix esetén a sorvektorrendszer elemi atalakitasain az

alabbiakat értjiik:

e két sor cseréje,

e cgy sor megszorzasa egy nemnulla konstanssal,
e cgyik sor konstansszorosdnak hozzaadasa egy masik sorhoz.

30. Tétel. Ha A egy n X n-es négyzetes mdtriz, I pedig az n X n-es eqységmdtriz, akkor
tekintsiik a B = (A | I) mdtrizot. Az A mdtriz akkor és csak akkor invertdlhatd, ha a sor-
vektorrendszer elemi dtalakitdsainak sorozatdval a B mdtriz (I | C) alakra hozhato. Ekkor

Al =

01 2
31.Példa. A= [ 1 1 3|, a1=2

12 4
012[100[T13[010|[1T13[0 1 0],
113010/ o12]100™ o121 0 0%
124001 124001 0110 -11
rot1[ -1 1 0|[10 1 -1 1 0][1T01][]-110
012 1 0091 2 1 00012 1 0 o0
01 1] 0 —11 00 —1 | -1 -1 1 001 | 1 1 -1
[TooT =0 1| [T00] -2 0 1 2 0 1
OlTo1201 100 @o10] -1 -2 2 |=Aa1=| -1 -2 2
001 | 1 1 -1 001 /| 1 1 -1 1 1 -1




és 2. sor cseréje.

sorbol kivonom az 1.-t.

sorbol kivonom a 2.-at.

sorbol kivonom az 2.-at.

sor megszorzasa (—1)-gyel.

sorbol kivonom a 3.-at.

sorhoz hozzdadom a 3. sor (—2)-szeresét.

e N e T N
— —
N

7

32. Megjegyzés. Hasonloan a determindns kiszdamitdisihoz nagyobb méretd mdtrizok ese-
tén itt is a Gauss—Jordan-elimindcio sokkal gyorsabb, mint a tétel szerinti aldetermindnsos
modszer.

5. Informatikai alkalmazasok

e A kiilonb6z6 geometriai transzforméciok tulajdonképpen linearis leképezésnek tekint-
hetSk, és kifejezheték egy alkalmas matrixszal torténd szorzés segitségével. Példaul
tiikrozziik az (a; b) pontot az y tengelyre. Ekkor a kapott vektor (—a, b). Ha jol meg-
nézziik, konnyen megtalaljuk az y tengelyre valo tiikrézés matrixat:

A:(_Ol (1)) mert (—a; b) = (a: b) - A,

Ilyen matrixok megadhatok tiikrozésekre, forgatésokra, vetitésekre, akar tobb dimenzi-
6ban is. LASD: Diszkrét matematika I1I. és Szamitogépes grafika tantargyakbol.

e A grafok egyértelmiien kodolhatok szomszédsagi és pont-él illeszkedési maéatrixukkal.
Mivel a matrix szinte minden programnyelvben jol kezelhet6 egy 2-dimenzids témbként,
igy ennek a kodolasnak is vannak elényei. A grafok az informatika tobb teriiletén is
el6keriilnek, akir programozési algoritmus, akar hardverszinten, példaul beszélhetiink
erGforrasgrafrol, vagy a szamitogép-halozat is felfoghato egy (iranyitott) grafként.

o Képzeljiink el egy épiiletet, ahol kiillonb6z6 helyiségekbe kiilonb6z6 embereknek van
belépési jogosultsaguk. Ez nagyon jol kédolhatoé egy matrixszal: sorok=emberek, osz-
lopok=ajtok, és a megfelel§ pozicibban 1-es van, ha az adott embernek van belépési
jogosultsaga, 0, ha nincs.

e Linearis egyenletrendszer esetén elég az egyenletrendszer b&vitett matrixaval dolgozni.
Sokszor kell megoldani linearis egyenletrendszert, és érdekes kérdések meriilnek fel a
numerikus precizitds és a szamolas idigénye kapcsan, LASD: Kozelit6 és szimbolikus
szamitasok.

o Kodolaselméletben bizonyos kddok esetében a kodolés és a dekddolas is egy-egy matrix-
szorzassal kivitelezhetd. Ide kapcsolodik a generatormatrix és a paritas-ellenérzé matrix
fogalma is, LASD: Diszkrét matematika TTI.



7. feladatsor — Determinansok, matrixok

7.1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd determinansokat:

4 —1 2 13 100 z1’>_12101 —22_23§;
(a) ; (b) |0 =2 4f; (c) |-1 2 0f; (d) ; (o) :

2 3 P 535 2 3 -1 2 -2 2 1 3

0 0 1 3 -3 2 11

7.2. Feladat. Hatarozzuk meg az a = (1,2, —3), b = (2,1, —4) és ¢ = (1,0, 3) helyvektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat.

7.3. Feladat. Adjuk meg az x értékét tgy, hogy teljesiiljon az aldbbi egyenlGség.

—4
31=28
-1 =z

1 3
2 0
1
7.4. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd métrixokat: A + B,3A, BT, BC,CA.
1 2
1 0 -2 1 3 —1
A_(z ~1 3)’ B‘(zo 1)’ ¢= é:i

7.5. Feladat. Legyen A = (1 -1 3) matrix. Hatarozzuk meg az A- A" és AT - A szorzatmatrixok
determinénsat.

7.6. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezs matrixhatvanyokat (n nemnegativ egész szam).

1111 n n
0 1 11 01
@ (%) ®(G) @)
7.7. Feladat. Adjuk meg a kiovetkezd matrixok inverzét:
1 3 1 2 -3 1 3 4
(a) (2 8); )10 1 31]; (¢)|0 1 4
-2 =2 11 2 5 5

7.8. Feladat. Teljesiilnek-e az alabbi egyenlGségek tetszéleges A, B n X n-es matrixok esetén?

(a) (A— B)(A+ B) = A? — B? (c) ArA™ = Anm
(b) (AB)T = ATBT (d) (AB)' = B4~



7. feladatsor — Determinansok, matrixok
7.1. Feladat megoldasa. (a) 14; (b) -70; (c) 10; (d) -21; (e) -7.
7.2. Feladat megoldasa. V = 14.
7.3. Feladat megoldasa. = = 2.

7.4. Feladat megoldasa.

1 2
(2 3 =3 (3 0 -6 T
en (3 D) aan (0 ) w5 0)
-1 1
5 -2 4
BC:(;l 8), CA=1-3 2 =8
-8 4 —12
7.5. Feladat megoldasa.
1 -1 3
AAT = (11), |AAT|=11;  ATA=[-1 1 =3|, |4A"4]=0.
3 -3 9
7.6. Feladat megoldasa.
0 —1
@ () 7))
1 n
® (o })
(c) L0 ,han =0 és Fn By , ha n > 0, ahol F), az n-edik Fibonacci-szam (F, =
O 1 Fn FTL+1
0,F =1).
7.7. Feladat megoldasa.
4 3 —-17 16 -9 -15 5 8
(a) (_1 f), (b) 6 -5 3 1]; (¢ 8§ -3 —4
2 -2 2 -1 -2 1 1
7.8. Feladat megoldasa.
(a) Nem. (b) Nem. (c) Nem. (d) Igen.



