ITELETKALKULUS

Logikai alapfogalmak, mitveletek, formalizalas,
logikai ekvivalencia, teljes diszjunktiv normalforma, tautologia.

1. Bevezetd

A matematikai logikdban az &llitasoknak nem a tényleges jelentésével, hanem a szerke-
zetével, igazsagértékével és gondolatmenetének helyességével foglalkozunk. Mi ezen kurzus
keretei kozott csak kétértéki logikaval foglalkozunk (igaz-hamis), de tobbeértéki logika is
értelmezhetd. Példaul vessiink egy pillantast a kovetkezé kijelentésekre.

(1) Ez a mondat hamis.
(2) Minden 2-nél nagyobb péros egész szam felirhat6 két primszam Osszegeként.
(3) Minden kétfejii 16 piros.

Az els6 kijelentés ellentmondas, tehat nem lehet sem igaz, sem hamis, gondoljunk bele. A
méasodik egy hires sejtés, err6l pedig egyszertien nem tudjuk megmondani, hogy igaz-e, vagy
hamis. A harmadik kijelentés pedig azért érdekes, mert a kétértéki logika szerint igaznak
kellene lennie, mert a tagadasa hamis (van olyan kétfeji 16, ami nem piros?), de ezt is ugy
szoktuk elintézni, hogy logikai értéke eldonthetetlen. Tobbek kozott az informatikaban alkal-
mazzak a szintén tobbértékl Fuzzy-logikat, amely nem csak a szokasos 0-1 értékeket veheti
fel, hanem koztes értékeket is. Ezaltal az objektumok tobb csoportba sorolhatok, és a gépek
jobban iranyithatok. Mi ilyenekkel nem foglalkozunk, helyette a matematikai logika legalap-
vet6bb részét nézziik at.

2. Itéletkalkulus

1. Definici6. Az itélet olyan allitas, amelynek igazsagértéke van (igaz vagy hamis). Jelolé-
siik: A, B,C, ...

Nem itéletek a kovetkezdk: felkidltasok, felszolitasok, kérdé mondatok, ...

Hasonldéan, mint a hétkéznapi nyelvben is, az itéletek bizonyos médon Gsszekapcsolhatok,
és igy 1j Osszetett itéleteket kaphatunk. Nézziik meg milyen kapcsolatban allhatnak egymassal
az itéletek, illetve pontosabban milyen miivelettel kapcsolhatok Gssze az itéletek?

2. Definicié. Ha A és B két itélet, akkor értelmezziik az alabbi miiveleteket.



e Negacid: -A
,nem A” - Igy fejezziik ki a logikai kapcsolatot szavakkal.
C-ben, Java-ban: !

e Konjunkcio: AN B
»A és B”: Nem minden ,és” konjunkci6, gondoljunk példaul a felsorolasra. Viszont ,¢s”
helyett allhat a ,DE” sz0, példaul ,,Szeretem a dimatot, de utadlom a Kalkulust.”
C-ben, Java-ban: &&

e Diszjunkci6: AV B
A vagy B”: vagy A, vagy B, vagy mindkettd.
C-ben, Java-ban: ||
Fontos: NEM kizar6 vagy! Ezen a kurzuson nincs kizar6 vagy.

e Implikaci6é: A - B
,Ha A, akkor B.” ,Csak akkor A, ha B.” ,A-bol kivetkezik B.” ,, B-nek elegend6 feltétele
A A-nak sziikséges feltétele B.”

e Ekvivalencia: A <+ B
,wAkkor és csak akkor A, ha B.” ,Pontosan akkor A, ha B.” ,A-nak sziikséges és elégséges
feltétele B.” A ekvivalens B-vel.”

Ha két allitast valamilyen mivelettel Gsszefiiziink, akkor a miivelet igazsagtartalma ter-
mészetesen fiigg az eredetileg Gsszekapcsolt itéletekétsl. A kovetkezd tablazatban megtalal-
hatjuk, hogyan.

2.1. Igazsagtablazatok
[A]-A] [A|B|AAB|AVB|A—-B|[A+ B
—— —— - - :
i

i
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3. Példa. Vegyiik a kovetkez6 két allitast.

e Ha 2+ 2 =05, akkor a Hold sajtbol van.”
e Ha 2+ 2 =15, akkor Franciaorszag f6varosa Périzs.”
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Mindkét allitas igaz. Azért, mert implikdcioval vannak Osszekapcsolva, és az implikacio bal
oldala hamis. Ekkor maga az allitas igaz. Természetesen az nem igaz, hogy sajtb6l van a
Hold. De ezt nem &llitotta a mondat.

2.2. Formalizilas

A formalizdlas soran az allitasokbol matematikai jelekbdl allo jelsorozatokat képziink, a
fenti miveleti jelek segitségével. Az allitdsokat a lehetd legkisebb alapegységekre kell bontani,
ezek a primitéletek.



4. Definicié. A primitélet olyan {télet, amely nem tartalmaz logikai kotGszavakat.

Formalizalasnél fontos, hogy csakis kizardlag primitéletek helyett vezessiink be
itéletvaltozokat. FONTOS: A PRIMITELET NEM TARTALMAZHAT TAGADAST!

5. Definicié (Formula). Legyen n € N és legyenek Ay, ..., A, itéletviltozok, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jelélnek.

(1) Az itéletvaltozok mindegyike formula.

(2) Ha F és G formula, akkor (=F), (FAG), (FVGQ), (F— Q), (F <+ Q) jelsorozatok
mindegyike formula.

(3) Az itéletkalkulus minden formulaja megkaphaté a fenti 1. és 2. szabalyok VEGES sok-
szori alkalmazasaval.

Ha jol megnézziik, akkor ez egy rekurziv definicio, ahol a rekurzi6 a primitéleteknél all
meg. Informalisan a fenti definici6é azt jelenti, hogy logikai miiveletek segitségével, itéletval-
tozokbol és zardjelekbdl szintaktikailag helyes jelsorozatokat képziink.

A logikai miiveletek kozo6tt is van precedenciasorrend: —, A, V, —, <>. Ezt zardjelezéssel ki
lehet keriilni, és a kurzuson nem is fogjuk hasznalni.

Nézziik meg, hogy miikodik a formalizdlas egy konkrét példan keresztiil.

6. Példa. ,Ha esik az es6 és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gya-
korlatra, ha zh-t frunk.” Formalizilas:

Primitéletek: A — esik az es¢; B — rossz kedvem van; C' — elmegyek dimat gyakorlatra; D —
zh-t irunk.

Formalizélva: (A A (=B)) — (C <> D). Precedencidkat alkalmazva: A A -B — (C < D).

Valamilyen szinten a formalizalas ellentéte a részformulédkra bontds. Azaz megnézziik,
hogy egy formula milyen kisebb formulakbol all eld.

7. Definicié. Legyen F' és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G részformulija F-nek,
ha G felléep F-nek a rekurziv definicio szerinti elGallitdsa soran.

8. Példa. Az el6z6 példa Gsszes részformulai a kovetkezsk: A, B, (=B), (AA (=B)), C, D,
(C < D), (AN (—B)) — (C < D).

2.3. Kiértékelés, logikai ekvivalencia

Ebben a fejezetben mar el is felejthetjiik, hogy egy adott formula akar jelenthet is valamit.
A matematikai logikdnak az a lényege, hogy a formuldk a jelentésiik nélkiil is vizsgalhatoak
legyenek. Igy példaul fiiggetleniil mit jelent egy formulaban az A valtozd, az biztos, hogy
vagy igaz, vagy hamis.

9. Definici6. A kiértékelés az a mivelet, amikor a valtozok helyére igaz vagy hamis értéket
helyettesitiink. A kiértékelés végeredménye egy igazsagérték.
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10. Példa. Legyen adott a kovetkezs formula: A — ((=B) Vv C). Szamoljuk ki a formula
azon kiértékelését, melyben A és C igaz, B pedig hamis.

A[B[C| (-B) [(-B)VC) [A= (—-B) V)
i | h| i |=h=i| (iVi)=3i i—>i=1

Elképzelhets, hogy ugyanazt a jelentéstartalmat két kiilonb6z6 formulaval is le tudjuk
irni. Ezek a logikailag ekvivalens formulak.

11. Definici6. Az itéletkalkulus F' és G formuldja logikailag ekvivalens, ha értékiik bar-
mely kiértékelésnél megegyezik. Jelolésben: F' = G.

Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy mindkét formuléira felirjuk az igazsagtablazatot, és
Osszenézziik a két formula Osszes kiértékelését, és ha mindegyik megegyezik, akkor ekviva-
lensek. Lehetséges, hogy egy nagyon hosszi logikai formuldhoz talalhato egy sokkal révidebb
formula, mellyel logikailag ekvivalens. Ekkor minden tovabbi nélkiil attérhetiink a rovidebb
formula vizsgélatara.

12. Tétel. Bdrmely A és B formuldk esetén
A—-B=-AVB é A< B=(A— B)AN(B—A).

Az el6z6 tételnek koszonhets, hogy az <> és — jelek atirhatok a A, Vv, — jelek segitségével.
Jogosan meriil fel a kérdés, hogy akkor miért hasznaljuk 6ket? (A C-ben és a JAVA-ban
sincsenek beépitve.)

13. Példa. Ekvivalens-e a kovetkez$ két formula: F = - (A — B), G = AN (—=B).

(A[B[(ASB) [F=-(A=>B) [B)[G=AA(B)]

1] 1 1 h h itANh=h
1| h h i ) TNT =i
h | i 1 h h hAh=h
h| h 1 h ) hAi=h

Mivel az F' oszlopa és G oszlopa minden sorban megegyez6 értéket vesz fel, ezért logikailag
ekvivalensek.

14. Példa. Az utolso6 oldalon 6sszegytjtottiik a legfontosabb ekvivalencidkat, amelyek mind-
egyike bizonyithato az el6z6 példaban mutatott moédon. Nem kell mindegyiket fejbél tudni,
de mindegyikrél elvart az igazolasa.



2.4. Diszjunktiv normalforma

A 12. Tétel hasznalataval barmely formuldbol ki tudjuk kiiszobolni az ekvivalencia és
implikacio jeleket. Ebben a fejezetben egy olyan specidlis formulatipusroél lesz sz6, mely mind
matematikailag, mind informatikailag konnyen vizsgalhato. (A szamitogép nem rendelkezik
beépitett ekvivalencia és implikacio jelekkel, igy hasznos lenne algoritmus, mellyel ezek kikii-
szObolhetsk egy formulabol.)

15. Definicié. Egy formula diszjunktiv normalforma, ha P, V...V Py alakt, ahol minden
P; itéletvaltozok és negaltjaik konjunkcidja oly moédon, hogy mindegyik valtozé6 minden P;-
ben legfeljebb 1-szer szerepel.

16. Definicidé. Ha egy n-véltozos diszjunktiv normalforma minden P;-jében mind az n darab
valtozo szerepel, akkor teljes diszjunktiv normalformaroél beszéliink.

A definicioknal sokkal érthet6bben be lehet mutatni példan keresztiil.
17. Példa. A kovetkez6 formuldk diszjunktiv normélformak:

o (A NAZN—-A3) V(AL AN As A —A3) — ha az itéletvaltozok Aj, Ao, Az akkor ez még
teljes is (k =2, n > 3).

e A;V (A; AN —Ay) — ez nyilvan nem teljes (k =2, n > 2).

o AV Ay — ez sem teljes (k =2, n > 2).

o A; N—Ay AN Az — ha az itéletvaltozok Aq, Ay, As akkor ez még teljes is (k =1, n > 3).

18. Tétel. Tetszdleges F' formuldhoz létezik olyan teljes diszjunktiv normdlforma, amely F-fel
logikailag ekvivalens.

Ez egy nagyon fontos tétel, azonban semmit nem mond arrél, hogyan keressiik meg ezt a
teljes diszjunktiv normalformat. A modszer a kovetkezd.

(1) Felirjuk F igazsagtablazatat.
(2) A definicioban szerepl§ Pi-k azon sorokat reprezentaljak, ahol F' logikai értéke igaz.

(3) Minden sorhoz a megfelel§ P;-t ugy kapjuk, hogy azon valtozokat negaljuk, ahol hamis
érték szerepel, és vessziik az Gsszes valtozot tartalmazo konjunkciot.

19. Példa. Irjuk fel az (AV B) — (-A) formula teljes diszjunktiv normalformajat.

ATB[(AVB) | (A) [ (AVB) = (=4)
1|1 1 h i — h=h

iR 3 i > h=h

h | 1 1 1 i — 1 =1 =
R h| & i h—oi=i |«

(AVB) = (mA) = (mAAB)V (mAA-B)

Természetesen az is egy modszer, hogy a — és <+ jeleket egyesével atirjuk, azutdn az igy
kapott formulat megprobaljuk a megfelel formara pofozni az ismert ekvivalencidk segitségé-
vel. Ez szebb az el6bb emlitett modszernél, viszont az el6z6 talan algoritmikusabb.
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2.5. Tautolégia

Ebben a fejezetben egy specialis formularél lesz sz6. AlapvetGen egy formula bonyolult-
sagat nem feltétlen a hosszaval tudjuk mérni, mert el6fordulhat, hogy egy sokkal révidebbel
ekvivalens. S6t az is el6fordulhat, hogy minden kiértékelésre egyforma.

20. Definici6. Egy formula tautolégia, ha minden kiértékelésre igaz.

A definici6 szerint konnyen ellenérizhets, hogy egy formula tautolégia-e, csak fel kell irni
az igazsagtablazatat, és megnézni, hogy a végén mindenhol igaz érték jon-e ki.

21. Példa. Nézziik meg, hogy az (A A (A — B)) — B formula tautologia-e.

|A[B|(A—-B)|(AN(A—B))|(AN(A— B)) = B|

vt l AL =1 i =i =1
i | h h tANh=nh h— h =t
h | l hANt=h h — 1=t
h | h 1 hANt=h h— h=1

Minden kiértékelésre igaz a formula, tehat (A A (A — B)) — B tautologia.



Tautolégiagyiijtemény

(I) —, + kifejezése a tobbi miivelettel:

(1) A< B=(A— B)A(B— A),
(2) A— B=(-A)VB.
(IT) A, V alaptulajdonsdgai:
(3) ANA=A, AVA=A (idempotencia)
(4) ANB=BAA, AVB=BVA, (kommutativités)
(5) (AANB)AC=AAN(BACQO), (AVB)vC=Av (BV(), (asszociativités)
(6) (AVB)ANA= A, (AANB)V A=A, (abszorptivitas)
(M (AVB)AC=(ANC)V (BAC), (AANB)VC =(AVC)A(BV(O). (disztributivitds)
(III) A, Vv, — kozotti Osszefiiggések:
(8) -(AAB)=(-A)V(-B), —(AVB)=(-4)A(—B), (De Morgan szabélyok)
(9) ~(-4) =4,
(10) AN (-A) = BA(—-B), AV (-A) = BV (-B),
(11) AN(BV(-B))=A, AV (BV(-B))=BV(-B),
(12) AN(BA(=B))=BA(-B), AV (BA(-B))=A.
(IV)  —-t és <»-t tartalmazd logikai ekvivalencidk:
(13) A< B=B+ A, (kommutativités)
(14) (A< B)<C=A+ (B« (), (asszociativités)
(15) A — B =(—-B) = (-A),
(16) (A-C)AN(B—=C) = (AvB)—>C7
(17) (A-B)AN(A—=C)=A— (BAQ),
(18) A%(B*)C):(A/\B)%C
(19) A— (BA(-B)) =-4
(V) Tautoldgidk:
(20) A= A(=Av(-4)),
(21) (AN (A— B)) — B,
(22) ((=B) A (A = B)) — (mA),
(23) (FA) A (AV B)) — B,
(24) A— (B— (ANB)),
(25) (AANB) — A,
(26) A — (AV B),
(27) (A= B)A(B—C)) = (A—C),
(28) (A= B)— ((B—C)—= (A= Q)),
(29) (A= B) = ((ANC) = (BAO)),
(30) (A= B)— ((AvVC) = (BVO)),
(31) (A< B)A (B C)) = (A« O),
tovabba
(32) (Ae B) = ((AxC) « (B*()),
(33) (A< B) = ((C*A) « (CxB)),

ahol * a A, V, —, <> logikai miiveletek barmelyike lehet.

Az (V) tautoldgidk, valamint az egyes F=G alapvetd logikai ekvivalencidkbdl szarmaztatott F <> G, F — G
és G — F alaki tautologiak dsszességét nevezziik tautolégiagyijteménynek.



1. feladatsor — Itéletkalkulus elemei

1.1. Feladat. Formalizaljuk az aldbbi allitasokat a megadott primitéletek felhasznalésaval:
A, Siit a nap.” B :  Kimegyek az uszodéaba.” C : ,Hamburgert ebédelek.”

(a) Kimegyek az uszodaba, vagy hamburgert ebédelek.

(b)
(c)
(d)
(e)

Kimegyek az uszodaba, de nem ebédelek hamburgert.
Nem siit a nap.

Ha kimegyek az uszodaba, hamburgert ebédelek.
Pontosan akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.

1.2. Feladat. Adjuk meg az alabbi formula 0sszes részformuléjat.

(AV (=B)) < ((=C) = B)

1.3. Feladat. Dontstik el, hogy az

(@) (A6 B)V(B)AC) () (A B)V((=B) = 0C)
(c) A<+ (B V ((=B) A C)) (d) A— (B V((=B) A (J))

formulak koziil — a primitéletek alkalmas megvalasztasaval — melyik formalizalja a kdvetkezs
itéletkalkulusbeli itéletet:

Gomboc Artir akkor és csak akkor tud Afrikdba utazni, ha elbirja a repiildgép, vagy ha nem birja
el a repiildgép, de indul hajo Afrikdba.

1.4. Feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a kovetkezd itéletkalku-
lusbeli itéleteket.

(a)

(b)
(c)

(d)
(e)

(f)
(g)

(h)
(1)
)

(k)

Ha ezt a mondatot jol formalizdalom, vagy a gyakorlatvezetdnek jo kedve van, akkor kapok eqy
piros pontot, és orilhetek.

Csak akkor megyek boltba, ha nem esik az esd, vagy ha esik, de van ndlam esernyd.

Ha esik az esd és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gyakorlatra, ha
zh-t irunk.

Pontosan akkor érem el a zh-t, ha nem esik tobb ho, vagy ha esik, de eltakaritjdk.

Akkor és csak akkor jon a télapd szdannal, ha esik a hd, nem olvad el, és nem sériil le eqyetlen
TENSZATVAS SEM.

Ha eqy szelet kenyér eqyik fele lekvdros, és leejtjik, akkor a fold, vagy az asztal lekvdros lesz.
Ha sikeril a diszkrét matematika gyakorlatom, akkor pontosan akkor leszek szomori, ha nem
stkeril a vizsgam.

Ha megbukunk, akkor nem kapunk diplomdt, és ha nincs mdr sok pénziink, akkor nem fogunk
tudni mibdl fagyit venni.

Ki kell taldalnom még formalizdlando mondatokat, vagy kirignak az dlldisombol, és mehetek
utcdt soporni.

Szeretek utcdat soporni, de mondatokat formalizdlni csak akkor szeretek, ha nincs mds valasz-
tasom.

Ha még eqy *** mondatot formalizdlnom kell, akkor kitépem a hajamat, vagy megdrilok és
utdana tépem ki a hajamat.



1.5. Feladat. Formalizaljuk a kovetkez§ itéleteket, és dontsiik el, hogy a primitéletek megadott
értéke mellett az itélet igaz vagy hamis. (A primitéletek mindig pozitivak legyenek, azaz ne tartal-
mazzanak tagadast, és a mondatban valo el6fordulasuk szerint jeloljiik A, B, C, ... betiikkel.)

(a) Ha nem fdj a ldbam és nincs rossz kedvem, akkor pontosan abban az esetben megyek el sorézni,
ha a haverom is velem jon. A: h, B:h, C:i, D : h.

(b) Ha Micimacko mézet akar enni, de a méz a fan van, akkor a mézszerzés pontosan akkor
sikeres, ha Malacka nem fél a méhektdl, vagy Tigris fel tud mdszni a fdra.
A:i, B:h, C:i, D:h, E:i.

(c) Ha a roka okos, és megkérdezi a hollot, akkor ha a hollé buta, akkor vagy kinyitja a csdrét,
vagy leejti a sajtot. A1, B:i, C:1, D:h, E:h.

1.6. Feladat. Formalizaljuk a kovetkezd itéleteket. Mit mondhatunk a (2) itéletek igazsagértékérdl,
ha igaznak fogadjuk el az (1) itéleteket?

(a) (1) Esik az esd, de nem fazom meg.
(2) Ha hideg van, vagy esik az esd, akkor megfizom.

(b) (1) Piroska szereti a Farkast, de ha Nagyi nem evett epret, akkor a Farkas megeszi a Nagyit.
Ha a Farkas megeszi a Nagyit, akkor Piroska nem szereti a Farkast.
A Vaddsz lelétte a Farkast.
(2) Ha a Vaddsz leldtte a Farkast, akkor a Nagyi pontosan akkor evett epret, ha nem igaz az,
hogy Piroska szereti a Farkast vagy a Farkas megeszi a Nagyit.

(c) (1) Hdfehérke pontosan akkor eszi meg a mérgezett almat, ha egyedil marad otthon.
Ha Hofehérke megeszi a mérgezett almdt, akkor nem fé6z ebédet és nem takarit.
Hdfehérke egyediil marad otthon.
(2) Ha Hdfehérke egyediil marad otthon, akkor pontosan abban az esetben féz ebédet, ha nem
takarit.
Ha Hofehérke egyediil marad otthon, akkor megeszi a mérgezett almdt, ha viszont nem marad
egyediil otthon, akkor nem f6z ebédet és nem takarit.

1.7. Feladat. Formalizaljuk a kovetkez§ itéleteket, és dontsiik el, hogy logikailag ekvivalensek-e.
(a)
(b)

(1) Ha nem tanulsz vagy puskdzol, akkor megbuksz.

(2) Ha nem tanulsz, akkor megbuksz, valamint ha puskdzol, akkor is megbuksz.

(1) A Sdrkdnyfidarus pontosan akkor tud drulni a piacon, ha sem Sisi, sem Kirdlyfi nincs a
vdrosban.

(2) Sisii vagy Kirdlyfi a vdarosban van, vagy a Sdrkdnyfidrus tud drulni a piacon, valamint
ha Ststi vagy Kirdlyfi nincs a vdrosban, akkor a Sdrkdnyfddrus nem tud drulni a piacon.
(c) (1) Kriszta csak akkor nem bukik meg, ha Mézga Géza pontosan akkor lesz dihds, ha Aladdr
szivarozni kezd.

(2) Kriszta megbukik vagy Aladdr nem kezd el szivarozni vagy Mézga Géza dihds lesz, va-
lamint ha Kriszta nem bukik meqg és Aladar sem kezd el szivarozni, akkor Mézga Géza nem
lesz diihds.

1.8. Feladat. Igazoljuk az alabbi logikai ekvivalencidkat:
(a) (ANB) - C=A— (B—C);



(b) ((= ) (AAB)AC = (A O) A4
(c) (A—>C)A(B—C)=(AVB)— C;

(d) (A= B)—= (ANC) = (BAC))=A— (AV B);

() (A—>B) (AVC) = (BVC))=(AAB) = A

() (AAB) = A A (A= (=C) = (=€) V B) V C) & (=(C A A)).

1.9. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi formulak koziil melyik tautologia, és melyik nem:

(a) (AA-A) & (-(A = (-A))); (e) (AVB) = ((AV (=B)) — A);
(b) (A— B) « ((mA) V B); (f) (BV (m4)) = (BV (-4));
(c) A— (AAB); (8) ((mA) = (AAB))AC) + ((A < O)AA).

(d) Av (B — (—|A));
1.10. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy kielégithetGek-e a kdvetkezs formula- és itélethalmazok.

(a) (A— B) <« (mAV B)

(b) (AvVB)—= (CAD), (DVE)—G, AV (-G)

(c) A szerzédést akkor és csak akkor teljesitik, ha a hézat februarban befejezik. Ha a hézat
februarban befejezik, akkor marcius 1-én bekdltozhetiink. Ha marcius 1-jén nem koltoziink
be, akkor marciusra lakbért kell fizetniink. Ha a szerz&dést nem teljesitik, akkor marciusra
lakbért kell fizetniink. Nem kell marciusra lakbért fizetniink.

1.11. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi formulak koziil melyik az A, B, C' valtozokbol felépitett
teljes diszjunktiv normalforma:

FF=(ANBAC)V (AN (—=B)), F,=(AvBV(=C))AN(AV (=B)V (),
F;=(AANBAC)V(AANBA(=(C)), Fy=(—A)ABAC.

1.12. Feladat. Hatérozzuk meg az A, B, C valtozokbol felépitett alabbi formulak teljes diszjunktiv
normaélforméajat:

(a) (A B)A(=0); (d) (AV(=B)) = (C < B);
(b) ((=A) = (AAB))AC; () (ANC) < (A= (=B))V(AA B));
(¢) (AVB) = (=(C = B)); (f) (=(A = B)A((=4) < C) Vv B).



1. feladatsor — Itéletkalkulus elemei

1.1. Feladat megoldasa.

(a) BvC
(b) BA(=C)
(c) -4

(d) B—C
(e) B+~ A

1.2. Feladat megoldasa.
8 darab részformula van: A, B, C, =B, =C, (=C') — B, AV (=B), ((-C) — B) — (AV (=B))

1.3. Feladat megoldasa. (c) A« (BV ((—-B)AC))
1.4. Feladat megoldasa.

(a) (AvB)— (CAD)

(b) A— (=BV (BACQ))
(c) (AAN(=B)) = (C < D)
(d) A« (-BV(BACQO))
(e) A< (BA(=C)A(=D))
(f) (AANB)— (CVv D)

(g) A— (B+ —C)

(h) A— (=BA(=C — =D))
(i) AV (BAC)

() AN (B — —(C)

(k) A— (BV(CAB))

1.5. Feladat megoldasa.

(a) ("AAN-B)—= (C+< D)=h
(b) (AANB) = (C <« (-DVE)) =i
(c) (AANB)—» (C—- (DVE)=h

1.6. Feladat megoldasa.

(a) A: Esik az es6.”, B : ,Megfazom.”, C':  Hideg van.”
(1) AN—B
(2) (CVA) — B
Ha (1) igaz, akkor A =i, B = h. Ebben az esetben (2) mindig hamis.
(b) A :  Piroska szereti a Farkast.”, B : Nagyi epret evett.”, C' : A Farkas megeszi a Nagyit.”,
D : A Vadasz lel6tte a Farkast.”
(1) AN(-B—C),C—-A,D
(2) D— (B & (~(AV 0)))
Ha az (1) allitasok egyszerre igazak, akkor a valtozok egyértelmien determinéltak: A = B =
D =i, C'= h. Ennél a kiértékelésnél a (2) allitas hamis.



(c) A : Hofehérke megeszi a mérgezett almat.”, B : Hofehérke egyediil marad otthon.”, C' :
,Hofehérke {6z.”, D : Hofehérke takarit.”
(1) A<~> B,A— (-CA=-D), B
(2) B— (C <> —D), (B— A)A (=B — (-C AN—-D))
Ha az (1) allitasok egyszerre igazak, akkor a valtozok egyértelmiien determinaltak: A = B = i,
C' = D = h. Ennél a kiértékelésnél a (2) allitasok koziil az elsé hamis, a masodik igaz.

1.7. Feladat megoldéasa.
(a) (1): (mAVB)—=C

(2): ("A—=C)AN(B—(C)
(1) =(2)
(b) (1): A+ (=B A—=C)
(2): (BVCVA)A((-BV-C)— —A)
(1) # (2)
(c) (1): "A— (B+ (C)
(2): (Av-CV B)A((mAN-C)— —B)

1.8. Feladat megoldasa. Igazoljuk az alabbi logikai ekvivalencidkat:

(a)

(ANB) — C=A— (B = (O)
(S A /2 S A A
¢t v 1+ h h ¢t h ¢+ h h
¢t h h 1 1 1 h 11
¢t h h i h ¢t 1 h @ h
h h @ 1 1 h i ¢« ¢ 1
h h ¢ 1 h h i ¢« h h
h h h 1 1 h i h ¢ 1
h h h i h h i h ¢ h

A tobbi feladatot is hasonléan lehet ellendrizni: fel kell irni az ekvivalenciajel két oldalan 1évé
formulék igazsagtablazatat, és ellendrizni kell, hogy minden kiértékelésnél ugyanaz a logikai érték
jon-e ki.

1.9. Feladat megoldéasa.

(a) Nem tautologia (e) Tautologia
(b) Tautologia (f) Tautologia
(c) Nem tautologia (g) Tautologia

(d) Tautologia
1.10. Feladat megoldasa.
(a) Kielégithets, s6t tautologia.

(b) Kielégithets, pl. A=B=C=D=FE=G=h.
(c) Kielégithets, pl. A=B=C=1i, D=h.

1.11. Feladat megoldasa.



F5 : nem diszjunktiv normalforma

Fy : (nem teljes) diszjunktiv normalforma
teljes diszjunktiv normalforma

F3 : teljes diszjunktiv normélforma Fy:

1.12. Feladat megoldasa.

(a) (A< B)A(=C)=(AANBA-C)V (=mAAN-BA-C);
) (mA) - (AAB)AC=(ANBAC)V(AN-BACQ);
(c) (AVB) = (=(C = B))=(AAN-BAC)V (mAAN-BAC)V (~AA-BA=C);
(d) (AV(=B)) = (C+ B)=(AANBAC)V(AAN-BA-C)V(-AANBAC)V(mAANBA-C)V
(mAAN-=BA-C);
(ANC)+ (A= (-B))V(AAB)=(AANBAC)V(AAN-BAC);
(

(e)
=(A—= B))A(((nA) «+» C)V B) = (AAN=B A-C).

(f)



