HALMAZOK

Halmazelméleti alapfogalmak, hatvanyhalmaz,
halmazmiiveletek, halmazmiiveletek azonossagai.

1. Alapfogalmak

A halmaz és az eleme fogalmakat alapfogalmaknak tekintjiik, nem definialjuk Gket. Je-
16lés: © € H, azaz x eleme a H halmaznak. Itt x egy tetszéleges valami, mivel a H elemei
is tetszGleges dolgok lehetnek. Egy halmaz elemeit megadhatjuk felsorolassal, képlettel, ko-
riilirassal; a 1ényeg, hogy egyértelmten kideriiljon, hogy mik tartoznak a halmazba, és mik
nem. Egy halmaz véges, ha véges sok eleme van. Ezt a véges szamot a halmaz elemszamanak
nevezziik. Egy H halmaz elemszamat |H|-val jeloljiik.

1. Definicié. Az iires halmaz olyan halmaz, melynek nincs eleme. Jele: (). Masképpen
fogalmazva: minden z-re teljesiil az, hogy x ¢ ().

2. Megjegyzés. Csak egyetlen iires halmaz van, viszont sok kiilénb6z6 modon felirhato. Példaul
() = {10-nél nagyobb péros primszamok} = {4 fejii piros kutyak} .
3. Definicié. Két halmaz egyenld, ha elemeik megegyeznek. Jelolés: A = B.

4. Megjeqyzés. Az el6z6 definici6 értelmében egy halmazban minden elemet egyszeres multip-
licitassal szamolunk. Példaul {0, 1,2} = {0,0,0,1,1,2,2}, mert a két oldal elemei ugyanazok.
Ugyanigy értelmetlen a halmazban az elemek sorrendjét megkiilonboztetni.

5. Példa. ! {2,4,6,8} = {8,4,2,6} = {r e N:z < 10 ¢s Jy € N, hogy = = 2y} = ,egyjegyt
paros szamok halmaza”

6. Példa. 0 # {0}

A bal oldali halmaz az iires halmaz, neki nincs eleme, elemszama nulla. A jobb oldali egy olyan
halmaz, mely 1 darab elemet tartalmaz, mégpedig az ilires halmazt. Ennek az elemszama 1.
Ez a kett6 olyan, mint egy {ires kdnyv, illetve az iires konyvet tartalmazo polc. A konyv iires,
de a polc nem. A két halmaz természetesen nem egyenls.

Wz jelentése ,barmely z”, ;minden 2”; 3z jelentése ,létezik x”, ,yan olyan z”



2. Részhalmaz, hatvanyhalmaz

7. Definici6. Az A halmaz a B halmaznak részhalmaza, ha minden A-beli elem egyben
B-nek is eleme. Jelolés: A C B.

8. Példa. {1,5,8} € {1,4,5,6,8} C N CR.
9. Megjegyzés. Minden H halmaznak van két trividlis részhalmaza:

e [ C H, azaz minden halmaz részhalmaza sajat magéanak, illetve
e () C H, azaz az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

Tulajdonképpen ez a kett6 az iireshalmaz esetén egybeesik.

10. Definicié. Az A halmaz a B halmaznak valodi részhalmaza, ha részhalmaza, de nem
egyenls vele. Jelolése: A C B.

11. Példa. A 8. Példaban szerepls részhalmazjelek tulajdonképpen valodi részhalmazt je-
lentenek.

A részhalmaz fogalmara érvényesek olyan nyilvanvalé tulajdonsagok, mint valos szamok
kérében a ,kisebb vagy egyenls” reléciora.

12. Tétel. Legyen A, B és C tetszdleges halmaz. FEkkor

e ha AC B és BCC, akkor A C C;
e ha AC B és BC A, akkor A = B.

13. Megjegyzés. Az el6z6 tételben szerepld tulajdonsagoknak neve is van, ami a késébbiekben
még sokszor el§ fog fordulni. Az elsé tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a részhalmaz relacid
tranzitiv, a masodik pedig azt, hogy antiszimmetrikus. Az pedig, hogy minden halmaz rész-
halmaza sajat maganak azt mutatja, hogy a részhalmaz relacio refiexiv.

14. Definici6é. Egy H halmaz hatvanyhalmazanak nevezziik azt a halmazt, mely a H
halmaz 6sszes részhalmazat tartalmazza elemként. Tehat ez egy olyan halmaz, melynek elemei
halmazok. Jelolése: P(H).

15. Példa. P ({1,2}) = {0, {1}.{2},{1.2}}.

Altalaban egy rogzitett, jol definialt halmaz elemeivel foglalkozunk, ugyanis nem tal sok
értelme van a H = {0, 1, 2, 3, Shakespeare Osszes miivei, p, ¢, 7} halmaznak. Ez is egy korrek-
ten definialt halmaz, de gyakorlati haszna nem til sok van. Ezért meg szoktunk allapitani
egy alaphalmazt, és csak ezen alaphalmaz elemeit vizsgaljuk, az ezen kiviili elemekkel nem
foglalkozunk. Példaul a primszamok halmazanak vizsgélatakor az alaphalmazt tekinthetjiik
példaul az egész szamok halmazanak, mert gy sem akarjuk azt vizsgalni, hogy egy ceruza
eleme-e a primszamok halmazanak. Mivel a ceruza nincs az alaphalmazban, igy nem is meriil
fel ilyen kérdés.

Ha mar azonos tipusi elemekbdl 4ll6 halmazokat vizsgidlunk, akkor bevezethetiink a hal-
mazaink kozott miiveleteket.



3. Halmazmiiveletek

16. Definici6. Legyen A és B két tetsz6leges halmaz, U legyen a rogzitett alaphalmaz,
A, B CU. (A formalis definiciok mellett a mtiveleteket Venn-diagramokon is szemléltetjiik.)

(a) Az A és B halmazok uniéjanak nevezziik U
azt a halmazt, melynek minden eleme ben-
ne van valamelyik halmazban.

Jelolés: AU B.
AUB={x: v € AVAGY z € B}

(b) Az A és B halmazok metszetének nevez-
ziik azt a halmazt, melynek minden eleme

benne van mindkét halmazban.
Jelolés: AN B.

AﬂB:{x: xGAESa:GB}

(¢) Az A halmaz komplementerének nevez-
ziik azt a halmazt, melynek minden eleme
benne van U-ban (az alaphalmazban), de
nincs benne A-ben.

Jelolés: A.
A={z: € UESz ¢ A}

(d) Az A és B halmazok kiilonbségének ne-
vezziik azt a halmazt, melynek minden ele-
me benne van A-ban, de nincs benne B-
ben.

Jeloles: A\ B.
A\B={z: 1€ AESz¢ B} =ANB




(e) Az A és B halmazok szimmetrikus dif-
ferencidjanak nevezziik azt a halmazt,
melynek minden eleme az A és a B halma-

zok koziil pontosan az egyikben van benne.
Jelolés: A A B.

AAB = (A\B)U(B\A)
= (AUB)\ (AN B)

4. Halmazmiiveleti azonossagok

Ebben a részben a halmazmiiveletek néhény fontosabb tulajdonsagat vizsgaljuk meg. Té-
telként fogunk rajuk hivatkozni, de az allitdsok legnagyobb része az elébbi definiciok alapjan
kénnyen és gyorsan igazolhato.

17. Tétel. Tetszdleges A, B,C halmazokra

ANA=A, AUA = A, (idempotencia)
ANB=BnNA, AUB = BUA, (kommutativitds)
(AnNB)NC=An(BNC), (AuB)UC=AU(BUC(C), (asszociativitds)
(AUB)N A=A, (ANB)UA = A, (abszorptivitds)
(AuUB)NC = (ANB)UC = (disztributivitds)
(AnC)u(BNC), (AuC)Nn(BUC).

18. Tétel. Tetszdleges A, B (C U) halmazokra

ANB=AUB, AUB=ANB, (de Morgan azonossdgok)
A=A,
ANA=0, AUA=T,
ANU=A,  AUU=TU,
ANp =10, AUp = A.

A kovetkez6 tétel mér szerepelt a halmazmiveletek definicidjanél, azonban fontossaguk
miatt tételként is leirjuk djra. A halmazmiveletek definicidinal az igazi definiciok a szove-
ges definiciok, azokbol lehet levezetni a kdvetkezd egyenlGségeket a nyelvtani kotészavakat
megfelelGen varialva.

19. Tétel. Tetszdleges A, B(C U) halmazokra
A\ B=ANB,
s

AAB = (A\ B)U (B\ A) = (AUB)\ (AN B).
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Az el6z6 két tétel segithet abban, hogy a kiilénb6z6 halmazmiiveleteket atirjuk mas hal-

mazmiiveleti jelek segitségével.

20. Megjegyzés. A fenti halmazmiiveletek mindegyike kifejezheté unio, metszet, és komple-
menter miiveletek segitségével. (S6t, a metszet és az unio koziil elég az egyik a de Morgan

szabaly miatt.)

21. Példa.

A\ (BAC)

(
(
(3): Kiilonbség atirasa a 19. Tétel szerint.
(
(

AN (BAC)

ANn((BUC)\(BnCQ))
ANn((BUuC)n(BNQO))
ANn((BuUC)u(BNn(O))
ANn((BNnC)u(BNQO))

5): De Morgan azonossag alkalmazasa a 18. Tétel szerint, illetve alkalmazzuk ezen tétel ma-

sodik Allitasat is.

5. Alkalmazasok

e Halmaz, mint absztrakt adattipus. LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek I. kurzus.

e Java programozasi nyelv: példaul Set interfész; AbstractSet, HashSet osztaly.

Programozo cégeknél szoktak ilyen kérdéseket feltenni, mint példdul a kévetkezd. Van
eqy tomb, melynek elemer tetszdlegesen nagy egész szamok. Listdzza azon szdmokat,
melyek a tombben pdratlan sokszor szerepelnek. Mindenki elgondolkozhat, hogy & hogyan

csindlnd. Tobb megoldds is van, a megoldds dtletességél szoktak értékelnsi.

e Formaélis nyelvek és szdmitastudomany:

— &bécé: elére rogzitett, meghatarozott jelek altalaban véges halmaza, példaul X =
{magyar nyelv altal hasznalt betiik és karakterek};
— az abécé elemei a karakterek, a karakterekbdl allo sorozatok a szavak, példaul
Shakespeare minden miive egy-egy sz0;

— X* az Osszes szavak halmaza;
— X* részhalmazai a nyelvek, példaul Shakespeare Gsszes miive egy nyelv.

— LASD: Bonyolultsagelmélet kurzus.



A Turing-gép taldn a szamitogép mikodésének eqyik legjobb matematikai modell-
je. Gondoljunk bele abba, hogy olyan programot kell irnunk, ami eqy tetszdleges
szorol eldonti, hogy palindrom-e. Nyilvan ezt nagyon kénnyen meg tudja mindenks:
csindlni. Azonban ha ezt valaki C-ben megirja, kénnyen, még nem feltétlen olyan
kénnyi ezt elméletben megcesindlni. Példdaul mit hol kell tarolni az algoritmus so-
ran, mekkora memdoriahelyre lesz sziikség, és mennyi ideig fog futni a program.
Ilyen kérdéseketl vizsgdl a bonyolultsdgelmélet.

e Regularis kifejezések: olyan string, amivel meghatarozhaté stringek egy halmaza.
Példdul az ,a™*” kifejezés jeloli az ,a” betitvel kezdddd szavak halmazdt. Alapszintd prog-
ramozasban gyakran van szikség hasonlo kifejezésekre, példdaul Linux alatt az eqy map-
pdban lévd sszes pdf fajl kinyomtatdsa megtdrténhet igy: lpr *.pdf. Nem kell eldtte
dsszeféstilni, hogy aztdn eqy darabban ki lehessen nyomtatni, vagy egyesével nyomtat-
gatni.

e Fontos kiterjesztés: fuzzy-halmazok. Alkalmazésai: irdnyitastechnika, mesterséges intel-

ligencia, elektronika. LASD: Mesterséges intelligencia kurzus.
Matematikailag egy objektum mindig vagy eleme a halmaznak vagy nem. Azonban ez
tulsagosan leeqyszerisitheti a kategorizdldst. Gondoljunk bele, hogy eqy arcfelismerd ro-
botot akarunk programozni, melynek az a feladata, hogy megmondja eqy emberrdl (x),
hogy szép-e (x € H). Azonban nem feltétlen szeretnénk azt, hogy mindenki vagy szép,
vagy nem szép legyen, ennél sokkal jobb minden emberhez eqy szdmot hozzdrendelni
(1(z)), hogy mennyire szép. Es ezzel mdr nem azt mérjiik, hogy « eleme-e H-nak, ha-
nem azt, hogy mennyire. Példdul, ha p(x) = 0.95, akkor ez kizel van az 1-hez, tehdt
»nagyon benne van a halmazban’.

e Mandelbrot-halmaz és egyéb fraktalok.

Szegedi fejlesztést szoftver a Xaos, mely segitségével érdekes és szép geometriai alak-
zatokkal taldlkozhatunk. Ezeknek neve fraktdlok. Példdul van olyan alakzat, melynek
végtelen a keriilete, de véges a teriilete. (Kicsit furcsa lehet, de igaz, nem gépeltem
félre.)

e Szamelméleti halmazok: N, Z Q, R, C.

e Biologia: rendszertani kategorizilas.

Lehet, bele se gondoltunk eddig, de akdrk: akdarmivel foglalkozik, halmazokban gondolko-
zik. A boltban nem dsszevissza vannak az druk pakolva, hanem értelmes részhalmazokra
bontva (€élelmiszer, tisztitoszer, autdalkatrész,...). A programnyelvek objektumorientdl-
tak, vagy nem. Az iskolai érdemjeqy eqy 5 elemid halmazbdl keril ki. (Erdekes, senki
sem akar eqy vizsgdan 7-est kapni, pedig az is olyan szam, mint a t6bbi. Mindenk: tudja,
hogy az alaphalmaz {1,2,3,4,5}.)

e Minden teriileten, mindenféle kategoridba sorolds halmazelméleti feladat. Ujjlenyomat
keresése adatbazisban, telefonszam keresése telefonkényvben, ... - ez mind olyan prob-
léma, mely arra vezethetd vissza, hogy egy adott objektum eleme-e egy halmaznak.
Gyakorlatban a halmazokon méar értelmezve van valami sorrendiségi relaci6, igy mar



nem pusztan matematikai halmazokrol beszélhetiink, ahol a halmaz elemeinek sorrend-
je nem szamit. LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek I. kurzus - Keresési és rendezési
algoritmusok.

Példaul el lehet gondolkozni a kovetkezd feladaton. Van eqy egész szamokat tdrolo ren-
dezett tomb, azaz a témb elemei nagysdg szerint sorba vannak rendezve. Eleme-e ennek
a tombnek eqy megadott szam? Menjiink végig és keressiik meg? Vagy ennél hatékonyabb
eljdrds is van? A probléma redlis, ugyanaz, mintha eqy szot keresnénk a szotdrban. Aki
csindlt ilyet, szerintem az optimdalisabb modszert is haszndlta, csak fel se tint nek:.



3. feladatsor — Halmazok

3.1. Feladat. Legyen A = {0, {0},{0,{0}}}. Déntsiik el, hogy az alabbiak koziil melyik igaz és
melyik hamis.

(a) DeA (c) {0}eA (e) {{0}}eA () {0,{0}} A
(b) DC A (d) {0y cA () {3y cA (h) {0,{0}}c A

3.2. Feladat. Legyen az alaphalmaz U = {a,b, ¢, d, e} és tekintsiik a kovetkez6 halmazokat: A =
{a,b,c,d}, B=1{d,e} és C = {a,b, e}. Hatarozzuk meg a kovetkezs halmazok elemeit:

AUB, ANB, B, A\B, AAB, (AAC)\B, P(B).

3.3. Feladat. Legyen A = P({a,b}) és B = P({b, c}). Hatarozzuk meg a kovetkezé halmazok
elemeit:

AUB, AnB, A\B, B\A, AAB.
3.4. Feladat. Hatarozzuk meg a P(P(P(0))) halmaz elemeit.

3.5. Feladat. Dontsiik el, hogy az A = {a,b, ¢, d, e, f} halmaz hatvanyhalmazanak alabbi részhal-
mazai osztalyozéasai-e az A halmaznak.

(@) C1 = {{a},{c,d}, {be f}} (d) Ci={0.{a,c,d} {be, f}}
(b) C2 = {{a.b}. {c.d,e}. {/}} () Cs={0.{a},{d} {be, f}}
(c) Cs = {{a,c},{d},{b,c.e, f}} () Co = {{a, ¢}, {d}, {b, [}}

3.6. Feladat. Adjunk meg az {1,2,...,7} halmazon egy olyan osztalyozast, melynek

(a) legalabb 3 osztalya van;

(b) pontosan 3 osztalya van;

(c) két osztélya van és mindegyik legalabb kételemdi;

(d) héarom osztélya van és mindegyik legalabb haromelemri.

3.7. Feladat. Dontsiik el, hogy teljesiilnek-e tetszéleges A, B, C' halmazok esetén a kovetkezd
egyenlségek.

(a) (A\B)\B=A\B (e) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(b) A=(AUB)\ (B\ A) (f) (ANB)\ (B\(AUC)) = ANB
() A\ (B\C)=(A\B)\C (8) (AAB)A(ANB) = AUB

(d) AN(BUC)=(AUB)N(AUC)

3.8. Feladat. Adjuk meg az AU (B N (C'U D)) halmaz komplementerét az A, B, C, D halmazok
és komplementereik segitségével.

3.9. Feladat. Van-e olyan A, B, C' halmaz, melyre A C B € C és A € B C (' is teljesiil?

3.10. Feladat. Dontstik el, hogy az alabbiak koziil melyik igaz és melyik nem igaz, tetszdleges
olyan A, B halmazokra, amelyekre AU B C B.



(a) ACB (b) A=B (c) B\A=10
3.11. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B, C, D halmazokra teljesiil, hogy

(a) (AUB)N(CUD) D (ANC)U (BN D);
(b) (ANC)\ (B\ (CUD))D(ANCND).

3.12. Feladat. Vezessiink be egy 1j miiveletet a halmazok korében: legyen A és B az U univerzum
részhalmaza, és legyen AN B := AN B. Igazoljuk, hogy A = AMAé ANB=(ANB)M(ANB).
Hogyan fejezhetd ki az egyesités a ' mivelet segitségével?

3.13. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A és B halmazok esetén A x B-t. Abrazoljuk a kapott
halmazt Descartes-féle koordinata-rendszerben.

(a) A= {173}7 B = {_17072}
(b) A={1,3}, B=[L3)
(c) A=(-12|, B=[1;3)

3.14. Feladat. Eldallnak-e a kovetkezs (kék) ponthalmazok a valos szamok részhalmazainak
Descartes-szorzataként?

B | 2 | &
1 1
1
| 9
1 9
3
2 |
1 |
1 1 2
- N




3. feladatsor — Halmazok
3.1. Feladat megoldéasa.

(a) Igaz (c) Igaz (e) Hamis (g) Igaz
(b) Igaz (d) Igaz (f) Igaz (h) Igaz

3.2. Feladat megoldasa.

e AUB={a,b,c,d, e} =U; o AAB = {a,b,c,e};
e ANB ={d}; e (AAC)\ B =0
e B={a,b,c}; o P(B)={0,{d},{e},{d,e}}

e A\ B={a,b,c};
3.3. Feladat megoldasa.
A= {®7{a}’{b}>{avb}}7 B = {®7{b}7{c}7{b7 C}}

e AUB = {@7 {CL}, {b}’ {C}v {a’ b}7 {b’ C}}
e ANB={0,{b}}

o A\ B ={{a} ,{a,b}}

o B\ A={{c},{bc}}

e AAB = {{a}v {C}7 {a’v b}7 {bv C}}

3.4. Feladat megoldasa. P (P (P (0))) = {0, {0}, {{0}},{0,{0}}}
3.5. Feladat megoldasa.

(a) Igen (d) Nem
(b) Igen (e) Nem
(c) Nem (f) Nem

3.6. Feladat megoldasa.

(a) Cl = {{172}7{374}7{576}7{7}}
(b) Cy = {{172}7{374}7{5767 7}}
(c) Cs=1{{1,2,3},{4,5,6,7}}

(d) Nincs ilyen osztalyozas.

3.7. Feladat megoldasa.

(a) (A\B)\B=A\B (€) AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
(b) A=(AUB)\ (B\ 4) (6 (AnB)\ (B\(AUC) - AN
(©) A1 (B\C) # (4) B)\C (&) (ALB)A(ANE) - AU

(d) An(BUC)# (AUuB)N(AUCQ)

3.8. Feladat megoldasa. AU(BN(CUD))=An(BU(CND))

—_



3.9. Feladat megoldasa. Van: A =0, B = {0}, C = {0,{0}}.
3.10. Feladat megoldasa. A C B teljesiil, A= B és B\ A = () nem teljestil.

3.11. Feladat megoldasa.

(a)
re(ANC)U(BND) «— z€(AU(BND))N(CU(BND))
«— z€(AUB)N(AuD)N(CUB)N(CUD)
— z€(AUB)N(CUD,)
(b)
reCUD —z¢BN(CUD)=B\(CUD,)
S
re AnCND
N\
reANC

— z€ (ANC)\(B\(CUD))

3.12. Feladat megoldasa.

e AMA=ANA=A
e (AMB)MN(ANB)=ANB=ANB=ANB
e AUB=(ANTA)N (BN B)

3.13. Feladat megoldasa.

21 ] ( 3t O mmm = 0 Y D PR
14 (a) 9| (b) Ll ©
) : *— 1
1 2 3 O +
1 [ ] [} |
1 2 3 |
-1 1

3.14. Feladat megoldasa.
Igen Igen

Nem Nem



