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HALMAZOK

Halmazelméleti alapfogalmak, hatvanyhalmaz,
halmazmiiveletek, halmazmiiveletek azonossagai.

1. Alapfogalmak

A halmaz és az eleme fogalmakat alapfogalmaknak tekintjiik, nem definidljuk 6ket. Je-
16lés: © € H, azaz x eleme a H halmaznak. Itt x egy tetszbleges valami, mivel a H elemei
is tetszGleges dolgok lehetnek. Egy halmaz elemeit megadhatjuk felsorolassal, képlettel, ko-
riilirassal; a lényeg, hogy egyértelmten kideriiljon, hogy mik tartoznak a halmazba, és mik
nem. Egy halmaz véges, ha véges sok eleme van. Ezt a véges szamot a halmaz elemszamanak
nevezziik. Egy H halmaz elemszamat |H|-val jeloljiik.

1. Definici6. Az iires halmaz olyan halmaz, melynek nincs eleme. Jele: (). Masképpen
fogalmazva: minden a-re teljesiil az, hogy x ¢ ().

2. Megjegyzés. Csak egyetlen iires halmaz van, viszont sok kiilonb6z6 modon felirhato. Példaul
() = {10-nél nagyobb péros primszamok} = {4 feji piros kutyak} .
3. Definicié. Két halmaz egyenld, ha elemeik megegyeznek. Jelolés: A = B.

4. Megjegyzés. Az el6z6 definici6 értelmében egy halmazban minden elemet egyszeres multip-
licitassal szamolunk. Példaul {0, 1,2} = {0,0,0,1,1,2,2}, mert a két oldal elemei ugyanazok.
Ugyanigy értelmetlen a halmazban az elemek sorrendjét megkiilonboztetni.

5. Pelda. 1 {2,4,6,8} = {8,4,2,6} = {r e N: 2 < 10 ¢s Jy € N, hogy = = 2y} = ,egyjegyt
paros szamok halmaza”

6. Példa. 0 # {0}

A bal oldali halmaz az iires halmaz, neki nincs eleme, elemszama nulla. A jobb oldali egy olyan
halmaz, mely 1 darab elemet tartalmaz, mégpedig az iires halmazt. Ennek az elemszama 1.
Ez a kettd olyan, mint egy iires konyv, illetve az iires konyvet tartalmazo polc. A konyv iires,
de a polc nem. A két halmaz természetesen nem egyenld.

¥z jelentése ,barmely 2”, ;minden x”; Iz jelentése ,létezik z”, ,van olyan x”



2. Részhalmaz, hatvanyhalmaz

7. Definicié. Az A halmaz a B halmaznak részhalmaza, ha minden A-beli elem egyben
B-nek is eleme. Jelolés: A C B.

8. Példa. {1,5,8} € {1,4,5,6,8} C N CR.
9. Megjegyzés. Minden H halmaznak van két trividlis részhalmaza:

e H C H, azaz minden halmaz részhalmaza sajat maganak, illetve
e () C H, azaz az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

Tulajdonképpen ez a kett6 az iireshalmaz esetén egybeesik.

10. Definicié. Az A halmaz a B halmaznak valodi részhalmaza, ha részhalmaza, de nem
egyenld vele. Jelolése: A C B.

11. Példa. A 8. Példéaban szerepl§ részhalmazjelek tulajdonképpen valédi részhalmazt je-
lentenek.

A részhalmaz fogalméra érvényesek olyan nyilvanvald tulajdonsidgok, mint valos szamok
koérében a ,kisebb vagy egyenls” relaciora.

12. Tétel. Legyen A, B és C tetszdleges halmaz. Ekkor

e ha AC B és BCC, akkor A C C;
e ha AC B és BC A, akkor A= B.

13. Megjegyzés. Az el6z6 tételben szerepld tulajdonsagoknak neve is van, ami a késébbiekben
még sokszor eld fog fordulni. Az elsé tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a részhalmaz relacié
tranzitiv, a mésodik pedig azt, hogy antiszimmetrikus. Az pedig, hogy minden halmaz rész-
halmaza sajat magénak azt mutatja, hogy a részhalmaz relacio refiexiv.

14. Definici6é. Egy H halmaz hatvanyhalmazanak nevezziik azt a halmazt, mely a H
halmaz 6sszes részhalmazat tartalmazza elemként. Tehét ez egy olyan halmaz, melynek elemei
halmazok. Jelolése: P(H).

15. Péelda. P ({1,2}) = {0, {1}.{2},{1,2}}.

Altalaban egy rogzitett, jol definialt halmaz elemeivel foglalkozunk, ugyanis nem tul sok
értelme van a H = {0, 1, 2, 3, Shakespeare Osszes miivei, p, ¢, 7} halmaznak. Ez is egy korrek-
ten definialt halmaz, de gyakorlati haszna nem tul sok van. Ezért meg szoktunk allapitani
egy alaphalmazt, és csak ezen alaphalmaz elemeit vizsgaljuk, az ezen kiviili elemekkel nem
foglalkozunk. Példaul a primszamok halmazanak vizsgalatakor az alaphalmazt tekinthetjiik
példaul az egész szamok halmazanak, mert ugy sem akarjuk azt vizsgalni, hogy egy ceruza
eleme-e a primszamok halmazénak. Mivel a ceruza nincs az alaphalmazban, igy nem is meriil
fel ilyen kérdeés.

Ha mar azonos tipusu elemekbdl all6 halmazokat vizsgalunk, akkor bevezethetiink a hal-
mazaink kozott miiveleteket.



3. Halmazmiiveletek

16. Definici6. Legyen A és B két tetszéleges halmaz, U legyen a rogzitett alaphalmaz,
A,B CU. (A formaélis definiciok mellett a miiveleteket Venn-diagramokon is szemléltetjiik.)

(a) Az A és B halmazok unidjanak nevezziik U
azt a halmazt, melynek minden eleme ben-
ne van valamelyik halmazban.

Jelolés: AU B.
AUB={z: 2 € AVAGY z € B}

(b) Az A és B halmazok metszetének nevez-
ziik azt a halmazt, melynek minden eleme
benne van mindkét halmazban.

Jelolés: AN B.

AﬂB:{x: xGAESa:GB}

(¢) Az A halmaz komplementerének nevez-
ziik azt a halmazt, melynek minden eleme
benne van U-ban (az alaphalmazban), de
nincs benne A-ben.

Jelolés: A.
A={z: 2€UESz ¢ A}

(d) Az A és B halmazok kiilonbségének ne-
vezziik azt a halmazt, melynek minden ele-
me benne van A-ban, de nincs benne B-
ben.

Jeloles: A\ B.
A\B={z: 1€ AESz¢ B} =ANB

'U
'U




(e) Az A és B halmazok szimmetrikus dif-
ferenciajanak nevezzilk azt a halmazt,
melynek minden eleme az A és a B halma-
zok koziil pontosan az egyikben van benne.

Jelolés: A A B.
AAB = (A\B)U(B\A)
= (AUB)\ (AN B)

4. Halmazmiiveleti azonossagok

Ebben a részben a halmazmiiveletek néhany fontosabb tulajdonsagat vizsgaljuk meg. Té-
telként fogunk rajuk hivatkozni, de az allitasok legnagyobb része az elébbi definiciok alapjan
kénnyen és gyorsan igazolhato.

17. Tétel. Tetszdleges A, B, C' halmazokra

ANA=A, AUA = A, (idempotencia)
ANB=BnNA, AUB=BUA, (kommutativitds)
(AnNB)NC=An(BNnC), (AuB)UC=AU(BUC(C), (asszociativitds)
(AUB)NA=A, (ANB)UA = A, (abszorptivitds)
(AuUB)NC = (ANB)UC = (disztributivitds)
(AnC)u(BN(O), (AuC)Nn(BUC).

18. Tétel. Tetszdleges A, B(C U) halmazokra

ANB=AUB, AUB=ANB, (de Morgan azonossdgok)
A=A,
ANA=0, AUA=T,
ANU = A, AUU =T,
AND =0, AU = A.

A kovetkezs tétel mér szerepelt a halmazmiiveletek definicivjanal, azonban fontossaguk
miatt tételként is lefrjuk Gjra. A halmazmiveletek definici6inédl az igazi definiciok a szove-
ges definiciok, azokbol lehet levezetni a kévetkezd egyenlGségeket a nyelvtani kotGszavakat
megfelelGen varialva.

19. Tétel. Tetszdleges A, B(C U) halmazokra
A\B=ANB,

és

AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).



Az el6z6 két tétel segithet abban, hogy a kiilonb6z6 halmazmitveleteket atirjuk més hal-
mazmiiveleti jelek segitségével.

20. Megjegyzés. A fenti halmazmiiveletek mindegyike kifejezheté unio, metszet, és komple-
menter miiveletek segitségével. (S6t, a metszet és az unio kozil elég az egyik a de Morgan
szabély miatt.)

21. Példa.

A\ (BAC) = AnN(BAC) (1)
= AN((BUC)\(BNO)) (2)
= AN((BUC)N(BNOQO)) (3)
= AN((BUC)U(BNOQO)) (4)
= An((BNnC)u(BNQO)) (5)

1): Kiilonbség atirasa a 19. Tétel szerint.
2): Szimmetrikus differencia atirasa a 19. Tétel szerint.
): Kiilonbség atirasa a 19. Tétel szerint.
): De Morgan azonossag alkalmazésa a 18. Tétel szerint.
): De Morgan azonosséag alkalmazasa a 18. Tétel szerint, illetve alkalmazzuk ezen tétel méa-

sodik allitasat is.

(1):
(2):
(3):
(4):
(5

5. Alkalmazasok

e Halmaz, mint absztrakt adattipus. LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek 1. kurzus.

e Java programozasi nyelv: példaul Set interfész; AbstractSet, HashSet osztaly.
Programozo cégeknél szoktak ilyen kérdéseket feltenni, mint példdul a kévetkezd. Van
eqy tomb, melynek elemer tetszdlegesen nagy egész szamok. Listdzza azon szdmokat,
melyek a tombben pdratlan sokszor szerepelnek. Mindenki elgondolkozhat, hogy & hogyan
csindlnd. Tébb megoldds is van, a megoldds dtletességét szoktdak értékelna.

e Formélis nyelvek és szamitastudomany:

— abécé: elére rogzitett, meghatarozott jelek altalaban véges halmaza, példaul 2 =
{magyar nyelv altal hasznalt betiik és karakterek};

— az abécé elemei a karakterek, a karakterekbdl allo sorozatok a szavak, példaul
Shakespeare minden miive egy-egy sz0;

— X* az Osszes szavak halmaza;

— Y* részhalmazai a nyelvek, példaul Shakespeare 0sszes miive egy nyelv.

— LASD: Bonyolultsagelmélet kurzus.



A Turing-gép taldn a szamitogép mikodésének eqyik legjobb matematikai modell-
je. Gondoljunk bele abba, hogy olyan programot kell irnunk, ami eqy tetszdleges
szorol eldonti, hogy palindrom-e. Nyilvan ezt nagyon kénnyen meg tudja mindenki
csindlni. Azonban ha ezt valaki C-ben megirja, konnyen, még nem feltétlen olyan
konnyi ezt elméletben megcsindlni. Példaul mit hol kell tarolni az algoritmus so-
ran, mekkora memoriahelyre lesz sziikség, és mennyi ideig fog futni a program.
Ilyen kérdéseket vizsgdl a bonyolultsagelmélet.

e Regularis kifejezések: olyan string, amivel meghatérozhaté stringek egy halmaza.
Példdul az ,a™” kifejezés jeloli az ,,a” betdvel kezdddd szavak halmazdt. Alapszintd prog-
ramozasban gyakran van sziikség hasonlo kifejezésekre, példaul Linux alatt az eqy map-
paban lévd dsszes pdf fajl kinyomtatdsa megtorténhet igy: lpr *.pdf. Nem kell eldtte
osszefésiilng, hogy aztan eqy darabban ki lehessen nyomtatni, vagy egyesével nyomtat-
gatni.

e Fontos kiterjesztés: fuzzy-halmazok. Alkalmazésai: iranyitastechnika, mesterséges intel-

ligencia, elektronika. LASD: Mesterséges intelligencia kurzus.
Matematikailag egy objektum mindig vagy eleme a halmaznak vagy nem. Azonban ez
tulsagosan leegyszerisitheti a kategorizdldst. Gondoljunk bele, hogy egy arcfelismerd ro-
botot akarunk programozni, melynek az a feladata, hogy megmondja egy emberrdl (z),
hogy szép-e (x € H). Azonban nem feltétlen szeretnénk azt, hogy mindenki vagy szép,
vagy nem szép legyen, ennél sokkal jobb minden emberhez eqy szdmot hozzdrendelns
(1(z)), hogy mennyire szép. Es ezzel mdr nem azt mérjiik, hogy x eleme-e H-nak, ha-
nem azt, hogy mennyire. Példdul, ha p(x) = 0.95, akkor ez kiézel van az 1-hez, tehdt
wnagyon benne van a halmazban”.

e Mandelbrot-halmaz és egyéb fraktalok.

Szegedi fejlesztést szoftver a Xaos, mely seqgitségével érdekes és szép geometriai alak-
zatokkal taldlkozhatunk. Ezeknek neve fraktdlok. Példdul van olyan alakzat, melynek
végtelen a kerilete, de véges a teriilete. (Kicsit furcsa lehet, de igaz, nem gépeltem
félre.)

e Szamelméleti halmazok: N, Z, Q, R, C.

e Biologia: rendszertani kategorizalés.

Lehet, bele se gondoltunk eddig, de akdark: akdarmivel foglalkozik, halmazokban gondolko-
zik. A boltban nem dsszevissza vannak az druk pakolva, hanem értelmes részhalmazokra
bontva (élelmiszer, tisztitdszer, autdalkatrész,...). A programnyelvek objektumorientdl-
tak, vagy nem. Az iskolai érdemjeqy eqy 5 elemid halmazbol keriil ki. (Erdekes, senki
sem akar eqy vizsgan 7-est kapni, pedig az is olyan szam, mint a tobbi. Mindenk: tudja,
hogy az alaphalmaz {1,2,8,4,5}.)

e Minden teriileten, mindenféle kategoéridba sorolds halmazelméleti feladat. Ujjlenyomat
keresése adatbazisban, telefonszam keresése telefonkdnyvben, ... - ez mind olyan prob-
léma, mely arra vezethets vissza, hogy egy adott objektum eleme-e egy halmaznak.
Gyakorlatban a halmazokon mér értelmezve van valami sorrendiségi relacio, igy mér



nem pusztan matematikai halmazokrol beszélhetiink, ahol a halmaz elemeinek sorrend-
je nem szamit. LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek I. kurzus - Keresési és rendezési
algoritmusok.

Példaul el lehet gondolkozni a kovetkezd feladaton. Van egy egész szdmokat tdrolo ren-
dezett tomb, azaz a tomb elemei nagysdg szerint sorba vannak rendezve. Eleme-e ennek
a tombnek eqy megadott szam¥¢ Menjiink végig és keressiik meqg? Vagy ennél hatékonyabb
eljards is van? A probléma redlis, ugyanaz, mintha eqy szot keresnénk a szotdrban. Aki
csindlt ilyet, szerintem az optimdlisabb maodszert is haszndlta, csak fel se tint nekz.



RELACIOK

Descartes-szorzat. Relaciok szorzata, inverze. Relacidk tulajdonsagai.
Ekvivalenciarelacio, osztalyozéas. Részbenrendezés, Hasse-diagram.

1. Descartes-szorzat

A kurzuson mar megtanultuk mik a halmazok és milyen miiveleteket tudunk végrehajtani
veliik. Az eddigi mtiveletek megérizték az objektumok tipusat. Példaul az AUB halmaz elemei
az A, B halmazok valamelyikébdl keriilnek ki. A kévetkezében bevezetett miivelet (Descartes-
szorzat) eredménye egy olyan halmaz lesz, melynek elemei rendezett objektumparok.

1. Definicio. Tetszdleges két a, b objektum esetén értelmezhetjiik az (a, b) elempar fogalmat.
Rendezett elemparrol beszéliink, ha (a1, by) pontosan akkor egyenld (as, by)-vel, ha a; = as
és by = by, azaz fontos a két elem sorrendje.

2. Definicié (Descartes-szorzat). Legyen A, B két tetsz6leges halmaz. Ekkor az A és a B
halmaz Descartes-szorzata az a halmaz, mely azokat a rendezett elempéarokat tartalmazza,
amiknek az els6 komponense A-nak, masodik komponense B-nek eleme. Jelolés: A x B.

Ax B={(a,b): a€ A, be B}
3. Példa.
A=1{1,2,3}, B={2,3}, AxB=1{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

4. Definicié (Descartes-négyzet). Legyen A egy halmaz. Ekkor az A tetszéleges halmaz
Descartes-négyzete az a halmaz, mely azon rendezett elemparokbol all, amiknek mindkét
komponense A-nak az eleme. Jelolés: A2

A2=AxA={(a,b): ac A be A}
5. Példa.
A={1,2,3}, A2={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

Ha A véges halmaz, és elemszama m, illetve B is véges halmaz, és elemszama n, akkor
az A x B halmaz is véges és elemszama m - n. Ez egy egyszerd kozépiskolai feladatként is
felfoghato, és kénnyen igazolhato: hany kiilonb6z6 objektumot tehetiink az elss helyre (valasz:
|A]) és hany elemet tehetiink a masodik helyre (valasz: |B|)?

6. Megjegyzés. Ha A = () vagy B = (), akkor A x B = ).

7. Megjegyzés. Ha A és B két tetszbleges kiilonb6z6 halmaz, akkor A x B # B x A, tehat a
Descartes-szorzat nem kommutativ. Ha A = B, akkor A x B =B x A.

10



2. Relaciok

Latszolag a Descartes-szorzat csak egy tjabb definici6, ami tulajdonképpen igaz is. Csak
matematikailag igy tehetjiik precizzé a relaciok bevezetését. A megfeleltetés és relacio tulaj-
donképpen a matematikiaban is bizonyos kapcsolatot fog jelenteni bizonyos dolgok kozott.

8. Definici6. Legyen A és B két tetszéleges halmaz. Az A x B Descartes-szorzat részhalma-
zait A-bol B-be mend megfeleltetéseknek nevezziik. Ekkor A az induléasi halmaz, B pedig
az érkezési halmaz.

9. Definicié. Legyen A egy halmaz. Az A% Descartes-négyzet részhalmazait relaciéknak
nevezziik. A relacidkat altalaban a gorog dbécé kis bettivel jeloljiik.

10. Példa. Vegyiik az emberek halmazat (F). Latszolag az E? halmaznak nincs tul sok
értelme. Miért is lenne mindenki a vildgon mindenkivel kapcsolatban? Valéban nincs. De ha
mondjuk vessziik az Osszes (apa,fia) rendezett part, akkor ez mar egy értelmes relacio lesz az
E halmazon.

11. Példa. Legyen A = {1,2,3,4} és B = {2,3,4,5,6} két halmaz. Ekkor példaul a o =
{(1,3),(1,4),(1,6),(3,2),(3,6),(4,2)} egy megfeleltetés A-bol B-be, és

0= {<17 1) ) (17 2) ) (27 1) ) (27 4) ) (3a 3) ) (374) ) (47 1)}
egy relacié az A halmazon.

12. Megjegyzés. A megfeleltetések talan legszemléletesebb abrazolasa grafokkal torténik. A 11. Pél-
da megfeleltetése és relacidja a kovetkezs grafokkal abrazolhatok.

0
6
g
4 5 4 «— 3
3 4
/\

2 3 ijQ
1 2
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Természetesen a megfeleltetés nem abrazolhato a jobboldali modon, de a relacié dbrézolhato
lenne a bal oldali médon, ezt majd nemsokara fogjuk is hasznalni.

13. Definicié. Legyen o és o két relacio az A halmazon, azaz o C A% és 0 C A% Ekkor a
két relacid szorzatat po-val jeloljik, és a kovetkezSképpen definialjuk:

o0 = {(a,c) € A*: létezik b € A, hogy (a,b) € p és (b,c) Ec}.

14. Példa. Legyen A = {1,2,3,4,5}, o = {(1,1), (1,2), (2,4), (2,5), (3,1), (4,4), (5,1), (5,2)}
¢s B =1{(1,4),(2,3),(2,5),(3,1),(3,2), (5, D }.

a B

5 5 5
4 4 4
3 3 3

/
9 2 \2
e 1

Ekkor af = {(1,4),(1,5),(1,3),(2,1),(3,4),(5,4), (5,5), (5,3) }. Mint lathato, a definicioban
szerepld b koztes elem a kozépss oszlopbdl a végeredményben nem jelenik meg. Vizualisan az

a kérdés, hogy mely bal oldali elembdl tudok eljutni egy kozépsé elemen keresztiil valamelyik
jobb oldaliba.

15. Megjegyzés. Fontos, hogy a Sa szorzat kiszamitasdhoz ne ugyanezt az abrat készitsiik el,
hanem a bal oldali részben a [-hoz tartozé nyilakat hiizzuk be, mig jobb oldalon az a-hoz
tartozokat.

16. Definicié. Legyen o egy relacié az A halmazon, azaz 0 C A%. Ekkor a relacié inverzét
o~ L-gyel jeloljiik, és a kovetkezképpen definialjuk:

o' ={(a,b) € A>: (ba) €c}.
17. Példa. Az el6z6 példa adatait hasznéalva kiszamithato, hogy

a b ={(1,1),(2,1),(4,2),(5,2),(1,3), (4,4),(1,5),(2,5)}.

12



18. Megjegyzés. Vizualisan az torténik, hogy az inverzben az elemek kozotti nyil megfordul.

« a1
) 5) 5) )
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1l——1 ] +——7-—7-1

19. Megjegyzés. Mivel a relacié is halmaz, ezért relaciok metszetérsl, uniovjarol, kiillonbségé-

miikddnek, mint egyszer halmazok esetén, csak itt a halmazok elemei rendezett elemparok.

20. Példa. A 14. Példa adatait hasznalva o N 8 = {(2,5),(3,1), (5,1)}.

13



3. Relaciok tulajdonsagai

21. Definici6. Legyen A egy tetszéleges halmaz, és a o C A? tetszéleges A-n értelmezett
relacio.

(1)

(2)

(8)

A o relacio reflexiv, ha barmely a € A-ra teljesiil, hogy (a,a) € o.

Peldéul a o =, <7 (C R?) relacio reflexiv, mert barmely z valos szamra teljesiil, hogy
(x,z) € 0, azaz v < x.

A o relacio szimmetrikus, ha barmely a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o, akkor

(b,a) € 0.

Peéldaul az el6bb emlitett o relacié nem szimmetrikus, mert abbol, hogy 3 < 4 (azaz
(3,4) € o), nem kovetkezik, hogy 4 < 3 (azaz (4,3) € o). Az ,, = 7 relaci6 méar
szimmetrikus.

1. Megjegyzés. Ha mar egy ellenpéldat talalunk, akkor kész vagyunk, egyetlen ellenpélda
is bizonyitja, hogy a tulajdonsag nem teljesiil.

A o relacio6 tranzitiv, ha barmely a, b, c € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o és (b,¢) € o,
akkor (a,c) € 0.

Példaul a fenti p relacié nyilvan tranzitiv, mert ha a < b és b < ¢, akkor a < ¢ is teljesiil.
A o relacié ekvivalenciarelacio, vagy roviden ekvivalencia, ha reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv is egyszerre.

A o relaci6 antiszimmetrikus, ha barmely a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o és
(b,a) € o, akkor a = b.

Példaul a fenti p relacié nyilvan antiszimmetrikus, mert ha x < y és y < z, akkor
r <y < x, ami azt jelenti, hogy x = y.

A o relacio részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv is egyszerre.
A o relaci6 dichotom, ha barmely a,b € A-ra teljesiil, hogy (a,b) € o vagy (b,a) € o.
Példaul a o relacié dichotom, mert barmely két valos szamroél el tudjuk donteni, hogy
melyik kisebb-egyenld, mint a masik. A valos szdmokon értelmezett ,, < 7 relacié6 mar
nem dichotom.

2. Megjegyzés. Ha egy relacié nem reflexiv, akkor dichotom sem lehet. (Gondoljunk
bele! A dichotomia definici6jaban az a-rol és a b-rél nem tettiik fel, hogy kiilonbozéek
legyenek.)

A o relacio (teljes) rendezés, ha részbenrendezés és dichotom is egyszerre.
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22. Megjegyzés. Ha egy relaciot az iranyitott grafjaval adunk meg, akkor

e o pontosan akkor reflexiv, ha a graf minden pontjaban van hurokél;
e o pontosan akkor tranzitiv, ha teljesiil az, hogy ha létezik 0t két pont kozott, akkor

létezik 1 hosszu 1t is kézottiik;

e o pontosan akkor szimmetrikus, ha a graf minden éle oda-vissza tipusu él;
e o pontosan akkor antiszimmetrikus, ha barmely két kiilonb6z& pont kozott 0 vagy 1

irdnyban megy él;

e o pontosan akkor dichotom, ha a graf barmely két pontja kézott megy él.

23. Példa. Legyen o a kovetkezo relacio: o = {(z,y) € Z* : 2 | 2* + y*} C Z*. Milyen tulaj-
donségok teljesiilnek az o relaciora?
Megoldas:

(1)

(2)

Reflexivitds: Azt kell vizsgalni, hogy barmely = € Z-re teljesiil-e, hogy (z,z) € o, azaz
hogy 2 | 2? + 22. Ez nyilvan teljesiil, mert 22 + 22 = 222, ami nyilvin péros, ezért
minden egész szam o-relacioban all egymassal. Tehat a relacio reflexiv.

Szimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy barmely x,y € Z-re teljestil-e, hogy (z,y) € o-bol
kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy (y,x) € o. Ez nyilvan teljesiil, mert (z,y) € 0 <=
2| 2% +y? < 2| y* + 2 < (y,2) € 0, azaz o szimmetrikus.

Tranzitivitds: Azt kell vizsgélni, hogy barmely x,y, z € Z-re teljestil-e, hogy (z,y) € o-
bol és (y, z) € o-bol kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy (z, z) € 0. Nézziik meg!

(ryy) €c<=2 |+ <= *+y* =2k (k€ Z) <= 2* =2k —y*

(y2) Ec<=2 |+ <=y +22=2(€Z)<= *=2—y*
Behelyettesitiink: 22 + 22 = 2k 4+ 21 — 23> = 2(k+1—y?) = 2m, ahol m € Z. Igy
megkaptuk, hogy 2 | 2% + 22, azaz (1, 2) € 0. Tehét a relaci6 tranzitiv.

Mind a harom fenti tulajdonsag teljesiil, ezért a relacio ekvivalencia(reldcid).
Antiszimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy barmely x,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € o-
bol és (y, x) € o-bol kivetkezik-e feltétel nélkiil, hogy = y. Rendkiviil kénnyen tudunk
ellenpéldat talalni, példaul (2,4) € o, (4,2) € 0 és 2 # 4.

3. Megjegyzés. Nagyon kevés olyan relacié van, ami egyszerre szimmetrikus és antiszim-
metrikus is, de létezik ilyen, s6t mar meg is volt emlitve egy ilyen relaci6. Viszont az
sem igaz, hogy egy relaciora valamelyik mindig teljesiil. Kénnyen adhaté olyan relécio,
amelyik se nem antiszimmetrikus, se nem szimmetrikus.

Mivel az antiszimmetria nem teljesiil, igy o nem részbenrendezés, és ezért mar rendezés
sem lehet, de azért nézziik meg az utolsé tulajdonsagot is.

Dichotomia: Most azt kell vizsgalni, hogy barmely x,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € o
vagy (y, ) € o. Nyilvan egy paratlan-paros kombinaci6 sem igy, sem amugy nincs benne
a relacioban, és igy megint konnyen talaltunk ellenpéldat (egyszerre végtelen sokat is).
A reléci6 tehat nem dichotom.
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4. Osztalyozas

Ebben a fejezetben bevezetiink egy uj halmazokhoz kothets fogalmat, majd megmutatjuk,
hogy az ekvivalencidk halmazelméleti eszkozokkel is vizsgélhatok.

24. Definicio. Legyen A egy tetsz6leges halmaz. Ekkor a C halmazt osztalyozasnak nevez-
ziik, ha
(1) € < P(A),
(2) barmely X € C-re X # 0,
(3) barmely X, Y € C-te X =Y vagy X NY =), és
(4) A=Uxec X

3
4
C halmaz elemeit osztalyoknak nevezziik.

A

Széban igy vonhatd Ossze az el6bbi négy feltétel: C osztalyozas az A halmazon, ha C az
A nemiires (2) részhalmazibol all (1), és minden A-beli elem (4) pontosan egy darab C-beli
halmaznak eleme (3). Tehat gyakorlatilag A elemeit kis (nemiires) kupacokba rendezziik. A
kupac (osztaly) egy halmaz az osztélyozas pedig ezen kupacok (osztalyok) halmaza.

25. Péelda. A ={1,2,3,4,5}, C = {{1,2},{4},{3,5}}. (A szinezésre egy késsbbi példaban
lesz sziikségiink.) A C halmaz osztalyozéas, mert minden A-beli elem szerepel pontosan egy
osztalyaban, és egyik osztaly sem iires.

Ekvivalenciarelacié — osztalyozas

26. Tétel. Egy A halmaz feletti C osztdlyozds meghatdroz eqy ekvivalencidt a kovetkezd mo-
don:

pc = {(a,b) € A2 3X e, hogya,bEX}.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az eqy osztdalyban lévd elemek egymdssal mindenhogy reld-
cioban dllnak.

27. Példa. Az el6z6 példaban szerepls osztalyozéashoz felirhatéd relacio:

pe={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(4,4),(3,3),(3,5),(53),(55)}.
A szinezés azt jeloli, hogy mely osztalyokhoz mely relacidbeli elemek tartoznak.

28. Tétel. Ha p ekvivalencia az A halmazon, akkor az A/p = {box : b € A} halmaz osztd-
lyozds A-n, ahol bpx = {c € A: (b,c) € p}.

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy eqy ekvivalenciareldciohoz felirhato egy olyan osztdlyo-
zas, amelyben az eqymdssal reldcioban lévd elemek ugyanabban az osztdlyban vannak.

Mzre jo ez? Mindig attérhetiink ekvivalenciarol osztalyozasra, illetve osztalyozéasrol ekviva-
lenciara, és azzal dolgozhatunk, amelyikkel nekiink kényelmesebb.
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29. Példa. Térjiink vissza a 23. Példaban bemutatott o relaciéra, amirél belattuk, hogy
ekvivalencia. Ekkor nyilvan van egy hozza tartozoé osztalyozas. Adjuk ezt meg.
Megoldas:

Keressiink egymassal relacioban allo szamokat: (0,2),(0,4),(0,6),(2,4),(2,6),... € 0.
Nyilvan végtelen sok van, de az azért latszik hogy a péros szamok a péros szamokkal re-
lacioban vannak, ezért nyilvan egy osztalyban vannak. Mivel osztalyozast keresiink, igy a
paratlan szadmokat is kell valahova tenniink. Kénnyen réjohetiink, hogy a paratlan szamok
reldcioban allnak a paratlan szdmokkal, ugyanis paratlan szdmok négyzete szintén péaratlan,
és két paratlan szam Osszege mar paros, ezért teljesiil a relacio feltétele. Igy mar van két
osztaly-jeloltiink, a paros szamok, és a paratlan szamok halmaza. Most mér csak azt kell be-
latni, hogy paratlan szam nem allhat relacioban paros szammal, hogy valéban két kiilonboz6
osztalyt kapjunk. Ez pedig konnyt, mert paros szam négyzete paros, paratlané paratlan, és
egy paros ¢és egy paratlan szam Osszege paratlan, ami nyilvan nem oszthatoé kettével, igy nem
teljesiilhet a relacio feltétele.

Tehat a keresett C, osztalyozasnak két osztalya van, a paros és paratlan egész szamok,

azaz Cp = {{2k | k € Z} {2k + 1| k € Z}}.

30. Megjegyzés. Az el6z6 példaban lattuk, hogy végtelen halmazt is tudunk osztalyozni. Erre
tobb lehetdség is van. Vegyiik példanak a Z egész szamok halmazat.

e C; = {{x,z+1}: x paros} egy olyan osztalyozas, melyben végtelen sok osztéaly van, de
mindegyik 2-elem.

o Co={{2k | keZ},{2k+ 1|k € Z}} egy olyan osztalyozas, melyben 2 darab osztaly
van, és mindkét osztaly végtelen sok elemet tartalmaz.

o C3={{-1,0,1}, {£x: x legkiseb primosztoja p,p = 2,3,5,...}} egy olyan osztalyozas,
melynek van egy haromelemi osztéalya és végtelen sok végtelen sok elemet tartalmazo
osztalya.

5. Részbenrendezés, Hasse-diagram

Az el6z6 fejezetben az ekvivalenciarelaciokat vizsgaltuk meg. Most megnézziik milyen
fontos tulajdonsagai vannak egy részbenrendezésnek.

31. Definicié (Emlékeztetd).

e Egy A halmaz esetén az A? halmaz részhalmazait relaciéknak nevezziik.
e Egy relaci6 részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.
e Egy relacio (teljes) rendezés, ha részbenrendezés és dichotom.

32. Definicié. Egy (A; <) part részbenrendezett halmaznak neveziink, ha A egy nemiires
halmaz, ,,<” pedig egy tetszéleges részbenrendezés az A halmazon.
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Tehat a részben rendezett halmaz egy halmaz és egy rajta rogzitett részbenrendezési
relacio. A szimmetria hidnya teszi lehetévé, hogy bizonyos nagység szerinti megkiilonboztetést
vezessiink be a részben rendezett halmazban. (A ,nagysaghoz” kell egy rendezés, mely eldonti
két elemrdl, hogy egyéltalan ossze tudjuk-e hasonlitani 6ket, és ha igen, akkor melyik van a
relacio bal és melyik a jobb oldalan.)

33. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, a,b € A. Ekkor jeldlje a < b
azt, hogy a < b, de a # b. Jelolje a < b azt, hogy a < b, és nincs olyan x € A, melyre a < x
és x < b teljesiilne. Ha a < b, akkor azt mondjuk, hogy b koveti a-t, a < relaciot kovetési
relacionak nevezziik.

34. Tétel. Ha (A; <) véges részbenrendezett halmaz, akkor tetszdleges a,b € A elemekre az
alabbu két dallitas ekvivalens:

o a <\
o [étezik n € Ny és léteznek co,cq,...,c, € A elemek gy, hogy a = co < c1, ..., Ch1 <
¢, = b.

A tétel azt jelenti, hogy a < kdvetési reldcio meghatdrozza a részbenrendezést.

A részbenrendezés grafos abrazolasa helyett szemléletesebb a kovetési relaciot abrazolni,
erre szolgal a Hasse-diagram.

35. Definici6 (Hasse-diagram). Egy tetszo- {a,b,c}
leges (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-

diagramja olyan iranyitott graf, amelyben a

részbenrendezett halmaz A alaphalmazanak

az elemei alkotjak a graf pontjait, és a graf-

ban az a és b pontok kozott pontosan akkor {a, b} {b, C}
halad él, ha a < b. Az él iranyitéasat a diag-

ramon gy abrazoljuk, hogy a b pontot az a

pont f6l6tt helyezziik el. A reflexivitasbol ado-

d6 hurokéleket a diagramon nem abrazoljuk. {a} {C}
36. Példa. Legyen adott az A = {a, b, c} ha-

romelemd halmaz. A (P(A); C) par bizonyit-

hatéan részbenrendezett halmaz, és a Hasse- 0

diagramja a jobb oldali abran lathato.

Mivel van valamiféle ,nagysag” bevezetve a halmazon ezért extremalis elemeket is keres-
hetiink erre a nagysagra nézve.

37. Definicid. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, a € A pedig egy tetszleges
elem.
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Az a maximalis eleme A-nak, ha nem létezik olyan x € A, melyre b < z.
Az a minimalis eleme A-nak, ha nem létezik olyan x € A, melyre x < b.
Az a legnagyobb eleme A-nak, ha minden x € A elemre z < a.

Az a legkisebb eleme A-nak, ha minden z € A elemre a < x.

38. Tétel (vagy megjegyzés). Ha a az (A; <) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme,
akkor a mazximdlis elem is. Ugyanez igaz legkisebb és minimdlis elemre.

39. Tétel (vagy megjegyzés). Legnagyobb és legkisebb elembdl legfeljebb egqy darab létezhet
eqy (A; <) részbenrendezett halmazban, maximdlis és minimadlis elem t6bb is lehet.

40. Példa. Az el6z6 példaban 1évs részbenrendezett halmaz legnagyobb (és egyben maxi-
malis) eleme {a, b, ¢}, a legkisebb (és egyben minimalis) eleme ().

6. Informatikai alkalmazasok

e Relacios adatmodell. Tegyiik fel, hogy bizonyos személyek neveit és cimeit biztonsagi
okokbol két kiilon adatbazisban (esetleg két kiilon rendszerben) taroljuk. Az els§ min-
den névhez egy azonosité kodot tartalmaz, a masodik minden kodhoz hozzéarendel egy
cimet. A két ,tabla” egymas nélkiil hasznalhatatlan. Ahhoz, hogy ,lekérdezziik” vala-
ki(k)nek a cimét, tulajdonképpen egy megfeleltetésszorzast kell alkalmaznunk, elészor
a (név, kod) part hatarozzuk meg, ezutan a (kod, cim) part, ebbdl kapunk (név, cim)
part. Ez két megfeleltetés Osszeszorzasa.

e Rendezési algoritmusok. Adott egy véges halmaz, rendezziik az elemeit a megadott
rendezési relacié szerint. (LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek kurzus.)

e Post-halo és Post tétele. LASD: Logika és informatikai alkalmazasai kurzus.

e Egy graf erGsen Osszefliggé komponensei az elérhetdségi relacio altal meghatérozott osz-
talyai a graf csucshalmazanak. Informatikai a probléma, mert minden irédnyitott grafot
elképzelhetlink gy, mint egy szamitogép-halozat reprezentacidja, és minden haldzat
reprezentalhato graffal. Ha van graf, akkor van relacié is, ami algebrai eszkozokkel vizs-
galhato.

7. Alkalmazasok

e Particionalis informacios struktira. ElsGsorban jatékelméleti probléma, arrol szol, hogy
egy jatékos nem ismeri, hogy jelenleg mi az allas, de pontosan tudja, hogy az allasrol az
altala birtokolt informaciokbol mik a lehetséges és nem lehetséges 1épések, ami kételemti
particidja az allasok halmazanak. Ezt altaldban feltételként szoktak alkalmazni, észsze-
ri, hogy miért. Tehat arrol van szo, hogy példaul sakkban egy p allasbol latszik, hogy
mely s; allasokba lehet egy lépéssel eljutni. Ekkor a (p, s;) allasok reléacioban vannak.
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e Minden kategorizalési feladat tulajdonképpen osztalyozas. Példaul, ha iratokat rende-
ziink mappakba, akkor nyilvain nem akarjuk, hogy maradjon tires mappa (illetve ha
meégis, akkor az nem része a kategorizalasnak), illetve minden iratot pontosan egy map-
péaba szeretnénk betenni. Ez tulajdonképpen az osztalyozas definicidja (osztdly=mappa,
irat=elem).

e Biologia: rendszertani osztélyozas, minden (ismert) él6lény beletartozik pontosan egy
fajba, és nyilvain nem tartunk szamon olyan fajt, aminek nem létezik (soha nem is
létezett) egyede.
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LEKEPEZESEK

Leképezések tulajdonsigai. Szamossagok.

1. Leképezések tulajdonsagai
A tovabbiakban legyen A és B két tetszéleges halmaz. Idézziink fel néhany definiciot.

1. Definicié (Emlékeztets). Relacidknak nevezziik az A x A részhalmazait, azaz o relécio,
ha 0 C A x A(= A?). Egy A-bol B-be mens megfeleltetés az A x B részhalmaza, azaz o
egy A — B megfeleltetés, ha 0 C A x B.

Tehét a relacié egy adott halmazon beliili elemek kozott allit fel kapcsolatot, mig a meg-
feleltetés két kiilonb6z6 halmazt kapcsolhat 6ssze. Egy jol ismert fogalmat fogunk most be-
vezetni, ami egy specialis megfeleltetés.

2. Definicié. Az f C A x B megfeleltetést leképezésnek nevezziik, ha barmely a € A-hoz
létezik pontosan egy olyan b € B, amelyre (a,b) € f. A b elemet az a elem képének nevezziik,
az a-t pedig a b Gsének.

Ezt a fogalmat eddig talan mindenki fliggvény néven ismerte. Minden értelmezési tar-
tomanyhoz tartozo z-hez tartozott egy f(z) érték. Tehat az (z, f(x)) parok alkottik a le-
képezést. Ugye, hogy senki sem gondolt eddig a fliggvényre gy, mint rendezett szamparok
halmaza? Na akkor épp itt az ideje elkezdeni.

A tovabbiakban tekintsiik at a leképezések legfontosabb tulajdonsagait.

3. Definici6. Az f : A — B leképezés injektiv, ha barmely aq, as € A-ra teljesiil, hogy ha
a1 f = asof, akkor a; = as. Més széval, kiilonb6z6 elemek képe kiilonbo6zo.

Az el6z6 definicioban szerepld aq f kifejezés azt jelenti, hogy az a; képe az f leképezés
mellett. Szandékosan nem a fiiggvényeknél megszokott f(a;) jelolést hasznéaljuk, de azzal
egyenértékid. De még egyszer szeretnénk hangsilyozni, hogy az f leképezés egy elemparokbol
allo halmaz, tehat az af = b jelolést ekvivalens az f(a) =0 és (a,b) € f jelolésekkel.

4. Definici6é. Az f : A — B leképezés sziirjektiv, ha barmely b € B-hez létezik olyan
a € A, amelyre f(a) =b. Mas szoéval, minden B-beli elemnek van Gse A-ban.

5. Definicié. Az f: A — B leképezés bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.
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6. Példa. Az f: R — R, zf = 2? leképezés nem injektiv, mert (=2)f = 2f = 4. A
g: Rt — R, zg = logx leképezés injektiv, mert a logaritmus egy szigortian monoton nové
fiiggvény, ezért kiillonbo6z6 elemek képe is kiillonbo6zd.

Tovabba az f leképezés nyilvanvaléan nem sziirjektiv. Van olyan szam, melynek a leké-
pezés melletti képe —57 Nincs, tehat nem sziirjektiv. (Ha a h: R — R, zf = 2? leképezést
tekintenénk, akkor méar sziirjektiv lenne.) A g leképezés sziirjektiv. Tetszbleges y € R elem
Ose az €Y, mert e — y.

7. Példa. Vizsgaljuk meg a g : N — N, n+— |n — 3| + 1 leképezés tulajdonséagait.

Injektivitas: Tegytik fel, hogy |n —3| + 1 = |m — 3| + 1. Ez ekvivalens azzal, hogy
In — 3| = |m — 3|, vagyisn—3 = £(m —3). Két eset van: n—3 =m —3, vagy n—3 =3 —m.
Az els6 esetben azt kapjuk, hogy n = m, és ezt kell kapnunk, ahhoz hogy injektiv legyen, de
meg kell vizsgalni a masik esetet is. A méasodik eset azzal ekvivalens, hogy n + m = 6, azaz
m = 6 — n. Ez azt jelenti, hogy ng = (6 — n)g, természetesen csak akkor, ha 6 —n € N. De
van olyan (elég) kicsi n € N, amelyre még 6 —n € N, példaul n = 5. Ekkor azt kaptuk, hogy
bg = 1g, viszont 5 # 1, tehat a g leképezés NEM injektiv. A kapott ellenpélda ranézésre is
megmondhatd, nem fontos végig levezetni.

8. Megjegyzés. Ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor kész vagyunk, egyetlen ellenpél-
da is bizonyitja, hogy a tulajdonsag nem &ll fenn.

9. Megjegyzés. A tulajdonsag vizsgalataban segithet az abrézolas és a vizszintes vonal teszt.

Sziirjektivitas: Rogzitiink egy tetsz6leges y € N szamot, és keresiink hozza egy megfelels
n € N szamot, amelyre ng = y. Keressiik az n szdmot a kovetkez6 egyenlet megoldasaként:
|n — 3|+ 1 =y. Ez azzal ekvivalens, hogy |n — 3| = y — 1. Nekiink nem az Gsszes olyan szam
kell, aminek a képe y, elég csak egyet talalnunk, ezért elhagyhatjuk az abszolutérték jelet.
Ekkor azt kapjuk, hogy n — 3 = y — 1, azaz n = y + 2. Mit kaptunk? Azt hogy béarmely
y € N szamra teljesiil, hogy (y + 2)g = y. Tehat minden y-hoz talalhato 6s, ezért a leképezés
sziirjektiv.

10. Megjegyzés. A tulajdonsag vizsgalataban segithet az abrazolés és a vizszintes vonal teszt.

Bijektivitas: A fenti g leképezés nyilvan NEM bijektiv, mivel nem injektiv.

2. Szamossagok

Ebben a fejezetben egy olyan fogalomkort vesziink gorcsd ald, ami a mindennapi alkal-
mazasok soran elég kevéssé jelenik meg. Ezek a végtelen halmazok. (Vegyiik észre, hogy a
fizikusok jelenlegi allaspontja alapjan véges sok atom van a vildgegyetemben. A szamitdgép
véges sok adat tarolasara képes. Ettsl fliggetleniil a végtelen halmazok vizsgalata elméleti
szinten kikeriilhetetlen, és egyébként meg érdekes is.) Végtelen halmazok esetén az elemszam
helyett a szamossidg fogalmat hasznaljuk. Minden halmaznak van szamossaga, ami véges
halmaz esetén természetesen megegyezik a jol ismert elemszam fogalommal.
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11. Példa. Az A = {0,a} halmaz véges, elemszama ketts, azaz |A| = 2.

Talalkoztunk mar végtelen szdmossagi halmazokkal. Ilyen volt példaul az egész szamok
halmaza, vagy éppen a valos szamok halmaza. Eddig nem nagyon gondolkoztunk azon, hogy
tulajdonképpen sehol nem tudjuk az egész halmazt realizalni. (Ezt ne is tegyiik, mert gyakor-
latban lehetetlen.) Ami fontosabb kérdés, hogy mindkettdre azt mondjuk végtelen a szdmos-
sdga. De ugyanannyi, vagy nem? Esetleg van ,kisebb” és ,nagyobb” végtelen? Van. ElGszor
azonban lendiiljiink til azon a probléman, hogy két halmaz szamossagat mikor tekintjiik
azonosnak.

Véges halmazok elemszdma pontosan akkor egyenld, ha mindegyiknek ugyanannyi eleme
van. Ez végtelen halmazok esetén is igy lesz, csak nem mondhatjuk, hogy két halmaz szamos-
sdga pontosan akkor egyenld, ha szamossaguk végtelen. A halmazok szamossigat bijekciok
segitségével tudjuk Gsszehasonlitani, ugyanis egy bijekcié tulajdonképpen péarba allitja két
halmaz elemeit.

12. Definici6é. Az A és B halmazok szamossaga egyenls, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.

Most mér van értelme bizonyos szdmossigokat elnevezni, mert meg tudjuk mondani, hogy
egy halmaz szédmossiga mikor egyezik meg ezzel.

13. Definici6é. Az N halmaz szamossagat megszamlalhatéan végtelennek nevezziik, és
No-lal jeloljik, azaz |[N| = .

14. Definici6é. Az R halmaz szamossagat kontinuum szamossagnak nevezziik, és c-vel
jeloljiik, azaz |R| = c.

15. Példa. A B = {pozitiv paros szamok} halmaz végtelen szamossiga |B| = Ny. Az f :
N — B, xf = 2x leképezés bijekci6 az N és B halmazok kozott, igy szamossdguk megegyezik.

Els§ olvasasra kicsit meglepd lehetett az el6zé példa. Pontosan ,fele annyi” paros szam
van, mint pozitiv egész szam. Mégis megegyezik a szamossaguk? (Ugye, milyen érdekes?)

Vizsgaljuk meg akkor, hogy vannak-e kiilonboz6 végtelenek? (Eddig csak két elnevezésiink
van: Xy és c. Azt még nem tudjuk, hogy kiilénbozéek.) Be kell vezetni egy relaciot, ami két
szamossagot megkiilonboztet nagysag szerint.

16. Definicié. Az A halmaz szamossaga kisebb vagy egyenld, mint a B halmaz szamos-
saga, azaz |A| < |B|, ha létezik A — B injektiv leképezés.

Barmennyire is absztraktnak tiinik, ez van véges esetben is. Ha |A| < | B|, akkor megpro-
balunk minden A-beli elemhez hozzarendelni egy B-beli elemet. Es azt tapasztaljuk, hogy
B-ben van még parositatlan elem (JA| < |B|) vagy nincs (|A] = |B]).

17. Tétel. Ha A egy tetszdleges halmaz akkor |P(A)| = 24l (Ez végtelen A halmazokra
1s 1gaz, azonban ennek megértéséhez mar magasabb foki halmazelméleti ismeretekre lenne
sziikség, ami nem tartozik a tantdrgy keretei kozé.)
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18. Példa. Mivel [0 = 0, gy [P(0)] = 1 é [P(P(P(P(1))))] = 8.
Amiért felemlegettiik a hatvanyhalmazt, az a kovetkezs allitas.

19. Tétel. Tetszdleges A halmaz esetén |A| # |P(A)|, sét |A] < |P(A)].

20. Tétel. |N| < |R]|.

Tehat vannak kisebb-nagyobb szamossagok. Legnagyobb nincs, mert ha lenne, akkor a
hatvinyhalmaza nagyobb szamossagi lenne. A legkisebb szdmossagi halmaz az iires halmaz.

21. Allitas. |N| = |Z| = |Q| = |A| =R, R| = R\ Q| = |C| =|T| =
22. Tétel. Az Ny a legkisebb végtelen szamossdg.

Mint emlitettiik a bevezetett < egy relacio. Tehat vizsgalhatjuk a tulajdonsagait, mint
relacio.

23. Tétel.

(1) (Dichotomia) Tetszdleges A és B halmazok esetén|A| < |B| vagy |B| < |A|.
(2) (Antiszimmetria) Tetszdleges A és B halmazok esetén ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor
Al =B

A gyakorlaton f6leg az alabbi fontos tételt fogjuk masszivan hasznélni.

24. Tétel (Szamossagaritmetika alaptétele). Ha az A és B halmazok kozil valamelyik vég-
telen szamossdgu, akkor

|AUB| = |A x B| = max (|4],|B]).

25. Példa.
(] No + N() == No.
[ ] NO . NO == No.

3. Alkalmazasok

e Egy programnyelvben a beépitett véletlenszam-generator a [0;1] intervallumbol ad
vissza értéket (egyenletes eloszlassal). Nekiink a dobokocka imitélasara van sziikségiink.
A feladat egy leképezéssel konnyen megoldhato, ahol a [0; 1] intervallum szamait kell
leképezni az {1,2,3,4,5,6} szamhalmazra. (A leképzés itt egy programozastechnikai

fiiggvény.)
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Digitalizalas: egy analog jel digitalizalasakor végtelen sok kiilonb6z6 allapotrol kell leké-
pezniink véges allapothalmazra, mivel a szamitogép diszkrét miikodést. Példaul a szem-
mel érzékelhetd szineket (termeészetesen annak csak egy sokkal , kisebb” méretti részhal-
mazat) RGB-koddal jelenithetjiik meg a szamitogépen. (A (7r, V2, e) szint meg tudjuk
jeleniteni? Miért igen, vagy nem? Milyen tulajdonsagu akkor az ,RGB-leképezés’?)
Kodolas (titkositas): olyan leképezés, mellyel egy tizenet képe csak a leképezés inverzével
egyiitt olvashato, azaz a kddold és dekoddolod leképezés szorzata az identikus leképezés.
Nem kell a leképezésnek bijektivnek lennie, de az injektivitast meg kell kovetelni.
Programozés: szintaktikai és szemantikai szabalyok szerint leképezziik a végrehajtando
feladatot egy adott programnyelvre. (A compiler természetes még ezt is tovabb képe-
zi alacsonyabb szint programokra.) Itt a leképezés inkabb csak koéznyelvileg értendd,
ugyanis a leképezést a programoz6 végzi, mikozben a programot irja. Ez nem matema-
tikai leképezés, de bizonyos szinten ugyanarrél van szo.

Maga a nyelv is leképezés, a gondolatainkat képezziik le kiilénb6z6 nyelvi eszkdzokre. Ez
a leképezés nem injektiv, példaul a ,fog” sz6 bizonyitja ezt. Nyilvan nem is sziirjektiv.
Van barmi jelentése a ,,jksfdgiihlk” szénak?
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KOMPLEX SZAMOK

Komplex szamok és alakjaik,
szamolés komplex szamokkal.

1. Komplex szamok

A komplex szamokra a valos szamok kiterjesztéseként van sziikség. Ugyanis mér kozép-
iskolaban el@keriilnek olyan masodfoku egyenletek, melyeknek a valos szamok kozott nincs
megoldéasa. Felmeriilhet tehéat a kérdés, hogyan kell a valos szamokat kiterjeszteni tgy, hogy a
mésodfoku egyenleteknek mindig legyen megoldésa, de a valos szamoknak az eddig megismert
tulajdonsagai az j szdmok kozott is érvényesek maradjanak. A komplex szamok hasznéalata
tobbek kozott ezt a problémét oldja meg.

1. Definici6. A komplex szamok halmazat Im
C-vel jeldljiik, és C = R x R. |

2. Definicié. Legyen z € C, z = (a,b) egy
komplex szam. Ekkor a z kanonikus alakja

z=a-+b-1.

A z komplex szam trigonometrikus
alakja

z =1 (cos(p) +i-sin(p)),

ahol r = |z| = Va2 +b%, és ¢ = arg(z) az a
sz0g, amivel a valos tengely pozitiv felét el kell
forgatni az origd koriil ugy, hogy atmenjen a
z-nek megfelel6 ponton.

3. Példa. (2,2) =2+ 2i =2v/2(cos T +i-sinT)
A kanonikus alakban szerepld ¢ egy kitlintetett komplex szam.

4. Definicié. A z = (a,b) komplex szam z = a + bi kanonikus alakjaban szerepls a valos
szamot z valos részének, b valos szédmot z képzetes részének nevezziik. Mas jeloléssel
z = Re(z) +1i-Im(z). Az i a képzetes egység. Az i olyan komplex szam, amelynek a
négyzete —1, azaz i = —1.
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Az el6bbi definiciokbol lathato, hogy ez az 1j szamfogalom valoban a valos szamok kiter-
jesztéseként értelmezhets. Ugyanis minden r valos szam egy (r,0) alaka komplex szamnak
felel meg, azaz olyan komplex szamnak, melynek a képzetes része nulla. Az ismert szamhal-
mazok viszonyéat a kovetkezd Venn-diagram mutatja. A kurzus keretében nem téargyaljuk,
hogy miként bévithetSk a komplex szamok, ha egyaltalan lehetséges ilyen bévités.

7Z) Q)R )C)?

1. 4bra.

Ha mér szamoknak nevezziik a komplex szamokat, akkor jogosan elvart a résziinkrol,
hogy szamolni is tudjunk veliik. A kévetkezében definidljuk, hogyan végezhetjiik el a komplex
szamok kozott a jol ismert miiveleteket. (Természetesen ezt valahogy tgy kell megtenni, hogy
a valos szamokon ugyanaz legyen a miivelete eredménye.)

5. Definicid. Legyenek z; és 25 a kovetkezd kanonikus alakt komplex szamok:
zZ1 :a—i—bi, 29 = c+di.
Ekkor definidlhatjuk a kovetkezd miiveleteket.

Osszeadds: z1 + 2o = (a +bi) + (c + di) = (a + ¢) + (b + d)i.

Ellentett: —z; = —a — bi.

Kivonds: z1 — 2o = 21 + (—22) = (a — ¢) + (b — d)i.

Szorzds: 21z = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi®> = ac + adi + bei — bd =
(ac — bd) + (ad + be)1.

o Konjugdlt: Zy = a — bi.

o Abszolitérték: |z1| = V2121 = Va? + b2

o Osztds:

21 zm7Z  (a+bi)(c—di)  ac—adi+bci+bd ac+bd be—ad.

= = + 1.
29 29%o 2+ d? 2+ d? 2+d2 24+d?

A definici6ban lathato, hogy komplex szamok kanonikus alakjaval pontosan ugy szamo-
lunk, mint az algebrai kifejezésekkel. Tehat a képzetes egységre gondolhatunk tgy, mint egy
valtozo, de fontos, hogy ki kell hasznalnunk az i azon tulajdonsagat, mely szerint i2 = —1.
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Tehat ha a képzetes egységnek egy magasabb hatvanyéval talalkozunk, akkor fel kell hasz-
nalnunk az el6bb emlitett tulajdonsagot, mert egy kanonikus alakban nem szerepelhet i-nek
magasabb hatvanya. A képzetes egység minden magasabb hatvanya atirhaté az 1, —1,4, —1
komplex szamok valamelyikére.

6. Példa.
o 221 — 4220 ; (2'2)110 i=(-D"0.i=1.7=4
o iB=i2. = ()" i= (=D i=(=1)i=—i
o ;1262 — (22)6 L_ (—1)83 = —1.

A kovetkez6 példaban bemutatjuk, hogyan torténik a fent definidlt miiveletek elvégzése
adott komplex szamok esetén.

7. Példa. z; = (1,-1), 22 = (—4,5)

e Kanonikus alak: z; =1 —14, 29 = —4 + 5i.
e Trigonometrikus alak: z; = /2 (cos (%) + ¢ sin (%)) . (A z; trigonometrikus alakja
nem szép, ugyanis nem latjuk a nevezetes szoget.)
e Miiveletek:
— Osszeadds: 21 + 2y = (1 —4) + (=1 +5)i = —3 + 4i.
— FEllentett: —zy = 4 — 51.
— Kivonds: zg — 2z = (=4 —1)+ (5 —(—1))i = =5 + 61.
— Szorzds: z1z0 = (1 —i)(—4+5i) = =4+ 5i +4i+5=1+9i.
Konjugalt: zy = 1 +i.

— Abszolutérték: |z = /12 + (—1)2 =+/2.

— Osztds:
% —A+5i 1+i —A—4dit5i—5 —9+i 9 1
o 1-i 1+i r-# T2 T a2tat

8. Megjegyzés. Fontos, hogy a végeredményt valamelyik ismert alakban adjuk meg. A % hiaba
rovid, nem kanonikus (vagy trigonometrikus) alakban van. El kell végezni ezt az osztést, és
a végeredmény —3i.

9. Tétel. Ha z; = ai + byt €s 2o = ag + bot két komplex szam, akkor z; = zo pontosan akkor
teljesiil, ha a; = as €s by = bs.

A komplex szamok trigonometrikus alakja megengedi, hogy geometriai szempontbol vizs-
galjuk a komplex szamokat. A kiévetkezd tételben Osszefoglaljuk, hogyan torténik a fentebb
mar definidlt miiveletek elvégzése trigonometrikus alak esetén.

10. Tétel. Legyenek z1 és zo a kévetkezd trigonometrikus alakid komplex szamok:
z=r(cosp+ising), w=s(costy+isiny).
Ekkor
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z-w=rs(cos(p+ )+ isin(p + 1)) ;

= =5 (cos(p — ) +isin(p — 1))

¥ 1 (cos(—p) + isin(—))

Z = 1 (cos(—) + isin(—¢));

tetszdleges n € Ny szamra 2™ = r™ (cos(ny) + isin(ng)) ;

ha z # 0, akkor tetszdleges n € N szdmra {/z = {/r (cos (%%”) + isin (%2'”)) , k=
0,1,2,...,n—1, azaz minden nemnulla komplex szaimnak pontosan n darab n-edik gyoke

van.

A tételben szerepld allitdsok geometriai jelentGséggel birnak. Minden komplex szamnak a
Gauss-féle szamsikon megfelel egy pont. Példaul egy komplex szdm konjugaltjanak megfeleld
pont, az eredetinek a valés tengelyre vett tiikorképe. Egy komplex szam n-edik gyokei, pedig
egy meghatarozott sugara kérvonalon vannak és egy szabalyos n-szoget hataroznak meg.

11. Példa. Legyen z = (\/§, 1) és w = (1,—1) két komplex szam.

z:\/§+i:2(cos%+isin£) 1—2—\/§(cos—+zsm%r)'
zw—2\/_(cos(”—|—%”)—|—isin(% 7)) = 2v2 (cos ZF + isin 27 ;
o= 75 (cos (§ = ) +isin (§ = 7)) = V2 (cos (= 1F) +isin (—55)) ;
l:% cos( )—I—zsm( 6));

w = \/ﬁ(cos(——)—f—zsm(—ﬁ));

w6:(\/§) (COS(G-%)—I—zsm( -f)): (COS—+ZSln2)—8i'

Vz=1x: 21 =2 (cos (£/3) + isin (Z/ )) V2 (cos = +isin &),
132:\?/5(008(( +27T)/3) isin (( +27T)/3)) \/§(00813”+zsmlf’g)
x3:e/ﬁ(cos((6+47r)/3)+zsm((6+47r)/3)) ﬁ(cos%i—i-zsm?f’;)

Alkalmazasok

Komplex szamok fizikai alkalmazésai: valtoaramu korok leirasa, rezgések és hullamok
lefrasa, komplex id6- és amplitudofiiggvény, kvantummechanikai szamitasok.

Vegyiik a kovetkezd rekurziv sorozatot: 2z = 0, 2, = 22, + ¢. Azon ¢ komplex szamok,
melyek esetén a sorozat korlatos a Mandelbrot-halmaz elemei, ami talan a legismertebb
fraktéalalakzat.

Hogy rajzoljunk egy szabalyos n-szoget a képernyére? Rogzitsiink egy pontot, és a
megadott képlettel szamoljuk ki a rogzitett pont altal reprezentalt komplex szam n-edik
gyokeit (illetve csak azok kozelits értékeit). Igy megkapjuk az n-szog dsszes cstcsat.
Komplex szamokkal miik6dd Fourier-transzformaciot hasznéalnak a képfeldolgozas kii-
16nb6z6 teriiletein, példaul az arcfelismerésben, vagy a tomoritésben.

A Wolfram Alpha ingyenes, internetes szoftverrel a komplex szamokkal torténd elemi
szamitasok konnyen elvégezhetd. A http://www.wolframalpha.com/ honlapon, vagy a
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Wolfram Mathematica nevii offline programban (10+41i)/((2-31)*(-9-1)) formaban
lehet megadni komplex szamokat és miiveleteket. Szinte mindegyik komputeralgebrai
szoftver képes a komplex szamokat kezelni, példaul a Maple és a MatLab is.
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ITELETKALKULUS

Logikai alapfogalmak, mitveletek, formalizalas,
logikai ekvivalencia, teljes diszjunktiv normalforma, tautologia.

1. Bevezetd

A matematikai logikdban az allitasoknak nem a tényleges jelentésével, hanem a szerke-
zetével, igazsagértékével és gondolatmenetének helyességével foglalkozunk. Mi ezen kurzus
keretei kozott csak kétértéeki logikaval foglalkozunk (igaz-hamis), de tobbértékd logika is
értelmezhets. Példaul vessiink egy pillantast a kovetkezé kijelentésekre.

(1) Ez a mondat hamis.
(2) Minden 2-nél nagyobb péaros egész szam felirhatd két primszam 6sszegeként.
(3) Minden kétfeji 16 piros.

Az els6 kijelentés ellentmondas, tehat nem lehet sem igaz, sem hamis, gondoljunk bele. A
mésodik egy hires sejtés, errdl pedig egyszertien nem tudjuk megmondani, hogy igaz-e, vagy
hamis. A harmadik kijelentés pedig azért érdekes, mert a kétértéki logika szerint igaznak
kellene lennie, mert a tagadasa hamis (van olyan kétfejd 16, ami nem piros?), de ezt is agy
szoktuk elintézni, hogy logikai értéke eldonthetetlen. Tobbek kozott az informatikaban alkal-
mazzak a szintén tobbértékld Fuzzy-logikat, amely nem csak a szokasos 0-1 értékeket veheti
fel, hanem koztes értékeket is. Ezaltal az objektumok tobb csoportba sorolhatok, és a gépek
jobban iranyithatok. Mi ilyenekkel nem foglalkozunk, helyette a matematikai logika legalap-
vet6bb részét nézzik at.

2. Itéletkalkulus

1. Definici6. Az itélet olyan allitas, amelynek igazsagértéke van (igaz vagy hamis). Jelolé-
sik: A, B,C, ...

Nem itéletek a kovetkezdk: felkialtasok, felszolitasok, kérdé mondatok, ...

Hasonléan, mint a hétkéznapi nyelvben is, az itéletek bizonyos moédon Gsszekapcsolhatok,
és igy 1j Osszetett itéleteket kaphatunk. Nézziik meg milyen kapcsolatban allhatnak egymassal
az itéletek, illetve pontosabban milyen miivelettel kapcsolhatok Gssze az itéletek?

2. Definicié. Ha A és B két itélet, akkor értelmezziik az alabbi miiveleteket.
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e Negacio: ~A
.nem A” - Igy fejezziik ki a logikai kapcsolatot szavakkal.
C-ben, Java-ban: !

e Konjunkcié: AN B
»,A és B”: Nem minden ,6s” konjunkci6, gondoljunk példaul a felsorolésra. Viszont ,€s”
helyett allhat a ,DE” sz6, példaul ,Szeretem a dimatot, de utalom a Kalkulust.”
C-ben, Java-ban: &&

e Diszjunkci6o: AV B
A vagy B”: vagy A, vagy B, vagy mindkettd.
C-ben, Java-ban: ||
Fontos: NEM kizar6 vagy! Ezen a kurzuson nincs kizar6 vagy.

e Implikacié: A - B
,Ha A, akkor B.” ,Csak akkor A, ha B.” ,A-bol kivetkezik B.” ,, B-nek elegendd feltétele
A A-nak sziikséges feltétele B.”

e Ekvivalencia: A < B
,Akkor és csak akkor A, ha B.” ,Pontosan akkor A, ha B.” , A-nak sziikséges és elégséges
feltétele B.” |, A ekvivalens B-vel.”

Ha két allitast valamilyen miivelettel 6sszeftiziink, akkor a mitvelet igazsigtartalma ter-
mészetesen fiigg az eredetileg Osszekapcsolt itéletekétsl. A kovetkezd tablazatban megtalal-
hatjuk, hogyan.

2.1. Igazsagtablazatok

[A]-A] [A|B|AAB|AVB|A—-B|[A+ B
—— —— - - :

)
vt | h
h| 1
h | h
3. Példa. Vegyiik a kovetkezs két allitést.

e Ha 2+ 2 =5, akkor a Hold sajtbol van.”
e Ha 2+ 2 =5, akkor Franciaorszag f6varosa Parizs.”

S| S| S e

| S| S S
SRS el el IS

S| S S

Mindkét allitas igaz. Azért, mert implikidcidval vannak Osszekapcsolva, és az implikacio bal
oldala hamis. Ekkor maga az allitds igaz. Természetesen az nem igaz, hogy sajtbol van a
Hold. De ezt nem &llitotta a mondat.

2.2. Formalizalas

A formalizalas sorédn az allitasokbol matematikai jelekbdl allo jelsorozatokat képziink, a
fenti muveleti jelek segitségével. Az éllitasokat a lehetd legkisebb alapegységekre kell bontani,
ezek a primitéletek.
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4. Definici6. A primitélet olyan itélet, amely nem tartalmaz logikai kotGszavakat.

Formalizalasnél fontos, hogy csakis kizardlag primitéletek helyett vezessiink be
itéletvaltozokat. FONTOS: A PRIMITELET NEM TARTALMAZHAT TAGADAST!

5. Definicié (Formula). Legyen n € N és legyenek Ay, ..., A, itéletvaltozok, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jelolnek.

(1) Az itéletvaltozok mindegyike formula.

(2) Ha F és G formula, akkor (=F), (FAG), (FVG), (F— G), (F < G) jelsorozatok
mindegyike formula.

(3) Az itéletkalkulus minden formuldja megkaphato a fenti 1. és 2. szabalyok VEGES sok-
szori alkalmazasaval.

Ha jol megnézziik, akkor ez egy rekurziv definicio, ahol a rekurzié a primitéleteknél all
meg. Informélisan a fenti definici6 azt jelenti, hogy logikai mtveletek segitségével, itéletval-
tozokbol és zardjelekbdl szintaktikailag helyes jelsorozatokat képziink.

A logikai miiveletek kozott is van precedenciasorrend: —, A, V, —, <. Ezt zardjelezéssel ki
lehet keriilni, és a kurzuson nem is fogjuk hasznalni.

Nézziik meg, hogy miikodik a formalizalas egy konkrét példan keresztiil.

6. Példa. |Ha esik az es6 és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gya-
korlatra, ha zh-t frunk.” Formalizalas:

Primitéletek: A — esik az es6; B — rossz kedvem van; C' — elmegyek dimat gyakorlatra; D —
zh-t frunk.

Formalizélva: (A A (-B)) — (C <+ D). Precedencidkat alkalmazva: A A -B — (C < D).

Valamilyen szinten a formalizalas ellentéte a részformulédkra bontas. Azaz megnézziik,
hogy egy formula milyen kisebb formulakbol all el6.

7. Definicid. Legyen F' és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G részformulija F-nek,
ha G fellép F-nek a rekurziv definici6 szerinti elGéllitdsa soran.

8. Példa. Az el6z6 példa Osszes részformulai a kovetkezdk: A, B, (-B), (AA (=B)), C, D,
(C <+ D), (AN (=B)) = (C < D).

2.3. Kiértékelés, logikai ekvivalencia

Ebben a fejezetben mar el is felejthetjiik, hogy egy adott formula akar jelenthet is valamit.
A matematikai logikdnak az a lényege, hogy a formulak a jelentésiik nélkiil is vizsgalhatoak
legyenek. Igy példaul fiiggetleniil mit jelent egy formuldban az A valtozo, az biztos, hogy
vagy igaz, vagy hamis.

9. Definici6. A kiértékelés az a mivelet, amikor a valtozok helyére igaz vagy hamis értéket
helyettesitiink. A kiértékelés végeredménye egy igazsagérték.
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10. Példa. Legyen adott a kovetkezs formula: A — ((=B) Vv C). Szamoljuk ki a formula
azon kiértékelését, melyben A és C igaz, B pedig hamis.

A[B[C| (-B) [(-B)VC) [A= (—-B) V)
i | h| i |=h=i| (iVi)=3i i—>i=1

Elképzelhets, hogy ugyanazt a jelentéstartalmat két kiilonboézé formulaval is le tudjuk
irni. Ezek a logikailag ekvivalens formuléak.

11. Definicio. Az itéletkalkulus F' és G formulédja logikailag ekvivalens, ha értékiik bar-
mely kiértékelésnél megegyezik. Jelolésben: F' = G.

Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy mindkét formuléra felirjuk az igazsagtablazatot, és
Osszenézziik a két formula Gsszes kiértékelését, és ha mindegyik megegyezik, akkor ekviva-
lensek. Lehetséges, hogy egy nagyon hosszu logikai formuldhoz talalhato egy sokkal révidebb
formula, mellyel logikailag ekvivalens. Ekkor minden tovabbi nélkiil attérhetiink a révidebb
formula vizsgalatara.

12. Tétel. Bdarmely A és B formuldk esetén
A—-B=-AVB é A< B=(A— B)AN(B—A).

Az el6z6 tételnek koszonhets, hogy az <> és — jelek atirhatok a A, V, — jelek segitségével.
Jogosan meriil fel a kérdés, hogy akkor miért hasznaljuk 6ket? (A C-ben és a JAVA-ban
sincsenek beépitve.)

13. Példa. Ekvivalens-e a kévetkezd két formula: F' = - (A — B), G = AN (-B).

(A[B[(ASB) [F=-(A=>B) [B)[G=AA(B)]

1] 1 1 h h itANh=h
1| h h 1 ) TNT =i
h | i 1 h h hAh=h
h|h i h ) hAi1=h

Mivel az F' oszlopa és GG oszlopa minden sorban megegyezé értéket vesz fel, ezért logikailag
ekvivalensek.

14. Példa. Az utolso oldalon 6sszegytijtottiik a legfontosabb ekvivalencidkat, amelyek mind-
egyike bizonyithato az el6z6 példaban mutatott médon. Nem kell mindegyiket fejbdl tudni,
de mindegyikrdl elvart az igazolasa.

34



2.4. Diszjunktiv normalforma

A 12. Tétel hasznalataval barmely formulabol ki tudjuk kiiszobolni az ekvivalencia és
implikacio jeleket. Ebben a fejezetben egy olyan specialis formulatipusroél lesz sz6, mely mind
matematikailag, mind informatikailag konnyen vizsgalhato. (A szamitogép nem rendelkezik
beépitett ekvivalencia és implikacio jelekkel, igy hasznos lenne algoritmus, mellyel ezek kikii-
szObolhetsk egy formulabol.)

15. Definicié. Egy formula diszjunktiv normalforma, ha P, V...V P, alaki, ahol minden
P; itéletvaltozok és negaltjaik konjunkcidja oly moédon, hogy mindegyik valtozé minden P;-
ben legfeljebb 1-szer szerepel.

16. Definicidé. Ha egy n-valtozos diszjunktiv normélforma minden P;-jében mind az n darab
valtozo szerepel, akkor teljes diszjunktiv normalformarol beszéliink.

A definicioknal sokkal érthet6bben be lehet mutatni példéan keresztiil.
17. Példa. A kovetkezs formulék diszjunktiv normélformak:

o (A NAyN—-A3) V(AL AN As A —A3) — ha az itéletvaltozok Aj, Ao, Az akkor ez még
teljes is (k =2, n > 3).
o AV (A3 A—Ay) — ez nyilvan nem teljes (k =2, n > 2).
o AV Ay — ez sem teljes (k =2, n > 2).
o A; N—Ay AN—Az — ha az itéletvaltozok Ag, Ay, As akkor ez még teljes is (k =1, n > 3).
18. Tétel. Tetszdleges F' formuldhoz létezik olyan teljes diszjunktiv normadlforma, amely F'-fel

logikailag ekvivalens.

Ez egy nagyon fontos tétel, azonban semmit nem mond arrél, hogyan keressiik meg ezt a
teljes diszjunktiv normalformét. A modszer a kovetkezd.

(1) Felirjuk F igazsagtablazatat.
(2) A definicioban szereplé P;-k azon sorokat reprezentéljak, ahol F' logikai értéke igaz.

(3) Minden sorhoz a megfelels P-t ugy kapjuk, hogy azon véltozokat negaljuk, ahol hamis
érték szerepel, és vessziik az Osszes valtozot tartalmazo konjunkciot.

19. Példa. Irjuk fel az (A V B) — (—A) formula teljes diszjunktiv normalforméjat.

ATB[(AVB) | (A) [ (AVB) = (=4)
1|1 1 h i — h=h

iR 3 i > h=h

h | i 1 7 i —1=1 <~
R h| & i h—oi=i |«

(AVB) = (mA) = (mAAB)V (mAA-B)

Természetesen az is egy modszer, hogy a — és <+ jeleket egyesével atirjuk, azutan az igy
kapott formulat megprobaljuk a megfelel6 formara pofozni az ismert ekvivalencidk segitségé-
vel. Ez szebb az el6bb emlitett modszernél, viszont az el6z6 talan algoritmikusabb.
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2.5. Tautolégia

Ebben a fejezetben egy specialis formulardl lesz sz6. AlapvetGen egy formula bonyolult-
sagat nem feltétlen a hosszaval tudjuk mérni, mert el6fordulhat, hogy egy sokkal révidebbel
ekvivalens. S6t az is el6fordulhat, hogy minden kiértékelésre egyforma.

20. Definici6. Egy formula tautolégia, ha minden kiértékelésre igaz.

A definici6 szerint konnyen ellenérizhets, hogy egy formula tautoldgia-e, csak fel kell irni
az igazsagtablazatat, és megnézni, hogy a végén mindenhol igaz érték jon-e ki.

21. Példa. Nézziik meg, hogy az (A A (A — B)) — B formula tautologia-e.

|A[B|(A—-B)|(AN(A—B))|(AN(A— B)) = B|

vt l AL =1 i =i =1
i | h h tANh=nh h— h =t
h | l hANt=h h —i=1
h | h 1 hANt=h h— h=1

Minden kiértékelésre igaz a formula, tehat (A A (A — B)) — B tautologia.
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Tautolégiagyiijtemény

(I) —, + kifejezése a tobbi miivelettel:

(1) A< B=(A— B)A(B— A),
(2) A— B=(-A)VB.
(IT) A, V alaptulajdonsdgai:
(3) ANA=A, AVA=A (idempotencia)
(4) ANB=BAA, AVB=BVA, (kommutativités)
(5) (AANB)AC=AAN(BACQO), (AVB)vC=Av (BV(), (asszociativités)
(6) (AVB)ANA= A, (AANB)V A=A, (abszorptivitas)
(M (AVB)AC=(ANC)V (BAC), (AANB)VC =(AVC)A(BV(O). (disztributivitds)
(III) A, Vv, — kozotti Osszefiiggések:
(8) -(AAB)=(-A)V(-B), —(AVB)=(-4)A(—B), (De Morgan szabélyok)
(9) ~(-4) =4,
(10) AN (-A) = BA(—-B), AV (-A) = BV (-B),
(11) AN(BV(-B))=A, AV (BV(-B))=BV(-B),
(12) AN(BA(=B))=BA(-B), AV (BA(-B))=A.
(IV)  —-t és <»-t tartalmazd logikai ekvivalencidk:
(13) A< B=B+ A, (kommutativités)
(14) (A< B)<C=A+ (B« (), (asszociativités)
(15) A — B =(—-B) = (-A),
(16) (A-C)AN(B—=C) = (AvB)—>C7
(17) (A-B)AN(A—=C)=A— (BAQ),
(18) A%(B*)C):(A/\B)%C
(19) A— (BA(-B)) =-4
(V) Tautoldgidk:
(20) A= A(=Av(-4)),
(21) (AN (A— B)) — B,
(22) ((=B) A (A = B)) — (mA),
(23) (FA) A (AV B)) — B,
(24) A— (B— (ANB)),
(25) (AANB) — A,
(26) A — (AV B),
(27) (A= B)A(B—C)) = (A—C),
(28) (A= B)— ((B—C)—= (A= Q)),
(29) (A= B) = ((ANC) = (BAO)),
(30) (A= B)— ((AvVC) = (BVO)),
(31) (A< B)A (B C)) = (A« O),
tovabba
(32) (Ae B) = ((AxC) « (B*()),
(33) (A< B) = ((C*A) « (CxB)),

ahol * a A, V, —, <> logikai miiveletek barmelyike lehet.

Az (V) tautoldgidk, valamint az egyes F=G alapvetd logikai ekvivalencidkbdl szarmaztatott F <> G, F — G
és G — F alaki tautologiak dsszességét nevezziik tautolégiagyijteménynek.



PREDIKATUMKALKULUS

Predikatumkalkulus alapfogalmai, formalizalés,
tagadés, logikailag igaz formulak.

1. Bevezetd

Vizsgaljuk meg a kovetkezd két kijelentést.

e Minden almahoz tartozik egy fa, amirdl leesett.
e Barmely két raciondlis szam kozott van irracionélis szam.

Az eddig tanult itéletkalkulusbeli lehet&ségek szerint ezek primitéletek lennének, de érez-
ziik rajtuk, hogy tobb informéciét hordoznak. Ezen probléma kikiiszobolése miatt ismerked-
jink meg a predikdtumkalkulussal. A predikatumkalkulust az itéletkalkulus kiegészitésének
is tekinthetjiik. A predikdtumkalkulus eszkozeivel az éllitasok precizebben formalizalhatok,
logikailag jobban vizsgalhatok.

2. Predikdtumkalkulus, formalizalas

1. Definici6. Az elsérendd predikatumkalkulus szimbolumai:

e - A,V,—=, 4> (,) és a vesszd’;

e 1, azaz egzisztencialis kvantor: létezik”, ,van olyan”, ,talalhato”, ,néhany”, ,bizo-

nyos”, ,valamely”, ...;

V, azaz univerzalis kvantor: ,barmely”, ,minden”,  tetszéleges”, ,az Osszes”, ...;

® 1,Ty,...,7, (n€N) individuumvaltozok, ezekre mint vizsgaland6 objektumegye-
dekre kell gondolni, ezen individuumvéaltozok halmaza az individuumtartomany;

e predikatumjelek nemiires halmaza: a predikatum olyan fiiggvény, amely individuum-
valtozokbol logikai allitast készit;

o fiiggvényjelek (esetleg iires) halmaza: olyan fliggvényekre kell gondolni, amely t6bb
objektumbol egy 1j objektumot készit, azaz ezek szolgalnak a miiveletek kifejezésére.

2. Definici6. Az elsérendii predikatumkalkulus kifejezései az alabbi rekurzio szabalyai
szerint megadhato6 jelsorozatok.

e Az x; individuumvaltozok és individuumkonstansok énmagukban kifejezések;
e ha kq,..., k, kifejezések, akkor barmely f fiiggvényjelre f(kq, ..., k,) is kifejezés, ha az
f fiiggvény n-valtozos;
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e az elsérendd predikdtumkalkulus minden kifejezése elGall az el6z6 két szabély véges
sokszori alkalmazaséval.

3. Definicié. Az elsérendd predikatumkalkulus atomi formulai a P(ky,...,k,) alakd
jelsorozatok, ahol P egy n-valtozos predikatumjel, k1, ..., k, pedig kifejezések.

4. Definicié. Az elsérendi predikatumkalkulus formulai

e az atomi formulék;

e ha F és G formulak, akkor (FVG), (FAG), (F < G), (F— G), (=F) is formulak;

e ha F' formula és z; individuumvaltozo, akkor (Vz;) F' és (Jz;) F' is formula;

e az elsérendii predikdtumkalkulus minden formuléja el6all az el6z6 harom szabaly véges
sokszori alkalmazasaval.

FONTOS: a kvantor mindig az utana allo6 legrévidebb részformulara vonatkozik!
Most mar megvannak a formalizaldshoz sziikséges eszkozeink és szabélyaink. Lassunk néhany
példat.

5. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Minden strucc madéar.”

e Legyen U = {allatok} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitdsban foglalkozunk.

e Predikdtumjelek: S(x) : ,x strucc”, M(x) : ,x madar”.

e Formalizalt allitas: (Vz) (S(x) — M(x)).

Mint a fenti példaban is lathato, egy predikatumjel egy adott objektumbol allitast készit.
6. Példa. Formalizaljuk az aladbbi mondatot: ,Minden strucc madéar.”

e Legyen U = {struccok} az individuumtartomény; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitasban foglalkozunk.

e Predikdtumjel: M (z) : ,,x madar”.

e Formalizalt allitas: (V) (M (x)).

Az el6z6 két példa ravilagit arra, hogy fontos hogyan vélasztjuk meg az individuumtar-
toményt. Az elsé konnyebben bévithets, példaul 0j predikatum jelek bevezetésével konnyen
formalizalhat6 a ,,Minden hal vizben él.” mondat, mig a masodik individuumtartomany nem
engedi meg az allitas formalizélasat. Konkrét feladatoknal altalaban az individuumtartomany
és a predikatumjelek elére adottak, ha nem, akkor szabadon megvalaszthatoak. A valos élet-
ben ez mindig modellfiiggs.
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7. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Minden szentnek maga felé hajlik a keze.”

e Legyen U = {emberek} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitdsban foglalkozunk.

e Predikdtumjel: Sz(z) : ,x szent”, H(z,y) : ,ax-nek y felé hajlik a keze”.

e Formalizalt allitas: (Vz) (Sz(z) — H(z,z)).

8. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Ha egy gyerek kék szemt, akkor az édesapja
is kék szem.”

e Legyen U = {emberek} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitasban foglalkozunk.

e Predikdtumjel: G(z) : ,,z gyerek”, K(z) : ,,z kék szemi”.

e Fiiggvényjel: a(x) : ,x édesapja’.

e Formalizalt allitas: (Vz) (G(z) — (K(z) = K(a(z)))).

3. Tagadas

Gyakran van sziikségiink arra, hogy pontosan megfogalmazzuk egy allitas tagadasat. Al-
litasok tagadéaséira van sziikség példaul kontrapozicios, indirekt bizonyitasok és elemi logikai
atgondolasok soran is. Ha ismerjiik egy allitds tagadésanak logikai értékét, akkor az eredeti
allitasét is tudjuk, és néha konnyebb vizsgalni egy allitas tagadasat. Vizsgaljuk meg, hogy
miként tudjuk egy predikdtumkalkulusbeli allitas tagadéasat felirni pusztan az allitas formu-
lajabol. Ezt két tétel alkalmazasaval végezhetjiik el.

9. Tétel. Predikatumkalkulusban teljesil az alabbi két logikai ekvivalencia:

(Vo) F) = (3z) (=F),
- ((3x)F) = (Vz)(=F).

10. Tétel. Tetszdleges A és B formula esetén teljesiilnek az alabbi ekvivalencidk:

- (AAB)=(-A)V (-B)

- (AV B) = (—A) A (—B)
A— B=(-A)VB
—|(A—>B)EA/\(—|B)

A< B=(A— B)AN(B— A)

Az el6z6 két tétel egy szabalyt ad a tagadasra. Mindig részformuldnként kell tagadni,
¢s ha a negacidjel egy kvantorral talalkozik, akkor a kvantor megvaltozik, és a tagadas a
részformulaban beljebb csuszik.
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11. Példa. Formalizaljuk az alabbi allitas tagadasat: ,Minden strucc madar.”

o Az allitast mar formalizaltuk egy korabbi példaban: (Vz) (S(z) — M (x)).
e Tagadjuk a formulét:

= (Vo) (S(z) = M(x)) = () (= (S(2) = M(2))) = () (S(x) A (M (2))).

e Ha jelentéstartalmilag tagadjuk az allitast, akkor azt kell formalizalni, hogy , Létezik
olyan strucc, ami nem madér.” Ez pontosan az el6bb kapott negélt formulaval forma-
lizalhato.

Az elébbi példa ramutat arra, hogy egy allitast kétféleképpen is lehet tagadni. Megal-
kothatjuk a tagadasnak megfelels allitast, és azt formalizalhatjuk, vagy az eredeti allitast
formalizaljuk, és azt tagadjuk a szabalyok szerint. Logikailag ekvivalens formulékat kell kap-
nunk.

12. Példa. Adjuk meg a kovetkezs formula negaltjat.

(V) (=P(x)) A By) (Q(z,y) = R(y)))

= (V) (=P(2)) A (Fy) (Q(z,y) — R(y)))

y) (Q(z,y) = R(y))))
V(= (3y) (Qz,y) = R(y))))
Q(z,y) — R(y)))))
z,y) AN (=R(y)))))

4. Logikailag igaz formulak (tautologiak)

Az itéletkalkulusbeli formulaktol eltérGen nincs altalanos algoritmus arra, hogy egy predi-
katumkalkulusbeli formularol eldontsiik azt, hogy tautoldgia-e. S6t, mar a tautologia fogalma
sem definidlhato olyan konnyen, mint az itéletkalkulus esetén.

13. Definici6. Az elsérendii predikatumkalkulus interpretaciojahoz a kévetkezs 1épé-
seket kell véghezvinni.

(1) Valasztunk egy nemiires A halmazt, ez lesz az interpretacios tartomany.

(2) Minden P predikdtumjelhez hozzarendeliink egy A-n értelmezett ugyanannyi valtozos
predikdtumot.

(3) Minden f fiiggvényjelhez hozzarendeliink egy A-n értelmezett ugyanannyi valtozos fiigg-
vényt.
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Az el6z6 definicié tulajdonképpen arrol szol, hogy egy adott formulédnak értelmet adunk,
azaz egy karaktersorozat helyett mar egy konkrét allitas formalizalasaként tekintiink ra. Tech-
nikailag barmely a = (ay,as,...), a1, as,... € A sorozat esetén az a;-t a formuldban x; helyére
beirva el tudjuk donteni, hogy a formula igaz-e vagy sem, az adott interpretéicié esetén.

14. Definici6. Egy predikatumkalkulusbeli formula tautolégia, azaz logikailag igaz formula,
ha barmely interpretéacidja esetén tetszéleges a = (aq, as,...), ay,as,... € A sorozatra az x;-k
helyére a;-ket irva logikailag igaz értéket kapunk.

Még egyszer fontos kihangsiilyozni, hogy predikatumkalkulus esetén nincs algoritmus,
amivel el tudnank donteni egy formularol, hogy tautologia-e, eltéréen az itéletkalkulustol.
Fiiggetleniil ett6l néhény egyszert feladatot azért mi is meg tudunk oldani.

15. Példa. Tautologia-e az alabbi formula?
(3z) (P(x)) = (Vo) (P(x))

Megoldés: nem. Ha intuicié alapjan akarjuk indokolni a dolgot, akkor csak annyi az egész,
hogy ha létezik olyan objektum, amire valami teljesiil, az nem jelenti azt, hogy minden
objektumra teljesiil. Nagyon egyszertien meg tudjuk adni a formalis valaszt is: legyen az
interpretéacios tartomany a természetes szamok halmaza, és P(x) jelentse azt, hogy x prim.
Ekkor egy ¢ — h implikaciot kapunk, melynek értéke hamis. Talaltunk egy interpretéaciot,
mely esetén a formula hamis, ezért nem tautologia.

16. Példa. Tautologia-e az aldbbi formula?
(= (F2) (Vo) (mA(x) V =B(y))) < (V) (Fy) (Alz) A B(y))

Megoldés: a formula tautologia, mert az <> jel bal és jobb oldaldn all6 formula egymassal
ekvivalens, a jobb oldali adja meg mi lesz akkor, ha a bal oldaliban a negécidjelet beljebb
vissziik a formulaban. Ha az <> két oldalan ekvivalens formulak allnak, akkor az tautologia,
mint ahogy ezt mar itéletkalkulusbol tanultuk.

17. Példa. Tautologia-e az aldbbi formula?
(3z) (B(z,y) = 2 =y) < (Vz) (= (B(z,y) = =y))

Megoldas: megsejtjiik, hogy a formula nem tautolégia, ezért keresiink olyan interpretaciot,
melynél van olyan kiértékelés, amelynél hamis értéket kapunk. (Megsejthetjiik példaul agy,
hogy észrevessziik, hogy az ekvivalenciajel jobb oldalan all6 formula pontosan a bal oldali
tagadasa.) Legyen A egy tetszdleges legalabb kételem interpretacios tartoméany, B pedig az
azonosan hamis predikdtum. Ekkor a bal oldal azt mondja, hogy 1étezik egy olyan objektum,
amely ha B-kapcsolatban all y-nal, akkor x = y. Viszont B azonosan hamis, ezért az imp-
likdcié mindig igaz, igy a bal oldal annyit mond, hogy létezik olyan objektum, melyre igaz.
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Szandékosan ért véget az el6z6 mondat. Hasonléan lathato, hogy a jobb oldal azt mondja,
hogy barmely objektum esetén hamis. Ha létezik egy objektum, amelyre igaz, akkor ebbdl
nem kovetkezhet az, hogy minden objektumra hamis. Igy ezen interpretacio esetén barmely
JKkiértékelés” esetén hamis értéket kapunk.

Elsfordulhatnak olyan feladatok, melyekben a kdvetkezs egyszert ekvivalencidk ismerete
is segithet.

18. Tétel. Tetszdleges F' és G formula esetén

o (Vz)(Vy) F = (Vy) (Vo) F, o (Vz)(FAG)= (V) F A (Vx)G,
e (3x)(Jy) F = (Fy) (3x) F, e () (FVG)=3x)FV (3x)G
o (Vz)F =—(3x)(—F),
o (Fr) F =~ (Va)(=F),

5. Informatikai vonatkozasok

e Bonyolultsagelmélet kurzus: polinomialis hierarchia, foldrajzi jaték, kvantifikalt Boole-
formula, PSPACE problémak.
e Logika és informatikai alkalmazésai kurzus:

— Az itéletlogika és predikatumlogika kiterjesztése masodrendi logikara.
— Logikai programozas és PROLOG nyelv (levezetések).
— Helyesség, teljesség, eldonthetség (1asd Bonyolultsagelmélet kurzus).

Bizonyitéas elmélet.

Modell elmélet.

Rezolucios kalkulus, automatikus tételbizonyitas.
Mesterséges intelligencia.

Szamitogépes nyelvészet, példaul beszédfelismerés.
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MATRIXOK

Matrixok. Matrixmtveletek és tulajdonsigaik. Sajatérték, sajatvektor.

Ebben a részben a matematika olyan részét targyaljuk, melynek elGszor nem latszik,
hogy mi haszna lehet. Elég szamolésigényes, de legalabb konnyen algoritmizalhatoak ezek a
szamolasok. A kurzus kereteibe sajnos nem fér bele, hogy ezek a matematikai objektumok
hogyan segitenek (f6leg egy informatikusnak) problémakat modellezni, de probaljuk meg
elfogadni, hogy a sok szamolas mogott értelem és alkalmazas is van.

1. MAatrixok

1. Definicié. Az M-mel jelolt mxn-es matrix egy T test elemeibdl (a mi esetiinkben ez valos
szamokat jelent) allo tablazat, m darab sorral és n darab oszloppal. Az ilyen paraméterekkel
rendelkezd métrixot M, ,-nel jeloljik. Az M matrix i-edik soranak j-edik elemét m;;-vel
jeloljiik.

Talan ezt a fogalmat tgy ismeri mindenki a programozéas kurzusrél, hogy kétdimenzios
tomb. Ugyanarrol van szo.

2. Példa. Legyen M az alabbi matrix:

-2 0 V2 075
Mgg=| = 5 0 1
6 -72 9 5

Ekkor példaul mq3 = V2.
Van két specialis matrix, melyet mérettdl fiiggetleniil mindig ugyantgy neveziink.

3. Definicio. Az (n x n)-es egységmatrix olyan matrix, amelynek a f6atloja 1-eket tartal-
maz, a tobbi eleme, pedig nulla:

10 ...0
01 ...0
I,=E, =
00 ... 1

Az (n x n)-es nullmatrix olyan méatrix, amely csak nulla elemeket tartalmaz:

00 ...0
00 .0
Zy=0,=0,=| . .
00 .0
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2. MAtrixmiiveletek

Mar tobbszor talalkoztunk azzal a jelenséggel, hogy 1j objektumot definidltunk. Most is
ez tortént, tehat azt is definialni kell, hogyan tudunk veliik dolgozni.

4. Definicié (Matrixok Osszeadasa és skalarral szorzasa). Legyen A = (ay;), ., ¢s
B = (bij),,«, két T szamtest feletti (m x n)-es matrix. Ekkor

A+ B = (ai; + bij)

mX

s €8 CA = (cagj), .. .

Az el6z6 definicio viragnyelven azt jelenti, hogy csak két azonos méretii matrixot tudunk
Osszeadni, és ez az Osszeadas pozicionkénti Osszeadast jelent.

5. Megjegyzés. Csak azonos méretd métrixokat lehet 6sszeadni, kiilonb6z6 méretiieket sosem.

6. Példa.

1 0 =3 2 -6 —1
A=\ -5 9 2 , B=1 -3 1 7
-1 -3 8 2 2 9
3 —6 —4 -4 12 2
A+B=| -8 10 9 |, (-2-B=| 6 -2 -14
1 -1 17 —4 —4 —18
7. Definicié (Matrixok szorzasa). Legyen A = (ajj), .. ¢ B = (b;), ., két T szamtest

feletti matrix. Ekkor
AB = (Z ailblj) .
=1 mxk

A fenti szummaés képletet szovegesen is elmagyarazzuk. Egy (m xn)-es és egy (n X k)-s méatrix
szorzata (m X k)-s méretd. Tovabba a szorzat i-edik soranak j-edig eleme Y ' | a;by;, azaz
az A matrix i-edik sorédnak és a B matrix j-edik oszlopanak skalaris szorzata.

8. Megjegyzés. Két matrix csak akkor szorozhato6 Gssze, ha az elsé matrix oszlopainak szama
megegyezik a masodik matrix sorainak szamaval.

9. Megjegyzés. Az AB szorzat altalaban nem egyezik meg a BA szorzattal, s6t még lehet,
hogy a méretiik miatt valamelyik nincs is értelmezve.

10. Példa.

6 —1
A:(i_()?’g),B: 2 =2
-3 0

Az AB matrix (2 x 2)-es mérett lesz. A szamolast végezziik ugy hogy az A megfelel§ sorvek-
torait szorozzuk Ossze skalarisan B megfelel§ oszlopvektoraval. A skaléris szorzés a kovetkezst
jelenti:

((a,b,c,d), (e, f,g,h)) =ae+bf + cg+ dh.
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Tehat AB megkaphato az alabbi modon:

_ o ((2,-3,5),(6,2, 3)> (2,
1m = (B30

35) ( 1,-2,0))
((1,0,8), (6,2, —3)) 8), ( )

(—1,-2 ,0))

e
5 4 ( 2

B 12—-6—-15 —24+64+0
- 64+0—24 —1+0+0

11. Példa.

3

A=\ -9 4 6 3

3 1 9
<(574> _2) ) (_17 0, _5>> <(5> 4, 2) ( 2,8, 7)> <(5 4, 2) ) (37 3, 9)>
AB = ((=9,4,6),(-1,0,-5)) ((—9,4,6),(-2,8,7)) ((—9,4,6),(3,3,9))
<(371v—2)’(_1707_5>> <(371’ 2) ( 2,8, 7)> <(3’17 )v<37379)>
-5+0+10 -10+32—-14 15+12-18 5 8 9
= 9+0-30 18+32+42 -27+12+54 | =| —21 92 39
-3+0+10 —-6+8-14 9+3—-18 7 —12 -6

12. Definici6 (Transzponalas). Legyen A = (ayj), ., egy T szamtest feletti (m x n)-es
matrix. Ekkor AT egy (n x m)-es métrix, melynek egy tetszdleges eleme a kovetkezéképpen
szamithato ki:
T
(A )ij = Aji'

Ez azt jelenti, hogy a matrix sorait felcseréljiik az oszlopaival, vagy masképpen fogalmazva
tiikrozziik a matrixot a ,f6atlora”. (Igazi f6atlorol csak négyzetes matrixok esetében szoktunk
beszélni.)

13. Példa.

-2 3 a b ¢

A:(g‘f:g),f;: 8 3|.c=(de f

79 g h i

5 3 a d
AT = 4 1 ,BT—(_;gg),CT— b e n
-2 =2 c f 1

Ugyanugy, mint szamoknél, a matrixoknal is vannak a mtveleteknek bizonyos tulajdon-
sagai. Némelyik oroklgdik a szamoknél 1év6kbdl, némelyeket a definici alapjan kell igazolni.

14. Tétel (Miiveletek tulajdonsagai.). Legyenek A, B,C' eqy tetszdleges T' test feletti mdtri-
xok, és c,d € T skaldarok. Ekkor
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e A+B=B+A e ((A+B)=cA+cB
e (A+B)+C=A+(B+0O) e ¢(AB) = (cA)B

e A(BC) = (AB)C o (A7) =

e A(B+C)=AB+ AC o (AB)T = BT AT

e (A+B)C=AC+ BC o (A+B)T=AT + BT
o (c+dA=cA+dA ° (CA)T—C(AT)

ha a megfeleld miveletek elvégezhetdek. (Ha az eqyenldség valamelyik oldaldt nem lehet
elvégezni, akkor semmi értelme egyenldségrol beszélni.)

3. Sajatérték

15. Definici6. Legyen A egy (n X n)-es matrix. Ha A = Az valamely A\ € R szamra és
valamely nemnulla z € T'*" sorvektorra, akkor \-t az A matrix sajatértékének, az x vektort
pedig az A matrix A\-hoz tartoz6 baloldali sajatvektornak nevezziik.

16. Definicié. Legyen A egy (n x n)-es matrix. Ha Az = Az valamely A € R szamra és
valamely nemnulla z € T™! oszlopvektorra, akkor M-t az A matrix sajatértékének, az x
vektort pedig az A matrix A-hoz tartoz6 jobboldali sajatvektornak nevezziik.

17. Definicié. Legyen A egy (n X m)-es matrix, és A egy sajatértéke A-nak. Ekkor a A-
hoz tartozo6 bal- és jobboldali sajatvektorok halmazat a nullvektorral kiegészitve bal- illetve
jobboldali sajataltérnek nevezziik.

18. Definici6. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es méatrix. A
xa(z)=(-1)"-det(A—z- E,)
polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

19. Tétel. Legyen A egy T szdmitest feletti (n X n)-es mdtriz. Ekkor az A mdtriz sajdtértékei
pontosan a x o(x) karakterisztikus polinom gydkei.

9 4
+=(53)
méatrix sajatértékeit.

XA("”)Zdet((g ;l)_(g 2)):‘9;56 5%36

xa(z) gyokei: x1 =3, g = 11.

20. Példa. Hatérozza meg az

= (9-2)(5—2)—12 = 2* — 141 +33,

Igy a matrixnak két kiilonbozé valos sajatértéke van: A\ = 3 és Ay = 11.

47



21. Példa. Hatarozza meg az

1 -1
=0
matrix sajatértékeit.

><A(:c):det<(jL —51>_(g 2))2‘111« 5_—19:

xa(x) gyoke: x = 3.

=(1—2)(5b—2)+4=2"—62+9,

Igy a matrixnak egy darab valés sajatértéke van: A = 3.
1 2
=(43)
méatrix sajatértékeit.

XA(x):det<( _11 ;)—(g 2)):’1__1“7 g’:(1—x)(3—x)+2:x2—4x+5,

xa(x) gydke: x1 =2 — i, x9 =2 +14.

22. Példa. Hatéarozza meg az

Igy a matrixnak nincs sajatértéke, ha a valos szamok teste f5lott dolgozunk, viszont a komplex
szamok teste esetén két gyok van, igy az A matrixnak két kiilonb6z6 komplex sajatértéke van:
AM=2—1és Ay =2+41.

23. Példa. Hatérozza meg az

8 5 9
A=1 0 -9 -1
0 0 5
méatrix sajatértékeit.
8—=x ) 9
xalz) = 0 —-9-z -1 |[=@—2z)(-9—2)(b—2x)
0 0 5—x
xa(x) gyoke: x1 =8, x9 = =9, 23 = 5.
Tgy a matrixnak harom kiilonboz6 valos sajatértéke van: A\ = 8, Ay = —9 és A3 = 5.

24. Példa. Hatarozza meg az

1 -1 1
A= 1 1 -1
2 -1 0



matrix sajatértékeit.

-z -1 1 -2z -1 1 0 —1-(1-2)? 1+(1—2)
xa(z) = 1 1—-2 -1 |= 1 1—-2 —-1|=|1 11—z -1
2 -1 -z 2 -1 -z 0 2z —3 2—x

B —1-(1-2)* 2—z | —1-(1-2)% 1
S R S —(x—Q)‘ 20 —3 1

= (z-2)(-1-14+22—2*-22+3)=(z—2)(1 —2?)

xa(x) gyoke: x1 =2, 29 =1, 23 = —1.

Igy a matrixnak harom kiilonboz valos sajatértéke van: A\; =2, Ao = 1 és A3 = —1.

4. Inverz

25. Definicié. Egy A négyzetes matrix inverzének nevezziik azt az A~1-gyel jelélt matrixot,
melyre A- A7 = A7 . A = I, ahol I a megfelels méreti egységmatrix. (A definicié alapjan
egyértelmt, hogy az inverz mérete megegyezik az eredeti matrix méretével.)

A definici6é azonban semmit nem mond arr6l, hogy milyen matrixoknak van inverze, és ha
van, akkor hogyan szamolhatjuk ki. A kovetkezdkben két kiszamitasi moédot fogunk ismer-
tetni.

4.1. Tétel szerinti kiszamitas

26. Definici6. Egy A = (ay), ..,
terminanst A;;-vel jeldljik és az

négyzetes matrix a;; eleméhez tartozé adjungalt alde-

Ay = (1) Dy

képlettel szamitjuk ki, ahol D;; az a;; elemhez tartoz6 aldeterminans, vagyis annak a mat-
rixnak a determinansa, melyet tigy kapunk, hogy az A matrixbdl elhagyjuk az i-edik soréat és
j-edik oszlopat.

27. Tétel. Tetszileges A = (aij),,., négyzetes mdtriznak akkor és csak akkor van inverze,
ha det(A) # 0. Ha van inverze, akkor pontosan egqy van, és erre érvényes az aldbbi képlet:

1

Al = Ai)
det(A)( J)nxn
01 2
28. Példa. A= 11 3], A4 1t="
1 2 4

det(A) =34+4—-2—-4=1
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Ay = (-1)0+D
Apz = (—1)(1H3)

A22 _ (_1)(2-1—2)

Agy = (_1)(3-1—1)

Ap

= | A
et(A) Ay

; i =4-6=-2 A= (-1)0+2 1 i =—(4-23)

1 ; =2-1=1, Ay = (-1)GD ; i =—(4—4)=

? i =0-2=-2, Ap= (-1 (1) ; =—(0-1)=

1 g =3-2=1, Azp=(-1)6 (1) g =—(0-2)=
Asz = (—1)B+3) (1) 1‘—01:1

A A\ [ An An Ay —2

follr) BT il il B W

4.2. Gauss—Jordan-eleminacio

_1,
0,
L,

2,

29. Definici6. Egy adott M maétrix esetén a sorvektorrendszer elemi atalakitasain az

alabbiakat értjiik:

e két sor cseréje,

e cgy sor megszorzasa egy nemnulla konstanssal,
e cgyik sor konstansszorosdnak hozzaadasa egy masik sorhoz.

30. Tétel. Ha A egy n X n-es négyzetes mdtriz, I pedig az n X n-es eqységmdtriz, akkor
tekintsiik a B = (A | I) matrizot. Az A mdtriz akkor és csak akkor invertdlhatd, ha a sor-
vektorrendszer elemi dtalakitdsainak sorozatdval a B mdtriz (I | C) alakra hozhatd. Ekkor

Al = (.

01 2
31. Példa. A= 1 1 3 |, A t=?

12 4
012[100[T13[010|[1T13[0 1 0],
113010/ o12]100™ o121 0 0%
124001 124001 0110 -11
rot1[ -1 1 0|[10 1 -1 1 0][1T01][]-110
012 1 0091 2 1 00012 1 0 o0
01 1] 0 —11 00 —1 | -1 -1 1 001 | 1 1 -1
[TooT =0 1| [T00] -2 0 1 2 0 1
OlTo1201 100 @o10] -1 -2 2 |=Aa1=| -1 -2 2
001 | 1 1 —1 001 /| 1 1 -1 1 1 -1
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és 2. sor cseréje.

sorbol kivonom az 1.-t.

sorbol kivonom a 2.-at.

sorbol kivonom az 2.-at.

sor megszorzasa (—1)-gyel.

sorbol kivonom a 3.-at.

sorhoz hozzaadom a 3. sor (—2)-szeresét.

(\V]

[«
~— — T N

NN N N N N
o= W e

\]

32. Megjegyzés. Hasonl6an a determinéns kiszamitasahoz nagyobb méret méatrixok esetén itt
is a Gauss—Jordan-eliminécié sokkal gyorsabb, mint a tétel szerinti aldeterminansos modszer.

5. Informatikai alkalmazasok

e A kiilénbo6z6 geometriai transzformaciok tulajdonképpen linearis leképezésnek tekint-
hetdk, és kifejezheték egy alkalmas matrixszal torténd szorzés segitségével. Példaul
tiikrozziik az (a; b) pontot az y tengelyre. Ekkor a kapott vektor (—a, b). Ha jol meg-
nézzik, konnyen megtaléljuk az y tengelyre valod tiikrozés matrixat:

A:(_Ol ‘f) mert (—a; b) = (a; b) - A,

[lyen méatrixok megadhatok tiikrozésekre, forgatésokra, vetitésekre, akar tobb dimenzi-
oban is. LASD: Diszkrét matematika I11. és Szamitogépes grafika tantargyakbol.

o A grafok egyértelmiien kodolhatok szomszédsagi és pont-él illeszkedési métrixukkal.
Mivel a méatrix szinte minden programnyelvben jol kezelhets egy 2-dimenziés tombként,
igy ennek a kodolasnak is vannak elényei. A grafok az informatika tobb tertiletén is
elgkeriilnek, akar programozési algoritmus, akar hardverszinten, példaul beszélhetiink
er6forrasgrafrol, vagy a szamitogép-halozat is felfoghato egy (irdnyitott) grafként.

o Képzeljiink el egy épiiletet, ahol kiillonb6z6 helyiségekbe kiilonb6zé embereknek van
belépési jogosultsaguk. Ez nagyon jol kédolhatoé egy matrixszal: sorok=emberek, osz-
lopok=ajtok, és a megfelel§ pozicioban 1-es van, ha az adott embernek van belépési
jogosultsaga, 0, ha nincs.

e Linearis egyenletrendszer esetén elég az egyenletrendszer bévitett matrixaval dolgozni.
Sokszor kell megoldani linearis egyenletrendszert, és érdekes kérdések meriilnek fel a
numerikus precizitis és a szamolas idGigénye kapcsan, LASD: Kozelit és szimbolikus
szamitasok.

e Kodolaselméletben bizonyos kdodok esetében a kddolés és a dekodolas is egy-egy métrix-
szorzassal kivitelezhetd. Ide kapcsolodik a generatormatrix és a parités-ellenérzé matrix
fogalma is, LASD: Diszkrét matematika III.

o1



DETERMINANSOK

Determinéns kiszamitési modjai,
tulajdonséagai és alkalmazasai.

1. Determinans

A determinans fogalménak kiépitése tobbféleképpen is megtorténhet. Van, aki a determi-
nans egy kiilon objektumnak tekinti. Mi jobban szeretjiik a determinénst tgy interpretalni,
hogy ez egy leképezés, ami négyzetes matrixokhoz rendel szamot. Azt hogy hogy, a kovetkezs
alfejezetekben fogjuk definialni.

1.1. Sarrus-szabaly

Egy 1 darab szambol all6 matrix determinansa maga a matrixot alkot6 szam. Egy (2 x 2)-
es determinans kiszamitasdra maga a Sarrus-szabdly a definicio:
a b ‘

cdadl = (f6atlo elemeinek szorzata) — (mellékatlo elemeinek szorzata)

= ad — be.

Felhivjuk a kévetkezd rész veszélyére a figyelmet. A Sarrus-szabaly
csak (3x3)-as méretig miik6dik, nagyobb matrixra NEM hasznalhaté.

A (3 x 3)-as matrix determinansa hasonloan szamithat6. Itt nem csak a féatloval, és
a mellékatloval kell szamolni, hanem a veliik parhuzamos ,atlokkal” is. Segitségképpen a
determinans utan odairhatjuk az els¢ két oszlopat, hogy jobban lassuk a parhuzamossagot.

a c a b a b c a b
NN N\ Ve v
d e d e d e f d e
N\ NN v e
g h 1 h g h 1 g h

A determinans a kovetkezSképp all ossze. A fGatloban és a vele parhuzamos atlokban 1évé
elemek szorzatat adjuk Ossze, és ebbdl vonjuk ki a mellékatloban, és a vele parhuzamos
atloban 1évé elemek szorzatat. Tehat a kovetkezot kell csinélni:

a b c
d e f|=aei+ + cdh — ceqg — bdi — afh.
g h 1

Nézziik meg ezt egy konkrét példan keresztiil.
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Példa.

3 2 -4
=2 =5 1| = (3e(=5) D)+ (21 (-8) + (-4 (-2) )
-8 2 1

—((=4) - (=5 (=8) - (2-(=2)- 1) = (3-1-2)
= —15—16+ 16+ 160 + 4 — 6 = 143

1. Megjegyzés. Maga a szdmolési algoritmus nem bonyolult, de ennél a moédszernél viszonylag
nagy az elszamolas veszélye.

Felhivjuk az el6z6 rész veszélyére a figyelmet. A Sarrus-szabaly
csak (3x3)-as méretig miik6dik, nagyobb matrixra NEM hasznalhato.

1.2. Sor/oszlop szerinti kifejtés (Kifejtési tétel)

Most mutatunk egy olyan modszert, amivel tetszéleges méretd matrix determinansa ki-
szamolhato. (Vigyazzunk, nagy méretii métrixok esetén nagyon megnd a modszer szamolas-
igénye.)

Sor, illetve oszlop szerinti kifejtésnél gondolnunk kell a matrixhoz tartozoé ,sakktablara”,
ami elGjeleket tartalmaz felvaltva, a bal fels§ sarok mindig ,,+”, és onnantol valtakozik az
elgjel jobbra és lefelé, mint egy sakktabla szinei:

+ -1+
i+i
+ -1+

Kivalasztjuk a determinans tetszéleges sorat vagy oszlopat, ami szerint a kifejtést el akarjuk
végezni. Legyen ez elGszor példaul az els6 oszlop. A determinans értéke a kovetkezdképpen
adodik. A kivéalasztott sor, vagy oszlop elemeit egyesével megszorozzuk a sakktabldban neki
megfelel elGjellel, majd megszorozzuk annak a maradék determinansnak az értékével, amit
ugy kapunk, hogy az eredeti determinénsbol toroljiik az elem sorat és oszlopat. Az igy kapott
értékeket Osszeadva kapjuk meg a determinans értékét. A példan talan jobban latszik, hogy
hogyan kell csinalni.

Példa. A determinansban a piros elGjelek a sakktabla megfelel§ elemeit jelolik.

302 4 -5 1 2 —4 2 4
—2= =5 1 |=+3 ‘ ) 1‘—(—2)-‘2 . ‘+(—8) ‘ - ‘ (6)
-8t 2 1 B



A modszer lényege, hogy egy (n x n) méretd determinanst vissza tudunk vezetni (n — 1) x
(n — 1)-es determinansokra. Folytassuk az (1) egyenl&séget, mivel a (2 x 2)-es determinansok
értéke mar kénnyen szamolhato:

(1) = 3-((=5)-1—=1-2)+2-(2-1—(—4)-2) —8- (21— (—4) - (=5))
= 3.(=7)+2-10 -8 (—18) = —21 + 20 + 144 = 143,

Ellenérzésképpen végezziik el a determinans kifejtését a masodik sora szerint is:

3 2 —4

2 —4 3 —4 3 2
—2- 5" 17| = (—2)-‘ ’+(—5)-) ‘1‘ '
o 9 2 1 -8 1 —8 2

= 2.(2:1—(=4)-2)—=5-(3-1—(=4)- (=8)) = 1-(3-2—2(=8))
= 2.10-5-(=29) —1-22 =20 + 145 — 22 = 143,

2. Megjegyzés. Ez a modszer tetsz6leges méreti determinansokra is miikddik, szemben a
Sarrus-szabéllyal, ami csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as determinansokra alkalmazhato.

3. Megjegyzés. Ha van a matrix elemei kozott nulla, akkor érdemes lehet olyan sort, vagy
oszlopot valasztani a kifejtéshez, amiben hemzsegnek a nullak. Ugyanis a kifejtésnél a nullahoz
tartozo kisebb determinéns 0-val szorzodna, igy fel sem fontos tiintetni.

Példa.
SR B 2 3
6 25 4= 2 5= [ 5 = o=
0O 1 0 2

A fenti determinanst a harmadik oszlopa szerinti kifejtéssel hataroztuk meg. Igy egy 3 x 3-as
determinanst kaptunk, amit pedig az elsé oszlopa szerinti kifejtéssel kaptunk meg.

4. Megjegyzés. Dolgozatokban érdemes a kifejtéses modszert alkalmazni, mert elszamolasi
hiba esetén még esetleg lehet részpontot adni, mig a Sarrus-szabélynal ez nehezebben oldhato
meg.

1.3. Elemi atalakitasok (Gauss-eliminacid)

Ez a modszer ugyanigy alkalmazhato tetszéleges méret matrixokra, és sokkal gyorsabb
is, viszont nem olyan egyszerd algoritmus szerint mtikodik, mint az el6z6 ketts. Egyébként
nagyon fontos algoritmus elméleti és gyakorlati szempontboél is. A kurzuson is el6 fog még
kertilni tobb kontextusban.

5. Tétel (Determinansokra vonatkozo alapvetd tulajdonsagok.).
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Eqgy determindns eldjelet vdlt, ha két sordt megcserélyiik.

Ha egy determindns valamelyik sora nulla, akkor a determindns értéke nulla.

Eqgy determindns értéke nulla, ha van két azonos sora.

Ha a determindns eqy sordban minden elemet ugyanazzal a nemnulla konstanssal meg-

szorzunk, vagy elosztunk, akkor a determindns értéke is ezzel a konstanssal szorzodik,

vagy osztodik.

5. Egy determindns értéke nulla, ha az eqyik sora eqy mdsik sor valamely konstans-szorosa.

6. A determindns értéke nem wvdltozik, ha valamelyik sorhoz hozzdadjuk egy
madsik sor konstans-szorosdt.

7. Dualitdsi elv: az 1 — 6. dllitdsokban a ,sor” szo kicserélhetd az ,oszlop” szora.

oo =

A félkovérrel kiemelt tulajdonsag ismételt hasznalataval gyorsan ki tudjuk szamitani a
determinéanst, mert meg tudjuk névelni a determinansban szerepld nullak szamat. A felsorolas
tobbi eleme is hasznos lehet, de az alkalmazésuk nem sziikségszerd.

Példa.
3 2 -4 3 2 -4 —29 10 0
2 5 1| %6 -7 0|Z 6 —70
-8 2 1 -8 2 1 -8 2 1
& 1-‘ —29 1009 o) (Z29) — 610 = 143.
6 -7
e (1): A 2.sorhoz hozzaadtam a 3. sor (—1)-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.

(1):

(2): Az 1. sorhoz hozzaadtam a 3. sor 4-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.
(3): Kifejtettem a determinéns a 3. oszlopa szerint. (A sok nulla miatt val6jaban csak
egy kisebb determinénst kell kiszdmolni.)

(4): Sarrus-szabalyal megkaptam a végss eredményt.

1.4. Erdekesség

Mindkét emlitett altaldnos algoritmus konnyen programozhato, és egy 100 x 100-as matrix
determinéns kiszamitasat nyilvan nem kézzel fogjuk kiszamitani. Azonban szamitoégép hasz-
nalata esetén minden szamitasi algoritmusnal meg kell vizsgalni az aldbbi két tulajdonsagot.

1. Milyen gyors az algoritmus?
2. Mennyire pontos az algoritmus?

Az utobbit itt most nem boncolgatjuk, viszont az elsé kérdésre a fenti algoritmusok tekinte-
tében megleps eredmények adhatok.

Egy (n x n)-es matrix determinansanak kiszamitasa a kifejtéses modszerrel O(n!) id6-
igénnyel tehet6 meg. Ha Gauss-eliminaciot hasznalunk, akkor bizonyithato, hogy az idGigény
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csak O(n?). Roviden ravilagitanank arra, hogy mennyivel jelent ez nagyobb gyorsasagot. Te-
gyiik fel, hogy egy 5 GHz-es processzoru szamitogéppel szdmolunk, ami azt jelenti, hogy
5 milliard miiveletet tud elvégezni masodpercenként. A konnyités kedvéért a tovabbiakban
csak az ordo uténi fiiggvényekkel szamolunk. (A kapott eredményeket valami konstanssal
meg kellene szorozni, a nagysagrendeken ez nem valtoztatna.)

Ha n = 3, akkor a méatrix determinansénak kiszamitasa kifejtéses modszerrel 0,12 - 1078
masodpercig tart, mig Gauss-eliminéciéval 0, 54 - 10~% masodpercig. Itt még a kifejtéses mod-
szer a gyorsabb. Ha n = 10, akkor az els§ modszerrel a szamités 0,00072576 méasodpercig
tart, Gauss-eliminacioval 0,0000002 méasodpercig tart. Itt az els6 modszer mar t6bb mint
3000-szer lassabb, de gyakorlatilag ez még elhanyagolhato, mert a végsés idé itt is kicsi.

Nézziik az n = 15 esetet. Gauss-eliminécidval az idGigény 0, 000000675 masodperc, mig
kifejtéses modszerrel 4, 358914560 perc. Ez mar eléggé érzékelhets és zavard kiilonbség. Ha
n = 20, akkor a Gauss-elimindcionak még mindig joval méasodperc alatti id6 sziikséges,
0,0000016 masodperc, mig a kifejtéses modszernek 15,64366003 évre lenne sziiksége. Nem
lenne tul hatékony ezt kivarni, és még nagyon messze vagyunk a (100 x 100)-as mérettdl.

Végiil ugorjunk egy ,hatalmasat”, legyen n = 50. A Gauss-eliminacié még mindig haté-
kony, idGigénye 0, 000025 masodperc. A kifejtéses moddszerrel mar komoly probléméba titkoz-
nénk, ugyanis 0.1955638709 - 10%8 évre lenne sziiksége. A Nap varhato hatralévs élettartamat
5-10 millidrd évre becsiilik, tehat a Nap méar nem élné meg az eredményt. Ha jol tudjuk,
akkor ez a szédmolasi idGigény mar a vilagegyetem véarhato életkoranal is nagyobb szédm. Ha
valaki kivancsi ré, hogy a Gauss-eliminacié mekkora n esetén megy 1 mésodperc folé, az
konnyen kiszamolhatja egy egyszert egyenletmegoldassal. A fenti adatokat foglalja Gssze az
alabbi tablazat.

’ Meéret \ Gauss-eliminacio \ Rekurziv kifejtés ‘
3x3 0,54-107% mp 0,12-107% mp
10 x 10 | 0,0000002 mp 0,00072576 mp
15 x 15 | 0,000000675 mp 4,358914560 perc
20 x 20 | 0,0000016 mp 15, 64366003 év
50 x 50 0,000025 mp | 0.1955638709 - 10%® &v

Mas kérdés, hogy melyik mdédszer mennyire stabil numerikusan, ebbe most nem megytink
bele, de ez is érdekes kérdés.

A vazolt probléma egyéltaldan nem csak elméleti, mert bizonyos teriileteken valoban tobb
szazszor tobb szazas méretd matrixokkal kell szamolni, és raadasul ezek a matrixok tobb tiz
tizedesjegy pontossagu tizedes torteket tartalmaznak. Hasonlo kérdésekkel talalkozhattok a
Kozelit6 és szimbolikus szamitasok kurzuson.

1.5. Alkalmazasok

e Kalkulus: Jacobi-determinans
e Paralelogramma teriiletének, paralelepipedon térfogatanak kiszamitasa.
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e Egyenletrendszerek megoldasa Cramer-szabéallyal.
e Adott pontokon atmend sik, egyenes, kor egyenlete is felirhaté determinanssal.
e Adott egy graf. Van-e benne kér? Mennyi a feszitGfainak szama? A kérdések a megfelels

1.6.

méatrixok determinéansa alapjan megoldhaté. (Informatikai parhuzam: van-e holtpont az
eréforrasok kozott? A valaszt lasd az Operacios rendszerek cimid kurzuson.)

Adott egy paros graf, van-e benne teljes parositas? Egy specialis determinanssal ez is
kénnyen eldénthetd.

Kiegészités
Wolfram Alpha / Wolfram Mathematica: Det [3,2,-4,-2,-5,1,-8,2,1]
Maple: LinearAlgebra[Determinant] (Matrix([[3,2,-4],[-2,-5,1],[-8,2,1]))

Matlab: det([3 2 -4;-2 -5 1;-8 2 1])
Matek.hu
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VEKTOROK, VEKTORTER

Vektorok, vektormiiveletek, vektortér,
linearis fiiggetlen vektorrendszerek.

1. Vektormiiveletek

1. Definicié. Legyen az a = (a1, as,a3) és a b = (by, by, b3) két R3-beli vektor, és ¢ € R
tetszGleges skalar. Ekkor definialhatjuk a vektorok Osszeadasat és skalarszoroséat:

o a+b=(a1+b,ay+byaz+bs) € R,
e ca = (cay,cay, caz) € R3.

2. Megjegyzés. Természetesen a fenti definiciok nem csak harom koordinataja vektorokra
igazak, hanem tetsz6leges véges dimenzi6ju vektorokra. Ugyanigy mint métrixok, és mint
minden 1) objektum esetében érdemes megemlékezni a miiveletek legfontosabb tulajdonsa-
gairol.

3. Tétel. A sik vagy a tér tetszdleges a,b, c szabadvektoraira és tetszdleges c,d € R skaldrokra

eat(b+tco)=(a+b)+g e at0=ag, e ¢(da) = (cd)a,
ea+t+b=>b+a, e c(a+0b)=ca+ch, o la=a,
e a+(—a)=0, e (ct+d)a=ca+da, e Ja=c0=0

A fenti tétel azért van kis betiivel szedve, mert igazabol nem is tételek, hanem kénnyen
atgondolhato trivialitasok. Féleg, ha egy n-dimenzios vektort egy (1 x n)-es méatrixnak kép-
zeliink el, mert akkor ezekkel a tulajdonsidgokkal mér talalkoztunk.

4. Definici6. Legyen az a = (ay,as,a3) egy R3-beli vektor. Ekkor az a hosszat |al-val
jeloljiik, és a kovetkezd modon szamoljuk ki:

la| = y/a? + a3 + a3.

5. Megjegyzés. Természetesen az el6z6 definiciohoz hasonlé megfogalmazhaté 2-dimenzids
vektorokra, és 3-nal magasabb dimenzios vektorokra is.

6. Definicié. Az a és b vektorok skalaris szorzatan a
(a,b) = |af - |b] - cos(a, b)

szorzatot értjiik, ahol cos(a,b) az a és a b vektor altal bezart szog koszinusza.
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7. Tétel. Legyen az a = (ay,as,a3) és a b= (by, by, bs) két R3-beli vektor. Ekkor

by
a_b = <Qu (_7> = ( ai G2 as ) by = a1by + agby + a3b3.
bs

8. Megjegyzés. A skaléris szorzasra vonatkozo tétel természetes modon atalakithaté magasabb
dimenzidra is.

Tegytink kiilonbséget a definicio és a tétel kozott. Ha meg van adva két vektor, példaul
(1,2,3) és (=5, 2, 1), akkor hogy szamitjuk ki a skalaris szorzatukat? Hat nem definicio szerint,
mert nem ismerjiik a koztiik 16v6 szoget. Ha azonban tudjuk a vektorok hosszat és a szogét,
akkor nyugodtan alkalmazhatjuk a definicioban szerepld képletet.

9. Definici6. Legyen az a és a b két R3-beli

vektor. Ekkor a x b jeloli azt a vektort, amely

a két vektor vektorialis szorzatanak ered- axb
ménye. Erre az a x b vektorra teljesiil, hogy

la x b| = |a| |b] sin(a, b),

valamint, hogy a x b merdleges az a és a b vek-
torra is, és az iranyat a jobbkézszabaly haté-
rozza meg.

10. Tétel. Legyen az a = (ay,as,a3) és a b= (b1, ba,b3) két R3-beli vektor. Ekkor

i j ok
axb = ap ay az | =i(azbs — aszby) — 1(&1173 — asby) + k (a1by — azhy) .
by by b3

= (a2b3 — asby, agby — a1bs, a109 — a251) .

11. Megjegyzés. A skalaris szorzattal ellentétben a vektoridlis szorzat nehezen terjeszthets ki
magasabb dimenziokra.

12. Definici6. Legyen az a,b és a ¢ harom R3-beli vektor. Ekkor az
abc = (a x b, ¢)
mennyiséget a harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.

13. Megjegyzés. A vegyes szorzat geometriailag az a, b, ¢ helyvektorok altal kifeszitett para-
lelepipedon ,elGjeles térfogatat” adja meg.
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14. Tétel. Legyen az a = (ay,as,a3), b = (b1, be, b3) és a c = (c1, ¢, c3) hdrom R3-beli vektor.
Ekkor

a1 as as
(axb,c)=1|b by bs
Ci Co C3

15. Példa. a = (2,6, —1), b= (=3, -9,8), ¢ = (5,3, —2)
atb=(2-36-9,—1+8) =(-1,-3,7)
e ab=2-(-3)+6-(—9)+(—1)-8=—68

gk _ _
eaxb=|2 6 —-1|=1 6 -1 —j 2 1+@ 20 = (39,—13,0)
-9 8 Ll -3 8 -3 -9
-3 -9 8
2 6 -1
o (axbec)=|-3 -9 8 |=36+9+240—45—36—48 =156
5 3 =2

2. Vektortér

Ebben a fejezetben bevezetjiik az absztrakt vektortér fogalmaét.

16. Definici6. A T szamtest feletti vektortér egy olyan (V,+, ) strukttra, melyre tetszdleges u,v,w € V
és c¢,d € T esetén teljesiil az alabbi 8 axiéma.

1. u+tv=v+u. 5. c(u+v) =cu+ cv.
2. (u+v)+w=u+(v+w). 6. (c+ d)u=cu+ du.
3. Létezik 0-vektor. 7. (cd)u = c(du).

4. Létezik additiv inverz (ellentett). 8. lu = u.

Egyszertien csak meg kell probélni elengedni azt a berogziilést, hogy a vektor sz6 hallatan
egy (v1,v2,v3) alakt valamire gondolunk. Példaul gondoljunk bele, hogy legfeljebb masod-
fokt polinomokat ugyanugy ossze tudunk adni egymassal, meg valds szdmmal megszorozni,
mint vektorokat. Tehat akkor joggal nevezhetnénk a legfeljebb masodfokt polinomokat is
vektoroknak, halmazukat pedig vektortérnek. (Ehhez az is kell, hogy a fenti nyolc tulajdon-
sag teljesiiljon, de tényleg teljesiil.) Ettdl fiiggetlentil mi ugyanigy csak jigazi” vektorokkal
fogunk dolgozni.

17. Definici6. Legyen V egy T szamtest feletti vektortér. Legyen tovabban € Ny, vy, ... v, €
V,éscy,...c, €T. Ekkor a

n
V=CU + ... +cpu, = E C;V;
i=1

* stz

vektort a vy, ..., v, € V vektorok cy, ... c, egylitthatokkal képzett linearis kombinacidjanak
nevezziik. Ha minden ¢; egyiitthato nulla, akkor trivialis linearis kombinaciéroél beszéliink.
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18. Példa. Legyenek i,j,k a tér x,y, z tengely irdnyéba es6 egységvektorai. Ekkor a tér

tetszdleges a = (ay, as, as) vektora felirhato ezen egységvektorok linearis kombinaciojaként:
a = aii+ azj + ask.

19. Definici6. Legyen V egy T szamtest feletti vektortér. A V' elemeibdl képzett véges
rendszereket vektorrendszereknek nevezziik. Egy ilyen vy, . . ., v vektorrendszer linearisan

fiiggetlen, ha a zérusvektor csak trivialis linearis kombinacioként allithato els, azaz barmely
C1y...,c, €T esetén,

ha civ1 + ... v = 0, akkor ¢; = ... ¢ = 0.
Ellenkez6 esetben a vektorrendszert linearisan fiiggének nevezziik.

20. Példa. Ha egy vektorrendszer tartalmazza a nullvektort, vagy egynél tobbszor valamely
vektort, akkor linedrisan fliggs. A térbeli 4, j, k vektorrendszer linearisan fliggetlen.

21. Tétel. Legyen aza = (a1, as,a3), b= (by, by, b3) és a c = (c1,cq,c3) harom R3-beli vektor.
Az a, b, c vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha a vektorrendszerbdl alkotott

a; az ag
by by b3
Ci Co C3

determindns nulla.

22. Példa. Fiiggetlen-e az aldbbi harom vektor?
a=(-2:1;0), b= (40;2), c= (0;—1;-5)

-2 1 0
R LA TR
0 -1 =5

= —2(0—(-2))—1(-20—-0)=—-4+20=16
Mivel a determinans nem nulla, a harom vektor linearisan fiiggetlen.
23. Példa. Lineérisan fiigg6-e az alabbi harom vektor?
a=(-3;0;1;2), b=(-1;2;0;0), c=(-2;-2;1;2)

Ez determinéns szamoléssal nem donthetd el, tehat Gauss-eliminécioval kell megoldani fel-
adatot.

~3 0 12\ (-1 2 00 1 2 00
1 2 00|%9[(=3 0 12|%[0 -6 1 2
9 21 2 9 2 1 2 9 21 2
1 2 00 1 2 00

Dlo =6 12|90 61 2 @(_01_26(132)
0 -6 1 2 0 0 00
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) : Az 1. és 2. sort megcseréljiik.

) : Az 1. sor (-3)-szorosat hozzédadom a 2. sorhoz.

) : Az 1. sor (-2)-szeresét hozzdadom a 3. sorhoz.

) : A 2. sor (-1)-szeresét hozzaadom a 3. sorhoz.

(5) : Elhagyom a 3. csupa nulla sort.

Mivel kevesebb sorunk maradt (a vektorrendszer rangja ketts), mint ahany vektorral indul-
tunk, ezért a vektorrendszer linearisan fiiggg.

24. Példa. Linearisan fiiggs-e az alabbi harom vektor?
a=(-1200), b=(-2-212), c=(L2%L2)

Ez determinans szamoléssal nem donthets el, tehat Gauss-eliminacioval kell megoldani fel-
adatot.

-1 2 00\ /-1 2 00) /-1 2 00
-2 212 |~ 0 —612]~| 0 —6 12
1 2 12 1 2 12 0 4 12
w1 200\ /-1 2 00

Slo g elo g

0 4 1 2 o o 2 2

) : Az 1. sor (-2)-szeresét hozzdadom a 2. sorhoz.

) : Az 1. sor 1-szeresét hozzaadom a 3. sorhoz.

) : A 2. sort osztom 6-tal.

) : A 2. sor 4-szeresét hozzaadom a 3. sorhoz.

Mivel ugyanannyi sorunk maradt (a vektorrendszer rangja harom), mint ahény vektorral
indultunk, ezért a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
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LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

1. Alapfogalmak

1. Definici6. Egy m egyenletbdl allo, n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer altalanos
alakja:

1121 + 1209 + ... + ATy = b1
(9101 + Q999 + ... + Aonly, = bQ (7)
Am1T1 + QmoXo + ...+ GnTyy, = by
Az egyenletrendszer felirhaté Ax = b formaban is, ahol
aiq ai12 ... QA1p b1 I
Q21  dg2 ... d2p by o)
A= , b= , I =
A1 Gm2 - Gmn b, T

Az A matrix az egyenletrendszer (egyiitthato)matrixa, az egyenletrendszer bévitett méatrixa
pedig

a1;  Aa12 Ay | by
21 Q22 Aoy | by

(Alb) = .
Ami Gm2 - Gmn | b

A kovetkezd definicidban a linearis egyenletrendszer megoldésanak definiciojat adjuk meg.

2. Definicié. A (7) egyenletrendszer megoldaséanak neveziink egy (¢, ¢a, . . ., ¢,) szam n-est
(azaz vektor), ha azt a (7)-be visszahelyettesitve minden egyenlség teljesiil.

3. Példa. Az

r—2y =

20 -3y = T
egyenletrendszernek a (11,5) vektor megoldasa.

Egy egyenletrendszer lattan tobb kérdés is felmeriil (teljesen) jogosan. Megoldhato-e? Ha
igen, hany megoldasa van? Ha esetleg végtelen sok megoldédsa van, akkor meg tudjuk adni az
Osszeset. A kovetkezSkben ezeket a kérdéseket fogjuk megvélaszolni linearis egyenletrendsze-
rekre.
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2. Gauss-eliminacid

A Gauss-eliminéci6 egy algoritmus, mellyel tetsz6leges linearis egyenletrendszernek meg-
kaphato az Osszes megoldasa. Az ereje abban rejlik, hogy egy lineéris egyenletrendszernek az
egyenletei moédosithatok gy, hogy az 1j egyenletek ugyanazt az informaciét hordozzak, mint
a régiek.

4. Definicié. Egyenletrendszer elemi atalakitasai (bévitett matrix elemi atalakitésai):

1) Két egyenletet (sort) felcseréliink.

2) Egy egyenletet (sort) megszorzunk egy tetszdleges nemnulla skalarral.

3) Valamelyik egyenlethez (sort) hozzédadjuk egy masik egyenlet (sort) skalarszorosat.

4) Ha az egyik egyenletben minden egyiitthato és a jobb oldali konstans is nulla, akkor az
egyenletet elhagyjuk. (A csupa nulla sort elhagyjuk.)

(
(
(
(

Az tény, hogy ezzel tudjuk modositani az egyenletrendszer alakjat, de valamilyen célra is
sziikségilink van, mert egyébként vég nélkiil alkalmazhatnank az elemi atalakitasokat. A cél
az, hogy az egyenletrendszer (matrixa) lépcsds alaka legyen.

5. Definicio. Egy egyenletrendszer (méatrixa) lépcsds alaka, ha a bovitett métrixédnak

1. nincs csupa nulla sora és
2. minden soranak elsé nemnulla eleme hatrabb van, mint a folotte allo sor elsé nemnulla
eleme.

6. Tétel (Gauss-eliminacio). Bdrmely nem azonosan nulla bévitett matrizi egyenletrendszer
lépcsds alakra hozhato elemu dtalakitdsokkal, és ebbdl az egyenletrendszer megolddsa konnyen
kiolvashato.

7. Példa. Az el6z6 példa megoldasa ezzel a modszerrel a kovetkezSképpen alakul:
121 & (1 2|1
2 =37 0 115

& : A 2. sorhoz hozzaadjuk az els6 sor (—2)-szeresét.

A megoldds visszafejtése:

e Also sor: y = 5.
e ElsG sor: x — 2y = 1. Ebbe behelyettesitjiik az y = 5-6t, tehat = = 11.

8. Példa. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert.

2 + 3y — 2z =1
-r + y - 2z =1
r — 2y + z = 2
4

2v 4+ 2y — 3z =
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2 3 =21 1 -2 112 1 -2 112
-1 1 =21 g -1 1 =21 ﬂ 0 -1 —-11|3
1 -2 1 ]2 2 3 =21 2 3 =211
2 -3|4 2 2 =34 2 2 =34
1 -2 1 2 1 -2 1 2 1 -2 1 2
Q} 0 -1 -1 3 ﬂ) 0 1 1 |-3 (5) 0 1 1 |-3
0 7 —4|-3 0 7 —4|-3 0 0 —11]18
0 6 =50 0 6 =50 0 0 —11]18
1 -2 1 2 1 —2 1 5
(6) 0 1 1 | -3 (7
— — 0 1 1 | -3
0 0 -—11)| 18 0 0 —11118
0 0 0 0

3) : A 3. sorhoz hozzaadjuk az 1. sor (-2)-szeresét. A 4. sorhoz hozzaadjuk az 1. sor (-2)-

)
5) : A 3. sorhoz hozzdadjuk a 2. sor (-7)-szeresét. A 4. sorhoz hozzaadjuk a 2. sor (-6)-
0

) : A 4. sorbol levonjuk a 3. sort.
) : Elhagyjuk a 4. sort.

oy—i—z:—S:y—%=—31;——>y=1g3+%=—% 18 30 _ 10
° x—2y+z:2:>$—2(—ﬁ)+(—ﬁ):2:>x=2+ﬁ—ﬁ:ﬁ

Megkaptuk az egyenletrendszer egyetlen megoldasat: (%, —%, —}—f) .

Az el6z6 mondatban az egyetlen sz6 ki van emelve. Ugyanis honnan tudjuk, hogy nincs
tobb? Ha jol megnézziik, akkor harom lehetséges modon érhet véget az algoritmusunk.

9. Tétel. Ha az elemi dtalakitdsokkal az (A|b) egyenletrendszert (B|d) lépcsds alakra hozzuk,
akkor a kévetkezd valamelyike teljestil.

(1) A (B|d) mdtriz tartalmaz ellentmondd sort, azaz olyan sort, melyben a vonaltdl balra
minden egyitthato nulla, a jobboldali elem pedig nemnulla.

(2) A (B|d) mdtriz nem tartalmaz ellentmondd sort, és B négyzetes.

(3) A (B|d) mdtriz nem tartalmaz ellentmondd sort, és B-nek tdbb oszlopa van, mint sora.
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10. Tétel. Az eldzd tétel eredménye mellett a linedris eqyenletrendszernek a kévetkezd lehet-
séges megolddsai lehetnek.

(1) Az egyenletrendszernek mincs megolddsa.

(2) Az egyenletrendszernek pontosan egy darab megolddsa van (melyet a lépcsds alakbdl
visszafejtve kaphatunk meg.)

(8) Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van (melyet a lépcsds alakbdl vissza-
fejtve kaphatunk meg.)

A végtelen sok megoldas esetében a lépcsés alakban van olyan valtozo (oszlop), mely
nem tartalmazza egyik sornak sem az els6 nemnulla elemét. Ez lehetGséget teremt a valtozok
osztalyozasara.

11. Definicié. A (7) egyenletrendszer bdvitett matrixanak lépcsds alakjaban a soronkénti
elsé nem nulla elemek oszlopainak megfelel§ valtozokat kotott valtozoknak nevezziik.

12. Definicié. A (7) egyenletrendszer nem kotott valtozoit szabad valtozoknak nevezziik.

13. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert.

r + 2y + 3z = 4
br + 6y + Tz = 8
9z + 10y + 11z = 12
13z + 14y + 15z = 16
1 2 3|4 1 2 3 4
5 6 7|8 o, 0 —4 -8 |-12
9 10 11|12 0 -8 —16|—-24
13 14 15|16 0 —12 —24|-36
1 2 34
@ [0 123 3) (1234)
01 2|3 01 2]3
01 2|3

(1) : Az 1. sor (-5)-szorosét hozzaadom a 2. sorhoz. Az 1. sor (-9)-szeresét hozzaadom a 3.
sorhoz. Az 1. sor (-13)-szoroséat hozzaadom a 4. sorhoz.

(2) : A 2. sort elosztom (-4)-gyel. A 3. sort elosztom (-8)-cal. A 4. sort elosztom (-12)-vel.
(3) : A 3. sorbol kivonom a 2. sort. A 4. sorbdl kivonom a 2. sort. Mivel csupa nulla sorokat
kapunk, el is hagyjuk azokat.

Megoldds visszafejtése:

e A harmadik oszlopnak megfelels z valtozé szabad véltozo, tehat z € R tetszGleges
értéket felvehet.

66



o y+2z=3=—y=3-2z2
e 1 +2y+3z=4=—=0=4-32-2y=4-32-23-22)=4—-32—-6+42=-2+z2

Megkaptuk az egyenletrendszer végtelen sok megoldasat. A képletbe behelyettesitve egy
tetszéleges z értéket, megkapunk egy rogzitett megoldast. Az altalanos megoldéas felirhato

(=24 2,3—22,2)
alakban, ahol z € R.
14. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert.

r + vy + 22 = 3
dr 4+ 4y + Hz = 6
v + Ty + 8 = 10

S S

1 213 11
4 5|6 — 1 0 0
7 8110 0 0
@) 11 2] 3 @) 11 23
—- 100 1] 2 — 1 0 0 1|2
0 0 —6|-—-11 0 0 0|1

(1) : Az 1. sor (-4)-szeresét hozzdadjuk a 2. sorhoz. Az 1. sor (-7)-szeresét hozzaadjuk a 3.
sorhoz.

(2) : A masodik sort elosztom (-3)-mal.
(3) : A 3. sorhoz hozzdadom a 2. sor 6-szorosat.

Megoldds visszafejtése:
e Utolso sor: 0 =1 = Ellentmondas.
Azt kaptuk, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Tehat Osszefoglalva az eddigi eredményeinket:

15. Tétel. Bdarmely linedris eqyenletrenszernek 0, 1 vagy végtelen sok meg-
olddsa van.

o Az egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megolddsa, ha a bévitett mdt-
rizanak lépcsds alakjaban van ellentmondo sor:

(O 0 ... O‘c), ahol ¢ # 0.
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o Az egyenletrendszernek pontosan akkor van végtelen sok megolddsa, ha van
szabad valtozoja.

o Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megolddsa, ha a bévi-
tett matrizdnak lépcsds alakjainak ugyanannyi sora van, mint ahdny isme-
retlen, azaz nincs szabad vdltozo.
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