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(elsadasvazlat, 2016. november 29.)

Mardoti Miklos

Ennek az eladésnak a megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: test, test additiv
és multiplikativ csoportja, zéruseleme, és egységeleme, strukturak izomorfidja.

Az el6adashoz ajanlott jegyzet:

o Czédli Gabor: Boole-figguények, Polygon Kiad6, Szeged, 1995.
e Szendrei Agnes: Diszkrét matematika, Polygon Kiado, Szeged, 1994—2002.

1. Definicié. Az S halmazt a (T';+, -) test résztestjének nevezziik, ha
(1) 0 #S C T, (nemiires részhalmaz)
(2) (Ve,y € S)(x+vy, x-y€S), (zart T miiveleteire),
(3) (S;+,-) test, (testet alkot T' miiveletek megszoritasaval).

2. Tétel. Legyen S a T test részteste. Ekkor T wvektorteret alkot S felett.

3. Példa. C vektortér R felett. Az 1, ¢ minimalis generatorrendszer (bazis), tehat C
dimenzija 2, azaz C izomorf R%-tel mint vektortér (de természetesen nem mint test).

4. Példa. Az el6z6 tételben lattuk, hogy ha S részteste T-nek, akkor T vektortér S felett.
Ennek az allitasnak a megforditasa még szamtestek esetében sem igaz, azaz létezik olyan
Q C T C C szamhalmaz, amely vektorteret alkot QQ felett a szokasos miiveletekkel, de nem

test. Legyen
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Konnyt ellendrizni, hogy T vektortér Q felett, és 1, § + %z bézis T-ben. Ugyanakkor,

% + @z ¢ T, mivel T' minden elemének képzetes része raciondlis. Tehat
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azaz T nem zart a szorzésra, csak a skalarral (racionalis szamokkal) valo szorzasra.

5. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?
(1) Z test.

)

)

) C test.

) A valos fiiggvények R® halmaza test.

) A valos fiiggvények R® halmaza vektorteret alkot R felett.

) Q 1-dimenzios vektortér Q felett.

) R 2-dimenzios vektortér Q felett.

) C 4-dimenzi6s vektortér Q felett.

) R 1-dimenzios vektortér R felett.

) C 2-dimenzi6s vektortér R felett.

) R végesdimenzios vektortér Q felett.

) Az (1,0), (0,1) vektorrendszer bazis az Q feletti R? vektortérben.
) Az 1 vektorrendszer bazis a C feletti C vektortérben.

) Az 1, v/2 vektorrendszer generatorrendszer a Q feletti R vektortérben.
) Az 1,i vektorrendszer bazis a C feletti C vektortérben.



6. Tétel. Tetszdleges T testre a T[x] polinomgyirit a konstanspolinomok és az x polinom
generdlja. A konstanspolinomok a T testtel izomorf résztestet alkotnak T[x]-ben.

7. Példa. Legyen n € 7Z tetsz6leges nemzéro szam, és tekintsiik az egész szamok n-el vald
osztasakor keletkez6 maradékok
Zn =10,1,...,n—1},
halmazat, melynek elemeit modulo n maradékosztalyok nevezziink. Ezen a halmazon az
Osszeadés és szorzas miiveletek természetes moédon definidlhatok:
G+b=a+b é  a-b=ab
Lattuk, hogy ha n primszam, akkor Z,, test.

8. Definicié. Legyen T test és f € T'[z] tetsz6leges nemzéro polinom, és tekintsiik a T'[x]
elemeinek f-fel valé osztésakor keletkezd mardékok

Tlx]/(f) ={g:g €Tlx] ¢s degg < deg [}
halmazat, melynek elemeit modulo f maradékosztalyoknak nevezziik. Ezen a halmazon az
Osszeadéas és szorzas miiveletek természetes modon definialhatok:
G+h=g+h é  G-h=gh.
9. Példa. Tekintsiik az f = 22 + 1 € R[z] irreducibilis polinomot. Ekkor x5 + 222 = z — 2,
mert
P +2=2—-2 (mod z? +1),
azaz 1°+2x2 és x—2 ugyanazt a maradékot adja f-fel osztva. Ugy is lehetett volna szamolni,
hogy 2 = —1, ezért 25 + 222 = 25 + 202 =7 -22-224+2- 22 =F-—1-—1+2-—1 =
T+ -2=x—2.

10. Tétel. Tetszdleges T testre és f € T[x] irreducibilis polinomra T'[x]/(f) test. Ha f nem
irreducibilis, akkor T'|x]/{f) nem test, mivel nem zérusosztomentes.

11. Példa. Tekintsiik az f = 22 + 1 € R[z] irreducibilis polinomot. Mivel f mésodfok,
ezért a lehetséges maradékok legfeljebb elstfokiak, azaz

Rlz]/(f) ={ax +b:a,beR}.
A definiciéban definialt miiveleteket erre az esetre felirva kapjuk, hogy
ar+b+cr+d=(a+c)x+ (b+d),
ar +0b-cx+d= (ac)x? 4 (ad + bc)x + bd = (ad + be)x + (bd — ac).

Ha azonositjuk az ax 4+ b maradékosztalyt az ai + b komplex szammal, akkor a szdmolasi
szabalyok R[z]/(f)-ben lényegében ugyanazok mint a komplex szdmok esetében, ezért

Rz]/(z? + 1) = C.
12. Példa. Az f = 22 + 1 € Zy[x] polinom nem irreducibilis, mert f = (x + 1) - (z + 1).
Ezért a Zo[z]/(f) struktira nem zérusosztomentes, mivel ott x + 1 # 0, de x +1-z+1 =
22 +1=0. Tehat Zo[z]/(f) nem lehet test.

13. Definicié. Legyen T tetszoleges test, és 0,1 € T a zérus-, illetve az egységelem. Azt a
legkisebb k pozitiv egész szdmot, amelyre
k-l1=1414---4+1=0
—_—
k-szor
a test karakterisztikdjanak nevezziik. Ha nem létezik ilyen pozitiv egész, akkor a test nulla-

karakterisztikaju.

14. Példa. A Q, R, C és Q[z]/(z® + 2) testek karakterisztikdja nulla. A Z, (p primszam)
és Zyplx)/(f) (f € Zp|x] irreducibilis) testek karakterisztikaja p.
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15. Tétel. Tetszdleges test karakterisztikdja vagy nulla vagy primszam.

16. Definicid. Legyen T tetszéleges test. A legsziikebb K < T résztestet (azaz a legsziikebb
olyan részhalmazt, amely tartalmazza az egységelemet és zart az Osszeadés, additiv inverz,
szorzés és multiplikativ inverzképzésre), a T test primtestének nevezziik.

17. Példa. R primteste Q. A Zs[z]/(x? + 2z + 2) test primteste Zg.
18. Tétel. Tetszdleges test primteste vagy izomorf Zy-vel, vagy Q-val.
19. Kovetkezmény. Minden véges testnek primhatvany sok eleme van.

20. Tétel. Tetszdleges p primszdmra és n pozitiv egészre létezik n-edfoki irreducibilis poli-
nom Zy|x]-ben (melynek megkeresése nem egyszerd).

21. Tétel. Minden véges T test izomorf a Zy[x]/(f) testtel, aholp a T test karakterisztikdja,
n a T test dimenzidja a primteste felett, és f € Zy|x] tetszdleges n-edfoki irreducibilis
polinom. Ennek a testnek a jele: GF(p™).

22. Kovetkezmény. Ha f € Zp|x] n-edfoki irreducibilis polinom, akkor a Zy[z]/(f) véges
test n-dimenzids vektorteret alkot Z, felett.

23. Példa. A GF(23) ~ Zy[z]/(z® + x + 1) test elemeit tekinthetjiik tgy, mint a Zo feletti
3-dimenziés vektortér elemeit:

0 = 000, 1 =100, 7 = 010, z+1 =110,
22 =001, 2 +1 =101, 22 +x = 011, 2+ x+1=111.
24. Definicié. Legyen T tetszoleges test. Az a € T nemzérd elem (multiplikativ) rendjén

azt a legkisebb k pozitiv egész szamot értjiik, és o(a)-val jeldljik, amelyre

ak =Q-Q o =
—_—
k-szor

Ha nem létezik ilyen pozitiv egész, akkor az elem rendje végtelen.

25. Tétel. Legyen T tetszdleges test, « € T nemzérd elem és k = o(«). Ekkor

o tetszdleges n € 7 egészre o =1 <= k| n,
o tetszdleges m,n € 7 egészekre o = " <= m =n (mod k).

26. Tétel. Legyen T m-elemi véges test. Minden o € T nemzéré elemre o™ 1 = 1,
kovetkezésképpen o(a) | m — 1.

27. Kovetkezmény. A T m-elemi véges test minden eleme gyoke az ™ — x polinomnak.

28. Definicié. Legyen T' m-elemt véges test. A f € T nemzér6 elemet primitivnek nevez-
ziik, ha rendje m — 1. Ekkor T" minden nemzéré eleme megadhato 5 egy hatvanyaként, és
igy

T - {07 1)/67/827 L) 7/6m_2}'

29. Példa. A T = GF(3?) ~ Zs[x]/(x® + 2z + 2) testben meghatarozzuk az elemek rend-
jét, megadjuk a primitiv elemeket, majd az egyik hatvanyaiként elGallitjuk a test nemzéro
elemeit. A 26. tétel alapjan az elemrendek osztéi |[T| — 1 = 8-nak, igy a rendek lehet-

séges értékei az 1,2,4,8. Az egységelem rendje o(1) = 1, valamint o(2) = 2. Az T elemet
hatvanyozzuk, de elég a 26. tétel szerinti lehetséges hatvanyokat tekinteni:

P=2=2+11, T =222=(@+)z+)=a2+22+14+1+2=2,

x
igy o(T) = 8. Az elgbb lattuk, hogy x + T° = 2, tehat o(z +1) = 4. Az z + 2 elemet
hatvanyozzuk:

T+ =2l+r+1=22F2, 142 =0r+2)2z+2)=22+220+1=2,
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tehat o(z +2) = 8. Mivel Zg[z]-ben z ~ 2z, x + 1 ~ 22+ 2 és z + 2 ~ 2z + 1 teljesiil,
ahol ~ az asszocialtsag relacio, tovabba a 2 péaros hatvanyai Zs-ban 1-gyel egyenl6k, igy
az asszocialtak rendje megegyezik, azaz o(2z) = 8, o(2x +2) = 4 és o2z +1) = 8. A
Zs3[x] /(2% + 2x + 2) testben primitiv elemek a kovetkezok: Z, = + 2, 2z és 2z + 1.

A Zslx]/(x? + 22 + 2) test nemzéro elemeit elsallitjuk = + 2 hatvanyaiként, kiszamolhatok
a kovetkezdk:

120 =1, 112 =7+2, T2 =27 +2, T+2 =7z,
12t =72 T2 =27 11, 120 =711, 12 =7.
Ennek segitségével felirhatd a kovetkezd logaritmus tablazat
o |T]|2|z|os+T|o+2|22|22+1|20+2
logzrma0]4]7] 6 | 1 [3] 5 | 2

A logaritmus tablazatot hasznalva kénnyebben hatvanyozhatok az elemek:

. 6

2= (242) =z+2t =i’ =mT2
30. Tétel. Minden véges testben van primitiv elem (azaz véges test multiplikativ csoportja
ciklikus).
31. Kovetkezmény. Az m-elemi véges testben a primitiv elemek szama éppen p(m —1) (itt
© az Euler-féle fiigguény).
32. Definicié. Legyen T'= GF(p") véges test (p prim) és a € T. Azt a legkisebb fokszamu

Z,, feletti f6polinomot melynek o gyoke az a elem minimalpolinomjanak nevezziik.

33. Példa. A GF(3%) ~ Zs[z]/(x? + 2z + 2) testben hatarozzuk meg az o = = + 2 elem
minimé&lpolinomjat. A hatvanyokat felirjuk, mint a Zg feletti 2-dimenzios vektortér elemeit,
és ezek kozott kerestink linearisan fliggd vektorokat:

Az o®, o', o? linearisan fiiggs vektorrendszert alkot, ugyanis o + a' +2a° = 0, ami éppen

azt jelenti, hogy az o = = + 2 gyoke a Zs feletti h = 22 4+ 42 polinomnak. Mivel & = z + 2
ennél kisebb hatvanyaibdl nem lehetett linearisan fiiggs vektorrendszert elGallitani, ezért h
a legkisebb fokszamu fépolinom, aminek = + 2 gyoke, igy h minimélpolinomja x + 2-nek.
Megjegyezziik, hogy a Zs3[x]/(z? + 2z + 2) test 2-dimenzios vektortér Zs felett, igy barmely
3 vektor linedrisan fiiggd, tehat a test tetszbleges elemének minimalpolinomja legfeljebb
mésodfoki.

34. Tétel. Legyen T'= GF(p™) véges test (p prim) és o € T'. Ekkor

) a-nak létezik legfeljebb n-foki minimdlpolinomja, amelyet jeloljink h-val,
) h irreducibilis és egyértelmien meghatdrozott,

) tetszdleges f € Zy|x] polinomra f(a) =0 <= h| f,

4) h|aP" 7t —1.
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