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6. feladatsor — Linearis leképezések

6.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden indokolja:
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Minden matrixleképezés linearis.

Van olyan R™ — R" lineéris leképezés, ami nem métrixleképezés.

A tér R3 vektorterének van olyan linearis transzformaciéja, amelynek magtere és képtere is
kétdimenzios.

Barmely vektortér 0sszes injektiv linearis transzformaéaciéja szirjektiv is.

Ha az R* vektortér o linearis transzformaciojara teljesiil, hogy Ker ¢ = {0}, akkor ¢ sziir-
jektiv.

Haa : R3 — R? linearis leképezés képtere kétdimenzios, akkor ¢ sziirjektiv, de nem injektiv.
Ha a ¢: R* — R3 linearis leképezés rangja 2, akkor ¢ nem injektiv és nem sziirjektiv.

Ha a ¢: R* — R3 linearis leképezés rangja 2, akkor dim(Ker ¢) = 1.

Barmely két linearis leképezésnek értelimezve van az Osszege.

A tér R? vektorterén definialt barmely két linearis transzformacio osszegének rangja legfel-
jebb akkora, mint az egyes tagok rangja.

Minden vektortéren van olyan linearis transzformécié, amelynek minden bazisban ugyanaz
a méatrixa.

Minden linearis leképezés rangja egyenld barmely matrixanak rangjaval.

Barmely két azonos tipusi matrix dsszegének rangja legfeljebb akkora, mint a tagok rangjé-
nak minimuma.

Barmely két azonos tipusi négyzetes matrix szorzatinak rangja legfeljebb akkora, mint az
egyes tényez6k rangjanak Osszege.

A bézisattérés matrixanak determinansa nem 0.

Egy négyzetes métrixnak pontosan akkor sajatértéke a 0 szadm, ha a matrix nemelfajuld.

A sik R? vektorterén van olyan lineéris transzformacio, amelynek nincs sajatértéke.

A sik R? vektorterén van olyan linearis transzformécié, amelynek sajatértéke a 2 szam.

A sik R? vektorterén egyetlen olyan linedris transzformacié van, amelynek sajatértéke a 2
szam, és amelyben a 2-hoz tartozé sajataltér kétdimenzios.

A sik R? vektorterén van olyan lineéaris transzformacio, amelynek sajatértéke a 2 szam, és
amelyben a 2-hoz tartozo6 sajataltér egydimenzids.

A sik R? vektorterén van olyan linearis transzformacio, amelynek egyetlen sajatértéke a 2
szam, és amelyben a 2-hoz tartozoé sajataltér egydimenzios.

Két azonos tipusi négyzetes méatrix pontosan akkor hasonld, ha mindketts egy-egy linedris
transzformécié méatrixa valamely bazisban.

Hasonlé matrixok nyoma és sajatértékei megegyeznek.

Vannak olyan hasonlé matrixok, amelyek rangja kiilonb6zs.

Minden lineéris transzforméaciénak diagonalis a métrixa valamely bézisban.

Ha két négyzetes matrix karakterisztikus polinomja azonos, akkor a matrixok hasonlok.

6.2. Feladat. Tekintsiik az aldbbi ¢ geometriai transzforméciokat, illetve leképezéseket.
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) Allapitsa meg o-r6l, hogy matrixleképezés-e, és ha igen, akkor adja meg, mely métrixhoz tartozik.
) Hatarozza meg ¢ magterét és képterét, valamint ezek dimenziojat. Mekkora ¢ rangja?
) Dontse el, hogy ¢ injektiv-e, sziirjektiv-e és vektortér-izomorfizmus-e.

(a) A sik vektorainak eltolasa a (1,1) vektorral;
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a sik vektorainak tiikrozése az z-tengelyre;

a sik vektorainak meréleges vetitése az y-tengelyre;

a sik vektorainak 7/2 szogi elforgatésa az origo koriil;
a tér vektorainak eltolasa a (0,0,0) vektorral;

a sik vektorainak tiikrozése az y = x egyenesre;

a tér vektorainak tiikrozése az x, y-tengelyek sikjara;
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tér vektorainak meréleges vetitése az x, y-tengelyek sikjara;
(R = R, (2,y) = (2 +y,2y);

) a
) ¢
() ¢: R> =R, (2,9,2) = (z —y,2 +y);
(k) ¢: R2 5 R3, (2,9) — (z — 2y, —22 + 4y, —4x + Sy);
(1) : R SR, (T,y,2) = (z —y,y + L,z + 2);
(m) ¢: R* = R*) (21,22, 23, 74) > (21,73, T2, 74);
(n) o: R* — ]R4 (x1,x9,x3,24) — (T1 + cx3, T2 + cx4,x3,24), ahol c € R;
(0) p: R — ]R3 (x1,29,23,24) — (T1 + T2, T2 + X3, 23 + X4);
(p) ¢: R* = RS, (21,79, 23,24) > (21,21 + 232, T2 + 323, 23 + 424, T4 + 5T5).

6.3. Feladat.

°(1) Adjon meg olyan ¢: R™ — R™ linearis leképezést, amely rendelkezik a megadott tulajdonsaggal.
(2) Vizsgélja meg, hogy létezik-e injektiv, sziirjektiv, illetve bijektiv ¢ linearis transzformacio a
megadott tulajdonsaggal, és ha igen, akkor adjon meg ilyet is.
(a) m=2, n=3;(1,1,3) € Im;
(b) m=2, n=3; (2, —1) € Ker p és ¢ nemtrivialis;
m=n=3;r(p) >2
m=n=3; (1,1 ,3) = (1,1,5)p és ¢ nemtrivialis;
() m=n=3;(-1,2,-1),(0,1,0) € Kerp N Im ¢.
6.4. Feladat. Adjon meg a sik R? vektorterén olyan ¢ és ¢ linearis transzforméciokat, amelyek
rendelkeznek a megadott tulajdonsaggal:
(a) Kerp =Imvy = {(x,2) : x € R} és Imp = Keryp = {(z, —x) : z € R};
(b) ¢ és 9 olyan transzformaciok, melyek magtere azonos dimenzioju, de két kiilonbozs altér

R2-ben;
(c) ¢ és 1 olyan transzformaciok, melyek képtere azonos dimenzidju, de két kiilonbozs altér
R2-ben.

6.5. Feladat®. Tekintsiik az R™ vektortéren megadott ¢ és ¢ linearis transzformaciokat. Milyen
Jsmert” linearis transzformaciéval egyenls a 1) linearis transzformacio?

(a) n =2, ¢ a zérustranszformacio, ¢ az identikus transzforméacio;
(b) n =2, p az x-tengelyre, 1) az y-tengelyre vonatkozo tiikrozés;
(¢) n =2, ¢ az x-tengelyre, 1) az y-tengelyre valo merdleges vetités;

(d) n =2, ¢ az identikus transzforméacio, ¢ az origé koriili w/2 szogi forgatas;

(e) n =2, ¢ az origo koriili 7/3 szogd, 1 az origo koriili —m /2 szogii forgatas;

(f) n =3, p az z- és y-tengely sikjara, 1) az y- és z-tengely sikjara vonatkozo tiikrozeés;
(g) n =3, ¢ az z- és y-tengely sikjara, 1 az y- és z-tengely sikjara valo merdleges vetités;
(h)

h) n =2, ¢ az y = x egyenesre vonatkozo tiikrozés, ¢ = ua, ahol A = <(1) é),

(i) n =2, o = 4, ahol A = (1 ?), 1 az y-tengelyre valo meréleges vetités.

6.6. Feladat®. Hatérozza meg a ¢,y : R™ — R"” linearis leképezések alabbi lineédris kombinacibit:

(a) 3p+1, ahol m = n = 2, valamint ¢: (z,y) — (r—y, x+3y) és ¥ (z,y) — (x+ 3y, 2z —y);

(b) 2p—41p, ahol m = n = 3, valamint ¢: (z,y,2) — 2z—y, x4y, 3x—2y—2) és¢: (v,y,2) —
(—z+ 8y — 2z, 3y — z, 4y — 22);

(¢) ¢+, ahol m =n = 2, és ¢ az z-tengelyre, ¥ az y-tengelyre valo tiikrozés;

(d) ¢ — 1, ahol m =n = 2, és ¢ az y-tengelyre, 1) az x-tengelyre valo merdleges vetités;

(e) ¢—21), ahol m = n = 3, és ¢ az z, y-tengelyek sikjara valo tiikrozes, 1 pedig az x, y-tengelyek
sikjara valé mer6leges vetités;

(f) 2431, ahol m = 3, n = 2, valamint ¢: (z,y, z) — (—z+6y, 22), ¥ pedig az z, y-tengelyek
stkjara vald meréleges vetités.



6.7. Feladat.

°(1) Dontse el, hogy izomorfak-e a megadott U és V' vektorterek.
(2) Ha igen, akkor adjon is meg egy izomorfizmust U-r6l V-re vagy forditva.
(a) U=R?*V =[(1,-2,0),(2,-3,-2),(-1,-1,6)] C R?;
( ) U= Rg V= {(xl,:cg,azg) $1+2$2—ZL‘3:0}QR3;
(c) U= {(x1,$2,$3,$4) T+ 229 —4x4 = 0, —227 — 4wy + 824 = 0} C R, V =R3;
(d ) =[(1,-2,3,0),(0,—4,1,2),(-2,8,—7,-2)] C R%,
= {(xl,xg,:cg,m) tx9 —2w3+ 314 =0, 1 — 3x9 + 424 =0,
2961 — 8x9 + 4x3 + 214 = 0} - R4,

Tekintsiik a kovetkezs bazisokat a megadott vektorterekben:
(1) R% 5 (1,0),(0,1), F: (2,-1),(=1,0);

(2) R%  £:(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), F:(2,0,0),(0,1,1), (0,1, —1);
(3) RY ¢&: (1 0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)
F:(1,0,—1,2),(0,1,—1,0), (1,0,0,1), (0,1, 1,2).

Tekintsiik a kovetkez6 linearis transzformaciokat, illetve leképezéseket:

(A) ¢: R? — R? az identikus transzformacio;

(B) ¢: R? = R? a zérustranszforméacio;

(C) p: R? — R? a tiikrozés az z-tengelyre;

(D) ¢: R? — R? a merdleges vetités az y-tengelyre;

(E) ¢: R? — R? a /2 szdgti forgatas az origd koriil;

(F) ¢: R? — R3 a tiikrozés az x, y-tengelyek sikjara;

(G) ¢: R? — R? a merdleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;

(H) ¢: R? — R3 a 7/2 szogii forgatas a z-tengely koriil;

(D) ¢: R? 5 R%, (2,y) = (2 + 3y, 2z — y);

() ¢: B2 5 B2, (2,) — (@ — y, 2+ 3y);

(K) @:R3—>]R3 (z,y,2) = 2z —y, x+y, 3z — 2y — 2);

(L) ¢: R? = R3, (, y, z) = (—z+ 8y — 2z, 3y — z, 4y — 2z);
(M) p: R = R3, (,9,2) = (=3z + 5y + 2, x +y — 92, —42);

(N) ¢: ]R4—>]R4 (2,9, u,v) = (0, 7, * — 2y + u, u + 2v);

(0) p: R? —>R4 (z,y,u,v) — (x, =22 4+ 2y — 3u, 3z — 4y + u, 3y — 5u + 3v);
(P) ¢: R?® — R? a mer6leges vetités az x, y-tengelyek sikjara;

(Q) ¢: R> = R?, (2,y,2) = (—x + 6y, 22);

(R) ¢: R? = R3, (z,y) = (T2 — 2y, 32 —y, 4o — 2y);

(S) o: R* 2R3, (z,y,u,v) = (—z —u+2v, 20 +y+4u—50, 2 —y —u—v).

6.8. Feladat®. Hatarozza meg a fenti ¢ linearis transzformécidk, illetve leképezések métrixat a fent
megadott &, illetve F bazisokban. (Pontosabban minden ¢ esetén két matrixot kell megadni; ha pl.
¢ € Hom(R?,R?), akkor Ai(l)’g(Q)—t és Aim’f@)—t, ahol &1y, F(1) az (1)-beli € és F, &), F(o) pedig
a (2)-beli € és F.)

6.9. Feladat®.

(a) Hatarozza meg a fenti £ és F bazisok esetén az attérés matrixat az £ bazisrol az F bazisra,
valamint az F bézisrol az £ bézisra.

(b) Adja meg az alabbi v vektorok és a fenti ¢ linedris transzforméciok, illetve leképezések esetén
a vy vektor koordinatéit mindkét bazisban, illetve bazisparban:
(A)f(E)a(I)a(J)a(R) v = (17 _3);
(F)-(H),(K)-(M),(P),(Q): v =(2,2,0);
(N)7(O)7(S) v = (17 -1,1, 0)

6.10. Feladat. Adja meg a sikban az alabbi e egyenes és P pont esetén a P pont e-re vonatkozd
tiikorképét elGszor elemi geometria moédszerekkel, majd linearis transzformaciokat hasznélva:



(a) e: l'—y:O, P:(—471)7
(b) e:rx—3y=0, P=(7,-1);
(c) e:2x4+y=0, P=(3,4).
6.11. Feladat. Adja meg a sikban az alabbi « sz6g és P pont esetén a P pont képét az origd koriili

a szogl elforgatas mellett elGszor elemi geometria moédszerekkel, majd lineédris transzforméaciokat
hasznélva:

(a) & = _3T7 P = (_11 _2)7
(b) o= Z%r’ P = (17 _1);
(c) a= —%”, P = (3,4)

6.12. Feladat. Hat4rozza meg a sik R? vektorterének Gsszes olyan linearis transzformaciojat, amely-
nek minden bézisban ugyanaz a métrixa.

6.13. Feladat®. Déntse el, hogy az u, illetve v vektor sajatvektora-e az A méatrixnak. Amennyiben
igen, hatarozza meg az u, illetve v vektort tartalmazé sajataltér dimenziojat.

4 —4 5
() u=(1,-2,3), v=1(2,0,-1), A=[1 3 1];
0 2 1
-2 6 4 6
1 -3 2 3
(b) u=1(1,-4,0,2), v=(2,0,—-1,3), A= 2 9 10 21|’
1 -1 2 -1
2 4 -1 1 0
2 -2 4 -4 1
(€) u=(1,-3,4,1,-1), v=(2,-1,4,5,0), A= |1 -2 1 3 4
2 3 2 1 2
3 2 =3 1 =2

6.14. Feladat®. Dontse el, hogy A sajatértéke-e az A méatrixnak. Amennyiben igen, adjon meg
bézist a hozza tartozo6 sajataltérben:

-2 2 -4
() A= -3, A=[-2 —9 14];
-1 -1 -2
1 -4 2 0
0O -1 3 4
(b) A=2, A= _9 3 14l
1 2 -1 3

2 1 3 4 5
1 4 -4 2 3
() A=4, A=|5 -3 -3 —8 -14
—6 2 9 23 14
3 0 -4 —18 -3

6.15. Feladat. Tekintsiik az alabbi A matrixokat.

(o]

(1) Hatarozza meg A karakterisztikus polinomjat és sajatértékeit.
°(2) Adjon meg bazist A sajataltereiben.
°(3) Allapitsa meg, hogy A diagonalizalhato-e, és ha igen, akkor adjon meg olyan D diagonilis
matrixot, amely hasonlé A-hoz.
(4) Ha A diagonalizalhato, akkor adjon meg olyan P matrixot, amelyre D = P~1AP.



W (2 ) 1 13 —4 12 -6 7 -1
-2 1) @ (o -3 o0]; @ [0 -5 8 0
1 9 ~8 19 5 10 -5 18 —10
(b) <1 1)3 50 4 0 20 —10 36 —20
01 0 8
315 (e) ;
© [0 4 —5]; 90 —4 0
0 1 —o 04 0 -3

6.16. Feladat. Hatarozza meg a fenti (A)—(O) lineéris transzformaciok sajatértékeit, és adjon meg
bazist a sajatalterekben. Allapitsa meg, hogy diagonélis-e a transzformaciok matrixa valamely
bézisban.

Szorgalmi feladatok

6.17. Feladat. Adjon meg olyan ¢, @2,..., @, linearis transzformaciokat az R™ vektortéren, ame-
lyekre 7 # 0 (1 <i < n), és pip; =0 (1 <i#j <n).

6.18. Feladat. Legyenek @1, ¢2,. .., ¢k olyan lineéris transzformaciok az R™ vektortéren, amelyekre
@2 #0(1<i<k), ¢ pip; =0 (1 <i# j<k). Bizonyitsa be, hogy k < n.

6.19. Feladat. Létezik-e a sik R? vektorterén értelmezett olyan ¢ linearis transzformécio, amelyre
teljestilnek a kovetkezs tulajdonsidgok? Ha létezik, akkor adjon meg egy-egy ilyen transzformaciot,
ha pedig nem létezik, akkor indokolja, miért nem.

(a) KeroNImep = 0;

(b) KerpNlImep = {0};

(¢c) Kerp C Im;

(d) Im¢p C Ker ¢;

(e) Keryp =Imp.

6.20. Feladat. Mennyi lehet egy ¢: R? — RS lineéris leképezés magjanak dimenzi6ja? Adjon meg
egy-egy példat a legkisebb és a legnagyobb értékre.

6.21. Feladat. A ¢ € Hom(U, V) linearis leképezésrol tudjuk, hogy

(1) barmely négy elem képe linearisan fiiggs vektorrendszert alkot;
(2) barmely hat linearisan fiiggetlen U-beli elem kozott van olyan, amelynek képe nem a zérus-
vektor.

Mekkora lehet U dimenzi6ja?

6.22. Feladat. Adottak a V vektortérben az U és W alterek. Mi a sziikséges és elégséges feltétele
annak, hogy létezzék olyan ¢ linearis transzforméacio, amelyre Kero = U és Imp = W?

6.23. Feladat. Hatarozza meg az R" vektortér Gsszes olyan linearis transzformaciéjat, amelynek
minden bazisban ugyanaz a matrixa.

6.24. Feladat. Az

1 -1 0
-3 1 1
-4 2 a

matrixnak az a paraméter mely értékei esetén
(a) sajatvektora az (1,—1,a) vektor;
(b) van (0,b,a) alaka sajatvektora, ahol b € R tetsz6leges?

6.25. Feladat. Adja meg az a paraméter azon értékeit, melyekre



(a) 2 nem sajatértéke;
(b) nincs sajatérteke az

1 a -1
-2 1 0
a 0 1

matrixnak.

6.26. Feladat. Hatarozza meg annak az n xn-es métrixnak a sajatértékeit és sajataltereit, amelynek
féatlojaban minden elem 0, a tébbi elem pedig 1. Diagonalizalhaté-e ez a matrix?

6.27. Feladat. Tetszéleges A € R?*2 matrix esetén tekintsiik a kévetkezs adatokat:

(1) A determinansa és nyoma;

(2) A sajatértekei;

(3) A karakterisztikus polinomja.
Mi a kapesolat a kozottiik? (Pl (1) ismeretében megkaphatjuk-e, és ha igen, hogyan, a (2)-beli és a
(3)-beli adatokat?)

6.28. Feladat. Adja meg az Osszes olyan (D, S) szampart, melyre pontosan egy olyan 2 x 2-es
métrix létezik, amelynek determinansa D, és amely sajatértékeinek Ssszege S.

6.29. Feladat. Tetszileges A € R esetén adjon meg olyan Ap € R™™ (1 < k < n) métrixot,
amelynek karakterisztikus polinomja (A — )", és a A\-hoz tartozo sajataltere k dimenzios.

6.30. Feladat. Legyen \ sajatértéke az A € R™*™ méatrixnak. Igazolja tetsz6leges f polinom esetén,
hogy ha f(A) =0, akkor f(\) =0.
6.31. Feladat. Legyenek az A matrix paronként kiilonb6z6 sajatértékei A, ..., Ax. Adja meg a
kovetkez6 matrix sajatértékeit:

(a) A%,

(b) A7! (ha létezik).
6.32. Feladat. Legyen A, B € R™"*"™. Mutassa meg, hogy

(1) ha A diagonalizalhato, akkor AT is az;

(2) ha A diagonalizalhato, akkor tetsz6leges f polinom esetén f(A) is az;
(3) ha 0 nem sajatértéke A-nak és AB diagonalizalhato, akkor BA is az.



