2. Feladatsor — Linearis egyenletrendszerek

2.1. Feladat. Legyen adott egy m egyenletbdl 4ll6 n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer. Dontse
el, hogy igazak-e az alédbbi allitasok, és dontését roviden indokolja:
°(a) Ha n > m, akkor az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
°(b) Ha n = m, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.
°(c) Ha az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, akkor n = m.
(d) Ha n < m, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
(e) Ha m < n, akkor az egyenletrendszernek nem lehet pontosan egy megoldasa.
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f) Tetszoleges u, v € R™ vektorok esetén az su vektor az u és a v vektorok linearis kombinécioja.
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Az [u,v] halmaz tetszleges u,v € R™ vektor esetén végtelen.

Nincs olyan homogén linearis egyenletrendszer, amelynek egyetlen megoldasa van.

(i) Van olyan homogén lineéris egyenletrendszer, amelynek megoldésai éppen a (2,2,2)+¢(1,1, 1)
(t € R) vektorok.

(j) A sikban az x +y = 2 és 2z + 2y = 2 egyenesek egybe esnek.

(k) A térben az x —y+ 2 =2 és —x +y + 2z = —2 sikok nem parhuzamosak.
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2.2. Feladat®. Oldja meg Gauss-eliminacioval az alabbi linearis egyenletrendszereket. Az eredményt
adja meg

(1) altalanos megoldés formajaban,

(2) paraméteres vektoralakban,

(3) kifeszitett vektorhalmaz eltoltjaként.

(a) 221 —x3 =0

2.%1 —r3 = 0_
(b) 1 +T2 = 0’
r1 + 2x9 + S5x3 = -9
(¢) = — =z + 3z3 = 2,
31‘1 — 6:62 - r3 = 25
4dr1 + 4xo + bdxry = 6
(d) r1 -+ To + 2x3 = 3
Tx1 + Txo + 8x3 = 10
2r1 + ro + r3 = 2
(e) r1 + 3x2 + x3 = 5)
r1 + a2 + bxyg = =T~
201 + 3z — 33 = 14
xr3 + dry, = 2
() rn — x3 + 34 = 2
r1 -+ r3 + 1llxy = 6°
23}1 — 4.7)3 — 21‘4 =0

181 + 9x9 + 23z3 = 50
() 1721 + 13z + 1223 = 42 ;
21z1 + 20z — 10xz3 = 31

xr1 —x2 a3 =0
h .
(b) ry 4wy +x4 = 0



. Ty —To +3r3 —2x4 = 0
(i) ;

2r1 +x9 —x3 —x4 = 0
r1 + 3x9 — drs + x4 = 1
() 2r1 + 6xy — Txz + x4 = 6 ;
—3x1 — 920 + 103 — x4 = -—11
1 —2x9 +3x4 = 0
(k) o —2x3 +3z4 = 0
27 —4x9  +x3 454 = 0
r3 — 2(L‘4 = 3
(1) 2¢1 4+ 3x2 + 3 = 4
4ry 4+ 6x9 4+ 4x3 — 4dxy = 8
Tl +3$2 +3.TU3 —51’5 = 0
(m) 2:62 —XI3 —|—3.CI}4 +2l’5 = 0 X
2x1 +2x9 +44x3 +6x4 —6x5 = 0
2r1 — To + T3 + 214 + 3rs = 2
(n> 6x1 — 3x0 + 2x3 + 4dry + ors = 3
6rxr1 — 3x0 + 4dz3 + 8xry + 135 = 9°
4ry — 2x9 + x3 + x4 + 25 = 1

2.3. Feladat. Linearis egyenletrendszerek bévitett matrixait adtuk meg. ,Ranézésre” (barmilyen
atalakitas neélkiil) irja fel a vizsgalt egyenletrendszerek megoldasait

(1) altalanos megoldas forméajaban,

(2) paraméteres vektoralakban,

(3) kifeszitett vektorhalmaz eltoltjaként.
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2.4. Feladat®. Az aldbbiakban négyismeretlenes linearis egyenletrendszerek altalanos megoldéasat
adtuk meg. Irja fel a megoldasokat paraméteres vektoralakban és kifeszitett vektorhalmaz eltoltja-
ként is.
() 1 =2+ 29+ 223
Te =1+x9— X3

(b) To =1 — 2x3+ T4
rp = 1
<C> To =2+ x3

2.5. Feladat. Elsall-e a v vektor a vy, va, illetve vy, v, v3 vektorok linearis kombinéacidjaként?

°(1) Adjon meg olyan linearis egyenletrendszert, amelynek megoldasaval ez a kérdés eldonthetd.
°(2) Valaszolja meg a kérdést.



(3) Adja meg a v vektor Osszes elGallitasat.

(a) v= (1,0, —2,10), v = (1,-2,0,4), vo = (—2,5,—1,—5);
( ) ( _7 10)7 U1 = ( -3,2,1 )7 V2 = (O ) U3 _( ’_37374—);
(c) v=(3, 5686) vy =(1,-1,0,4,2), v :(2 —3,10,5);
(d) v=1(2,1,3,2,-2), v (1,1,2 2,1), vo = (1,2 ,5), v3 =(0,—1,—-1,-2,—4).
2.6. Feladat. Adjon meg olyan v vektort és vy,...,v, vektorrendszert, amelyre a 2.2. és a 2.3.

Feladatbeli linearis egyenletrendszerek megoldésa eldonti azt a kérdést, hogy a v vektor elall-e
V1, ..., Uy, linedris kombinaciojaként.

2.7. Feladat. Keressen olyan lineéris egyenletrendszert, amely megoldasvektorainak halmaza éppen
a megadott halmaz.

(a) [(1,1,1),(1,-1,5)];

(b) [(2,2,-4),(1,0,3)];

(¢) [(1,1,1),(-2,2,-2),(3,—1,3)];

(d) [(13 17 1)7 (_27 2a _Q)a (03 _17 3)]a

(e) [(2? 27 _27 4)7 (_4¢ _53 63 _5)];

(f) [(1? 27 _37 4)7 Oa 1a _17 2)a (_37 07 _3a 0)]7
(g) [(1,0,2,—-1,-2),(-2,1,—4,3,2),(3,—1,5,—2,—3)]
(h) (1a 1a 2) + [(17 1a 1)? (1’ _17 5)]7

(1) (2a 2a 2) + [(17 1a 1)7 1’ _17 5)]7

(J) (L 2a 1a 2) + [(L 2a *3’ O)a (27 07 727 74)];
(k) (1,1,1,1) 4+ [(1,2,-3,0),(2,0,—2,—4)];
(1) (1,2,2,2) +[(1,1,2,2),(2,2,4,4)]

2.8. Feladat. Hatarozza meg a paraméteres alakban, vektoros alakban, illetve egyenlettel megadott
(sikbeli) egyenes masik két alakjat:
(a) x =T+5t, y=8—4t (t € R);
(b) =1+t y=2+2t(t € R);
(c) x=—t, y=—t (t € R);
(d) [(2,1)];
(e) ( ) )+ [(_27_8)]7
(f) (0,1) +[(1,=1)];
(g) bz —3y =1,
(h) —2z +4y = 3;
(i) 3z +2y =5.
2.9. Feladat. Hatarozza meg a paraméteres alakban, vektoros alakban, illetve egyenlettel megadott
sik méasik két alakjat:
( ) T=241t —to, y=—1+3ty, 2=1+4+11 — 25 (tl,tg ER)

(b) x=2+11, y=2—t1 +2t2, 2= —1+1; +ta (t1,t2 € R);
(C)l’——l—t1+t2,y—1+4t1 2ty, z =11+ to (tl,tQER),
() (0,0,0)+ (1,1, 1), (1,1,2)]

(e) (Llal) [(172a0)?(0’_171)];

(1) (11,1) + [(1,1,0),(2,1,0)];

(8) z+y+2z=06;

(h) —x4+2y —2z=0;

(i) 22 -3y + 2z =>5.

2.10. Feladat. Hatarozza meg
°(a) asikban az x —y = 0 és az x — 3y = 2 egyenes metszéspontjat;
°(b) asikban a 2x +y =1 és az x + y = 2 egyenes metszéspontjat;
(c) atértbenazx —y—2=0sikésazax =2, y=t, z=1t (t € R) egyenes metszéspontjat;



(d) a térben az z +y — 2z = —lsikésazx =2 —t, y =1+t z = 2t (t € R) egyenes
metszéspontjat.

2.11. Feladat. Termelési vezetSként dolgozik egy cégnél, ahol didkcsemegét készitenek, ami mazso-
lat, mogyorét és csokoladét tartalmaz. Eme harom Osszetevd segitségével harom valtozata készil a
terméknek: fitt, standard és prémium. A raktérban csak maximum 380 kg mazsola, 500 kg mogyoro
és 620 kg csokoladé fér el, melyet éjszaka szallitanak, a gyartas pedig nappal térténik. A dolgozok
a didkcsemege-valtozatokat 15 kilos kotegekbe csomagoljak. A kdvetkezd tablazat sorai megadjak,
hogy egy-egy ilyen kotegbe melyik alapanyagb6l mennyi kertl.

Mazsola, Mogyord | Csokoladé | Alapanyagar | Eladasi ar

(kg/koteg) | (kg/kdteg) | (kg/koteg) |  ($/kg) (3/kg)
Fitt 7 6 2 3,69 4,99
Standard 6 4 5 3,86 5,50
Prémium 2 5 8 4,45 6,50
Raktarhely (kg) \ 380 \ 500 \ 620 \ \

(1) Mint termelési vezetének, el kell dontenie, hogy melyik didkcsemege-valtozatbol mennyit gyart-
sanak naponta. (Nyilvanval6 cél, hogy minden nap az Gsszes alapanyag elfogyjon, igy méasnap
maximaélis kapacitassal tud a véllalat tjat fogadni.)

(2) Szamolja ki, hogy mennyi profitra tesz szert a cég igy naponta.

(3) Hatarozza meg a mazsola, mogyoro6 és csokoladé kilonkénti arat.

(4) Valaszolja meg ugyanezeket a kérdéseket, ha a didkcsemege-valtozatok alapanyagarényai igy

valtoznak:
Mazsola, Mogyord | Csokoladé | Alapanyagar | Eladéasi ar
(kg/koteg) | (kg/koteg) | (kg/koteg) | ($/kg) (3/kg)
Fitt 7 5 3 3,70 4,99
Standard 6 5 4 3,85 5,50
Prémium 2 ) 8 4,45 6,50
Raktarhely (kg) | 380 [ 500 [ 620 | \

2.12. Feladat. Van-e olyan parabola, melynek tengelye parhuzamos az y-tengellyel, és amely atha-
lad a koordinatarendszer (—1,9), (1,5), (2,12) pontjain? Ha van ilyen, akkor adja meg a képletével.

Szorgalmi feladatok

2.13. Feladat. Oldja meg a kovetkezd linearis egyenletrendszert, ahol a, b, ¢ valés paraméterek:

T1T — 29 4+ x3 + x4 = a
T1T — 29 + x3 — zs = b.
Ty — 2x9 + x3 + dxry = ¢

2.14. Feladat. Oldja meg (az a valés paraméter fiiggvényében) az alabbi linearis egyenletrendszert:

€ —X2 +x3 +axy = 1

x1 +(1—a)rs +(a—1Dxy = 2

x1 —axs +(a—2)xy = 1
—axr1 “+axg +2ax; +2x4 = 3a-—1

2.15. Feladat. Oldja meg (az a valés paraméter fiiggvényében) az alabbi linearis egyenletrendszert:

xr1 —2T9 +z3 = 1
I —x9 +l‘3 = 3 .
Ty —2x9 +(a®—8)x3 = a+4



2.16. Feladat. Oldja meg a kévetkezd linearis egyenletrendszert, ahol a valés paraméter:

r1 + Tro — T3 = 1
2¢1 + 3x9 + axs = 3.
r1 + ary + 33 = 2

2.17. Feladat. Legyenek a,b,c nem nulla, paronként kilénboz§ valds paraméterek. Oldja meg
minél egyszertibben a kovetkezd linearis egyenletrendszert:

Z1 +x2 +zr3 = 1
ary +bre +crg = d
2 2 2 _ 2

a‘xy +b°ry +crz = d

2.18. Feladat. Legyen u, v, w harom vektor a térben. Mit lehet mondani az u vektorrél, ha tudjuk,
hOgy w ¢ [’LL, U]) v ¢ [’LL, ’UJ], de u € [v,w]?

2.19. Feladat. Egyszer volt, hol nem volt, volt egyszer hét kicsi kecske. A mamajuk hozott nekik
2,1 liter tejecskét, és szétosztotta a hét kicsi bogrécskébe, de nem sikeriilt igazsagosan elosztania.
Az els6 kicsi kecske igy szolt: ,En annyira szeretem a testvérkéimet, hogy inkabb lemondok a te-
jecskémrdl a javukra.” Azzal egyenlSen szét is osztotta a tejecskéjét a hat testvérkéje kozott. A
masodik kicsi kecske is nagyon joszivi volt, 6 is szétosztotta a bogrécskéjében 1évs tejecskét hat
testvérkéje kozott. Igy tett sorban a t6bbi kicsi kecske is. Es lassatok csudat! A végén minden kicsi
bogrécskében ugyanannyi tejecske volt, mint a legelején. Azaz mennyi?

2.20. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi pontok egy egyenesen vannak-e, és ha nem, akkor hatarozza
meg a rajtuk dtmend sik egyenletét:

(a) (1,1,0), (2,-2,-1), (4,—8,-3);

(b) (1,2,-2), (0,1,1), (2,2,3).

2.21. Feladat. Adja meg az alabbi sikok metszésegyenesét paraméteres és vektoros alakban:
(a) x4+y+22=0ésax—y=0;
(b)) z—2y—32=0¢ésax+y—2=0;
(¢c) 2x4+y+z=0¢ész—y—32=0.

2.22. Feladat. Adjameg az x = 142t, y = 2—t, z = 1—t (t € R) egyenest két lényegesen kiilonboz6
modon két sik metszeteként (azaz ,ranézésre” ne lehessen eldonteni a két megadéasi modrol, hogy
valoban ugyanazt az egyenest hatarozzak meg).

2.23. Feladat. Adja meg a térben az alabbi s sik és P pont esetében a P pont s-re vonatkozo
tiikorképét:
(a) s:x=0, P=(1,-1,1);
(b) S$:x—Y= 07 P = (_2717_1);
(c) stx+y+2=0, P=(1,0,0).
2.24. Feladat. Igazolja, hogy ha egy R3*2-beli matrix két oszlopvektora, mint R3-beli vektor nem
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egy egyenesen van, akkor a matrix 1épcsés alakja | 0 1
0 0



