Becslések

Induktiv statisztika versus leir6 statisztika

Az el6z6 félévben statisztikai eszkoztarként leiré statisztikaval foglalkoztunk. Ide tartoznak
a tablazatok, diagramok, kozépértékek, szorddasi mérdszamok, eloszlas jellemzése,
viszonyszdmok. A leiré statisztika célja a megfigyeltek tomor jellemzése. Ennek
eredménye teljes korii megfigyelés esetén az alapsokasagra vonatkozik, mig mintavétel
esetén Kizardlag a mintara vonatkozik.

A kérdés az, hogy mintak alapjan, hogyan tudjuk jellemezni az alapsokasagot. Erre
alkalmazhatjuk az induktiv statisztikiat. Ezen beliil becsléseket és a hipotézisvizsgalatot
fogjuk taglalni. Induktiv statisztika csak véletlen mintavétel esetén alkalmazhatd!

Becslések soran valamely sokasagi jellemzd mintabol torténd kozelitd meghatarozéasa a cél,
mig Hipotézisvizsgalat sordn egy a sokasagra vonatkozo eldzetes allitast, feltételezést
vizsgalunk minta(k) alapjan.
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Becslések
Amikor egy véletlen minta alapjan az alapsokasdg valamely paraméterét, jellemzdjét
szeretnék becsiilni, két lehetdség van:
e Pontbecslés esetén a becslés eredménye egy konkrét szdm, mely a mintabol
kiszamithat6. Ezt tekintjiik a becsiilni kivant sokasagi paraméter becsiilt értékének.
¢ Intervallumbecslés esetén egy olyan intervallumot hatdrozunk meg, amely elére adott
valoszinliséggel tartalmazza a becsiilni kivant paramétert. Ezt az intervallumot
konfidenciaintervallumnak, vagy mas széval megbizhatésagi intervallumnak
nevezzik.

Pontbecslések

Pontbecslések esetében a sokasag valamely jellemzdjét (példaul atlag, szoras, valamilyen
tulajdonsagu elemek ardnya) a minta alapjan szeretnénk megbecsiilni. Mivel véletlen mintdkat
vizsgdlunk, igy mindegyik mintaelem, illetve ezek étlaga, szérdsa is valdszinliségi valtozonak



tekinthetd, azaz a sokasagi jellemzdok becslésekor a valoszinliségszamitasbol tanultakat
kellene alkalmazni. Kérdés ezt hogyan tehetjik meg. Ha a mintdban kiszdmitom a
mintaelemek atlagit, szordsat, valaminek az ardnyat, az tekintheté-e a sokasagi atlag, szorés,
arany becslésének? A becslésekkel az egyik legalapvetobb elvaras a torzitatlansag. Mit jelent
ez? Amikor egy sokasagi jellemzdt egy mintabol becsliink (azaz a mintdbdl kiszamitunk,
meghatdrozunk) valamit, akkor mintdnként eltéré eredményre juthatunk. A torzitatlansag
ekkor azt jelenti, hogy tekintve az Osszes adott elemszamu mintat, akkor a
kiszamitott/meghatarozott jellemzok varhato értéke (~atlaga) meg kell, hogy egyezzen a
sokasagi jellemz6 értékével. Példaul, amikor a sokasagi atlagot szeretnénk megbecsiilni egy
minta alapjan, akkor mintdnként mds lehet a mintadtlag. A torzitatlansdg azt jelentené, hogy
az Osszes adott elemszdmu mintadtlag dtlaga megegyezik az alapsokasig atlagaval.
Bizonyitani lehet, hogy a mintadtlag a sokasagi atlag torzitatlan becslésének tekinthetd,
ugyanakkor a kordbban tanult szérdsnégyzet, illetve szérds képlet nem torzitatlan becslése a
sokasdgi szoérdsnégyzetnek, szoérdsnak. E helyett becslésként, az tgynevezett korrigélt
tapasztalati szérdssal
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becsiilhetjiik a sokasagi szords értékét. A képlet a sokasdgi szoras képletéhez képest annyiban
mas, hogy a nevezOben nem a megfigyelt elemszam, hanem n-1 szerepel. Az Excelben a
szorasp() fuggvény az sokasdgi szOrdsat, mig a szords() fiiggvény a korrigdlt tapasztalati
szOrast szamolja.

Az eddig leirtak szemléltetését tartalmazza a mintavételieloszlas.xls fajl. Ebben egy 6telemi
alapsokasdg datlagat, szordasnégyzetét, szordsat lathatjuk. Az FAE munkalapon az Osszes
lehetséges 2 elemil mintat eldallitottuk (mivel ez visszatevéses mintavétel, igy ezek szdma:
5x5=25). Ebben lathatjuk, hogy a 25 darab mintaétlag 4tlaga megegyezik a sokasagi atlaggal,
mig a 25 darab szorasnégyzet dtlaga nem egyezik meg az alapsokasdg szorasnégyzetével.
Ugyanakkor a 25 darab korrigélt tapasztalati szordsnégyzet atlaga megegyezik az alapsokasig
szorasnégyzetével. Az EV munkalap esetében szintén lathatjuk a sokaségi atlag becslését.

Ez a mintapélda a valésdgban nem jitszhat6 el, ugyanis nem ismerjiik a sokasag paramétereit
(ezért akarjuk becsiilni), masrészt a 25 tényleges minta koziil csak 1 all rendelkezésiinkre,
amely alapjan becslést kell adnunk, ugyanakkor fontos szerepe van a becslések soran fellépd
hibdk kiszdmitdsanak megértésekor.

Sokasagi jellemzok pontbecslése mintakbol

Sokasagi jellemzo Ennek pontbecslése a mintabol
Sokasagi dtlag (n) mintadtlag (xatlag)
Sokasagi szorés (o) Korrigélt tapasztalati szérds (s)
Sokaségi arény (P) Mintabeli ardny (p)

Amikor mintdk alapjan a sokasdg valamely paraméterének pontbecslését végezziik el, akkor a
becslés soran hiba 1éphet el, amely a paraméter tényleges €s becsiilt értékének kiillonbsége. Az
el6z06 teoretikus példaban barmely esetben meg tudjuk mondani a becslés hibajat (mintaatlag-



sokasdgi atlag), ugyanakkor a gyakorlatban ez nem lehetséges, mivel a sokasagi atlag értékét
nem ismerjiik. A becslés soran fellépd hiba gyakorlati jellemzésére két lehetdségiink van:

1. Atlagos hiba (becslés standard hibaja; angolul: standard error of estimation):
adott elemszadmu mintdk esetében a mintdbd6l szamitott pontbecslések atlagosan
mennyivel térnek el a sokasagi paramétertdl. Ez az el6z6 példaban azt jelenti, hogy
a mintadtlagok sokasdgi datlagtdl vald atlagos eltérését, azaz a mintadtlagok
szorasat kell kiszamitani. Ez egy kozonséges szoras, igy a standard hiba jelolésére
a szoOrés jelolését haszndljuk, alsé indexben pedig azt tiintetjiik fel, hogy mely
mintajellemzdvel dolgozunk. A becslés standard hibdjanak kiszdmitasahoz

ismételten sziikségiink lenne a 25 minta és

a sokasdg 4atlagdnak ismeretére is.

Ugyanakkor bizonyitani lehet, hogy ezt anélkiil is megtehetjiik. Példaul:

Sokasagi atlag becslésének standard hibaja
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A sokasagi arany becslésének standard hibaja

Minta Standard hiba
FAE-minta s, \ , ahol g=1-p
EV-minta s, = =7 pg N-n

A becslések standard hibajarél elmondhat6, hogy minél nagyobb elemszami mintakkal
dolgozunk, annal kisebb lesz a standard hiba. FAE-mintak esetében, ha feleakkora
standard hibat szeretnénk, akkor ahhoz négyszer akkora mintat kell venniink.

A statisztikai szoftverek tobbsége alapértelmezés szerint azt feltételezi, hogy FAE-
mintaval dolgozunk és a sokasag szorasarol nem tudunk semmit.

Példa

Valamely azonnal oldodé kavékivonatot automata tolti az tivegekbe. E16z6 adat-felvételekbol
ismeretes, hogy a gép altal toltott tomeg jo megkdzelitéssel normalis eloszlast valoszinliségi
valtozonak tekinthetd, 1 g szérdssal. A gép pontossaganak ellenérzésére vett 22 elemu
mintdban (FAE-minta) az {ivegekben 1€év6 kévé granulatum tomege (gramm):

55, 54, 54, 56, 57, 56, 55, 57, 54, 56, 55, 54, 57, 54, 56, 50,54,56,54,56,50,60.

A) Mekkora a sokasag elemszdma, mennyi a sokasag atlaga?



B) Mekkora a minta elemszama?

C) Készitsen pontbecslést a varhatd atlagos tolt6tomegre! Mekkora a becslés standard
hibdja?

D) Készitsen pontbecslést az 55 grammnal nehezebb livegek aranyara! Mekkora a becslés
standard hibaja?

Megoldas:

A feladat szovegkornyezete alapjan egy 22 elemli mintank van (n=22), a sokasag nagysagarol
és igy a sokasdg atlagarél semmit sem tudunk. A sokasdg 4tlagit a mintadtlaggal tudjuk
becsiilni.

7 = SSHOHHSH56+57H56+55457+54456+55+54+ 57454456+ 50+54+56+54+56+50460_ ¢ g
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Tehét a sokasdgi atlag pontbecslése 55 gramm. Mivel az alapsokasdg szoérdsa ismert (el6z6
vizsgalatokbdl ismert a szoras), illetve FAE mintdval van dolgunk, igy a becslés standard

hibdja: o, = i:1/4:0,21 gramm.

Jn

A mintdban 10 iiveg nehezebb 55 grammndl, igy az 55 grammnal nehezebb {ivegek
aranyanak  pontbecslése:  10/22=0,455—=45,5%. A becslés  standard  hibgja:

Sp = ’w = 0,106. azaz az 55 grammnal nehezebb iivegek aranyanak becslése

45,5%, a becslés standard hibaja pedig 10,6 szazalékpont.

2. Maximalis hiba (hibahatar): Adott elemszami mintdk esetében a mintabol
szamitott pontbecslések maximalisan mennyivel térnek el a sokasagi
paramétertdl, adott valésziniiség mellett. A hibahatar jele: A. Mivel tobb olyan
valoszinliségi tétel is létezik (példaul: Csebisev-egyenldtlenség), mely egy
jellemzd (esetliinkben pld. mintadtlag, ardny) és a varhato értékének (esetiinkben
pld. mintaatlag, arany) a maximalis eltérését, a jellemz0 szorasanak (ez esetiinkben
pont a standard hiba) valahdnyszorosaként (ez pont a valdsziniliség) jellemzi, igy a
hibahatért az aldbbi szerkezetben keressiik:

A =kebecslés standard hibgja.

k értéke a vizsgalt mintajellemzd valoszinliségi eloszlasa alapjan szamithato ki.

e Mintaatlagok esetében alkalmazhat6 a centrdlis hatdreloszlds, mely szerint
minél nagyobb a minta elemszdma, a mintadtlagok anndl inkdbb normadlis
eloszlashoz fognak tartani, azaz kellden nagy elemszamu mintdk esetén a
mintaitlagok megkozelitoleg normalis eloszldsuak. Ehhez azonban ismerni
kell az alapsokasag szordsat, ugyanakkor ez a valdsdgban nem teljesiil.
Ilyenkor a szérdst a mintdbol a korrigédlt tapasztalati szords segitségével
szamitjuk ki, a mintadtlagok ugynevezett pedig t-eloszlast fognak kovetni.



Mintaatlagok eloszlasa

Mintanagysdg

Eloszlas

Nagyminta
(n>=100)

Megkozelitéleg normalis eloszlas (Centralis hatareloszlas tétel
alapjan), tehat k értékét
- ha ismerjilk az alapsokasdg szérdsit normdlis eloszlds
alapjan

- ha nem ismerjiik az alapsokasdg szordsat t-eloszlds alapjan
szamitjuk ki.

30<=n<100 -

Ha nincs erds baloldali aszimmetria (mutatok értéke <1),
akkor megkozelitéleg normalis eloszlas, tehat k értékét ha
ismerjiik az alapsokasdg szérdsat normélis eloszlds alapjan

- ha nem ismerjiik az alapsokasdg szordsit t-eloszlds alapjan
szamitjuk ki.

30<n

Megegyezik a vizsgélt véltozé eloszldsaval.
eloszlasnak megfeleléen szamitjuk ki.

e Ardnyok esetében amennyiben a vizsgalt tulajdonsdgi elemekbdl és a
komplementerbdl is van legaldbb 10-10 elem, akkor a k értékét binomiélis
eloszlas helyett normélis eloszldssal hatdrozhatjuk meg.

A k értékét meghatarozasahoz a megfeleld eloszlas eloszlasfliiggvényének tablazatat
szoktuk haszndlni. Ugyanakkor tarsadalomtudomanyi elemzések sordn, altalaban 95
szdzalékos valosziniséget alkalmazunk, de eléfordul 90%, 99% is. Minél nagyobb a
valosziniliség a hibahatar annal nagyobb lesz. Normdlis eloszlds alkalmazhatésiga
esetében a valdszinliség ismeretében k értéke egy konkrét szdm lesz a mintanagysagatol
fiiggetleniil. Ezzel szemben t-eloszlds esetében k-értéke nem csak a valdszinliségtol,
hanem a mintanagysagatol is fligg, igy ennek értéke kiilonb6z6 mintanagysagok esetében

kiilonbozd, ezt szamitdgép segitségével fogjuk kiszamitani.

Hibahatar kiszamitasa

alapsokasag szoOrdsa ismert

. valésziniiség
Minta 90% 95% 99%
sokasdgi 4tlag becslése, ha az A=1.6500, A =1.96e0, A =2.58e0,

sokasdgi 4tlag becslése, ha az
alapsokasag szordsa nem ismert

A =tpo5(n-1)esg

A =tp975(n-1)esy

A =tp,995(n-1)esy

sokasdgi ardny becslése

A=1,65es,

A =196es,

A =2,58es,

Példa

Valamely azonnal oldodé kavékivonatot automata tolti az iivegekbe. E16z6 adat-felvételekbdl
ismeretes, hogy a gép altal toltott tomeg j6 megkozelitéssel normalis eloszlast valoszinliségi
véltozonak tekinthetd, 1 g szordssal. A gép pontossdgénak ellendrzésére vett 22 elemil

mintdban (FAE-minta) az tivegekben 1évo kavé granulatum tomege (gramm):
55, 54, 54, 56, 57, 56, 55, 57, 54, 56, 55, 54, 57, 54, 56, 50,54,56,54,56,50,60.

k értékét az




95 szazalékos valosziniiség mellett adja meg a hibahatart
A) a varhato atlagos toltétomeg becslésekor,
B) az 55 grammnal nehezebb livegek aranyanak becslésekor!

Megoldas:

Mivel kismintdnk van, és a valtozé normadlis eloszldsd, a varhaté atlagos tolt6tomeg
becslésekor A =1,96e0; =1,9600,21=0,41 gramm

az 55 grammnal nehezebb iivegek aranyanak becslésekor, mivel van legalabb tiz 55 grammnal
nehezebb ¢és legaldbb tiz nem nehezebb iiveg is, igy A =1,96¢0,106=0,208=20,8
széazalékpont.

Sokasagi atlag és arany intervallumbecslése

Az intervallumbecslés eredménye egy olyan tartomdny, mely adott valdsziniiséggel
tartalmazza a becsiilni kivant sokasagi jellemzot. Példaul az alapsokasdg &tlaganak
becslésekor a 95 szdzalékos konfidenciaintervallum azt jelenti, hogy az Osszes lehetséges —
adott elemszamu — mintét véve, atlagosan az esetek 95 szdzalékdban a sokasagi atlag bele esik
a konfidenciaintervallumba.

Mivel a hibahatar megadja azt, hogy adott valdsziniiség és mintanagysdg mellett mekkora a
maximadlis eltérés a sokasdgi jellemzd és a mintajellemzd, igy a konfidenciaintervallum
szerkezete az alabbi: (pontbecslés — hibahatdr; pontbecslés + hibahatdr)

Példa
Valamely azonnal oldodé kavékivonatot automata tolti az tivegekbe. E16z0 adat-felvételekbdl
ismeretes, hogy a gép altal toltott tomeg jO megkozelitéssel normadlis eloszlasu valosziniiségi
valtozonak tekinthetd, 1 g szérdssal. A gép pontossaganak ellenérzésére vett 20 elemi

mintdban (FAE-minta) az livegekben 1¢év6 kévé granulatum tomege (gramm):
55, 54, 54, 56, 57, 56, 55, 57, 54, 56, 55, 54, 57, 54, 56, 50,54,56,54,56,50,60.

95 szazalékos valdszinliség mellett becsiilje meg
a) avarhat6 atlagos toltétomeget,
b) az 55 grammnal nehezebb livegek aranyaT

Megoldas

(pontbecslés — hibahatdr; pontbecslés + hibahatdr)

sokasagi atlag esetében: (55 — 0,41; 55 + 0,41)=(54,59;55,41). Tehat 95 szdzalékos
megbizhatdsaggal a t6lt6tomegek atlaga (a sokasagban) 54,59 g és 55,41 gramm koz¢€ esik.

sokasagi arany esetében: (0,455 — 0,208; 0,455 + 0,208)=(0,247;0,663). Tehat 95 szazalékos
megbizhatdsdggal az 55 grammnal nehezebb livegek aranya 24,7% ¢€s 66,3% kozé esik.

Mintaelemszamanak meghatarozasa

A valdsagban sokasagi jellemzok becslésekor sokszor elére adott, hogy milyen maximalis

becslési hibaval, azaz milyen hibahatérral szeretnénk dolgozni. A hibahatar és a standard hiba

kozti Osszefiiggések segitségével egy becslést nyerhetink a minimalis mintanagysagra.
1,96:0 2
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Példaul sokasagi atlag 95 szazalékos valoszinliség melletti becslésekor: n = (
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Onellenorzo kérdések

Mi a kiilonbség induktiv statisztika és leir6 statisztika kozott?

Milyen becslési eljardsokat ismer?

Mi a pontbecslés lényege? alapsokasidg datlagit, szordsat mivel lehet a mintdbol
torzitatlanul becsiilni?

Mit fejez ki a becslés standard hibdja?

Mit fejez ki a hibahatar?

Mi az intervallumbecslés 1ényege?

Egy véros a hdztartdsok vizfogyasztdsdnak atlagit szeretné megbecsiilni 300 kivélasztott
haztartds adatai alapjan. Ekkor mi lesz a pontbecslés eredménye?

Becslést szeretnénk adni egy adott partot preferalok aranyardl 1000 f6s minta alapjan. Mi
lehet ekkor a sokasdgi ardny torzitatlan pontbecslése?
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