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5. lecke: Aszimmetria, koncentracio

Koncentracio

1. Koncentracio vizsgalata

Koncentracié alatt azt értjik, hogy egy valtozd esetében az értékdsszeg nem
egyenletesen oszlik meg az egységek (megfigyelések) kozott, hanem ez néhany egyedre
Osszpontosul. Abban az estben, ha kevés a megfigyelési elemszdmunk, akkor az értékosszeg a
megfigyelés elemszamabol adddoan csak kevés egyedre Osszpontosulhat. Ezt nevezziik
abszolut Kkoncentraciénak. Abban az esetben, ha nagy megfigyelési elemszammal
dolgozunk, és ekkor jut az értékdsszeg nagy hanyada néhény egyedre, akkor relativ
koncentraciordl beszéliink. A koncentracid a szorodas egyfajta megnyilvanulasa.

A koncentraci6 jellemzésére, szemléltetésére szamos eljaras ismert, ezek koziil csak
né¢hanyat emlitenék meg: kvantiliseloszlas, Lorenz-gorbe, Gini egyiitthatdo (Gini-féle
koncentracios index), Herfindahl-index.

A Lorenz-gorbe arra épiil, hogy ha nincs koncentracio, akkor g’'i=Z"i. Ha egy
vonaldiagramon abrazoljuk a (0;0) pontot, valamint a felfelé kumulalt relativ értékosszegeket
a felfelé kumuldlt relativ gyakorisagok fiiggvényében, akkor megkapjuk a Lorenz-gorbe
pontjait. Tehat a gorbe pontjail: (0;0);(2’;2°i);(1;1). Ha ezt az abrit egy egységnégyzetben
képzeljiik el, akkor a koncentracid6 nem léte azt jelenti, hogy a Lorenz-gorbe egybe esik a
négyzet atlojaval. Minél nagyobb a koncentracié mértéke, a Lorenz-gdérbe anndl jobban
eltavolodik a négyzet atlojatdl. Mivel a mennyiségi sorok ismérvértek szerint novekvo
sorrendben hasznalandoak, igy a gérbe mindig a négyzet atloja alatt marad. A Lorenz-gorbe
¢€s a négyzet atloja kozotti teriiletet koncentracios teriiletnek nevezziik.

Lorenz-gérbe

- A Lorenz-gérbe nevezetes
pontja az atlagpont, amelynek
vizszintes koordinatdja az atlagnal
kisebb egységek sokasdgon beliili

» aranyat, fliggdleges koordinataja pedig

az atlagnal kisebb egységekhez tartozo

értékosszeg hanyadat adja meg. Az

atlagpont a Lorenz-gorbének az a

pontja, amelyben egy, a négyzet

atlojaval parhuzamos egyenes érinti a

gorbét.

A koncentréacio fokat mérhetjiik

a koncentracios teriilet és az atlo alatti

teriilet hanyadosaval:

koncentracias
teriilet

Lorenz-girhe

(0;0)
g.

! Természetesen dolgozhatunk sz4zalékos forméban is, ekkor az utolsé pont: (100%, 100%).
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A koncentracié fokat egyszeriibben szamszertsithetjiik a Gini-egyiitthaté (Gini-féle
koncentracios index) segitségével is, melynek értéke megegyezik a koncentracios teriilet és
az atlo alatti teriilet hanyadosaval.

G
2%

L=

A mérdszam értéke 0 és 1 kozotti. Minél nagyobb a koncentracié foka, annal nagyobb a
mutatd értéke. A képlet szamlalgjdban a szorddas mérdszamainal megismert atlagos abszolut
kiilonbség szerepel.

A Herfindahl-index értékét az

HI = izf
i=1

Osszefiiggés alapjan szamithatjuk ki. Ha nincs koncentracid, akkor minden egyednek
ugyanakkora a részesedése a teljes értékosszegbdl, ekkor a Herfindahl-index értéke 1/N. A
mérészam értéke? 1/N és 1 kozotti. Minél nagyobb a koncentracio foka, annal nagyobb a
mutatd értéke. Ezt a mutatot haszndljak (példaul OECD, FED) annak eldontésére, hogy egy
adott iparag, szektor koncentralt vagy sem. A mutatd ezen alakja miatt sokan azt mondjak,
hogy a Herfindahl-index elsésorban az abszolut koncentraciot méri. Azonban a vizsgalt
valtozo relativ szorasanak segitségével is kiszamithatjuk a Herfindahl-index értékét

N 2
HI =zZi2 _Vv +1’
— N

emiatt tartjak sokan alkalmasnak a relativ koncentracié mérésére.
Mivel a Herfindahl-index értéke 1/N és 1 kozé esik, igy kiilonboz6 adathalmazok
Osszehasonlitasa végett normalizalni szoktak. A normalizalt Herfindahl-indexet a

HI -
HI = —N
1—-—

N

Osszefliggéssel szamithatjuk ki. Minél nagyobb a mutato6 értéke, annal nagyobb a koncentraciod
mértéke. Bizonyos teriileteken 0,18 feletti értéket erds, 0,1 alatti értéket gyenge
koncentracionak tekintenek.

A kvantilisek alapjan lehetdségiink van ugynevezett kvantiliseloszlas készitésére. Ez a
technika egy olyan osztalykozos gyakorisagi sor elkészitését jelenti, melyben mindenegyes

2 A mérdszamot szoktak a relativ értékosszegek szazalékos alakjabol is szamitani, bar ez statisztikailag nem
teljesen szabalyos. Ekkor a mérészam maximalis értéke 10000= (100%)*(100%).
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osztalyban ugyanannyi elem van, azaz minden osztaly relativ gyakorisaga 1/k. Ennek
altalanos szerkezete az alabbi.

Kvantiliseloszlas

. Gyakorisag Relat} V,

Osztalykoz ; gyakorisag
1 gl
Xmin — X1/k N/k 1/k
X1k — X2/k N/K 1/k
Xolk — X3/k N/k 1/k
X1k = Xmax N/K 1/k
Osszesen N 1,00

Specidlisan példaul a kvartiliseloszlas szerkezete az alabbi.

Kvartiliseloszlas
. Gyakorisag Relat} V,
Osztalykoz ; gyakorisag
' o
Xmin — Q1 N/4 Vi
Qi — Q@ N/4 v,
Q — Qs N/4 v,
Q3 —  Xmax N/4 Va
Osszesen N 1,00

A kvantiliseloszlasok egy tipikus alkalmazasa a jovedelemstatisztikaban fordul eld,
amikor is a jovedelmek alapjan a népességet tizedekre osztjak (deciliseloszlés), és ezen
tizedek jellemzdit kiilon-kiilon is megvizsgaljak. Példaul, a szegénység mérésének egy
mutatdja az elsd és a tizedik decilis atlagjovedelmeinek hanyadosa.

A koncentraci6 mérészamai egy érdekes tulajdonsaggal rendelkeznek. Ha
mindenegyes ismérvértéket ugyanazzal a nullatol kiillonboz6 A szammal megszorzunk, akkor
mérdszamainak értékei nem valtoznak.

2. Mintafeladatok

1. feladat
Ismertek egy telepiilés lakoira vonatkozo6 adatok.

A csaladok megoszlasa gyermekszam szerint

Gyerekszam Csaladok szama
(f0) (csalad)
0 890
1 950
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2 650
3 140
4 40
5 15
6 1
Osszesen 2 686

Forras: fiktiv

Készitsen Lorenz-gorbét! Adja meg a gorbe dtlagpontjanak jelentését! Szamitsa ki és
értelmezze a Gini egyiitthatot! (G=1,06)

Lorenz-gorbe készitéséhez sziikségiink van a felfelé kumulalt relativ gyakorisdgokra és a
felfelé kumulalt relativ értékosszegekre.

Xi fi | a(%) | ¢'(%) Si Zi(%) | Z'i(%)
0 890 33,13 33,13 0,00 0,00 0,00
1 950 35,37 68,50 950,00 32,63 32,63
2 650 24,20 92,70 | 1300,00 | 44,66 77,29
3 140 521 97,91 420,00 14,43 91,72
4
5
6

40 1,49 99,40 | 160,00 5,50 97,22

15 0,56 99,96 75,00 2,58 99,80
1 0,04 100,00 6,00 0,22 | 100,00

Osszesen | 2686 | 100,00 - 2911 100,00 -

Ez alapjan felrajzolhatjuk a Lorenz-gorbét.
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Lorenz-gorbe

100 -
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40 1
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20
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A koncentracié jellemzésére vagy a Gini egyiitthatot hasznalva kapjuk:

L= L% 480
2X 21,0838

A mutatok alapjan megallapithatjuk, hogy a sokasag koncentraltsaga kozepes.
2. feladat

Két megyében kiilon-kiilon ismert egy szolgaltatds tekintetében négy vallalat piaci
részesedése. Mennyire koncentralt a szolgaltatas piaca?

Vallalat Piaci részesedés (%)
A megye B megye

1 30 70

2 20 5

3 22 15

4 28 10

Mivel gyakorlatilag a relativ értékosszegek adottak, igy alkalmazzuk a Herfindahl-indexet,
illetve a normailizalt Herfindahl-indexet.

N
HI, =372 =03 +0,2% + 0,227 + 0,287 = 0,2568
i=1
02568~
HI,=——%-0009
1
1-=
4
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N
= ZZiZ =0,7* +0,05%* +0,15° +0,1* = 0,525

0,525—1

*

HI; :—14=0,37
1—-=
4

Ez alapjan megallapithat6, hogy A megyében a szolgaltatds piaca nem koncentralt, mig B
megyében igen.

3. Ellenorzo kérdesek

Mi a koncentraci6?

Mi a relativ koncentracio?

Mi az abszolut koncentraci¢?

Hogyan lehet a koncentraciot vizsgalni?

Hogyan lehet a Lorenz-gorbét elkésziteni? Mire hasznalhat6 a gorbe?
Igaz-e, hogy a koncentracid nagysaga a Lorenz-gorbe alatti teriilettel jellemezhetd?
Mi a koncentracios teriilet?

Mi a Lorenz-gérbe atlagpontja?

Mit fejez ki a Gini egyiitthat6?

10 Mi a Herfindahl-index? Mire hasznalhat6?

11. Mi a normalt Herfindahl-index?

12. Milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek a koncentracié taglalt mérdszamai?

CoNoR~ LN E

Aszimmetria
1. Az aszimmetria vizsgalata

Miutan a mennyiségi valtozonkbol kiszamitottuk a kozeépértékeket és a szorodast,
tudjuk, hogy mennyi a valtozo atlagos értéke, illetve, hogy az egyes ismérvértékek atlagosan
mennyire térnek el az atlagostol, azonban arr6l még nincs informdacionk, hogy az értékek
tobbsége atlag alatti vagy feletti, vagy esetleg az ismérvértékek szimmetrikusan helyezkednek
el az atlag kortl. Példaul az emberek tobbségének a havi bruttd keresete a havi bruttd
atlagkereset alatti vagy feletti? Ezt a kérdéskort vizsgaljak az aszimmetria (angolul
skewness) mérészamai.

Ha egy eloszlasnak t6bb modusza van, akkor azt tobbméduszi eloszlasnak nevezziik.
Példaul a kétmoduszu eloszlasok tipikus grafikus képe egy M, U vagy W betlire emlékeztet. A
tovabbiakban az egymoduszu eloszlasokkal foglalkozunk.

Ha az eloszlas szimmetrikus, akkor a moédusz, a median és a szdmtani atlag értéke
azonos. A szimmetrikus eloszlas tipikus abraja az alabbi.
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Szimmetrikus eloszlasu valtozo

=hle=Mn

Ha az eloszlas aszimmetrikus, akkor a modusz, a medidn €s a szamtani atlag értéke
nem azonos. Ekkor két esetet kiillonboztethetiink meg: a mdodusz és a median is kisebb az
atlagnal, vagy mindkettd nagyobb®. Ha a médusz és a median is kisebb az atlagnal, az azt
jelenti, hogy az ismérvértékek tobbsége kisebb az atlagnal. Ezt az esetet baloldali
aszimmetrianak nevezzilkk. Ha a modusz és a median is nagyobb az atlagnal, az azt
jelenti, hogy az ismérvértékek tobbsége nagyobb az atlagnal. Ezt az esetet jobboldali
aszimmetrianak nevezziik. A bal és jobboldali aszimmetria elnevezés a szakirodalomban
nem egységes, van, aki forditva nevezi el a két tipust, attol fliggden, hogy a modusz vagy
pedig az eloszlas hosszan elnyild részére jellemz6 elmozdulasi iranyt kivanjak jellemezni. A
lényeg nem az elnevezésen van, hanem azon, hogy el tudjuk donteni azt, hogy az
ismérveértékek tobbsége atlag alatti vagy feletti.

Aszimmetrikus eloszlasa valtozo

i~

Ilo=Iie=x F=hle=Ivla

Az aszimmetria megallapitdsdhoz vagy grafikus abrat készitliink, vagy valamilyen
mérdszamot alkalmazunk. A grafikus abrak esetében csak akkor vonhatunk le megfeleld
kovetkeztetést, ha az dbran a médusz, median és szdmtani atlag értéke is jeldlve van.

% Empirikus tapasztalatok azt mutatjik, hogy nagy elemszdmi megfigyelések sordn, aszimmetria esetében
Mo < Me < X, vagy Mo > Me > X.
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Az aszimmetria mérészamainak® kozos jellemzdje, hogy negativ értékiik arra utal, hogy az
ismérvértékek tobbsége magasabb az atlagosnal, mig pozitiv értékiik azt jelzi, hogy az
ismérvértékek tobbsége alacsonyabb az atlagosnal.

Az aszimmetria egy mérészama a median ¢és szamtani atlag kozotti relaciora épiil:

P:B-X_Me.
O

Az aszimmetria egy masik mérészama a kvartilisekre épit. Ugyanis, ha egy eloszlas
szimmetrikus, akkor a median (masodik kvartilis) egyenld tavolsagra helyezkedik el az elsé és
a harmadik kvartilistgl (Q, — Me)=(Me —Q, ). Ezekre a kiilsnbségekre épitve felirhato az

képlet. Az F mutato értéke -1 és +1 kozé esik. Minél messzebb van a mutato értéke a nullatol,
annal erésebb az aszimmetria mértéke.

A kvartilisek alapjan elkészithet6 az tgynevezett boxplot. Ez egy olyan grafikus abrat
jelent, melyen a legkisebb ¢€s a legnagyobb ismérvérték egy-egy talppal, mig a kvartilisek egy-
egy dobozfallal vannak jeldlve. Az é&bra alapjan sejtéseket fogalmazhatunk meg az
aszimmetriara vonatkozdan abbdl, hogy a median a doboz mely végéhez (Q1 vagy Qz) van
kozelebb, ugyanis ezek a tavolsdgok szerepelnek az F mutatoban. Ha a median a doboz Q1
végéhez van kozelebb, akkor az ismérvértékek tobbsége kisebb az atlagosnal.

Boxplot

Xmin Qt Me Q3 Xmax

|7 4|

| L) 1 ] | 1 L) ]
Xi

Az aszimmetria és a csUcsossdg mérdszamai egy ¢érdekes tulajdonsaggal
rendelkeznek. Ha mindenegyes ismérvértéket ugyanazzal az A szammal noveliink vagy egy
nullatol kiillonb6zé A szammal megszorzunk, az aszimmetria mérészamainak értékei nem
valtoznak.

4 A szamitogépes szoftverek egy mas tipusii mérészamot alkalmaznak a targyaltakhoz képest. Ennek alapja az

N
>
— i=1

N.o?

a, mérdszam.
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2. Mintafeladat

Jellemezze egy vizsgalt sokasag eloszlasat az alabbi adatok ismeretében!

D, =3,22
D, =156
Q, =6,62
Q,=10,2
Q,=74

Vizsgaljuk meg a sokasag eloszlasanak aszimmetriajat!

«%—A@}{Me—@)_0D2—7A}{Z4—6£D_056

F= = =
(Q,—Me)+(Me-Q,) (10,2-7,4)+(7,4—6,62)

Ezek szerint a sokasag eloszlasa — az azonos szorasi normalis eloszlas gyakorisagi gorbéjéhez
képest —baloldali aszimmetriat mutat, azaz az értékek tobbsége atlag alatti.

3. Ellenorzo kérdések

1.

N

N o ookow

Mire ad vélaszt az aszimmetria vizsgalata?

Grafikus abrazolas alapjan milyen sejtéseket lehet megfogalmazni egy egymdduszi
sokasag aszimmetridjara vonatkozoan?

Hogyan értelmezhetdek az aszimmetria mérdszamai?

Hogyan értelmezné a P=0,6 értéket?

Hogyan értelmezné a F=-0,1 értéket?

Hogyan értelmezné az a;=0,1 értéket?

Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek az aszimmetria mérdszamai?
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Kiegészité olvasnivalo (nem képezi részét a szamonkérésnek!)

1. A csucsossag vizsgalata

Az aszimmetria mellett vizsgalhatjuk az eloszlasok csuicsossagat, illetve lapultsagat.
Ennek esetei az alabbi abran lathatoak.

Eloszlasok csiicsossaga

cSUCSos -

normalis

lapult

Forras: http://grants.hhp.coe.uh.edu/doconnor/PEP6305/KurtosisPict.jpg

A cslcsossagot, az aszimmetriahoz hasonléan mindig valamihez viszonyitva adhatjuk
meg. A viszonyitas alapja mindig az azonos szorasu normalis eloszlas gyakorisagi gorbéje. A
csucsossag egyik mérdszdma a K-mutatd, mely arra €piil, hogy cstcsos eloszlasok esetében az
interkvartilis terjedelem az interdecilis terjedelemhez képest kisebb a lapultabb eloszlasokhoz
viszonyitva.

K = Qs_Ql

2(D9 - Dl)

A normalis eloszlas esetében a mutatd értéke 0,263. Az azonos szorasu normalis
eloszlashoz képest lapultabb eloszldsok esetén K>0,263, csucsosabb eloszlasok esetében
K<0,263.

A csucsossag egy masik lehetséges mérdszdma a szoftverekben is eléfordulo

Az azonos szérasu normalis eloszlashoz képest lapultabb eloszlasok esetén a mutato
értéke negativ, csiicsosabb eloszlasok esetében a mutatd értéke pozitiv.

Az aszimmetria €s csucsossag jellemzdinek egyiittes figyelembevételével érdekes
kovetkeztetéseket vonhatunk le. Példaul egy szimmetrikus, csucsos eloszlas azt jelenti, hogy

10
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az atlaghoz kozeli értékek fordulnak elé nagy valosziniiséggel, azaz az atlag koriil tomdriilnek
az ismérvértékek. Egy szimmetrikus, lapult eloszlas azt jelenti, hogy az ismérvértékek kozel
egyenletesen helyezkednek el az atlag koriil.

A cstcsossag mérdszamai —az aszimmetridhoz hasonloan- egy érdekes tulajdonsaggal
rendelkeznek. Ha mindenegyes ismérvértéket ugyanazzal az A szammal noveliink vagy egy
nullatol kiilonb6zé A szdmmal megszorzunk, a cslicsossdg mérdszamainak értékei nem
valtoznak.
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