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Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogéepes
alkalmazasokkal

1. Bevezetés

A parcialis differencidlegyenletek a természettudomanyok altal vizsgalt folyamatok matematikai leirasaban az
egyik legalapvet6bb modellt jelentik. Néhany specialis esettdl eltekintve ezek explicit képlettel valo megoldasa
nem lehetséges, ezért kozelitd, vagyis numerikus modszert kell alkalmaznunk. Ebben a jegyzetben attekintiink
néhany gyakran hasznalatos ilyen eljarast.

Jegyzetiinket elsésorban az ELTE, SZTE, DE, PTE és BME matematikus és alkalmazott matematikus
mesterszakos hallgatoi szamara irtuk, akik tantervének része ez a témakor.

Erdemesnek latjuk konkretizalni a jegyzet megjelentetésének céljat annak tiikrében, hogy a témakorhoz
kapcsolddodan természetesen létezik elérheté mas magyar nyelvli anyag, elsdsorban az igen tag teriiletet atdleld,
kézikonyvként is hasznalatos [23] szakkonyv. F6 torekvéseink a kovetkezok voltak:

» Célzottan a mesterképzés anyagat 6sszefoglalni, hogy a felkésziiléshez kozvetleniil hasznalhassak a hallgatok.
A jegyzet felépitése megegyezik az ELTE alkalmazott matematikus mesterszakan a két ide tartozo targy
tematikajaval.

* Az ¢érthetoség kedvéért tobb helyen részletesebben targyalni egy-egy konkrétabb esetet és rovidebben
foglalkozni az altalanosabb helyzetekkel, ezt azonban oly modon, hogy a hallgatok megismerkedhessenek a
mélyebb elméleti megalapozassal is.

» Az elektronikus megjelenéshez kapcsolodoan animaciokkal is szemléltetni egyes modszerek viselkedését.

A vizsgalt feladattipusok els6sorban linearis parcialis differencialegyenletek, roviden érintjiikk csak nemlinearis
egyenletek néhany esetét. A jegyzet elliptikus részét Karatson Janos, id6fliggd részét I1zsak Ferenc irta (ELTE,
Matematikai Intézet), az abrakat és a szamitogépes alkalmazasokat pedig Horvath Rébert (BME, Matematikai
Intézet) készitette. Az elliptikus részben a végeselem-moédszer, az id6fiiggd részben pedig a véges differenciak
modszere kap nagyobb hangsulyt.

2. 1 Linearis elliptikus feladatok hattere

2.1. 1.1 Elliptikus feladatok eredete

Linearis elliptikus feladatok szamos fizikai jelenség matematikai leirasaban megjelennek alapvetd modellként.
Roviden felvdzolunk néhany alapvetd Osszefliggést, amely gyakran ilyen tipusi  parcidlis
differencialegyenletekre (PDE-kre) vezet.

Tekintsiink eldszor egy olyan funkcionalt, amely energia tipusu mennyiséget ir le:

Elh) = [ (1} m|Vh|* 4 rr.-.rl.-h) .
Jo =




Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

ahol h egy 2 C R korlatos tartomanyon értelmezett, a peremen elére ismert értékkel rendelkezd fiiggvény
lehet. f(llyen fliggvény leirhat homérsékletet, elmozdulasi vagy magneses potencialt stb.) Tegyiik fel el6szor,
hogy sima fiiggvények korében mozoghat: ekkor tehat

hec ), hun:

]

ahol ¥ € C(O8) adott fiiggvény, és -9 € CEY) s adott, pozitiv fliggvények vagy specidlisan konstansok.

Vezessiik be az | = 19 jelslést:

Eh) = / (Ij—jnﬂrhﬁ — f.l'.l).
Ja\ 2

Az ilyen modellekben a fizikai allapotot az a i irja le, amelyen az E(h) energiafunkcional értéke minimalis.

-

Ez azt jelenti, hogy ha h e CY Q) masik olyan fiiggvény, melyre oo = ¢ aikor E(h) < E(h), Ekkor h

és i eltérése a peremen 0, tehat a i fiiggvényt homogén peremfeltételii perturbacioival Kell
Osszehasonlitanunk. Legyen

veCYQ), van=0

tetsz6leges, és t € & | Ekkor

0< E(h+tv)— E(h) = f(émli |Vh 4+ tVu|* = |"'T-.h|"'_] = flh+ tv) 4 _,I"fJ)

£2 o
— #.[?{;JJFIJ-Tr'—ff'} ¢ E,/;‘_,}”'Trl_.

Utobbi (rogzitett v esetén) ¢ -nek masodfoku fiiggvénye, amely csak akkor lehet nemnegativ barmely  -re, ha
annak egyiitthatdja 0. Igy azt kaptuk, hogy az energiat minimalizalé h fiiggvényre

/m Vh-Ve= /-_f'f' (Vv e CHQ), yon =0). (1)
J1 41

mVh e CYQ)

Ha itt 7 és v elég sima, azaz
alapjan h teljesiti a

, €s a perem is szakaszonként sima, akkor a Green-formula

(2)

{—:Hv[m'\?h} T

Moo = ¢

peremérték-feladat ot. (Ha it vagy 7 nem elég sima, akkor az integrilegyenldség lényegében ennek gyenge
megoldasat jelentil, ezt pontosabban a kovetkezd szakaszban idézziik fel.) Specialisan, konstans i = 0 és

Fa— f L . .
= F/m eseténeza Poisson-egyenlet:

~Ah = f,
han = =
Olyan fizikai torvényszertségek is elliptikus egyenletre vezethetnek, amelyeket nem energidval fogalmaztak

meg. Gyakran modellezhetOk egyes mennyiségek (pl. aramlasok vagy eréterek) valamely

W e CY{R", R")

2
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vektormezével. Ha az | € CIR") szamertéki fiiggvény slriiség tipust mennyiséget ir le, akkor a megfeleld
megmaradasi torvény alakja

divW = f. (3)

Ekkor a GaussOsztrogradszkij-tétel szerint tetszéleges sima peremii 2 C E" korlatos tartomanyon

[ W.p= 1.
of FE o I

ahol a bal oldal a " mez6 fluxusat, a jobb oldal az 1 stirliségnek megfeleld D -re es6 6sszmennyiséget

(tomeg, toltés stb.) irja le. Az f= 0 esetben -ﬁw Wev= ”, azaz a ki- és belépé fluxus kiegyenliti egymast:

ez a modellnek megfelelden jelenthet Gsszenyomhatatlansagot, forrdsmentességet stb., és a divW = ()
egyenlethez vezet.

A W mezbre vonatkozé masik alapvetd oOsszefliggés a Fick-torvény, amely szerint a mezd aranyos egy
alkalmas skalarmennyiség (Gn. skalarpotencial) valtozasaval. (Pl. az anyagaramlés a s{irliségkiilonbséggel, a
héaram a hdémérséklet valtozasaval stb.) Ilyenkor a W mezd a skalarpotencidl valtozasa altal létrehozott
diffuziot jelenti. Ezt a torvényt a

W=—-kVu (4)

egyenléség irja le, ahol a & >0 fiiggvény vagy éllandd az ardnyossagi tényezd és % € CH{R")
skalarpotencidl. Ha k allando, akkor W potencialos mezé, azaz rot W = 0.

A (3) és a (4) egyenloségek is végiil a
—divikVu) = f
elliptikus egyenletre vezetnek.

A fenti VW = ¢ W = —kVu helyett néha mas kiindulasi egyenléségbé! kapjuk ugyanazt az elliptikus
egyenletet. Példaul a Maxwell-egyenletek specialis stacionarius esete a sikbeli

rot H = p
div B =10

rendszer, ahol ff a magneses mez6 és I3 a magneses indukcid, valamint a kettd egymassal egyenesen aranyos,
azaz van olyan # >0 hogy

H=FLEB. (D)
Ekkor a masodik egyenletben divB =, B, + 3By = 0 4tirhate —hBz = 01 By alakba, igy a
W= (W, W) := (-, By)

mezére rot W = 0, azaz W = —Vu alkalmas u potencial mellett, vagyis (4) teljesiil. Emellett (5)-bol

tot H = ébHy — ihHa =k (ibB) — ihBa) = k (Wo + WW,) = £ div WV = —div(k Vu),
vagyis a ot f = p egyenletbsl

—divikVu) = p
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A fenti példak linearis és csak forészbdl allo masodrendii egyenletre vezettek. Nemlinearis elliptikus egyenletek
adodhatnak a fenti modellek altalanosabb eseteibdl (ilyen feladatokra a 7.1. szakaszban tériink ki, ahol pl. latni
fogjuk (5) egy nemlineéris megfeleldjét), nemlinearis kémiai vagy bioldgiai reakciokbol, melyek nulladrendi
(azaz derivaltat nem tartalmazo) tagokkal irhatok le, stb. (1asd pl. a [12] kdnyv példait). Egyéb linearis esetek
szarmazhatnak pl. a nemlinearis modellek linearizaltjabol, ill. elsérendli tagokat kapunk konvekcio tipusu
jelenségek modellezésébdl, ilyen egyenletekkel a 3.7. fejezetben foglalkozunk, akarcsak a negyedrendii esettel.
Nemlinedris negyedrendli egyenletekre, ill. elliptikus rendszerekre e jegyzet nem tér ki, errdl is pl. a [12]
konyvben olvashatunk.

2.2. 1.2 Megoldhatésag

2.2.1.1.2.1 Szoboljev-terek

A tovabbiakban gyakran hasznalunk majd Szoboljev-tereket, elsdsorban a végeselem-modszer esetén
tamaszkodunk a gyenge megoldas fogalmara €s Szoboljev-térbeli becslésekre. A Szoboljev-terek fogalmarol és
tulajdonsagairdl a [22] konyvben olvashatunk részletesen. Itt csak az alkalmazott jeldléseket és felhasznalt
allitasokat foglaljuk ossze.

1.1. Definici6. Legyen ¢! € R" Korlatos tartomany. Azt mondjuk, hogy £2 pereme szakaszonként sima, ha €2
elé4ll véges sok folytonosan differencialhato feliilet egyesitéseként és az egész {2 Lipschitz-folytonos.

A tovabbiakban végig feltessziik, hogy (! korlatos tartominy szakaszonként sima peremmel. Azokat a
Szoboljev-tereket hasznaljuk majd, amelyek Hilbert-terek is, és ezeket valosnak értelmezzitk: ha & € N akkor

H*¥(Q) := {u € L*(Q) : 8"ue L*(Q) (V]a| < k)},

£ r r r . r . . . 4 o r J‘ r r r . r
ahol @*u altalanositott derivaltakat jelent disztriblicio-értelemben. A HE($2) ter skalarszorzata és az indukalt
norma

:::"’-":"a'i"'-'s.': :=f X[;‘f'“][l‘f';-]‘ |u .,_:;1.”-_=/. Xlirlf'i'.':lz.
L1 ) L1 P

Ha nem félreérthetd, hogy nem tiintetjiik fel az {2 tartomanyt, akkor az

[lulle == ||| reqery

jelolést irjuk. Gyakran hasznaljuk a csak legmagasabbrendii derivaltakat tartalmazo6 félnormat:
|uf3 a0 = [ 3" (o)’
T a)=k

ill. €2 feltiintetése nélkiil
|”|.k V= |“|H1-_5.-'--
A 6 specialis eset & = 1, ekkor
HY () - {ue L:({!] s Bue LHO)(Yi=1..... nt.

ahol Jitt gltalanositott derivaltakat jelent disztribucio-értelemben. Itt is, ha nem félreérthetd, hogy nem
tiintetjiik fel az ¢ tartomanyt, akkor

lul|1 = ||”||H'-5.H-
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A HY Q) tr fontos altere a megfeleld homogén peremfeltételt teljesitd fiiggvényekbdl allo
Hy(Q) :={u e H'(Q): wan = 0}
tér, ahol “I#2 nyom-értelemben tekintendd. Ennek szokasos skalarszorzata és az indukalt norma megegyezik a

csak elsérendii derivaltakat tartalmazo kifejezéssel, amely a norma esetén éppen a H' -félnorma, igy ott
megtartjuk a korabbi jelolést:

(U, 0} g1y 1= /ZH},HJH},FJ. |u|f{-.__._;_5 = [ZI[E]',H]IE.
i L L

A peremfeltétel miatt a HG(£2) téren ez mar norma. Most €2 feltiintetése nélkiil az
(w, vhro = (u,v) g2 (o). leely s= |u| gy

jeloléseket hasznaljuk. A H'(2) ter tovabbi fontos altere egyrészt a
HL(Q) :={ue H'(Q): wr, =0} (6)

tér, ahol a l'n C J2 gn, Dirichlet-perem a perem pozitiv mértékii és un. szakaszonként sima részfeliilete
(utobbin azt értjiik, hogy relative azaz a peremre nézve nyilt halmaz szakaszonként sima hatarral) és U0
nyom-értelemben tekintendd, valamint a konstansfiiggvények merdleges kiegészitdje, azaz a nulla atlagu
fiiggvényekbdl allo

HY Q) := {ue HY(Q) : /“.—:}} (7)

S0

) )

k
tér. Végiil, a k = () esetben a H(8) 4 megfelel az L2(¢ térnek, ezért szokasos az

llullo := llull L2
jelolés, ill. ha kell, a tartomanyt gyakran az

lullog == ||l L2 (e
modon tiintetjiik fel.

A Szoboljev-terek egyik alapvet6 becslése a PoincaréFriedrichs-egyenl6tlenség: van olyan Ca > 0 konstans,
hogy

||'.I'! 0 “:_: f'5;|41|1 ['ﬁ.-"h' e H:;l'ﬂ“, [x\'

[uz < ('S‘Ef |Vu
S0 n

(A konstans értékének jol hasznalhaté becslését lasd a 3.3. szakaszban.) Ebbél kévetkezik tobbek kozt a |l - [1

¢s |11 normak ekvivalencidja a HEp(£2) téren, hisz ez egyik irdnyban trividlis, a masikban a
PoincaréFriedrichs-egyenl6tlenség révén

azaz

: (Yu € HL(5)).

[lull < (1 + CE) [ |Vul|? (Yu € Hp(52)).
wEy.
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. .HII:Q) . 11: I or foer . . HlI:Q] . ,
(A fentiekgt Jg:xay(ran 0 esetén hasznaljuk, de ! o pozitiv mértéke miatt igazak ¥ pl*%) -ben is, lasd [27].)
Az egész téren a PoincaréFriedrichs-egyenlétlenség megfeleldje a PoincaréNeumann-egyenldtlenség:

) (Vu € HY(Q)), (9)

¥
/.‘r
J0

“”|” < I!".;,(/‘ | W 24 |[ u ) = (},(|u|f b
J0 I

ebbé1 kovetkezik, hogy a ' (€2) teren

lu|l§ < Cy [l?u 2 (Yu € HY(Q)),

és igy -0l es |-]1 it is ekvivalens normak. A (8) magasabbrendii megfeleléje az r -edrendd
PoincaréNeumann-egyenl6tlenség:

2 < ¢, (juiz + 3 | [ o
x| =r=1 L

) (Yu € HT()). (10)

Végiil egy U € HY(LY) fliggvénynek a perem valamely 1" C 052 (pozitiv mértékli és szakaszonként sima)
részfeliiletén valé "' nyoménak az lello.r 2= [l 22y norméajara is érvényes hasonld becslés, ami épp a

nyom-operator folytonossagat jelenti: van olyan Cr >0 konstans, hogy

let|lor < ("l [|2e]] 2 (Yu € HI[EIH_ (11)
A HE () teren az ekvivalencia miatt a | - [1 norma is irhaté:

[le)lor < Crlulx (Yu H}J[U}}. (12)

2.2.2. 1.2.2 LaxMilgram-elmélet, gyenge és regularis megoldas

Roviden dsszefoglaljuk a peremérték-feladatok gyenge megoldasarol tudnivalokat, a részleteket lasd pl. a [13]
¢és a [22] konyvekben.

Tekintsiink el6szor egy

(13)
i (Y = ()

{Lu = —div(pVu) = f.

peremérték-feladat ot, ahol €2 € IRV korlatos tartomany, és alkalmas m = 0 esetén P7) 2 7 =0 (vx € ()
). A fenti feladatot homogén peremfeltétel lel nézziik, az inhomogén eset kdnnyen visszavezethetd erre, lasd
majd a 1.6 megjegyzést.

1
A (13) feladat megoldasatol a klasszikus esetben az ' € C*Q) simasagot varjuk; ha P < C ':m, akkor ez

esetben az Lu kifejezés valoban értelmes, és € ClQ) mellett lehet egyenl6ség. Ha azonban a ! és !
adatok nem ilyen simak (pl. ¥ lehet szakaszonként konstans anyagallandd), akkor altalaban csak a gyenge
megoldas fogalma értelmezhetd.

A gyenge megoldas fogalmahoz a (13) egyenletet a Green-formula segitségével atalakitjuk, éppen ellenkezd
iranyban, mint ahogy (1)-bdl kaptuk (2)-t, valamint észrevessziik, hogy ez értelmes akkor is, ha u is csak

HG(Q) ol valo. A (13) feladat gyenge megoldasa tehat olyan % € Hy () fiiggvény, melyre

fp Viu- Vo = [fr (Vv € HD). (14)
L L 1
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A gyenge megoldas létezése és egyértelmiisége a LaxMilgram-elmélet alapjan Hilbert-térbeli bilinearis formak
segitségével igazolhato, a részleteket lasd pl. a [13] konyvben. Esetiinkben ennek leginkabb hasznalt valtozatat,
a koerciv esetet alkalmazhatjuk:

1.2. Tétel. (Lax--Milgram-lemma) Legyen H valos Hilbert-tér, @ : H x H — & korlatos, koerciv bilineris
forma, azaz

1. létezik M = 0, hogy
la(u,v)| < Mllull lofl — (Yu,v € H); (15)
2. létezik 1 = (), hogy
el e, 1) = m||re||"E (Vu  H). (16)
Ekkor barmely ¢ : H — [ korlatos linearis funkcionalhoz létezik egyetlen olyan & € H  melyre
alu,v) = fv (Vv e H). (17)

A (17) egyenloséget szokas varidcids feladatnak hivni. A (14) gyenge alaku feladat a (17) egyenléség specialis
esete. A P fliiggvény pozitiv also hatara és korlatossaga révén adodik az

alu,v) = [_u Vu-Vuo (Yu, v € H{(0)) (18)

forma koercivitasa és korlatossaga a 11 == H; () Szoboljev-térben, itt a korlatossaghoz elég P € L>=(82) s
M = |Iplle= mellett barmely -t € HG() esetén

lalu, v)| < ||p|lo=||Vu| 2||Ve|lez = M |u|i |v]1. (19)

alu,u) = m||"-._'.':||i; = m |u f (20)
Emellett f € L7(€2) esetén (13) jobboldala korlatos linearis funkcionalja v -nek.

1.3. Kovetkezmény. Ha P € L™(Q) ¢s alkalmas m > 0 esetén P(x) = m >0 (m-m, Vx € ), akkor
barmely f€LXQ) eseténa (13) feladatnak 1étezik egyetlen gyenge megoldasa.

A gyenge megoldas gondolatmenete ugyanigy alkalmazhaté akkor is, ha az egyenletben nulladrendd tag
szerepel, és/vagy vegyes a peremfeltétel:

0 (21)
-, =1, (pdu 4+ H“}J'.\ =~

{—dirU}Tu} Fqu= f,

ahol &.q =10 , 4 L>(€) S E L>(I'w) , T E LQU'N) , ill. I'p ¢s I'w a perem szakaszonként sima
részfeliiletekre valo felbontasat alkotjdk a (6) utdn definialt értelemben, és I'p pozitiv mértékii. Ekkor a gyenge
alak a f5(€2) Szoboljev-térben

f[;r Vu-Vuv+ quu) + f suv = | fv+ f Fv (Vv € Hp()). (22)
it I" 1] I

Hasonl6an kezelhet6k a Neumann-feladatok is, ekkor azonban a
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—divipVu) = f.
i .!J I Jr {il-_';b

thettygny = 0

feladatban a megoldas additiv konstans erejéig nem egyértelmi, ha a teljes HY () t¢rben nézziik, ezért itt a

71 . . 71
megoldast a HY($Y) Szoboljev-térben keressiik. A gyenge alak megegyezik a (14) egyenléséggel, és a HY(Q)
térben a bal oldal mar koerciv bilineéris forma, igy az elmélet alkalmazhato.

1.4. Megjegyzés. A (18) bilinearis forma, ill. ennek a (22) bal oldalan all6 moddositdsa szimmetrikus is. A
LaxMilgram-lemma ezt nem koveteli meg; a 3.7. szakaszban nem szimmetrikus (elsérendii tagot is tartalmazo)
elliptikus feladatra latni fogjuk ezen altalanosabb eset alkalmazasat is.

A késébbiekben gyakran fontos szerepe van a megoldas regularitasanak, azaz az U € HY() el tobbszori
derivalhatosagnak.

o=
Az egész zart tartoméanyon valo € CH (1Y) klasszikus simasag mar egyszer(i esetben sem teljesiilhet: konnyen
lathatd, hogy ha £ az egységnégyzet, akkor a homogén peremfeltétel miatt a (13) feladat megoldasara

Au(0,0) =0 kell fennalljon. Ha példaul / = 1, akkor * € C2(Y) eseten Au(0,0) =1 lenne, igy ez nem

teljesiilhet. A gondot itt a sarok okozza. Ha f0,0)=0 , akkor lehet barmilyen sima megoldas is, pl.
ufr,y) =sinmrsinmy

A H?-beliség viszont elég tag esetben igaz Dirichlet-feladatok esetén:

1.5. Tétel. (Kadlec, \cite{Kad2}) Ha az { tartoméany C2-diffeomorf egy konvex tartomannyal, és P € L4p (€2)
-
(pl. P € Y ), akkor a (13) feladat megoldasara U € H*(€Y) Sét, van olyan ¢ > () alland6, hogy
|l pz = €| £l £2- (24)

Ha 9%2 szakaszonként sima, akkor a C'?-diffeomorfizmus feltétele azt jelenti, hogy 2 lokalisan konvex a perem
téréspontjaiban.

Ha ez nem all fenn, akkor lehet & H*(Q) , és a gondot a konkav sarok okozza: lasd pl. a [23] konyv III. 15.2.
fejezetét, ha £} egy egységkdrbdl kivagott negyedkor.

1.6. Megjegyzés. A fentickben homogén peremfeltétel lel tekintettiik az elliptikus feladatokat. Az inhomogén
eset konnyen visszavezethetd erre az ismert modszerrel. Tekintsiink egy

Lu=f,
{ f (25)
e = 4

Dirichlet-feladatot és legyen 9 € D(L) melyre 992 = 9 Ha megoldjuk az

{ L:=f—Lg. (o8)

L = {1
homogén peremfeltétel i segédfeladatot, akkor ¥ = %+ 9 az eredeti feladat megoldasa. Utobbi gyenge

alakban is felirhato (ekkor az g€ D(L) feltétel helyett elég g€ HY Q) , melyre Gor = g nyom-értelemben,
ez az un. Dirichlet-beterjesztés):

/-p Vi-Vu= [{_,I":' —p Vg -Vu) (Ve e HD)).
Ji S
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Ha ebben a jobboldali 9 -0s tagot balra rendezziik és felhagzaglink, hogy U=z +§, akkor megkapjuk az
inhomogén Dirichlet-feladat szokasos gyenge alakjat: az megoldas olyan fliggvény, melyre

/;J Vu-Ve = [ fv (Vv € Hg(£2))

(azaz a tesztfiiggvények csak homogén peremfeltétel tiek), és
tjgn = g nyvom-értelemben (& u—ge HN0)).

(Mindez értelemszeriien atviheté Neumann-, ill. vegyes peremfeltétel re is, lasd [22].)

3. 2 A véges differenciak médszere (FDM)

A véges differencidk modszere (angolul finite difference method, betliszoként az ennek megfelelo FDM-et
fogjuk hasznalni) arra alapul, hogy az egyenletben szereplé derivaltakat alkalmas kiilonbségi hanyadosokkal
(véges differenciakkal) kozelitjik. Ezt véges sok kivalasztott pontban (Un. csomépontban) tessziik, és a
megoldast is csak ezekben a pontokban keressiik. Ezzel a PDE kozelitd megoldasat linearis algebrai
egyenletrendszer re vezetjiik vissza.

Részletesen megvizsgaljuk a téglalap-tartomany esetét, ahol egyszerii a mdédszer konstrukcidja, a tovabbiakban

emellett homogén Dirichlet- peremfeltétel lel tekintjik az elliptikus feladatokat. Az inhomogén és mas
peremfeltétel eket, ill. altalanosabb tartomany esetét a szakasz végén a 2.5. pontban érintjiik.

3.1. 2.1 Néhany elméleti segédeszkoz

3.1.1. 2.1.1 Alapvet6 diszkretizacios sémak

Idézziik fel az alapvetd egydimenzids diszkretizacidos sémakat a kozonséges differencidlegyenlet ek véges
differencias megoldasanak elméletébdl.

« jobb oldali differencia :

Dioviz)=vixz+ h) —vlx)
« bal oldali differencia :
D_vlz)=v(x) — vz —h)
¢ centralis differencia :
1
Doyvl(x) = .,["":"" +h) iz —h)).
Az els6 derivalt kozelitését ezek alapjan a kovetkezoképp irhatjuk fel adott racspontokban. Tekintsiink egy
I =[0,4] intervallumot és abban az
T = 1ih (i=10,..., n+1)

pontokat, ahol n € N* s i :=a/(n + 1) Hau € CI) akkor legyen
i; 1= ulr;) [i=10..... n+1).

Mivel homogén peremfeltétel i figgvényekkel foglalkozunk, itt ekkor U0 = Un+1 = 0 lesz.
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"l .- . r.r r " . . .7 r r r .. ' —
Ekkor U (i) kzelitését a belsd pontokban a fenti differencidk h -adrészével értelmezhetjik: ha & = 1o.... 7
akkor legyen
¢ halado6 differenciaséma:
iy — b
thy ; ' = ———
o h
* retrograd differenciaséma:
e ih; — iy
f= i = —
o h
e centralis differenciaséma:
i — Ui
ity = T
'U . r . . r r . 174
Az 1 (Ti) masodik derivaltakra adodik ebbdl:
¢ masodrendl centralis differenciaséma:
;1 — 2y 4 ey .
Uz ; = Uz = . |."=J-.-...|”}.
h?

Megjegyzendd, hogy az Uii.i kétszeres elsdrendii centralis séma viszont nem ezt adja, hanem a 2h

racstavolsaghoz tartozd megfeleld kozelitést. Ha azonban bevezetjiik a hf2 racstavolsaghoz tartozo centralis
sémat:

a1 3 = iy 1/2

h

i .=

akkor ennek kétszeres alkalmazasa mar visszaadja a masodrendii centralis differenciasémat:

Uieq = 20; 4 ;g

i =
I, JJJ

(i=1,...,n).

2.1. Megjegyzés. A fenti sémak rendje az t fiiggvény kelld simasaga esetén a kovetkezo:
az els6rend(i halado, retrograd és centralis differenciasémakra
e — ra"{.r',} = ([ h), up; — 1 (x:) = Oh), iy — :f(.r',.b 2 (J{h"!b,
a masodrendil centralis differenciasémara
tre i — (1) UHrE]_
Konkrétabb megfogalmazasra az utdbbi esetén lesz sziikségiink, lasd (31).

3.1.2. 2.1.2 M-matrixok és alaptulajdonsagaik

A késbébbiekben sziikségiink lesz e fontos matrixosztaly fogalmara és néhany tulajdonsagara.
2.2. Definici6. Egy A € BY*Y matrix M-métrix, ha
1 i = 0, ha i=7;

2. van olyan
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g =0 wvektor, melyre  Ag = (),
ahol az egyenldtlenségeket koordinatanként értjiik.

2.3. Definici6. Egy A € ™" matrix diagonalisan dominéns, ha
N
Z |” ij | < |”|| | (Mi=1,...,. V).

2.4. Definicio.Egy A € B matrix megengedett el8jelcloszlast, ha
L as>0 (Yi=1,...,N);

0, ha 4 # 3.

1A

2. (X if
A kovetkez6 harom allitas bizonyitasahoz lasd a 9.19.6 feladatokat.

2.5. Allitas. Egy A € RY=N megengedett eldjeleloszlasu matrix pontosan akkor diagonalisan dominans, ha M-
matrix a 4 ‘= € vektor mellett, ahol & a csupa 1-esb6l 4116 oszlopvektor.

2.6. Allitas.

1. Haaz A megengedett el8jeleloszlast métrix diagonalisan dominans, akkor A regularis és 1 >0,

=

2. Ha A M-matrix, akkor A regularis és At =0 .(Itt az egyenl6tlenségeket elemenként értjiik.)

. L. . oo A=1, o A-1
2.7. Kovetkezmény. Ha A M-matrix, akkor A~! monoton matrix, azaz ha © = ¥, akkor Atle < Aty

|A-Y| o < Juaxg

2.8. Allitas. Legyen A M-matrix egy 9 = 0 vektorral. Ekkor — mindg = aghol max és min

koordinatanként értendd.

3.2. 2.2 Az FDM konstrukcidja Poisson-egyenletre téglalapon

3.2.1. A feladat.

Tekintsiik a Poisson-egyenletet az 2 :=]0, a[x]0, b téglalapon homogén Dirichlet- peremfeltétel el, vagyis a
—Au = f, _
(27)
an = [

peremérték-feladat ot.

Fedjiik koordinatairanyonként ekvidisztans rdccsal £} belsejét, azaz tekintsiik az alabbi racsot:
wh = {(ihy, jh2): i=1,..., n, j=1,..., mj,

ahol Ml >0 e mom € N 4ot szamok, M= a/(n+1) g5 ha:=b/{m+1)  j15d 1. abra. (A
homogén peremfeltétel miatt a racsba nem vessziink bele perempontokat.)
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——i——“—*—i
dibilzl

1. abra. Racspontok £2-ban.

2.9. Definicio. Az (i1, jhz) pontokat az “h racs csomopontjainak hivjuk. A racs finomsiga a
h:=max{hi. ha} gzam.

(Megjegyezziik, hogy h = (h1. ha) jeloléssel precizebb lenne az “h jelolés, mint a csak a racsfinomsagra
utal6 fenti Wh | ez azonban nem okoz majd félreértést.)

Az u megoldast a racs csomopontjaiban szeretnénk kozeliteni. A racs
N = nm

csomoOpontbol all, melyeket a helyzett6l fliggéen kétféleképp fogunk indexelni. Ha a fenti koordinatankénti

elhelyezkedés is szamit, akkor az (4,) indexparral indexeljiik. Emellett sorbarendezziik a csomdpontokat a bal
also6tol soronként rendre jobbra haladva a jobb felsbig, €s erre az

i = (thy, jha) (k=1.....! N
indexeket hasznaljuk. Ezzel a csomdpontok egy N -dimenzids vektorba irhatdk.
A fentieknek megfelelden értelmezziik £2-n értelmezett fiiggvények csomoéponti értékeit is:
2.10. Definicié. Ha # € () akkor
zij o= z(thy, jha) (i1=1,..., i, 1=1,..., i),
vagyis az egyindexil irasmoddal
zij = z{ze) (k=1,.... V.
A z fuggvény csomoponti értékeibdl alo vektor:
" eR™, (2" = z(xe) (k=1,...,] V.

A z" vektor tehat a = fiiggvénynek az Wh racsra valo lesziikitésével, azaz ~1n -val azonosithaté, ha az R -
beli koordinatakat a csomoponti értékeknek feleltetjitk meg.

A (27) egyenlet csomoponti kozelitése e definicid szerint azt jelenti, hogy az u" vektort szeretnénk kozelitdleg
kiszadmitani.

3.2.2. A Laplace-operator kozelitése differenciasémaval

Az egyvaltozos masodrendii differenciaséma alapjan értelemszertien kozelithetdé a Laplace-operator a
csomdpontokban a

A & tig,z, + U7,

sémaval. Azaz, mivel
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Uit — Eu,d by

r';"l"n[.rk} == = (i=1,..., 1)
) J’r[ (28)
” Wi i1 — 25 5 + u; -
HFu(rg) = —2 ! . g (i=1,..., m)
hs3
igy Aulri) kozelitése
(Apu)y = Mig1j — Qu.,;__, bty 1 Ui je1 — 'ln.,.:__, b u; oy (29)
hs h3
minden & =1..... N ,azaz 1= 1.....m g J=1.....m esetén (vagyis minden Tk = (ih1, jha)

pontban). Specialisan, ha hy = ha =:h  akkor

(TS 1L 1.4 { i1 } i |_'1“‘-.i'

(A u" i = 2

A felhasznalt pontokat a 2. abra mutatja, ez az elrendezés a séma Un. differenciacsillagja vagy stencilje.

|

fay
L Tﬂ_j.-
=K g 1 R}

-
n

it

2. abra. Az S-pontos differenciacsillag,

-

Vegyiik észre, hogy a Ay leképezés csak az 1 fiiggvény csomodponti értékeit hasznalja fel, igy értelmes mint
Ay RY 5 RY. u” = Au” (30)
leképezés.

. = h . . .. g
A Aulre) &= (Anu")k Kselitésekbsl mar akkor is szarmazna minden csomopontban egy kiindulasi hiba, ha
1 a pontos megoldas lenne. Ezért el3szor ezzel a hibaval foglalkozunk altalanos fiiggvényre.

2.11. Definicié. Legyen € CHQY adott fliggvény. A (29) differenciaséma képlethibajan a
Pt = {ﬂu]h — A
vektort értjiik.
Itt Au" az u fiiggvény csomodponti értékeibol alkotott vektor, és Ph egy hibavektor, melynek koordinatai

o= Aulan) — (Apu™)i (k=1,...,! V.

Ih

altalaban ¥ maximum-normajat szeretnénk feliilr6l becsiilni.

. 4
2.12. Allitas. Ha ¥ € C () | akkor a képlethibara
1 .
| t""||..L < L|n|._--;h'}
6

: |t i= max || u
teljesiil, ahol /1 := max{hi, ha}t g lu jal=1 | Hm
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Bizonyitas. A kozonséges differencialegyenlet eknél ismert analdg allitas nyoman kovetkezik: ha ¥ € (1)
egyvaltozos fliggvény, akkor Taylor-sorfejtéssel

1

ylo+h)+ylz—=h) = 2y(x) = H"[.r']hz + Rix). ahol |R(x)| < F m}‘x | l"| R
igy
ylr+ h) +ylz—=h) = 2y(x) p 1 0 52 _
- y"(x)| < — max [y"V| k=, a1l
- y'(@)| < 35 max fy| (31)
Ezt valtozonként alkalmazva, T+ = (ih1, 7h2) esetén
2] = (") — Du(ay)]
| Wigrj + Uim1j — 204 Wije1 + Wijo1 — 2

< | — Fulxy)| + — dFulzy)

h"f h :

1A

1 (4] ; S . 1 , .
— (max |f'}'l1'n| hi + max |r‘J;'u|hj} < — max |6 ul|~ h°.
12° 4 0 6 |af=1

. [QED]
2.13. Megjegyzés.

3
1. Ha u csak kevesebbszer differencialhato: % € C7(£2) esetén a Taylor-sorban [2(x)| csak harmadrendben
- 2 T
becsiilhetd, igy a (29) differenciaséma csak O(h) rendd, ill. ¥ € CH(Q) esetén a (31)-beli kiilonbség
' (&) —v"(*)] alaka lesz, amely €l < h = 0 miatt 0-hoz tart, igy a séma konvergens, de rend nem
adhat6 meg.

2. Ha u tobbszor differencialhatd, akkor magasabbrendii differenciasémak is felirhatok, a kozelitések
magasabb rendjét a Taylor-sor tobb tagjanak figyelembevételével igazolhatjuk. Pl. tobbféle negyedrendii
séma konstrualhatdo 9-pontos differenciacsillaggal, ha a (29)-ben szereplé 6t fliggvényérték mellett az
tislj+1 értékeket is figyelembe vessziik valamely stlyokkal, 1asd pl. [20] és [23]. (A (29) differenciaséma

rendje viszont tobbszor differencialhatd 1 esetén is csak O(h?) )
3.2.3. A csomoponti értékek kozelité meghatarozasa.

Tekintsiik a (29) differenciasémaval kozelitett Poisson-egyenletet, és jeloljiik " -sal az ebbdl kapott kozelitd
csomoponti megoldasvektort. Ekkor tehat a

—ANulxy) = flaog). azaz — (Au)) = (") (b=1...... N
pontos csomoponti egyenldségek helyett a
—(AnT" = (") (k=1,....] N) (32)

egyenldségeket oldjuk meg.

e L L
o1 lufy
(48 iy 7]

3. dbra. A esomdponti értékek keresése
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—h
Mivel (84T )k az 5" vektor koordinatainak linedris kombinacidja, ezért a (32) egyenldségek egy Aipearis
algebrai egyenletrendszert hataroznak meg. Jeloljiik ennek matrixat (vagyis a (30) leképezés matrixat) -val,
azaz

Ay = —AE".
Ezzel a (32) egyenldségek az
At = "
linedris algebrai egyenletrendszer alakjaban irhatok.

Vizsgaljuk meg, milyen alakt az Al matrix! Tekintsiink el8szor példaként egy 3 % 2 belsé pontbol all6, a két
irAnyban egyforma 1épéskdzii racsot, azaz “Wh = {Gh, jh): i =123, j=1.2} |45d 4. dbra.

fr

d. dbra. Példa: 3 x 2 belsd pontos négyzetriacs,

Konnyen lathato (lasd 9.8 feladat), hogy ekkor

{ -1 ~1
1 4 ] 1

P -1 4 1
ThT R -1 4 -1

~1 -1 4 -1

—1 —1 i

A fentihez hasonléan igazolhato, hogy dltalaban 7@ % 110 belsd pontbol 4ll6, a két irdnyban egyforma /i
1épéskozii racs esetén az

R -1
- B -1
’-a._-—l. e € RY*N = Rgrmxnm
h? .,
- B -I
I B

_” — ) . = ;?'.l.-x.u

tridiagonalis matrix, melyb6l m: db szerepel. Ha az 7 X 71t bels6 pontbol alld racs a két iranyban kiilonb6z6

1
hy gs ha 1épéskozii, akkor nem emelhetd ki az %7 -hez hasonl6 tényez6, ekkor a matrix a fenti helyett
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{1 —|,—L;f \
-I:-:
—f-_rf I3 —ul
} 1 ™ 1
-l ¥51 —E:J"
Ay, = : 2 endequation
h |
1 3 1
L1 B Ll
3 : 3
\ ul B )
lesz, ahol
2,2 _1
(mtam h \
! 2 2 _1
n'lf 'I’T + J'.l? |'||
J— I_ .2 .I. -
j‘; _ h% J.'-‘: ||I§
1 2 2 _
1 2 2
k T hi wtaz)/
1 bl &
ik hick s
5. abra. Az A, matrix szerkezete. Zold: 2/hi + 2/h3, piros: —1/hi, naranes: —1/h3.

Az T kozelitd megoldas eldallitasahoz tehat feladatunk az
At = " (34)
linearis algebrai egyenletrendszer megoldasa.

3.2.4. Az Axu" = f" linearis algebrai egyenletrendszer

Ennek vizsgalatahoz felhasznaljuk a 2.1.2. szakaszbdl az M-matrixok fogalmat és néhany tulajdonsagat.
2.14. Allitas. Az An matrix M-matrix.

Bizonyitas.

1. Az @i =0 (1 F ] ) elgjelfeltétel teljesiil.

2. Tekintsik a W(T1.72) = r1{a — x1) + 22(b — 22) (ha (¥1.72) € (1) fuggvényt, és legyen J = w" (a
W csomoponti értékeinek vektora). Ekkor 9 = U mert wlry,r2) >0 minden (#1:72) € 2 egeén,
Masrészt —Ow =4 &g igy

(Angle = —(DApw")e = —Aw(a) =4 >0 (Yhk=1,..... N,

mivel a &4 -ban szereplé masodrendii differenciaséma pontos a ' masodrendi polinomon. (Utobbi
kovetkezik az egy dimenzidban ismert analdg tulajdonsagbol, de kozvetleniil lathaté a 2.12 allitasbol is,

= max|a|=1 | "w||= =0

hiszen |wlc . igy a képlethiba 0.)
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[QED]

2.15. Kovetkezmény. Ay regularis, igy az AT = " linedris algebrai egyenletrendszer nek egyértelmiien
létezik megoldasa.

2.16. Megjegyzés. Tovabbi kovetkezmények:

(i) Az M -matrix-tulajdonsag a linearis algebrai egyenletrendszer hatékony iteracidés megoldasa szempontjabol
is kedvezd, lasd a 4.3. fejezetben.

(i) A =0 (elemenként). Itt Ay a —A operator kozelitése, igy A" a —A inverzéé. Utobbi felirhato a
4-1

Green-fiiggvénnyel valo szorzassal és integralassal, igy A} Konstans szorzo erejéig a G > 0 Green-fiiggvény

kozelitése: a (Mh2An)™" matrixot szokas is diszkrét Green-fiiggvénynek hivni. Az A" elemenkénti

nemnegativitasa tehat az altala kozelitett Green-fiiggvény nemnegativitasanak felel meg.

2 2
~ a4he

. A1 o aths
2.17. Allitas. Az An matrixra 45 {lse = “15 . (A becslés nem fiigg i -tol.)

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 2.8 allitast a 2.14 tétel bizonyitasaban szereplé 9 -= w" vektorral! Ekkor

= hy
ax(w™)
. maxg max\w 1 o1
14, |l = - max w(r,) € - maxw(z)
! — . . 7 Ny L — .
min Apg  min{—4g,w" ) 4 k | xc03 1G
k

a® +

- [QED]
3.3. 2.3 Stabilitas és konvergencia

3.3.1. A kozelitéd megoldas stabilitasa.

Maximum-normabeli stabilitast vizsgalunk, azaz a megoldas maximum-normajat becsiiljiik feliilrél a jobboldal
maximum-normajaval.

2.18. Allitas. Tekintsiik az A" = fh linearis algebrai egyenletrendszer t. Ekkor

a® + b

< h .
o < ST 1S

i1=h

[

—h — A-1gh
Bizonyitis. Mivel ¥ = AT , a2.17 allitas alapjan

5
a=

o[l f e <

i)l < 1A,

FB
AT
¥

. [QED]

A stabilitas szemléletesen azt fejezi ki, hogy a jobboldal hibaja korlatos mértékben 6roklédik a megoldas
hibajara, igy ha el6bbi kicsi, akkor az utobbi is. Valoban:

I 4 —h h . R . I rho
2.19. Allitas. Legyen az A" = " linearis algebrai egyenletrendszer e fo jobboldalakhoz tartozo

=1 =i
megoldasa rendre 1 és 2 , Ekkor

¥ ¥
L a” 4+ b

— - h -
[~ < —5— 7 = f2ll=-
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; = =y
Bizonyitas. A linearitas miatt Ap(y — ) =

[QED]

3.3.2. Az FDM konvergenciaja maximum-normaban.

i s
e igy alkalmazhat6 az el6z6 4llitas a kiilonbségekre.

g
Legyen we O 4 Poisson-egyenlet megolddsa ¢és u' az FDM-es kozelitd megoldds. A
konvergenciavizsgalat soran az

h ] —h
4 =W =1

hibavektort becsiiljiikk valamilyen norméaban. Ez a csomdpontokbeli eltérést méri, igy csoméponti hibavektornak
hivjuk.

A becslések alapja a kdvetkez6 Osszefliggés.

2.20. Allitas. érvényes az aldbbi n. hibaegyenlet, amely szerint az Ay matrix a csomoponti hibavektort a
képlethibavektorba viszi:

Ape” = ", (35)

Bizonyitas. Mivel Ay = —Ayw barmely vektorra, igy a pontos megoldas u" csomoéponti vektorara is. Ebbol
4 =h g .
ésaz Apt' = f" egyenletbol

' ' — [ '
Ape” = Apu” — Apt” = D™ — .

—Au —(Au)"

- I
Masrészt a pontos megoldasra fennalld f= egyenldséget a csomopontokban felirva az =

vektoregyenldséget kapjuk, igy
.-1,:.;’“ —_\h.f.rh } -:_'_"ur]h- gt

- [QED]

A hibaegyenlet f6 haszna, hogy a képlethibara mar meglévd becslésiinket érvényesithetjiik.

4oy
221. Tétel. Ha # € C7(1) , akkor a (29) differenciasémaval az FDM masodrendben konvergal:

A a4 bt 7
i -~ o= - tll' "
le®lle < S lulcs h
Bizonyitas. A hibaegyenlet, a 2.12 és a 2.17 allitasok révén
a® + b
lle"llae < 145 o ll¥"[lc < lul .

O

-[QED]

2.22. Megjegyzés. A fentiek és a 2.13 megjegyzések szerint a (29) differenciasémaéra az 1 simasagénak
fiiggvényében az alabbiak mondhatok:

u € C(0D) s let]|l = O(h2):
ue (@) = €] = O(h);
veC*@ = [le'fle—0.

masrészt magasabbrendii konvergencia is elérhetdé magasabbrendii differenciasémak €s 1 nagyobb simasaga
esetén.
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Egy modellfeladat véges differencias megoldasat Poisson-egyenlet és homogén Dirichlet- peremfeltétel esetén a
8.2.1. animéaci6 mutatja be.

3.4. 2.4 Stabilitas és hibabecslések diszkrét .- és H;-normaban

3.4.1. Alapvet6 fogalmak és becslések

A récsfiiggvényeket mérhetjiik az L.2-norma diszkrét megfeleldjével is. Mivel U € C(9) esetén

N

i ‘: : ul|? wlx ) drydr, = u[.rf,l"zh fia,
i L \ 1 2 L1%2
Y,

k=1

ahol az ' pontok a 2.2. szakaszban definialt racspontok, igy értelemszeril az alabbi fogalom:

2.23. Definicio. Egy ' : RY - RY fliggvénynek az Wh racshoz tartozo diszkrét LZ-norméja:

N
> ]
lwllons : E v iy hes.
k=1
Ezt a normat a
N
(v, Zom : E . 2 My s
k=1
skalarszorzat indukalja.
Itt
! % 2 a
(v, zhon = Mhav- 2z, lell2, = hiha |0,

vagyis az euklideszi skalarszorzat és hossz konstansszorosardl van szd. Megjegyezziik, hogy a diszkrét L*-
norma egy Riemann-osszeg, amely folytonos fliggvény esetén a rdcs finomitaséaval tart a fiiggvény L2 -
normajahoz. (Ez L" -re is igaz, 1asd a 10.20 lemmat.)
Az FDM (33)-beli A matrixaval indukalva értelmezziik a Fo -norma diszkrét megfeleldjét:
2.24. Definici6. Egy v : RY — R" fiiggvénynek az Wh racshoz tartozé diszkrét Ho -norméja:
v}, = (Anv, V)as.

Ezt a normat a

(v, z)100 := (Anv, 2)on

skalarszorzat indukalja.

o i 3 __ .
2.25. Megjegyzés. A fenti definicio az |“in = Jo [Vul* = = [o(Au)u (¥u e HY(Q) ) Green-formulat
imitalja. Valdban igazolhatd, hogy

T (36)

2
o+ llve;

w[f = llvs,
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azaz hogy a fent definialt diszkrét H{ norma a véltozénkénti retrograd elsé differenciahanyadosok diszkrét L2-
normajanak Ossz¢ge, lasd 9.9 feladat. A (36) képletet szokas diszkrét Green-formulanak is hivni. Nyilvanvalo,

hogy a diszkrét  -normat a (36) jobboldaléva]jjﬁ ertelmezhettiiky yolna, sét ez lehetett volna a természetes

definici6. A tovabbiakban azonban a diszkrét -normara az matrixszal vald 0Osszefiiggésekben lesz
sziikség, ezért vezettiik be a fenti modon.

Célunk a 2.18 stabilitasi allitas megfeleldjének levezetése a fenti normakkal.
2.26. Allitss. Az “ln matrix szimmetrikus és pozitiv definit.
Bizonyitas. A szimmetria lathatd (33)-ben, és az is, hogy Ay sor- és oszloposszegei nemnegativak, azaz Ay

gyengén diagonalisan dominans. Ismeretes (lasd 9.7 feladat), hogy az utdbbibol kdvetkezik a pozitiv
szemidefinitség. Mivel a 2.15 allitas szerint Ay regularis, igy csak pozitiv definit lehet. [QED]

2.27. Allitas. Tekintsiik az At = f” linearis algebrai egyenletrendszer t. Ekkor

1
— s
[Ty = LA™ o
'Ip,"'rj-ll
ahol Ao az A matrix legkisebb sajatértéke.
Bizonyitas. Mivel Al szimmetrikus és pozitiv definit, igy minden ' -re A v 2 Aolvl* | amit fuhs -vel
[ 2
szorozva ¢t V)an = Aallvllgy, ,igy
llellon = —=lv|in
3 Ap

(ez a diszkrét PoincaréFriedrichs-egyenlétlenség). Ebbol

1 *Now .
i

|."TIJ|.TI_.', = ':-r_r'i.'.-.’_"l:- r"'lr::l:u..'. = '::Jrh--‘_fh:'n..'u _ ”fhl 1|..'.-||-‘TII :n_f.- 'S |"?hll.h~

v Ap
amibdl az allitas kovetkezik. [QED]
A fenti becslés alapjan tehat sziikségiink van az Ap matrix (azaz a diszkrét Laplace-operator) legkisebb
sajatértékére, vagy legalabbis alkalmas alsé becslésére. A téglalap-tartomany révén pontosan meghatarozhato az

Osszes sajatérték és sajatvektor; mivel ezeket a késdbb masutt is felhasznaljuk, most kiilon foglalkozunk veliik.

3.4.2. A diszkrét Laplace-operator sajatértékei és sajatvektorai téglalapon.

Kiindulasként idézziik fel az egydimenzids esetet, azaz kozonséges differencialegyenlet ek peremérték-feladat

) |:l:|
aindl FDM-es esetben felmeriilo sajatértékeket és sajatvektorokat. Legyen tehat Ay, az egydimenzids diszkrét
Laplace-operator, azaz egy 0.a] intervallum ; := ih (¢=1L....n  ahol h=1/(n+1) ) bels6
csomopontjaiban

[.-'!:irj ") = —tpe (i=1...., n.
Mint ismeretes (lasd pl. [23]), ennek normalt sajatvektorai éppen az U —u” operator elsé 7 normalt
sajatfliggvényének csomopontokra vett megszoritasaibol képzett vektorok, azaz a

Il'q

12 . f7rx; _—
4';:{ .'—Hltl—} ek (f=1,..., n)
[ 1 il i=l....n

vektorok. Valdban, konnyen lathaté (1asd 9.10 feladat), hogy ezekre
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. Imh

{ 1 h 4 - -
*"'a.”"'f = Al , ahol Al = 73 Sin 5a (f=1,.... ). (37)

. . VN . . — (imy2
2.28. Megjegyzés. Erdemes Osszevetni a fenti A sajatértékeket a differencidloperator A = [u: ) folytonos

h R
sajatértékekeivel: konnyen lathatd, hogy A< A (W =1....n ). Emellett a kovetkezok is fennallnak: amig
a folytonos sajatértékek a

m nmy 2 n \* a2 x?
— =) ﬁ,‘af:,ll,,=(—)= P
al b= = i (n + 1) h? h?

tartomanyban, addig a diszkrét sajatértékek a

kL . 1 .
.'-;111“—=J'.f’-f_iJ.;‘gk:::JFsm‘a(

h? 2e1 32

tartomanyban mozognak, lasd 6. abra. Az alabbiakban most féleg a

1|'.|'r — 8
A = =5
o=

becslést hasznaljuk majd.

G. abra. Folvtones és diszkrét sajiteértékek 1D-ben.

Az egydimenziosrdl a kétdimenzids esetre vald attérés teljesen analdog a folytonos esettel: az egydimenzids
sajatértékek Osszeadddnak, a sajatvektorok szorzddnak. Ez amiatt igaz, mivel a diszkrét Laplace-operator az

eredetihez hasonldan az egyvaltozos tagok osszege. Ebbol a kétdimenzids — Ay, operator sajatértékei

1 o Th ! swh:
1 s 9 1 . oo Sk )
= — sin° + — sin® (r=1.....n. 5=1,..., m) (39)
™ h3 I hz 2h ' '
¢és normalt sajatvektorai
2 | rAx; . sTWI A
Upy = { sin —— sin ——2 } € R¥ (r=1,.... n, s=1...., m).
‘._.-"{“,l', i1 b i=l,...n, j=1,...m

ahol a Urs NV -dimenzids vektorok (N = mm ) koordinatait a fenti 77 szdmnak a kiindulaskor a racson vett
sorfolytonos rendezésébol kapjuk.

Az alabbiakban sziikséges also becslést (38) kétszeri alkalmazasabdl kapjuk: a legkisebb sajatértékre

Y I.\ H -:: Ii.:I
s } __=M_ (40)

—at B ath?
Ebbdl a 2.27 4llitas alapjan adodik a stabilitasi becslés:

2.29. Allités. Tekintsiik az AnT" = " linearis algebrai egyenletrendszer t. Ekkor
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il lrJ

[ < - l,.W”.J"lI louh-
Y e = =

2.30. Megjegyzés.

1. A maximum-normabeli becsléssel valo dsszevetés az a = b esetben a legszemléletesebb. Ekkor a 2.18 és
2.29 allitasokbol

(=]

—fi ”. i L ¥ - i | '|I
@l < Il € Julon < 0 on.
5 4
Lathato, hogy a most kapott diszkrét Szoboljev-normabecslés kevésbé nd (azaz a stabilitasi konstans kevésbé
romlik el), amikor az @ paramétert néveljiik, tehat kevésbé érzékeny a tartomany méretére.

2. Ugyanezt a becslést (a maximum-normabeli esettel azonos mdédon) hasznalhatjuk a konvergencia becslésére

is, ha az Ayt = fh egyenlet helyett az Ape® = " hibaegyenletre alkalmazzuk: ekkor

1 - “h
|’ 1L.h =

M |
——-| E lons
V8(a? + 1?) ’

ih
és itt is igaz, hogy a konstans kevésbé érzékeny a tartomany méretére. A 14" [lo.n hibanorma becsiilhets a

i,fe . - 2 ETTS)
14"l norma konstansszorosaval, igy szintén O1°) rendii, ha % € CY) ; ekkor tehat

le"1n = O(R).

Eres ?
A Taylor-sorfejtés integral-maradéktaggal valoé modositasaval itt az U € CHEY) kikotes az v € HY(Q)
feltételre enyhithetd.

3.5. 2.5 Az FDM altalanosabb feladatokra

Ebben a szakaszban emlités szintjén utalunk arra, hogyan moddosithatdo az el6zéekben bemutatott modszer
altalanosabb feladatokra.

Altalanos tartomany. Legyen {2 C IR? szakaszonként sima peremtl korlatos tartomany, ¢és tekintsiik ezen a (27)
Poisson-egyenletet.

Kiindulasképpen készithetiink egy olyan racsot, amely egy koordinatairainyonként ekvidisztans sikbeli racs azon
csomoépontjaibol 4ll, amelyek ¢2-ban vannak, azaz

Oy = {(ih1, jh2) € Q: i,j € Z}, (41)

ahol 112 >0 adott szamok. Ekkor azonban altaliban a perem nem tartalmaz csomopontokat, igy a
peremfeltételt mas modon kell érvényesiteni. A két leginkabb kézenfekvd lehetdség az alabbi. Rendelhetiink a

peremhez legkdzelebb esé csomopontokhoz 0 (perem)értéket (7. abra), ekkor azonban elvész a masodrenda
pontossag.

7. abra. Peremértékek dtvitele a racspontolkba.
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Masrészt hozzavehetjiik a racshoz a perem és a racs egyeneseinek metszéspontjat (8. abra).

T
Vs S
.'"r
f * - L]
L1 L L] L
\ R

8. abra. Peremértékek hozzavétele a racshoz.
Itt ez utdbbival foglalkozunk. Legyen tehat
=M U{(&med: JeZ =iy vagy Jj€Z, n=jha}.

A peremmel nem szomszédos Tk = (ih1, jhe) csomdpontokban Aulri) kozelitésére most is a (29) képlet
hasznalhato, ami a kdvetkez6 alakban irhato:

1 fu — i i : — M 1 fa; 090 — i; : —

y h i+l i iJ 1=l g+l iJ iJ g1 f

(Apu)y = —( - ) b —( - } (42)
' ' III'[ h] I'f| .Irl'-_q |‘|’3 frg

Tekintsiik most a peremmel szomszédos rogzitett racspontot (lasd 9. abra).

9. dbra. A Shortley—Weller-séma differenciacsillagja.

Itt a racs lokalisan nem ekvidisztans; jelolje a rogzitett pont melletti racstavolsagokat rendre hi g il ha

Iy

Aulzk) kozelitésére alkalmas képlet a fenti helyett most

és "2 | Ezekbodl az (1 belseje felé esd racstavolsagok a régiek, az dbran hi =hi ¢ ha =hz  Exor a

'[ju,l “.l’h y— 2 (”g. 1L.i~— h'l.__.l _“1-_1 — Uy 1__,) : 2 (“.'._;-] — ﬂ.r,__r_ “-'._r _ .':I_J l)
Y hy + h Iy hy ha + ha hy hy

ez az Un. ShortleyWeller-approximaci6. Ennek differenciacsillagjat a 9. abra mutatja.

A konvergencia becslésénél ekkor az a nehézség meriil fel, hogy a peremkozeli pontoknal a Taylor-sorfejtésben

nem esnek ki az elsérendii tagok, mivel Wi+1j &s Wi-15 (jll. Wij+1 &s Uij-1) egyiitthatéi nem egymas (—1)-
. : V(2

szeresei. Igy ezekben a pontokban a képlethiba rendje csak O(h) ¢s nem O1h7) | Ez azonban a csomoponti

N T N
hibdkra mégsem rontja el a masodrend(i konvergenciat. A (35) egyenl8ség révén ugyanis © = A , ahol

4-1 4-1
A a Green-fiiggvény kozelitésének felel meg (lasd a 2.16 megjegyzést). Ezért Ay, peremkozeli pontoknak
megfeleld elemei kicsik, és kompenzaljak Pt nagyobb értékeit; Osszességében ekkor is igazolhatdo az

u€ CYQ) esetre az O(h?) konvergenciarend.

A fenti ShortleyWeller-séma matrixa nem szimmetrikus. Jelolje pl. ¥& = (ih1, jha) 4 peremmel szomszédos

rdgzitett racspontot és legyen Lk+1:= ((i+ Dhi. jh2) | Ekkor a matrix @kk+1 és Gkilk elemei
kiilonbozbek, ui. Ui+l egylitthatojat csak a peremkozeli ponthoz tartozd sémaban modositottuk. Ezért szokas
bevezetni az un. szimmetrizalt ShortleyWeller-sémat:
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(A, i )y o= i(n, g = Wi Ui — U J__r) , i(nu_ LW Ui — U l)
o fy fy h ha o g

Inhomogén peremfeltétel. Tekintsiik a Poisson-egyenletet inhomogén peremfeltétellel. Ha nem homogenizaljuk

a feladatot a 1.6 megjegyzésben leirt modon, akkor a (34)-beli AT = " linearis algebrai egyenletrendszer
helyett egy nagyobb rendszerhez jutunk, melyben a peremre esé csomopontok is szerepelnek. Rendezziik tigy a
csomopontokat, hogy elébb a belsd, azutan a perempontokat soroljuk fel. Ekkor a kapott linearis algebrai
egyenletrendszer az alabbi alakt lesz:

.'!..I.. -"!-L " _ f‘lr ‘
s 41121- (4]

pedig a peremen 1év6 csomodponti értékeket, azaz a rendszer

Aat+ A = "
1 s

ahol @" tartalmazza a bels®, "

i =g

Konnyen felirhat6 az Ay, matrix, lasd 9.12 feladat. A masodik egyenldség révén valojaban az

A" IJ, _ __‘hf”h
feladatot kell megoldanunk, ez pedig épp a homogenizalt Poisson-egyenletnek megfeleld linearis algebrai
egyenletrendszer , matrixa a (34)-beli Ay matrix. A diszkrét feladat igy tehat természetes modon redukalhato a

homogenizalt esetre.

Vegyes peremfeltétel. Tekintsiik a Poisson-egyenletet az (2 :=]0, a[x]0, b téglalapon vegyes (Robin-féle)

peremfeltétel el, vagyis a
—Au=f,
/ (44)
Ati g0 = o(up — u) '

peremérték-feladat ot. Ekkor a peremfeltétel normalis irdnyt derivaltat is tartalmaz, ezt is differenciasémaval
kozelitjiik. A Dirichlet-peremfeltétel esetén elérhetd O(h?) konvergenciarend meg6rzésére a normalis derivalt

differenciasémajat is O(h?) rendiire célszerti valasztani. Bizonyitas nélkiil irjuk fel a megfelelé sémakat (1asd

[23]):
« haaz (mha, jha) pont a téglalap jobb oldali fiiggdleges ¢lének belso pontja, akkor a séma
Ly g Lty 1y _ i 'hl i, g1 T I-"'”.'.' of t Uy J1
I |rr| I - nrl-,.,ll{”ll}rl-..) - |I'rrl-_._-'] - 9 - : h:‘_.::.l : - f"'1-J 2
¢és ennek értelemszerii megfelel6it vessziik a tobbi €l belsdé pontjaban;
« a(0:b) csicsban
Upne = Wi Uy e = U g 3
~2—=0 .r-: 2= 22 3 ~™ |H = — 00,y ((U0)ong — Uony) — H fong-
hs hy : : : :

o Mz

ahol b = nahy 7 2(nshs 1, és ennek értelemszer(i megfelel6it vessziik a tobbi csicsban.
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Két modellfeladat véges differencias megoldasat Poisson-egyenlet és vegyes (Robin-féle) peremfeltétel esetén a
8.2.2. és a 8.2.3. animacidk mutatjdk be. Az egyik feladatnal a pontos megoldast is ismerjiik, igy méginkabb
szemléletes a konvergencia.

Fliggvényegyiitthatos PDE. Tekintsiik a
—div(pVu) = f

170 - ) .
egyenletet homogén Dirichlet-peremfeltétellel, ahol P € C [53], plx) = m >0 (vx € (1), Ismét a Poisson-
egyenlet kozelitésébdl indulunk ki a (42) alakban. Itt a zardjelekben 1év6 négy elsérendii differenciahanyadost a

div(pVu) képlet miatt most sulyozni kell 7 alkalmas értékeivel, és a cél a Poisson-egyenletre elérhetd O(h?)
konvergenciarend meg6rzése. Tekintsiik a négybdl az els6, azaz az (ih1, jha) ponthoz tartozo haladé ¥'1 iranyt
differenciahanyadost, ez csak els6rendben konvergél az (ih1, jh2) pontban, ha 1 = 0 Ugyanez tekintheté
viszontaz ({7 +1/2)h1, jh2) ponthoz tartozd hf2 1épéskozii centralis differenciahanyadosnak:

Wigly — Wiy  Wii41/2)+1/25 — Wisl/2)=1/25

h 1 - h 1
amely az ({7 + 1/2)hy, jhs) pontban mar méasodrendben konvergal, ha 1 —+ 0 (lasd 2.1 megjegyzés). Emiatt
(1 +1/2)hs, jh2) fiiggvényértékkel szokas sulyozni. Ugyanez
elmondhaté a tobbi tagra is. Ezekb6l adodik div(pViu) kszelitésére az

ezt a differenciahanyadost a Pi+1/2j:= P

1 (P Uit1g — Uiy " Iy j — |._,)
T i+1/2 - Mi=142,
.'I.'| ’ jn’] d .Ir.'|

I 1 (I” Wi, 41 = Ui p tij — U, ; l)
J+172 i (] 1/2
JIJ-_r h ' |i|'-_._l J .‘rﬁ-_r

V(2 .
differenciaséma. Erre valoban igazolhat6 elég sima ! és u esetén az O(h?) konvergenciarend.

Végiil megemlitjiikk, hogy a téglalapra vagy a fentiekben altalanosabb sikbeli tartomanyra alkalmazott FDM
értelemszer(i modositasokkal atvihetd a térbeli esetre.

4. 3 A végeselem-moédszer (FEM)

A végeselem-moddszer (angolul finite element method, betiiszoként az ennek megfeleld FEM-et fogjuk
hasznalni) 1ényege, hogy a PDE megoldasat szakaszonként polinommal kozelitjikk, azaz olyan fiiggvénnyel,
amely az €} tartoméanynak véges sok résztartomanyra valé alkalmas felbontasa mellett a résztartominyokra
leszlikitve egy-egy polinom. A résztartomanyok altalaban sokszdgek/poliéderek (ezen beliil sikon haromszogek
vagy téglalapok, ill. térben tetraéderek vagy téglatestek), és a kozelitd megoldast folytonosnak konstrualjuk az
egész tartomanyon, azaz a résztartomanyok talalkozasanal is.

Mivel az ilyen kozelitd megoldasok nem differencialhatéak az egész tartomanyon a trividlis specialis esetektol
eltekintve, igy a gyenge megoldasbdl kiindulva konstrudljuk meg dket. Ezért érdemes el6szdr absztrakt esetben,
bilinearis formaval megadott feladatra felirni a modszert, mert ez megvildgitja elvi hatterét. Ezt nevezziik
Galjorkin-modszernek.

A véges differenciakkal ellentétben az elméletben nem sziikséges kiilon vizsgalnunk a Poisson-egyenletet, és a
tartomany sem kell specidlis (téglalap) legyen. Elsdsorban (13) alaku fliggvényegyiitthatds feladatokkal
foglalkozunk majd:

{—1!1‘.'(}17.‘:] = f,

gy = (0,
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ahol (2 C}R‘g Kkeftatos tartomany, p € L™(Q) ¢s alkalmas m > 0 esetén Plz) = m >0 (m-m. ¥ € ),
valamint . Kitériink majd emellett altalanosabb, alsobbrendli tago(ka)t tartalmazd egyenlet és

vegyes, ill. Neumann-peremfeltétel esetére is.

Az egész fejezetben £} C RY korlatos, szakaszonként sima peremi tartomany (lasd 1.1 definicio).

4.1. 3.1 Az FEM elméleti alapja: a Galjorkin-médszer

4.1.1. 3.1.1 A Galjorkin-moédszer értelmezése bilinearis formara

Legyen H valos Hilbert-tér, @ : H x H — & korlatos, koerciv bilinearis forma, azaz

1. létezik M = 0, hogy
la(u,v)| < Mlul| |||  (Vu,ve H); (45)
2. létezik 1 = (), hogy
el e, 1) = m|:r£||? (Vu  H), (46)
valamint legyen £ : H — I& korlatos linearis funkcional. Tekintsiik az alabbi Gn. variacios feladatot:
alu, v) = fv (Yve H) (47)

Ennek a LaxMilgram-lemma (lasd 1.2 tétel) szerint 1étezik egyetlen # € H megoldasa. Tegyiik fel, hogy az @
bilinedris forma szimmetrikus is:

alu,v) = alv, u) Yu.ve H).

A 1.4 megjegyzés szerint ui. a (13) és (21) egyenletek gyenge alakjahoz tartozo bilinearis formak
szimmetrikusak is.)

A Galjorkin-modszerben a fenti feladat kozelité megoldasat alkalmasan valasztott véges dimenzids alterekben

keressiik. Ezeket az altereket Vh -val jeloljiik, ahol h =0 paraméter. (A 1 érték a végeselem-mddszerben a
racs finomsagat fogja kifejezni. Az absztrakt szinten rogzitett altér esetén ez egyeldre csak egy jelolés, késobb
az alterek egy csalddja esetén azt tessziik majd fel, hogy i — () esetén az alterek jol kozelitik az egész teret,
lasd 3.9 allitas.)

Legyen tehat most
Vi C H
adott véges dimenzids altér, ebben szeretnénk értelmezni a kozelitd megoldast.

A kdzelité megoldas értelmezése vetiileti egyenlettel. Legyen #h € Vi az az elem, amelyre (47) csak Vi -beli
tesztfliggvények mellett teljesiil, azaz

alug, vp) = (Y € V). (48)

A LaxMilgram-lemma a Vi altérben is alkalmazhat6, mivel a (45) és (46) egyenlétlenségek specialisan
wi=uy, €V, esetén is fennallnak. Igy a fenti Vi -beli feladatnak, az tn. vetiileti egyenletnek is létezik
egyetlen un € Vi megoldasa.

Az Ui elem konstrukcidjat a Vi altér egy adott
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*r-]-----*r"l.'r

bazisa segitségével végezhetjiik el. Ekkor U -t a baziselemek linearis kombinacidjaként keressiik:

n

-
iy = 2 Cigy.

A € egyiitthatok meghatérozasdhoz elBszor irjuk fel a (48) vetiileti egyenletet ugy, hogy tesztfliggvénynek a
vh = @i (1= 1,....1) baziselemeket valasztjuk:

alty, i) = Ly (i=1,....n).

Ezutan helyettesitsiik be a fenti dsszeget: itt

Fi n

- —
aluy.pi) = a (L"J*.‘:J‘ 1':-') = L {4, i) €5

7=l =1

igy

Zre[,:_,.;,]u-_,=rr,:, [i=1.....n).

j=1
Ez egy linearis algebrai egyenletrendszer. Jeldlje
iy = a1y, i), b = fiy t.j=1,..., )
a megfeleld egyiitthatokat és jobboldalakat, itt az @ forma szimmetriaja miatt
aij = alp;, vi) = alpi, i) = a;.
A fenti linedris algebrai egyenletrendszer tomoren
Ape = by, (49)

alakban irhat6, ahol

An = {ai}ij=r..n = {alvipi)},

az un. merevségi matrix (angolul stiffness matrix), és

f.lr,. : {:-".-}r- l...n {'r“::r}.. 1,...n"

3.1. Allitas. Az An matrix szimmetrikus és pozitiv definit.
Bizonyitas. A szimmetriat mér belattuk, hiszen % = ®ji

Az Al matrix és az @ forma kapcsolatat meghatarozo osszefliggés a kovetkezd. Legyenek

Ti ]

- -
Up = ) Cis vy, = 2 d;p;

J=l i=1

tetszbleges elemei Vi -nak, és legyen e,d €Y rendrea i ¢s i egylitthatokbal alkotott vektor. Ekkor
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aluy, ) = H(Z G, Z:.!',T:J) = Z aly;, .,‘:,.:Ir'_l,rf = Z”?J"..ldl = Apc-d.
=1 i=1 1,3=1 =1
Ebbdl specialisan
Ape o= aluy. up) =0 (50)

az a forma koercivitasa miatt, igy Ay pozitiv definit. [QED]
3.2. Kovetkezmény. A (49) linearis algebrai egyenletrendszer nek egyértelmiien 1étezik ¢ & RN megoldasa.

A szimmetria és pozitiv definitség révén raadasul a linearis algebrai egyenletrendszer hatékonyan megoldhato,
ezzel a 4. fejezetben foglalkozunk majd. A linearis algebrai egyenletrendszer egyértelmii megoldhatdsagabol is
kovetkezik a (48) vetiileti egyenlet egyértelmli megoldhatésaga, amit annak definiciéjanal kozvetleniil is
indokoltunk.

A kozelité megoldas értelmezése minimalizald funkcionallal. A Vi -beli Galjorkin-féle kézelité megoldas
alternativ modon alkalmas minimalizalé funkcional segitségével is bevezethetd. A 1.1. szakaszban definialt
energiafunkcional mintajara tekintsiik a

i H =R, Plu) = %u[.’:. u) —fu (ue H)

funkcionalt. Ekkor érvényes az

3.3. Allitas. Ha " € H jeloli a (47) variacios feladat megoldasat, akkor
min $lu) = Blu’),
uc M

€s ez szigoru minimumbhely.

Bizonyitas. Mivel most
alu’,v) = fv (Yo e H),

igy barmely # € H esetén

o 1 1 1 \
Plu)=P(u) = 5 u{n.n]—fn—; alu’, w” )+ = Gﬁ[n,re]—n[u'. .':]—;u[.':'. ) afu®,u”)

afo, ) —alu®, u) + —alu”,u").

b | =

i | ==

Felhasznalva az @@ forma szimmetridjat,

alu*, u) = —alu,u) + —alu, u*).

2 2

igy

1 1 1 1 1
Plu) — Plu*) = _—Jn{n.n} — ;m’u",u] - ;u[u..':“_l } Gn[n‘,u‘] = ;u[u —uu—u") =10

barmely ¥ 7 %" esetén a koercivitas miatt. [QED]
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Azaz a variacios feldlat megoldasa egytttal az energiafunkciondl szigorti mifjmumhelye is. Ebbdl természetes
médon adodik alj,  -beli kozelitd megoldas értelmezésg: tekintsiik azon elemét, amely l§zigora

minimumhelye a  -ra lesziikitett energiafunkcionalnak. A tér minimalis energiaju tagjat tehat a altér
minimalis energiaju tagjaval kozelitjik.

Konnyen lathatd, hogy ez a definici6 ugyanazt adja vissza, mint a vetiileti egyenlet:

3.4. Allitas. A (48) vetiileti egyenlet megoldasa egyben a PV, lesziikitett funkcional szigorti minimumhelye.

Bizonyitds. Megegyezik a 3.3 allitas bizonyitasaval, ha u" helyére a vetiileti egyenlet megoldasat, tetszoleges
u € H helyére pedig Vi tetsz6leges elemét irjuk. [QED]

A kozelitd megoldas hibajanak Galjorkin-ortogonalitdsa. A fentiekben értelmezett th Vi elem egy tovabbi
tulajdonsaggal rendelkezik, amely raadasul ekvivalens akar a vetiileti egyenlettel, akar a minimalis energia

feltételével. Ez a tulajdonsag az " — % hibavektor Vi -ra valé a -ortogonalitisat mondja ki, vagyis itt az
ortogonalitast az @ (szimmetrikus és pozitiv definit) bilinedris forma altal definialt skalarszorzatra nézve értjiik,
és ezt Galjorkin-ortogonalitasnak hivjuk.

3.5. Allitas. Jelolje u* € H a (47) variacios feladat megoldasat. Az tn € Vi elem pontosan akkor a (48)
vetiileti egyenlet megoldasa, ha

alu’ —up,vp) =10 Yo, € V). (51)
Bizonyitas. A (47) egyenl8ség specidlisan minden ¥ := U € Vi elemre is fennall, azaz
alu”,m) = fuy (Y € V). (52)

Tegyiik fel elészor, hogy th € Vi teljesiti az (51) ortogonalitdsi egyenldséget. Ekkor az (52) egyenlet ¢s az
ortogonalitasi egyenldség kiilonbsége épp a vetiileti egyenlet, igy U+ annak is megoldasa. Megforditva, ha th a
vetiileti egyenlet megoldasa, akkor ezt az (52)-bdl kivonva épp az ortogonalitasi egyenldséget kapjuk. [QED]

A hibavektor Vi -ra valo a -ortogonalitasa azt jelenti, hogy s a Vi altérnek az u* megoldashoz legkozelebbi
eleme az « -skalarszorzatra nézve. Ez a tulajdonsag és a vetiileti egyenlet egyarant azt tikkr6zi, hogy th éppen
az 1" megoldasnak a Vi altérre val6 vetiilete az @ -skaldrszorzatra nézve.

crer

hasznaljuk. Ez a kézenfekvd mod, és a nem szimmetrikus esetre is ez vihetd at.

Megemlitjiik a fentiek egy lehetséges altalanositasat, az un. Petrov-Galjorkin-maddszert, lasd pl. [2]: a kozelitd

megoldast és a tesztelemeket mas altérbl is lehet valasztani, azaz ha Vi és Wi adott alterek, akkor #n € Vi
az az elem, amelyre

il vy) = Loy, (%o, € Wh). (53)

4.1.2. 3.1.2 Céa-lemma, kvazioptimalitas és konvergencia

Az imént kapott eredmény azt jelenti, hogy # teljesiti az
lu* = uplla = tm'l:_L U — Uhl|a
UniZ ¥l

= afu, u)"

optimalitasi tulajdonsagot az llulla - normara nézve, hiszen ebben mérve Un a Vi altérnek az u*

megoldashoz legkodzelebbi eleme.

Gyakran azonban ehelyett az eredeti normaban szeretnénk becslést l1atni a hibavektorra. Erre vonatkozik a
Galjorkin-modszer konvergenciavizsgalatanak alaptétele, a Céa-lemma néven nevezetessé valt allitas (amely
szintén a Galjorkin-ortogonalitasbol kovetkezik).
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3.7. Allitas. (Céa-lemma) Az tn € Vi Galjorkin-megoldasra

. Mo,
| =y | = H‘I. l'_ll,!1{|. ”” ) 'lll'll .

Bizonyitas.Legyen Un € Vi tetszOleges. Alkalmazzuk a koercivitast, az (51) ortogonalitasi egyenldséget Uk

helyett (uh — V) ra, végiil a korlatossagot:
i | . & L .
m|_ra —upll” = el —up,u —up) =alu —uy,u — vy a4
. . (o4)
< M||lu" — uanl|||u" — vl
o |lut — || < At — | ; ; . : : .
Ebbél Rl = 1l Ez igaz minden Uk -ra, igy az infimumra is. [QED]

3.8. Megjegyzés. A fenti infimum valdjaban most is minimum, mert véges dimenzids altértél vett tavolsag.
Ezért értelmes a

dist{u”, Vi) := min [Ju" — v
R E Wy

jelolés, és ezzel a Céa-lemma allitasa
[|[a* — wp)| < —dist{u®, V)).
m

Az eredmény azt jelenti, hogy az eredeti norméaban a hibavektor nagysiga a Vi -6l val6 tavolsag
konstansszorosaval becsiilhetd feliilrél. Ezt nevezziik kvazioptimalitdsi tulajdonsagnak. Ez annyiban
altalanosabb is, mint az @ -normara vett pontos optimalitas, hogy a Céa-lemma nem szimmetrikus bilinearis
formara is ugyanigy igazolhatd. (A bizonyitasban csak a koercivitast és korlatossagot hasznaltuk, szimmetriat
nem.)

A konvergenciahoz a fentiek alapjan olyan alterekre van sziikség, melyek egyre kozelebb vannak barmely elére
megadott vektorhoz, tehat ebben az értelemben jol approximaljak a f1 teret.

3.9. Allitas. Legyen {Vi: h>0} 3 H ter véges dimenzids altereibél alld csalad. Ha fennall az az
approximacios tulajdonsag, hogy

Yue H dist(u, V) =0 {ha h—0),
akkor a variacios egyenlet Vi alterekben vett Galjorkin-megoldésaira
|t — un|| = 0 (ha & — 0).

Bizonyitas.A Céa-lemma és az " -ra alkalmazott approximacios tulajdonsag kdvetkezménye. [QED]

4.2. 3.2 Az FEM konstrukcidja

4.2.1. 3.2.1 Altalanos konstrukcié szimmetrikus elliptikus feladatra

Ebben a pontban alkalmazzuk elliptikus feladatra az el6bbiekben ismertetett Galjorkin-modszert. Lathato lesz,

hogy a modszer tényleges megvalositasa attol fiigg, milyen Vi véges dimenzids altereket (és ezekben
¥1l.- .. ¥n bazist) valasztunk. Ennek konkrét lehet6ségeir6l a kovetkez6 pontban lesz szo.

Homogén Dirichlet-feladat. Tekintsiik a
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{—di\'u:Tu]:f. (55)
.']-:].

gy = 0

Dirichlet-feladatot, ahol £2 C BV korlatos tartomany, € L™() &5 alkalmas 1 > 0 esetén Plr) = m >0

(m-m. V& € Q) valamint J € L*Q) | A 12. szakasz szerint e feladatnak egyértelmien létezik gyenge
1sa: U € HL(Q)

megoldasa: 0 , melyre

f,u Vu-Ve= [ fo (Yo € H}D). (56)
n n
Ennek hattere a megfeleld
alu,v) = /—;JTH-TF (u,v € HYD) (57)
J0

bilinearis forma koercivitasa és korlatossaga a  -re tett feltételeknek kdszonhetden, ill. az
nw:ffr (v e Hy(2)) (58)
Y.

linearis funkcional korlatossaga.
A fentiekben leirt Galjorkin-mddszer azt jelenti, hogy tekintiink egy alkalmas
Vi C Hy(9)

véges dimenzios alteret, és ebben keressiik a vetiileti egyenlet megoldasat: tn € Vi, melyre
fﬂTw-%wﬁ[fw (Yon € Vi) (59)
0 S
Ha ¥1.- - ¥n bazis Vh -ban és a kozelitd megoldast

iy =

(G0)

[

%]
%
e

L
s

alakban keressiik, akkor a megfeleld

Ape = by,

linearis algebrai egyenletrendszer ben
i = /P T‘;r " T;r &5 F"r = f‘;r ["f =1,..., ”:I-
J1I L1

A linearis algebrai egyenletrendszer egyértelmii megoldhatosagat a 3.2 kovetkezményben lattuk. A
c=(c1,....cn) egyltthatovektor kiszamitasa utdn (60) megadja a Vi altérbeli végeselem es megoldast.

Vegyes peremfeltétel. Tekintsiik most a (21)-beli vegyes feladatot:

{—[]ir[p'\_-u} Fqu = f, (61)

e, =0, (pdu+ su)p, =7,
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az ott tett feltételekkel. A gyenge megoldas (22) szerint olyan ¥ € HA(8) , melyre

f[p Vu - Vv + quu) + / suv = | fv4 f v (Yv € Hp()).
11 Sy 1 I'n

Ennek 1étezését és egyértelmiiségét most az
alu.v) = /:;aTrarT:' Fquu) 4 f SHU (Wu.v € H},[H]] (62)
S Iy
bilinearis forma koercivitasa és korlatossaga biztositja, amely a feltételekbol kovetkezik.

A megfeleld Ape = by, linearis algebrai egyenletrendszer ben most

;j =fw Vi - Vig; + qpip;) 4 f soips) 6 b= [ for  (ii=1,..., n).
1] I it

Neumann-feladat. A (23) feladat esetén, mint ott lattuk, a gyenge alak és egyben a bilinearis forma megegyezik
az (56) egyenldséggel, igy az An matrix elemei is: a kiilonbség, hogy az ebben szerepld alteret, ill.

HY(Q)

bazisfiiggvényeket a faktorizalt térben vessziik.

Inhomogén Dirichlet-feladat. Ennek gyenge alakjat a 1.6 megjegyzésben lattuk: az % H(Q) megoldas olyan
figgvény, melyre

[;J Vu-Vo= [ fu (Yo € HMD)
Ja Jo
(azaz a tesztfiiggvények csak homogén peremfeltétel tiek), és
wan = g nyvom-értelemben (¢ u—ge H)(D).

Ekkor a Vi altérhez olyan bazist kell venniink, mely homogén és inhomogén peremfeltétel @i tagokbol all, azaz

(a korabbi #1:-- - ¥n jeldlést megtartva a H;(52) -beli bazisfiiggvényekre) most tovabbi #ntls-- - Fnsn?
bazisfiiggvényeket is bevesziink a perem kozelitésre. Igy a bazis most

"r-]'--"‘r-h' ‘rF.'l-]'-"H‘r:n-.u"-

Ekkor a végeselem es megoldast

fi-mn"

i
=,

My = E Ci05 } E C;4;
Jj=1

j=n+l

alakban keressiik, ahol a két tag megfelel a 1.6 megjegyzésbeli = és q fliggvényeknek, vagyis itt az 1 = = + q
elballitast kozelitjilk. Ttt tipikusan a ¥a+ls---»¥nind fliggvények nulldk alkalmas perempontok egy
kornyezetén kiviil, igy a szumma masodik része 1ényegében 4 kozelitésébdl adddik a peremen, amelyhez nincs

sziikség egy Y beterjesztés kiszamitasara.

4.2.2. 3.2.2 Véges elemek és tipusaik

Mint lattuk, a modszer tényleges megvalositdsa attdl fiigg, milyen Vi véges dimenzids altereket (és ezekben
Yl.- -2 ¥n Dbazist) valasztunk. A végeselem-moddszer lényege, hogy ezek az alterek szakaszonként
polinomokbdl allnak, a résztartomanyok sokszogek ill. poliéderek, és a kozelitdé megoldast folytonosnak
konstrualjuk az egész tartomanyon.
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A tovébbiakban legyen d = 2 vagy 3, és feltessziik, hogy maga 42 £2 C R” adott korlatos tartomany is
sokszog (2D-ben) ill. poliéder (3D-ben). (Ha ez nem all fenn, akkor  kozelithetd sokszoggel ill. poliéderrel,
ami a felbontas finomitasa soran nem rontja el a konvergenciat.)

A kovetkezoképp értelmezziik a tartomany felbontasat:

srer

Tw:=1{Th,..., T}

halmazt, ahol
1. minden ¥ = 1.-- .. M egeten Ti € Q sokszog (2D-ben) ill. poliéder (3D-ben):
2. Th.... .-E—‘.U a tartomany nematfedd felbontdsat alkotja, azaz az int 7} halmazok paronként diszjunktak és

3. a felbontas konform, azaz a 1 M T¢ (;‘7 Ft ) halmazok csak csticsokbol vagy teljes oldalakbol (élekbdl
vagy lapokbol) allhatnak.

(Megjegyezziik, hogy a résztartomanyok elvben értelmezhetdk a sokszdgeknél/poliédereknél altalanosabban,
gorbe hatarral is, lasd 3.13 megjegyzés.)

3.11. Definici6.A Th triangulacio finomsaga a fellépd legnagyobb atméro:

h = max diam(Ty).
k=1, A

A Vi altér szakaszonként polinomokbol all, melyek folytonosak az egész tartomanyon, azaz
Vi C{fueC®): up, € P*(T) Vk=1,...,! '},
. 0
ahol £ (1k) jelsli a legfeljebb fx -adfoku polinomok & -ra valé lesziikitésének halmazat,

Altalaban az alabbi tulajdonsagu altereket szokas hasznalni:

« A Tk halmazok azonos tipusuak, vagyis egy adott triangulacid csupa haromszogbdl/tetraéderbdl vagy csupa
négyszogbol/téglatestbol all (rendre a 2D/3D esetben).

o =1 vagyis minden résztartomanyon azonos foku polinomokat tekintiink (legegyszeriibb az { = 1 eset,
magasabb fokot a konvergenciarendnek vagy a kdzelité megoldas simasaganak ndvelésére hasznalnak).

« Eléfordulhat, hogy Vi -ban /7 nem az osszes legfeljebb {k -adfoku (ill. ¢ -edfok() polinomot veheti fel,
ennek pontositasara hasznaljuk a

P(Te) :={ur, : ue Vy} (6G3)
jelolést.
» Az { -edfokl polinomokat T} -ban kijelolt csomodponti értékek hatdrozzék meg. Ezek fiiggvényértékek, és
lehetnek még derivaltértékek is. Amikor a csomoponti értékek csak fiiggvényértékek, akkor a bazis olyan

polinomokbdl all, melyek egy adott csomopontban 1-et, a tobbiben 0-t vesznek fel, azaz ha 1 - - -+ &r jeloli
a csomopontokat, akkor

wilzi) = &y
Ha teljesiil az els6 két tulajdonsag, akkor értelmes az aldbbi

3.12. Definicio.
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1. Tegyiik fel, hogy a £& halmazok azonos tipustiak, és £ =# . Ekkor elemnek nevezziik a 1k halmpztipus és
a hasznalt polinomosztaly egyiittesét. Az elem rendje , ha ez a polinomosztaly minden  -edfoku
polinomot tartalmaz.

2. Ha a hasznalt polinomok meghatarozasara eldirt csomoponti értékek csak fiiggvényértékek, akkor Lagrange-
elemrdl, ha pedig derivaltértékek is lehetnek, akkor Hermite-elemr6l beszéliink.

Az alabbiakban példakat mutatunk a leggyakrabban hasznalt elemekre. Az 1-7. elemek Lagrange-tipusuak, a 8-
10. elemek pedig Hermite-tipusuak.

Az elemek elnevezésére gyakran hasznalt jel6lés haromszog vagy tetraéder esetén a Ts-clem, téglalap vagy

téglatest esetén az R._elem, ahol s a szabadsagi fokok (Lagrange-elem esetén egyben a csomdpontok) szdma.
(Ez az angol triangle/tetrahedron, ill. rectangle szavak kezdébetiijébol jon.)

A hasznalt polinomok s szabadsagi fokat mindig s adattal fogjuk meghatarozni. Az s adat fiiggetlensége nem
mindig nyilvanvalé a magasabbfoku esetekben, de ennek bizonyitasat itt nem kozoljik, pl. a [8] kdnyvben
olvashato.

1. ID pelda.Bevezetésnek itt a KDE-k (masodrendli peremertek-feladat ok) megoldasanal hasznalt
legegyszeriibb alteret irjuk fel. Ekkor a résztartomanyok is intervallumok, a Vi altér a folytonos,

szakaszonként lineéris fliggvényekbdl all (lasd 10. abra), melynek bazisat a wilT;) = 0ij feltétel alapjan
meghatarozott kalapfiiggvények alkotjak (lasd 11. bra).

0.8

T

0.6

0.4

T

0.2

T

0

0 0.5 1

10. abra. Egy uy, szakaszonként linearis fiiggvény a [().l] intervallumon.
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0.8

T

0.6}

T

0.4

T

0.2

0

A 4 ©

0.5 1

11. dbra. Egy ¢; szakaszonként linedris bazisfiiggvény a [0,1] intervallumon.

o
0

2. 2D eset, Ts-elem vagy Courant-clem.Ez a legegyszeriibb, gyakran hasznalatos elem, amelyben
Ti haromszog, wr, linedris figgvény
(Wr =1....M , ahol haromsz6gon csak a nem elfajulo esetet értjiik). Itt a hagyomanyos linearis fiiggvény

(ill. az altér elemeire a szakaszonként linearis) szohasznalat inhomogén linearis fiiggvényt, azaz elséfoku
polinomot jeldl (Iasd 14. abra). Emellett "7 barmely elséfoku polinom lehet, azaz

P(Ty) = P'(Ty).

Ekkor a csomopontok a haromszogek cstcsai. Nyilvanvald, hogy az itt felvett harom érték minden
haromszogon egyértelmiien meghatérozza az “I7x linearis fliggvényt, hiszen az

x,y v ag + b + oy

fiiggvényben harom szabad paraméter van.

12, abra. Ty-elem (Courant-elem).

Emellett az élek mentén, és igy az egész {2-on is értelmes folytonos fiiggvényt kapunk, mivel két
szomszédos haromszog kozos élén a két csucsbeli fliggvényérték egyértelmiien meghatarozza az élen vett
egydimenziés linearis fliggvényt, igy mindkét haromszogrél az élre vett lesziikités megegyezik. Ezt a 13.
abran szemléltetjiik.
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Y 7y L] S
A

13. dbra. Folvtonossig az egész tartomanyon,
Az altér tehat

Vi={ueC(@): wr, € P(T)Yk=1,..... M}

0.5

0.5 0.5
1 0

14. abra. Egy uy, szakaszonként linedaris fliggvény az egységnégyzeten.

A Vi altér bazisat (a sikbeli csomopontokat most (5. ¥5) -vel jelolve) a ¥ (7. 55) = 0i; feltétel alapjan
meghatarozott satorfliggvények alkotjak (15. abra).
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0.5

il
»

0.5

15. abra. Egy »; szakaszonként linedris bazisfiiggvény az egységnégyzeten.
A Courant-elem a 12. abran lathato, rendje 1.

3. 2D eset, Ta-elem.Legyen most

Ti haromszog, ur, masodfoki polinom

(Vh =1, . My ahol Ui barmely masodfokd polinom lehet, azaz

P(Ty) = P*(Ty).

Csomopontoknak a haromszdgek csucsait és az élek felez6pontjait valasztjuk.

]

16. abra. Ti-elem.

Az itt felvett hat érték minden haromszogon egyértelmiien meghataroz egy masodfoku polinomot, hiszen az
T,y —r ap+ e+ ooy + dix® + ¢ LIy + _,I']:,.I.'l,r2 (6G4)

fliggvényben hat szabad paraméter van. Emellett az élek mentén, és igy az egész Q-on is értelmes folytonos

fiiggvényt kapunk, mivel két szomszédos haromszog kozos €lén a harom adott fliggvényérték (a két csucsbeli

és a felezOpontbeli) egyértelmilen meghatarozza az élen vett egydimenziés masodfoki polinomot, igy
mindkét haromszogrol az élre vett lesziikités megegyezik. Az altér tehat

Vi={ueC@): wr, € PPT) Yk=1,...,. M}

A Vi altér bazisat a ¥ilTi¥5) = 0ij feltétel alapjan meghatarozott fiiggvények alkotjak. Ezek hat
egylitthatoja egy hatismeretlenes lineéris algebrai egyenletrendszer b6l kaphatdo meg, amely a (64) képletnek
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a wilzi ;) = 0y egyenldségbe vald behelyettesitésébdl szarmazik. A Té-elem a 16. abran lathato, rendje
2.

4. 2D eset, R4 -elem.Legyen

Ty téglalap, wr, bilinearis figgvény

(w‘-' =L....M , ahol téglalapon csak a nem elfajulo esetet értjiik)), ahol bilinearis fiiggvénynek egy

.y ag + ber + ey + diy
alaku fiiggvényt hivunk. E kifejezés oka, hogy ez mindkét valtozojara nézve kiilon-kiilon els6foka polinom,

azaz a fenti szohasznalattal linearis fliggvény. A bilinearis fiiggvények nem egyeznek meg egy rogzitett fokt
polinomosztallyal, hanem

PYT) € P(TW) € PYT). (65)

Csomopontoknak a téglalapok cstcsait valasztjuk.

L -

- L]
17. abra. R;-elem.

Az itt felvett négy érték minden téglalapon egyértelmiien meghatirozza a négy szabad paraméterrel
megadhato bilinearis fliggvényt, emellett az élek mentén is értelmes folytonos fiiggvényt kapunk, mivel két
szomszédos téglalap kozos élén a két adott fiiggvényérték egyértelmlien meghatarozza az élen vett
egydimenzids els6foki polinomot. A Vi altér bazisat a @ilTiU5) = 0ij feltétel alapjan meghatarozott
figgvények alkotjak, és egyiitthatoik az el6z6 ponthoz hasonldan linearis algebrai egyenletrendszer bol

hatarozhatok meg. Ugyanezt a tovabbi Lagrange-elemeknél mar nem irjuk le. Az Ry -elem a 17. 4bran
lathato, rendje (65) révén 1.

5. 2D eset, Rs -elem.Legyen T téglalap, “I7x pedig olyan polinom, amely mindkét véltozdjira nézve
2,2
masodfoku, de nincs benne ¥~ Y -es tag: azaz

Ty ae + e+ eey 4+ dir® 4 exry + ﬁ,y" ' _q:,.r"?.u + Frk.f'.r;:.

Ekkor
PYT:) € P(Ty) € PY(TY).

Csomopontoknak a téglalapok cstcsait és az élek felezOpontjait valasztjuk.

L

18. abra. Rg-elem.

Az itt felvett nyolc érték ismét minden téglalapon egyértelmiien meghatarozza a fenti tipusu fiiggvényt, az

¢lek mentén vald folytonossag pedig a T5 -elemével azonos modon adodik. Az Bs-clem a 18. abran lathato,
rendje 2.

38
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

6. 3D eset, T3 -clem.Elsé 3D-s példaként ismét a legegyszeriibb esetet nézziik, amely a 2D-beli T3 -elem
kozvetlen megfeleldje:

Ty tetraéder, w, linearis figgvény

(\:ffa.' =1....M ). A tetraéder nem elfajuld volta és a linearis fiiggvény széhasznalat azonos a Ty
esetével. A csomopontok a tetraéderek csucsai, az itt felvett négy érték minden tetraéderen egyértelmiien
meghatarozza az

T,z ag+ her + oy + dez

linedris fiiggvényt.

19. abra. T3 -clem.

Emellett a lapok mentén is értelmes folytonos fliggvényt kapunk, mivel két szomszédos tetraéder kozos lapjat
alkoté haromszogon a harom csucsbeli fliggvényérték egyértelmiien meghatarozza a lapon vett kétdimenzids
linearis fiiggvényt. Az altér tehat

Vi s {nEf'{ﬁ]: u|T, € f’l(Tg_.]"-.-".ﬂ'- l,...,. M.
A Ti—elem a 19. abran lathato, rendje 1.
7. 3D eset, Tio-elem.Ez a 2D-beli Te-clem megfelelsje:
Ti tetraéder,  wy, masodfoka polinom

(\7.’57 =L....M ). A csomodpontok a tetraéderek csticsai és az élek felezOpontjai, az itt felvett tiz érték
minden tetraéderen egyértelmiien meghatarozza az

2 2 2 : :
T,y zap+ a4y dez 4 e+ froym ez + gy + iz + geyz

tiz egyiitthatés masodfokll polinomot.

20. abra. Tjj-elem.

Két szomszédos tetraé¢der kdzos lapjat alkotd haromszogon a harom csucsban és harom élfelezében vett hat
figgvényérték egyértelmiien meghatarozza a lapon vett kétdimenzids masodfokti polinomot. Az altér tehat

Vi={ue C() : u T, € P T Yk=1,..., M}

A T%n -elem a 20. abran lathato, rendje 2.
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8.

10.

3D eset, RZ -elem.Ez a 2D-beli Ra-elem megfeleldje:
Ty téglatest, wyr, trilinearis fiiggvény
(W-' =1,.... M) anol trilinearis fiiggvénynek egy

Ty a4+ oy + diez ey + frrz + geyz + heryz

alakt figgvényt hivunk, amely tehat mindhdrom valtozdjara nézve kiilon-kiilon elséfoka polinom. Ekkor
ismét

PYT:) € P(Ty) € PYT).

Csomopontoknak a téglalapok cstcsait valasztjuk.

R |
T-- h )
eai s Y
'l'\":' 2 a

Y

21. abra. Hif-{*l{*m.

Ez a nyolc érték minden téglatesten egyértelmilen meghatarozza a trilinearis fliggvényt, két szomszédos
téglatest kozos lapjat alkotd téglalapon pedig a négy adott fliggvényérték egyértelmiien meghatarozza a lapon

vett kétdimenzios bilinedris fliggvényt. Az Rg -elem a 21. abran lathato, rendje 1.

. 1D kobos Hermite-elem.Elsé példaként Hermite-elemre ismét az 1D esetet (KDE masodrend(i peremérték-

feladat a) idézziik fel, ahol lathat6, hogy ezzel az Hermite-elemmel az egész szakaszon nemcsak a
folytonossag, hanem a folytonos derivalhatosag is elérhetd. Ezért szoktdk C'! -elemnek is hivni. A

résztartomanyok intervallumok, a Vi, altér a folytonos, szakaszonként harmadfoku polinomokbol all. A
csomopontok a végpontok, ahol nemcsak a fliggvényértékeket, hanem az els6 derivaltakat is felhasznaljuk a
polinomok meghatdrozasahoz.Ekkor egy részintervallumon négy szabadsagi fokunk van, melyek
egyértelmilen meghatarozzak a harmadfoka polinomot. Mivel a végpontokban a derivaltak is megegyeznek, a

Vi -beli fliggvények az egész szakaszon folytonosan derivalhatoak.Az Hermite-elemek szabadsagi fokainak
szemléltetéséhez a szokasos jeldlés, hogy a csomoponti fiiggvényértékeket az elézéekhez hasonldan vastag
ponttal, az els6 derivaltakat karikaval, a masodik derivaltakat kettés karikaval jeloljiik.

® ®
22, dbra. Egvdimenzios kdbis Hermite-elem.
Az egydimenzi6s kobos Hermite-elemet a 22. abra szemlélteti, rendje 3.

2D eset, Hio-clem (kobos Hermite-elem).Legyen most

Ty haromszde,  wpr, harmadfokid polinom
1 9

(\:f'fa.' =1,....M ), azaz

o 3 3 w . ¥ . 3
x,.y = ag+ x + oy + diea” 4 ey + fiy® + g’ + ety + Geey” 4 ey’

Ekkor

P(Ty) = P*(Ty).
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Csomopontoknak a haromszog csucsait €s sulypontjat valasztjuk, a cslGcsokban a polinomok
meghatarozasahoz a fiiggvényértékeket és a két els6 parcidlis derivaltat (tehat 3-3 adatot), a sulypontban csak
a fiiggvényértéket hasznaljuk. Ez a tiz érték egyértelmiien meghatarozza a harmadfoka polinomot.

23. abra. Kétdimenzios kobos Hermite-elem.

Két szomszédos haromszog kozos €lén a cstcsokban adott két fliggvényérték és a (parcialis derivaltak altal
meghatarozott) két éliranyl derivalt az 1D elemnél latottak alapjan egyértelmiien meghatarozza az élen vett
egydimenziés harmadfokd polinomot. Ezért az élek mentén, és igy az egész £2-on is értelmes folytonos
fiiggvényt kapunk.Igazolhaté azonban, hogy az élek mentén a normadlis iranyu (tehat az élekre merdleges)
derivaltak nem feltétleniil egyeznek meg a két szomszédos hadromszdgre nézve, igy az 1D esettel ellentétben
itt nem kovetkezik a folytonosan derivalhatdsag. Ehhez a kdvetkezd pontbeli magasabb fokra van sziikség,
lasd [8]. Az altér tehat

Vi={ueC(@): wr, € PT)Yk=1,...,] M}
A Vi altér bazisat olyan harmadfoku polinomok alkotjak, melyeknél a fenti tiz szabadsagi fok egyike 1, a
tobbi mind 0. Ezek a kordbbiakhoz hasonldan egy (tizismeretlenes) linearis algebrai egyenletrendszer bol

kaphatok meg. A kétdimenzids kobds Hermite-elemet a 23. dbra szemlélteti, rendje 3.

11. 2D eset, Ha1-clem (an. Argyris-elem).Legyen most

T haromszog, wjy, otodfoka polinom,

(Vk=1.....MYy a7q;

P(T) = P*(Ty).

Ennek 21 egyiitthatdja van. Csomopontoknak a haromszog csucsait és élfelezdit valasztjuk, a csiicsokban a
polinomok meghatarozasahoz a fliggvényértékeket, a két els és a harom masodik parcialis derivaltat (tehat
6-6 adatot), az élfelezOkben a normadlis irdnyG derivaltat hasznaljuk. Ez a 21 érték egyértelmiien
meghatarozza az 6todfoku polinomot.

24, abra. Argyris-clem.

A korébbiakhoz hasonléan lathatd, hogy az élek mentén, és igy az egész {l-on is értelmes folytonos
figgvényt kapunk: két szomszédos haromszog kozos €lén a csucsokban adott két fliggvényértékbol és a
(parcialis derivaltak altal meghatarozott) két-két élirany( els6 és masodik derivaltbol kapott hat adat
egyértelmiien meghatarozza az élen vett egydimenzids 6tddfoku polinomot. Most azonban az is igazolhato,
hogy a teljes élek mentén a normalis irdnyu derivaltak is megegyeznek a két szomszédos haromszogre nézve,

1
igy (1Y) -beli fiiggvényt kapunk. (A definicid ezt csak az élfelezOkben garantdlja. Az allitast itt nem
bizonyitjuk, a szamolast lasd [8]-ban.) Az Argyris-elem tehat 2-dimenzios C' -elem, az altér pedig

Vi={ueCY ) : ur, € P(TR)Vk=1,...,] M.

Bazisat az el6z6vel analog mddon hozhatjuk l1étre. Az Argyris-elemet a 24. dbra szemlélteti, rendje 5.
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12. 2D eset, His-clem (un. Bell-elem).A Bell-elem az Argyris-clem modositasa ugy, hogy “I7i nem
tetsz6leges o0tddfoktl polinom lehet, csak olyan, melynek az élekre vald lesziikitése harmadfoka polinom.
Igazolhato, hogy ez harommal csokkenti a szabadsagi fokok szdmat, igy csomdpontoknak elgg f@lj}iromszég

csucsait valasztani az Argyris-elemngl vett 18 adattal, valamint az is, ezzel nem vész el a -beliség,
vagyis a Bell-elem is 2-dimenziés  -elem (lasd szintén [8]-ban). A Bell-elemet a 25. dbra szemlélteti,
rendje 4.

__J'{ W

- . ]
e iz
|| et
anik

",
b

W

b

25. abra. Bell-elem.
Téglalapon, ill. 3D-ben is értelmezhetk alkalmas Hermite-elemek, ezekrél szintén [8]-ban olvashatunk.
3.13. Megjegyzés.

1. A felsorolt példakban a Ty résztartomanyok azonos tipusuak, vagyis egy adott triangulacié csupa
haromszdgbdl/tetraéderbdl vagy csupa négyszogbol/téglatestbdl all (rendre a 2D/3D esetben). Ilyenkor
célszerli a résztartomanyokat és a rajtuk értelmezett megfeleld polinomokat egyetlen n. referenciaelem és az
azon értelmezett megfeleld polinomok transzformaltjaként reprezentalni. Ez affin (tehat inhomogén linearis)
transzformacio, igy kezelése egyszerli. Erre a 3.4 (b) szakaszban mutatunk konkrét példat.

2. A végeselem-modszer a fenticknél altalanosabb, gorbe hatara elemekkel is értelmezhetd. Ennek
legegyszeriibb modja, ha az elébb emlitett modon referenciaclemet hasznalunk, és a transzformaciot vessziik
affin helyett altalanosabban. Példaul, referenciaharomszég masodfokt transzformacioival parabolaivekkel
hatarolt elemek nyerhetok, melyekkel a tartomany hatara sziikség esetén jobban kozelithetd, mint
torottvonallal (lasd pl. [23]).

3. A végeselem-modszer masik altalanositasa az un. nem konform vagy DG (discontinuous Galerkin) tipust
moddszer, amikor nem koveteljik meg a folytonossdgot az egész tartomanyon. Ennek elméletéhez a
bevezetdbeli Galjorkin-modszert is altalanositani kell (1asd pl. [5]).

3.14. Megjegyzés. Konkrét példaként érdemes megemliteni az egyenletes (azaz négyzetracs egyiranyu atlos
felezéseibol kapott) haromszogracshoz tartozd Courant-elemek merevségi matrixat a Poisson-egyenlet esetén
Dirichlet- peremfeltétel lel. Konnyen lathato (lasd 9.18 feladat), hogy 7 X 711 belsé csomoOpont esetén

B -1
—I B -]
- b =1
'illf — . . "E "'_:E.'l FFE X Fm
-1 B -1
I B
blokk-tridiagonalis matrix, ahol T az 7 X 7! -es identitdsmatrix és
4 -1
-1 4 =1
=1 4 _
;i E -':.-ll' ¥

tridiagonalis matrix, melybdl i db szerepel. Ez a 2.2. szakasszal dsszevetve azt jelenti, hogy a fenti végeselem

A, = AFEM | ) ) AFDM
es “Hth = S ¢€s az ugyanezen csomopontokhoz tartozé6 FDM-es matrixokra
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FEM 2 A FDM
Al h2 AlPM

4.3. 3.3 Az FEM stabilitasa

A végeselem-modszer rel konstrudlt th kozelitdé megoldasra a Vi altértél fiiggetlen (Un. racsfliggetlen)
stabilitasi becslés igazolhatd. A racsfiiggetlenség abbol adddik, hogy a pontos gyenge megoldasra felirt
stabilitasi becslés egy az egyben atvihetd a kozelitdé megoldasra. Itt rogton csak az utdbbival foglalkozunk,
el6szor az absztrakt Galjorkin-modszer esetén.

3.15. Tétel. Legyen H valos Hilbert-tér, @ : < H — R korlatos, koerciv bilinearis forma 1 alsé hatarral
(azaz (46) teljesiil), valamint legyen £ : H — | korlatos linedris funkcional. Legyen Vi © H adott véges
dimenzi6s altér, és Un € Vi a (48) feladat megoldasa:

aluy, vy) = fuy, (Y € V). (66)

Ekkor
llun|l < 1 II€]] (67)
u & )
hil = i i
Bizonyitas. Helyettesitsitk a U = 1 elemet (66)-be:

al g, ) Fy, .

A koercivitas miatt

m| u,.,.||"' < ||€]] ||2en]|.
Ebbdl rogton kovetkezik a kivant becslés. [QED]

A stabilitas szokasos kovetkezménye (a 2.19 allitashoz hasonldan), hogy a jobboldal hibaja korlatos mértékben

. . h h
oroklodik a megoldas hibajara: ha a (66) feladat by ¢gg b2 jobboldalakhoz tartozé megoldasa rendre %1 és 2 |
akkor

1
I hij
luy = uy| < m”‘t £a|.

Alkalmazzuk a kapott becslést eldszor az (55) Dirichlet-feladatra! Legyen tehat

gy = (0,

{—1"\'”4?.‘:] = _,lr

ahol ©2 € R" korlatos tartomény, P € L>(€2) ¢s alkalmas m > 0 esetén P(z) = m >0 (m-m. ¥z € ),
valamint f € LH(Q) i alu.v) 65 v a (14) gyenge alak bal és jobb oldala, azaz

alu, v) 1= [p Vu-Vu, fu = /f: (u,v € HAY)).
Jio Jo

Ekkor a bilinedris forma 476 (£2) -on vett alsé hataranak becslésére a P alsé hatarara megadott 1 vehetd (lasd

(20)), igy csak ]| -et kell becsiilniink. Emlékeztetiink a 1.2. szakaszban bevezetett fiiggvénynorma-jeldlésekre.
Itt a CauchySchwarz-egyenlétlenség és a (8) PoincaréFriedrichs-egyenl6tlenség révén

|fv] < | fllofz|a (VYo e Hi(), (68)

|fllollv]lo < Co
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igy

) o . o .
]| = Callfllo s |unh < I| fllo- (69)

1
A Cq konstans éles értéke var, ahol A1 > 0 a Laplace-operator legkisebb sajatértéke az £ tartomanyon

homogén Dirichlet- peremfeltétel lel (1asd 9.15 feladat), Al -re pedig érvényes a

2
i

= diam(})-
becslés, ahol 7 a tér dimenzidja és @101 (£2) 4 tartoméany atmérdje (lasd 9.16 feladat). Ezekbol

dram(L)

fug|y < m]ﬂw

amely konnyen kiszamithato és racsfiiggetlen stabilitasi becslés.

Vegyes peremfeltétel (i feladat esetén a (68) becslés értelemszerlien méodosul. Ekkor az £ funkcional a (22)

gyenge alak jobboldala:
n-;:f;';- f / YU (Vv € HL()).
L2 Sy

melyre a (68) becslést a (12) beagyazas révén egészitjiik ki (az L?-normakban az alaphalmaz feltiintetésével):

|“'| < “_.r“':l.&!l "'l o1 1 ||"|||n;|_j". “"“'il.l'w = I:('g,_rl _.|r|:1l.'i!' ('j'\.“'}“n_j'\. ] |£'|j (W € H};ﬂi}}}
igy
€]l < (Callfllog + Crallvllors) Lflo.

(A Cry konstansra nincs a C2-hoz hasonloan egyszerl fenti altalanos becslés, egyes sokszogil tartomanyokra a
[21] kdnyvben talalhatok ilyen becslések.)

4.4. 3.4 Az FEM konvergenciaja

4.4.1. 3.4.1 Bevezetés: konvergencia és interpolacio

Mint lattuk, a Galjorkin-mddszer konvergenciavizsgalatanak alapja a 3.7 Céa-lemma. Tekintsiik el6szor az (55)
Dirichlet-feladatot, és a 3.2. szakaszban ismertetett végeselem es megoldast. Itt a gyenge megoldast a Hy(©)

7 7y 1,/2
= |2 1 . . .
térben kaptuk, ezért a Céa-lemmat az luly == (J [Vul?) ™ H} normaban hasznaljuk. A 3.8 megjegyzés
alapjan infimum helyett rogtén minimumot irunk, igy

|® — uy|y < H min |u" — vy,
T Vi '

— o 1 y | JE— =l =} — .7 4 14 l
ahol 7 = essifp oo M =esssupp = [[p[le= A konvergencidhoz tehat az alterekre vonatkozéan o -
normabeli approximacios tulajdonsag kell:

Yue H  dist(u.Vy) = min |u— |1 =0 (ha h — 0],
W EV,

Lk h
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A gyakorlatban altalaban ennél tobb, éspedig a dist{u, Vi) =0 konvergenﬁitTl rcgd{eﬁ-lﬁs%_ Ee£1| jjérdés. ér/ ?%Yf]s
LW Dh=s

peremfeltétel esetén a Céa-lemmat a fentivel azonos formaban kapjuk, mivel a
téren is norma. Mivel ez az altalanosabb feladatosztaly, igy a tovabbiakban erre hivatkozunk:

3.16. Kévetkezmény. Az (55) feladat tn € Vi végeselem es megoldasara

" =y < ;n. "]I':I. [u” = wnly, (70)

ahol M és m a (62) bilinearis forma hatérai.

(A hatarok értékére nézve lasd a 9.14 feladatot).

Hogyan becsiilheté feliilrdl a M, €V, [u" — |1 grt¢k, ha sem u” -t, sem az optimalis th fliggvényt nem
ismerjik?
A becslés alapgondolata az, hogy becsiiljik feliilrl ezt a minimumot az optimalis ¥: helyett vett masik

alkalmas figgvénnyel. Erre célszerii valasztas 1" megfeleld interpolacidja a Vi altérben. J elolje

I1,u" € Wy

ezt az interpolaciot; ekkor

M

0 = unly < = [u* = Tl . (71)
m
Igy tehat a jobb oldalon 4ll6 interpolaciés hibat kell megbecsiilniink.

A becsléseket tetszoleges U © HLIJEQJ fliggvényre végezziik el. Itt a peremfeltételt sem hasznaljuk, azaz u
tetsz6leges HY() peli is lehet; a peremfeltéte]l abban szamit, hogy a becsléseknél megmaradunk |uls -nél, és

ez a végeredményben vizsgalt ¥ € HE (D) esetben normat ad. Azaz, a tovabbiakban a feladat:
lu— )y <7 (u€ HLH(D)). (72)

Ebben a szakaszban a linedris (azaz elsérend®l) interpolacidt vizsgaljuk meg, a magasabbrendl esettel utdna
foglalkozunk. A szdmolasokat kétdimenzids esetre végezziik el.

4.4.2. 3.4.2 Az FEM elsérendii konvergenciabecslése Courant-elemekre

Részletesen a Courant-elemek, azaz haromszogeken linearis polinomokkal értelmezett végeselemek esetén
vizsgaljuk a konvergenciat, amelyre ekkor elsérendii becslést fogunk kapni.

Elsérendii interpolacios becslés. Az [ — Hntt]1 normat elemenként vizsgaljuk: mivel

lu = M|} i=|u = Myulin e, = f |V (u — Iyu)|*
0

Af =
- Z [ |V (u — Mu)* =: Z = oty
=1 " F i k=1

igya
|t — Tyt gy

normakra kapott becslésekbdl dsszerakhato a teljes tartomanyra vald becslés.
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Elézetes: az 1D eset. A becslések attekintését segiti az 1D analdgia vizsgalata. Tekintsiik ath = [@ H
intervallumot, és ennek ekvidigzting felosztasat. A re’szigptgr\}gllyp;}gk vizsgalatat elég az elsén, az
intervallumon elvégezni, ahol allandd. Ezen egy fliggvény linedris interpolaltja:

wlh) — u(0)
— .

(Myu)(x) = u(0) +
h

3.17. Allitas. Legyen @ € H*(11) Ekkor

lw — Mt gy < Bl 2,

Bizonyitas. Itt

_ lll'
() (x) = M = % [ u' (¢ )t
<

igy

1 h 1 h - 3
u'(z) — (yu)(x) = —f (u'(r) —u'(t)) dt = —f / w"(s) ds dt.
h’ 0 'h 0

Ebbdl a CauchySchwarz-egyenldtlenség és konstansintegralas tobbszori alkalmazasaval

K 7 h 1 fa -
f u(s)ds| dit - [ 12dt =~ [ [ u"(s) ds
¢ Jo h Jo 1J,

1 fy r £ 1 h h b
< —/ (f |n”[.-;]|=d.f<[ [Ed.rc}dfﬂ —f (f |n"[.=-;]|3.'f:k-f lzd'.n-;) di
h Jq t Jt h Jq (] 0
h h h
= [ [ wrdsde= [,y de= b,
Jo o Jo Jo

h N
/() — () (@)|” < l[ :
T Jn

L

és
h ,
[ ] 2 a a
lu— yulfp g, = / |u’{_,|-]| - [II;,r;j‘(_r]| dr < h* . ||u”| Lagiy
J

ami a kivant becslés négyzete. [QED]

3.18. Megjegyzés. A kapott eredmény analdég a Taylor-sor hibdjanak nagysagrendjével, ami nem meglepd,

hiszen 1 és a linearis kozelités kiilonbsége a 2. derivalttal allt el6. A fenti szamolads ugyanigy folytathatd
2

k1

magasabbrendii esetre: ha € H U"*), azaz m-m. létezik u'**Y ¢s L7(1n) peli, valamint 11n k -adfoka
interpolans, akkor a fenti integralds k -szor folytathatd és becslése mindig egy Ujabb h -s nagysagrendet
produkal, amibdl alkalmas ¢ = ) konstans mellett

|t — HMpte| gy = c h* ||u"" ' J:'||L.-”«M = .hj"|u|m-—_|,:;h-,.

A 2-dimenziés eset haromszog-elemekkel. Tekintsiik el6szor az Ey specidlis elemet (/i -egységharomszog-
elemet), lasd 26. abra.
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N\

(A
i Fl

(.0}

26. abra. Az Ej, specialis haromszog-elem.
Ekkor a 3.17 allitishoz hasonldan igaz, hogy ha U € H*(Ey) , akkor van olyan ¢ = 00, hogy

lu — Matt| sy < ch||Dul| 205, (74)

ahol D%u az « Hesse-matrixa, és

””2””?._-'.;;-;” = (|haul® + |Bygul* + |Feaul?).

Ey,
(A hosszabb szamolas a [7] kdnyvben talalhatd.)
A tovébbiakban attérink az £ 1= £ haromszogre. Ez a referenciahdromszog, melynek affin

hasznélni). A referenciahdromszogdn hasznaljuk fel a fenti becslésta i = 1 esetre:

3.19. Kévetkezmény. Ha U € H*(E) , akkor van olyan ¢ = (J, hogy
lu — M) i gy < e || Dl 2.
Errél fogjuk atvinni a becslést altalanos haromszogre.

Legyen Tk tetszOleges haromszog egy adott triangulacioban, és cstcsait jeldljiik PPy Py omal. Jelolje
Ly E — Ty az affin transzformaciot, lasd 27. abra.

e Y
Loe] Tl

27, abra. A referenciaelem leképezése.

Legyen

Py =(z1,0), Po=l(r2,y2), P=(x3.1)

Ly (g) _ (r1+ (2= 21)§ + (a3 —-n]u)
n i+ (e -+ (m—min/’
T 1= I’ £ _ (.l'j —r Iz— .I'l) . itn "-f.'t)
ek Ui =W W=l “Ava wg )

Ekkor

A tovabbi szamolasokhoz felhasznaljuk az aldbbi elemi tulajdonsagokat:
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ag

L det ( )
1. Az a,b € B? yekiorok ltal kifeszitett hromszdg teriilete: bi b2/ Epbel

r PP,
det(J,) = det(J]) = det | 23 PP = 2|Ti.
a

ahol |7k jeloli Tk teriiletét.

2. Az inverz matrix képletébol

1 T R— 1 T
LYY = (L)' = S s
(k) (L) det(.J,) (_*'3 s det(Jy) '

ahol Jk jelsli a fenti szamlalobeli matrixot.

3. Barmely 7 X 70 -es A matrixnak az euklideszi vektorhossz 4ltal indukalt operatornorméjara

n

A < ||Alls.  ahol Al =" al

i, 5=1
az A matrix Frobenius-normaja.
3.20. Allitas. Legyen v € H'(T}) ¢s U= vo Ly € H'(E) Ekkor
Ef:"‘ —
[ ver < [ v,
T [Tkl
ahol M := diam(Tk) o Ty, haromszog atmérdje és 1Tl aTe teriilete.
- 1
Bizonyitas. Derivalvaa ¥ = ¥ © Ly egyenldséget
1
T = r 1 1yr
Ve=(VoeolL,")- (L") = rfn‘{f,\}[T; DL;_ ]1, s
igy
[ Vol? = —— (Voo LY) - Jif*
T det(J.)? Jo, K

Az integraltranszformacio képlete szerint

f z= f[; o Li)det( L)) = det(J}.) f[_: o L) (Vz € LYT}).
Ti E E

el }

o — 77 1y, 71 . T 7 . .
Ezt alkalmazva < -~ |[V’L oLy7) ‘Ik| esetén, és mivel /i © Li = Ji (hiszen ez konstans matrix),
[ 190 = g [1vT Al
det(J,.)
Itt
VT - I < V87 |l < (V0 || ellF < 4199 A,

mivel /& mind a 4 eleme legfeljebb /i . Masrészt @et(Ji) = 2|Tk| Ezekbsl
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5 f
[ ver <t [ v,
5

3.21. Megjegyzés. Hasonld szamolassal igazolhatok az alabbi becslések:

vagyis az allitast belattuk. [QED]

(i) az allitasbeli becslés ugyanugy érvényes visszafelé is, azaz

A

(A két becslés szimmetrikus viszonyardl lasd a 3.27 megjegyzést.)

?hf

=T

|Tr'|:.

(i1) A masodik derivaltmatrix négyzetintegraljanak becslésében hi kettével nagyobb rendben szerepel:

5 '] hl a e
D% <e ’*[ D*u|?, (75)
f,_-' "<emi ), 1P X

ahol ¢ = ) fliggetlen T -tol. (A megfeleld normakra ez a gy6kvonas nyoman b eggyel nagyobb rendjét
jelenti.)

Ezek alapjan mar kozel jarunk (74) megfelel6jéhez I -ra. Mig az eddigi becsléseknek rogzitett racs
(triangulécid) esetén is volt tartalma, a tovabbiakban triangulaciok csaladjai esetén vizsgaljuk az interpolacid
rendjét.

3.22. Definici6. Triangulaciok csaladjanak nevezziik triangulacidk olyan JF halmazat, melyre minden hy = 0
esetén létezik Tn € F hogy Th finomsaga kisebb ho -nal.

3.23. Allitas. Legyen F haromszogii triangulaciok egy csalddja, melyre

IF'.E
k. (T, €T,. T, € F) korlitos.
(75|

Ha T adott haromszog és % € H A(Ty) , akkor
| = Ml gy < Ehie || D?ul| zgayy. (76)
ahol & > 0 Tk -tol fiiggetlen.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.20 allitasta ' == U — 1 fliggvényre, majd a 3.19 kovetkezményt u helyett -
ra, végiil a 75 becslést v := u esetre:

i 2h
— Myt g = Viu—I1, *f Vi — I1,i)
| Rt (T3) j;l| (u .IHJ| Tl | (u nl |

.IrJ“_ _— P
— Fﬂ [ti — I ulfpn gy < const. - ﬁ | D% HI_,_‘.,P
Ui hi ’ 22,02 -
< const. - |T7 | ) = (r'mf.k‘.f. . m) hi || D H|_L:.-;-_k-, < const, -

ahol a konstans Tk -t61 fiiggetlen. [QED]

"7
Meg kell még vizsgalnunk, mikor teljesiil 7| korlatossaga.
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3.24. Allitas. Tetsz6leges haromszogben

| 1.5 .
1 h sin® < A < ;.II."HIIIH'.

ahol A a haromszog teriilete, i a haromszdg leghosszabb oldala és # a legkisebb szdge.

Bizonyitas. A legkisebb ! szoget a két leghosszabb oldal zarja be, a leghosszabb /i , a méasodik leghosszabbat

h 4 1 .3
jelolje b . Ekkor hzb25 Ahra merdleges magassag m = bsinf | igy A= 3hbsin®  gppe beirjuk b
el6bbi kétoldali becslését. [QED]

3.25. Kovetkezmény. Legyen J haromszogl triangulaciok egy csaladja és ebben T} adott haromszog. Ekkor

2 i
- <
sinfl, — |

. 4 hi |
< — , AZAZ LU 2 o
= =in fl, Tl

=

).

I-.i

k| sin ;.

ahol P a T legkisebb szoge.

B2
Specialisan, T (Tk € Th, Tu € F) pontosan akkor feliilrél korlatos, ha SN pozitiv korlat folott marad,
azaz ha %k pozitiv korlat f5l5tt marad.

3.26. Definici6. Haromszodgi triangulaciok egy J csaladja reguldris, ha teljesiti az in. minimumszog-feltételt:

o=0: =t (YheTh TheF)
Roviden gyakran ugy mondjuk, hogy a triangulacid regularis.

3.27. Megjegyzés. A konvergenciabecslés folytatasa eldtt kitéréként érdemes a regularis triangulacié fogalma
alapjan értelmezni a 3.21 megjegyzés eredményeit. E megjegyzés (i) pontja a 3.20 allitassal egyiitt ekkor azt

[Vi? g S, V02

2
hi

mutatja, hogy -L:? azonos nagysagrendiek. Ez szemléletesen azért van igy, mert utébbiban

2
az alapteriilet nagysagrendileg -szerese, az integrandus viszont hie™ -szerese az elébbiben szereplonek.

Regularis triangulacioban tehat
[l sy = O(|vlainy) (ve HY(TY)). (77)
A megjegyzés (ii) pontjanak megfelelden
Ty = he-O([vlwery) (v € HA(TW),
és hasonloan adodik barmely 7 € N esetén, hogy
[l = hi - O(vlgr+ray) (v € H™Y(T¥)). (78)

A magasabbrendl becslések hatterében az all, hogy a vi=wvoly egyenlOség derivalasaikor mindig eggyel
tobb fk  rendti tényezOvel jelennek meg a szorzatok: el0szor a 3.20 éallitds bizonyitdsdhoz hasonldan

Vo= (VvoLy)Ji azaz (Mi-vel jelslve L elemeit)
(Vo) =3 (BvoL)me  (£=1,2),
i=1

majd

B (Vv) = (@00 0 L) it T (.m =1,2),

rr 1
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és hasonléan 7 = 2 esetén. Mivel /i elemei /i nagysagrendiiek, azaz Tl = O(fuk) (.0 =12) jgy r
novelésével a nagysagrendben  kitevdje is mindig eggyel nd.

A 3.26 definicidval a 3.23 allitasbol és a 3.25 kdvetkezménybdl adodik tehat, hogy ha a triangulacid regularis és
u e H*(T}) , akkor teljesiil a kivant (76) becslés a T haromsz6gon. Utolsé 1épésként Osszegezziik a

haromszogeken kapott becsléseket, ebbdl adodik:

3.28. Allitas. Ha % € F7(€2) ¢4 haromszogh triangulacid regularis, akkor

[ — Ilnu|y < c1h |u

ahol €1 > 0 fijggetlen a triangulaciotol.

Bizonyitas. A szakasz kiindulasi egyenldségébdl
Af
2 2 2
|u — Myuly = |u — Mulpm 0, = E [ — I gy
k=1

2 <= '
Itt minden haromszégdn "7k © HA(T)) , igy teljesiil (76). Ebbdl és a hi = h = maxdiam(Tk)
egyenl6tlenségbol

M M
lu—Myulf <& b |1D*ullf2r, < E0° D 11D fagr,
k=1 k=1

el

= & h? |f.32;e||i;,:5,._ = #h? |ul3.
ami a kivant becslés négyzete. [QED]

Elsérendi konvergenciabecslés. A 3.28 allitasbol mar rogton adodik a konvergenciatétel:

3.29. Tétel. Ha a (61) feladat megoldasara u' € H*(02) , és a Courant-elemekben hasznalt haromszogi
triangulacio regularis, akkor

u' — ol = ch|u’|o,
ahol ¢ = 0 filiggetlen a triangulaciotol.
Bizonyitas. A 3.28 allitas és (71) révén

M

o’ —uply £ — |u” = Iyu'|y < chlu’ls,
m

o oM
ahol © = . . [QED]

3.30. Megjegyzés. Specidlisan, a 1.5 tétel feltételei mellett fennall u* € H*(Q) , igy tehat ha az () tartoméany
C? -diffeomorf egy konvex tartomannyal és P € Lip(£2) | akkor az (55) Dirichlet-feladat regularis

-

L] -
triangulacioji végeselem es megoldasara teljesiil, hogy [u" — unly < chlufz,

Egy modellfeladat végeselemes megoldasat Poisson-egyenlet és homogén Dirichlet- peremfeltétel esetén a
8.2.5. és a 8.2.6. animaciok mutatjak be. A kozelitdé megoldasok grafikonjat, ill. feliilnézetét (fiiggvényértékek
szerinti szinezését) is szemléltetjiik. Erdemes egybevetni az eredményt a 8.2.4. animacioban lathato véges
differencias megoldassal.

3.31. Megjegyzés. Hasonlo tétel érvényes mds elemek esetén a triangulacié regularitdsanak értelemszert
atfogalmazasaval:

51
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

* téglalap-elemek esetén a regularitason azt értjiik, hogy

b
k (T, €T, Ty €F) korlitos,

fy

] ]
Bt e [
k k

hohi T teljesiil a 3.23 allitas

ahol i ¢s ik a hosszabb ill. rovidebb oldalt jeloli Tk -ban. Mivel
by

, a - £ = ;
megfeleldje. Atfogalmazva, van olyan g > ”, hogy e = (\‘ﬂﬂk €T TheF ), ezért az ilyeneket nem-
keskeny téglalapoknak hivjuk.

cres

legyen a regularitashoz.

» 3D-ben téglatestek esetén az egyes elemeken a leghosszabb és az egyéb oldalak hanyadosai legyenck
korlatosak.

4.4.3. 3.4.3 Konvergencia regularitas nélkul

Az elébbi becslésben feltettiik, hogy ¥ € H*(9) Megmutatjuk, hogy enélkiil is igaz a konvergencia a H,(0)

téren, de ekkor nem kapunk nagysagrendet a konvergenciara.

3.32. Tétel. Legyen u” € Hiﬂ:ﬂj a (61) feladat megoldasa. Ha a triangulacidk csaladja regularis és
haromszog/tetraéder vagy téglalap/téglatest elemekbdl all, akkor

[ —up|y =0 (ha h—0).
Bizonyitds. Mivel £ (N NHLQ) sorg Hp(Q) -ben, igy barmely = > () esettn van olyan

w € H*(Q) N HEL(2), melyre [ —wlt <3 A 328 allitas (ill. nem haromszdgi triangulacidk esetén a 3.31
megjegyzés) szerint

|

[ — M)y < ah |w|a,
ahol €1 > 0 fijggetlen a triangulaciotol. Ekkor

u—Ilhw|y < Ju—w + |w—Myw|; < —;

Feh|wl: < e,

ha h < ho = '—’i'ITJE'lE’ azaz dist(u’, Vi) < ¢ fgy minden £ = 0 esetén talaltunk olyan hy = 0 szamot, hogy
barmely ' < Do esetén dist(u", Vi) < ¢ vagyis

dist{e®, Vi) =0 (ha h—0).
Ebbdl a 3.16 kdvetkezmény szerint kovetkezik a kivant konvergencia. [QED]

4.5. 3.5 Magasabbrendii interpolacié és konvergencia,
BrambleHilbert-lemma

4.5.1. 3.5.1 Interpolaciés becslések H'-normaban

Ennek a pontnak a f6 eredménye a 3.18 megjegyzésben felirt egydimenzids interpolacios tulajdonsag

magasabbrendi megfeleldje. Ezt el6szor a 3.4 (b) szakaszban bevezetett En h -egységharomszog-elemen (26.
abra) igazoljuk:
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ktlf g
3.33. Tétel. Ha % € H" 7 (En) ¢ iy k —adfoku interpolans, akkor alkalmas ¢ = () konstans mellett
0 3 . kg
n— I]i_, U (B = ch .”l”" FL{ER Y-

A tételt t6bb reszben igazoljuk, ui. alapja egy altalanos, mas esetekben is hasznos becslés, az Un.
BrambleHilbert-lemma, valamint ennek valtozata. Legyen mindvégig €2 C ™Y korlatos, szakaszonként sima
peremi tartomany, ¢s jeldlie P* a legfeljebb k -adfoka 7 -valtozés polinomok halmazat.

3.34. Allitss. (BrambleHilbert-lemma) Legyen @ H Q) 9 R worlatos linedris funkcional, melyre
@p =0 (¥p € P*). Ekkor van olyan ¢ > 0 konstans, hogy

|ou| < e |u|grsie (Vu e HEPHO), (79)

ka1 ,
Bizonyitas. Legyen U € H™ Q) adott fliggvény. Konnyen lathato, hogy egyértelmiien létezik olyan P € pt

n -valtozos polinom, melyre
/r‘)“p— /r’ﬂ“u (Ve < k), (80)
S S

ahol o a lehetséges multiindexeket és ] ezek rendjét jeloli. (A P polinom egyiitthatoit az ezek szamaval,

o] —val megegyez6 szamu egyenldségbol rekurzivan kifejezhetjiik.)

Alkalmazzuk a (& + 1) -edrendii PoincaréNeumann-egyenlétlenséget (lasd (10)) az ¥ — P fliiggvényre: ekkor
(80) miatt

~qﬁdauww-mhlzdfwm~W)=nu»¢%+
al< *_' £

, . prktl N . ki1
Mivel @ H" 7 {2) = R yoriat0s linedris funkciondl, igy lov| = M|k (Yve H (€2) ) alkalmas
M = 0 mellett. Ezt,a “P = U feltételt és a fenti becslést felhaszndlva

w12

jou| = |6(u — p)| < Mllu— plless < MO Ju = plesr =: ¢ |u— pliss.

Itta P k -adfoku polinom (k +1) -edrendii derivaltjai nullak, igy

u—pla= ) f[f‘f'u- rpPr= % -/.[H’.':]"=|n|f_k
kgt v M PR

fexl lex|

ezekbdl
|| < € Jue|iesa,
ahol ¢ = 0 nem fiigg u -t6l. [QED]

3.35. Megjegyzés. A BrambleHilbert-lemma bizonyos értelemben a Taylor-maradéktagos becslés helyét veszi
at. Ha P a lemmabeli % -adfokt polinom és ™= % — P jeloli a maradéktagot, akkor az u fiiggvényt
= pP+T alakban irtuk fel. Ha e felbontasra alkalmazzuk @ -t, akkor a bal oldal | a jobb oldal pedig a “¥
tag eltiinése és ¥ korlatossaga miatt az © maradéktag nagysagrendjével aranyos, amely a lemma szerint

|ulksr = [[D* 1| 2 nagysagrendi.

3.36. Allitas. (Bilinearis BrambleHilbert-lemma) Legyen

W HYY ) < HYY ) - R
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korlatos bilinedris forma, melyre Y (7-8) =0 ha r & P* vagy s € P*. Ekkor van olyan ¢ = 0 konstans,
hogy

W(w,v)| € elulgemy|vlarog  (Yu,v € HFHO). (81)
Bizonyitas. Alkalmazzuk a BrambleHilbert-lemmat az els6, majd a masodik valtozéban. [QED]

Bizonyitas.[A 3.33 tétel bizonyitasa] Legyen el8szor £ a 3.4 (b) szakaszban bevezetett referenciahdromszog (
I =1 eset), és

Wiu,v) = (u— Hpu, v—Th)gr e (w,v € H* IH:"P_I_

Ekkor ¥ i H*"H(E) x H¥"H(E) = R o405 bilinedris forma, és ha P € P* | akkor P =111p | gy
(p,v) = W(v,p) = 0 gy alkalmazhaté a bilinearis BrambleHilbert-lemma. A (81) becslésb8l 1 = © esetén

2 i N e ]
= i G v e
ey = Wlu,u) < efuyea g

[ee — Ilju

azaz
|u — Myu|pgrigy < const. - |[u|gesigy.

Alkalmazzuk a két oldalra a (77) és a (78) egyenldségeket a reguldris elem szerepében £}, -ral Ekkor az ottani
hi méretbé] most csak i lesz, a kitevé az ottani 7 helyett a most k -val jeldlt érték. Igy a jobb oldal i* -os
szorzot kap, azaz van olyan ¢ == () konstans, hogy

[t — Mnae| g g,y < ch® |l prsr s, ).

- [QED]
Most mar attérhetiink az egyetlen Ey, haromszodgrdl altalanos triangulaciok regularis csaladjaira. A kapott

eredmény értelemszeriien atvihetd a triangulaciok tetszéleges résztartomanyaira, majd ebbdl az egész
tartomanyra, igy megkapjuk a 3.28 allitds megfeleldjét:

, k+1
3.37. Allitas. Ha © € H (L) , a haromszogli triangulacié regularis és Iy elemenként & -adfokd
interpolans, akkor

[ — [pu)y < cxh® [ee| 41,

ahol ¢ > 0 fiiggetlen a triangulaciotol és (i1 = [ulmrea),

Bizonyitds. A triangulacidok résztartomanyaira megismételhetjiik a 3.33 tétel fenti bizonyitasat, az utolsd
1épésben az E -r6l valo attéréskor felhasznalt a (77) és (78) egyenléségek regularis triangulaciok
résztartomanyaira is vonatkoztak. Végiil a résztartomanyokrél az egész §2-ra a 3.28 allitds bizonyitdsaval
azonos modon, egyszerii sszegzéssel és az elematmérdk rendjének h -val torténd becslésével jutunk el. [QED]

3.38. Megjegyzés.A 1u interpoldnsok k -adfoku volta a (63) jeldléssel azt a feltételt jelenti, hogy
P(T) 2 PNT) (vT € T, WTi € F),

3.39. Megjegyzés. A 3.31 megjegyzés mintdjara a fentihez hasonld tétel érvényes mas elemek esetén is
megfeleld regularis triangulacio esetén.

4.5.2. 3.5.2 Az FEM magasabbrendii konvergenciaja

A 3.37 éllitas és a Céa-lemmabol szarmaztatott (71) becslés révén kdzvetleniil adodik a 3.29 tétel altalanositasa:
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3.40. Tétel. Legyen k € N7 ¢és
" k=41
1. a (61) feladat megoldasara ¥ € H" (1),
2. az FEM-ben hasznalt haromszogii triangulacio6 regularis;

3. a polinomokra érvényes P(T) > PHT) T €T, VT, € F).
Ekkor

' — unfy < ch* Ui,
ahol ¢ = 0 fliggetlen a triangulaciotol.

Osszefoglalva, k -adrendii (azaz a k -adfoku polinomokat tartalmazé) elemekre elég sima megoldas esetén a

L e k
konvergencia rendje is % , azaz u" —unls < OR") A32 (b) szakaszban ismertetett elemek esetén érvényes
rendeket az alabbi tablazat irja le:

Elem rend (elem és konv,) | feltétele u®-ra

Ts 1 H*?
Ry | 1 ' H?
Te 2 H*
Ry 2 H?
Hyo 3 H*
Bell 4 H®
Argyris 5 HE®
T3 1 H?
R3 1 H?
T3, 2 H?

4.5.3. 3.5.3 Interpolacids becslések magasabbrend(i 4‘-normakban

A BrambleHilbert-lemmabol az (a) ponthoz hasonlé modon levezethetk a 3.37 allitashoz hasonléan az
interpolaciok rendjei akkor is, ha az * — Iyt eltérést nem H*' -, hanem éltaldnosabban H' -normaban (

~ £
1 <0<k merjiik. Az [* — 1tele norma értelmes voltahoz sziikséges, hogy 11nt € H (€2) legyen (i -ra
¢
ezt eleve tudjuk); mivel a T' haromszogeken yu o P(T) polinomhalmaz tagja, igy ez a P(T) C H'(Q)
st ielenti i P(T) > PYT)
tartalmazast jelenti az eredeti mellett.

3.41. Allitas. Legyenek kteNTgl<l<k . Tegyiik fel, hogy
1 ue HHQ).
2. az FEM-ben hasznalt haromszdgi triangulacio regularis;

3. apolinomokra érvényes PHT) C P(T) C H'(Q) T €T, VT, € F).
Ekkor
| — Mpule < e Julpsr.

ahol ¢ = () figgetlen a triangulaciotol.

Bizonyitas. El8szor kovethetjiik a 3.33 tétel bizonyitasat: az £ referenciahdromszdégon a
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i i i — k=] s "
U(u,v) == (u — pu, v — 10} 5 (w,ve H YE)
bilinearis formara alkalmazzuk a bilinearis BrambleHilbert-lemmat, amibdl szintén it = ¢ esetén

u— | ge ey < const, « |u| gesrp g

A két oldalra most a (78) egyenldségeket 7 := £ — 1 ¢s r := k mellett alkalmazzuk egy 7" regularis elemen.
Ekkor a bal oldal /1! -es, a jobb oldal h* -os szorzot kap, igy h* " -gyel egyszeriisitve megkapjuk a kivant
rendii becslést minden ' € T elemre. Végiil ezeket a 3.37 allitashoz hasonldan 6sszegezziik. [QED]

A H' -normakban vald interpolacids becslésekbdl a konvergencidra nem kapunk uj informaciot, mert a (71)
alapegyenldtlenséget csak H' -normaban tudjuk. Késébb, a 3.7. szakaszban fogjuk haszndlni a H?-normaban

érvényes interpolacids becslést.

4.6. 3.6 Tovabbi tudnivalék a konvergenciarol

4.6.1. 3.6.1 Az FEM és FDM konvergenciajanak osszehasonlitasa

Hasonlitsuk 6ssze a véges differenciak modszerénél az S-pontos sémaval kapott konvergenciat (kiilonbozo

k
simasagii megoldasok esetén) a végeselem-modszer megfeleld eredményeivel! Az FDM-nél CH (L) -beli

megoldas esetét értelemszerti az FEM-nél H*(Q) -beli gyenge megoldassal 6sszemérni.
FDM [ FEM
| feltétel u*-ra | konv. | feltétel u*-ra | konv. |
I ct | nines | H! S0 |
' | =0 | H* O(h)
o o) | H* oY |
Ct L O(R?) | H CO(h) |

Lathat6, hogy adott k=1,....4 rendii simasig esetén az FEM-nél elég kevesebbet (' k helyett H k.
regularitast) megkovetelni, €s igy is eggyel nagyobb a konvergencia rendje.

Az viszont az FDM mellett sz6l, hogy az O(h?) pecslést is a legegyszeriibb sémaja nyujtja, mig az FEM-nél a
. AN M
legegyszeriibb Courant-elemekre csak O(h) - kapunk, a tablazatban 4&llo O(h?) & O(h?) csak

magasabbrendi polinomok hasznalataval érhetd el. Felmeriil tehat a kérdés, lehetséges-e O(h?) konvergenciat
produkalni Courant-elemekkel.

Mivel a Courant-elemek (1t) konvergenciabecslése H' -normaban értendd, célszerii az eggyel kisebb rendi,

azaz L? -normat vizsgalni. Ezzel valoban O(h?) konvergenciat érhetiink el, ezt a kdvetkezd szakaszban
mutatjuk meg.

4.6.2. 3.6.2 Nitsche-triikk, L*-konvergenciabecslés

Az [? -konvergenciabecslésnél az Gn. adjungalt feladat segitségével lehet megmutatni, hogy egy rendet
nyerhetiink a H ! -konvergenciahoz képest. Ezt hivjak Nitsche-triikkknek (vagy Aubin-Nitsche-triikknek).

Ez roviden lefrhatd a megszokott absztakt formalizmus hasznalatdval. A jobboldali £ funkciondl helyett
azonban a megfeleld fliggvényeket kell feltlintetniink.

Tekintsiink egy
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Lu=f

elliptikus feladatot adott fe () mellett, és legyen ennek gyenge megoldasa € H | azaz
alu",v)=({f, v (Yve H),

ahol -0 az L2-skalarszorzatot jeloli, és H C H'Y () 4 feladathoz tartozé Szoboljev-tér (Hf%[:m , Hp,(92)

1
vagy H (_m ). Az a bilinedris forma teljesiti a szokésos korlatossagot €s koercivitast, azaz igaz (45)(46).
Legyen Vi © H y¢geselem es altér, és ebben Un € Vi a végeselem es megoldas.

Tekintsiik az
Lz=u" —uy

un. adjungalt feladatot. (Ennek jobboldalat természetesen nem ismerjiik, a feladat csak a becslés elméleti céljat
szolgalja.)

3.42. Tétel. Tegyiik fel, hogy
1 u* € HY(Q)
2zt E HE[SI]’éS dey =0 |22 < an||u” — wn|lo

Ekkor
|e® — unllo < e b |u’|a.
ahol ¢ = () fliggetlen a triangulaciotol.

Bizonyitas. Az adjungalt feladat gyenge megoldasara
a(z",v) = {u" —un. v}o (%W e H).

Legyen ¥ := #" — Uy és hasznaljuk fel az a{u” — up, zn) = 0 Galjorkin-ortogonalitast (3.5 allitas), akkor

||lu® — H,l,.“,:'; a(z"u —up)=alz" —z,u” —un) < M|z2" — znfa|u” — unl.

. - 2 . 1 o / ,” . . , , ..
Mivel u*. =" € H*(Q) , mindkettére érvényes az elsérendii konvergencia, vagyis a 3.29 tétel. Ezt és a (ii)
feltételt hasznalva

M|z" — zuau’ —unls € M AR |2 |a|u’ |2 € M Eerh? ||u' — unlo|ue’ |2
Ezekbola € = M e%cy jeloléssel
|u™ — ra,n,.||[‘: < 4'hz| ' — tnlo|u’ |2,
amibdl kovetkezik a kivant becslés. [QED]

3.43. Megjegyzés. Az (i)-(ii) feltételek teljesiilnek pl. Dirichlet-feladat esetén akkor, ha 02 -diffeomorf egy
konvex tartoméannyal és P € Lip(£2) , lasd 1.5 tétel.

4.6.3. 3.6.3 A numerikus integralas hatasa
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A végeselem es megolddg egyijtthatoinak kiszamitdsa az Ape = by, linearis algebrai egyenletrendszer
megoldasat igényli, ahol és  elemei integralok, ahogy ezt a 3.2. szakaszban felirtuk. A gyakorlatban
azonban ezeket az integralokat csak kozelitdleg, numerikusan tudjuk kiszamitani (néhany egészen specialis eset
kivételével).

Ebben a pontban megvizsgaljuk, milyen feltételeket kell teljesitenic a haszndlt numerikus integraldsi

kvadratiraknak ahhoz, hogy a modszer kovesse az elméletet, ami elsésorban azt jelenti, hogy szeretnénk
megOrizni a konvergenciara elvileg kapott rendet.

Altalaban véve, egy T} elemen vett kvadratira egy

fMﬂxlf

kozelitést jelent, ahol
Qi(f) = Z w; flx;)
i=l

alkalmas ¥1>- -+ Ts € 1} csomépontok és W1, -- - Ws ghlyok mellett. Az egyszerliség kedvéért fel fogjuk
tenni, hogy w: > 0%i . Az elemeken vett kvadraturakbol allitjuk ossze a

Af

Qf) = Zwﬂxff
i1

=1
globalis kvadraturat.

A kvadratarakra vett els6 sziikséges kritérium, hogy az ezzel valo kozelités megérizze a norma-tulajdonsagot,
amibdl az a nem nyilvanvalo rész, hogy csak trivialisan lehessen 0, azaz

Q(|Vu,|?) = [ |"'-Tra|.,|j = |m,:": =
Jn
miatt legyen
Q(|Vun|*) =0 (Vuy, € Vi, up # 0). (82)
Ezt az garantalja biztosan, ha Vi elemeire ez a kozelités elemenként és igy az egész {1-n is pontos, azaz ha

fé’_rflTH_r,l:] =./. |I"l._-i‘.!,|,.|2 (V5= 1.....M). (8&3)
T

Ha k -adfokt polinomokat hasznalunk Vi, -ban, akkor a fenti kifejezésben i k-adfoktt polinom, Vi,

koordinatai (F — 1) -edfokua polinomok és végiil |Vun]* (2k — 2) _edfoka polinom minden T; -n, azaz

-2 Bh=2
[ Vg, | T, e P (T5).
Ebbol adodik a tovabbiakban feltett tin.

Egzaktsagi feltétel: a kvadratura elemenként legyen pontos minden (2k — 2) edfoka polinomon, azaz
qmn=fp (Vpe P*3T), i=1,...,: ).
T

A pontosabb targyalashoz tekintsiik az (55) homogén Dirichlet-feladatot. A végeselem es feladat az

58
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

alu,v) = [p YVu-Vu, fv .= [_fa
Ji Ja

forma ill. funkcional mellett

alup.vy) = fuy, (Vv € Vi), (84)
Tekintsiik most a kvadraturakkal modositott feladatot, azaz legyen
aplu, v) = Qp Vu- V), v = QI fo),

és az ezekbdl kapott végeselem es megoldas legyen U , azaz

an(tn, vn) = Lnon (Von € Vi), (83)
Célunk, hogy erre is

u' — | € OhY)

legyen, ha ez ' -ra igaz volt.

A modositott feladatra az elsé kovetelmény, hogy @k is koerciv legyen Vi -ban. (A korlatossag a véges
dimenzi6 miatt nyilvanvalo.)

3.44. Allitas. Ha wi >0 (W =1.... ) és fennall az egzaktsagi feltétel, akkor @i koerciv Vi -ban.
Bizonyitas. A wi >0 ¢s P() = m >0 felételekbsl, valamint az egzaktsagi feltételbél barmely U € Vi
esetén

A

M M
”Illl:.rllr‘ I"h] = (J“illv‘"h |3] = Z (CJ_.I{F |v“h|:} = Z Z L P['rl-] |TJ‘,|,[.!‘,‘J|?
i=1

i=1 i=1

'

M
m ZZ iy |?4~,|.-[-J';]|': = m {J[lw,:_.-rlhl.:] = m |*'.'r|f-

J--l =1

I

. [QED]
3.45. Kovetkezmény. A (85) feladatnak egyértelmiien létezik Un < Vi, megoldasa.

A rend becslése az alabbi tulajdonsagon mulik:

3.46. Allitas. Ha wi > () (‘:fz' =1....s ) és fennall az egzaktsagi feltétel, akkor van olyan ¢ > {}, hogy
|ttn — unly < e(||la — an|| + ||€ — £n]]).

Bizonyitas. A feltételek miatt az el6z6 allitas szerint @t koerciv Vi -ban. igy

1

< apltn — Un, un — Un) = anltn, n — Un) — an(Wn, n — Un).

|y — Tnl
Itt a masodik tagra (85) és U = Up — Uy € Vi miatt
“n'l'{nfh iy — ﬁn'r} = fl[”h - HI.. j

Az elsé tagra
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ap (.t —up) = (ap — a)(uy, wy, — ) + alwy, up, — Uy ),
ennek masodik tagjara (84) miatt
al gy, wy — up) = Eluy — uy ).
Egyiitt

|y — W f < (an — a){wp, vy — Up) + (£ — € )0y — )
'_{: “'“.'.l - ““ |”|'.-|J. |“.'.l - ﬁ|'|:I. T |||f — Ihl |“|'| — ﬁl’.ll].

= (llan — a|| |un|s + ||€ = €4]|) Jun — T@als.

T

Itt (69) révén Junle = T2 Fllo. igy

: _ Lo
mu, = Tnly < max{ =*||fllo, 1} (lax = all + 1€ = &]]),

m

tehat az allitas teljesiil. [QED]
3.47. Kovetkezmény. Ha lle = an|| + [|€ = £ul] < O(RT) , akkor érvényes u* — 2] < O(RY),

Az lla—anll g [|€ = ul| normak becslése a kvadratirak pontossagatol fiigg. A feladat egyiitthatoinak kelld
simasaga esetén a modszerre eddig tett feltételek elegendéek a kivant rendhez. Az erre vonatkozo, hosszabb
szamolast igényl6 eredményt a kvadraturak elméletébdl itt bizonyitas nélkiil mondjuk ki:

3.48. Tétel. (Ciarlet, [8]) Tegyiik fel, hogy

1. az (55) feladatban P € CHQ) ue HY 1(s1],és dg = L. fewhi(Q)

2. a haromszogi trianguldcio reguldris, és k -adfoki Lagrange-elemeket hasznalunk;
3. wi =10 (\‘:f‘lj =1....s ) és fennall az egzaktsagi feltétel.

Ekkor van olyan ¢ = {J, hogy

@ — an] + || — )| < B (lullisr + [|Fllwea).

3.49. Kovetkezmény. A 3.48 tétel feltételei mellett
lu* — @)y < O(R%).

A gyakorlatban a kvadratira valasztasanak f6 szempontja tehat az egzaktsagi feltétel teljesitése. Néhany
egyszerl példa:

2D linearis elemek ( Ts) esetén k =1, azaz 2k —2 =10, vagyis elég a konstansokat pontosan integralni. Erre

megfeleld az egypontos sulyponti kvadratara.

2D kvadratikus elemek (Te) esetén k = 2, azaz 2k — 2 = 2, azaz ekkor a legfeljebb masodfokii polinomokat
kell pontosan integralni. Erre megfelel6 az oldalfelez6 pontokra illesztett 3-pontos kvadratura.

3D lineéris elemek (Ti) esetén k =1, igy T'3-hoz hasonloan megfeleld az egypontos sulyponti kvadratira.

Tovabbi alkalmas kvadratirak pl. [16]-ben talalhatok.

4.6.4. 3.6.4 Racsfinomitas, adaptiv végeselem-médszer
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A végeselem-modszer megvaldsitasaban fontos kérdés, milyen finomsagu racsot érdemes hasznalni és honnan
tudjuk, hogy elfogadhaté pontossagu-e a numerikus megoldasunk, ill. milyen finomitassal javithato a pontossag.

Utobbi megallapitasanak eszkdzei az un. a posteriori hibabecslések, amelyek egy adott racson vett ik

numerikus megoldas pontossagat becslik feliilr6l. Egyszertiség kedvéért ebben a pontban az (55) alakt feladatra
szoritkozunk:

Lu:= —div(pVu) = f,
U = (),

ahol £2 C I* korlatos tartomany.
Az alapprobléma természetesen az, hogy a valodi
|, — u* |y
hiba nem szamithaté ki, hiszen nem ismerjik u* -ot. Ha ut € H*(Q) ¢ up € H*(1) (amit igen ritkan

konstrudlunk igy, hiszen ehhez, mint lattuk, 5-6dfoka elemek kellenek), akkor egészen egyszerii becslés adhato,
mert értelmes L% — f . Ekkor a Green-formulabol

m |uy, — re"ﬁ < aluy, —u',uy, —u') = f p | Viuy, — r.r']|'“' = /-Iff..'rh — La" ey, — ")
¥ b

L) 41

- ./“-“Jr — iy —u”) £ “L“-'r — fllezem||un — u” ”L"'-_!i.'l < {IEEHL”M — fllezeey|un — w'|;
h]

(ahol a PoincaréFriedrichs-egyenlétlenséget hasznaltuk), igy

. Cn
— < N L, —
fun = 'l < 2L, - £

L2{5Y)s
ami kiszamithato becslés.

Az éltalanos Uh € Hfgl:ﬁ) , Uh & H*(€2) esetben a Green-formulat csak résztartomanyonként alkalmazhatjuk
és peremtagok is bejonnek. Ilyenkor az [un — 1”1 hiba helyett az

Riug v = fv — aluy,, v) (v E H[IJ[!!}}

rezidualis hibafunkcional normajat szokas vizsgalni. Kénnyen lathato, hogy a koercivitas miatt
o e L "
lup, — u®|; < B(ug)|l, (86)
It

lasd 9.21 feladat. Ekkor igazolhato [4], hogy regularis triangulacid esetén alkalmas ¢ = () 4lland6 mellett
|R(wn) || < e (Z Wil Lun — il + 3 R2ll[pdvun)llZa, )
- -

ahol T" a triangulacio résztartomanyait, € az éleket, [P un] pedig a PO fiiggvény élen vett ugrasat jeldli.
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A kapott becslést elsdsorban arra hasznaljak, hogy megmérje, a tartomany mely részén nagyobb a hiba. Ahol a
szuminaban-nagyobb tagok szerepelnek (a nagy pl. azt jelenti, hogy a legnagyobb tag -szorosanal nagyobb,
ahol altalunk valasztott kiiszob), az a rész okozza inkabb a hibat.

Erre alapszik az un. adaptiv végeselem-modszer: a racsot nem egyenletesen finomitjuk, hanem csak ott, ahol a
hiba nagy a fenti értelemben, és ezt ismételjiik. Az adaptiv végeselem-modszer egy ciklusanak 1épései tehat: az
aktualis racson megoldjuk a feladatot, majd a fenti hibabecslés alapjan megjeldljiik azokat az elemeket, ahol a
hiba nagy, végiil ezeken finomitunk. Témoren:

megoldas — hibabecslés — megjeldlés — finomitds,
Egy modellfeladat végeselemes megoldasat Laplace-egyenlet és Dirichlet- peremfeltétel esetén a 8.2.7. és a
8.2.8. animaciok mutatjak be. Jol lathatd, hogy a konkav sarok kornyezetében jobban kell finomitani az
elemeket; ez megfelel annak, hogy (amint a 1.2.2. szakaszban emlitettiik) a konkav sarok csokkenti a megoldas
regularitasat.
A finomitas soran fontos, hogy a racsok kapott csaladja reguléris legyen, mert a becslések erre érvényesek.

Ennek egy elegans modja a leghosszabb ¢l felezésének modszere, azaz ha az 0j csomopontok a haromszogek
leghosszabb ¢éléncek felez6pontjai: ez regularis csaladot hoz 1étre [14], és ez a mddszer 3D-ben is mikodik.

4.7. 3.7 Nem szimmetrikus és negyedrendii egyenletek

4.7.1. 3.7.1 Nem szimmetrikus masodrendii egyenletek

Az eddig vizsgalt peremérték-feladat ok szimmetrikusak voltak abban az értelemben, hogy a masod- és
nulladrendl derivaltakat tartalmazé operator szimmetrikus, és ennek megfeleléen a hozza tartozé bilinearis
forma is szimmetrikus. Ha az egyenlet elsérendii tagot is tartalmaz, ami a gyakorlatban konvekcid tipusu
mennyiségeket (pl. sz¢él) fejez ki, akkor ez a szimmetria mar nem érvényes. Az eddigi elmélet a megoldhatosag
¢és a végeselem-modszer konstrukcidja szempontjabol enyhe modositasokkal hasonloéan alkalmazhat6 lesz.

Dirichlet-feladat. Legyen €2 C R" korlatos tartomany szakaszonként sima peremmel, és tekintsiik az alabbi
feladatot:

{ —div(pVu) +w-Vu=f (&7)

tan = (0.
3.50. Feltevés.
1. pE LX) plz)=m =0 (m.m. = € Q);
5 we R

, divw = () (azaz w divergenciamentes vektormez®).

A gyenge megoldas fogalmat az elézé szakaszhoz hasonloan értelmezziik: olyan U € Hg(Q) figgvényt
keresiink, melyre

[(p Vu-Vo+(w- "n._'.'r]e') = [_,1'.' (Yo € HQ)). (88)
Jn Jo

A LaxMilgram-lemmét szeretnénk hasznélni. Legyen & HG(€2) x Hy(Q) = & a7 alabbi bilinearis forma:

Blu, v) = [ p Vu-Ve+ (w-Vulur).
A )

3.51. Allitas. A 3.50 feltételek mellett a 3 bilinearis forma korlatos és koerciv.

Bizonyitas. Egyrészt
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|B(u,v)| < |Iplle=|ul: v + |[|w]|z=|u|1 ||v]lo < |:||lu||f_1. + Ca||w || £~ ] luly Jvha,

ahol a (8) PoincaréFriedrichs-egyenlStlenséget hasznaltuk, igy I3 korlatos. A koercivitashoz felhasznaljuk az
alabbi azonossagokat:

div(wu®) = (divw)u® +w - V(u?) = (divw) u® + 2(w - Vu)u = 2(w - Vu)u

(a divw = 0 feltevésbol), igy a GaussOsztrogradszkij-tételbé! és U2 = U raven

f 2(w-Vu)u= ftiir[wuz] = f (wu?) v =10, (89)
0 0 i}

tehat Jo (W - Vuju=0 g

(Bu,u) 3 = [ (p IVul* + (w - Vuu) = [ pIVult > mlul?  (Yu€ HYQ), (%)
S} A
igy B koerciv is. Osszességében I3 hatarai
M = ||p|lt= + Callw|lL=. m = essinf p (91)
- [QED]

Masrészt ¥V = Jotv korlatos linearis funkcional a H3(%2) téren (ugyanugy, mint az eddigi szimmetrikus
feladatokban, hisz ez nem fiigg az operatortol). Igy a LaxMilgram-lemma alapjan teljesiil a megoldhatosagi
eredmény:

3.52. Kovetkezmény. Ha teljesiilnek a 3.50 feltételek, akkor a (87) peremértékfeladatnak barmely fe L)
esetén egyértelmiien létezik %" € HG() gyenge megoldasa.

3.53. Megjegyzés.

1. A tétel nulladrendl taggal egyiitt is igazolhatdé a bizonyitds értelemszeri modositdsaval: egyrészt, ha
Lu:=—div(pVu) +w-Vu+cu gpol ¢ € L7() ¢s ¢ = 0 jltalanosabban pedig, ha a divw = 0

o l 1% .
és ¢ = 0 feltételek helyetta © — 2 divw =0 egyenl6tlenség teljesiil.

. Ty 1 o
2. Ha az {2 tartomany C -diffeomorf egy konvex tartoméannyal, és P € Lip(©2) (pl. P E () ), akkor
u € H*() gz kivetkezik abbol, ha a 1.5 tételt az f = f — W+ Vu jobboldallal alkalmazzuk.

Most méar hozzafoghatunk a végeselem-modszer alkalmazasihoz. Altalanossagban a Galjorkin-médszer szerint
tekintsiink egy alkalmas

Vi € HA ()

véges dimenzios alteret, és ebben keressiik a vetiileti egyenlet megoldasat: tn € Vi, melyre
f(p Vi, - Vi, + (w - Tm,}r'h) — /-ja',, (W, € V). (92)
J0 Ji

r — n LE .
Ha ¥1.-- - ¥n bazis Vi -ban és a kozelité megoldast a szokott “h = 25=1€i%i alakban keressiik, akkor a
megfeleld
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Ape = by,

linearis algebrai egyenletrendszer ben

/(W;J-‘?m (w-Vg)p) & b= fo  (i=1...n).
q

Jo Jn

(A linearis algebrai egyenletrendszer most is egyértelmiien megoldhaté a koercivitas és a 3.2 kovetkezmény
miatt.) Most Al nem szimmetrikus, igy i masodik tagjaban fontos ¥J és ¥i sorrendje.

A Vi altér konkrét konstrukcidjahoz ugyanazokat a végeselem -tipusokat hasznalhatjuk, mint a szimmetrikus
feladatoknal, 1asd a 3.2. szakasz (b) pontjaban.

A konvergencia alapja most is (a 3.4. szakasz (a) pontjahoz hasonléan) a £ bilineéris forma korlatos és koerciv
voltabodl kovetkezd Céa-lemma:

3.54. Kovetkezmény. A (87) feladat tn € Vi végeselem es megoldasara

" = wp|y < — min |u” = vy, (93)
T vy eV

ahol M és m a (62) bilinearis forma hatérai (lasd (91)).

Ennek pedig donté kdvetkezménye, hogy a konvergencia vizsgalata innentdl fiiggetlenithetd a (87) feladattdl: a
(71) mintajara az

M

lu* = up|y, € — |u* = Myu');. (M)
m

jobb oldalan all6 interpolacids hiba becslésére van sziikségiink. Ez viszont pontosan ugyanaz, mint amit mar
ismeriink a 3.4. szakaszbol! Azaz, valtozatlan formaban igazak az ottani konvergenciabecslések.

3.55. Kovetkezmény. Tekintsiik a (61) feladatot a 3.50 feltételekkel, és a (92) FEM-es megoldasat regularis
triangulacio mellett.

(1) Ha a megoldéasra 1~ € H?(Q) , akkor
u' —unlt < chlu’|e,
ahol ¢ > 0 fiiggetlen a triangulaciotol. (Ez pl. igaz a 3.53 megjegyzés (ii) pontjanak helyzetében.)

(2) Ha a megoldasra % € HEHQ) (ahol k € N*), és a polinomokra érvényes I (T) 2 PH(T) T eT,,
T € F), akkor

lu* — unly < eh® |u' s,
ahol ¢ = () figgetlen a triangulaciotol.

Vegyes peremfeltétel . Tekintsiik most az alabbi feladatot:

{ —div(pVu)+w-Vu= f,

. 95
LT =), “H’.r“.': T -"“:Il\ =7 { |

ahol tovébbra is {2 C RB" korlatos tartomany szakaszonként sima peremmel, és teljesiil:
3.56. Feltevés.

1. Teljesiilnek a 3.50 feltételek.
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2 €L (Tn) s> 0 mm. 7€ L),
3. w-v >0 al'y felilleten, ahol v a kiilsé normalis.

A gyenge alak ekkor

f(p Vu-Vo+ (w -Tu}r') : / suvr = [ fu 4 f U (Vv € Hp(£2)). (96)
{1 Iy it I

A bal oldal altal meghatarozott bilinearis forma korlatos és koerciv volta az el6bbi Dirichlet-feladat és a (61)
szimmetrikus vegyes feladat mintajara kovetkezik, az egyetlen 01j tag a W fliggvény peremen vald viselkedése

miatt 1ép fel: most ui. (89) nem lesz 0, hiszen a peremnek u csak a I'n részfeliiletén tiinik el, azaz

['-’[W‘T“J“=ff“‘~'iwnj}= [ (wu?) v = / (W - 1)u”. (97)
v it J i Jry

A 3.56 (iii) feltétel alapjan viszont ebbdl kovetkezik az, hogy

/[w NVuju = (),
S

Mivel B(t, %) maradék része megegyezik a szimmetrikus vegyes feladatéval, melyre mar tudjuk a koercivitast,
igy a nemnegativ Uj tag ezt nem rontja el, azaz

Blu,u) = [p |Vul|” + /. s + [{w-\?n]u = /FlT“E : / su’ > 1m ul;
s | Y Wil it Iy

(ha tt € Hb(i?))_

Innen mar ugyanugy haladunk tovabb, azaz az értelemszeriien konstrualt végeselem es megoldasra ugyantgy
érvényes a Céa-lemma és ennek révén a 3.55 kdvetkezménybeli konvergenciabecslések.

3.57. Megjegyzés. Mit jelent és természetellenes megszoritas-e a 3.56 feltétel (iii) pontjaban szerepld
egyenl6tlenség, hogy

wer =0 aly felileten? (98)
Ennek jelentéséhez idézziik fel az elsérendii linearis parcialis differencidlegyenlet ekrdl ismert tulajdonsagokat.
(Elsérendi linearis parcialis differencialegyenlet ekrdl idofliggd kontextusban a kdnyv masodik részében lesz

sz0 részletesebben, most stacionarius feladatként vizsgaljuk.) A szemléletesség kedvéért legyen 2 C R?,
Tekintsiik a (95) egyenlet diffuzios tag nélkiili részét {2-ban, el8szor peremfeltétel nélkiil:

w- V= [

Ismeretes (lasd pl. [9]), hogy ha bevezetjiik az ehhez tartozd karakterisztikus gorbéket (vagy mas szoval
aramvonalakat), azaz a

£(t) = w(&(t))
kozonséges differencialegyenlet-rendszer megoldasait, akkor
(wo€)(t) = Vul(€(t)) - w(E(t) = FIE(L)

barmely karakterisztikus gorbe barmely értékere, ¢s igy a karakterisztikus gorbék mentén meghatarozhatok u
értékei a peremmel vett metszéspontokon vett értékekbdl. Espedig, az f=0 homogén esetben u alland6 a
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karakterisztikus gorbék mentén, az r=0 inhomogén esetben pedig integralni kell az feog fliggvényt S
mentén a peremmel vett metszésponttdl a kivalasztott pontig.

Ez azt jelenti, hogy u értékeit {2-ban meghatirozzak az £2-ba belépd karakterisztikus gérbék perempontjain
vett értékei. Legyen

' :={red: wx) v(r) <0} Iy:={redd: w(z) -v(r) =0}

Ha al- -on 4thaladé karakterisztikus g6rbék egyrétiien lefedik £2-t, akkor “I'~ meghatarozza u értékeit £2-
ban, azaz egyértelmiien megoldhato a

{ weVu=f,

e =10

peremérték-feladat , 1asd 28. abra.

28. abra. Konvekeios peremfeliételek,
Tekintsiik most a (95) feladatot! Ekkor (98) azt jelenti, hogy
' cI'p.

A masodrendi elliptikus feladatban (azaz a — div (p V) diffuzios tag hozzavétele utan) az egész peremen
meg kellett adni feltételt az egyértelmii megoldhatosaghoz. A fenti tartalmazas azt jelenti, hogy ahol az

elsérendl feladatban megadtunk fiiggvényértéket a peremen (azaz a l halmazon), ott az elliptikus esetben is

fiiggvényértéket adunk meg, azaz Dirichlet- peremfeltétel t. (A fennmarado "4 halmazon lehet Dirichlet-féle
vagy vegyes is.) A (98) feltétel ebben az értelemben természetes.

Végiil megjegyezziik, hogy ha a diffizios tag kicsi (in. konvekcié-dominalt feladat), akkor a karakterisztikus

g0rbék mentén egy darabig kozel lesz az els6- és masodrendil feladat megoldasa, viszont ha a '+ halmazon is
Dirichlet- peremfeltétel t adunk meg (amely fiiggetlen a karakterisztikus gérbék mentén vett értéekektdl), akkor
ott nagy eltérés mutatkozhat. Ez hirtelen, nagy derivaltértékekkel is jelentkezhet, azaz itt torzitja el jelentdsen a
diffazios tag hozzavétele az elsérendi feladat megoldasat. Errdl a kovetkezd pontban lesz szo.

Konvekcio-dominalt feladatok. Tekintsiik a (87) feladat specialis esetét:

{ —sAu+w-Vu=f, (99)

Ugn = 0,

ahol £ > 0 4llandé. Itt a —£AU tag a diffuziot, a w - Vu tag a konvekciot irja le. Gyakran a diffuzios tag igen
kicsi (£ = (), ekkor a feladatot konvekcio-dominaltnak hivjuk.

Az = == ) tulajdonsag a megoldas jellegzetes viselkedéséhez vezet, amelynek kezelése nem nyilvanvald. Amint
az el6z6 pont végén emlitettilk, ha a diffuzids tag kicsi, akkor a karakterisztikus gérbék mentén egy darabig

kozel lesz az els6- és masodrendii feladat megoldasa, viszont a L'+ halmaz kézelében (ahol az eléirt Dirichlet-
peremfeltétel fliggetlen a karakterisztikus gorbék mentén vett értékekt6l) nagy eltérés mutatkozhat. A tartomany
ezen részét hatarrétegnek hivjuk, ahol nehezen kozelithet6 nagy derivaltértékek adodnak.

Ezt j0l szemlélteti az alabbi specialis 1D eset:
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—su" ' =1, u(0) = u(l) = 0.

Ennek megoldésa

(x € [0.1]).

A megfeleld elsérendii feladat

r

d=1,  z(0)=0

(itt I'" a0 pont), melynek megoldasa () = | Lathaté (29. abra), hogy 0-bél indulva sokaig ©(*) = z(x)

majd az 1 pont koriil az u{l) =0 peremfeltétel az 1 megoldast hirtelen 0-ba vonzza. A feladat 2D analégiaja
[10].

20, abra. Konvekeid-dominalt 1D feladat megoldasa.
Az = = () tulajdonsag tovabbi hatranya, hogy most £ a bilinedris forma alsé hatara: (90) alapjan, most
P=m = mellett
alu,u) = [( Vul? + (w- Tu]u) = |Vul? (Vu € HL()). (10d)
J0 Jo

igy a koercivitas majdnem elvész. Emiatt pl. a (67) stabilitasi becslés most a gyakorlatilag hasznalhatatlan

1
lunll < [I€]| (101)

alakua. (Hasonldan, a (94) becslésben az M/e konstans lesz nagyon nagy.)

A fenti problémak kezelése nem nyilvanvalo. A hatarrétegen a megoldas kdzelitésének egy modja a racs lokalis
finomitasa. A (100) becslés problémaja miatt azonban inkabb magat az alkalmazott végeselem-modszer t szokas
modositani. Roviden &sszefoglaljuk az un. aramvonal-menti diffazids végeselem-modszer t (SDFEM, az angol
streamline diffusion FEM névbol), amely stabilizalja a koercivitasi hatart a bilinearis forma modositasaval,
alkalmas 1j tag hozzavételével.

A modositott bilinearis formahoz a 3.6 megjegyzésben emlitett PetrovGaljorkin-modszeren keresztiil és a forma
elemenkénti tagokra bontdsaval lehet eljutni. Tegyiik fel, hogy a Vi alteret szakaszonként linearis Courant-
elemekkel értelmeztiik, emellett azt is, hogy W szakaszonként konstans. Mig a standard végeselem es megoldas
alakja tn € Vi | ahol

[(_‘T‘u,, -V, + (w - 'Fr.!..,]:'h) = [_,l"f'h (Vv £ V). (102)
0 Ji

ezt most helyettesitsiik a

)~ (-‘ Vauy, - Vwy, + (w - Tu,,]u',.,) = [f”'h (Yo, € W)) (103)
Jn

ToeT, ¥ 1
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alakkal 11, (@hokw +ﬁ1)ha Vi altérhez yjfastoZo  tdangplacio), majd a  tesztfiiggvényeket valasszuk
alakuaknak, ahol és adott paraméter. Ekkor

(;' T“h‘T("u + fi“"-'vr.'l} + {W'v”h]“‘h +"iw"vflkj) = I[ ty+ I'\'i""""-'lv!‘n'r} ( ”H}
1]

TeTy ¥ T

(Von € Vi) It a feltevések alapjan W és VUi szakaszonként konstans, igy OW * VUi is konstans minden Tk
elemen, ezért az integralokban

F{rh +ow - F"h] = IF'“l'l {"?.TA € ﬂr]

Ty T}

Emiatt, ill. a kozéps6 tag szétbontasaval (104) végeredményben a kovetkezo:

(: Vo, -V + [w~Tu,,]:',,-}-ﬂi[w~Tu,,](w-‘?r'h'}) = f flop+dw-Ney,) (Yo, € Vo).
i

T Th Ti

Ebben a bal oldalt mar visszairhatjuk £2-n vett integralla, ez az lesz 0j bilineris forma:
agpluy, vy) 1= f (;‘ Vi, - Vi, + (w - Vg oy, + d(w - Vg, ) (w - Vi, ]) (g, vy, € V).
n
A jobb oldalt jeldlje
bspv 1= f flog +ow-Vuy,) (v € Vi),
0
ekkor a feladat

asplun.vn) = fspr (Von € V).

Léthat, hogy végeredményben megmaradtunk a Vi altérben, viszont az eredeti a(uh, Uh) bilinearis forma

(azaz (102) bal oldala) kiegésziilt a o(w - Vup ) (w - V) taggal, ami a W vektormez6hoz (az
aramvonalakhoz) tartoz6 masodrendt kifejezés gyenge alakja, ezért hivjak aramvonal-menti diffuzios tagnak.

Az 1ij tag 1ényege, hogy a szimmetria miatt a skalarszorzatot is modosithatjuk vele, és erre nézve s plu.v)
als6 hatara mar nem fiigg = -tol. Espedig, legyen

{up,vy)sp 1= [(FT”& sV, + dlw - Vg, ) (w - "F-"g,]] (ay,, v, € V3,).
Jo
Felhasznalva a (90) becslést (az = tn € Vi C Hi(€2) esetre), amelyben most P = m 1= ¢ ;
[[:: |V |* + (w - Tn,.,]nu,.r) >k f |V au | (Yuy, € Vi),
Ja 0
adadik, hogy

gp iy, uy) = [(;‘ (Vuy|* + (w - Vg Juy, + 8(w - "'Fr:,,]lz)
47

= [(;‘ V| + 8(w - ?:eh]“) = |lun||Zp.
S
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tehat az 0j also hatar 1.
Ennek alapjan a stabilitasi becslés most (101) helyett
llunllsp < ||fsoll.

Hasonléan, a (94) becslésben sem lesz = nevezd. Osszességében az Uj tag hozzaadasaval egy un. stabilizalt
végeselem-modszer t kaptunk, amely kikiiszoboli a konvekeio-dominaltsagbol adodo nehézséget.

4.7.2. 3.7.2 Negyedrendii egyenletek

Tekintsiik az n. biharmonikus feladatot:

Au .
f [ 10K)
tan = lr'),,n|“|_: =),

crer

ahol ©2 C R korlatos tartomany. Ez egy {2 vékony lemez kis deformaci6jat irja le, ahol I a terheld ers. A
peremfeltétel azt jelenti, hogy a lemezt mereven rogzitettiik a szélén.

A feladat gyenge alakja: keresendd ¥ € HE () , melyre
/ D% : Dy = [ fu (v e H () (106)
I Jar

(lasd 9.19 feladat), ahol a Hesse-matrixokra az

o

A:B =% AyBy  (A.BeR¥™) (107)

i,k=1
Frobenius-skalarszorzatot hasznaljuk.

Konnyen lathat6 (1asd 9.20 feladat), hogy az
alu,v) = [ Dy Dy (108)

)

2 , ,
bilinearis forma korlatos és koerciv a 1 0 (£2) téren a szokasos

(u,v) ;:f S (@ u)(@) (109)

skalarszorzatra nézve M = 2 és m = 1 hatarokkal.

A végeselem-mddszer alkalmazasahoz tekintsiink egy alkalmas
Vi © HE(0)

véges dimenzios alteret, és ebben keressiik a vetiileti egyenlet megoldasat: tn € Vi, melyre

/ D*uy, : Dy, = [_ir!‘,ur (v € Vi) (110}
Jo Jo

- - n P
Ha ©1.-- - ¥n bazis Vh -ban és a kozelité megoldast a szokott “h — 25=1%%j alakban keressiik, akkor a
megfeleld Ape = by linearis algebrai egyenletrendszer ben
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aj; = [H"];, : H'“',;_r &5 b = [f,:, (i.7=1...., 1.
J10 o 41

A linearis algebrai egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato a koercivitas €s a 3.2 kovetkezmény miatt.

A Vi altér konkrét konstrukciojanal a Vi, © HF(Q) feltétel szakaszonként polinomok esetén a
Vi C C'(2)

feltételt jelenti, azaz C''-elemeket kell hasznalni. A 3.2. szakasz (b) pontjaban bevezetett Argyris- vagy Bell-
elemek megfelelnek e célra.

A konvergencia alapja a Céa-lemma és interpolacios kovetkezménye, melyben most M/m=2.

[u* — up|2 < 2 min |u" —valz < 20" = Hyu'|s. (111)
(]

Az " —1Int"[2 interpolaciés hiba becsléséhez a 3.41 allitast hasznalhatjuk ¢ = 2 mellett a k -adfoku

- = " k+1 ,
polinomok esetére, ha u* elég sima. Itt Argyris-elemek esetén k<5 lehet: ha U € H" 7 {12) ¢5 az FEM-ben
hasznalt haromszogi triangulacid regularis, akkor

" — Mpu’|s < e h*! [t s,

igy
lu® — unl2 < ch* 1 Ju® ks (2 < k<5,
ahol ¢ = 0 fiiggetlen a trianguldciotol. A minimalis eredmény & = 2 mellett
" — wpla < chlulz, hau’ € H:t-:_i?]x (112)

de u' € H°(Q2) regularitist megoldas esetén O(h') is elérhets. Bell-elemek esetén csak & < 4 mert
utdbbiak nem minden 5-6dfoka polinomot tartalmaznak; a (112) becslés ekkor is igaz, az elérhetd legnagyobb

rend O(h?*) .

5. 4 A diszkretizalt elliptikus feladatok iteracios
megoldasa

E szakasz témaja a véges differenciadk mdodszere vagy a végeselem-modszer nyoman keletkezd

Ape _,Ir.l,
linedris algebrai egyenletrendszer ek néhdny alapveté megoldasi médszere. Ezekben az Ay matrixok alapvetd
jellemzdje, hogy savos szerkezetliek, ezért érdemes iteracidos modszer t alkalmazni, hiszen az itt fellépd matrix-

vektor-szorzasok miivelet- és tarolasigénye a savos szerkezet miatt nem nagy.

Itt roviden kimondunk néhany f6 eredményt. Iteracios modszer ekrdl részletesebben pl. a [3], a [13] és a [23]
koényvekben olvashatunk.

A tovabbiakban tekintsiink egy

Ar=1b (113)

70
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

linearis algebrai egyenletrendszer t. Csak ott jelezziik, hogy Ape = fi alaku diszkretizalt elliptikus feladatrol
van sz6, ahol ennek van jelentdsége.

Ebben a szakaszban jelolje (++) az euklideszi skalarszorzatot. (Skalarszorzatot az els6é két pontban hasznalunk.
A jeloléssel tikrozziik, hogy az emlitett modszer ek nem hasznaljak ki, hogy véges dimenzios feladatrol van szd

[13])
5.1. 4.1 Egyszerii iteraciok

Az egyszerll iteraciok alapgondolata az, hogy a (113) linedris algebrai egyenletrendszer ekvivalens az

v =1 —a(Ar —b) rendszerrel, ha @ 7 U paraméter; ez pedig egy fixpont-ti pust feladat, melyben az o > 0
valasztas és az A -ra tett egyes feltételek mellett kontrakci6 szerepel.

4.1. Tétel. Legyen A szimmetrikus, poziti v definit matrix, melynek sajatértékei az M = m =0 szamok kozé
esnek, azaz

ml|z|* < (Az,z) < M|z|*  (Vx eR"). (114)

2
Ha 0 <o <57 , akkor tetszleges 0 € H esetén az

Tnil = Tn — oAz, — b) (rn € M)
iteracio linearisan konvergal. Az optimalis eset:

a2

- (Ar. — B = M),
—r _”L.Jl:,, i (n € M)

melyre

1 M —mi"
Ty — | £ — |Axg — ¥ AT
[n — 27| = ml fo '”(.” t m)

G LA oy i -
A bizonyi tast 1. pl.: [13]. Ez az egyszerii iteracié az A matrix altal meghatérozott O(r) = 5(Az, x) — (bx)
kvadratikus funkcionalhoz tartoz6 gradiens- modszer .

A fenti iteraci6 akkor is jo, ha a matrix nem szimmetrikus, de ekkor a konvergencia lassabb lesz.

4.2. Tétel. Legyen A poziti v definit matrix, melyre 1éteznek olyan M = 7 = 0 szamok, hogy (114) teljesiil.

. - 2m
Hal <o < 317, akkor tetszéleges To € 1 esetén az

Tntl = In —alAza — b (n € M)

iteracio linearisan konvergal. Az optimalis eset:

m

T

Tngl =X

(Ax, — B (ne M)

melyre

| me s 02
Sl gy T — 3 — )
T, —I|< - | Az _,|'|(I ‘”__,)

A bizonyi tas pl. a [13] kdnyv 18.2. tételébdl kovetkezik.

5.2. 4.2 A konjugalt gradiens-moédszer

71
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

Legyen A szimmetrikus, poziti v definit matrix. Az egyszerfi iteracié (gradiens-modszer) altalanos lépése a
kovetkezd volt:

Fpil = Ty — Onfn,

ahol 7w = Az, —b a rezidudlis hibavektor. Rekurzidval lathato, hogy ekkor ¥n+1 -et az To és a
T0. 71, ..., T vektorok feszitik ki, utobbiak negativ egyiitthatokkal. Szemléletesen: annal nagyobb halmazon
(ktpon) kereshetjiik az ijabb kozelitést, minél fiiggetlenebbek" az 7i vektorok, pontosabban, minél nagyobb
szoget zarnak be paronként. EbbSl adodik az Gn. konjugalt gradiens-modszer (KGM) alapgondolata: az T
helyett a P» , ugynevezett konjugilt irdnyokban keresiink, ahol a P vektorok merélegesek az A -
skalarszorzatban:

{Api,p;} =10 (Wi £ 7) (115)
Ezutin a sorozat a gradiens-modszerhez hasonld: legyen *o € H tetszéleges, és ha ¥'n megvan, akkor

Lrel Ly — Ephn,

ahol @n > 0 allando. Utobbit optimélisan akarjuk megvalasztani abban az értelemben, hogy a hibavektor
legyen merdleges az el6z6 iranyokra:

{ras1,pi} =0 (i 1.2.....1), (116G)

ez analog a Galjorkin-ortogonalitassal. A P iranyokat az Gn. Krylov-alterekkel konstrualjuk. A részletekért
lasd a 16.2. szakaszt a [13] kdnyvben, itt csak megadjuk a KGM konstrukciojat és a f6 konvergenciatételt.

A konjugilt gradiens-modszer (KGM) algoritmusa:
* Legyen o € H tetsz6leges, P0 1= ro(= Azg — f):
e« hanm (= & és Loy P ismert, akkor

i %

(Trs Pn)

Vs Ma
'atl i= Tp — Py, ahol a, = ——,
I'.""!jlu 3 j':ll"'.'l

(AT w1 Pl
Pt = Thsl — -'I:rlp.'r' ahol '-'I.rl = %
':."lf‘l.u + Pt

Megj.: Az Tn ¢és On értékeket gyakran masik alakban hasznaljak, ezzel az algoritmus az

2
|7al

| =Ty +a,Ap,.  ahola, = —————,
o (AP, Pa)

Tp + 0Py €8 Ty

|J'r|- ll‘i
9

Pusl o= Tpe1 + up,. ahol g

i1

111

|7
alakban irhato.

., |'i'|2 — {;” 'i") . . . " Lo,
A konvergenciara az 1.4 = 'L/ energianorméban kapjuk a {6 becslést:

4.3. Tétel. Ha A szimmetrikus, poziti v definit matrix, melynek sajatértékei az M =m >0 szamok koézé
esnek (azaz (114) teljesiil), akkor a KGM altal létrehozott ©n *= Tn — & hibavektorokra
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J_-'JI'II__Jr B __,-'_ T
e <9 ’“_,, vm (¥n € N).
leala VM = /m

(Lasd pl. [13].)

A KGM tehat gyorsabb, mint az egyszeril iteracio, és ez 1ényeges pl. akkor, ha az M/m kondi ciészam nagy.
Ha A sajatértékei 1 koriil torlodnak, akkor igazolhatd a szuperlinearis konvergencia is (v6. [13]).

4.4. Megjegyzés. Nem szimmetrikus linedris algebrai egyenletrendszer re a fenti KGM tobbféleképp
altalanosithat6. Egy kézenfekvé lehetdség az eredeti nem szimmetrikus Az = b rendszer helyett a
szimmetrizalt A” Az = A"b rendszert megoldani a fenti algoritmussal, lasd pl. [13]. Mas tipust algoritmusok
nyerhetdk a rezidudlis ortogonalitasanak (ORT) vagy minimalitadsanak megkdvetelésével, lasd pl. [3].

5.3. 4.3 Prekondicionalas

Tekintslink egy
Tnil i=dn — o (Ax, — b (n e M)

egyszerl iteraciot. Mint lattuk, ennek konvergenciasebessége végso soron az Mjm szamesl fiigg, sOt ez igaz a
KGM esetén is. Ha A szimmetrikus, akkor /7 nem mas, mint A kondi ciészama, jeldlése:

M
klA) = —,
I

Ha ez nagy, akkor a linearis algebrai egyenletrendszer t rosszul kondicionaltnak nevezziik, ekkor a fenti
iteraciok lassan konvergalnak. Tipikusan ilyen egy diszkretizalt elliptikus feladat, ekkor

K(Ap) = O(h™)

nagysagrendi (lasd 9.229.23 feladatok). Fontos kérdés, hogyan javi thaté6 ilyenkor az iteracid
konvergenciasebessége.

A prekondicionalas alapgondolata, hogy transzformaljuk a linearis algebrai egyenletrendszer t olyan rendszerré,
melyben a matrix kondi cidszama lényegesen kisebb, mint A kondi ciészama. Legyen 53 alkalmasan vélasztott
invertalhaté matrix. Az eredeti

Ar=b
linearis algebrai egyenletrendszer t formailag ati rjuk a vele ekvivalens
B'Ax = B™'b
rendszerré. Célunk a I3 matrixot Ggy valasztani, hogy
k(B 'A) < k(A)
legyen. Erre az egyszert iteracio
Tntl (=In— 5 L|'x.-!.r',. — b (ne M)

alaku lesz, ahol £3 -be beépi tettiik az iteracios paramétert. Lathatd, hogy az iteracid végrehajtasa ekkor 3 -re
vonatkozo segédfeladatok megoldasat igényli, azaz a fenti iteracio i . Iépése ati rhato a
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Baw=rni= Arn — b,

Tnyl = Fp — Zn
alakba. Ezt azt is jelenti, hogy a segédfeladatok megoldasanak joval egyszertibbnek kell lennie az eredetiénél. A
két szempont tehat ellentmondo: 53 jol kdzeli tse A -t, de a ra vonatkozo linearis algebrai egyenletrendszer eket
joval egyszer(ibben lehessen megoldani.
A fenti szempontokat gyakran azzal probaljuk teljesi teni, hogy 3 az A egy adott (lehetSleg egyszeriibb)
részét foglalja magaba. Ezt ugy irjuk le, hogy A -t felbontjuk két részre, és az elsé lesz a prekondicionald
matrix:

A=0-R.
Ezzel az

Tnel i=Tn — 13 L|'l.-!.r',, — ) (ne M)

egyszerl iteracio a kovetkezOképp irhato at:

Bryyn = Bry, — Az, —0) < Brag = Rr, + b (ne M)

Ez ugy foghat6 fel, hogy az

Ar=0F & Brx=Rr4+b

rendszerre az iteracioban a bal oldalon az 1ij, a jobb oldalon a régi iteraltat irjuk, azaz csak az egyszerlibb részt
frissitjiik.

Idézziik fel a két leggyakoribb ilyen prekondicionalt iteraciot!
Jacobi-iteracié. Ekkor I3 := D az A matrix féatléja:
Tpal 1= Tn— 10 I[.-L.",,. — B (rn € M),

azaz 1épésenként

Tp+l -= Tn — Zn.

A modszer definiciojahoz elég azt feltenni, hogy di :=a; >0 (1= 1....m) A Jacobi- modszer re a
segédfeladatok megoldésa a leheté legegyszeriibb: (Zn); = (rn);/di (=1L..mn)

GaussSeidel-iteracio. Ekkor 5 := L +1D) az A matrix alsoharomszog-része a foatlot is beleértve. Az

iteracioban lépésenként

I:.j' |‘ ;‘)ll-fn'ﬂ I-rl

Tnsl '= Tn — Zn.

A segédfeladatok rekurziv visszahelyettesitéssel megoldhatok.

4.5. Tétel. Ha A diagonalisan dominans vagy M-matrix, akkor a Jacobi- és GaussSeidel-iteracio is konvergens.
A bizonyi tast lasd pl. a [23] konyvben.

4.6. Megjegyzés. Nehany tovabbi alapvetd prekondiciondldsi moédszer :

74
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal
(i) Csillapitott Jacobi- vagy GaussSeidel-iteracio. A fenti két iteracio gyorsasaga egyes esetekben javithat6 a
1épéshosszt mddositd paraméter bevezetésével:

Tnat i= a0 — wD Y Az, — b, ill. Tnel i=Tn—wlL + I l-:_.-L.",, — ).

(i) Inkomplett LU- vagy inkomplett Cholesky-felbontés. Prekondicionalé matrix gyanant az /A matrix jo
kozelitését kaphatjuk, ha az A matrix LU-feloontasat vagy szimmetrikus esetben Cholesky-felbontasit csak
kozelitdleg hajtjuk végre tgy, hogy a felbontdsba 0 elem keriil ott, ahol az A -ban 0 volt, vagy altaldnosabban
ott is, ahol a felbontasban adott kiiszobnél kisebb érték allna. Ezzel pontosan vagy kozelitdleg megtartjuk az
eredeti matrix ritkasagi mintazatat, azaz megakadalyozzuk vagy csokkentjiik a feltdltédést, és a felbontas
munkaigénye joval kisebb, mint egy pontos LU- vagy Cholesky-felbontasé.

(iii) Prekondicionalds segédoperatorral. Ha A egy altalanos fiiggvényegyiitthatés (akdr nem szimmetrikus)
elliptikus operator végeselemes megoldasanak merevségi matrixa, akkor prekondicionaldé matrixként célszeri
egy alland6 egyiitthatds szimmetrikus operator, 1ényegében a Laplace-operator merevségi matrixat alkalmazni.
Ekkor a prekondicionalt matrix kondi ciészdma a racsmérettdl fliggetlen korlattal becsiilhetd, azaz
racsfiiggetlen, lasd [13].

6. 5 A tobbracsos (multigrid-)médszer

Elliptikus feladatok egyik leghatékonyabban bevalt megoldasi modszere a tobbracsos vagy multigrid-modszer,
roviditve MG. Ez optimalisan 6tvozi az iteraciok tulajdonsagait a racsméret varialasanak lehetdségeivel abban
az értelemben, hogy a sziikséges miiveletigény rendje aranyos a valtozok szamaval, vagyis a lehetd legkisebb. A
multigrid-médszer mind az FDM-rel, mind az FEM-rel felirhat6. El8szor ismertetjiik a modszer alapgondolatat
két racsra egy egyszerii helyzetben, részletesebben foglalkozunk a kétracsos modszer konvergenciajaval az FEM
esetén, majd kitériink a tobbracsos esetre és annak miiveletigényere.

6.1. 5.1 A kétracsos modszer alapelve és konstrukcidja

A defekt-korrekcios elv két raccsal. Tekintsiink elészor egy altalanos

Au=2b

feladatot, ahol A lehet métrix vagy éltalanosabban linedris operdtor is, és tegyiik fel, hogy ismerjiik ennek egy
w kiindulasi kozelitd megoldasat. Hogyan javitsuk ! -t, hogy koézelebb keriiljiink az igazi megoldashoz? A
defekt-korrekcios elv azt jelenti, hogy a pontos megoldas eléréséhez sziikséges korrekciot egy olyan egyenletb6l
kapjuk, ahol a jobboldal a w -hez tartozé rezidudlis hiba negaltja (w defektje). Espedig, ha meg akarjuk
hatarozni azt a P -t, melyre

u=1uw+p
a pontos megoldas, akkor meg kellene oldanunk az
Ap = —r, ahol r:= Aw — b
egyenletet, hiszen ekkor
Au=Aw+ Ap = Aw — Aw +b = b,

A kozelité megoldasokra nézve a defekt-korrekcids elv azt jelenti, hogy a segédfeladatban A helyett annak
alkalmas kozelitését hasznaljuk. Ez volt a prekondiciondlt egyszerti iteraciok lényege is, ahol 3 = A révén a

fenti  egyszeri  pontos W u=w-—Alr=w—A"Aw—b)  jgpss  kozelitését  a
w i w— B Aw —b) 1épés iteralasaval adtuk meg.

A kétracsos modszer esetén egy
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Apu = by,

alaka feladatot vizsgalunk, ahol Ay egy elliptikus feladat diszkretizacidés matrixa egy adott i finomsagu
(FDM-es vagy FEM-es) racson. Legyen W' kiindulasi kozelité megoldas. Ekkor az App = =71 korrekcios

1épésben kozelitésként célszerlinek tinik az Ay matrixot egy durvabb, H finomsagli racson vett An
matrixszal helyettesiteni, s megoldani az

Appr = r, egvenletet, majd  w, = wn + pu

alakban tovabblépni. Itt azonban értelmezési probléma, hogy T , Uk és Wh a finom racson, PH és Aupy a
durva racson értelmezett vektor, igy ebben a formaban nem allhat fent egyik egyenldség sem. Be kell tehat

vezetni alkalmas attérési leképezéseket a Vi finom és Vi durva racsa altér kozott:

RV —= Vi orestrikeid (megszoritas), P: Vg — Vi, prolongacié (kiterjesztés),

a fentieket pedig Appu = Bry, ¢ up = wy + Ppy alakkal helyettesiteni. Ez mar értelmes, ¢és iteralt
formaban az

is] = Uj — P.—‘IHIR[ Awi — Iy
iteraciohoz vezet.

Ez azonban meg mindig nem elég jo. Ha az "h ‘= Au; — by, € Vi, vektornak nincs Ve -beli (durva)

komponense, akkor Rri, = R(Au; — by) = ”, igy Wi+1 = Ui | azaz az iterdcids 1épés nem javit, az iteracio
leall i -ben. A durva racson vett segédfeladat Gtletét tehat nem elég ebben a forméban iterdlni, hanem egy
masik alapgondolattal kell 6tvozni, amit a kdvetkezd pontban néziink meg egy egyszerti példan.

Egyszerti iteraciok simitd hatasa. A vizsgalando tulajdonsaghoz az el6z6 szakaszban latott jelenségbdl kiindulva

jutunk el. A diszkretizalt elliptikus feladatoknél lttuk, hogy a kapott matrixok kondicioszama nagy ¢s O(h )
rendben romlik a racs finomitasaval. Szeretnénk elészor megtaldlni, mi okozza ezt a hatranyos jelenséget.
Tekintsiik egyszerii példaként a

—u' =, w(0) =u(l) =10

egydimenzids feladat FDM-es megoldasat.

Ennek matrixa a tridiagonalis
1 - . :
A, = 7 tridiag|—1,2,—1
1 :

matrix. Alkalmazzuk a csillapitott Jacobi- modszer t! Ekkor
'}

) = .
! .fr3f

ahol ! az identitdsmatrix. Jeloljiik most ¥ -val ("‘- =12 ) az iteracio tagjait. Ekkor

Iii
= —w (A —b) (K E€N).
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Igy a hiba euklideszi normaja 1épésenként az

[ h? h? . .o f gl
‘:f - -..:.J—.-h,H = max |l —a;.?—}-,-{,-l;,}‘ = max ‘1 — 2w sin” "I‘ : ‘
| 2 K] 2 - i=l...m

=l.ust

euklideszi norma, ahol

, 4 ., (imh . .
AilAy) = h—EHIH"( 5 ) (j=1....n)

az An sajatértékei (lasd (37)).

Lathato, hogy a

értékek az

ful) =1 — 2w sin® (_—;) (€ [0,1]) (117)

fiiggvénynek az ¥ = Jh pontokban vett értékei. Ha J kicsi (7 = (1), akkor

Jolz) = fL(0) =1,

ha viszont J nagy (J = 1), akkor

fulz) = fu(1) = 1 - 2.

gy w vélasztisaval a kis J indexfi értékeket nem tudjuk érdemben befolyasolni, a nagy J indexii értékeket
viszont igen.

3sjsn

Tekintsiik ezért az 2 indexek esetét. Ekkor konnyen lathato (1asd 9.32 feladat):

max 5] € max |fu(x)| = max{|1 —w|, |2w—1]},
r;-:.__'l‘,..j“ J-.-_|:.]i

és a jobboldal akkor a legkisebb, ha

ekkor

1 T _
ml<3 (GSisn)

71 -t6l fiiggetleniil.

Végiil irjuk fel a hibavektort a normalt sajatvektorok szerint kifejtve, és bontsuk fel kis index (1 SRS ’_21) és

T B ;
nagy indexii (z = J = ™) komponensekre:
e’ = Zf'ﬂ'_f “+ Zr'_,-r_J =" +¢* .
J<g iz3

Ekkor
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h?
k+1 ! k41 k+1
¢ (f - ﬁ'?.-l)r Zg!_l,r'_,-r, : Z;a_;;'Jf'I, = ¢ el
<3 iz3
A fentiek alapjan a masodik tagra, mely a nagy indexti komponensekbdl jon,

.L-J_*_}_‘ o= N 22 < ] 2= Lok
|r' ; | = Hicit| = L-“..';.l = 0 ZFJ - ijlf #l2
=% =% E I

iz5

1
azaz az iteracid a nagy komponensii tag hosszat legfeljebb 3-ara csokkenti (az 7 racspontszamtol fliggetleniil),
mig az egész vektor hossza alig csokken, hisz kis J -re /i ~ 1,

gy kimondhaté, hogy a lasst konvergenciat a kis indexii komponensek okozzak, mig a nagy indexii resz
racsfiiggetlen mértékben, viszonylag gyorsan csokken.

Ez azt is jelenti, hogy elég sok iteracios 1épés utan a hibanak szinte csak a kis index{i komponensei maradnak
meg, a nagy indexilick eltorpiilnek. Mivel lattuk, hogy a sajatvektorok az elsé 1 pontos sajatfiiggvény

racspontbeli  értékeibél szarmaznak, igy a kis indexti ( / 23 ) komponensek az elsé T /2 pontos
sajatfiiggvényhez tartoznak. Ezek kevésbé oszcillalnak, ezért szokas simabb sajatfiiggvénynek nevezni oket, és
hasonldéan a hiba kis indexti komponenseit simabb komponenseknek. Masrészt az emlitett sajatfiiggvények a
kétszeres 1épéskozli durvabb racshoz tartozo sajatfiiggvények, igy a hiba érdemben megmaradt komponense a
durva racsbol szarmazo.

A fenti szohasznalattal azt mondhatjuk, hogy bar az iteracido a hibavektor hosszat csak kicsit csokkenti, a

P on , e . .
hibavektor komponenseit egyre inkébb a kis indexti (7 = 2) altérbe szoritja vissza, azaz a hibavektor simabb
lesz. Az iteracié tehat simitja a hibavektort.

A kétracsos modszer algoritmusa. A fenti két alapgondolatot a kovetkezéképp 6tvozziik. Induljunk ki egy adott
racsbol, ezt nevezziik finom racsnak. A durva racs FDM esetén alljon a finom racs csomopontjainak alkalmas
részhalmazabol (a koordinatairanyokban minden masodik csomdpontot vessziik bele), FEM esetén a durva altér
legyen altere a finom altérnek (egyenletes racs esetén kézenfekva itt is kétszer akkora racsparamétert tekinteni).
Alkalmazzunk el6szor egyszerll iteraciot a finom racsu feladatra adott szamu 1épésben. (Ekkor a hiba siméabb
lesz, azaz érdemben megmaradt komponense a durva racsbol szarmazd.) A kapott kozelitd megoldasra
alkalmazzuk a kétracsos defekt-korrekciot, azaz a rezidualis restrikcidjaval kapott jobboldalra megoldjuk a
feladatot a durva racson, ezt prolongaljuk a finom racsra és hozzaadjuk az el6z6 kozelitéshez. (Mindez FDM és
FEM esetén is értelmes.) Ebbdl felirhatd a kétracsos modszer algoritmusa:

0 .
+ Legyen "n tetszdleges kiindulo kdzelités a finom réacson. Ha # = 0,1, 2,. ..+
gy g

» Tegyiik fel, hogy megkonstrualtuk az Uh kozelitést.

* Simitas (,‘a.' darab bels6 iteracio): legyen I3 alkalmas prekondiciondlé matrix (pl. Jacobi vagy GaussSeidel),

tp = U, . majd
vis1:=v — B Aw; —b)  (=0,...k—1).

Legyen

és a rezidualis
rn i= Apv — bp.
« A rezidulis restrikcioja: £t 2 7n = Th

* Megoldas durva racson:
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Apen = —ry.
icio: Preg—=e
* Prolongacio: £ : €x “h

» Korrekeio (az uj kozelités):
u,  =v+ep.

. . r r ’ 122 ” . r . . 'l- 'l. T l - -
A modszer tovabbi vizsgalatihoz célszerii elészor felirni, hogyan kapjuk "I -bol i -et. A fenti algoritmus
utani lépéseit dsszegezve, és U1 -gal jeldlve a finom racson vald megoldast,

i+1 \ y 1 f s .
iy, v — F .-lH RA (v —uy).
Hasonlo6an, az
. i L
£ h - “.I.' - ul'l

B i . . .
hibéak vizsgilatihoz felirjuk, hogyan kapjuk “# -bol “k  -et. Itt azt is felhasznaljuk, hogy a simitas révén

v—up =k —up = — B A (w—u) = - B Al — ) = (I — B 'A%,
Igy

1 .

€ HL-] — Uy = — iy, — f*.-’.”JH.-hjl:." — iy

(I — PAL RAW (v —up) = (I — PALSRA (T — B Aw)¥e),.
Az elsé tényez8bél kiemeliink A -t, ezzel
et = (A, — PAS R)AWT — B An)¥e},. (118)
A régibdl az uj hibat tehat a
K:=(A"'— PARALT — B 'AL)"

matrix hozza létre. A konvergenciahoz azt kell majd igazolni, hogy ennek normaja valamely 1-nél kisebb
konstanssal becsiilhetd.

5.1. Megjegyzés. A kapott /' matrix nem szimmetrikus. Ha modositjuk az algoritmust Ggy, hogy a végén ujabb
% darab simitast, an. utésimitast végziink, és feltessziik, hogy K = PT, akkor kénnyen lathato, hogy a kapott

K:=(—-B"A)A," — PA )AL - B A"
matrix mar szimmetrikus az Ay, -skalarszorzatra nézve.

5.2. Megjegyzés. A modszer konstrukcidjanak fontos része a restrikciod és prolongacio felirasa. A legegyszeri{ibb
prolongacié az FDM esetén a linearis kiterjesztés, mig a legegyszerlibb restrikcié a megszoritas. Ezek matrixa
(lasd 9.249.25 feladat) azonban nem egymas transzponaltja. Ezért a restrikcidt ugy szokas felirni, hogy matrixa
a linedris kiterjesztés prolongacidés matrixanak transzponaltja legyen. Ez olyan sulyozott megszoritas, amely a
tavolabbi pontokat is figyelembe veszi (lasd 9.26 feladat). FEM esetén természetes prolongacidt ad, hogy a
durva altér elemei egyben a finom altér elemei is, igy a beagyazas meghatarozza az egyiitthatokra adodo
matrixot (lasd 9.289.29 feladat). A restrikcidt itt is ugy valasztjuk, hogy matrixa a prolongacié matrixdnak
transzponaltja legyen.
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0. abra. Restrikecio téglalapracson.
6.2. 5.2 A kétracsos modszer konvergenciaja
A konvergencia alapja. A konvergencia vizsgalatanal a (118) egyenl6ségbdl és abbol indulunk ki, hogy a 5.2

megjegyzés alapjan a restrikcidt a prolongaciés matrix transzpondltja alapjan valasztjuk. Ekkor az uj hiba a
régibdl az

et = Kej, = (A, — PA PAWI — B ' A)e), (119)
22— A
Osszefliggéssel adodik. Célunk, hogy i az E |-’l.'. = (Az,z) energianormaban (azaz diszkrét stlyozott
i+l - Ji
Szoboljev-norméban) kontraktiv legyen, azaz létezzen olyan o < 1 konstans, hogy ey |a, < ole]a,

legyen.

Részletesen végigmegyiink 2D FEM mellett a szakaszonként linearis/bilinearis eseten, majd a végén kitériink az
egyéb esetekre is.

A kiindulas, hogy a kivant becslést két részre daraboljuk:
5.3. Allitas.Ha teljesiilnek az alabbiak:
1. az approximacios tulajdonsag: van olyan C' = () konstans, hogy
(A — PAL'PTYb|a, < ClB] (Wb ERM),
2. a simito tulajdonsag: van olyan £k — 0 /iy -4l fiiggetlen sorozat, hogy

|An(I — B Ap)* x| < ei|zla, (Vr e R", ke N),

akkor van olyan k € N hogy a & darab simitast tartalmazé kétracsos algoritmus konvergens, azaz van olyan
a < 1 konstans, hogy

ey < olehlan (WieN). (120)
Bizonyitas.A két tulajdonsagot kombinalva
e an = 1(A," = PAL PT)AW(I — B~ An)*e)|a,

< C|Au(I — B A,)%€)| < Cexlel|ay-

Valasszuk & -t akkorara, hogy
o= Cep < 1
legyen, ekkor a megfeleld algoritmusra (120) teljesiil. [QED]

Az approximacids tulajdonsag. Tekintsiink egy elliptikus feladatot, végeselem es diszkretizaciojat €s a kétracsos
konstrukciot az alabbi tulajdonsagokkal:

5.4. Feltevés.
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1. A feladat H* ygeplaris; dizplz, barmely f € L*(Q) jobboldal esetén a megoldasra " € H*(2) ¢ lstezik
, hogy . (Ez fennall pl. a 1.5 tétel feltételeivel.)

2. Vi € Hp(€2) adott végeselem es altér Ty- vagy R -clemekkel, és legyen a triangulacio regularis. Jelolje a
bazist ¥1ls---:¥n,

H - . 1 g —
3. A durva racs H és a finom réacs h paraméterére » = £, ahol € > U nem fiigg h -6l (tipikusan 2 = 2),
és a restrikciot 1 = P71 alapjan valasztjuk.

Az approximacios tulajdonsag bizonyitasahoz sziikségiink van Vi -beli figgvények normai kozti 6sszefiiggésre.

5.5. Allitas. Legyen J € Vi ¢s fu €RB" 37 a vektor, melyre (fu); = [o foi (1= L...m). Ekkor
|ful = O fllo @hot [1Fllo = [|f]lz2),

A bizonyitashoz lasd a 9.31 feladatot.

5.6. Allitds. Ha teljesiilnek a 5.4 feltételek, akkor igaz az approximécios tulajdonsag, azaz van olyan C' = ()
konstans, hogy

(A, = PA PTYbla, < ClB] (Wb € RM). (121)
Bizonyitas.Legyen b € IR" adott vektor, és legyen Ch az
Apen =b (122 J

linedris algebrai egyenletrendszer megoldasa. Legyen Fevy az a fliggvény, melynek boaz [
egyiitthatovektora Vi -ban (azaz b= fu ), és legyen Un € Vi az Lu=f elliptikus feladat gyenge megoldasa.
Ekkor Uh = 2_i=1Chi'i azaz U koordindtavektora Vi -ban épp a fenti 4 vektor. Emellett (50) szerint

{1y, up) = -'!-.'.""n'l Oy = |"|'r|:‘-a'||.' ( ]2”
Tekintsiik most b restrikciojat Vi -ba, ami 12 = P, és oldjuk meg ezzel a jobboldallal az

Apcy fﬂ.h (124)

Tt v ,,H .n.H .n.H s . .
linearis algebrai egyenletrendszer t. Legyen UH = 2uj=1CHj ¥5  ghol ¥1:-¥ny a Vi altér bazisa. Mivel
Vi C Vi, igy ua € Vi, A prolongaci6 definicioja alapjan UH koordinatavektora Vi -ban a £’Ca vektor, igy
iy, — g koordinitavektora Vi -ban a € — F’Cx vektor, amibdl (123)-hoz hasonlban

aluy, — . Wy — Uy ) = |op — P"-‘fl.:h.' (125)
Masrészt (124)-bol
Pey = PAL P'h,
ebbdl és (122)-bol
_ 1 2 d=1 5T 12
oty — gy, Uy — Uy ) = ||:."!.l.- - -'!-” / J'r‘|.-h.~

ami épp (121) bal oldalanak négyzete. A bilinearis forma korlatossaga miatt

1 1 T 1/2 1/2
(A, — PAL P )bla, = alun —ug,un —un) '~ < M7 |up —un |1,
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illetve a 3.29 tétel, a feltételékhsli}ﬂ < 2h becslés és H 2-regularitéls, valamint a 5.5 allitas és a b= fn
egyenl6ség alapjan van olyan , hogy

[t —wply < jupn — w1+ Jugy — w1 <clh+ H)u|2 < (1 + p)ch|u’|s

< (1 + glecoh|| fllo = OLR)|| fllo = C|fu] = C|b).
Ezekbdl kovetkezik a kivant tulajdonsag. [QED]

A simit6 tulajdonsag. Ennek igazoldsa a felhaszndlt iteracio tipusatol fliggd egyenkénti vizsgalatot igényel. Itt

olyan csillapitott Jacobi-iteracio esetén mutatjuk meg, amelyben a motival6 példahoz hasonléan Ay féatloja az
identitas konstansszorosa, ami kellden egyenletes racs esetén all fenn. Ez tehat valdjaban egyszeril iteracio
megfeleld paraméterrel. Az alabbi allitas az iteracios matrixra ad feltételt, ez a feltétel az egyes feladatokra
kiilon szamolasokkal igazolhato.

5.7. Allitas. Legyen a prekondicionalé matrix B3 := 61 , ahol # > 0 allando és I az identitasmatrix. Ha van

1y,
olyan 0 <€) <1 sz4m, hogy az [=B"Ay=1~-
van olyan x — 0 i -t fiiggetlen sorozat, hogy

1
574 iteracios matrix sajatértékeire 14 = —( | akkor

|Au(I — B AL x| < cilzla,, (Vr € R", k € N).
Bizonyités. Legyenek “h sajatértékei Ai , megfeleld normalt sajétvektorai Ui . Legyen = € R" | &g frjuk fel
3 . 2 _ - o — T 2
= D021 G glakban. Ekkor [T, = AnT @ =300 Al o

-y

=1

. RY
1AL = B A z]? = |.-1,, (I - f—;.-l,,) x

Fi

Ay 26 , ANZE
< max A(1-5) oA = max A (1= F) " i

=1

J—_—

1 g A
it { — a4 sajatértékeire #1 T i, igy A =6(1- FF), ésa —(Q = i = 1 feltételt is hasznalva

d""r zk r ¥
max ,‘t,(l - f_!) =@ 1}{::_\: (1-— ,rr,J,u,"" <

max (1 — p)p* =: 60
£[-Q.1)

max rip).
o E[—=62.1]

1 |

r(p) = p2 —

Elemi derivalas alapjan az (HE [_Q ] 1]) nemnegativ fliggvény maximuma vagy a —Q

_ %k
végpontban, vagy abban a 0 és 1 kozti bels¢ pontban van, ahol derivaltja 0, azaz a Ho = 31 pontban. Itt

(o) = (1 — po)ps® <1 —pop = :,kl—_l' il.a—0Q végpontban r(—Q)=(1+ Q)QH < 2(22;.- gy

1
2k 41

6 max r(p) <6 max{2Q%*,
pE[—Ghl

QE— |

]

- b — -ll' = .
ha k& — oo . Ebbol “k = Tk mellett kovetkezik a kivant becslés. [QED]
A fenti allitasbol az egyes feladatokra konkrét szamolasokkal igazolhat6 a simit6 tulajdonsag.

5.8. Példa. 2D FEM egyenletes haromszogracson.

[n 1]3 , L. , . , ;_1[-';.?,'11' B 4[-'&.‘.\1
1. A ¥ 1" tartomanyon. Felhasznaljuk (lasd 3.14 megjegyzés), hogy az FDM-es “*h és FEM-es “*h
. AFEM _ p2 A\FDM .
matrixokra “th = AL )t (39) szerint
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A (ARPM) = rt (-‘*iu"i (JT_T!J) - sin® (%h)) '

(1.J = L....n) Alkalmazzuk a csillapitott Jacobi- modszer t! Most a f64tld

igy

D =41,

o =1

. 14, —
= mellett hasznéljuk, ahol w > () paraméter. Az [ —gAy=1-

azaz a 5.7 Allitést TAR iterscios

matrix sajatértékeire

pij=1-— %A,J[.-’-f{.f'-”] =]1-w (sin" (F_'_—}h) i sin® (%h)) :

A motival6 egydimenzids példahoz hasonléan

. ) L 4 (T e fTTY . _ .
min ;= min (I — W (Htil'( ) } .‘-il.]]'( ))) =: min [f.lr.y)=1-2w,
ig=1_n Hij = l<ry<l1 2 2 l<ry<l1 f \

Y=

=

. - 1 1
igy w < 1 esetén 1 — 2w =: =) > —1 Az optimalis simitishoz az ~ 23 val 2 feltétel mellett
gy p )%

. R | -1 , o 1s
keresendé Jfwo minimuma, mert a durva racshoz az ¥ < 7 és ¥ < 2 feltétel tartozik; lasd 9.33 feladat.

] 4. . AFEM
2. Altalanosabb esetben, ha az Ap = Ay, matrix nem pontosan azonos blokkokbol all, igazolhat6 a
regularitasbol, hogy Ap korlatos h -tol fliggetleniil, lasd pl. [10]. Ezért ha 0<@Q <1 adott 4llandd és
6 > ILAll=
= 1+@Q akkor
L, - 1 .
=1 ”)"*.-"-"1“ ) =1 ul Alls = =0,

igy teljesiil a 5.7 allitas feltétele.

Mas diszkretizaciok. A fentiekben részletesen megvizsgaltuk 2D FEM esetén a szakaszonként linearis/bilinearis
esetet. Mas diszkretizaciok esetén alkalmas modositasokkal értelmezett approximacios és simité tulajdonsagbol
vezethetd le a konvergencia: ezek altaldban abban a formaban igazak, hogy megfeleld ¢« = () mellett

(A, = PAL PTYb|a, < CHY b (Whe R"),
|AW(I — B Ay x| < suh 2|, (Yz € R", k € N)

(l4sd pl. [10 és ). Ekkor a két fi -hatvany kiejti egymast, igy a végkovetkeztetés érvényben marad. Példaul:

* 2D FDM esetén: ox = 2;

« 3D FEM esetén: @ = 1/2 (linearis/bilinearis elemek).

6.3. 5.3 Tobbracsos algoritmusok

Konstrukcid és konvergencia. A fenti kétracsos modszerben a simitds utan restrikciéval leszallunk a durvabb

racsra, ott valahogy megoldjuk a feladatot, majd prolongacidval visszatériink a finom racsra és ott (a
gyakorlatban hasznalt szimmetrizalt esetben eldbb utdsimitast is alkalmazva) javitjuk az el6zé kozelitést.
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Felmertil a kérdés, hogyan oldjuk meg a feladatot a durva racson. Ha itt direkt megoldast hasznalunk, akkor is

nyeriink a kétricsos modszerrel, pl. 2D esetben H = 2h esetén a durva racshoz kb. 1/4 szer annyi ismeretlen
g o] e

tartozik, amire a megoldas koltsége (a matrix ritkasaga révén O(n?) el becsiilve) kb. 1/16 _4ra csokken. A
durva racson sem muszdj azonban direkt megoldast hasznalni, hanem erre is alkalmazhaté wjabb kétracsos
modszer (igy Osszességében mar haromracsos a mddszer), ill. mindez még tovabb folytathato.

A legegyszerlibb L -rdcsos mddszer ben igy egyre durvabb racsokra szallunk le restrikciokkal, a legdurvabb
racson direkt megoldast hasznalunk, majd prolongaciokkal visszalépegetiink a legfinomabb racsig, mikozben a
le- és felszallaskor az egyes szinteken simitunk. Ez az an. V" -ciklus, mely nevét a sematikus diagramrol kapta

(31. abra). Formalisan, jeldljon 2 egy, a fentickben leirt kétracsos ciklust, P a prolongaciot és R a
restrikciot. Ekkor az L -racsos V' -ciklust a

Ky :=PKi R (L=3.4....)

rekurzié definidlja. Az L -racsos modszerben egy ilyen ciklust ismételiink iteracioként.

31. abra. A V-ciklus szemléltetése harom és négy rics esetén.

Masik valtozatot kapunk, ha tobb munkat forditunk a durva komponensekre (tobb javitas), és 2-szer
alkalmazzuk az alacsonyabb szintet. Ezzel az L -racsos Gn. W -ciklust a

Kp:=PK; \R (L=34,...)

rekurzié definialja (32. abra). Most is egy ilyen ciklust ismételiink iteracioként.

32, dbra. A W-ciklus szemléltetése harom és négy racs esetén,
Elvileg lehet meg tobbszor alkalmazni az alacsonyabb szintet:

Ki:=PK] R (L=34,...)

ahol 7 € N7 adott egész. Azonban, mint latni fogjuk, 2D feladat esetén az optimalis miiveletigény miatt csak
7T = 3 felel meg. A gyakorlatban eléga 7 = 1 vagy 2 vélasztas, azaz a V' - vagy a W -ciklust hasznaljak.

Az L -racsos modszer ek konvergencidjat itt nem bizonyitjuk, a levezetéseket lasd pl. a [10 és ] konyvekben.
Lényege ugyanaz, mint a kétracsosnal: az algoritmus 0sszetevoi a kétracsos modszer hez hasonldéan

e simitas — kontraktiv;

¢ restrikci6 — korlatos;

* megoldas durva racson — korlatos;

* prolongaci6 — korlatos.

(A durva racson valdo megoldasnal a restrikcioval és prolongacioval egyiitt a korlatossag az approximacios

tulajdonsag érvényesiilését jelenti.) Ezért az e 1épésekbdl Osszetevddd teljes eljaras is kontraktiv, és igy
iteracioként ismételve konvergens.
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Miveletigény. A MG-moédszer legfontosabb elénye az optimalis miivelgtigény abban az értelemben, hogy
aranyos a valtozok szamaval, vagyis & lehetd legkisebb. El6szor egy adott  -edik szint miiveletigényére adunk

becslést. Legyen itt a matrix mérete . Tegyiik fel egyszeriiség kedvéért, hogy olyan 2D feladatban vagyunk,
afipl=ag Nggyes k-szitek . Kozt kétszeres racstavolsighoz pontosan négyszeres matrixméret tartozik, azaz

( )-

A k -adik szinten jeldlje @k az alabbiak miiveletigényét: simitas, restrikcid, prolongacio, rezidualis
kiszamitasa. A matrix sdvos szerkezete miatt ezekre érvényes az O(Ni) nagysagrend, azaz

Ql— < ¢ N, (& l,....0).

Az I -edik szinten jellje (¢ az dsszes miiveletigényt. Ehhez rekurzivan juthatunk el. Minden k -adik szinten
sziikséges egyrészt a fenti négy 1épés, ami (% miiveletet igényel, ill. 7 -szor ismételjiik a (k — 1) edik szintet,
igy ennyiszer hozzdadodik annak teljes Q-1 miiveletigénye:

Qi =0 + Qs (k=2....0-1).

Itt legyen 1 = 7 = 3 4llando. Az elsd szinten a durva megoldas miiveletigénye 1€p fel. Mivel ez fix récs, igy a
miiveletigény adott, erre irhato Q1 < ey,

5.9. Allitas. Van olyan ( -t6l fiiggetlen) €o > 0 konstans, hogy
L{c’.l < I"||.1'h.,'.

Bizonyitas. Rekurzioval

Q=T +1Qu1 =0 +1Qe 1 +7°Qea ==Y 1 s+7'Q,

=2 =1 =1

< (Z v Ni_p + ot l_"'.'l) e z_-'k"ll-’ =Ny Z(;l)* = " ilil Ne = egNe,

=0 k=0 k=i
s g , Cp = =
ahol a mértani sor 7 = = miatt konvergens és 1-7 . [QED]
A teljes ciklus miiveletigénye az alabbi: az =1, L ginteket Osszegezve
L L L . L-1 .,
) i N Nt o .
Y Qi<eod Ne=c Y. e oY & < 5 N
=1 =] =1 k=

Végiil az iteraci6 soran adott pontossdghoz korlatos szamu 1épés kell, mert a & <2 1 konvergenciahanyados nem
fiigg a racsoktol. Igy a teljes eljaras miiveletigénye is

O(NL),
ahol Vi a kiindulasi racshoz tartoz6 ismeretlenek szama, azaz a miiveletigény optimalis.

7. 6 Nyeregpont-feladatok numerikus megoldasa

Ebben a fejezetben egy specialis szerkezetli elliptikus PDE-rendszerrel foglalkozunk az ennek hatterét alkoto
absztrakt feladattipus elmélete alapjan. Ez a rendszer az un. Stokes-feladat. Alkalmas transzformacioval
bizonyos értelemben visszavezetjiilk a kordbbi koercivitdsi megkdzelitésre, de a végeselem es megoldasnal a

85
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal
skalar elliptikus egyenletekhez képest megszoritds jelenik meg, ami LBB-feltétel néven valt ismertté.
Megemlitjiik, hogy mas feladatokban is megjelenik a nyeregpont-szerkezet (pl. skalar elliptikus egyenletek
vegyes végeselemes megoldasanal), ezeket azonban itt nem targyaljuk. Mindezekr6l pl. a [6] cikk és a [23]
konyv nyujt részletes osszefoglalast. Az elméleti hattér tomor leirasaban a [13] konyvet kdvetjiik.

Aramlasi feladatokban 1ép fel az alabbi PDE-rendszer, melyet Stokes-feladatnak hivunk:

—Au+Vp=1¥f
diva =1 (126)

man =10,

ahol 2 € BY (N = 2 vagy 3) korlatos tartoméany szakaszonként sima peremmel, u : £ — RY az aramlas
sebességvektora és P - Q=R , nyomds. Az f : €2 — R adott fliggvény a kiils6 erékbél szarmaztathaté, a

—Au kifejezés és az W92 = U peremfeltétel koordinatanként értendd. A (126) rendszer idben staciondrius

lassu aramlast ir le. (Id6ben valtozoé aramlés esetén a megfeleld elsé egyenletet idoben diszkretizalva a fentihez

1
hasonlo feladatot kapunk, de az els6 egyenlet kiegésziil egy =™ taggal, ahol 7 = (; az alabb elmondottak erre
az esetre is értelemszeriien atvihetok.)

7.1. 6.1 Megoldhatésag, inf-sup-feltétel

Kiindulasunk az, hogy a (126) feladat specialis szerkezetii az alabbi miatt:
6.1. Allitas. A V H{%(QJ — LQEQ)N operator adjungaltjara

Viu= —divu (Yu £ HI[!’-EI\.L
(A bizonyitashoz lasd a 9.34 feladatot.)

Emiatt a Stokes-feladat egyenleteit atirhatjuk

(127)

—Au+Vp f
V'u = 0

alakba (a 2. egyenletben a minusz szorzot elhagyhattuk), az Mo = 0 peremfeltétel t pedig majd az alaptérbe
épitjik be. A kapott alak miatt el6szor vizsgaljunk meg ilyen szerkezetli operatoregyenlet-rendszereket. A
felépités egyszeriibb, ha elébb korlatos operatorra, majd ebbdl bilinedris formakra irjuk ezt fel, mivel az utobbit

a Stokes-feladat gyenge alakjara alkalmazhatjuk majd.

Operatorokkal megadott nyeregpont-feladatok. Tekintsiik az

{ Au + Bp I

I}I
B*u = g (128)

feladatot, ahol H. & valos Hilbert-terek, / € H g€ K A H —~ H 6 B: K — H korlatos linedris
operatorok, valamint A 6nadjungalt és egyenletesen pozitiv is, azaz van olyan 1 = (), hogy

{Auw,u) = m ||u||" (Yu e H). (129)
6.2. Megjegyzés.
1. Ez lényegében egy operatormétrixra vonatkozé egyenlet a 1 X I szorzattéren. A nyeregpont-feladat"

elnevezés abbdl szarmazik, hogy a fenti rendszer megolddsa egy alkalmas kvadratikus tipust funkcional
nyeregpontjaként all el6. Espedig [13],a W : H x K — ||
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W(u, p) = (Au,u) + 2(Bp,u) — 2(f,u) — 2{g, p)

funkciondlra fennall, hogy ha (u.P") € H X K 4 (128) feladat megoldasa, akkor barmely
(u,p) € H X K egetén

Piu®, p) < Wlu",p") < W up').

2. A Il jelolést a H és I terekben két kiilonboz6 normara fogjuk hasznalni. Bar lehetne a precizség

kedveert |-|la as [|-lx jeloléseket is irni, ezt a kevesebb index érdekében nem tessziik, mivel a
kornyezetbdl egyértelmt, melyik normarél van szé.

A (128) rendszer megoldéasanak alapja, hogy A bijekci6 voltat kihasznalva atrendezziik az egyenletet. Fejezziik
ki az els6 egyenldségbdl u -t

w= A"Yf— Bp), (130)
és helyettesitsiik a masodikba:
BAYf-Bp)=g, azaz BA'Bp=DBA"f—-g=:4. (131)
Legyen
S:=RB'A'B, (132)

ez az tn. Schur-féle komplementer-operator. Itt B* : H — K | igy S : K — K . Ha meg tudjuk oldani a
(131)-ban kapott

Sp=g (133)
egyenletet a i téren, akkor (130)-bdl 1 -t is megkapjuk, igy kész vagyunk.
A (133) egyenlet megoldhatosdga nem nyilvanvald, mivel B | ill. B* 4ltaldban nem bijekciok. Mégis
szeretnénk, hogy S (korlatos linearis) bijekci6 legyen a i téren. Trividlisan sziikséges feltétel ehhez, hogy 3

injektiv legyen. Ha 3 inverzének korlatossagat felirjuk {3 -vel, akkor ki fog deriilni, hogy ez mar elég is lesz,
vagyis a megoldhatdsag kulcsa az alabbi feltétel lesz:

van olyvan v > 0, hogy ||Bp|| = v|lpll (¥p € K). (134)
Ezt az alabbi alakban szokas felirni:
6.3. Definici6. A (128) feladathoz tartoz6 inf-sup-feltétel:
inf  sup M =:9 > (. (135)
e KNO} wepy oy |IPI]| ]
Konnyen lathato, hogy (134) és (135) ekvivalens, lasd 9.35 feladat.

6.4. Tétel. Legyenck ./ valos Hilbert-terek, A€ B(H) ¢s Be B(K,H) , ahol A onadjungalt és
egyenletesen pozitiv. Ha fennall a (135) inf-sup-feltétel, akkor barmely (f.g9) € HX K egetén a (128)
feladatnak 1étezik egyetlen (1" P") € H X K peoo]dasa.

A bizonyitas lényege, hogy az inf-sup-feltételbol levezetheté az S : A — K Schur-féle komplementer-
operator egyenletes pozitivitasa, igy bijekcio a & téren; lasd [13].

Bilinearis formakkal megadott nyeregpont-feladatok. A korlatos bilinearis formak és linearis funkcionalok
Riesz-reprezentacidja segitségével a fentiek kozvetleniil atviheték bilinearis formakkal megadott hasonlo
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szerkezetli feladatokra. Legyenek most a fenti ./ valés Hilbert-tereken @: H x H =R ¢
b: K x H — & Korlatos bilineéris formak, ahol @ koerciv: van olyan m > 0, hogy

alw,u) = m ||ra||3 Yu € H), (136)

legyenek tovabba @ H — B ¢ 00 I = I o140 linearis funkcionalok. Tekintsiik az alabbi feladatot:
keresendd (1:7) € H X K melyre

alu, v) + b(p,v) = dw (Yo e H). (137)
blg,u) = g (Wg e K. s
A 10 tulajdonsag most is a megfeleld inf-sup-feltétel:
bip. )
inf  sup 2Ap.u) =:~ > (. (138)

e RO} e pr {n ||.“'|| ul

6.5. Tétel. (Lasd [13]). Legyenck H1: I valos Hilbert-terek, @ : H x H — R ¢sb: K x H — R korlatos
bilinearis forméak, ahol az o forma koerciv is. Ha fennall a (138) inf-sup-feltétel, akkor barmely @ f — R

¢s V= I yorlatos linearis funkciondlok esetén a (137) feladatnak létezik egyetlen (1:2) € H x K
megoldasa.

A Stokes-feladat gyenge megoldasa. El8szor értelmezziik a 126 rendszer gyenge alakjat A gyenge megoldasnal

az u fiiggvényt (a —Au kifejezés és az WMo = 0 peremfeltéte]l miatt) a Hﬂ(s )" szorzattérben keressiik,
melyet most is valos értéki ﬁiggvényekkel definialunk, igy valos Hilbert-tér. A P nyomasnal is szeretnénk a

derivalttol megszabadulni és csak L*(£2) pan keresni. Mivel a (126) egyenletek a ¥ fiiggvényt csupan additiv
konstans erejéig hatarozzak meg, igy az egyértelmiiség érdekében bevezetjiik az alabbi teret:

'_3 (Q) = {pr_}' {H'| [p.— 0} (139)

a szokasos L2-skalarszorzattal és |I-|l0 indukalt normaval. A gyenge alak felirasahoz a szokott modon a két

egyenletet rendre beszorozzuk V = (v1, 12, w) € Hy ()" és 1€ L2 (€2) tesztfiiggvényekkel, majd
alkalmazzuk a Green-formulat, ill. GaussOsztrogradszkg -tételt. A derivaltmatrixokra hasznaljuk a (107)

Frobenius-skalarszorzatot, amelyre ¥ & VV 1= Yoty Vi - Vi teljesiil, ill. az

f 4 — Tan - 2 _/ i
(w, v} [1"'\_" Vv, My = (u,u),

. L . o HA(O)Y
skalarszorzatot és indukalt normat a f10%*%/  téren.

6.6. Definici6. Az (.p) € Hy()" x L2() fiiggvénypart a (126) feladat gyenge megoldasanak nevezziik,

ha
/Tu:"?v—f‘lmlirv]:f[-'-v (Vv € H[’J[EE;’"'j
¥ 1 [y

[qﬂ_qli\' uj =0 (Vg € L2()).

(140)

A (126) feladat gyenge megoldhatosagahoz a 6.5 tételt szeretnénk felhasznalni. Vezessiik be az alabbi bilinearis
formakat:
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a: HYOMY x HH{O)Y - R, alu.v):= f Vu: Vv,

. (141)
b L) < HAY =R, blp,v) = —fp[:li\'v_‘.l.
H]

Ekkor a (140) rendszer éppen (137) alaka.
6.7. Allitas. A fenti b formara teljesiil az inf-sup-feltétel:

. bip.u)

inf  sup Bl ) (142)

l"_l‘.-j'.“E. we M N “f‘“illulj

i 0

Bizonyitds. Ez a divergencia- operator szuperjektivitasanak koszonhetd, pontosabban, hogy [19] alapjan

barmely P < L*() eseten van olyan 1 & Hy ()" , melyre P = —divu ¢ [[pllo = 7[uls lkalmas 7 > 0
allandoval, igy ezzel az u-val

b(p,u) = — [ pldivu) = f p? = ||pl|2.
S} n

. 2(¢ 10y
Igy tehat minden P € L2(92) fiiggvényhez létezik U € Hy(€2) , hogy

bpw) _[pllo -
Tollofuly = Tuly =7

ez pedig ekvivalens a (142) egyenlétlenséggel. [QED]

6.8. Megjegyzés. A 7 konstans értéke (2-t0l fiigg, és nem adhat6 ra altalanos képlet. Vannak azonban ismert
explicit értékek specialis tartomanyokra és jol hasznalhaté altalanos becslések is, lasd pl. [17 és ].

. , fELg[Q)N . . .
6.9. Tétel. Barmely fliggvény esetén a (126) feladatnak Iétezik egyetlen

(w,p) € Hy ()" x L3(€) gyenge megoldasa.

ClionN Loy Loy v
Bizonyités.Itt & - Hy ()" < Hy ()" = B yor14t05 és koerciv bilinearis forma, hiszen ez épp a Hy ()™ gy
HQ) < HHOY

skalarszorzata. Masrészt 0+ L

— B yorlatos bilinedris forma, hiszen
1b(p.v)| < llplloll div vilo < VN[pllo]v]s,

felhasznalva, hogy

N N )
|1l'|\ \-“.‘-‘1 = /{Z [:}”,JE < N /‘Z[Hﬂ‘,wjj < \f Z“Lf'j ]-' - "'-”"'T‘u’lﬁ:I = 1"lul\-’l':f
e L L i =1

Mivel a 6.7 allitds alapjan fennall a (142) inf-sup-feltétel, a 6.5 tételbdl nyerjiik a kivant megoldhatdsagot.
[QED]

6.10. Megjegyzés. A fenti becslésben az N -es szorzd valdjaban elhagyhato: igazolhatd, hogy
| divv]lo < [v|s (v e Hi(™, (143)
Konnyen lathato, hogy a becslés éles is (lasd 9.36 feladat).

7.2. 6.2 Az Uzawa-algoritmus
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Ez az algoritmus egy olyan iteracidos modszer, amit itt el6szor elvi szinten magara a diszkretizacié nélkiili PDE-
re irunk fel, ez ui. a PDE szerkezete miatt segiti az érthetdséget. A kovetkezd szakaszban vissziik 4t a modszert
a végeselem es esetre.

Absztrakt Uzawa-iteraci6. Tekintsiik eldszor ismét a (128) feladatot Hilbert-térben:

{ Au + Bp f (144)

B u = g,

az ott tett feltételekkel, ezen belil teljesiiljon a (135) inf-sup-feltétel. A (144) feladat iteraciésan megoldhatd
ugyanazon elven, mint a megoldhatbsag igazolasa tortént az el6z0 szakaszban: a feladat visszavezethet az
S := B*A"'B Schur-féle komplementer-operatorra vonatkozo

Sp=g (145)

egyenletre, ahol G=B"A"f—g ugyanis S egyenletesen pozitiv, igy alkalmazhatjuk a 4. szakasz
modszereit (pontosabban azok Hilbert-térbeli megfelel6jét, lasd [13]).

Az Uzawa-algoritmus nem mas, mint az allando 1épéskozii egyszer( iteracio a (145) egyenletre.
6.11. Tétel. A (144) feladat feltételei mellett tekintsiik az alabbi iterdciot. Legyenek o € H | pp € K

tetszblegesek és & > 0 adott szam, ha pedig * € N &s megvan Un € H ¢s Pn € IV akkor

(146)

Avwpgy + Bp, = f [azaziy, . ennek megolddsa),
Po+l = Py + al }I,f'i'a“ 1= g

Ekkor van olyan @ > 0 hogy 0 < & < ap esetén a fenti iteracié linedrisan konvergél, vagyis alkalmas
c1.02 > 0 gs ¢ < 1 mellett

[len — u'|| < a1g”. lpn — p'|| < c2qg” (ne M),
i . 5 e 3 A—A
g = —= . L. , - = = )' — . =, A || 5] = &a7aA
Itt IBI” . Az optimalis paraméter ““** — &+% | ahol A7 s A= T ekkor 47 Ava.

s

A bizonyitds lényege, hogy a Pn+l := Pn — a(Spn — ) egyszerli iteraciot kettédaraboljuk S definicijat
felhasznalva, lasd [13].

Az egyszerl iteracio helyett a konjugalt gradiens-modszert is hasznalhatjuk a (145) egyenletre, lasd [13].

Térjiink most at bilinearis formakkal megadott nyeregpont-feladatra. Tekintsiik ismét a (136) feladatot Hilbert-
térben:

alu,v) + b(p,v) = dw (Ve e H), (147
. . . L147)
blg, u) = g (¥g e K)

az ott tett feltételekkel, ezen belill teljesiiljon a (138) inf-sup-feltétel. A 6.11 tétel a megoldhatosagnal latott
mobdszerrel, azaz Riesz-reprezentacio segitségével kozvetlentil atvihet6 a (147) feladatra. Ebbdl adodik:

6.12. Tétel. A (147) feladat feltételei mellett tekintsiik az alabbi iteraciot. Legyenek Un € H pek
tetszblegesek és o > 0 adott szam, ha pedig 7@ € N &s megvan Un € H ¢ Pn € K akkor

tlttnsr, v) + blpn, ) = dv (Vv e H),

; \ \ ; . I, e
Pas1:9) = (Pa-q) + a(blg. t,1) — ¥q) (Vg e K) ' b

(azaz "n+1 és Pn+l ezeknek a feladatnak a megoldasai).
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Ekker -vam olypa:do = 0, hogy 0 < < @i esetén a fenti iteracid linearisan konvergal, vagyis alkalmas
és mellett

lin — 'l < c1ig™s  llpa—p'll < c2g”  (n€N).

Ha a két forma normajéra a / := bl ¢s M :=[lal| il az o forma koercivitasi konstanséra az m jelolést

o2 A= a2
MZ és T m; ekkor

Fire

2
= e o Chopt = o5 =
5 és az optimélis paraméter ~ '~ A+A | ahol A

hasznaljuk, akkor co

— A=A
4= Asd,

Uzawa-iteracié a Stokes-feladatra. A fentiekbdl mar kozvetleniil szarmaztathatd az iteracio a (126) Stokes-
feladatra. Lattuk, hogy ennek (140) gyenge megoldasa éppen (147) alakii az ott tett feltételekkel, igy

alkalmazhato ra a 6.12 tétel. A (141) bilinearis formak hataraira az alabbi konkrét értékek vonatkoznak.
Egyrészt

alu, v) = f Vu: Vv ={u, v,
n

1oy
azaz épp a Hy ()™ ¢ skalarszorzata, igy normajara és koercivitdsi konstansara M =m = 1. Mésrészt a

6.10 megjegyzés révén

(. w)| = ridivv )| < |lplloll div v|lg < lellolv (p e 20, v e ™)
bl = | [ ptdiv)| < Ipllolldiv vl < plolvl (v 2@, v € HY@)®
Jo

és ez éles becslés, igy Be=bll =1 A~ inf-sup-konstans a (142)-ben szerepl6 érték, lasd 6.8 megjegyzés.

Ly i 2
6.13. Tétel. Tekintsik a Stokes-feladatra az alabbi iteraciot. Legyenck W0 € Ho(82)" = py € L*(Q)
Lo NV i 2
tetszélegesek és @ > 0 adott szam, ha pedig 7 € M ¢s megvan Wn € Hy ()™ g5 pn € L ':Q), akkor

-/-T'u,,.l HATAY, --f,u“ (divv) = ff-v (Vv € HY(Q)Y).
i 0 Y

[;J,, (1 = -/Iu,, i — o [(:lix' W, .q)q (Wq € L*(€1)

Ji n Jo

(azaz M"n+1 és Pn+l ezeknek a feladatnak a megoldasai).

(149)

Ha teljesiil a (142) inf-sup-feltétel, akkor () << cv << 2 esetén a (149) iteracio linedrisan konvergal, vagyis
alkalmas €1, 2 > 0 g5 ¢ < 1 mellett

|":l - I-:l.-||. c_’ "l'rf”~ |.“r| - f‘l'llil "-_“' r'_""l'.lr (ne .}'-ll

(5]

- _ 2 1
hgpt = LT++2 és = L+ ,

-

[

Itt az optimalis paraméter és hozzatartozo konvergenciahanyados rendre

Bizonyitas. A (149) iteracié megegyezik a (140) feladatra alkalmazott (148) iteracioval, igy érvényes ra a 6.12
— gl N - f2 . g . — 2
tetel a 1 = Hy ()" ¢ = L(12) terekben. Mivel most M =m =1 & [ = 1, gy o0 =2 jll. A= Y

1,_,2

. _ 2 _ ¥
és A = 1, melyekkel “"' = 7577 ¢s = 1557 [QED]

6.14. Megjegyzés. A (149) iteracié nem mas, mint a

—Au, + Vp, =1, W1 a0 = 0,

Prsl = Pa — o div g

feladat gyenge alakja.
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7.3. 6.3 A Stokes-feladat végeselemes megoldasa

1 N F 2
A Stokes-feladat végeselemes diszkretizacidjahoz alkalmas Vi C Hp(§2)7 ¢s P C Q) véges dimenzids

, . .. - [uh ) € Vi x P
altereket valasztunk, és ezekben keressiik a (140) feladat megoldasat, azaz olyan o h h
fiiggvénypart, melyre

f vu': Vv f p" (divv") = f f-vh (wh e W),
L1 L1 i

/ g" (divu") =0 (Yg" € Py,).
J0

[ 150)

El6szor vizsgaljuk meg ennek megoldhatdsagat. Szeretnénk a 6.5 tételt hasznalni. Ez részben jonak latszik, mert
1/ N P2 .

a bilinearis formak korlatossaga ugyantgy teljesiil, mint az eredeti Hy ()7 o5 L3(1) terekben, hiszen

ugyanazt a becslést most az eredeti Szoboljev-terek altereire hasznalhatjuk.

A diszkretizacio kulcsproblémaja, hogy a fentiekkel szemben a (142) inf-sup-feltétel megfeleldje nem 6roklodik

13N
automatikusan az alterekre. A Vi © Ho (£ giteren vett szuprémum akar 0 is lehet, ha a (Vi, P part nem
jol valasztjuk. Ezért (142) megfeleldjét kiilon fel kell tenniink az elméleti vizsgalathoz. A szakasz végén
kitériink a feltétel teljesithetéségére.

6.15. Definicio. A Vi ¢és I alterek teljesitik a (150) feladathoz tartoz6 LBB-feltételt (Ladiizsenszkaja-
Babuvska-Brezzi-feltételt) vagy diszkrét inf-sup-feltételt, ha van olyan 70 = Oh 61 fiiggetlen allando, hogy

o — [, p" (divu")
inf sup R T
pREPND} yhe v\ (D) P ||olu®,

= . (151)

A feltétel 1ényege, hogy Vi, ¢s Il nem valaszthatod egymastol fliggetleniil: az U -ra vett supremum pozitiv
korlat folottisége azt kdveteli meg, hogy adott P eseténa Vi altér elég nagy" legyen.

: _— , . (uh ") € Vi, x P
6.16. Tétel. Ha teljesiil a (151) LBB-feltétel, akkor a (150) feladatnak 1étezik egyetlen '+ P h i
megoldasa.

Bizonyitas. Ez (151) révén mar megegyezik a 6.5 tétel bizonyitasaval Hy ()Y x L*(R) helyett (Vi x Fh) -
ban. [QED]

A megfeleld linearis algebrai egyenletrendszer az alabbi alaku lesz:

Ay Byl " f"
o : 52
|:”J{ () :| |:|'"l':| |iH'I' ' (192)
ahol " és 1" jeloli rendre u" és Ph egyiitthatovektorat a megfeleld bazisban. A rendszer alakja analog a
(144) feladatéval.

Az LBB-feltétel alapjan emellett igazolhat6 a Céa-lemma megfeleldje: 1étezik olyan ¢ = () 4llando, hogy

u' —ully+ Ip" = plle < € (min |ju" — vy 4 mi}n le* — qnllo)-
& aqh Sy !

Vi

ahol a ¢ = 0 allando 7T0-tol fiigg, de h -t8] nem. (A bizonyitds megtalalhaté a [10] és a [23] kényvekben.) Ez
fiiggetleniti a hibabecslést a feladattol, vagyis a 3.4. szakasz interpolacios becsléseibdl adodik a konvergencia.
Térjiink ra a (150) feladat iteracidés megoldasara! Az Uzawa-algoritmus a fenti helyzetben az LBB-feltétel révén

Ly
a flggvénytérbeli esettel teljesen analog modon hasznalhatd, azaz a 6.13 tételben Hy (€)™ x Py helyett
(Vi % ) frando:
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6.17. Tétel. Tekintsiik a diszkretizalt Stokgsyfefadatra az alagbi ditgraciot,Legyepek o € Vi, 70 € Pl
tetsz6legesek és adott szam, ha pedig és megvan és , akkor

fTui’,_l . vt f,uff. (divv") = ff Lyt (Vo € V),
[lr:f':_ g [;Jf'; q —a [—It]ir u' ) g" (V¢" € P,)
Ji Ji 0

h I
(azaz “n+1 és Pn+1 ezeknek a feladatnak a megoldasai).

(153)

Ha teljesiil a (151) LBB-feltétel, akkor ) < v << 2 esetén a (153) iteracié linedrisan konvergal, vagyis alkalmas
cr.c2 > 0¢s g < 1 mellett

} b v (o [ . ; o
[, —ull; < ag”, Pa — llo < o’ (ne M),

Fi -

) . _2 —
lum = 142 f;' -

. r1: r r r 4 . r t —_—
Itt az optimalis paraméter és hozzatartoz6 konvergenciahanyados rendre i és

Bizonyitas. Azonos a 6.13 tételével. [QED]

6.18. Megjegyzés. A (153) Uzawa-iteracio lépéseiben a 6.14 megjegyzésbeli segédfeladatok végeselem es
megoldasat kell elvégezni, a (152) linearis algebrai egyenletrendszer (146) alaku.

Osszességében tehat a végeselem es megvaldsitas f pontja olyan Vi és I alterek vélasztasa, melyek teljesitik
a (151) LBB-feltételt. Az ilyen altereket stabil térparoknak hivjuk. A f& nehézség az, hogy egyrészt (mint lattuk)

ha Vi til sziik, azaz nem elég nagy dimenzios, akkor a (151)-beli szuprémum sem elég nagy, azaz vagy 0, vagy
h csokkentésével 0-hoz tart. Ha viszont £ tul sztik, akkor P* kézelitése nem elég jo.

Gyakori oOtlet haromszogracson, hogy Vi bévitéséhez haromszogenként hozzavesziink egy-egy Uj

bazisfiiggvényt, amely 0 a haromszdg hataran. Az £ referenciaharomszogon ez elg.n) =&l —&—1),
Alakja miatt szokas buborékfiiggvénynek hivni.

Két gyakran hasznalt példa stabil térparra:

« Vi a szakaszonként linearis folytonos fliggvények és a buborékfiiggvények altal kifeszitett altér, Fi. pedig
azon szakaszonként linearis folytonos fliggvényekbdl all, melyek (139) miatt nulla atlagtak.

« Vi a szakaszonként masodfokt folytonos fiiggvények és a buborékfiiggvények altal kifeszitett altér, B
pedig azon szakaszonként linedris, de nem feltétleniil folytonos fliggvényekbdl all, melyek nulla atlagtiak.

s

szakaszaban.

8. 7 Nemlinearis elliptikus feladatok megoldasa

8.1. 7.1 Néhany egyszerii modellfeladat

Nemlinearis elliptikus feladatok sokféle helyzetben ¢és szerkezettel felbukkannak. Ilyen feladatokrdl és
numerikus megoldasukrdl bévebben a [12] és a [15] konyvekben olvashatunk. Itt néhany egyszerli feladatra
adunk példat, ezen beliil az egész fejezetben egy jol attekinthetd osztalyra fogjuk ismertetni a megoldhatdsagot
¢és a numerikus megoldas menetét végeselem es diszkretizacioval és alkalmas iteracioval. Az elméleti hatteret
[13] megfeleld részei alapjan irjuk le.

Skalar-nemlinearitas. Legyen Q2 C R" korlatos tartomany. Tekintsiik el6szor a
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{—:lir[nHTMII]Tn] =4q. (154)

Wan = (

peremértékfeladatot, ahol @ : R® — ™ adott korlatos C'!-beli fiiggvény. Ez a feladat a (13)-belihez hasonld,
de most Vu egyiitthatja maga is Vu -tol fligg, ettél a feladat nem linearis . Ilyen feladat 1ép fel példaul a
Maxwell-egyenletek specialis stacionarius sikbeli esetében, melyet a bevezetd 1.1. szakaszban emlitettiink. Ttt
altalanosabb esetben az (5) egyenléség (vagyis az egyenes ardnyossag) helyett 1 nemlinearisan fligghet 3 -t61
ugy, hogy az iranyuk azonos marad, azaz

H = o|B|*) B, (155)

ahol a:R" — " adott korlitos és monoton C'! -beli fiiggvény. Ez a (154)-beli egyenlethez vezet. A
peremfeltétel a mez6 peremen eldirt viselkedésébdl adodik, a modellt részletesebben lasd a [15] kdnyvben. Az
o figgvény példaul néhany konkrét modellben

r* 4
.J- .

-

T

a(r) (156)

I

|

alaky, ahol 2.7 > U ¢s k € ™ gllandok. Egy masik fontos példa ilyen alaka egyenletre a képlékeny torzid
egy modellje, ahol a fesziiltség és nyiras er6ssége kozott (155) tipus nem linedris 6sszefiiggés all fenn.

A linearis esethez hasonldan célszerli értelmezni a fenti feladat gyenge alakjat a szokasos modon: az egyenletet

megszorozzuk egy v € Hg(Q) tesztfiiggvénnyel, majd integralunk. Egy ¥ € Hg(Q) fliggvényt tehat a (154)
feladat gyenge megoldasanak neveziink, ha

[IJ[lT:flz}TJf Vo = [_r;f' (W v e HI). (157)

A bal oldali integral értelmes HG() p az a figgvény korlatossdga miatt. A gyenge megoldas 1étezése a
linearis esetben azon mult, hogy a bal oldalon szereplé formula egy bilinearis format definialt, most a
nemlinearis esetben ez nem jarhato. Ehelyett a (157) egyenletet alkalmas

Alu) =b
operator egyenlet nek szeretnénk tekinteni, amit a tesztfiiggvények jelenléte miatt a vele ekvivalens

{A(u), 1) = (b, v) (v ve H)O) (158)

gyenge alakban célszeri felirni. Ezt a jobb oldalra tudjuk a Riesz-féle reprezentacids tétel alapjan: 1étezik olyan
be H Q) , hogy

/ gv={bv)m (Vo e HY D).
iy !
Szintén a Riesz-tételbdl igazolhatd [13], hogy 1étezik olyan A:H #,[SIJ - Hé(ﬁ] operator, melyre

{Alu),v) g = [rr(:Tfr_i:ITf:~ Vu (Vv e HMQ)) (159)

Nl

igy (157) valoban ekvivalens az Alu) =b operator egyenlet tel a H(€) térben.

Forészében nemlinedris divergencia-alaku feladatok. A fenti (154) helyett érdemes egy kicsit altalanosabb
szerkezetii feladatosztallyal foglalkoznunk, a fejezetben erre részletezziik majd a tovabbiakat. Tekintsiik a
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(160)
Wan = (

{—:li‘.' fle, Vu) =g,

peremérték-feladatot, ahol FrQx B =R g0t vektorértékii fiiggvény. (Megjegyezziik, hogy itt a

szokasos 41V f (%, V) jellés a precizebb TV(S © (s V) pejoers g, ill. hogy az f (7)== al[n|*)n
esethen visszakapjuk a (154) szerkezetii egyenletet.) A feladat gyenge alakja

flz, Vu) - Vv = / gu (Vv e HL (D). (161)

J0 Ji
Az | nemlinearitast az alabbi feltételekkel vizsgaljuk:
7.1. Feltevés.
. f egyenletesen monoton, azaz létezik m > (J, hogy

(F(z.n) = fi) - =) =mn—al>  (Yr e, ni€R");
. I Lipschitz-folytonos, azaz létezik M = (), hogy
|flx, ) — fle. )] < M |- (Vrefl, n.opeR");,

A gyenge alak most is (158) tipusu feladatként irhato, ahol az A H 1’% () — H 1’% (€2) operator most

(A(u),v) 4 = [_,I"[..l:Tuj-T." (Vwe H ). (162)

Felmertilhet a kérdés, miért a gyenge alakot irjuk Alu) =b operator egyenlet ként az eredeti (160) egyenlet
helyett. Utobbiban a differencidloperator nem folytonos, mig a gyenge alakban (mint latni fogjuk) A Lipschitz-
folytonos, ami mind a megoldhatdsag, mind a végeselem es megoldas szempontjabol 1ényeges lesz.

Szemilinearis konvekcid-reakcio-diffuziés feladatok. Legyen £2 C R? korlatos sikbeli tartomany, és tekintsiik
az alabbi feladatot:

—divipVu)+w - Vu+glr,u) =g, .
[16G3)
o = (. f
7.2. Feltevés.
1. pE L) plz)Z2m >0 m m x ey
10 w2
2. We CH( R , divw = 0 (azaz w divergenciamentes vektormez0);
10 o
3. 1€ C {2 X R) ¢ 15teznek olyan P = 2, % 2 0 4llandok, hogy
dglax, £) o .
0< "l[—r__H < a+ gBlEgP* (Wrefl, £eR). (164)

o
A (163) modellekben altaldban az operdtor harom tagja rendre a diffuziot, konvekciot és kémiai reakciot irja le,
melyekbdl, mint itt is, legtobbszor az elsd kettd linearis . Itt tehat a korabban vizsgalt (87) konvekcio-diffuzios

egyenletet egészitettiik ki egy nemlinearis taggal.

A (163) feladat gyenge megoldésa olyan t € Hr} (€2) fliggvény, melyre
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f(p Vu-Vuv+(w- - Vulv+glx, u].") = [_r;r' Voee HAM. (165)
0 Jn

Ez a fentickhez hasonléan (1) = b operator egyenlet ként irhat6 fel H f% (£2) _pan.

8.2. 7.2 Monoton operatorok, megoldhatésag

A vizsgalt nemlinedris elliptikus feladatok megoldhatdsaganak alapja a monoton operatorok elméletébdl ismert
alabbi tétel:

7.3. Tétel. Legyen H valds Hilbert-tér, A : H — H adott operator. Tegyiik fel, hogy

+ A egyenletesen monoton: létezik m = (), hogy
{A(u) — A(v),u — v} = m|u — v| : (Yu,v € H); (166)
+ A Lipschitz-folytonos: létezik M = (1, hogy
||A(u) — A(v)|| < M ||lu— vl| (Yu,v e HJ. (167)
Ekkor barmely b € H esetén az Alu) =b egyenletnek egyértelmiien létezik " € H megoldasa.

A bizonyitas a Banach-féle fixponttételre vezethetd vissza: 1ényege, hogy az Alu) =b egyenlet ekvivalens az

u=u—alAlu)—b) = G(u) egyenlettel, ahol (az egyenletes monotonitasnak kdszonhetéen) alkalmas
o > () allandd esetén (& kontrakci6 (lasd [13].) Megjegyezziik, hogy a fenti két feltétel a bilineéris formak
koercivitasanak és korlatossaganak nemlinearis megfeleldje.

7.4. Lemma. Ha teljesiilnek a 7.1 feltételek, akkor a (162)-ben definialt A operator egyenletesen monoton és
Lipschitz-folytonos a /15(£2) téren.

Bizonyitas. A 6rokli ! tulajdonsagait. A Lipschitz-folytonossag:

lA(u) — Alw)h =

= sup (A(u)— A(v),z),; = sup f[fl;.:'.TreJ—_,I"[.r.TrH-T:'-j
(1] | I

z =1 k- =
| |”III | |”III

(Pt

<

sup f | fz. Vu) = f(z. Vv)| |Vz
10

= 1
Il

.l'-'\\.

sup M [ Vu—Vu| [Vzl < sup M||Vu—- VoIVl
1 il

[ zl;i1=1
ml o

= sup Mlu-—uv||z]; = Mu-v|,.

I :l il -1
]

Az egyenletes monotonitas hasonlo, lasd 9.37 feladat. [QED]

Ebbdl az el6z6 pont alapjan a 7.3 tételbdl rogton adodik:

7.5. Kovetkezmény. Ha teljesilnek a 7.1 feltételek, akkor barmely 9 € L*(2) esetén a (160)
peremértékfeladatnak egyértelmiien 1étezik u € H 1’%[:52:] gyenge megoldasa.

A (163) szemilinedris feladatra hasonléan igazolhaté a megfeleld A operator egyenletes monotonitdsa és
Lipschitz-folytonossaga, és ebb6l a megoldhatdsag [13].
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8.3. 7.3 Végeselemes diszkretizacio

Galjorkin-modszer nemlinearis operator egyenletekre. ElGszor operator egyenlet ekkel foglalkozunk az el6z6
szakasz alapjan. Legyen tehat H ismét valoés Hilbert-tér, A : H — H adott linearis operator, amely
egyenletesen monoton és Lipschitz-folytonos. Tekintsiik az

Alw)=b (168)

operatoregyenletet, ahol 0 € H | ennek a 7.3 tétel szerint egyértelmiien létezik " € H megoldasa. {rjuk fel ezt
a vele ekvivalens tesztfliggvényes alakban:

{A(u”), v} = {b,v) (e e H). (169)

Legyen Vi = span{@1, 2. o} C H véges dimenziés altér, ahol ¥1.¥2.-...¥n linearis an

fuggetlenek. Az u' € Vi kzelitd megoldast az

(A(u™),o") = (b,e") (V" € V}) (170)

!

vetiileti egyenlet definilja, 1étezését és egyértelmliségét pedig a 7.3 tétel garantalja a Vi térben. Az
u" = Zr‘;' (171)
¥ I

eléallitas egyiitthatoit a kovetkezOképp kapjuk. Helyettesitsiik a (171) alakot és a " 1= fliggvényeket a
(170) egyenlet be:

{.;1(21-1;,}.;& = (b  (k=1,....n).
1=1
Vezessiik be az

A R = R, Aile) = Aleg. .. .. o) 1= (1{2 G0i ), ﬁ;)
i=1

\

valés fliggvényeket és legyen B := (b, i) ("‘-' =1...,n ). Az ezekbdl Osszerakott A : R" — "

7€ R Jektor mellett tehat u" egylitthatoit az

fiiggvény és
Ale)=p

nem linearis algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk.

7.6. Megjegyzés. (A rezidualis hiba ortogonalitasa.) A (169) és (170) egyenlet ekbdl kovetkezik, hogy

(Afu’) — A(u"). 2"y =0 (Yo € Vi), (172)

; " ; h oo h ; Y
azaz ') = AW") L Vi gelglie most 7 = ') =1 4 rezidualis vektort. Mivel Alu') =0 4

. L ! A — R § , o
fentiekbol \" + ") =0 minden v" € Vi esetén, azaz 7" ortogonalis V1 -re.

A modszer konvergenciaja a Céa-lemma (3.7 4llitas) megfeleldjére alapul:

7.7. Allitas. (Nem linearis Céa-lemma) Az u" € Vi, Galjorkin-megoldasra

. M : :
|lu* —u"|| < . min{|lu* —v"|| : " € V,}.
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Bizonyitas. A (166)(167) és (172) 6sszefiiggésekb] barmely v € Vi esetén

2 < (A(u*) — Alu"),u* — "y = (A(u*) — A(u"),u* —o™)

< |A(u*) — Afu")||||u* — ") < M||u* — u®||||u* — o

h

m|lu* —u

fay lu* — || < Z|lu* —vh|| .[QED]

. L 5 I L
Innen a folytatds a linearis esettel azonos: ha egy altércsaladra @ist(u”, Vi) =0 akkor [u* =] =0 4
konkrét végeselem es megvaldsitasokban pedig a konvergencia rendje interpolacios becslésekbol adodik.

Végeselemes megoldas nem linedris elliptikus feladatra. Tekintstik a (160) feladatot:

—div flz, Vu) =g,
div flz, Vu) =g (173)
Wan = [
a7.1 feltételekkel. Ennek " € Hi(€2) gyenge megoldasara
f fle, Vu*) - Vo= [_qa' (v v e HiM). (174)
0 J0

Legyen Vi H fll (£2) valamely végeselemes altér, mint a linedris esetben a 3.2. szakaszban. Ekkor az ut € Vi
kozelitd megoldas teljesiti az

[ft.r.'?u"i-vr-“ = [.r;r-f’ (V" e V)

vetiileti egyenlet et, és u" egyiitthatoit az

Ale) =

nem linearis algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, ahol

AR = R, Aile) = Apley, ..., Cpl) = flz, 32V -V ik=1,....,n)

By = / 9Pk )
és £ ("‘T =1,....n ). Itt A orokli A egyenletes monotonitasat és Lipschitz-folytonossagat Vi -

ban, igy az Ale) = rendszerre is igaz a 7.5 kovetkezmény szerinti megoldhatosiag. Emellett igaz a nem
linearis Céa-lemma:

L

M . )
u* —u"|, € — min{|u’ — v"| =
m

1 v € Vil

amibol a linearis esettel azonos médon haladhatunk tovabb: elészdr v" helyére 1" interpolaltjat irjuk, igy (71)
mintajara

M

T

|M* - n'l'lll < |.':* - ”h“‘

majd alkalmazzuk a 3.37 allitast, és a 3.40 tétellel azonosan kapjuk a konvergenciabecsléseket:

7.8. Tétel. Legyen k € N és
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1. a (174) feladat megoldasara ¥ € H* ().
2. az FEM-ben hasznalt haromszogi triangulacioé regularis;
3. a polinomokra érvényes £ (T) 2 PHT) (T €T, VT, € F),.
Ekkor
lu* — u"]y < eh® |u' s,
ahol ¢ = () fliggetlen a triangulaciotol.
Végiill a (163) szemilinedris feladatra értelemszerli modositasokkal irhaté fel a végeselem es megoldas

konstrukcitja. A megfeleld A operator egyenletes monotonitasa és Lipschitz-folytonossiga révén ugyanugy
igaz a nem linearis Céa-lemma és ennek koszonhetSen a 7.8 tételbeli becslések.

8.4. 7.4 Newton-tipusu iteracidk

A végeselem es diszkretizacioval az eredeti feladatot kozelitéleg a

;:_-l[.'r'l‘:lx ?'L} = (b, o™ (Vo™ € Vi) (175)

r

vetiileti egyenletre, ill. az ennek megfeleld Ale) = 7 nem linedris algebrai egyenletrendszerre vezettiik vissza.
Ennek megoldasa iteracio segitségével lehetséges. Itt roviden felidézzilk a nem linearis egyenletrendszerek
leghatékonyabb és emiatt legelterjedtebb megoldasi modszerét, a Newton-iteraciot.

A Newton-moddszer Kantorovics munkassaga révén altalanos Banach-térbeli operator egyenlet ekre is kiterjed,
és leirasa azonosan megy a véges dimenzids esettel, ezért ebben a formaban idézziik fel. Kovetjiik [13] leirasat.

Legyenek tehat most X.Y Banach-terek. A Newton-modszerben hagyomanyosan zérushelyet keresiink (ez
most az " tér 0-vektora), azaz egy

Flu)=10

egyenlet megoldasat. Ez nem megszoritas, hiszen az eredeti Alu) =b egyenlet Fu) = Alu) — b mellett
ilyen alaku lesz.

Az elozbek alapjan olyan egyenletekkel foglalkozunk, ahol garantidlhatdé az egyértelmli megoldas. Az erre

uhe X

vonatkoz6 elég altalanos feltétel, hogy barmely esetén

F'(u): X = Y bijekeid és || F'(u)h| = m||h|]. (176)
ahol m > 0 fiiggetlen %> h 61,

7.9. Tétel. Legyenek X.Y Banach-terek és ' : X — Y Fréchet-derivalhato. Tegytik fel, hogy teljesiil (176),
valamint £ Lipschitz-folytonos 1. konstanssal. Ha %o € X tetszéleges, akkor az

tnsl = tn — ."'"'{u,, ] lf"[u,,] (ne M)
iteraciora az alabbiak teljesiilnek:
. ”F[“n-l]H < r_;,LT ||Ir‘[:“n)”2 (i'LE N)

+ Ha U0 olyan, hogy

L . o
{q = ;_}m.; ||.-" |:Hr]:||| < 1, (177)
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akkor

. el
&
F i

m||u, — || < || Flu,)|| < ; qg- —= 0. (178)

']

A bizonyitashoz lasd [13] 18.3. tételét.

7.10. Megjegyzés. Hilbert-térben a (176) feltétel garantalhato az
(F'(u)h,h) = m||h |j (Vu,h € H)

egyenl6tlenséggel, ekkor [ egyenletesen monoton. Ha az Flu)=0 egyenlet megoldhatésdgidhoz még
feltessziik £ Lipschitz-folytonossagat és a 7.3 tételt hasznaljuk, akkor itt és a 7.9 tétel bizonyitasaban is elég a
Gateaux-derivalhatosag.

A fenti Newton-modszer gyengéje, hogy csak lokalisan konvergal. Ezt orvosolja a csillapitott Newton-modszer,
lasd pl. [13]:

7.11. Tétel. Teljesiilienck a 7.9 tétel feltételei és legyen u" € X az Flu)=0 egyenlet megoldasa. Legyen

g € X tetszbleges, és tekintsiik az alabbi sorozatot:

tnsl = tn + TuPn (ne M), alol

2 (179)
.Ir-'f[n””}“ = _f.'{”“] 05 Th = min { 1. Ll f”:““ll } . Y

Ekkor

[[tn — || < L||F(un)|] =0

= m

monoton csokkenden és lokalisan masodrendben, azaz alkalmas " € M jndex utan
[ F (s )] = :r'1||.ﬂ"'l".'r,.:l“"E (= ng) (180)
s |ttn — u®|| = ]%”F-'{u,.,ﬂ: < dy rlr"“' (1= ng) (181}
(@ahol 0 < g <1 c1.dy >0y

7.12. Megjegyzés. A megadott iteracios 1épés az alabbi alakba irhaté at:

{ P-rl:_un:l.”rl : _I'r[ H“]_

|l"rl 1 - ”rl t ',—"!l_;l“ ]

ol
s6t ez az, amit valojadban hasznalunk: nem kell meghatarozni 1) inverzét, hanem a megfeleld
segédfeladatot kell megoldani P» kiszamitasahoz.

Tekintsiik most a (160) feladat végeselem es megoldasat, melyre a Newton-modszert alkalmazni kivanjuk:
[ flz, Vu") Vo' = [ o' (V' e V)
frjuk ezt 0-ra rendezve:

-!:I-';,[u"”_l‘."f”}”ﬁl = [l:ﬂ: Vu') - Vo' — gu") =0 (ve" € V). (182)
Ji

A Newton-mdédszerben szerepld derivalhatdsagi feltételek miatt freis yj feltételt kell tenniink:
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15 N TN aftzn)
7.13. Feltevés. J € C (xR, R ), a o1 Jacobi-matrixok szimmetrikusak, és létezik M = m =0

hogy

- df(z.n) . g

mlg]* < =——— &£ < M|g]*  (r€Q EneERT), (183)
i
gy M)
valamint @ Lipschitz-folytonos.

7.14. Megjegyzés. A (183) becslés azt jelenti, hogy a Jacobi-matrixok sajatértékei m és M kozt vannak. Ez a
feltétel emellett feliilirja a 7.1 feltételeket abban az értelemben, hogy az ottani egyenletes monotonitas és
Lipschitz-folytonossag rendre kovetkezik a (183)-beli also és felsé becslésbdl.

Igazolhato [13] mint4jara, hogy ekkor a (182)-ben bevezetett £ : Vi, = Vi operator érokli ! tulajdonsagait:
I Gateaux-derivalhaté és

. i :
{;_:I.:{“Jr];nlrl ""Irl:llul = / _‘fl:.r‘?“h}'?_.h . Ff.h {'.cl.l”.l.ll :J.l.rlnlf ‘E lh‘]‘
{

o y £y

amibdl (183) miatt rgtdn lathato, hogy

>

m[o"|} < (Fu(u")" 0" g < MPO"[F (Vu" 0" € W),
valamint £ Lipschitz-folytonos alkalmas L« konstanssal. Igy érvényes a 7.11 tétel a (182) feladatra.

, h
Irjuk fel a 7.12 megjegyzés alapjan az iteracio algoritmusat! Ha megvan “n , akkor gyenge alakot hasznalva az
alabbi segédfeladatot kell megoldanunk:

(F (u)pl, :'J’}”Inl = —{(F(uM), r'f’};;l'.l (Yo" € W),

h
és az ebbédl kapott Pn -nel javitunk:

bk _ _h
Uiy = Uy + Tally.

Az algoritmus tehét az alabbi, ahol egyszeriiség kedvéért most elhagyjuk a felsé /i indexet:

[ (a) ug € V), tetszoleges;
barmely n € M esetén:  ha megvan u,, € V), akkor
(b1) p, € V, az alabbi feladat megolddasa:
i i . 1
f ,—f[.:-.vn,, ) Vp, - Ve = -fl:j[.r'.?u”] .V — g:'} (v eV, (1n4)
0 on 0
fiy
-‘r-’ P“ll
“"i:l Uy 2= Uy TnPn -

— —

(b2) 7, == min{ 1, b €(0,1],

A segédfeladatok linearis elliptikus feladatok végeselem es diszkretizaltjai, melyek a korabban latott médszerek
valamelyikével megoldhatok. Az iteracio konvergenciajata 7.11 tétel irja le.

Hasonloan épithetd fel a csillapitott Newton-iteracio a (163) szemilinearis konvekcio-reakcio-diffuzios feladat
végeselem es diszkretizacidjara, lasd 9.38 feladat.

7.15. Példa. Tekintsiik a (154) feladatot:
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—div (r: (Wl "h._u) q, _
(185)
Wan = (.

ahol legyen a:R* — B adott ("% -beli fiiggvény, és tegyiik fel, hogy léteznek olyan M = m =0
konstansok, hogy

"

0<m<a(r) < [rrl:.":lh"J < M (%r = 0), (186)

254
valamint [:m:; Ir) korlatos. Ez a feladat olyan alakd, mint (160), ha

flx.n) --rrf_|r,l|:]lrjl (z € €, neRY),

s6t, itt i fiiggetlen  -t6l. A fenti példa altalanosithato ugy, hogy i fiigghet  -t6l is:

) ) i 2
flz.p) = u{,a‘. |J'|r _}i'lf, ahol D=<m=<alrr) < ; - (”[-f'J'_:'r) <M
o

(VreneRY, r>0)

Konnyen lathato, hogy ekkor teljesiilnek a 7.13 feltételek (lasd [13]). Igy a (185) feladat végeselem es
diszkretizaltjara alkalmazott (184) iteraci6 a 7.11 tétel szerint konvergal.

9. 8 Szamitégépes alkalmazasok

9.1. 8.1 Programok

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a korabban részletesen vizsgalt eljarasok hogyan valdsithatok meg a
gyakorlatban. Az eljarasok megirasaira a MATLAB programcsomagot valasztottuk. A MATLAB programozasi
nyelvének egyszerlisége ¢és attekinthet6sége miatt az eljarasok konnyen atiiltethetok mas programozasi
nyelvekre is. Azon olvasdknak, akik még nem hasznaltdk a MATLAB-ot, e fejezet elolvasasa el6tt ajanljuk
attanulmanyozasra a program honlapjat vagy pl. az alabbi magyar nyelvi rovid leirast a
http://www.mit.bme.hu/oktatas/targyak/vimia305/matlab cimen. Megjegyezziik, hogy bar mi a tovabbiakban
részletes MATLAB kodokat fogunk megadni, a MATLAB rendelkezik egy pdetools nevii alkalmazassal,
melyben egy grafikus felhasznaloi feliileten adhatjuk meg a megoldandd differencidlegyenletet, a megoldasi
tartomanyt és a kezd6- és peremfeltételeket. Ezek utan a feladat megoldasahoz és a megoldas abrazolasahoz
szinte egy gombnyomas elegendd.

9.1.1. 8.1.1 Hasznos MATLAB parancsok

Eloszor attekintjiik azokat a hasznos MATLAB parancsokat, melyekre gyakran sziikségiink lehet parcialis
differencialegyenletek numerikus megoldasa soran.

A korabbi fejezetekben lattuk, hogy a numerikus megoldasok soran mindig ritka matrixokkal kell dogoznunk.
Ezeket a matrixokat érdemes a gyakorlatban is ritka matrixként definidlni, hiszen ezzel memoriat takarithatunk
meg és a matrixmiiveletek is gyorsabban végrehajthatok. Ha egy matrixot ritka matrixként definialunk, akkor a
MATLAB csak a nemnulla elemeket, és azok helyét tarolja el, ellentétben egy teljes matrixszal, amikor a matrix
minden elemét taroljuk. Az 7i X 71 -es egységmatrix pl. ritka matrixként az

I=speye (n)
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modon defiffalhatd, amely n = 1000 esetén csak 16kb tarhelyet foglal (teljes matrixként 8Mb-ot). Egy nulldkat
tartalmazd  matrixot a

A=sparse (B)

paranccsal alakithatunk ritka matrixsza. A visszaalakitas a

B=full (A)

paranccsal torténik. Egy A matrix nemnulla elemeinek szerkezetét a

spy (&)

paranccsal tudjuk abran szemléltetni. Az abra aljan 722 a nemnulla elemek szamat jeloli.

Ritka matrixokat természetesen érdemes kozvetleniil definidlni. Ezt megtehetjiik pl. az

A=sparse (sorindexek, oszlopindexek,elemek, m,n)

paranccsal, ahol a nemnulla elemek az elemek vektorban vannak felsorolva, a sor és oszlopindexeiket a
sorindexek és oszlopindexek vektorok adjak meg, és a matrix 7t X 7i -es. Hasonléan hasznalhaté még ritka
matrixok megadasara az

A=spdiags (B, index, m, n)

parancs is, ahol a B matrix oszlopai rendre az index vektorban megadott sorszamu diagonalisba keriilnek (0. a
foatlo, -1. a subdiagonal, 1. a szuperdiagonal, stb.) ugy, hogy a keletkezé matrix 7 * 7t méretii legyen (a
kilogo elemeket nem vessziik figyelembe).

Blokkmatrixok konstrukcidjanal jol hasznalhaté még a

kron (X,Y)

Kronecker-féle szorzat, melynek blokkjai rendre az X matrix elemeinek az ¥~ matrixszal alkotott szorzatai.

A fenti parancsokkal pl. a kétdimenziés Laplace-operator az aldbbi A matrixszal diszkretizalhato az
egységnégyzeten homogén Dirichlet peremfeltétel esetén egy 7 * 7t -es négyzetracson:

= speye (n);

= sparse(2:n,1l:n-1,1,n,n);
TSV =271 g

= kron(D,I)+kron(I,D);

> O E A
Il

A matrixok méretének megvaltoztatisa a

B = reshape(A,m,n)

paranccsal torténik. Ekkor a &3 matrix egy 71 X 71 -es matrix lesz, melybe oszloponként haladva keriilnek bele
A elemei.
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Parcialis differencialegyenletek numerikus megoldasa soran sokszor nagy méretii linedris egyenletrendszereket
kell megoldanunk. Ezek megoldasat sosem az egyiitthatomatrix inverzének kiszamitasaval hatarozzuk meg,
mert ennél a modszernél vannak sokkal gyorsabb és pontosabb eljarasok is. Altaliban specialisan ritka
matrixokra kifejlesztett direkt megoldasi eljarasokat vagy iteracios modszereket érdemes hasznalni (lasd pl.
[11]). Ezek koziil érdemes kiemelni a Thomas-algoritmust, amely a Gauss-modszer specialis valtozata
tridiagonalis egylitthatomatrixi egyenletrendszerek megoldasara. A MATLAB beépitett egyenletrendszer-
megoldo parancsa

A\b

amely mindig az egyenletrendszer tipusdhoz leginkabb megfeleld direkt modszerrel oldja meg a feladatot.

9.1.2. 8.1.2 Az eredmények szemléltetése

A feladatok numerikus megoldéasat kovetden fontos feladat a megoldds vizualizacidja. Ennek segitségével
szemléletes képet kaphatunk a megoldasfiiggvény viselkedésér6l, de akar segithet a programozasi hibak
felfedezésében is.

A MATLAB grafikai fiiggvényei kihasznaljak, hogy a numerikus eljarasok soran altaldban a megoldas
racspontokbeli fiiggvényértékekként adott.

gy pl. egy egyvaltozos fiiggvényt, amely az xvektor vektorban megadott pontokban rendre az yvektor
vektor elemeinek értékeit veszi fel a

plot (xvektor, yvektor)
moddon abrazolhatjuk. Itt harmadik argumentumként megadhatjuk a grafikon szinét, vonaltipusat és a pontokat
jelzé szimbdlumokat is. Lasd részletesen a plot parancs leirasat a MATLAB honlapjan.

Kétvaltozos fliggvények abrazolasa téglalapracson hasonldan torténik. Elészér megadjuk a téglalap x - és ¥ -
tengelyekkel parhuzamos oldalainak felosztasait.

x=xmin:x1épés:xmax;
y=ymin:ylépés:ymax;

majd ezen felosztasokbol megkonstrualjuk a téglalapracs pontjainak = és ¥ koordinatait tartalmazé matrixokat.

[x1,yi]l=meshgrid(x,vy):;

Ezek utan, ha a racspontokbeli értékeket a 24 matrixban taroljuk, akkor az dbrazolas a

mesh (xi,yi,zi);
surf (xi,yi,zi);
trisurf (tri,xi,yi,zi)

parancsokkal torténhet. Az elsd két esetben négyszogracson abrazolunk drothalos vagy kitoltott grafikonokkal, a
harmadikban pedig a tri matrixszal adott haromszogracson kit61tott grafikonnal.

Mi a véges differencidk modszerek esetén az elsd, a végeselem-modszerek esetén a harmadik modot hasznaltuk.

9.1.3. 8.1.3 Két mintaprogram
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Példaként megadjuk a numerikus megoldast eldallitdé programokat a véges differencias és a végeselem-
modszerek esetén egy egyszerli peremérték-feladatra.

A —Du=f Poisson-egyenletet oldjuk meg az egységnégyzeten. Az ¥ =0 peremen a peremfeltétel

glr) :=ulx,0)=sin(mr) = 3 (5bbi ¢élen homogén Dirichlet-peremfeltétel — adott, tovabba
fla,y) = sin(mz)(2+ (1 —y*)7°) | A feladat pontos megoldasa % ¥) = (1 — y*) sin(mx),

8.1. Pelda. A véges differencidk modszerevel torténd megoldds az alabbi koddal nyerhetd. Itt n a belsé
osztopontok szama (ugyanannyi r és Y iranyban is), 9 a peremfeltételt megado fiiggvény, f pedig a forras.

A program futdsa utdn a megoldasfiiggvény kozelitd értékei az “47 1 matrixban talalhatok. Az elkésziilt 33.
abra pedig az egyiitthatomatrix szerkezetét és a numerikus megoldast mutatjak.

clear all; close all;

n=5; h=1/(n+l); x=h*[1l:n]; y=x; [xi,yi]l=meshgrid(x,y); g = sin(pi*x); f =(2+pi”2* (1-
yi.”2)).*sin(pi*xi);

= speye (n);

= sparse(2:n,1l:n-1,1,n,n);
EEEN =2

= -kron(D,I)-kron(I,D);

= A/h"2; spy(A); pause

> O EH
Il

b=reshape (f,n"2,1); b(l:n:n"2)=b(l:n:n"2)+g'/h"2;

uapprox=A\b;

ugridin = reshape (uapprox,n,n); ugrid = zeros (n+2,n+2); ugrid(2:n+l,2:n+l)=ugridin;
ugrid(1l,2:n+l1)=g;

mesh (0:h: (n+l) *h',0:h: (n+1l)*h',ugrid) ;

axis ([0,1,0,1,0,171)

xlabel ('x', 'FontSize',14)

ylabel ('y', 'FontSize', 14)

title('A Poisson-egyenlet megoldésa.', 'FontSize',14)
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8.2. Példa. A végeselem-moddszer esetén szintén 72 jelSli a belsé osztopontok szamat, § a peremfeltétel és ! a
forras. A racs egy négyzetracs négyzeteinek ugyanolyan iranya atlokkal vald darabolasabdl szarmazo
ugrid

haromszogracs. Az matrix tartalmazza a megoldasfliggvény értékeit a racspontokban.

Figyeljiik meg, hogy mennyire hasonld az egyenletrendszer konstrukcidja a véges differencias esethez. A
tulajdonképpeni kiilonbség az, hogy a 1% szorzo nem a métrixban oszt, hanem a jobb oldalon szoroz.

A program futasa utan a 34 abrat kapjuk.

clear all; close all;

n=5; h=1/(n+l); x=h*[1l:n]; y=x; [xi,yi]l=meshgrid(x,y); g = sin(pi*x); £ =(2+pi”2* (1-
yi.”2)).*sin(pi*xi);

= speye(n);

= sparse(2:n,l:n-1,1,n,n);
= E+E'-2*1I;

= -kron(D,I)-kron(I,D);

> O EH

b=reshape (£f,n"2,1) *h"2;
b(l:n:n"2)=b(l:n:n"2)+g';

uapprox=A\b;
ugridin = reshape (uapprox,n,n); ugrid = zeros(n+2,n+2); ugrid(2:n+l,2:n+l)=ugridin;
ugrid(l,2:n+l)=g;

tri=[0 0 0]; for i=1:(n+l)* (n+2)
if mod(i,n+2)~=0

tri(length(tri(:,1))+1,:)=[1i,i+1,i+n+2];
tri(length(tri(:,1))+1,:)=[i+1l,i+1+n+2,i+n+2];
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end
end

Rt (15,5 =[]

[xii,yii]=meshgrid(0:h:1,0:h:1);

trisurf (tri,xii,yii,ugrid)

axis([0,1,0,1,0,11)

xlabel ('x', '"FontSize', 14)

ylabel ('y', 'FontSize',14)

title(['A Poisson egyenlet megoldasa.'], 'FontSize', 14)

A Poisson egyenlet megoldasa.

y 0 0 X

34. abra. A numerikus megoldas szemléltetése a végeselem-maodszer esetén.

9.2. 8.2 Animacidk

9.2.1. 8.2.1 A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa a véges differenciak
modszerével

2 N et .
8.2.1. Animaci6. Tekintsiik a —Au = 2w sin(7wz)sin(my) Poisson-egyenletet az egységnégyzeten homogén

Dirichlet-peremfeltétellel! Konnyen lathato, hogy a feladat pontos megoldasa u(r,y) = sin{mz) sin(Ty) Az
alabbi animacid a véges differencias numerikus megoldasokat és a racspontokbeli legnagyobb eltérést mutatja
felez6d6 racstavolsag esetén. 1 a belsd racspontok szama x és ¥ irdnyban. Figyeljilk meg, hogy felez6do
racstavolsag esetén a hiba kb. negyedelddik, ami mutatja az elméletben igazolt méasodrendii konvergenciat!

8.2.2. Animaci6. Tekintsiik a —Au = 4 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten az alabbi peremfeltételekkel:
u(r,0)=4—2* u(0,y) =4-y"  u(l.y) =3¢ (Dirichlet-peremfeltételek), Fu/dn(r,1) = -2
(Neumann-peremfeltétel)! Az alabbi animacié a feladat véges differencids numerikus megoldasait mutatja
azokban az esetekben, amikor az egységnégyzeten r ¢és Y iranyban is ekvidisztins moédon rendre

n=2,4.....60 pelss racspontot vesziink fel. A feladat pontos megoldasa (%> ¥) =4 — =y

8.2.3. AnimAcio.
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Tekiniyik 2 j{-}i{_ nNE Roisson-egyenletet az egyseégnégy9ten; ax) akibbi speremfeltételekkel: ulr,0)=1
, (Dirichlet-peremfeltételek), (Neumann-peremfeltétel)! Az
alabbi animaci6 a,feladat véges differencids numerikus megoldasait muiatja.azoklfan az esetekben, amikor az

egységnégyzeten és  iranyban is ekvidisztans mdédon rendre belsé racspontot vesziink
fel.

8.2.4. Animéci6. Tekintsik a —Au =1 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten homogén Dirichlet-
peremfeltétellel! Az aldbbi animéci6 a feladat véges differencids numerikus megoldéasait mutatja azokban az
esetekben, amikor az egységnégyzeten ¥ és ¥ irdnyban is ekvidisztans modon rendre 7t = 2, 3,. ... 30 bels§
racspontot vesziink fel.

9.2.2. 8.2.2 A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa a végeselem-médszerrel

8.2.5. Animéci6. Tekintsik a —A&u =1 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten homogén Dirichlet-
peremfeltétellel! Az alabbi animacié a végeselem-modszerrel nyert numerikus megoldasokat mutatja egyre
finomodo¢ egyenletes haromszogracsokon azokban az esetekben, amikor az egységnégyzet oldalain ekvidisztans

mo6don rendre 7 = 2,3, ... 30 belss racspontot vesziink fel.

8.2.6. Animécid. Tekintsik a —Au =1 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten homogén Dirichlet-
peremfeltétellel! Az alabbi animacié a végeselem-modszerrel nyert numerikus megoldasokat mutatja a = -
tengely iranyabol egyre finomod6 egyenletes haromszogracsokon azokban az esetekben, amikor az

egységnégyzet oldalain ekvidisztans modon rendre 7 = 2,3.....30 pelss racspontot vesziink fel.

8.2.7. Animécié. Tekintsiik a Au = 0 Laplace-egyenletet az ™ € [0 1] & € [=37/4.37/4] polarkoordinatas
paraméterezésii egységsugaru korcikken az alabbi peremfeltételekkel: a koriven
ulr,y) = cos(2arctg 2(y, =)/3) , az egyenes szakaszokon pedig u(x,y) = 01 A lenti animacio6 a végeselem-
modszerrel nyert numerikus megoldasokat mutatja a haromszogracs egyenletes finomitasa esetén. Felil a
haromszogek szama és a maximumnormabeli hiba lathato.

8.2.8. Animéci6. Tekintsiik a AAn = () Laplace-egyenletet az 7" € [0, 1] , P E [—3m/4,3m/4] polarkoordinatas
paraméterezésii egységsugari korcikken az alabbi peremfeltételekkel: a koriven
u(x,y) = cos(2arctg 2(y.x)/3) | az egyenes szakaszokon pedig ®(*,¥) = U1 A lenti animaci6 a végeselem-
modszerrel nyert numerikus megoldasokat abban az esetben, ha a konkdv sarok koriil finomitjuk a
haromszogfelosztast. Feliil a haromszogek szama és a maximumnormabeli hiba lathaté. Figyeljik meg, hogy
sokkal kevesebb haromszog elegendd egy adott pontossag eléréséhez, mint az el6z6 animacidban!

10. 9 Feladatok

9.1. Feladat. Igazoljuk, hogy egy megengedett eljeleloszlasi négyzetes matrix pontosan akkor diagonalisan
dominans, ha M-matrix a 9 ‘= € vektor mellett!

9.2. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A diagonalisan dominans matrix, akkor regularis!

(Utmutatés: indirekt tegyiik fel, hogy A egy © # U vektort 0-ba visz, és irjuk fel a definiciét = legnagyobb
abszolut értékli koordinatajara.)

9.3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az A megengedett eldjeleloszlast matrix diagonalisan dominans matrix, akkor
AL =0

(Utmutatds: legyen D) a matrix foatloja, és A=D{—B)  Mutassuk meg, hogy B =10 ¢

Bl = max; Z.s’ bij < 1, majd irjuk fel A = D(I — B) inverzét Neumann-sor alapjan.)

9.4. Feladat. lgazoljuk, hogy ha A M-métrix, akkor regularis!

108
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

(Utmutatas: legyen G :=diag(g:)  Mutassuk meg, hogy A:= AG diagonalisan dominans és alkalmazzuk a
9.2 feladatot.)

9.5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A M-miatrix, akkor 4~ = 01
(Utmutatés: az el6z6 feladatbeli A= AG ésa9.3 feladat alapjan.)

9.6. Feladat. Legyen A adott M-matrix valamely 9 > 0 vektor mellett. Igazoljuk, hogy ekkor

||_f:1 1|| o maxg
20— min Ag |

(Utmutatas: mutassuk meg, hogy barmely b vektorra +b < ||bf|s(Ag/ min Ag) (koordinatanként értve), és
igy A°!  monotonitisa miatt az Ar =1>0 linearis algebrai egyenletrendszer = megoldasara
£2 < bl (g/ min Ag) )

9.7. Feladat. lgazoljuk, hogy ha A diagonalisan dominans, akkor pozitiv szemidefinit!
(Utmutatas: a kvadratikus alak alsé becslése CauchySchwarz-egyenldtlenségek révén lesz 0.)

9.8. Feladat. Tekintsiink egy 3 X 2 belsé pontbol allo, a két iranyban egyforma lépéskozii racsot, azaz

wn = {(ih, jh): i =123, j=1,2} frjuk fel a homogén Dirichlet-peremfeltételii -4, leképezés Ay
matrixat!

(Utmutatas: a peremmel szomszédos pontokban a peremfeltétel alapjan kell.)
9.9. Feladat. Igazoljuk a (36) diszkrét Green-formulat!

9.10. Feladat. Igazoljuk az egydimenzios diszkrét Laplace-operator sajatértékeit és sajatvektorait meghatarozo a
(37) egyenloségeket!

(Utmutatas: addicios tételbél.)

9.11. Feladat. Igazoljuk a kétdimenzids diszkrét Laplace-operator sajatértékeit és sajatvektorait meghatarozo
képleteket az el6z6 feladat alapjan!

9.12. Feladat. irjuk fel a (43)-beli A matrixot téglalapon adott inhomogén Dirichlet-feladat esetén!

9.13. Feladat. Irjuk fel a hibafiiggvény Galjorkin-ortogonalitasanak konkrét képletét a homogén Dirichlet-
feladat (59)-beli végeselem es megoldasara!

9.14. Feladat. Tekintsiik a (61) vegyes feladatot az ott tett feltételekkel, azaz S:¢ = 0 g€ L=(€) ,
seL*('n) ~ve LEU‘N], il. 'o ¢s I'nv a perem mérheté felbontasat alkotjak és 1'n pozitiv mértéki.
Adjunk becslést a megfeleld

aluw,v) = [”J Vu- Vv + quv) 4 /. S
Ja Cx

bilinearis forma hataraira!

(Utmutatis:  CauchySchwarz ~ és  Szoboljev-féle  bedgyazds  révén M = essinfp g

M < esssupp + Cq esssupq + Cp,, esssup s )
1
9.15. Feladat. Igazoljuk, hogy a 8 PoincaréFriedrichs-egyenlétlenségben Cq éles értéke Var, ahol A1 > 0 g
Laplace-operator legkisebb sajatértéke az {2 tartomanyon homogén Dirichlet- peremfeltétel lel!
(Utmutatas: Green-formula és Fourier-sorfejtés, lasd [13].)

9.16. Feladat. lgazoljuk, hogy
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It o
) 1]
.-'\II. -

V= diam(O)2

ahol A1 = U a Laplace-operator legkisebb sajatértéke az {2 tartomanyon homogén Dirichlet- peremfeltétel lel,

n a tér dimenzidja és diam((2) 5 tartomany atméréje!

(Utmutatas: foglaljuk az () tartomanyt téglalapba és hasznaljuk fel, hogy ekkor A= A(Q) = A(T) , lasd
[22]. 1tt Av(T) re explicit képletet tudunk a szinuszos sajatfiiggvényekbdl.)

9.17. Feladat. Tekintsiik a (95) nem szimmetrikus feladatot vegyes peremfeltétel lel. Legyen ¥1:- -+ ¥n bazis
a Vi CHL(Q) altérben, és tekintsik a végeselem ben megoldandd Aye =Dby, linearis algebrai
egyenletrendszer t. frjuk fel az Ay matrix % egyiitthatdit és a jobboldal ¥ koordintait!

9.18. Feladat. Tekintsiik a Poisson-egyenletet Dirichlet- peremfeltétel lel téglalapon. Igazoljuk, hogy az
egyenletes (azaz négyzetracs egyiranyu atlos felezéseibdl kapott) haromszogracshoz tartozé Courant-elemek
merevségi matrixa a 3.14 megjegyzésben megadott alaka!

9.19. Feladat. lgazoljuk, hogy a (105) feladat gyenge alakja (106)!

(0

ool =10,
Tlan ,1gy a

(0

(Utmutatas: elészor mutassuk meg az 9% =

Dot g, = 0 fepetellel egyiitt ¥

peremfeltétel bél, hogy a T érintdiranyban

|c'r£'? =0 . Ezutan kétszer alkalmazzuk a GaussOsztrogradszkij-tételt.)

9.20. Feladat. Igazoljuk, hogy a (108) bilinearis forma korlatos és koerciv a H%(QJ téren a (109)
skalarszorzatra nézve M = 2 és m = 1 hatarokkal!

(Utmutatas: a két kifejezés majdnem ugyanaz, csak a vegyes derivaltak szerepelnek duplan a bilinearis
formaban.)

9.21. Feladat. Igazoljuk a (86) becslést!

(Utmutatas: Rlup)v = a(u” — up, v) ,éslegyen U i=u" — Uy )

9.22. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A a Poisson-egyenlet FDM-es diszkretizacidjanak (33) matrixa, akkor
K(Ap) = O(h™)

nagysagrendd.

(Utmutatas: explicit képlet van a sz¢&Is6 sajatértékekre.)

9.23. Feladat. Tekintsiik a Poisson-egyenletet Dirichlet- peremfeltétel lel téglalapon. Igazoljuk, hogy ha Ay

egyenletes (azaz négyzetracs egyiranyu atlos felezéseibdl kapott) haromszogracshoz tartozd Courant-elemekkel
felirt merevségi matrix, akkor

k(Ag) 1= O(h™)
nagysagrendii.

(Utmutatas: az el6z6 feladatbol és a 3.14 megjegyzésbél kovetkezik.)

9.24. Feladat. Irjuk fel FDM esetén a linearis kiterjesztés prolongaciés matrixat egydimenziés esetben
(intervallumon)!

9.25. Feladat. {rjuk fel FDM esetén a megszoritas restrikciés matrixat egydimenzids esetben (intervallumon)!

9.26. Feladat. frjuk fel FDM esetén a linearis kiterjesztés prolongacids métrixanak transzponaltjat egydimenzios
esetben (intervallumon), és vizsgaljuk meg, milyen sulyozott megszoritasnak felel ez meg!
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9.27. Feladat. rjuk fel FDM esetén a linearis kiterjesztés prolongicios matrixat kétdimenzios esetben
(téglalapon)!

9.28. Feladat. frjuk fel FEM esetén a beagyazas prolongacios matrixat egydimenzios esetben (intervallumon)!

9.29. Feladat. {rjuk fel FEM esetén a beagyazas prolongaciés matrixat kétdimenzids esetben (téglalapon)!

9.30. Feladat. Legyen J € Vi = span{ @1, . ... Pn} végeselem es altér T1- vagy B -elemekkel, és legyen a

trianguldcié regularis. Legyen Mi a tomegmatrix, azaz M »= [t! ¥i¥i . lgazoljuk, hogy
Myd-d = O(h?) |d]? (Vd € B,

(Utmutatas: irjuk fel elébb egy haromszogon, majd 6sszegezziik.)

9.31. Feladat. Legyen f€Vh=span{p1,....¢n} végeselem es altér T1- vagy Ri -elemekkel, ¢és legyen a

triangulacio regularis. Legyen fn € B 57 4 vektor, melyre (f); [tzf"” (¢ = 1,....m). Igazoljuk, hogy
|ful = O fllo @hot [[£1lo = [[£lz2)s

(Utmutatas: Igazoljuk, hogy [ £1|7 = Mpe - c , ill. hogy ha ¢ az f egyiitthatovektora Vi, -ban, akkor
fn=Mc , végiil hasznaljuk a 9.30 feladatot d = M'/%¢ -re.)

9.32. Feladat. Igazoljuk, hogy a (117) formuldban bevezetett Jo paraméterbecsld  fiiggvényre
MaX (1] | fulx)| = max{|1 — w|, |2w — 1|}

9.33. Feladat. Igazoljuk, hogy a 5.8/1. példdban bevezetett Je paraméterbecsld  fiiggvényre
max{|fo(z,y)| : = > jvagyy > 3} = max{|1 — ¥|, |2w — 1|}

! Hatarozzuk meg ebbdl az optimalis
iteracios paramétert a [0, 1]* tartomanyon egyenletes haromszogracson!

9.34. Feladat. Igazoljuk a 6.1 allitast!

(Utmutatas: GaussOsztrogradszkij-tételbl. )

9.35. Feladat. Igazoljuk, hogy (134) és (135) ekvivalens!

9.36. Feladat. Igazoljuk 2D esetben a (143) becslést, és hogy egyenldség is fennallhat!

(Utmutatds:  eldszor  két  parcialis  integralissal a  GaussOsztrogradszkij-tételnek — megfeleléen
Jo Oruy Byug = [, By ()3“1, majd a definiciokbol és a CauchySchwarz-egyenlétlenségbol kapjuk (143)-t.
Egyenl8ség az (1, 12) = VP esetben adédik.

9.37. Feladat. Igazoljuk, hogy ha teljesiil a 7.1 feltétel, akkor a (162)-ben definialt /' operator egyenletesen
monoton a /75 (€2) téren!

9.38. Feladat. Irjuk fel (184) mintajara a csillapitott Newton-iteracié algoritmusat a (163) szemilinearis
konvekcié-reakcio-diffuzios feladat végeselem es diszkretizaciojara!

11. 10 Szukséges ismeretek rovid attekintése

Azu:RxR'— R tipusu fiiggvényekre vonatkozé alabbi alaku éltalanos egyenletet fogjuk vizsgalni:
ihu(t,x) = Lult,x)., te(0,T),xe}, (187)

illetve ezen egyenletre vonatkozo
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; Y = - (1
{f.i'ru[.f.x,'l Lu(t.x), te(0.T).xe0 (188)

u(0,x) = up(x), xefl

kezdetiérték- vagy Cauchy-feladatokat, ahol ©2 € R egy adott lokalisan Lipschitz-tartoméany, L pedig egy
differencialoperator. Ennek tulajdonsagait a kovetkezd szakaszban részletezziik. A véges differenciakkal torténd
kozelitd modszerek felirasahoz kiilon figyelembe kell venniink a peremfeltételeket is, amelyeket részletesen
kiirva a (188) feladat a kovetkezd alaki:

Au(t,x) = Lu(t.x) + f(t.x), te (0,.T).x €N
Du(t.x)=glt.x). te(0.T)xel;. j=12.....M (189)

u(, x) = up(x), xef

b

ahol J = 1:2: s :-'Ihr esetén
Du = (D, Don,....Dpu), Dju:(0,T)xT'; =+ R

valamint

g=(90....9:u)(t,x), g;: (0. T) xT; - R

I ... Ty 002

az {2 halmaz hataranak M darab diszjunkt részén, tovabba

Lu(t.x) = a0 u(t,x) (190)

és

Dju(t,x) =3 bd " u(t,x) (191)

megfeleld {o} {BrahABoshs - ABass} multiindex-halmazokkal. Itt a peremfeltételek az ismert i
fiiggvényekkel adottak.

10.1. Példa. Tekintsik a Ovulf,r,y) = decult.z y) + dyyull. 2,4)  hovezetési egyenletet az

@ =1(0,0),(0.1). (1,0) ¢saesokkal rendelkezd haromsz6goén annak alsé és bal oldalso lapjan adott konstans
4 peremfeltétellel, az oldalsd lapon pedig homogén Neumann-peremfeltétellel, valamint az adott

u(0,2,y) =1 =T — ¥ kezdeti feltétellel! Ekkor I'1 az also, I'2 a bal oldalso, I's pedig a harmadik oldal,
tovabba

Lu(t. r. y) = deculf, x,y) + dyu(t, x,y)
fhn[.r..r..r,a] = fxf'-_;.';U..r._a;] =ult.r.y). qilt.z.y) = @(t.x.y) = 4.
.fﬂJ;iul:L.r‘”] = deult, x,y) + Mult, x,y), @alt,z,y) =0

azaz 1 = gz = 1 , ) = [O,Z,O),ﬂg = [0.0.2) , bll = bgl =1 , ,611 = ,621 = [[].O) , tovabba
b3 = by = 1 B3 = (1,0), B3 = (0,1),

11.1. 10.1 Id6fligg6 parcialis differencialegyenlet ekkel
kapcsolatos ismeretek
A (187) egyenletben az ismeretlen 1 fiiggvény

w: (0.T)x Q=R wvagy u:(0.7T)xQ—=R!

o
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tipusli; a masodik tipus esetén rendszerrdl beszéliink.

Az L (differencial)operator
L:La(Q) = La(Q) wvagy L:[La(Q)]" — [L2(Q)"

tipusu, amely mindig sfirin definialt és altalaban nem korlatos. Az L operator értelmezési tartomanyat az
eredeti feladatban szerepld peremfeltételek hatarozzak meg. Fontos, hogy az elméletben a
differencialoperatorokat altalaban egy altéren értelmezziik, ezért az esetleges nem homogén peremfeltételekkel
kitiizott feladatot olyan alakra kell atirni, hogy ezt teljesitse. A magyarul hasznalt terminologiaval ellentétben
nem vegyes feladatrol beszéliink.

10.2. Példa. A tovabbiakban is gyakran idézett hdvezetési/diffuzios egyenletre vonatkozd homogén Dirichlet-
peremfeltétellel adott kezdetiérték-feladat az alabbi:

dul(t. x) = Ault. x) + f(t.x), t€(0.T).xe
ult.x) =0, te(0,T),xed} (192)

w0, x) =wup(x), x €Ll

it P(L) = Hy(Q) N H* Q)| Ly = Au, valamint [ € L2(2) adott.

Fontos tudni, hogy a felirt feladatoknak létezzen megoldasa és az egyértelmii legyen. Nem idéziink erre
vonatkoz6 allitdsokat, de megjegyezziik, hogy az altalunk a tovabbiakban vizsgalt esetekben ez teljesiil. A
numerikus modszerektdl is akkor varhatunk pontos kozelitést, ha a feladatban szerepld Osszes fliggvénytol
folytonosan fiigg a megoldas. Gyakran hasznos az ezen fliggést kifejezd képletek ismerete.

10.3. Példa. A fenti példaban a (192) feladat megoldasa a C'{(0;T): D(L)) térben 1étezik, egyértelmd, és a
megoldas az alabbi képlet szerint fiigg a kezdeti feltételektdl:

lult, e @y < e ol msy + | Fll L.

10.4. Megjegyzés. A fenti (188) feladat egy altalanositott differencialegyenlet, amit altalanositott Cauchy-
problémanak neveznek a félcsoportelmélet nyelvén. A félcsoportelmélet kapcsolatot teremt az L
differencialoperator (pontosabban az ezzel felirt peremérték-feladatok megolddoperatorainak) tulajdonsagai és a
(188) feladat megoldhatosaga, valamint a megoldas tulajdonsagai k6zott.

11.2. 10.2 Néhany fogalom a numerikus modszerek korébol

Hasznalni fogunk a kézonséges differencialegyenlet ekre vonatkozo néhany egyszeriibb mddszert: az explicit és
implicit Euler-médszert és a tobblépéses modszerek levezetésének elvét.

Alapvetd kvadratiraképleteket is alkalmazunk, a kdzéppont-szabalyt és a trapéz-formulat fogjuk hasznalni
kozelitések levezetéséhez. Ismertnek tételezziik fel az ezek rendjére vonatkozo allitasokat.

A rend fogalmat az altalunk vizsgalt esetre ismét felirjuk.

11.3. 10.3 Véges differenciak egyenletes racsfelosztasokon

A jegyzet elsé felében azokat a modszereket targyaljuk, amelyekben a véges differencidk modszerével
kozelitjiik a feladat megoldasat. Egymast kovetd rogzitett iddpontokban kozelitjilk a megoldas értékét az {2
tartomany egyes pontjaiban. Ennek leirasahoz vezetjiik be a kdvetkezd jeloléseket:

heohy he. ..

* - térbeli diszkretizacidban a radcshossz az egyes iranyokban.
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o h=(h by, f,?-:.- o) =(h1ha, ... ha) g racshosszokat tartalmazo vektor, b = hs: esetén ezek helyett
egyszeriena  jelolést hasznaljuk.

A - d
« k@h=(kihi,koha, ... kiha) ahol k = (Fis ko ka) € 27 4 egyes racspontokat megado6 vektor.

A, 24, ..

+ 4 -id6lépés, ahol a megoldast egymds utén a - idépontokban kozelitjiik.

o X =(1y.2) vagyX:(if'.-H].
o Un (ill. ¥n) az u megoldas kozelitése a h -val (ill. h-val) paraméterezett racson.
o e = up(nd, k@ h) 5 pymerikus megoldas értéke az 7 -edik id8lépésben a k @ h helyen.

ul = {“h(”_‘?-xh] : xpegy racspont | , amely az n -edik iddpontban a numerikus megoldas értékeit
tartalmazza €2-nak a /i -hoz tartozé felosztas racspontjaiban.

o uff,-) = {u(t,xn) : xpegy racspont} amely a t idépontban a pontos megolds értékeit tartalmazza 2-
nak a h -hoz tartozé felosztas racspontjaiban.

10.5. Megjegyzés.

1. AR B by he felosztasparaméterek feliilrél korlatosak, egy természetes korlat az {2 halmaz atméréje.

2. Az utols6 harom jeldlés az egyszeriiség kedvéért nem tartalmazza a i paramétert, de ezeket mindig rogzitett
felosztas mellett hasznaljuk, ezért nem fog félreértést okozni.

A kovetkezokben a felosztasok konstrukcidjahoz sziikséges definiciokat részletezziik.

by ko, .o kg

10.6. Definicio. Tetszbleges egész » 2 » esetén a
l,li.'lh.l_. I:,‘i.'l + 1]!11] X l,li.'gflg_. [;i.'z + 1]!12] HKoewe X ’r‘i.‘dh..-f_.(r‘i.‘d + 1]!?@] halmazt h-téglénak nevezziik.

Elészor egy egyenletes rdcs azon pontjait adjuk meg, amelyek az £ tartomany lezartjaba esnek, majd az {2
halmaz ennek megfelelé modositasat.

10.7. Definicio. Legyen az $th= {(ihu.joho, . jaha) € Q2 (jrjo.. ... ja) € 2} yagyis azon

racspontok halmaza, amelyek () -ban vannak (35. abra). Jeldlje 4 azon h -téglak unidjanak belsejét,
amelyeknek az 6sszes cstcsa 2, -ban van (36. abra).

o ——

0

35. abra. Egy lehetséges © tartomany, a hozza tartozo racshalo és az ), racspontok

halmaza.

Ha példaul d = 2, akkor

O = it { (e e + )  [Khy by + hy]
(he khy). (Ghe, khy + hy), (Ghe + he, khy), (Ghe, khy, + hy) € Q).
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6. abra. ;1?.f§h halmaz szemléltetése.
10.8. Megjegyzés.
1. Ha {2 nem korlatos, akkor az Qh halmaz végtelen lehet.

2. A < relacid a vektorok kozt részbenrendezést jelent, azaz h < hy pontosan akkor teljesiil, ha minden
komponensre igaz az egyenldtlenség.

3. Mivel az £} halmaz nyilt, ezért Lebesgue-mérhetd, vagyis a fenti definicié alapjan

lim )'{E‘!lu.:' = A(12), (193)

h—
ahol A a megfeleld dimenzidban vett Lebesgue-mértéket jeloli.

4. Az egyszeriiség kedvéért az egyes szamitasi algoritmusokat mindig Q tipusu tartomanyokon adjuk meg. A
konnyebb érthetéség kedvéért a kdvetkezo két definiciot d = 2 esetére irjuk fel.

10.9. Definici6. Legyen valamilyen HC P indexhalmazra
{(t +id,x + jhe.y + khy) 2 (.. k) € H} C[0,T] % !‘1, emellett a fenti halmaz elemszamat jelolje K .
Ekkor a

Fit

D (b, y) = Zr:_ﬁuﬂ pidoax + jhe.y ki)

=1

alaku Ssszeget a I+ ) pontokhoz tartozé véges differencidnak nevezziik, ahol @ is fiigg (8, hir y) 461, A
lehetséges *+.J» K indexek szamat az egyes iranyokhoz, valtozokhoz tartozo 1épésszamnak nevezziik.

10.10. Definicio. Azt mondjuk, hogy a Dy véges differencia a (f:X) pontban ¥ = (71:72.---.74) rendben

kozeliti az L. differencidloperatort, ha minden

u € CnHlmtleeaat )
fiiggvényre
Lu(t,x) = Dyu(t,x) + Oh]) + - + O(h}). (194)
Az egyes i+ J=12.. .4 szamokat a megfeleld valtozokhoz tartoz6é rendnek nevezziik.

10.11. Megjegyzés.

1. Hasonléan definilhat a Ok differencialoperator kozelitésének rendje is.

2. A tovabbiakban is gyakran hasznaljuk a nagysagrendekre vonatkozd o) jelolést. Az el6z6 definicidban ez
azt jelenti, hogy az L és a Dy operatorok alkalmazasival kapott két mennyiség kiilonbsége feliilrol
becsiilheté egy olyan fiiggvénnyel, amely legfeljebb C (£:X) - (A" + -+ hy*) anol ClE.X) at &5 x
értékektdl fiiggd konstans. Az itt szereplé 71:-- -+ 7d exponensek mutatjak, hogy a kozelitésbol kapott hiba
milyen nagysagrendben csokken.
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3. Mindkét fenti definicidban az L operator tartalmazza a peremfeltételeket, igy annak véges differencis
kozelitéséhez a peremfeltételekre vonatkozd kozelitéseket is meg kellene adnunk. Ezt itt nem részletezziik,
viszont abban a konkrét formdban, ahogy arra sziikségiink lesz, a konzisztenciarendrdl sz6l6 fejezetben
targyaljuk.

Gyakran pontosan adjuk meg az f fiiggvényt, de lehet, hogy FlE oy, .. .) grtékét is kozeliteniink kell.

11.3.1. Gyakran hasznalt véges differencias kozelitések, a megfeleld
kozelitések rendje

Néhany fontos példat sorolunk fel, amelyek tobbségét a 2.1.1 szakaszban mar bevezettiik. Minden esetben
feltessziik, hogy a képletben szerepld v : RY — I tipust fliggvények mindegyike annyiszor derivalhato, hogy
a 10.10 definici6 alkalmazhat6 legyen ra. Az egyszertiség kedvéért a £ valtozot egyetlen példaban sem irjuk ki.

* jobb oldali differencia 1 dimenzidban:

Dovlx) =vlx + he) — v(x), Divlz) = hiv(x) + f_‘jihz]
* bal oldali differencia 1 dimenzioban:

D_uvlx) =vix) —vir— h:), D_vlx)= hiev(r) + {_’?Hrz]
« centralis differencia 1 dimenzioban és egy valtozora 2 dimenzidban:

. 1 \
Dyv(z) = 5(v(x + h,) — v(z — h,))
_ . _
Dy v(x.y) = ;{*'[-1' the y) —v(x — he.y)).
ahol
Dov(x) = hidev(z) + ORY) 5 Dosviz,y) = hethv(x, y) 4 {?Ur:sfl

« centralis differencia a masodik derivalt kozelitésére 1 dimenzidban és egy valtozora 3 dimenzidban:

Div(z) = v(x + he) — 2v(z) + v(z — hs)

Dy vlx.y.z) = v(x,y + hy, z) = 2v(x, . 2) +v(z,y = hy, 2),

ahol

Div(z) = Wov(x) + O(hY) & J’Jf,_”."{.r. Y, z) = h;':r'i_,,_.,r-:_r-, . 2) + O,
Nyilvan
D2u(z) = Dov(x) — D_v(x).
8.0

» Egy 6sszetett centralis differencia a uv negyedrendl derivalt kozelitésére 2 dimenzidban:

U;‘:.. U'[‘;.H:'[.r, W=v(r+he,y+hy) —2v(z+ hey) Fviz+ he,y — Iy)—
— 2v(z.y + hy) — (z,y) + v(z. Y — hy))4
+ vl — he,y + hy) — 2v(x — he,y) + vz — hay — hy),

ahol
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D§ D vz, y) = Wl 0,0:v(x. y) + O(hy) + O(hy).

Ugyanezt a jelolést hasznaljuk a racspontokon értelmezett v fiiggvényekre is. Ezzel a fenti utols6 példa a
kovetkezd alaku:

2 2 .n n 1 n 34T g noo
Dy, ”u.-;"_r'.k Virtk+1 — 20550k + Viiak-1 — 2(Vesn — 205 + Vjg_y)

LM __ g n
Victdesr = Vi TV 01

Az £2u halmaz azon pontjait, amelyek az x-beli véges differencia kiszamitasahoz sziikségesek, az x-hez és a
sémahoz tartozo alappontoknak vagy az x-hez és a sémahoz tartozé differenciacsillagnak nevezziik (37. abra).

fr h, v h)
' " .
- q1='r' ,
k,
] L} &

37. dbra. Az x ]mnthnjﬂ ésa D2 D2

o5, véges differenciahoz tartozo alappontok.

10.12. Megjegyzés.Ha a fenti véges differenciakat i megfeleld hatvanyéval osztjuk, akkor az elsé, illetve
masodik derivalt kozelitését kapjuk. A 2.1.1. szakaszban ilyen modon definidltunk kiilonbozd
differenciasémakat.

10.13. Megjegyzés.Ezeknek a véges differencidknak azonban nem minden On pontban van értelme, hiszen

lehet, hogy a sziikséges alappontok nincsenek Oy -ban. Ekkor a megadott peremfeltételeket hasznaljuk az
egyenletekben megadott differencialoperatorok kozelitéséhez.

Szintén a fenti jeldlést hasznaljuk azokra az l~ — = tipusu linedris transzforméciokra is, amelyeket az alabbi
hozzarendeléssel adunk meg:

o (Div]e = Vigr — Vi
o [Dov)p=vE—vi
o (Dov)e = Va1 — v
« DIvn=D,v—-D v,

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy lehet mindezt ellendrizni, valamint, hogy ha nem csak az x pontban,
hanem valamilyen értelemben egyenletesen szeretnénk ezt tudni, akkor milyen feltétel teljesiilését kell
megvizsgalni.

Az ezzel kapcsolatos allitdsokat nem részletezziik, de utalunk ra, hogy mindezt Taylor-sorfejtések segitségével
kaphatjuk. Az itt kapott maradéktag jelenik meg hibatagként a kozelitésben, €s ha a magasabbrendii derivaltakra
valamilyen egyenletes fels6 korlat is 1étezik, akkor ¢ -t6l és 1 -td] fliggetlen hibabecslés is adhato.

Tovabbi példakat latunk a 21.1 és a 21.2 feladatokban.

11.4. 10.4 Az egyenletek megoldasanak véges differencias
modszerrel valé kozelitése

10.14. Definicio. A e = Lu+ f, u(0,-) = o feladat megoldasara felirt véges differencia kozelitést (vagy

41 n—1 1

annak egy olyan alakjat, amelyb6l w megadhato U TR | fliggvényében) a fenti feladat

megoldasara vonatkozd sémanak nevezziik.

A megoldast kozelit sémakat tobbféle elven kaphatunk:
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* A legkézenfekvobb modszer az, hogy mind a &, mind az L+ inhomogén differencialoperatort (az L
altal adott mellékfeltételekkel egyiitt) valamilyen véges differenciaval kozelitjiik, majd ezeket egyenlové téve
a kapott egyenletrendszert megoldjuk.

* El6szor a feladat jobb oldalat diszkretizaljuk, azaz véges sok valtozoval irjuk le minden rogzitett idSpontban

az u fiiggvényt. Ennek megfeleléen helyettesitjiik az L+ f inhomogén differencidloperatort valamilyen
véges differenciaval. A véges sok valtozo iddbeli értékeire vonatkozolag ekkor egy differencialegyenlet-
rendszert kapunk, amelynek megoldasat valamilyen szokasos differencialegyenlet megoldd modszerrel
kozelitjiik.

Mindkét modszerre tobb példat latunk a tovabbiakban. Habar a masodik modszer kevésbé tiinik természetesnek,

kidertil, hogy ennek alapjan kis valtoztatassal konnyen kaphatunk végeselemes diszkretizacion alapul6d kozelitd
megoldast is.

11.5. 10.5 Két konstrukcio a hovezetési egyenlet numerikus
megoldasara

A hovezetési egyenletre vonatkozoé alabbi két modellfeladatot vizsgaljuk egydimenzids esetben:

hult,.z)=opdult.z) teR*, e R
{ piel i | ) (195)

ul,r)= flr) recR,
valamint

dhult.r) = opdu(t.x) te R, z € (0, 7)
u(t,0) =ult,7)=0 teR? (196G)
w0, x) =sinr xe (0, 7).

A megfelel6 differencidloperatorok 10.4. szakaszban leirt elven torténd kozelitésével két véges differencias
modszert adunk, amelyekkel a numerikus kozelités kiszamithato.

11.5.1. 10.5.1 Az elsé elv: az egyenlet két oldalanak kozelitése

Az 1d6 szerinti derivaltra vonatkozo kozelités:
. L, o . e A . o
dhul(t, r) = 1:I_I:ul_f o ult. ). (197)
i
ugyanez a megfeleld hibataggal:
dhul(t, r) = S[r.'[.l' Foox) —ult,x)) + Od),
[
sOt, még pontosabban
. 1 P 2\
dault, z) = -':{nl_a‘ o) —ult,. ) — ;}-r.i'”.u[f..r'] O 7). (198)
i -

A térvaltozo6 szerinti derivaltra vonatkozo kozelités:

|
i i h__rf.}'r'l.l:-:f,,r']_ (199)

ult.r) = op

A (197) és a (199) formulékat egyenlévé téve kapjuk, hogy ¥ — il € [0.7] g5 =+ h € [0.7] eseten
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-15-{4:{! Fd.x) — ult.z)) = fr;;hl_l-[n[r..r th) — 2u(t.x) + ult.x — h)). (200)

tehat a kozelités:

ult + 8. 7) = u(t,r) 4 m,%(u{f.w p h) = 2u(t,x) 4+ ult,z = h)) (201)

= u(t,z) + rD:ult. r),

azaz komponensenként felirva:

i
nif‘l = uy; + ﬂ'um[“ﬂ g — 2up +ug, ) =g+ or(ug_ — 2up +ug,, ),
r=123 int Wl =un(n-o,k-h), k=12 N Fa (0.7 4
ahol e, valamint i = un(ne 0k h) k=12 N ¢ N a [0.7] intervallum  belsé
— T
osztopontjainak szama, azaz h= N+1, emellett az eredeti (196) feladatnak megfelelden legyen
uft =uft =0.

Osszefoglalva, az 10.4. szakasz elsé pontjaban leirt modszer alapjan a (196) feladatra vonatkozo lehetséges
séma a kovetkezo:

ul =sin(kh), k=0.1,....N.N +1

T = 4 r(ul y—2up up ). k=12,...,} N (202)
gt =t =0,

A 38. abra azt mutatja, hogy az (n+ 1) edik idépontbeli értékeket mely 7 -edik iddpontbeli értékekbdl tudjuk
kozvetleniil kiszamolni a séma alapjan. A 39 és a 40 abrakon pedig a = 1 idéponthoz tartozéd id6rétegen
adtunk meg egy-egy konkrét raicson a numerikus megoldast.

Theit

38. dbra. Az n-edik idérétegen adott kozelitésekbal az (n + 1)-edik idoréteg kizelitései
kizvetlenill meghatarozhatok.
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Idépont (t): 1.0000

o
N

203l
©
x
2 0.2
N ))
£
S 0.1

H

0 " " "
0 1 2 3

Helykoordinata (x)

39. abra. A (?7?) séma eredménye a t = 1 pontban (pires pontok). op = 1, h = 7 /6,
6 = 0.1. A pontos megoldast kék vonal szemlélteti. A legnagyobb eltérés a kozépso
racspontban van, értéke 0.01033.

Idépont (t): 1.0000

o
N

503}
o
X
2 0.2]
O
&
S 0.1

H

0 A A A
0 1 2 3

Helykoordinata (x)

40. abra. A (??7) séma eredménye a t = 1 pontban (piros pontok). op = 1, h = 7/12,
0 = 0.025. A pontos megoldast kék vonal szemlélteti. A legnagyobb eltérés értéke a
kozépso racspontban van, értéke 0.002518.

Ahhoz, hogy (szamitogéppel) a szamitast végrehajtsuk, a (202) sémat a kovetkezd egyenletrendszer alakjaban
adjuk meg; Jeldlje most az W' = (uf,u5, ... U] vektor az intervallum belsejében levé kozelitendd értékeket

az nd idSpontban! Ekkor (202) mésodik sora alapjan az u"*! vektor & -adik komponensét igy kapjuk, hogy
u" vektor k -adik komponensét 1 — 27 -rel, a & — 1-edik és a # + 1 -edik komponensét 7 -rel szorozzuk. Ha
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k=1 vagy k = N , akkor csak azt a komponenst kell venniink, ami 1" -ben szerepel, mert a tobbi
hozzaadando a (202) harmadik sora szerint nulla. Azaz

u"'l=Qu"., ahol 0= tridiag(r,1—2r, 7|,

ahol a fenti szimbélum azt a tridiagonalis métrixot jeloli, amelynek féatlojaban mindenhol 1 — 27 a mellette
levo atlokban mindenhol r 4ll. Lasd még a 20.1 példaban szerepld programot és a 20.2.1-20.2.4. animaciokat!

Hasonlo6 példakat latunk a 21.14 és a 21.15 feladatokban, ahol a felirt sémak inhomogén lineéris rendszerekre
vezetnek.

Pontosabb kozelitést is megadhatunk (199) helyett a kovetkez6 formulakkal:

k] 1

h? : f
D oult, ) = hidult,x) + %H“n[a‘,.."} t %”;n ult. ) + %H ult, )4

£rrr

5

h 3
+ .,_"':j_,,rr”l:_f,.f'] + ‘:'h:.hh]
b

3 3 1

. h- bt f
D_u(t,z) = hiult,x) — _;—‘lr'}”!:{f..r'] : ;—rr'!”.]rel"!..a'_fl L

T gttt )4

5

/ .
} _F—!H“”.':U,.r'] }lﬂ“r"]
ol

amelyeket felhasznalva kapjuk, hogy

o

1 h®
opdult,r)=op—(D u— D_u) + rj'”r—f}”,_, u(t, r) + O(h")
"’1" 2 12 (203)
= ﬂ;;F[U;‘;u] i rr_n%:'}””u[!..rh O,
12 2

10.15. Megjegyzés.Az itt szerepld h és § diszkretizacids paraméterek megvalasztasanak fontos szerepe lesz a
konvergencia analizisében. Konkrétabban, az itt bevezetett r paraméter értékétol fiigg, hogy a fenti sémaval
kapott kozelité megoldas valdban tart-e az igazihoz. Az analizis egyik 1ényeges pontja éppen az, hogy kidertil, a
fi és & értékét nem lehet egymastol fliggetleniil elegendden kicsinek valasztani.

11.5.1.1. Példa a kozelitések rendjének névelésére

Egy magasabb rendli modszert ismertetiink, ahol a diszkretizacios paramétereket specialisan valasztjuk.

[¥]

; y = . . .
10.16. Allitas. Ha a (202) sémaban 0=7% teljesiil, akkor a (202) séméval adott véges differencids kozelités h -

ban negyed, t -ben pedig masodrend.

Bizonyitas. Hasznaljuk a (198) és a (203) képletekben megadott pontosabb kozelitéseket! igy azt kapjuk, hogy

. 1 . 3 .
dult,z) — dult.x) = ?l;u{F Fa.x) —ult,z)) - alf'l”r.!lli...l'.] el
i i

o f .
—m;i_r[f}'.'r] ' I’.’!_I:_I‘:.LJ-J-J-“[I.J'] 1 L“:'[.I’th.
h? 12

Vagyis ha itt

[ \ fi.
ﬁ,]ﬁr}”“u[.f..rj = Ef}r,uﬂh.t']‘

akkor a pontossag /1 -ban negyed, t -ben pedig masodrendii. Ez a feltétel Opdeptt = it miatt éppen azt
jelenti, hogy
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h* B i
122

ahogy az allitasban szerepelt. [QED]

10.17. Megjegyzés. A fenti példa arra vilagit ra, hogy ha a modszerektdl valamilyen extra tulajdonsagot varunk,
akkor a lehetséges diszkretizacios paraméterek halmaza egyre sziikebb lesz.

11.5.2. 10.5.2 A masik megkozelités: szemidiszkretizacio
A 10.4. szakasz masodik pontjaban szerepld elvet kovetjiik. Rviden 6sszefoglalva az eljaras 1ényege az, hogy a
diszkretizaciot elészor csak a térbeli koordinatakra hajtjuk végre, és a kapott véges sok (az id6t6l folytonosan

fiiggd) fliggvényre egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszert kapunk, amelynek megoldasat ismét
numerikusan kozelitjiik.

A modszert altalanosan irjuk le, hogy aztan egyszerlien kiterjeszthetd legyen a késdbbiekben vizsgalt
végeselemes diszkretizacid esetére is.

. 17y &
Adott tehat a Hey, © €7 (1) = R projekcio, amelyre a véges differenciak modszere esetén

o, ult, ) = ult, ).

Ekkor az eredeti feladat helyett a

(204)

vf-.i,l” —F l]gg.lﬂ[uf.'b.l = I,,l,].lvgg.ll‘n'[uf.'f
Iy, w(0), - ) adott

szemidiszkretizalt feladatot tekintjiik, ahol az Ly R*—= R 57 L operator valamilyen diszkretizacioja. Ez
pontosabban azt jelenti, hogy

Lallpult,-) = gy, Lu(t, -) + R(A), (206)
ahol valamilyen (1, @2, .. ca) € Z7 yektorra
R(h) = OhT") + O(h*) + - -- + O(K5*).

Az eredeti feladat megoldasara vonatkozd numerikus eljarast ugy kapunk, ha a (204) feladat megoldasat
valamilyen numerikus médszerrel kozelitjiik.

10.18. Példa. A szemidiszkretizacio els6 1épésében a
t— ult,«) = (ult, ), uwlt,2h),..., ult.m—h))

fliggvényt tekintjiikk ismeretlennek. Ennek megfelelden az eredeti feladatot Ggy diszkretizaljuk, hogy minden
idépontban a (0: hi2h,... ) pontokban felvett értékekkel adjuk meg, azaz

WMian. eomult, <) = (ult, ), w(t, 2h),. ... ult, 7 —h)).

Itt természetesen a (f:0) ¢s (.7) osztopontok is a szamitasban hasznalt Dy récshoz tartoznak, azonban
u(t,0) ¢s ult,T) nem ismeretlenek.

Az egyenlet jobb oldalan levé differencialoperatort ismét a fenti masodrendli véges differenciaval kdzelitjiik
(amely most egy fliggvényekbdl allo vektorra vonatkozik), azaz
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[Ln(u(t, h),u(t, 2h), ..., ul(t,m — h))], =

,ﬂl"{”[i', (k + 1)h) — 2u(t, kh) + u(t, (k — 1)zy)), k=12,....] N,
2

és ezzel a (196) feladat megoldasanak kozelitésére a

]

—
-

-

deug(t) = opar(uesr(t) = 2uk(t) + ue(t, (k= 1)h)), &
uo(t) = uns1(t) =0 (206)
ue(0) =sinkh, £=12,....N

kozonséges differencialegyenlet-rendszert kapjuk, ahol ik (t) ~= uflt, kh) (41. abra).

A (206) rendszer felirhat6 az

1 (1) = Asait)
w0 adott
alakba is, ahol 1 = tridiag[l, —2. 1] maprix ¢s 0lt) = (ur(t), ua(t), ... ua(t)) . Ezzel pedig
u(t) = eVu(0), (208)

amelyet ismét kozelithetiink numerikusan gy, hogy (207) megoldasara vagy (208) kiszamitasara valamilyen
numerikus modszert alkalmazunk. Valasszuk a legkézenfekvibbet: kozelitsilk (207) megoldasat az explicit
Euler-moddszerrel! Ekkor

u(f +40) =ult)+ s4Ault),
amelybe a (206) formulat helyettesitve az u(t +0) yektor ¥ =1.2,.... N komponenseire

. . 1
w(f 4+ d) =ult) + dop J_E{M,;_..ll'J} 20 (t) 4 wp_q(t)),

/
valamint
wit+40)=ult+ao (N+11) =0,

ami pontosan ugyanazt a kozelitést adja, mint amit a (201) formulédban kaptunk.

¢ EE A walt
a zd ®
41. abra. A szpemidiszkretizacid utan nvert wg, us. ... i, figgvénvek értelmezési tar-

tomdanyai.

11.6. 10.6 Fuggvényterek a kozelitéshez
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Kiilonboz6 h diszkretizacios paraméterekre az Uh kozelitések mas pontokban adottak. Valamilyen struktiraba
kellene ezeket beilleszteni, hogy konvergenciardl beszélhessiink majd. S6t, a differencidloperatorok
kozelitéséhez (ami a bevezetd példa eszkoze is volt) is sziikségiink van egy megfeleld konvergenciafogalomra.

10.19. Definicié. Legyen J : (p = R fiiggvény, P € &7 tovabba jelslje
hp={fu: M —R: Y [f(x)] véges},
xEily

valamint

1
I fullnp = lhaha -« hal (Z ifr.xal") .

KLy

amely normat definial a fenti vektortéren. Ezzel ellatva az lhp vektorteret Banach-teret kapunk, amelyet szintén
szintén I p -vel jelolink. Ha P = °C | akkor lho = {f“ = R: SUPxeqy, | f(x)] véges} , és ekkor
legyen

fl:lh.x : ”H""!""'hrll S |Jr':.x.||
xXE ik,

és a kapott Banach-teret szintén fh.oo el jeloljik.
A fenti norma az L» norma diszkrét verzidja, amit pontosabban a kovetkez6 allitisban fogalmazunk meg.

10.20. Lemma. Legyen fe C':Q), és tekintsiik az {2 halmaz egy finomodo OQn felosztasat. Ekkor minden
P € (0,00 eseten limnso || flawllnp = || £,

Bizonyitas. E16szor megjegyezziik, hogy Q korlatos, ezért az ott folytonos i maga is korlatos. Terjessziik ki i
et arra az 2+ 2 halmazra azonosan nullaként, amely hataranak ({2 -t6] mért tavolsaga legalabb ho . A

- - i o]
kiterjesztést jelolje L. A Riemann-integral tulajdonsagai alapjan kapjuk, hogy ﬁf; 'ﬁﬁ 74 . Tekintsiink
minden /< ho esetén egy olyan J felosztist, amelyhez tartozd pontok az Qh-ra illeszkeds récs pontjai, és h

- ”
méretl téglakbol allnak. Nyilvan s Riemann-integralhat6, és I Riemann integralja el6all a fenti felosztashoz
tartozo limeszként, ahol a felosztas finomsaga h, amely () -hoz tart. Ekkor

fu,!'f* = [r o = .I,i”..]alh'h-‘ ‘o h“|%|j_ (x)]| = t|I'u!|]| hihy - h, L |f(x)] =

X '..'h

lim Mg o vve s s
h—s01

ahogy azt allitottuk. [QED]
A kiilonbozo ||+ [[tp normak kozti Osszefliggéssel kapcsolatban a 21.3 feladatra utalunk.

10.21. Megjegyzés. Az 4llitdas nem igaz minden f e Ly(Q) figgvényre. Ez is mutatja a véges differencias
kozelitéseket hasznalo elmélet korlatait.

12. 11 A kozelité megoldas konvergenciaja linearis
feladatok esetében
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12.1. 11.1 Konvergenciafogalmak a kozelitésre

El6szor a pontonkénti konvergencia fogalmat adjuk meg.

11.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az U kozelités a £ idOpontban az x helyen konvergal az 1 megoldashoz,
ha

lirn g, = ull, x).

rid—t & —)

kzh—sa h—s0

Ez gyakran nem ad elegend6 informaciot, hiszen tobbszor az a cél, hogy az adott feladat megoldasat egy
idépontban valamilyen (az alkalmazasokban példaul energiabol szdrmaztatott) normaban kozelitsiik.

11.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az "h kozelités a ¢ idOpontban a |+ [lar normaban konvergal az
megoldashoz, ha

lim u' —ult, )| =0
FEA = bl
hi=+

Olyan feltételeket keresiink, amellyel a fenti értelemben vett konvergencia teljesiil.

— |{h_‘J = u

Jelolés: Jelolje megfeleld P esetén Qj Iy azt az operatort, amelyre Q;(w'™) , ahol W/ a fenti
sémaval adott. Ezt a megfeleld sémahoz tartozd j-edik Iépésoperdtornak nevezziik. Gyakran
Q1=0Q2=-=0Qxn , ekkor egyszeriien az §sszeset @ -val jeloljiik, és 1épésopratornak nevezziik. Tipikusan
ez az eset fordul el6, ha L. homogén és allando egylitthatds. Természetesen a 1épésoperatorok fliggnek h-tol,
azonban ezt az egyszeriiség kedvéért nem jeldljiik.

12.2. 11.2 A konzisztencia és a konzisztenciarend fogalma

ey

h ¢s L alaki (lasd a (190) formulat) differencidloperatorokat egyiittesen tartalmazza. Ekkor az u fiiggvény
diszkretizaciéjahoz hasonloan az

f" = {f(nd,xn) : xp egy racspont },
valamint ennek valamilyen kozelitésére az 1" jelolést is hasznaljuk.

Nyilvan szeretnénk, ha a kapott séma a differencidloperatorok valamilyen pontos kdzelitésébdl adodna; csak
ekkor varhatjuk, hogy az ebbdl szamolt kozelitd megoldas pontos lesz.

0= Djspt

11.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy ! séma pontonként konzisztens a 0= du— Lu egyenlettel,

ha annak pontos 1 megoldésara teljesiil, hogy minden felosztasban tetsz6leges (t,x) osztopont esetén

lim  Dypult,x) =0.

d—0h =0
11.4. Megjegyzés.

1. Az eredeti differencidlegyenletben szerepld minden tagot, igy példaul a nulladrendii forrastagot is
kozeliteniink kell, a fenti definicié ezt a kdvetelményt is tartalmazza.

2. Természetesen az atrendezéssel kapott eredeti feladattal is konzisztensnek mondjuk a definicidban szerepld
séma barmilyen atrendezettjét is. Nem vonatkozik ez azonban arra az esetre, ha mindkét oldalt szorozzuk
valamilyen diszkretizacios paraméterrel. Emiatt nem is definidlunk konzisztenciarendet ebben az altalanos
esetben.
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3. A sémdk jeldlésénél sehol sem tiintetjiik fel azok fi -t6l vald fliggését.

A konvergencia bizonyitasahoz azonban ennél a természetesnek tiind konzisztenciafogalomnal erdsebb
tulajdonsagra van sziikség, szeretnénk tovabba a konzisztencia rendjére is kovetkeztetni.

11.5. Definici6. Azt mondjuk, hogy az

l'l“-l — {2}.]_“'4 ; r'l'-

f(200)

egylépéses séma a | llbp normaban @ = (@, 1,.... ) rendben konzisztens a Ghu = Lo+ f feladattal,
ha annak 1 megoldasara teljesiil, hogy az Lo operatorhoz tartozé minden Q; 1épésoperatorra

u(jo,-) = Qui(j—1)0,-) +4
f* + oR;(0-),(210)
ahola J indextél, valamint i -tol és & -tol fiiggetlen C' konstanssal
|Ri(8)|Inp < C(™ + A" + -+« + B9, (211)
A fenti (211) helyett egyszertien a
IR (8)lhp = QW)+ O(hT') +-- -+ Ok
egyenldséget fogjuk majd irni.
A gyakorlatban alkalmazott sémak rendszerint nem olyan egyszerti alaktak, mint a (209)-beli, masrészt a
keresett 1 megoldast nem ismerjiik, igy azt be sem tudjuk helyettesiteni, hogy ellenérizziik az ott szerepld
feltételt. Ezért egy altalanos konstrukciot ismertetiink, ¢és megmutatjuk, hogy a sémanak a kivant

konzisztenciarend eléréséhez milyen, egyszeriien ellendrizhetd kdvetelményt kell teljesitenie. Hasznaljuk a
(189) alaku egyenletben szerepld tagok kdvetkezo kozelitéseit:

du(nd. k@ h) = u({n A 1)o.k @ l:_] —u(nd.k @ hr_

Lu(nd. k@ h) = D;(u(nd, ), u((n + 1)d, )
find k@h) =

,llr.u..ll- ll]lr.,!ﬂl.r[i'”ﬁ. k.'. I]l‘l = HJ [I.lr';, k ) h_}. JI

(212)
ahol Pi é¢s Do linearis operatorok. A séma pontos felirasahoz kétféle racspontot kiilonboztetiink meg. Azon

racspontok halmazat, ahol az L operator kozelitését alkalmazzuk, Qns -vel jeloljiik, és belsd racspontoknak
nevezziik, tovabba hasznaljuk az

u, = {uy : k€ Qna}

jelolést is. A tobbi racspontot pedig Onp -vel jeldljiik, és perem racspontoknak nevezziik, azaz

valamint a fentieknek megfelelen
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11.6. Megjegyzés. A perempontok nem feltétlenil az Qu altal megadott racs peremén helyezkednek el,
pozicidjuk a sématol fiigg. A fejezet végén a korlatos tartomanyon adott sémakra vonatkozo6 példakban mutatjuk
azt be konkrét esetekben.

Ezek felhasznalasaval kapjuk az eredeti (189) alaktl egyenletre vonatkozd

fit 1 n .
u, _ i ﬂf_[ll"',llr"l'] } Jlr“.".l l{ = i?h_.'-

i (213)
g = Dplu” u"l), = D._,Iu;j'l t Dp,uy ' + Dpu" ke,

n+1 n+1
sémat, ahol a masodik sorban D1 Pp, | illetve Pos jelsli a Po operator WM lletve u tipusu

vektorok altal generalt altérre vett megszoritasat. Nyilvanvaldo kovetelmény ezzel szemben az, hogy a
perempontokban felvett értékeket meg lehessen hatarozni a peremfeltételek diszkretizacidjanak, azaz a (213)
séma masodik sordban megadott peremfeltételek segitségével. So6t, a peremfeltételben szerepld
differencialoperator kozelitése attol rendszerint nem valtozik, ha a felosztast stiritjiik. Ezzel 0sszhangban
hasznaljuk a kovetkezd feltevést:

7l

n+1 n+1
11.7. Feltevés. Wp  kifejezhetd W és u” segitségével, azaz

o' =Dyl (g — Dp,up ! — Dp,u”), (214)

1]

1

1
tovabba || Pp; Posllmax feliiiré1 korlatos.
A feltevést hasznalva atalakitjuk a kapott séma jobb oldalanak els6 tagjat a kdvetkezoképpen:

# T 1 ¥ i e+l m1
Di(u", u""" ) =D;(u" u, ", u

3 (i )

E 1 - 1y2m4l E 1 # 1%
=Dj(u" u;"". Py (g — Pp,u;" —DPp,u")).

Itt a 11.7 feltevéssel 6sszhangban a (213) séma masodik sorat is felhasznaltuk, vagyis a megoldand6 rendszer a
kovetkezo:

GRS %
o — oy
4
I.rl.n'l-l ]": = E!I.J’..ﬁgli‘.])

'D;-_{u", u, I,'DU: [gk H_ Dpu” - Dp,u")) +

ahol az ismeretlenek a belsé racspontokban vett kozelit6 értékek. Természetesen csak akkor van értelme az
eredeti séma hasznalatanak, ha az igy kapott rendszer egyértelmilen megoldhato. Ezt rogzitjiik a kovetkezd
feltevésben:

11.8. Feltevés. A fenti (215) rendszer egyértelmiien megoldhato.

12.2.1. A konzisztenciarend specialis esetekben

Kiilonbozo altalanos eseteket vizsgalunk, amikor a konzisztenciarend egyszertien meghatarozhato.

Az elso esetben legyen az eredeti séma

fi+1 i i
= - y = (D)) + (famsr ) k€ Qs

_ (216)
g = (Dp,(u") k€ Dy,

alak, vagyis minden explicit. Ekkor a 11.7 feltevésben szerepld kifejezésbe a pontos megoldast helyettesitve

ke

annak tetszdleges » indexti komponensére

u(nd, -k = (Baulno, < Jp )k + Rolh, 0k (217)
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alaki az Rolh. 9) hibatag-vektorral.

11.9. Allitis. Tegyiik fel, hogy a Pi véges differencia O"%) rendii kozelitése L -nek, valamint a
peremfeltételek (217) numerikus kozelitésében

Rolh. 8 = O(h™),

k

. x Tt T R
tovabba, hogy k €y esetén az L véges differencidban az "k tagot Lt -val osztottuk. Ekkor a fenti (216)
sémabdl kapott modszer térvaltozok szerinti konzisztenciarendje

min 4 o, min J — T ¢ .
ke,

Bizonyitds. A (216) sémaba a pontos megoldast beirva, majd az egyes kozelitésekre vonakoz6 rendeket
figyelembe véve kapjuk, hogy

u({n + 1)d, k@ h) — u(nd, k@ h)
4

= Lu(nd. Jk+ find k@ h)+ Rins(nd. k@ h) =

= Dj(u(nd,-))x + Raps(nd. k@ h)4

F (famst )k + Rans(nd k @ h) + Rins(nd, k@ h)

= D; (a(nd, s + 'D‘f‘,_,[u[mi. Jplk + Rans(nd, k @ h)+

F (fanst)k + Rans(nd k@ h) + Ryps(nd. k@ h)

= Di (u(nd, o)k + D, (Bau(nd, )s + Ro(h,d))k + Rans(nd, k@ h)+

+ (fams ik + Raps(nd. k@ h) +Ryys(nd. k@ h)

= (D.f-.l[u'i”d;'-'}lh} + ID.E..:{H.U “l:.”'{;" ':II'J} + JII:J-.H ' I)R +

+ Dp,Ro(h. 0))k + Rins(nd. k@ h) + Rays(nd. k@ h) + Ry s(nd.k @ h),

= duind. k@h) + Ry nsind. k@ h) =

amit atrendezve kapjuk, hogy a keresett konzisztenciarend az
D; Rolh,d)k + Rips(nd, k@ h) + Ryps(nd, k@ h)+ Rypns(nd k@ h)
hibatag nagysagrendje. A tételben szerepld feltevések miatt
Rons(nd,:) = Rans(nd, <) = Oh™) & Rins(nd, )= O,
tovabba az

'.D‘j_._.R” (h.d )

T Bs T
tagot his" -val osztottuk. Ennek nagysagrendje tehat R " , amibdl azonnal adodik a tétel allitasa. [QED]

11.10. Példa. Tekintsiik a

hu(t,r) = opdeu(t.z) teR™, x € (0.7)
deu(t,0) = deu(t.w) =0 teR" (218)
ul,z) =sinr z € (0.7).

feladat kozelitésére vonatkozo
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up =l dr(upoy = 2up dul,,) k=121 N

g = Uy, Wy = Uy,

ull = sin mE

_\'IT...J k=0,1,... NN+

1,
illetve az ezzel ekvivalens és a (216) feladatnak megfelel6 alaku
iy - By — ?E"'[“f L= 2uf +up,,) k=1,2,..., N
iy = uy, wy =y, (219)
W) =sing= k=0,1,.... NN 41

lathat6, hogy az nem szingularis.

sémat (42. abra)! A feltételek nyilvanvaloan teljesiilnek, hiszen a perempontok a (219) séma masodik soraban
eleve a belsd pontok segitségével adottak. Masrészt a perempontok eliminacidjaval kapott rendszer matrixarol

- & - - =
* LR ey

42, abra. A belss- (fekete) és peremrdacspontok (26ld) elhelvezkedése,

peremfeltételek teljesiilnek) helyettesitve

Itt a bal oldal kozelitése & szerint elsé rendii, a jobb oldal kozelitése h szerint masod renddi, azaz a 11.9
allitasban @ = a1 = 2 Tovabba a pontos megoldast (vagy akar egy tetszOleges u fiiggvényt, amelyre a

w(nd, 0) =u(nd, i) — h - dou(nd, 0) + Rino, h),

ahol R(nd, h) = O[hzj, amennyiben &t korlatos. Ez hasonléan érvényes a perem jobb oldalan is. Azaz a

11.9 allitasban 31 = B2 =2, Vilagos tovabba, hogy a (219) képletben a 0 és NV + 1 index{i perempontokat a
séma elsd sordba helyettesitve /1 -tel osztjuk (mint minden mas tagot is). Emiatt 71 = 72 = 2, vagyis

it {n, min By — ﬁ.k} = min {2, min {0,0}} = 0.
ki ”.u

Tehat a mddszer nem konzisztens.

11.11. Példa. Tekintsiik az

hult, r) = opdeult,z) teR'

, x e (0,m)
deu(t.0) =1, duft.wr)=-1 teR"” (220)
u(,z) = sinx x € (0, 7)
feladat kozelitését a kovetkezd racson: A (0:7) intervallumot N egyenld részre osztjuk, mindegyik
kozéppontjaban kijelolink egy racspontot, ezek lesznek az {or 2 o) pelss racspontok, tovabba
To = —3x g TN41 =T+ W a perem racspontok (42. abra). Erre vonatkozoan definialjuk a (220) feladatra
vonatkozo a (216) feladatnak megfeleld alaku
hjiiﬁ%th—m¢+upﬂ k=12,....] N
% =1 ".\'.:}a A LEEI}
uf = sin5F — sy k=01,...,] NN +1

hogy az nem szingularis.

sémat! A feltételek nyilvanvaloan teljesiilnek, hiszen a perempontok a (221) séma masodik soraban eleve a
belsé pontok segitségével adottak. Masrészt a perempontok elimindcidjaval kapott rendszer matrixarol 1athato,
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13. dbra. A belsd- (fekete) és perenwacspontok (z6ld) elhelvezkedése

Itt a bal oldal kozelitése & szerint elsé rendii, a jobb oldal kozelitése f szerint masod rendii, azaz a 11.9
allitasban @ = a1 = 2 Tovabba a pontos megoldast (vagy akar egy tetszOleges w fiiggvényt, amelyre a
peremfeltételek teljesiilnek) helyettesitve

u(nd, —Wb = ra[mhﬁ] — b deulnd, 0) + Rina, h),

ahol R(nd, h) = O(h?) , amennyiben Orsstt Korldtos. Ez hasonléan érvényes a perem jobb oldalan is. Azaz a
11.9 allitasban 71 = P2 =3 . Vilagos tovabba, hogy a (221) képletben a 0 és [V + 1 1ndexu perempontokat a
séma els soraba helyettesitve /2 -tel osztjuk (mint minden mas tagot is). Emiatt 71 = 72 = 2, vagyis

min {n. min [ — "-k} =min{2, min{1,1}} = 1.
ket

Tehat a moédszer az & valtozo szerint els6 rendben konzisztens.
Tovabbi hasonl6 példak talalhatok a 21.4 és a 21.5 feladatokban.
11.12. Megjegyzés.

1. Az inhomogén feladatokban megjelend forrastagot is tobbféle modon épithetjiik be a kozelitésként felirt
sémaba. A konzisztenciarend szempontjabol azonban nem mindegy, hogy ezt hogyan tessziik. Egy egyszerii
példat talalunk a 21.8 feladatban. A tobbdimenzids parabolikus feladatok vizsgalata esetén részletesen is
foglalkozunk majd ezzel a kérdéssel.

2. Implicit sémak normaban vett konzisztencidjanak vizsgalata dsszetettebb lehet. Ilyen példa talalhaté a 21.9
feladatban.

3. Eléfordulhat az is, hogy a konzisztencia csak akkor teljesiil, ha a diszkretizicios paraméterekre valamilyen
Osszefiiggés all fenn. Erre mutat ra a 21.10 feladat.

A konzisztenciarend vizsgalata implicit modszerek esetében Osszetett lehet, 1asd [25].

12.3. 11.3 A stabilitas fogalma

Ez a vizsgalt elméleten beliil a legnehezebb fogalom. A benne szerepld feltétel ellendrzésével kiilon fejezetben
foglalkozunk. A tovabbi alkalmazasoknal ki fogjuk hasznalni, hogy egylépéses sémakrdl van szo, tehat at kell
majd fogalmaznunk mindezt, ha tobblépéses sémakat vizsgalunk. Az itteni definiciéo nem magatol értet6do, tgy
mondjuk ki, hogy ennek ismeretében a konzisztens sémak konvergenciajat tudjuk igazolni.

thu = Lou
w(l), -]  adott

feladat megoldasara felirt séma a # idSpontig feltétel nélkiil stabil, ha Iétezik hy, dg ¢s 10(1) , hogy minden
h < hy, 8 < 5 esetén és minden olyan 7 -re, amelyre 10 < T _ teljesiil, hogy

11.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy a

| u" || h.p < hr” Hluul [T
valamilyen t -t61 fiiggé /' szdmmal.

11.14. Megjegyzés.
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1. Gyakran explicitebb alakban is megadjak a /& mennyiség fliggését - rendszerint exponencialis fliggést
vesznek.

2. A definicidban szerepld feltétel ellendrzése nem tiinik egyszertinek elsé ranézésre, mert az egyenldtlenségben
szerepl6 1 tetsz6legesen nagy lehet. Ha ugyanis & — (1, akkor n — oo .

3. A definicioban szerepld feltételek koziil a megfelelden kis do ¢s ho valasztasa rendszerint nem okoz
problémat.

i r ﬂ . 14 n r ...
4. A definiciéban az [”lfn norma helyett mindenhol egyszeriien az [, normat vehetjiik, mert az
Osszehasonlitas soran a h mennyiséggel ugyis egyszertsitiink.

5. Ha a feladatban szerepld differencidloperator nem lenne linedris, (hanem egy forrastag is szerepelne benn,
amely nem homogén peremfeltételbdl is adodhat), akkor u(0. ) = 0 kezdeti feltétel esetén valamilyen  -re
u(t,:) # 0 |ehetne. Ekkor még a pontos megoldast megadd séma sem lehetne stabil, hiszen erre a t -re
minden K € B* esetén [[1(t: ) |lnp = K|af0,)|lnp,

11.15. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy séma feltételesen stabil a £ idépontig, ha a 11.13 definicio feltételein
kiviil valamilyen H : R" x B* figgvényre (0. h) < U tefjesil.

11.16. Megjegyzés.
1. Hasonldan definidlhatjuk a feltételes exponencidlis stabilitas fogalmat is.

2. Latni fogjuk majd az explicit sémdak vizsgalata sordn, hogy azok feltételesen stabilak. A fenti ff
fiiggvénnyel adott feltétel hatdrozza meg a kapcsolatot a megfeleld h és § paraméterek kozott.

3. A tovabbiakban tobb allitasban is egyszerlien stabilitast irunk. Ez minden esetben feltétel nélkiili stabilitast
jelent majd.

11.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy séma a t idOpontig feltétel nélkiil exponencialisan stabil a I e
normaban, ha van olyan pel , hogy minden J €N esetén (azaz minden lehetséges id61épéshez) a megfeleld
Q; operatorra teljesiil, hogy

Qs < e™. (222)

11.18. Példa. Vizsgaljuk meg a (195) kozelitésére felirt

”:-l up + opirlup_y — 2uf +up,,) =uf +r(uf_, —2up +ug,,), kel
" adott
. , s T 1 o
séma || * [lhse norméaban vett stabilitasat abban az esetben, ha ' = 7 teljesiil!

A sémaban szerepl6 id61épés az
W = (1 - 200l +rul_, 4 rul, .
alakba irhato, ahol mindkét oldal szuprémumat véve & -ban majda 0 <7 = 3 feltételbs] kapott
1—2r|4+r+r=1

egyenldséget alkalmazva nyerjiik az

[u™* e < 1= 2r] - [0 || + rllu" |0 + rllu” |l = [0l
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egyenl6tlenséget, amivel a fenti séma feltétel nélkiili stabilitasat igazoltuk.

Tovabbi példakat, stabilitdsi feltételeket a 3. fejezet végén latunk. A fent bevezetett konzisztencia- és

stabilitasfogalom mindenképp sziikségesnek latszik, ha egy Lu=f egyenletre vonatkozo feladat megoldéasat
akarjuk numerikusan kozeliteni. Ha ugyanis nem lenne az erre szolgalé séma konzisztens, akkor a pontos
megoldasbol kiindulva attol eltéré eredményt kapnank. Ha pedig a séma nem lenne stabil, akkor a kis kezdeti
hiba egy ¢ id6pontig tetsz6legesen naggya valhat, ha elég sok id61épésben érjiik el a kozelitésben a £ idépontot.
A kovetkez0 fontos eredmény szerint a fenti két tulajdonsag teljesiilése elegendd is a konvergencidhoz.
Természetesen a fenti szemléletes magyarazat nem bizonyitasa ezen két tulajdonsag sziikségességének.

12.4. 11.4 A Lax-féle konvergenciatétel

A targyalt anyagrész legfontosabb tételét mondjuk ki, amellyel a kozelitd megoldasok konvergencidjat lehet
igazolni.

11.19. Tétel.(Lax-féle ekvivalencia tétel) Tegyilk fel, hogy az it = Lot egyenlettel adott feladat
megoldésara felirt valamilyen utt =, u" séma a 1 idGpontig exponencidlisan stabil, emellett a
Oyu = Lou+ f egyenlettel adott feladat megoldasara felirt

wtl = i’ + 8
f1(223)
séma a || * [lbp normara nézve normaban (1 @1,---,@a) rendben konzisztens. Ekkor a (223) sémabol kapott
megoldas a |+ [lp normaban konvergens minden f = T idépontban, és a konvergencia rendje megegyezik a

fenti konzisztenciarenddel.

Bizonyitas. A bizonyitas 1ényege, hogy a hiba valtozasat kovetjiik nyomon, amelyet az
e =u —ujs.), j=12.....N

egyenléséggel definialunk. A (223) sémat és a konzisztenciara vonatkozd

u((j+1)d.-) = L4 qufj§a, ) + 4

(1 + R (8, )
egyenloséget 0szehasonlitva kapjuk, hogy
el = € + R (6. ).

Innen teljes indukcidval egyszeriien nyerjiik az

e (d.'.'et[.’rl l--- (JLE” + ‘i(d}.-.'f:.’n l«-- (2_-"}?] [rf, I SRR | r'l;lf::i'“R” |{_Ii ] + r':'R..I‘_:'i I Il_:’_}lf

Osszefliggést, ahol a norma tagonkénti becsléséhez eldszor megjegyezziik, hogy a stabilitas feltétele miatt a
(222) formula alapjan tetszdleges J €N egetén

1QuQu-r... Q4| < e™™ <™.

Ennek felhasznalasaval a (224) egyenldség kovetkezményeként kapjuk, hogy
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e lnp < ™ l€llnp + 8> ™R (8. lnp <
=1
< e¥|[elnp +nde™ _max  [[R;(6,)llnp =
) S

e |€” 4. + HOATY) + + -+ + O(hG*),
ahogy azt a tételben allitottuk. [QED]
11.20. Megjegyzés.
1. A tétel igazabol ekvivalenciat allit, de mi csak az egyik irdnyu allitassal foglalkoztunk.

2. Csak linearis differencialoperatorokra hasznalhatd. Ez a feltétel enyhithetd, de nem latszik, hogy a legtobb
nemlinedris probléma esetére hogyan lehetne a fenti elméletet alkalmazni.

n+l —

3. A tétel értelmében elegendd az exponencialis stabilitas feltételét 1 (" alaka sémakra ellendrizni. Az

elméletben ez a legnehezebb kérdés.

4. A normaban vett konzisztencia bizonyitasanal sziikség volt a megoldds magas rendii derivaltjainak
korlatossagara, ami korlatozo tényezo lehet.

Az elméleti bevezetéshez kapcsolddnak a [18], [24] és a [25] konyvek.

13. 12 Stabilitasvizsgalati médszerek

El8szor egy It -en adott feladatokhoz tartozé modszert ismertetiink, a Neumann-féle stabilitasvizsgalatot az 2

normaban valo exponencialis stabilitasra. Az itt targyalt elméletben az alabb definialt sorozatok és fiiggvények
komplex értékiiek lehetnek.

13.1. 12.1 Diszkrét idejii Fourier-transzformacio, inverz
transzformacioé

Ha az L differencidloperator & -en értelmezett, akkor a megoldas kozelitése minden iddpillanatban egy
V = ..., Vo1, Vo, U1, U2, - - - sorozat. Ennek Fourier-transzformaltjat értelmezziik, ahol most {2 téren a mindkét
iranyban végtelen és négyzetesen dsszegezhetd sorozatokat értjiik.

12.1. Definici6.(diszkrét idejti Fourier-transzformécié) Legyen az + :l2 — Lo[—m.7| a7 alabbi
hozzarendeléssel értelmezett:

o

, 1 .
Flulls) = yo Z ‘ tg..

W

k s
Belathato, hogy erre teljesiilnek az alabbiak:
e Az F transzformacio linedris.
* Az F transzformaci6 izometria, azaz
|.Jr|:|]l||_4 ”'ll _l
ahol a két azonos || * 12 szimbolum mas-mas normat jelol.

A kovetkezd éllitas alapjan egyszertien megadhatd F inverze is:
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12.2. Allitas. Tekintsiik az

. ]
(Flgh = —= f ¢ g(s)ds.

."'I, =yl
hozzérendeléssel adott + * : La[—m. 7] = o fiiggvényt. Ez valoban a fent definialt F inverze.

13.1.1. 12.1.1 Néhany nevezetes diszkrét idejii Fourier-transzformalt

Olyan sorozatok diszkrét idejii Fourier-transzformaltjat adjuk meg, amelyek véges differencia kozelitésekben
el6fordulnak.

» Jobb oldali differenciaval kapott sorozat esete:

1 " .
F[U-VJ:,—,.}— Z e " vk — k) =
KJ-'TF.'— o
| R—
=L 3 e - L 3 e = (- )F)
V2 T V2 T

» Bal oldali differenciaval kapott sorozat esete:

_ 1 o= _a
FD-v)=—= ) e ™ (o —v) =
L L —
1 = l
— vﬁkz p Ik"ﬁ__-— VE kZ s ilk ]_:.-f.k | = [1 —_ fﬁJF[v}

 Centralis differenciaval kapott sorozat esete:

i

1 ik
F[I_}(]v] = - E L L Rl |.:| =
L —
T e
— 1 E ALY a!k-l}.\r, _ 1 E PP i K I:-.'nr, —
v-"’E k-1 x‘lﬁ k=1
=7 k=—at =" k=—ex

(" — e ™) F(v) = 2isins - F(v).
* Centralis differencia masodrendt derivalt kozelitésére:
F(D3) = F(Div = D._v) = ((e" =1) = (1 — e ™)) F(v)
- F(v)

= (2cos s — 2).F(v) = —4sin®

9
13.1.2. 12.1.2 Alkalmazas a stabilitasvizsgalatban

Ebben a szakaszban mindenhol feltessziik, hogy a Q Iépésoperator minden 1épésben azonos.
Jelolje most is n" egy feladat megoldasanak kozelitését. Ekkor az alabbi hanyadost fogjuk meghatarozni:

(s) = 2 2)s)
pls) = Fra 1) (s)’
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ahola P [-m.m] = R fliggvényt szorzofaktornak is nevezik.
12.3. Megjegyzés.
1. Természetesen f fiigg a sématol és a i paramétertdl is, az egyszeriiség kedvéért azonban ezt nem jeldljiik.
2. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a h -t6l, valamint a £ -t6] vald fiiggés folytonos.
3. A fenti formula ismételt alkalmazasaval kapjuk azt is, hogy
Fiu')s) = p"[ﬁ}f’{u"][ﬁ}. (225)
12.4. Allitas. Ha itt [2(5)] < 1 minden s € [~ 7] esetén, akkor a megfelel$ séma exponencialisan stabil.
Bizonyitas. Az JF transzformacio tulajdonsagai alapjan és 12(8)] = 1 miatt ekkor nyilvan
"o = I F )|z < [FQ@" )2 = 0"

vagyis ezt tobbszor alkalmazva minden 72 -re

(|2 < [Ju’[f2
teljesiil, amibdl a stabilitas azonnal kdvetkezik. [QED]

12.5. Megjegyzés. A fenti feltétel (és a beldle kapott norma-becslés) nagyon erds, igazoljuk majd ennek egy
gyengitését.

12.6. Példa. Vizsgaljuk a

dult,r) =opieult.z), zeR teR’
ul,r)=wp(x), veR

feladat megoldasara felirt

ul =wug(kh), k=....—-1,0.1,..
up ! = 4 "—,f:’.fl;uﬂ = 2up +upy,y), k=...,-1.0,1,..., n=01.2....
s , =22
séma stabilitasat az {2 norma szerint. A szoksos |~ 12 jeloléssel a sémaban szerepld egyenldséget a
i), H o rig_y + (1 —2r)ug + rug,,

alakba irva kapjuk, hogy

ke n+l
ke

Fu")(s) =
e (rull H (1= 2r)ul +rug_ )

W
- E g lagilk ';"'rrar 1+ € """[I — 2rju, + e 'r""'l:"':'nif_l

k=—m0

re " F(u")(s) + (1 — 2r)F(u")(s) + re” F(u")(s).
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v 1
Azazha' = z, akkor

|.F{u""]{.-]| < |re ™| JF (") (s)| + [(1 = 2r)] - |F (" )(s)| + [re™| - |F(u")(s)]|
(Ir] + |1 = 2r| + |r|)F(0")(s) = |F(u")(s)].

vagyis a 12.4 allitas értelmében a példaban szerepld séma exponencialisan stabil.

12.7. Lemma. A () séma pontosan akkor exponencidlisan stabil, ha van olyan hy, do, hogy minden h < hy ¢
5 < o esetén minden S € [—7T. 7] re teljesiil a

"

|||'F|:'-"'i_|| ni+1 'E- “-‘rr W1 )48 I'f'_:"ﬁl

egyenl6tlenség.

Bizonyitas. A 12.4 allitas bizonyitasat kovetve kapjuk, hogy ha a (226) egyenlétlenség teljesiil, akkor

a2 = [F(u")]2 < ®|F @)l = [Ju" 2,

amibdl nyilvanvaléan adodik az
"2 < ! f[ulz
egyenl6tlenség, amellyel az egyik iranyt kovetkeztetést igazoltuk.

Forditva, ha nem volna igaz a (226) egyenldtlenség, akkor minden B € R esetén lenne olyan hi ¢sdx hogy
az azokhoz tartoz6 sémara

=

. W e g . r.;.' r;:,.}-r'

lp(sk)
igaz valamilyen Sk € [—m. 7] esetén. Ekkor £ folytonossaga miatt ez Sk -nak egy Ui alaka kérnyezetében is

igaz. Tekintsiink ekkor egy Vs € l2 vektort, amelyre suppF(vx) C Uk Ekkor a (225) formulat és a (227)-
beli egyenldtlenséget felhasznalva

Q" (vx)lI2 = I F(Q v )|z = [l (s)F (e )|I3 =f p*" (s (s)ds >
Uy
- pit / :'.‘}_l'f’{.u']n:l.u S 'r”:'h-”g,
o [T

ami ellentmond annak, hogy a ¢/ id8lépéshez tartozo séma stabil. [QED]
A fenti allitas élesitését mondja ki a kovetkez6 lemma.
o - . . .

12.8. Lemma. Az U""" = Qu" g¢ma pontosan akkor exponencialisan stabil a | Il2 normara nézve, ha van
olyan C' € B hy ¢s dg, hogy minden b < hy ¢s & < dy esetén minden 5 € [=7. 7] re teljesiil a kovetkezd
egyenldtlenség:

p(s)] < 14 ',
Bizonyitas.Ha a tételben emlitett feltétel teljesiil, akkor nyilvan

lp(s)] €14 C8 < &

miatt (amely minden § € [~7.7] esetén igaz)
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[u"]|2 = [|Fu"||2 < el Fu" 2 < -+ < 0| Fu?||2 = |||,

vagyis valdban exponencialisan stabil a séma.
Forditva, ha nem teljesiil a tételben szerepld egyenldtlenség, akkor minden C' -re van olyan tetsz6legesen kis
komponensekbdl 4116 (7:9) par, hogy valamilyen s -re

|pls)] = 1+ 8.

Ha ez tetszéleges kis & esetén elérhetd, akkor a

- L .
lim(1 + C8)" = lim (1 4+ C=)" =¢"",
& =l

=30 i

£y
hatérérték miatt () > €2 , ami az el6z0 allitasnak ellentmond. [QED]

p< L
12.9. Példa. Az el6z6 példaban vizsgalt séma pontosan akkor stabil, ha ’ <3,

. < L . ek P , =14 . . g > L
Azt lattuk, hogy © = 2 esetén a stabilitds teljesiil. Forditva, ha ' — 2 0 4llna fenn valamilyen '? = 2

esetén, akkor

|[F(u™ ]'}[.n-c]| = |re ™ F(u")(s) + (1 = 2r) - F(u")(s) + re” - F(u")(s)|
= |F(u")(s)(2rcoss + 1 — 2r)|,

azaz
pls)=2rcoss+1—2r ==2rp+ (14 2rp) cos s,
Ha coss = —1 akkor

|||'_I‘|:_.\” = | = 1= ‘l'i"lrl =] + -If'“.,

amely 1-nél nagyobb és & -tdl fiiggetlen konstans, vagyis a 12.8 lemma miatt ebben az esetben nem lehet stabil

a séma. A 11.19 tétel alapjan az is nyilvanvald, hogy a vizsgalt sémabol kapott numerikus megoldas pontosan
p< L .

akkor lesz konvergens, haaz " = 7 feltétel teljesiil (44. abra).

& =
et |

]

Y

44. dbra. A stabilitdsi tartomany (r < 1/2) szemléltetése az r = §/h* rdacsparaméter
fliggvényében.

. o . . . +l — y .
12.10. Allitas. Ha az 4" "' = Qu" s¢ma stabil a || * ||b.2 normara nézve, akkor az "~ = (Q + bd)u" gema
is az tetsz6leges I € B esetén.

Bizonyitas. A 12.8 lemma alapjan az %" b= Qu" sabilitasa ekvivalens azzal, hogy van olyan C' € | g g
90, hogy minden h < hy ¢5 0 < 0y esetén minden § € (=77 e teljesiil a

n+l
M < 1+ ',
Jurfle —

lp(s)| =
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egyenlétlenség. Ekkor viszont a W P=(Q+ bO)u" gema esetén
lu™” N2 < [[u]l2(1 + Cd + bd),
vagyis a 12.8 lemma felhasznalasaval kapjuk az allitast. [QED]
12.11. Megjegyzés. A fenti allitas alapjan ha egy dyu = Lou differencialoperator diszkretizacidjabdl kapott

séma stabil, akkor Pkt = Lot + b _bg] kapott is az, amennyiben b korlatos, és a b mennyiséget az 7 -edik
id8lépésben természetes modon, azaz bu™ -nel diszkretizaljuk.

12.12. Példa. Az el6z6 példaban kapott eredményt is felhasznalva kapjuk, hogy a

thu(t,r) = opdeeu(t. x)+ bult.x), zeR, teR’
ull,x) =wplx), el

feladat megoldasara felirt

ul =ug(kh), k=....—1.0.1,...
e::" = uy %:-_i—"[r:if g — 2up vupy )+ oul, k=...,-1,0,1,....,n=0,1,2,...

, o . pr< i
séma pontosan akkor exponencialisan stabil, ha " = 2.

ro 1 .
A 11.19 tétel alapjan azt is kapjuk, hogy a séma pontosan akkor konvergens, ha ’ < 3 , emellett a konvergencia
rendje (1:2).

12.13. Példa. Vizsgaljuk meg az

thult,z) +adeult,z) =0, teR' 2R (228)
ul,z)=gl(z), xR o
feladat megoldasara vonatkozd
T F_ YRR T
- b a =10
i h
kozelitésbal kapott
T H o up — %{u:,, —up)=(1+Rup — Ru}l,, nel, kek (229)
uy =g(kh) kel o

__ da
séma stabilitasat, ahol i = i ! Mindkét oldal diszkrét idejii Fourier-transzformaltjat véve nyerjiik, hogy

Fu"!) = F(u") — F(RD,u") = F(u")(1 — R(e™ — 1)) = F(u")(1 + & — Re'),
vagyis
IFa™*?2 = |F ") ((1 + B)? = 2R(1 + R)cos s + RY).
Itt tehat

lp(s)* = (1 + R)* —2R(1 + R) cos s + R*,

138
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

amelynek kiszamitjuk a maximumhelyét abban az esetben, ha § € [, 7. Nyilvan § = 0, £ egetén Iehet
szélsdértéke, és ekkor

@ =1+ RF+2RA+R)+ RP=(1+ 2R, é |p(O)F = 1.

Vagyis |1+ 28| <1 gziikséges, tehat —1 < 17 < 0 3 stabilits sziikséges elégséges feltétele, ami elégséges

is, hiszen ekkor minden lehetséges & -re p(0))” < L.

Ez azt jelenti, hogy a csak negativ lehet, valamint

1

(> 0).

-
-

a” b
vagy az id61épés hosszara atfogalmazott feltétellel

(0 =<)d < —ah.
12.14. Példa. Vizsgaljuk meg az

dult,r) =opiecult.x), R, teR’
w0, o) =wplx), xR

feladat megoldasara felirt

up = up(kh), k=....=1,0,1,...
Hf_'l'—u:+&T:’-_‘-—‘I{;¢::']]—‘2rij:'l+rij::lljlx k=....-1.0,1,...., n=0,1,2,...

(230)
implicit Euler-séma stabilitasanak feltételét! Az id6lépést nyilvanvaloan a kovetkez6 alakba tudjuk atirni:
"t ="+ rDin"
amelyre a diszkrét idejii Fourier-transzformaltat alkalmazva nyerjiik, hogy
Fu"t — r F(Dju™) = Fu”.
Ezt kifejtve kapjuk, hogy

Fu™ I[H] (] + _1:'55113 ) = Fu"(s),

=
2

azaz

- * el

45. dbra. Az implicit Eunler-séma diferenciacsillagja.
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12.15. Példa. Vizsgaljuk meg az

{f},u ult,r) =opdult.z), z€R, teR”

w(l, ) =ug(x), R

feladat megoldasara felirt

n

up = uglkh), k=...,-1,0.1,...
n+l o o iy n+l S | i+l il i i O iy i N A

g E':_r[n'!* | — 2 b, ) = ug ﬂ"-"[“a p — 2ug +ouy,
k=....—1.0,1...., n=1012,...

(231)

1)

CrankNicolson-séma konzisztenciarendjét és stabilitisat (46. abra)! Ezt nem szamoljuk itt ki, mert magasabb
dimenzidban részletesen elemezziik. Csak ko6z6ljiik az eredményt, mely szerint a séma minden valtozo szerint
masodrendben konzisztens, vagyis jobb, mint az explicit vagy az implicit Euler-séma, mert azok az id6valtozo
szerint csak elsérendben konzisztensek. Masrészt a séma feltétel nélkiil stabil; 1asd a 21.21 feladatot!

Ehhez kapcsolodnak a 20.2.5-20.2.6. animaciok.

46. dbra. A Crank-Nicolson-séma differenciacsillagja.

13.2. 12.2 A diszkrét idejii Fourier-transzformalt tobb dimenziés
esetben

A peremfeltétel nélkiil adott sémak vizsgalatanak f6 eszkdze most is a diszkrét idejii Fourier-transzformacio. Az
egydimenzids esethez hasonldan sziikségiink lesz a

F 13y = La([-m,7]%)

d -dimenzi6s Fourier-transzformaltra, amit az & = (a1,09,...,0u) g5 9 k = (k1. k2, ..., Ka) jelolésekkel az

. 1\
Fulog.as, ... .04) = ( — > e e
\ = V2

2 gy
hozzarendeléssel definialunk.

13.2.1. 12.2.1 Nevezetes véges differenciakkal kapott mennyiségek Fourier-
transzformaltja

Gyakran hasznaljuk a stabilitasvizsgalat soran a

FD2 u)(a) =D ¢ ™ (upy g,k — ) =
ezt (232)

_ Z e il ky+1.ka. 'L"J:I““-IL-_-l.k-.....k._aj- _ Z p Jhﬂ”k — [!, Py ]'I.,lr[ll][ﬂ‘}.
keZd

boc 24

140
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

ahol = jeloli az els6 valtozot. Hasonld modon kaphato

FIO_ alla)=(1—¢e "1 Fiu)a). (233)
és a

F(D u)(a) = —4sin® = F(u)(a) (234)

azonossagokat, amelyekhez hasonlot felirhatunk a tobbi valtozo szerint vett véges differenciak esetére is.
Hasonl6an az egydimenzids esethez az idoben allando Q iddlépéshez tartozo szorzofaktort a

Flu" M)
Flu")ex)

plee)

egyenléséggel definialjuk. A stabilitas és a szorzofaktor kapcsolatara vonatkozodlag az egydimenzids esethez
hasonlo allitdsok fogalmazhatok meg. Itt csak a legfontosabbat adjuk meg, a 12.7 lemma megfeleldjét,
amelynek bizonyitasara nem tériink ki, ez az egydimenzids esettel analég modon torténik.

12.16. Lemma. A ¢ séma pontosan akkor exponencidlisan stabil, ha van olyan hy, ‘iﬂ, hogy minden h < hy

B <5 L — d _—
és 0 < 80 esetén minden @ € =TT e teljesiil a

[p(a)|"*! < KenHin (235)
egyenl6tlenség.

13.3. 12.3 Korlatos tartomanyokon adott differencialoperatorok
diszkretizacidéjanak (exponencialis) stabilitasa

A tovabbiakban feltessziik, hogy a séma csak h és & egy fiiggvényétdl fiigg, tovabba ha ezen fiiggvény allando,
aflé
h?

akkor h novelésével & is né. A fentiekben vizsgalt sémdk is mind ilyen tulajdonsagtiak voltak, az =

R=

(fﬁ -
illetve az T értéktdl fiiggtek, ahol alland6 7, illetve /7 esetén kisebb /i -hoz kisebb & tartozik.

Mivel numerikus megoldast eldallitd Q id6lépés operatornak most tartalmaznia kell a peremfeltételeket is, ez
varhatOan Osszetettebb szerkezetli lesz, mint amilyeneket eddig vizsgaltunk. Az is vildgos, hogy mivel most
véges sok pontban kozelitjiik a megoldast, Q egy matrix. Sajnos, a Fourier-transzformacioban 1ényeges, hogy
azt két iranyban végtelen sorozatokon értelmezziik, vagyis ezt a hasznos modszert ebben a szakaszban nem
tudjuk kozvetleniil alkalmazni. Az el6zdekben kapott eredmények mégis hasznosak, amint a kovetkezd tétel
mutatja. Az egyszerliség kedvéért az allando egytitthatos esettel foglalkozunk.

12.17. Tétel. Legyen Q, egy peremfeltételek nélkiil adott (példaul egész IR™ -en definidlt) differencidloperator

41 41 1
sémajahoz tartozo idSlépés operator. Tegyiik fel, hogy a séma olyan, hogy "k  értéke csak “k  és Uk
rogzitett /X darab szomszédjatol fiigg, azaz csakis a fentiektdl az 1 irdnyban legfeljebb ki tavolsagban, az 2
iranyban legfeljebb ks tavolsagban stb. levén értékektol, ahol K=2(k+-+ki)+1 Ha az ennek

megfeleld séma nem stabil valamilyen f esetén, akkor barmilyen peremfeltétellel latjuk is el az eredeti
feladatot, az abbdl kapott (a peremfeltételek figyelembevételével felirt) séma sem lehet stabil a £ id6pontig.

Bizonyitas.Ha az eredeti séma instabil valamilyen Il -l norméban, akkor tetszéleges C' -hez van olyan 7
(amelyre ¢ = nd ) és olyan u” vektor, hogy

"l = Q)| = €[], (236)

S6t, van olyan u” is, amely véges sok komponens kivételével nulla és (236) teljesiil ra. A bizonyitashoz azt kell

észrevenniink, hogy egy olyan u” -ra, amelynek a perem kozelében talalhaté értékei nullak, pont ugyantgy hat
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a peremfeltételek nélkiili, mint a peremfeltételekkel megadott differencidloperator diszkretizalt verzidja is. Elég
finom felosztas esetén tudjuk biztositani, hogy u' szintén ilyen legyen, aztan, hogy u?, ..., és ugyanigy u” is.

Pontosabban fogalmazva tekintsﬁnk egy olyan felosztashoz tartoz6 (mar a peremfeltételeket is tartalmazo) o

Yt 0

linearis operatort, amelyre Q4 ho (1 = (y(u ). llyen mindig van. Ha ugyanis a nemnulla elemek halmaza
olyan, hogy J -edik koordinatajuk maximalis kiilonbsége N.J', valamint olyan véges differencia kozelitést
alkalmazunk, amely a J -edik iranyban egy pont kyj -gyel jobbra és ez -vel balra vett szomszédjaitol fiigg,
akkor akkor a nemnulla elemek halmaza 1 1épés utan olyan, hogy elsd koordinatajuk kiilonbsége legfeljebb
Nj +nkyj +nks; Vagyis ha egy olyan o operatort tekintiink, amely minden iranyban a
2 +max; Nj+ (n+ 1) -max; {k1; + k2} felosztashoz tartozik, abban pedig a fenti u’ kezdeti vektort
tekintjiik, amelynek nemnulla elemei a felosztas belsejében talalhatok, akkor erre valoban th = (lu
Ekkor viszont (236) szerint a nd idépontban az instabilitst jelentd becslést kapjuk. Itt § a fenti értéknél klsebb
lesz, mert a térbeli diszkretizacié finomitasaval akkor kapjuk ugyanazon egytitthatokkal rendelkez6 operatort, ha
d is csokken. Azaz mér ¢ el6tt sem igaz semmilyen (' -vel a stabilitést jelenté felsd becslés. [QED]

12.18. Megjegyzés. Ekkor sziikséges feltételt nyerhetiink a stabilitasra a fenti Fourier-transzformaciobol kapott
eredmények alapjan. A tétel alkalmazasat akkor targyaljuk, ha elégséges feltételeket is tudunk adni a stabilitasra.
Eléfordulhat az is, hogy a tételben szerepld fenti sziikséges feltétel nem elégséges egyuttal.

Olyan moddszereket akarunk leirni, amelyekkel a peremfeltételekkel ellatott differencidloperatorok
diszkretizacidjanak exponencialis stabilitasara vonatkozo sziikséges és elégséges feltételek nyerhetok. Az

exponencialis stabilitas definicidja miatt azt kellene most is biztositani, hogy 1étezzen olyan hy ¢ dy, hogy
valamilyen 9 esetén minden 1t = 10,0 = %0 ¢gn € N ¢rtékre fennall, hogy
Q"] <™. (237)

13.3.1. 12.3.1 A spektralsugar és matrixnormak kapcsolata

Emlékeztetiink, hogy tetsz6leges A € R"*" matrixra az

a(A) = max{|/

. A sajatértéke A-nak }
mennyiséget az A matrix spektralsugaranak nevezzik.

Az alabbiakban felsorolunk a spektralsugarra vonatkozd néhany fontos azonossagot, amelyet késébb
felhasznalunk.

* Fennall, hogy
a(A) < [|All2,
valamint szimmetrikus matrixokra egyenléség all.

» Teljesiil tovabba, hogy

o(AA") = || A3, (238)

* valamint a spektralsugarra igaz a
alA") = (a(A))" (239)

egyenldség, ahol a jobb oldalt az egyszeriiség kedvéért o"(A) el jeloljiik.

Az alabbi Osszefiiggés is hasznos lesz.
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12.19. Allitas. Ha H € R™™ inyestilhatoq phker tejsz6leges S € R™™" matrixra HSH ' és S sajatértékei
megegyeznek, és igy specilisan is teljesiil.

13.3.2. 12.3.2 Stabilitasi feltételek

-
T

12.20. Lemma. Ha ¢ szimmetrikus, és van olyan hg, do ¢ ¢ € R , hogy minden It < hy ¢g 0 < 05 esetén
teljesiil az

o(Q) <1+ C6

egyenl6tlenség, akkor a megfeleld séma stabil. Masrészt tetszdleges () matrixra ez a feltétel sziikséges is a
stabilitashoz.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Nyilvan teljesiil, hogy

|2 = a(Q") = (a(Q))".

2 Ef.f’-f

vagyis ha a(QQ) = 1+ Cdj lina fenn valamilyen d; =0 esetén, tovabba a 1"l becslés volna
érvényes, azaz ha nincs olyan (', amely a lemmaban emlitett tulajdonsdgnak megfelel, akkor valéban nem lehet
exponencialisan stabil a séma. Részletesebben kifejtve: Vildgos, hogy ha d az id61épés hossza, akkor ™ = [H
1épést véve a t idépont eldtt lesziink. Az indirekt 4llitas szerint minden C' -hez és minden (80, ho) parhoz van
olyan b < hy g5 0 << dg hogy lo(@)| = 1+Cd vagyis

(1+ Ca)*. (240)

¥ 13| I-l) - 2 | :!EJ o= [.-rll- E] - 1 -
Tlldjllk tOVébbé, hogy

1 4
lim - — =1 & lim(l + Cd)s =«

i
b= 1 4 C'H 1] !

amit a (240) egyenl6tlenségre alkalmazva kapjuk, hogy

sup || Q(1°)|| = €,
[l o 4

ahol Q(t") jeloli a t* idéponthoz tartozod lépésmatrixot. Ez ellentmond a stabilitds tényének. Ha Q
szimmetrikus, akkor az 1 +dC < " egyenlStlenség miatt 70 <t esetén

¥

Q" |2 = (@) = (a(Q))" < (14 C8)" <™ < e,
ami éppen a t idOpontig érvényes exponencialis stabilitast jelenti. [QED]
Mivel tobbszor kell nem szimmetrikus matrixokkal is szamolnunk, az alabbi eredmény is fontos lesz.

12.21. Allitas. Ha @ olyan, hogy valamilyen f invertalhato matrixszal HQH™! szimmetrikus, akkor a 12.20
lemmaban szerepl6 feltétel a (2 -val adott sémara vonatkozolag is sziikséges és elégséges.

Bizonyitas. A bizonyitasban a 1" (|2 normat becsiiljiik feliilrol:

= |H Y[o)|Hl2[e( HQH 1)) < ||H ||| H || 6™,

ami bizonyitja az allitast. [QED]
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12.22. Példa. Egyszertienqlathéto, hogy a fenti 7(Q) <1+ C9 feletel valoban csak sziikséges, altalaban nem
elégséges. Ehhez legyen , és tekintsiik a

dui(t. ) +aibult.z) =0 teR", z(0.1)

ullz) =uplxr), xe(0,1) (241)
ult. 1) =0 el

feladatot! Megjegyezziik, hogy ez korrekt kitlizésti. Diszkretizaljuk ezt azon a racson, amely a (0,1)

intervallum olyan egyenletes felosztdsabdl addodik, ahol a belsé radcspontok indexei L2,.... N Tekintsiik a
differencialoperator egy diszkretizacidjabol kapott

W = (1+ Ryl — Ruf,,, k=1,2,....N (242)

n+1
sémat! Ez a feltételek mellett eleve csak akkor lesz kiszamithato, ha @ << 00 , hiszen ekkor tudjuk *n — értékét a
peremfeltétel segitségével kifejezni. Emlékeztetiink, hogy a (228) feladat stabilitasvizsgalatabol azt kaptuk,
hogy a peremfeltételek nélkiili (az egész IR -en értelmezett) feladathoz tartozd séma stabilitdsdnak

—1=8/R=0 sziikséges €s elégséges feltétele. A 12.17 tétel alapjan ez most is sziikséges. Ekkor a séma a

() = tridiag [0,1+R,-R] 44ixszal adhato meg, azaz W b= Qut g spektralsugar 1 + I | ahol

N+R<1<0=R=>-2
A fenti feltétel alapjan latjuk, hogy a spektralsugar vizsgalatabol nem kaptunk elégséges feltételt. Azt azonban

ez a vizsgalat sem tisztazta, hogy a (241) feladat esetére mi lesz egy sziikséges ¢€s elégséges feltétel. Ezt tessziik
majd meg a 12.30 példaban.

13.4. 12.4 A Gersgorin-tétel és alkalmazasa a
stabilitasvizsgalatban

A fentiekben lattuk, hogy az w'th = Qu” ey stabilitasanak ellenérzéséhez a Q 1épésmatrix sajatértékeit
kell megvizsgalnunk. Ehhez felidézziik a Gersgorin - tételt:

12.23. Tétel. A € matrix minden A sajatértékéhez van olyan J , amelyre
A= il < lagul-
ki

Mivel a spektralsugar csak szimmetrikus matrixokra ad normat, és itt éppen a | - [I2-es normaval egyezik meg,
ugy tlinhet, hogy a fenti tétel csak olyan sémak vizsgalatakor hasznos, amelyekhez tartozé 1épésmatrixok
szimmetrikusak. Azonban a modszerrel tovabbi esetekben is elégséges feltételt nyerhetiink stabilitasra. Ebben a

szakaszban a ¢ matrix 7 -edik sordnak J -edik elemét % -vel jeldljiik.

12.24. Allitas. Ha egy sémahoz tartozo Q Iépésmatrix szimmetrikus, tovabba minden lehetséges J -re

2ilail =1 akkor |Qll2 =1,

Bizonyitas. Ha a 2oilaiil <1 feltstel teljesiil, akkor biztosan minden J -re
i Z lgi;| < 1.
157

Ha i = ”, akkor az el6z6t — 1 -gyel szorozva kapjuk, hogy

bi — Z @il = —q45 — Z lgil = =1,

=3
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vagyis az el6z0 sorral 9sszevetve
lai; — Z sl gis + z lgi;1] < [—-1.1].
i ]

Ha pedig @i = 0, akkor

1 = z lgiil = —q;5 + Z il 2 g5 + Z l4is
1 P2 i
amelynek elsé felét —1 -gyel szorozva
-1 =< g4 — Z 1935,
(]
vagyis az utols6 két formulat 6sszevetve ismét

[ — Z i1, @5 + Z lgisl| < [—1.1].
i e

Vagyis kaptuk, hogy a Gersgorin-tétel miatt () Osszes sajatértéke a [=1.1] intervallumban van, tehat
a(()) < 1, igy mivel szimmetrikus is, valoban Q2 =14 teljesiil, ahogy allitottuk. [QED]

12.25. Allitas. Ha egy séméhoz tartozé (! 1épésmétrix minden i sordban ZJ’ |93 = 1 , és ugyanigy minden J

oszlopaban >ilgi| <1 , akkor minden 7 € N esetén Q"2 <1 , vagyis a megfelel6 séma Il [l
normaban exponencialisan stabil.

Bizonyitas. Kiszamitjuk a Q]2 = p(Q"Q) = p(QQ") mennyiséget. A bizonyitasban Q[i, ] jeloli az Q
matrix i -edik sorat (ami egy 1 hosszii vektor), és Q-] azt a vektort, amely az elemenként vett
abszolutértékekbdl all. Tudjuk, hogy

QQ'[i.j] = Qi) - Q°[.4] = Qli. -] - Qlj- ).

vagyis a Q" szimmetrikus matrix 7 -edik sordban az elemek abszolutértékeinek Osszege:

i)l =Y 1Q - QUL < Y| Qli. KQL. ]

<22 IRl KU Kl = Z QUKD IQULKI < Y |QLEK)I-1 < 1.

tehat a 12.24 allitas alapjan

<

> Qe

1> s(QQ") = Q|3
amibdl kapjuk, hogy

1%z = [IQllz = 1,
ahogy azt allitottuk. [QED]

12.26. Megjegyzés.
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1. Itt fontos volt, hogy a Gersgorin-tételbdl kapott feltételt, nem pedig egyszertien a spektralsugarat vizsgaltuk.
Mivel azonban a matrix nem szimmetrikus, mind a sorok, mind az oszlopok tekintetében meg kell
kovetelniink a feltételt.

2. A feltételben nem szerepel a matrix mérete, a becslés attol fliggetleniil teljesiil. A stabilitasvizsgalatban ez a
legfontosabb és a legnehezebb részlet is.

3. A 12.25 Allitds azért hasznos, mert nem szimmetrikus matrixokra csupan a Gersgorin tételt alkalmazva

2
azoknak csak a spektralsugarara kapunk becslést, a stabilitasvizsgdlathoz azonban a Il - [I3-es normat kell
becsiilni.

A fenti tételek feltételei bizonyos értelemben nem gyengitheték. Erre mutat ra az alabbi két példa, ahol

0 00 ... 0 :

] ] oo ... 0
L 00 000 0

2.0 ... 0

sl I

. o ... 00
) 3 0 ... 00

o
aam

0
0

Bl ===
=
A= P =

5
Az A matrix nem szinguldris, a sorokban az elemek abszolttértékeinek Osszege legfeljebb &, azonban ha
e C s v=[10,0,....0 Av = (3,3 37 i
X1 -es méretlirdl van szo, és ¥ = [Vt , akkor “*Y T 273l , vagyis

A2 = || « 2 _n ;
Al = [lAv]® = 1, azaz mar | All2 értekére sem lehet 7 -t81 fiiggetlen korlatot megadni. Azonban olyan
matrixok, mint A | nem szoktak 1épésmatrixként eléfordulni. Ha a I3 matrixot tekintjiik, annak spektralsugara

1
5, emellett
B*1,3] = B*2.4) =+ =4, & B*[1,4] = B*[2,5] =+ = 8, stb.,

¢s amig ¥ TJ =7 addig P’ [k, k+ j] =2
adhato n -t6l fliggetlen fels6 korlat.

" Azaz konnyen lathatd, hogy I3 hatvanyainak normajara nem

12.27. Megjegyzés. Aramlési feladatok megoldasanal olyan 7 X 72 -es 1épésmatrixok is eléfordulnak, amelyek
majdnem antiszimmetrikusak, azaz minden | = Jok S index ¢s J F K esetén @ik = —kj Mivel itt k -

adik oszlop fé4tlén kiviili elemei épp a k -adik sor elemeinek ellentettjei, ezért a fenti tételt alkalmazva itt
egyszerlien a Gersgorin-tétel altal adott feltételt elég ellendrizni a sajatértékek abszolutértékére vonatkozolag.
12.28. Példa. A fentieket alkalmazzuk arra az esetre is, amikor
hu(t,r) = opdeeu(t,z) t€ R, x € (a,b)
ult,a) =u(t.b)=0 teR* (243)
ul.r) =uglx) x € (ab).
ahol @b € i, ug € Cla, b) adottak, valamint azt a sémat hasznaljuk, amit a 10.5 fejezetben konstrualtunk.
Egyrészt a 12.17 tétel alapjan, valamint az £ -en adott feladat stabilitdsara vonatkozo feltétel alapjan tudjuk,

. 1
hogy ahhoz az " = 2 feltétel sziikséges.

Masrészt konnyen lathatd, hogy az id61épés operator matrix alakja
() = tridiag [r, 1-2r, r].

amely nyilvan szimmetrikus (47. abra). A spektralsugarra vonatkoz6 (Gersgorin-tételbdl kapott) becslés alapjan
és r > () felhasznalasaval kapjuk, hogy

pl@el—2r—2r,1—2r +2r] = [1 — 4r,1],
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vagyisha " = é,akkor p(Q) € [-1,1]
O o0
o200
o000
o900
5t o0
[ X X J
L X X
( X X
386
10t e0eo
[N ]
[N
e
e e
151t eo0
000
L X X
L X X
o200

20t ee

0 10 20
nz = 58

ce L . : .-
Azaz kaptuk, hogy az " = 2 feltétel elégséges is a (2 -val adott séma stabilitdsdhoz. A 48. és a 49. dbrak azt az
esetet szemléltetik, amikor a stabilitasi feltétel nem teljesiil. Az els6 abra a () matrix hatvanyainak normabeli

novekedését mutatja, a masik pedig a numerikus megoldas viselkedését. Az 50. abran a () matrix hatvanyainak
normabeli cs6kkenése lathato a stabilitasi feltétel teljesiilése esetén.
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1200

1000 1
800}
600

1",

400}
200}

0 5 10

48. abra. A [|Q"||2 normék értéke n fliggvényében, har = 6/h* = 1 (instabil eset), nd = 1.
Q2 az explicit Euler-médszer lépésmatrixa.

t=0.4028
1 : : :
0.8}
_ e \
S\
(_,\ f
2 3\/

t=1.4771

0.8}

0.6}
u
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50. abra. A |
nd =1 Q aze

Q"||2 normak értéke n fiiggvényében, ha r
xplicit Euler-madszer lépésmatrixa.

Hasonlo példak talalhatok a 21.24, a 21.25 és a 21.27 feladatokban.

12.29. Példa. Vizsgaljuk meg a (243) feladatra felirt

Ty
Hr'l

T

= EI:](L'J?}I.

= U,

A séma atrendezésével kapjuk, hogy az

k=...,-10,1,...
= uf + 2R (uft] -2l ), k=12.....N,
=0
implicit Euler-séma stabilitasanak feltételét!
(:?u“" =1

alakis, ahol @ = tridiag [r, 1+2r, r] pypor

ahola @' Iépésmatrix is szimmetrikus. A Gersgorin-tétel alapjan tudjuk, hogy @ sajatértékei az [1- 1+ 4""]
intervallumba esnek, vagyis az inverz sajatértékei a [0.] intervallumba. Tehat a (244) séma feltétel nélkiil

stabil.

12.30. Példa. Vizsgaljuk meg a (241) feladatra felirt (242) séma stabilitasat! Tudjuk egyrészt, hogy a
peremfeltételek nélkiil adott esetben pontosan akkor stabil a séma, ha —1<R<0 , ezért ez a feltétel
mindenképp sziikséges a most vizsgalt esetben is. Masrészt belatjuk, hogy elégséges is. Tudjuk, hogy a
Iépésmatrix @@ = tridiag [0,1+R,-R] a0 A feltétel miatt |1+ Bl =1+ 8 vajamint | — £l = — 1
, tehat a sorokban,

u'tl = (:) ",

illetve oszlopokban levd abszolutérték-6sszeg

0<1+R|=1+R<1 vagy

d/h* = 1/4 (stabil eset),

0< 1+ R|+|-R|l=1,
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tehat a 12.25 allitas szerint valoban stabil lesz a megfelelé séma.

14. 13 Parabolikus egyenletek 1, 2 és 3 dimenzidéban
Ebben a fejezetben a

dhu(t.x) = ep dhiu(t. xX) + oprdnu(t.X)+ - + op e, dagul(t, x) + F(t. x) (245)

alaku feladatok numerikus megoldasaval foglalkozunk, ezekre vonatkozé sémakat vizsgalunk. Minden esetben
rogzitjik az

tg = ulll, -)

kezdeti feltételt, emellett ha a feladat korlatos tartomanyon adott, akkor a stabilitdsvizsgalathoz homogén
peremfeltételeket vesziink. A magasabb dimenziés sémak konzisztenciavizsgalatdhoz alkalmazni fogjuk a
kovetkezd lemma eredményét, amelyet nem bizonyitunk. Az egyszeriiség kedvéért azt a négy allitast
fogalmazzuk meg, amelyeknek eredményét ténylegesen felhasznaljuk.

13.1. Lemma. Legyen t : (0.T) X £ = R minden valtozoja szerint 4-szer derivalhato!

D: LD 2 2
iy 700 yeges differencia O(h;) + O(hy) rendben kozeliti a

.

1. Ekkor d =2 és d = 3 esetén az "=
ez Oy negyedrendii parcialis derivaltat.

1 2 1 21
F‘—T ﬂ_'l.'ﬂfﬂﬂ_y K tt

" véges differencia O(h3) + O(h—iJ + O(4)

2. Az is teljesiil, hogy az rendben kozeliti a
2Oy O, 6tddrendit parcialis derivaltat.

12 12 102
=5 =D =1 2 2 2
3. Hasonloan, d = 3 esetén az "= 0hy OwhiT0= yeoes differencia O(h;) + O(hy) + OhZ) rendben
kozeliti a Oz Oy O hatodrendti parcialis derivaltat.

Lp2 Lp2 Lp2 ipg,
., , Y q- . < ’ T R T 0y BT H0.23 E
4. Szintén hasonloan adodik az is, hogy d = 3 esetén az M= Ry TV E

O(h2) + O(h2) + O(hH)O(52) BB,y Oz O

uwy

véges differencia

rendben kozeliti a hetedrendii parcialis derivaltat.

1
5. A hiperbolikus feladatok vizsgalatdhoz hasznaljuk még, hogy az 2h=

O(h2) + O(h2) + O(5) )

rendben kozeliti a e 6tddrendi parcialis derivaltat.

Dosg—DoyiDiy . .
O Zhy FOUEE 1 yeges differencia

14.1. 13.1 Az egydimenzios esetre kapott eredmények
osszefoglalasa

Az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze roviden, hogy milyen eredményeket kaptunk az egydimenzids eset
elemzésekor.

2. tablazat. Harom kiillinbozo séma tulajdonsdgai az egy dimenzios parabolikus feladat
megoldasanak numerikus koézelitésére (peremfeltétel nélkiili eset)

modszer | komplexitas | stabilitas feltétele | rend idében | rend térben |
explicit Euler explicit | r<i . 1 2
implicit Euler irnplicit 1 2
Crank-Nicolson | implicit | - _ 2 2
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14.2. 13.2 A kétdimenziés esetre vonatkozé sémak vizsgalata

Ebben a szakaszban a (245) formulaban szerepl6 egyenlet
doult,x,y) = opdeult, x.y) + opy,du(t, x, ) (246G)

kétdimenziods verzidjaval foglalkozunk. Egyszertien igazolhato, hogy a kovetkezd

i ' a . . '
#1 N TDx 2 Dy 2 o Y _ .2 L2 T 347
“_I:II.I. - “jl.k to ( 2 JIII’.Illll_r‘”'_r.-l..k t - '”u._u“_llj_d.) - “_r.al.I. I {"J “u_.-“:u.ﬁ I Il.l’”il.-.-“_r'l..k}I (247)
I

“¥
h e
¥ roo= §0u
explicit séma, ahol az ~ ™ b2 ésaz 7 i jeloléseket alkalmaztuk, a (246) egyenlettel konzisztens. A

konzisztencia rendje az = és ¥ valtozok szerint 2, £ szerint pedig 1.

. . e 1
13.2. Allitis. A (247) séma stabilitisanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy ' = tTy S5 legyen.

Hasonloan, ha a megfeleld feladatban homogén Dirichlet-peremfeltételt alkalmazunk, és ennek megfeleléen a
sémat a peremfeltételek megadasaval egészitjiik ki, a fenti feltétel akkor is sziikséges és elégséges.

Bizonyitas. Fourier-transzformaciot alkalmazunk. A (234) formula szerint

(Fu" ") (ar,a2) = (Fu") (a1, a2) 4 r'i.?-_[I},;f_lr:l'r-'IL + D3 wjy ) (e, az)

| N ]
p . .:rk] N ,,H_;.
= (1—4r,.sin" o "]:J",I.H”'I_'I}']..F“"[rlj.l't-_.li.

ahol a szorzofaktor biztosan legfeljebb 1, és pontosan akkor lesz minden (1, 002) g legalabb -1, ha
. o L . 1res . .

T Ty = 3 Ezzel igazoltuk az allitast a peremfeltételt nem tartalmazd esetre.

Az allitas masodik felének igazolasahoz latnunk kell, milyen szerkezetli a homogén Dirichlet-peremfeltételhez
tartozd 1épésmatrix. Legyen egy téglalap felosztasaban "r belsé osztopont & iranyban, és " darab ¥
iranyban. Az ismeretleneket tartalmazo6 vektor ekkor

u = |uy, uag,.... Un, 1,112, U223, ..., Uy By oo e sennns Uy Uy e e s ting n, |
s ., e mriren . ) TR, .
alakt. Vilagos, hogy a (247) formula alapjan a keresett matrix féatlojaba minden esetben L= 2r = 21y geril,
Masrészt az 1 vektorban vele szomszédos elemek T -szeresét adjuk hozza, amennyiben nem az els6, az T« -
edik, az 7 + 1 -edik, 27 -edik, stb. elemekrél van sz6, mert ekkor a homogén peremfeltételek
felhasznalasaval csak a jobb, illetve a bal oldali szomszédot adjuk hozza. Vagyis az eddigiek

figyelembevételével a 1épésmatrix azon részét hataroztuk meg, amely diag(B) alaka (blokkdiagonalis) matrix,
ahol B = tridiag(r,,1 —2r, — 27, 7] egy ilyen ™x X 7Thr _es blokk. A homogén peremfeltételek

E=2.3,....n,—1

felhasznalasaval kapjuk, hogy esetén

&1 (] i i ¥ ¥ ]
Uy, =gy +re(tg gy — 2upy +upyy,y) + (0 — 20, + ug,),

valamint

b=l 4 (0= 20}, +ul,) 4 (0 = 2ub, +uls).

n-+
Uy g
és

=y 3+ relug g —2uy 4+ 0) 4 ry(0 = 2up 4 uy o).
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nggi(sﬁq kovetkezé id6lépésben szereplé u™*! vekior elsd M= darab elemét ugy ka_pjuk meg, hogy a fenti
matrixszal valorgZzorzason kiviil a vektor 7isszel jobbra levé elemeinek?i: -szorosat adjuk hozza.

$8t, ha vannak ilyenek az vektorbaruﬁgﬁqwind a  -szel jobbra levé, mind az  -szel balra lev6 elemek
-szorosat hozza kell adni. Vagyis a matrixhoz hozzé kell adni két olyan mellékatlot, amelyek a

f64tlotol  -szel jobbra, és ugyanennyivel balra vannak. Osszességében a 1épésmatrix az alabbi alaka
-os méretli szimmetrikus matrix:

B rJ 0 0 ... 0
red B ord 0 .0 0
o rd B I ... 0
o ... 0 rnd B rl
o ... 0o o0 rJ B

ahol az dsszes blokk ™ * Tix -es, a blokkok szdma pedig ™ (51. dbra).

10+ o 99 0.
15} e oo ®

20 o oo o

251 . o
0 10 20

51. abra. A nemnulla elemek elhelyezkedése a 1épésmatrixban n, = n, = 5 esetén.

L =272 = 27y 411, a mellette levd elemek abszolut értékeinek osszege pedig

legfeljebb 27= + 27y | azaz a Gersgorin-tétel értelmében a 1 — 47 — 47y = —1 feltételnek kell teljesiilnie,

Itt minden sorban a f6atloban

1 . .
azaz 3 = "+ T Ty valoban elégséges feltétele a stabilitasnak, amivel a fenti allitast belattuk. [QED]

Hasonl6 példa szerepel a 21.26 feladatban, lasd tovabba a 20.2.7-20.2.9. animacidkat!
14.2.1.13.2.1 Egy CrankNicolson-tipusu séma a kétdimenziés esetre
A kovetkez6 levezetésben egy véges térfogatrészre vonatkozd megmaradasi torvényt hasznalunk, amely szerint

egy térfogatrészen az anyagmennyiség 0ssz megvaltozasa egyenlé a bearamlott 6ssz anyagmennyiséggel. Ezt
természetesen teljesiti az egyenlet pontos megoldasa. Tudjuk még, hogy a bearaml6 anyagmennyiség (fluxusa) a
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Fick-térvény szerint a gradiens ellentettjével aranyos. Mindezt a  felosztas egy
g o hy — = 7.
(25— 525+ 75) X (W Y +3 3) =Lk részére (52. abra) alkalmazunk tetszéleges ¢ idépontban:
e
i, f f oft, o, y)dedy = [ v Vull, o, y)dedy. (248)
M al;
]
- ﬂ-..l]r-...,‘-
H e

52, abra. A levezetésben hasznalt véges térfogatrész.

A formulak egyszerisitése érdekében hasznaljuk tovabba az

h, . h,
Tk g =Ty 6 Yk 5 =Yy

jeldléseket. (248) mindkét oldalat fn és fn+1 kozdtt integralva a bal oldalon a Newton-Leibniz-formulat
alkalmazva, a jobb oldalon pedig a Neumann-féle peremfeltételt kifejtve nyerjiik, hogy

!"J.-I ]. J._I -l"| -"IJH !| "_l + 5
f . / wlty oy, xoy)dedy — f ’ f u(t,,r, y)drdy =
M} Yl W x
] r‘lk-r nl I'IJ.-r )
f f v - Vu(t,x; 1 L) cla;c].f+f f S Vault, o ! Ly Jdydt—
Me— k ru ]|
Ems1 _|
—f f v - Vu(t,z,y, 1 )drdt 4 f f v -Vau(t g )dedt = (249)
3 . 5 ) 2
e L ’JL+ el
—f / i ult, T t;]{lf,rtl.f +j. f "o 71 s yidydi—
I- My

b1
f f S dyult, T,y }(lnh‘ +]- f S dyult, Ty, L}{].:'fl.f.

A tovabbiakban alkalmazott kozelitésekhez megjegyezziik, hogy a kétdimenzids kdzéppont-szabaly rendje
valtozonként 2, azaz

by ba
f f glx,y)dzdy

= (by —ay)(be — ”2]'!:' (

I[

ay +by as+bs
2 72

) + (by — ay)(by — az) - O((by — a))* + (by — ap)?]
(250)

€s ugyanilyen rendl a trapéz-szabaly is. Ennek megfelelden (249) bal oldalan két dimenzidban a kdzéppont-
szabalyt alkalmazva:

/‘-“: f . w(t, . xy)dedy = hohy(u(t, . xp0) 4 ﬂl:hf | .I'i;':]l]. (251)
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és hasonlo eredményt kapunk a masik tagra is. Teljesiil tovabba, hogy

%{r’],n[a‘..rj,h. y) — deult,r;_1,y)) = deult,z;,y) + G{hf} =

. _ . . (252)
_ult, Tj-1,y) Eﬂlt‘-;mﬂ tult ziey) O(h2) = D2 ult,z;.y) + O(h?).

A (252) formula alapjan (249) utolso eldtti soranak tagjait a kovetkezoképpen adhatjuk meg:

ne1 *ih_ bng
f f fleu(t, z; !;}{ir;{l.f +f f S deult, Ty, s y)dydf =
Vi)
|1"|

he(Dg ult.x;. y) + O(h))dydt =

tnt1 o o o
= f hehy, (Dg ult, xj. ) + OlhT) + f)l{h;]]da‘,
tn

amit a trapéz-szaballyal kozelitve nyerjiik a

S B | Entl  FUL)
= / / . f]IJJ(f,;i'J. 1.y )dydt -+-/ f T “““rj L1 ydydt =
e Juy ’ tn Sy :

(253)
"i z il ] @ =
= h_,.h_,,ﬁ{f;'ﬁ_ru{f,. 1, Ty ) + Dy pulta, zj ) + O(R3) + O(hy) + O(07%))
kozelitést. Hasonloan kapjuk az
In+1 J'I_+g‘ Em41 J'H'_||
_ / f " dyu(t,x, yy_y )drdt -+-/ / " dyult, T,y 1 )dede
T ' g ' (254)

d 2 2 ] ] ]
= hj.h_,,ﬁ{ﬂﬁ_yu{f,. 1, T ) + Do yulta, zj, ye) + O(ht) + O(hy) + O(87))

egyenlOséget is. Ezutan (249) bal oldalara a (251), jobb oldalara pedig a (253) és a (254) kozelitéseket
alkalmazva kapjuk, hogy
hehy(w(tner, 5, 4) +@[.hi + hi]] bl (ultn, . ye) + @[h 4 h L)) =
b, 2
= hn‘igi{fi’ﬁ_,u{f.. v1 25 i) + D culta, Tjo ) + O(RZ) + O(hG) + O(F )+ (255)
I'i 5 5 ] ] .
+ h:ﬁyg[”ﬁ_y"“ml.if'j.,fﬂ.-]' + D ulte, xj, ) + Ohz) + O(hy) + O(07)),

h.h

vagyis mindkét oldalt v -nal 0sztva, valamint a hibatagokat elhagyva kapjuk az

u"tt - (%”ﬁ_;ll’ 2 J’Jn - '} =u" + (% Dp " + ; Djj 1 ") (256)

CrankNicolson-tipusa sémat.

13.3. Lemma. A (246) egyenletre vonatkozé (256) séma minden valtozé szerint masodrendben konzisztens,
valamint feltétel nélkiil stabil.
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Bizonyitas. A konzisztenciara vonatkozo allitas, sajnos, nem Ftszik a (255) alakbol, mert annak elsé sordban
(azaz a formula bal oldalan) lev6 hibatag nem tartalmazza a  paramétert. Ezért kdzvetlen bizonyitast adunk
erre; csak a pontonkénti konzisztenciat igazoljuk. Ehhez a sémat az

I']'” - ll“ 1 1 - r1 LB 1 2 T e -
— =3 (h—.zﬁr'n.:(“ +u") 4 h—_zﬁ[']._,‘{u +u 1}) (257)
= x w

alakba irjuk. Tudjuk, hogy a bal oldalba a pontos megoldast helyettesitve

ul(n + 1)d 7; y) —wmdz; ) _ gy Ls o )+ 0@

] 2

1 DE [uFL+uFL-l)

tovabba (257) jobb oldalan a hZ = 0 tagba helyettesitve az a kdvetkezo alakba irhato:

Oecul(n +1)d, x5, ) + Fezu((n+ 1)8, x5, ye) + f?(r?;z].

Felhasznalva a

1, . 1 i i . -
et (4 Ejrﬁ..r'j, Y = E[f}”n[[n F1)0, x5, y) + Oepulnd, x;,y5) ) + O67)

formulat, majd ugyanezt az ¥ valtozo szerint is alkalmazva Osszességében a (257) sémaba a pontos megoldast
helyettesitve nyerjiik, hogy

;. t) + O(h2) + O(6* M

b | =
—

hul(n 4 %Jt'i. T, Y ) + C‘r'[r‘l'z] = dul(n+

+ah,, t( (1 4 %:Iti. Tis ) 4 G[ﬁi} - (8%
(258)

Mivel 1 a pontos megoldas, igy a (257) séma hibatagja
O(h) + O(hy) + O(5°),

amelyet ¢ -val kell szorozni, hogy az eredeti (256) sémét kapjuk, igy az pontonként valéban minden valtozo
szerint masodrendben konzisztens. A stabilitas igazolasahoz a (256) formuldban szereplé egyenléség mindkét
oldalara Fourier-transzformaciot alkalmazva kapjuk, hogy

_;.r?(u“' 1 _ (—IJ;”u" oy ’ﬂﬁ " )){“M':}' =

2
o (X F' g (Xg
- 4 gsin* - + —= 2 - 4 51n” ?)

r

x
2

= F(u"1)(ay, an) (i 3

valamint

P (o~ (D 00 (o) =
=F(11"}[r1].r13](1—E 4sin” \——%--hm‘i;).

azaz a szorzofaktor a kovetkezo alaku lesz:

£

1‘-,111"—1 — v, 4gip? a2
-I:-m"‘—,’;’-‘

plovy, o) =

l.:-L;" |.:|

LA
2
1+ %= 1\]11','—1 I
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— T A aind a1 — 7 A4 i 2 ez
Itt az @ =5 -dsin” G 4 a,=F -4sin”F (. ty = )

egyenl6tlenség felhasznalasaval nyerjiik, hogy

jelolések bevezetésével, valamint az

—(1+astay) <1 —a:—ay; =1+ a:+ ay,

azaz

. . l —a,. —a
|;.l|_rr].n_4_l = Bl <,

1 + a- + ay
amibdl (235) kovetkezik a (256) séma stabilitasa. [QED]
A (256) sémaval kapcsolatban lasd a 20.2.10. animaciot!

Figyeljik meg, hogy a sémaban szerepld iddlépés végrehajtasdhoz egy olyan matrixot kell invertalnunk,
amelyikben egy nemnulla f6atlon kiviil még 4 nemnulla elem van, és ezek nincsenek mind koézel a féatlohoz.
Ezért azzal probalkozunk, hogy olyan sémat talaljunk, amely ugyanigy feltétel nélkiil stabil, ugyanakkor az
abban szerepld egyenletrendszer megoldasa joval kevesebb miiveletet igényel. Felmeriil természetesen a kérdés,
hogy sziikséges-e implicit sémat alkalmazni. A vélasz, sajnos, igenld, amit a numerikus fiiggési tartomany
vizsgalatakor adunk meg részletesebben.

14.2.2. 13.2.2 Valtakozo6 iranyban implicit (ADI) tipusu sémak

A fenti kivanalomnak megfeleld sémat konstrualhatunk az alabbi elv alapjan:

» El6szor egy fél 1épést tesziink ugy, hogy az egyik valtozo (legyen ez 1) szerint explicit a masik szerint pedig
implicit sémat irunk fel.

* Az el6z6 fél 1épés eredményét hasznalva most az ¥/ valtozo szerint explicit, majd az & szerint implicit sémat
alkalmazunk.

A fenti elv szerint kapott sémat az

(259)

n+ 3 ro ry2 Londl n rg 32 4.0
u"t: — 205 u"r =u"+ %05 u

R | g 2 4+l __ i 4 1. Fy 2 i+ I_,
u = 505 u =u""E 4 g5 utt e

alakba irhatjuk, és PeacemanRachford-sémanak nevezziik (a sémaban szereplé matrixok alakjahoz lasd az 53.
abrat).
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0 z.. - .
32,
S 904
ot 4
eBe

10+ B

-+
15¢ LU
Pad
°%
20t e s,
32
251 i -4

0 10 20

0. ]

13.4. Lemma. A (246) egyenletre vonatkozoé (259) séma feltétel nélkiil stabil.

Bizonyitas. A (259) sémaban szerepld egyenldség mindkét oldalara Fourier-transzformaciot alkalmazva kapjuk,
hogy

o £X3 r

-F“rllé[ﬂhﬂz] (1 + j?ﬂ '-1-"1'“!!“,—}_) = F(u")(c. ca2) (I - I— . 4 sin’ “—;)

valamint

Fu™(ay,a2) (l + :—; - 4sin® ”El) = ‘Fll"ki[ﬁ].ﬂz} (1 — %'—IHILIIE E) .

vagyis Osszevetve ezeket adodik, hogy

Fu" Yy, aa) N
Fut(ag,ap)
(1 =2, -sin® 2)(1 - 2r, -sin® )

(14 2ry - sin” 2)(1 + 27, - sin® )’

plog, ag) =

A 13.3 lemma jeldléseivel tehat

(1 =a.)(1 —ay)
(1+a.)(1+a,)

ploy, ) =

¢s U= @e, Gy it ismét |Pl01.02)] <1 tehat a (259) séma valéban feltétel nélkiil stabil. [QED]
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A stabilitds bizonyitasa egyszer(i volt, a modszer pedig szinte ugyanaz, mint amit korabban hasznaltunk.
Erdekes, hogy a konzisztencia bizonyitisa egyaltalan nem nyilvanvalo. Az alibbi bizonyitasban szerepl6
elemzésnek magasabb dimenzidban is hasznat vehetjiik.

O(d%) + O(h3) + O(h3)

13.5. Lemma. A (259) séma rendben konzisztens a (246) egyenlettel.

Bizonyitas. A bizonyitashoz a sémat eldszor az

{{f P2 unti = (14 =DE)u

3 1 [f'[i»”_l
(=% U:u} = (I + F DG, utt

r{, 7
alakba irjuk. Az els6 sort balrdl I'+50;

(r+5303,) (1- 203, )ud = (1+ 203, ) (1+ 5058.) .

ahol az els6 két komponens felcserélésével (ez itt megtehetd), majd (260) masodik azonossidganak
alkalmazasaval kapjuk, hogy

. P s . Py o r,
(.‘ JIJM) (I + E!}ﬁ_,) u (I — _—"}'Jﬁ_,;) [:J' + E’
= (; _ u;;:M) [:; -~ ‘:—:IJ;_
amely tehat a (260) séma kovetkezménye. Ugyanakkor az

(r+3203,) (1+ 508w = (1-203,) (1- 508 )w™, (20)

# -vel szorozva nyerjiik, hogy

(261)

séma ckvivalens is a (260) sémaval, mert az

utd = (f ;””r:r,) 1(! “H,;J)u"

egyenloséggel definialt u"t: vektorra teljesiil (260) els6 sora, emellett ezt az egyenldséget balrol

ry 12

(I + 30, u } -nal szorozva kapjuk a (261) egyenléségben szerepl6 elsé egyenléséget, valamint (262) alapjan a
benne szereplé masodik egyenléség is teljesiil, vagyis abbol nyerjiik a (260) séma masodik sorat is. Kifejtve a
kapott egyenldség jobb és bal oldalat nyerjiik azt is, hogy

r

(!-+ '*nnq + =D}, + *n,,”f;r;,)

_ (.r Ty LD, - EpE g "fJ“ JJE,J) HL

2

ahol az utolso6 tagokat elhagyva pontosan a CrankNicolson-sémat kapnank. Ugy is mondhatjuk, ennyivel
perturbaltuk azt, hogy a fenti (259) sémat nyerjiik. Itt a két oldal utolsé tagjaba a pontos megoldast helyettesitve,
és azokat egymasbdl kivonva kapjuk, majd a 13.1 lemma 2. pontjdban szereplé eredményt is felhasznalva
kapjuk, hogy

; - . i 1
el ‘”ﬁ -r”“ Jul(n+1)4,+) —u(nd, )] = e.—lh—_jﬂ'ﬂ ” - .”f',, . f} und,-) =
N

= r‘j-'(;‘j“””f'.i',u[m'i,j i {’_’)[hﬁ] y {?[hf]}

O(8) + O(h2) + O(h2)

vagyis a (261)-ban, azaz a (260)-ben felirt séma is ugyantugy rendben konzisztens a

(246) egyenlettel. [QED]
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AAnséma (@pl_) a_f@k}gri%a'&n alakjabol egy masik, az eredetivel rokon sémat is felirhatunk: Legyen ezuttal
* 2 K

, azaz a (261) egyenléségbol

(I—2D3)u*s = (I+2D3,) (1+ 2D}, )u"
(f==D5,)u"! =u™ 3,
amelyet DYakonov-sémanak is neveznek. Nyilvanvaléan ez ugyanolyan rendben Kkonzisztens, mint a

PeacemanRachford-séma, és ugyantigy stabil is, hiszen a hozzad tartozd lépésoperator ugyanaz, mint a
PeacemanRachford-sémahoz tartozo.

14.3. 13.3 Parabolikus egyenletek 3 dimenziéban

A (245) egyenlet haromdimenzids verzidjara vonatkozo sémak keresésekor kézenfekvonek tiinik az olyan ADI
tipusi séma, amellyel 1/3 1épést tesziink 3-szor, mindig csak egy-egy valtozd szerint implicit formulat
alkalmazva, azaz a

g 1 2 y Fu 2 K
u” 1’“ h, C=u" 4 DG, w4 T D5, u”
3 " 5 3 .1 - 5 el i 7 3 1 P
u"ts — ’—L‘-'m, u"ts =a""i + D5, u"s + D5, u''s (263)
u™tt = =y H=u"i g 2Dp, w200, utts

0.k | T 0.he

sémat irhatjuk fel. Kideriil azonban, hogy ez nem rendelkezik a kivant stabilitasi tulajdonsaggal, sot a

konzisztenciarendje is alacsonyabb, mint a (246) egyenletre vonatkozo (259) sémanak: id6 szerint csak O(d)
rendben konzisztens. Csak az elébbi allitast bizonyitjuk:

13.6. Allitas. A (263) séma feltételesen stabil.

Bizonyitas. Mindharom egyenletre diszkrét ideji Fourier-transzformaciot alkalmazva kapjuk, hogy

F fn][l t —:a-*-um 3= .Fu"[nj{l - :;*-:lnrlL - -Ll.ﬁm —‘1
1 e i "
-[(;t]l[l t !JIHLEI 3) = '-{f'l:jll:_ . sin® 5 ——{I,hlil —'-j
Fu""[n][l b aresin —‘,LI ,F Fi(o)(1 - 1:,,-m‘*—" — 37 sin” ),

amelyeket 0szeszorozva, majd atrendezve nyerjik az

Fu™ o) B
Fu'lex)

Ll——.l sin —-*—-:

2n

. B 1 \
rys8in” St — 2r, sin” S

psin® 2)(1 — gr,sin® % — r.sin® 38)(1 -

1
A
'_’ﬂ'l

2/

(14 ;'trJthlz*f’jl][l ‘ la,,aur’i_;}[l f 2r.sin

egyenl8séget. Ha itt példaul "= = v = 7= = 3 akkor

plr,m,am) = ———2 = ——

‘Furl +1 { 'J -1
L j-““ (; = ';l-

e | 1 |

vagyis a séma ebben az esetben biztosan instabil. [QED]

Tovabb fogunk keresni, olyan sémat szeretnénk, amely minden valtozd szerint masodrendben konzisztens,
valamint feltétel nélkiil stabil is.

14.3.1. 13.3.1 Sémak faktorizacioja
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Haromdimenziés ADI tipusu sémak eléallitasanal nagyon bonyolult formulakat kapnank, ha a konzisztenciarend
kiszamitasdhoz mindig egyszertien a Taylor-sorfejtéseket alkalmaznank. Azt sem tudjuk elére, hogy milyen
sémaval probalkozzunk, ezért a levezetésekhez egy egységes, kevés szamolast igényld eljarast volna jo
hasznalni.

Az alapétlet ugyanaz, mint a kétdimenzios esetben. Egy ismert konzisztens sémabol indulunk ki, és
megvaltoztatjuk ugy, hogy a konzisztenciarend megmaradjon, ugyanakkor a kapott sémaban szerepl6 kozelitést
egyszertien és hatékonyan ki tudjuk szamolni. Ehhez egyszeriien invertalhato operatorok szorzatara bontjuk.

Ennek megfelelden a (245) egyenlet haromdimenzids verzidjara vonatkozo ismert CrankNicolson-sémabol
indulunk ki (54. abra):

4l Tz 2 "y 2 s 12 .04l n, (Tey2 , Ty Te 2 voon forid)
w' = (5D, + 5 Doy + 5 Do u" = u" + (5D, + 5D, + 5Dy Jut. (264)

Erre vonatkozoéan hasznaljuk a kovetkezd lemma eredményét.

52 2 2
13.7. Lemma. A (264) séma O() + Olh;) + O[h'y) rendben konzisztens a (245) egyenlet haromdimenzids
verzidjaval, valamint feltétel nélkiil stabil.

A bizonyitas analdg a kétdimenzids esetre vonatkozo hasonld allitas bizonyitasaval, a konzisztencia igazolasa
Osszetett. Itt nem tériink ki ezekre. Tudjuk, hogy

- (=

2
r

2 r:ﬂ,—’, )= (- D) - '*f},,_}; (I - %f,:{'-;_:;_

-
=

D: 4l U

N

r
2

Tl g, - ez, p. - B0 D2,

) = n;_r D; Dj ..

és hasonldan

r: '] r.l f': ooy |.- f': I
{4 LE”‘_“ i }'),“ y J’.J, Jd=(14 JUHJ}{J’ 5 D,MJH i I—jf){,_:;l—
x Ty Ty Ts 2 reTy e TyTs o o 0
- -2 5 J’J ”n - = 5 J’Jn IffJ ) J’J' J’J' > -2 > ”n_r”n__;,”n_:-

Ezeket a (264) formula bal és jobb oldalaba helyettesitve, majd az egészet rendezve, és a 13.7 lemmaban
szerepld hibatagokat beirva nyerjiik, hogy

[! ]r.]r:'l‘l[;‘ — _f.l ;} If}[! j;.lrjlf::: ]“."-I =

_ [I+ ;J;“]{f+ *Jj)rilfj[f--;”ﬁ_}““_k
(265)
D?

0.y

4 ""’u,“_{:r“”; D2+ - “U D) () -

".‘.z""_""\

Tyl
22
L)

Di D5, Dp (0" +u”) + 5(0(6%) + O(h3) + O(h})).

T,

.
9

~

.u|..

I

I‘.'..-l

A jobb oldal hibatag el6tti utolso tagja

1.1 ., 1 1
E”Eh’”ﬁif’U”"f‘u" (" 4 u")

alakba irhat6. A 13.1 lemma 3. pontja szerint ez pontonként O(s") nagysagrendil. Hasonlo6an, a jobb oldalon az
eldtte levo sor elso tagja

1,1 5 1 1
[u.u-] . l.l"J - ﬁi .L} .U'

f'} i:l_ 1 I||il I“'Ilr B IiIlJ
N

J
F? 02 0.y

I_J

160
XMLmind XSL-FO Converter



Parcialis differencialegyenletek
numerikus modszerei szamitogépes
alkalmazésokkal

alakba irhat6. A 13.1 lemma 2. pontja szerint ez pontonként (%) nagysagrenddi. Ugyanilyen nagysagrendi
becslés teljesiil (265) tobbi tagjara is.

Innen kapjuk a kovetkez6 lemma eredményét:

13.8. Lemma. Az alabbi

Te 2 Ty 2 Tz 42 4 nél Fe 2 4 " n2 vra 22 vt o
(I==D},) (I =2 D3 )(I— =D ™" = (I+=DE)(I+-2D3, )+ D3 )u", (266)

52 2 2 2
faktorizalt alakti séma C107) +OUL) + Olhy) + OUhZ)  rendben  konzisztens a (245) egyenlet
haromdimenzids verzidjaval, valamint a beldle kapott Iépésoperator feltétel nélkiil stabil.

Bizonyitas. A (265) formula, valamint a jobb oldalon a hibatag el6tti négy tagra vonatkozoé nagysagrendi becslés
alapjan kapjuk, hogy

(I = D)1 = D3 )1 — =D Ju™ = (I + =D )(I + D3 (I + = D3 Ju"+
FAO(5°) + S(O(8°) + O(h3) + C]'L'h_,':] F+O(hD).

ami éppen a lemmaban szerepld nagysagrend. [QED]

14.3.1.1. Két konstrukcié a faktorizalt séma alapjan

A faktorizalt séma segitségével kiilonbozd eljarasokat adhatunk u"*! kiszamitasara. A formulak egyszeriisitése
érdekében a véges differenciakra bevezetjiik az

T

Az = :; ;)';Jll.n' 1‘ = ”ﬁq A= r._}-!'}ﬁ

jeloléseket.
Az els6 konstrukcidohoz eldszor (266) mindkét oldalabol az

I+ A+ AA: + A A )0
mennyiséget kivonva, majd az

(As + Ay + A= + A A A:) 0"

mennyiséget hozzaadva kapjuk, hogy

(I — AN — A — A)(u™ —u™) =2(A, + A, + A)u" + 24,4, A.u".

Itt az A A A tag nagysagrendje O(d°) , tehat a séma konzisztenciarendje valtozatlan marad, ha ezt
elhagyjuk. Tehat a tovabbiakban a

(I — AN — AN — A)u™ —u") =2(A, + A, + A )u".

sémaval foglalkozunk. Az

i

W= ([— A" —u") Es ow"E = (1 — Ayu™ S=(1- A (I — Az )(u"* ! —u")

jelolések bevezetésével a kovetkezo sémat kapjuk:
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(I - .«1,-]u"'1< = :r[ A, A )u”
[ — A u"d = u":
( _,.}11 3 =u"ts ) (267)
(I —A)u" —u")=u""s
.url-l — u.'t I‘ .u.u- 1 _ un'l..'

ahol az utols6 két 1épést akar Gssze is vonhatjuk. A (267) sémat DouglasGunn-sémanak nevezzik (55., 56., 57.
abrak). A masik eljaras ahhoz hasonlit, ahogy a DYakonov-sémat konstrualtuk. Ekkor a (266) faktorizalt
sémaban az

w™ = (1 — AJutt és u™ts = (I — A utS = (1 — A — Au™!
jelolések bevezetésével a

(= A Ju™s = (I + AN+ A + A)u”
(I — A)u"* 5 =u"*s (268)
{l; _ _4:']"”- 1 —_ “n, 3

sémat nyerjiik, amelyet haromdimenzidés DY akonov-sémanak nevezhetiink. Mindkét fenti séma alkalmazasakor
csakis olyan matrix invertalasara van sziikség, ahol 3 nemnulla 4tl6 van, azaz minden sor legfeljebb 3 nemnulla
elemet tartalmaz. Emiatt, habar az eljaras Osszetettebbnek tlinik, mint a CrankNicolson-séma, mégis annal
hatékonyabb modszert kapunk. A kdvetkezokben igazoljuk, hogy a fenti mddszerek stabilitasi tulajdonsdga is
megfeleld.

13.9. Lemma. Mind a (267), mind a (268) képletben megadott séma feltétel nélkiil stabil.

Bizonyitas. A (267) séma egyes 1épéseiben mindkét oldal Fourier-transzformaltjat véve (az utolsd egyenlGséget
kozben atalakitva) kapjuk, hogy

(14 2r,sin® 9) Fu™ Har) = —14 (resin® G 4+ rysin® 2 4 rosin® ) Fu"(a)
(1+ 2rysin® %) Fu"’ Ha) = Fu" ia) (269)
(1 + 2r.sin® %) Fu"*! —u"]l[ﬂrl' Fu"i(a) o
Fu"'a) - Fu'(a) = Flu""' —u"){a).
Ezeket 0sszeszorozva, egyszerlsitve, majd rendezve nyerjiik, hogy
Fu" ) — Fu"(ex) : (7, sin® 2 {-J‘.‘wlIIJ%"} + 7. sin® 52 )
Fu' (o) (14 2r,sin? } (1+2r, sin® %) (1+ 2r.sin® %)’
azaz bevezetve az
3 (1D PRLLE
!-= } I"'II'I- — Jr..i.— fl.l""”l T (I:;}":Hi”h,_-:
jeloléseket kapjuk, hogy
Fu" ) A+B+C
pla) = —————=1-12 -
Ju(ex) (1+A)(1+B)(1+C)

A feltétel nélkiili stabilitashoz azt kell tehat igazolnunk, hogy tetszéleges pozitiv A, B g (' esetén

0 < A+ B+C
S 1+ A+ B)(1+0)

(P
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EzA<1+A B<1+B ¢C<1+C miatt nyilvanvals, igy igazoltuk a (267) séma feltétel nélkili
stabilitasat. A masodik allitdst nem bizonyitjuk, ugyanis az a 13.4 lemma bizonyitasanak nyilvanvald
modositasaval kaphat6. [QED]

0 © ®

S 'ffffi;..o ...o.
10 -0.. ..’!:zi:o.. ..o..
15 °°....°'.f§:;§; '°....
< ...o fiz...o
25 e, el

0

10

20

nz=135

54. abra. A haromdimenziés feladat Crank—Nicolson-sémajanak bal oldalan allé I —
=D} —3DZ, — %D} . matrix nemnulla elemek elhelyezkedése (n, =n, = n. = 3).
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10¢ g&

20} 3%e

0 10 20
nz =63

- ’ ’ . . ’ s ’ ’ . 2
55. abra. A haromdimenzios feladat Douglas-Gunn-sémadjanak bal oldalan allé I — % Dj

matrix nemnulla elemeinek elhelyezkedése (n, =n, = n. = 3).

Or—s
s .o..o
Sl e, 0, 0
% %
10t * %, o,
o..o..o.
15} °©°"*
., o.. s
201 o:.o:°o.
25| o, o, 0
o,

0 10 20
nz =63

- ’ ’ . .’ . ” s r ’ ’ ’ 2
56. abra. A haromdimenzics feladat Douglas-Gunn-sémajanak bal oldalan allé 1 — 3 Dy,
matrix nemnulla elemeinek elhelyezkedése (n, =n, = n. = 3).
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Ors
&
% 3
St % %
., .,
10}e " %
% @ %
15¢ ..o ..o ..o
% % ™
® ., ®
20t s .
o.. o..
25| % %
° 5

0 10
nz =63

o s ’ . «s p v ’ ’ oYy »
57. abra. A haromdimenzids feladat Douglas-Gunn-sémajanak bal oldalan allé [ — % Dj .

matrix nemnulla elemeinek elhelyezkedése (n, =n

y =n. =3).

14.4. 13.4 Forrastagok beépitése a faktorizalt sémakba

Ebben a szakaszban olyan parabolikus feladatokat vizsgalunk, ahol a jobb oldalon egy ! forrastag is szerepel.
Akarhogy is épitjiik be ezeket a faktorizalt sémakba, azok stabilitdsa nyilvan nem valtozik. Amit a kovetkezd
sémak konstrukcidja soran ellendrizni kell, az a megfeleld eljarasok konzisztenciaja.

14.4.1. 13.4.1 A kétdimenzios eset

A CrankNicolson-séma elemzésekor kapott (258) formulaban a hibatagok masodrendiieck maradnak, ha a

forrastagot tartalmazo esetben a jobb oldalra

. L, . 1 ) . .
flln+3)8.25,0) vagy 5(f(ndzj.m) + f((n+ 18,25 u))

keriil. Ennek megfelelden teljesiil a kovetkezd lemma:

13.10. Lemma. A kétdimenzios | forrastagot is tartalmaz6 (246) feladattal minden valtozo szerint
masodrendben konzisztensek a kovetkezé sémak:

3 1

wtt o (P2 g ;—:IJ‘:“ ju™’

0 [{ETE

valamint

n+l Fr a2
u - [?H“_J 1

Ty R T | mn T
?;IJ"_T;III. =u"+(—

T »
n &
=u" + (5D, 4

%”ﬁ.-r}““ + af""

i
&

(270)
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Ennek megfelelen a kdvetkezoket allithatjuk.

13.11. Allitas. A (259)-beli PeacemanRachford-séma modositasaval kapott

't — r—"'}'}'? ""é =u" + ’—_'fﬂz_ru“ + ':': n+3
u"tt — ’-&D;,I =u"*3 4 + D5, u" 2 1
valamint a
T %Hﬁ_”u“'; =u" + ’—_f”'r“;_‘u” } ﬂ.,f" 971)
w'tt — = DE uttt = u"ta 4 =Dg e 4 S (75)

faktorizalt sémak masodrendben konzisztensek.

Bizonyitas. A masodik sémara vonatkozo allitast igazoljuk csak, az elsé hasonloan torténik, st egyszeriibb is. A

Ty 12
bizonyitasra térve szorozzuk meg (271) els6 sorat I+ Dﬂ* -tel, majd cseréljiik fel a bal oldalon a

komponenseket! Ekkor

(r-"03,) (1+203,) wt = (1+ 203, ) (1+ 508w+ (1+ 203, ::f

azaz (271) masodik sora miatt

(f - T—ff}ﬁ_”) (f —~ %L}ﬁ_”) "l
(1- 2D, )

(1+303,) (1 +5 D8 )w+ (1 +72D3,) f}f

=

Lad|

tehat

[:f + %”ﬁ._-,) (j + %”g_‘) o f" _ f" ,

+ (£ — ).

(f - ’”nn ) (f - ’f?’r:rg__,,)u““—
330

%_;_ ni[fn 1 fn.)

Ez a mésodrendben konzisztens (270) sématol a tagban kiilonbozik. Azonban ez

a1 2 1 T4
‘lh Dﬂyéan

[QED]

A forrastag egy masik lehetséges beépitését targyalja a 21.13 feladat.

alakra irhato 4t, amely 8° nagysagrendii, vagyis a fenti konzisztenciarenden nem valtoztat.

A fenti gondolatmenetnél egyszeriibben, kdzvetleniil kapjuk a DYakonov-séma modositasara vonatkozé alabbi
eredményt.

13.12. Allitds. Mind az

{{f ~ 2D Juwt: = (I+2D3,) (I +%D3,)u" + of"*:
{‘;__E l:]_l) .lll]=url'3‘

mind az
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(f - TIJJI}I ut: = (14 %U,‘,)_,J (14 ’_T,'ﬂﬁ_l]u” FS(F" + freny
(I =%D; . )u" =u"*:

séma masodrendben konzisztens a (246) egyenlet ! forrastaggal ellatott verzidjaval.

14.4.2. 13.4.2 A haromdimenzios eset

A harom dimenzioban felirt és forrastagot is tartalmazo (245) feladattal minden valtozd szerint
masodrendben konzisztensek a kdvetkezé sémak:

4l r-‘ v r-"-l 2 'I.: 2 4 _mil (i1 rJ’ ] r"-' ) f': 2 fi o i 1
u - [-_;”ﬂ_. f T”u.!r t ?”n,: ju =u -+ [T”u,. f ?”'-'-'r t T'DH.:]" 2
valamint
- 5 " . . . 111 =1
n+4l Tz 3 Ty 2 , Tz g2 n+1 n Ts 2 Ty 2 Ts 2 y..n "+ F
1 —I':.Ir.::'“_J t I—’rf.}”_” t TL}”_:]I] =11 - {Tf}”-’ t I—;Jr.)“_.f t I—JIJ“_:?II +ro.

Innen az el6z6 szakaszban ismertetett modszerrel kapjuk a kdvetkezo allitast.

13.13. Allitas. A DouglasGunn-séma forrastagot is tartalmazo

(I =5D3,)uws = (505, + 303, + 5D7.) u* + 3(f" + £1)
{ I - JTI)E{-'J} uts = u" )
{f—ll_—_:';l;{.:}[ll“l] —u") =u"ts

1 n

R | I | |

4l _ il

il =1
verzidja masodrendben konzisztens a forrastagot is tartalmazo (245) egyenlet haromdimenzios verziojaval.

Tovabbi példak talalhatok a [25] kényvben.

15. 14 Elsérendi hiperbolikus egyenletek

Ebben a fejezetben
dhulf,x) +a- deult,x)= f(t x)

alaka elsérendii hiperbolikus egyenleteket vizsgalunk egy, majd t6bb dimenzioban, ahol a € R s
ExR"— R tpust 1 fliggvény adottak. A felépités és a sémak vizsgalatira vonatkozé modszerek
hasonloak a parabolikus egyenletek esetéhez. Az erre vonatkozo feladatokat minden esetben kezdeti feltétellel
latjuk el, tovabba a értékétdl fliggden, illetve a kapcsolodd modell alapjan kiilonbdzd peremfeltételeket
alkalmazhatunk. A megfelelé advekcios modellekben a az dramlas (ismert) sebessége.

A stabilitasvizsgalat soran elegend6 ennek homogén verzidjaval, az =10 esettel foglalkozni. Ennek pontos
megoldasa gyakran kiszamithat6 a kdvetkezo Osszefiiggés alapjan:

ult, x) = u(l,x — ta);

i
példaul abban az esetben, ha a megfelelé feladat R x [0, T -on adott. Ezzel szoros kapcsolatban van az
elsdrendi egyenletekre vonatkoz6 karakterisztikdk elmélete, amely szerint a homogén feladat megoldasa a
karakterisztikak (58. és 59. dbrak) mentén allando.
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29, abra. Az egydimenzios advekeios egvenlet néhany karakterisztikaja a < 0 esetén,
Ennek felhasznalasaval egyéb esetekben is viszonylag egyszeri a megfelelé feladatokra megoldoképletet adni.
Ezért a kovetkezd vizsgalatok gyakorlati haszna nem az ilyen egyenletek kdzvetlen megoldasa, hanem
altalanositasa azokban az esetekben, amikor az aramlast, hullamterjedést dsszetettebb modellek és egyenletek

segitségével vizsgaljuk.

15.1. 14.1 Hiperbolikus egyenletek 1 dimenziéban

El8szor az egész [ -en adott
thu(t, x) + adcult. x) =0

probléméval foglalkozunk, ahol @ € I£ adott. Az alabbi

dault, )+ adult,r) =0, teR", reR (272)
ulr)=glr), ek
N
feladatra vonatkoz6 vizsgalatot mar végeztiink, ahol minden esetben a i =aj jeloléssel élve a
uf = (1 4+ R)u — Rull,, (273)

sémat alkalmaztuk. A 12.13 példa kovetkezményeként kaptuk, hogy ez csakis akkor lehet stabil, ha @ €
Tovabba ekkor a stabilitas feltétele mind a peremérték nélkiili, mind az intervallum bal oldalan rogzitett
peremfeltétel mellett —1 = 7 = 0; ¢z utobbit a 12.30 példaban irtuk le.

Nem tériink ki a kdvetkezd allitas bizonyitisara, mert az a fenti eredményekhez hasznalt gondolatmenet
minimalis valtoztatasaval adodik; lasd ezzel kapcsolatban a 21.18 feladatot!

14.1. Allitas. A (272) feladat megoldasat kozelitd
u;'l w, — RO _ug = (1 — Rju, + Ruy,_, (274)

séma stabilitdsanak sziikséges feltétele, hogy @ > () legyen. Tovabba a = () esetén a séma pontosan akkor
stabil, ha 0 < [ < 1,

Egy ilyen modszernek felel meg a 20.2.13. animacio.

Ha a < (0, akkor a (273) sémat upwind sémanak nevezziik, mert a diszkretizdcid soran hasznalt masik
alappontot az dramléssal ellentétes iranyban vessziik fel, a (274) sémat pedig downwind sémanak.
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A tovabbiakban egy olyan sémat vizsgalunk, amely els6 ranézésre jobbnak tlinik, mert mindenképpen az
aramlassal szemben is diszkretizalunk.

14.2. Allitas. A (272) feladat megoldasat kozelitd

#1 -
we = up — RDgup = w — 5 (jyy — ) (275)

séma semmilyen £ << ) érték esetén sem stabil.

Ez az eredmény kissé meglepd, hiszen itt a fenti elényon kiviil a konzisztenciarend is jobb, mint az upwind
séma esetében. Erre a problémara vonatkozik a 21.19 feladat. Szeretnénk olyan sémat is, amely az id6- és a
térvaltozok szerint egyarant masodrendii, emellett stabil is (esetleg valamilyen feltétellel).

Ennek konstrukci6jahoz megjegyezziik, hogy ha U € C*([0,T) x Q) , akkor a Gult. r) = —adsu(t.z)
egyenléség alapjan

iwult, r) = —ihadou(t, r) = —ad.ult, r) = n:f}hi}, ult,r) = r:?f'}”u{f,f]_ (27G)

A pontos megoldas & valtozo szerinti Taylor-sorfejtését, a rd vonatkozd egyenletet, a fenti a (276)
egyenléséget, majd az elsé és a masodik derivaltak masodrendi kozelitéseit hasznalva kapjuk, hogy

ul(n+ 1)8, kh) = wind, Bh) + ddu(nd, ki) + f?—;fi";,u[m'i. kh) + O(6%)

9 = P p . ar
= u(nd, kh) — addu(nd, kh) + ﬁ'%:iﬂ (nd, kh) + O(6%)

= u(nd. kh) — ab u(nd, (k + ljh]-— u(nd, (k — 1)h) } ﬂ[h'b,'l
2h
2 5 (k4 -9 ) i (ke —
*”L}ﬁT (u[rm. (k+ 1)h) ~“|::”:~“*J Fu(nd, (k—=1)h FUH?E]) L O
2 12

n . - . . a
= U, — E[Hﬂrm, (k+ 1) —u(nd, (k= 1)h)) + 8Oh")+

.

| {Tf_{u[m'i.{# F 1)) = 2u(nd, kh) + u(nd, (k = Dh)) + 82Oh%) + 064

- (i: + ”;) w(nd, (k — 1)h) + (1 — R2)u(nd, kh)+
R R . .
5 — 5)u®d, (k +1)hk) + 30(5h%) + FO(h?) + O(5%).

+ 1

A levezetés nyilvanvald kovetkezményeként kapjuk a kovetkezo allitast.
14.3. Allitas. Az alabbi
R R R R

upt = (5 + S )uioy + (1= Rl + (5 = 5)uk (277)

LaxWendroff-séma mindkét valtozdja szerint masodrendben konzisztens a (272) egyenlettel.
A (277) séma stabilitasara vonatkozik a kdvetkez6é eredmény.

14.4. Allitas. A (272) feladat megoldasara vonatkozé (277) LaxWendroff-séma pontosan akkor stabil, ha
IR<1

Bizonyitas.A (277) sémat a szamolasokhoz az
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R,
?.I’

i1l

I
T T - 71’}.,11" 4 Ju

alakba irjuk. Itt mindkét oldal diszkrét idejii Fourier-transzformaltjat véve kapjuk, hogy

i R*
Fu" (s) = Fu"(s) (I — .I'_} -+ 2isin s 4 5 2(cos s — l,‘l) .

azaz

1p12(s) = (Rsins) + (1 + R¥(cas s — 1))?
= sin*s+ 14 2R%(coss — 1) + B'(coss — 1)° =
=1+ R*(sin®s + 2coss — 2 + [*(cos’s + 1 — 2coss)) =
=1+ R (—cos’s+2coss— 1+ R cos*s+1—2coss)) =

14+ R*(coss — 1)*(R* —1).

Ez pontosan akkor lesz legfeljebb 1 minden s értekre, ha /i* —1 <0, azaz ha [B] = 1 ahogy a tételben
llitottuk. [QED]

Ehhez kapcsolodik a 20.2.14. és a 20.2.16. animacio.

14.5. Megjegyzés.

1. A LaxWendroff-séma leginkabb el6nyos oldala az, hogy a feladatban szerepldé a egyiitthato el6jelétél
fiiggetleniil hasznalhato. Ez kiilondsen fontos akkor, ha olyan feladatok egyes 1épéseiben, részfeladataiban
alkalmazzuk, ahol a megfelel6 fizikai problémaban az aramlas maga az ismeretlen, igy irdnyat nem ismerjiik,
¢s az természetes modon valtozhat is.

2. A LaxWendroff-séma két dimenzios kiterjesztését targyalja a 21.12 feladat.

3. A 272 feladatra vonatkozd tovabbi érdekes sémat tartalmaz a 21.20 feladat.

15.2. 14.2 Implicit sémak vizsgalata

A 14.2 allitas negativ eredménye utan megprobaljuk az ott felirt (275) sémat javitani.
14.6. Allitas. A (272) feladat megoldasahoz tartozo
up ' =up — H}'J“nr'J = u, + f—:r[ui' : — U :] (278)
séma feltétel nélkiil stabil.
Ju"’ J[.~~'] = Fu"(s) — 2 -sins- Fu""' ! (=],
vagyis

Fu"(s) !
Fun(s) 1+ 2Ri-sins’

pls) =

ahol [1+28i-sins| =1 4757 reciprokara a

Sl =r——Fp——7 =
|.F-’|: | |1+ 2R -sins| —
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egyenl6tlenség teljesiil. Ebbol pedig valoban kdvetkezik, hogy a fenti (278) séma stabil. [QED]
Hasonloéan vizsgélhatjuk a CrankNicolson tipust mddositast is.

14.7. Allitas. A (272) feladat megoldasat kozelitd

‘r—:!}“nf'J = Uy, — f—;f}[,ui' (280))

n+l |
H‘-' T

séma feltétel nélkiil stabil.

s

I
Fu" s 1+ 5 Sins) = Fu(s)(l —1i- L—:Hill s).

vagyis
Fu"*{s) 1—1- -ﬂ'lﬁiu.w
&) = . = . £ - (251)
f Fur(s) 1 +i-2sins l
ami két olyan komplex szam hanyadosa, amelyek egymas konjugaltjai, vagyis minden s -re lp(s)] =1, Epbol

pedig valoban kovetkezik, hogy a fenti séma stabil. [QED]

14.8. Megjegyzés. A gyakorlatban problémat okozhat, ha lp(s)] =1 minden s -re. A matrixokkal valé
miiveletek soran ugyanis felléphet olyan kerekitési hiba, ami miatt minden 1épésben nem 1-gyel, hanem egy 1-
nél kicsit nagyobb értékkel szorzodik a Fourier-transzformalt. EKkor a gyakorlatban nem kapunk olyan
konvergenciat, amire az itt targyalt elmélet alapjan szamitunk.

15.2.1. 14.2.1 Kétoldali implicit sémak korlatos tartomanyokon

Egydimenziés hiperbolikus feladatokra vonatkozo kétoldali sémak vizsgalatakor azzal a problémaval
szembesiiliink, hogy egy korrekt kitlizésti feladat esetén nem adott peremfeltétel a vizsgalt tartomany
(intervallum) mindkét oldalan.

Ezért ha csak az egyik oldalon adott a peremfeltétel, akkor meg kell valtoztatni a sémat a masik oldalon, hogy a
perem mellett levd racspontokban a kozelités kiszamithatod legyen. Ezt felfoghatjuk ugy is, hogy a jobb oldalon
mesterségesen valamilyen peremfeltételt konstrualunk, ezért az ezt leird egyenléségeket az irodalomban
numerikus peremfeltételnek is nevezik.

Ezt az dsszetett problémat nem targyaljuk altalanosan, a stabilitasra vonatkozo feltételek bizonyitasa helyett egy
konkrét példan szemléltetjitk a megfeleld eljarast.

14.9. Példa. Legyen Q=1(0.1) g5 a pozitiv! Ekkor adott folytonos 9 - (0.1) = R ¢ up: (0.7) = R
esetén a

dhult, ) + adult,z) =0, t(0.T), z (1)
ulb,z) =glz)., xTe(0.1) (282)
u(t,0) = up(t), te (0,7

korrekt kitlizésii feladat numerikus megoldasat vizsgaljuk. Ezt T' -ig az (T1,02, ., TN) belsd pontokban
szamitjuk ki, ahol

1 Nh
=10z = vay Iy = = . Eyer =1,

N+1°
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azaz 0 ={mo.71.....onu1} | Ekkor a LaxWendroff-sémaban (277) alapjan, valamint a peremfeltétel
figyelembevételével

;‘J . F i
il (g ; %) ug + (1 — R )uy + (% - %)“3 =

R R i 5 R R
- (? -+ —}) up(nd) + (1 — 1= )uy + (—J - ?) ;.

amely az eldz6 iddlépésben kapott értékekbdl kiszamithato, ugyanakkor

R* R
Juy_y + (1 = B)uy + (5 — 5 )uya,

0 RR
_.{7-., 5

(i r{
ahol Ui i1 nincs megadva. Emiatt az intervallum jobb szélén az alabbi kozelitést alkalmazzuk:
.':_';_" = Ru’y_, + (1 — R)uly. (283)

A (283) képletben szerepld egyenldség azonban hatassal lehet a modszer stabilitasara.

Hasonlé6 mondhat6 akkor is, ha implicit mddszert tekintiink. Bizonyitas nélkiil emlitjiik meg, hogy a (283)
képlettel definialt esetben a séma stabil, azonban ha (283) helyett az

n+l LT |
“.\' ”_\- 1

egyenléséget hasznaljuk, akkor a megfelelé séma nemcsak alacsony rendben lesz konzisztens, hanem instabilla
is valik.

Az ehhez kapcsolodo elmélet részletei a [24] konyvben talalhatok.
15.2.2. 14.2.2 Kétoldali implicit sémak periodikus peremfeltétellel

Az el6z0 szakaszban targyalt példaval ellentétben a kétoldali sémak természetes modon hasznalhatok abban az
esetben, ha a (282) feladatban a peremfeltételt periodikusra cseréljiik, azaz a

tult,x) + aideult, z) =0, t€(0.T), z € (0.1)
ull), ) = glx)., o e (), 1) [3\1}
wlt, ) =wu(t, 1), te(0,T)

feladat numerikus megoldasat végezziik el igy. A megfeleld 1épésmatrixok felirasat két példan szemléltetjiik.

14.10. Példa. A (284) feladat megoldasa implicit LaxWendroff-séma segitségével. Ekkor az id61épést a

£on" : "

képlettel adjuk meg, ahol az egyes matrixok a kovetkezok:

. Re I "= R
1~_ I ,3” U 0 r A
Evfa-5 28 0 0 0
B, R F B _R
B — 0 €4 l‘—T iy \“ 0
! 0 0 E.mr {_® ®_r
I ! 2 1 1
K, R R R
it v it v ! NG ;f T-” _;;-*
T 0 0 0 -+t 1-5
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tovabba

R? e R itz it
I+T —T+3 0 0 ! B

SESE gm0 0

B R r: R R

n. - 0 o 1{-_1- T]; ' -:-‘_ IF“ R 0

0 0 — — '!JE'_—’ ] },”
i* R I i 4 B
0 0 0 -4 -1 1t% E
—_ELr 0 0 -4 45

ahol a matrix els6, illetve utolsé soraban figyelembe vettiik a periodikus peremfeltételbdl adodo Ho = UN és az
UL = UN+1 egyenlGséget.

14.11. Példa. A (284) feladat megoldasa a (280) formulanak megfelelé implicit CrankNicolson-séma
segitségével. Ekkor az id6lépést a

A" = A" (285)

képlettel adjuk meg, ahol az egyes matrixok a kdvetkezok:

1 & o o o -B
-5 1 & 0 o0 0
|0 &1 & 9 0
o0 241 & o0
o o o -% 1 &

ft i
o0 0 =%

tovabba

1 -& 0 o o &
x -0 0 0
y —| 0 B & 0 o
1o o & 1 =% 0

i
o o o & 1 &
-0 0o o £

i ]

ahol a matrixok els6 és utolso soraban most is figyelembe vettiik a periodikus peremfeltételbdl adodo o = tw
és az U1 = UN+1 egyenlEséget.

Természetes moédon meriil fel a kérdés, hogy a fenti peremfeltétellel ellatott problémak esetében is megmarad-e
a vizsgalt implicit sémak stabilitasa. Az utobbi példa esetében adunk erre valaszt.

14.12. Allitas. A (285) formulaval megadott séma feltétel nélkiil stabil.

Bizonyitas. Legyen

amellyel a (285) séma az
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(I +Qu""' = (I —Qm"

alakba irhatd, vagyis a megfeleld Iépésmatrix ({+@Q) "1 —Q) Ekkor a (238) azonossag, valamint a
Q=0 egyenldség alapjan kapjuk, hogy

II+Q) " T-Q)3=e(I+Q) ' (I-Q)I+Q) (I -Q)")

=o(({+ Q) (I -QU=-Q) I +Q) ') =a((I+Q) (I -QUI+ QI+ Q)]
=o((I+Q) ' U+QU=-QIUI+Q) ") =c((I-Q)[(I+Q)"]") =
d((I+Q'I-Q))=a((I+Q)'(I+Q) =1,

amivel a bizonyitando allitast belattuk. [QED]

14.13. Megjegyzés. A 14.7 éllitashoz hasonloan itt is azt kaptuk, hogy a 1épésmatrix lo -norméaja minden esetben
1.

15.2.3. 14.2.3 A ShermanMorrison-algoritmus

Egy eljarast mutatunk a 14.10 és a 14.11 példakban szereplé implicit sémak hatékony numerikus kezelésére.
Mindkét esetben olyan matrixot kell invertalnunk, amelyben harom nemnulla atlon kiviil csak 1-1 nemnulla
elem talalhatd. Erre vonatkozdlag az alabbi altalanos lemma eredményét alkalmazzuk.

14.14. Lemma. Legyen B € R"*" invertilhato matrix, tovabba A = B —wz' valamilyen W-2 € "
vektorokkal! Ekkor

1

1. T -1
1276w ]wh’ we' 377,

Al=p"14

Bizonyitas. A bizonyitashoz egyszertien az A 1A szorzatot szamoljuk ki, ahol A~ helyébe a fenti formulat
helyettesitjiik. Nyilvanvalo atalakitasokkal kapjuk, hogy

1 - -
g — 1, 1 1 1 ) Ty _
- 1 - .
=[-8 lWZI + m.ﬁl !WZI.H' J'[;j—wzj]:
- 1 - 1 - .
=I1—-B'wz' 4 TG lwb’ ‘wz! — T 1wH 'wz'! B 'we') =
- ] 2! B tw
=I+B 'wz' | -1+ — I - = I]=
e ( 1 — 2B 'w 1 —-2z'D ]w)

. R
=1+ B ‘w1 | =1 — =1,
o ( "1-77B 'w)

ami bizonyitja a lemmat. [QED]
14.15. Példa. A 14.11 példaban felirt séma esetén

A, = .4._” — WZT~

ahol
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1-4& & o 0 o 0
*’-f 1 -*_‘-;‘ 0 0 0
0 i 1 =& g (0
— 1 1
Ao = 0 o & 1 & ¢
§ 0o o £ 1 &

I i
0 0 0 o0 & p4k

tovabba

w=(=10...01)" és z"= (En nﬁ)_
4 1

fgy a 14.14 lemma alapjan visszavezettiik a (285) rendszer megoldasat olyan rendszer megoldéasara, ahol
elegend6 a tridiagonalis Aso matrix inverzét kiszamolni.

14.16. Megjegyzés. A gyakorlatban altalaban még matrixok inverzét sem szamoljuk ki, ugyanis egy linearis
rendszer megoldasahoz erre nincs sziikség.

A fenti eredmények alapjan az egyes sémak tulajdonsagait a kovetkezo tablazatban foglaljuk 6ssze.

3. tablazat. Harom kilinbozd séma tulajdonsigai az egydimenzids (77) hiperbolikus
feladat megoldazanak numerikus kozelitosire,

modszer | komplexitas | stabilitas feltétele | rend iddben | rend térben
upwind explicit Euler |  explicit | R> -1 1 1
downwind explicit Euler explicit instahbil 1 1
centrilis explicit Euler explicit instabil 1 2
Lax—Wendroft [ explicit [ n=-1 2 2
centralis implicit Euler implicit 1 2
- centrilis Crank-Nicolson | implicit | - 2 2

15.3. 14.3 Hiperbolikus egyenletek magasabb dimenziéban: ADI
sémak

A két dimenzioban adott

thu(t,z,y) +adeult, r,y) + bidu(t,z.y) =10 (286)
hiperbolikus egyenlet numerikus megoldasat vizsgaljuk, ahol az
] )

R, = HE és R, = bh—”

jeloléseket alkalmazzuk majd. A standard CrankNicolson-sémat fogjuk felirni, és abbdl approximativ
faktorizacioval egy ADI tipust sémat konstrualunk.

A két dimenzidban adott (286) egyenletre vonatkozo CrankNicolson-séma a kovetkez6

(1 + J'riJ- Dy e+ %”,;]__,,) r;}'J;l = (I — %”“_, - %”{:.9) U s (287)
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72 2 2
amelyr6l nyilvanvald (de kissé Osszetett) szamolassal latszik, hogy O0%) + Ohz) + O[h'y) rendben
konzisztens a (286) egyenlettel. Atalakitva a (287) egyenletet kapjuk, hogy
R, R, I, I, .
- I+ ¥ Jr.-}”_”) “."‘I - —I_J“_r—"l.r.]']_qll“ 1 _
4 4 ' '
I, R, R, I,
= (; - T;J“J.) - (! - T-“Uﬂ__{,) uﬂ; ‘f:.rﬂ.,u
azaz
I, I,
(I —I.-}Iq]_r) (f ’”“ h.) #1 =
(288)

-H‘ h‘u I H‘J 'Hl.l i fl
(! - —nm) (; - T;Jf.__.,) u" + = Do~ Doy (u T u").

Fennall tovabba, hogy

.'? H, - b 1
Jf}ll_r;}l] q{ .-| +#1 urljl — :.'.! 1“ f_)”_: jr_l”_h,—_.IU, .f““-
16h.h, “ 8
vagyis a lemma 5. pontja alapjan kapjuk, hogy
.y ab J.H,.. 3 2
d. I{.I’ f .“I;]J ‘;""IIII ¥ -‘;Jr fl - r} { '{} "l;'r-]fu{”rj £y Uk} + m{h:} + @{h;}}'

tehat a (287) és igy a (288) séma minden valtozoja szerint masodrendben konzisztens. Emiatt a (288) sémabol

nyert
(; ‘iﬁm) (f R, DM) H— (f R ) (," _ By ’ )u
4 4 )

illetve a vele ekvivalens

[+ 8p, yui=(1-8%&p,)(1-%D, )u
1 I I !
(f + HT"”[I._J:) u*tl =" 3

BeamWarming-séma masodrendben konzisztens.
14.17. Allitas. A BeamWarming-séma feltétel nélkiil stabil.

Bizonyitas. A séma mindkét oldalara diszkrét idejii Fourier-transzformaciot alkalmazva kapjuk, hogy

‘F]]“Lé{(h.?’}(l + - '"’ -’.‘”'Ifl} Z‘F“J‘{(I,.i}il -1 ”: I‘\.'I'['l.l"'l}(l _‘:'HTMH&“ .',f)
Furt(a, 8) (14 B sin g) = Furti(a, 5),

b I.: =

amelyeket 0sszeszorozva, majd egyszeriisitve nyerjiik a

Furti(a,p)  (1-i-Ssina) (1-i-%sing)
pla, 3) = - =
Fur(a, 5) {]+i-f—_‘f-=inn}(] ~:—i-&ﬂin.i)

£

=3
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egyenldséget, ahol a jobb oldal egy komplex szamnak és konjugaltjanak hanyadosa, vagyis abszolut értéke 1.
Ezzel az allitast belattuk. [QED]

Két dimenziés hiperbolikus probléma numerikus megolddsdra vonatkozd kézenfekvd modszer lehet a
LaxWendroff-séma altalanositasa. Ezt targyalja a 21.12 feladat.

Hiperbolikus egyenletekre vonatkozé sémak kvalitativ tulajdonsagait elemzik a [24] és az [1] konyvek.

16. 15 A fuggési tartomanyok vizsgalata

Lattuk az el6z6 fejezetekben, hogy a parabolikus és a hiperbolikus egyenletekre konstrualt 6sszes egylépéses
explicit séma csak valamilyen feltétel mellett volt stabil. Azt vizsgaljuk meg a kovetkezokben, hogy vajon ez
torvényszeri, vagy iigyesebb konstrukcioval nyerhetnénk akar feltétel nélkiil konvergens explicit sémakat is.

A mbdszer az lesz, hogy Osszehasonlitjuk azt a tartomanyt, amelytdl a kozelités sordn, illetve az eredeti
feladatban egy rogzitett helyen kapott megoldas fiigg. Ezt az altalanos

c(0.T). xei2
€0,1), x¢ (289)

d(t.x) = Lult.x) |
ull.x) = uplx) xei?

tipust probléma esetén vizsgaljuk, ahol %0 adott, és feltessziik, hogy a probléma korrekt kitlizésii.

15.1. Definici6. Egy (t,x) ponthoz tartozé analitikus fliggési tartomanynak nevezziik és 2 x -szel jeloljiik azt

az (2-beli halmazt, amelyre %(:X) ¢riéke 0|2 -15] ténylegesen fiigg. Ezt gy értjiik, hogy ix azon
legsziikebb halmaz, amelyre igaz, hogy

uola, , = volo,, = ult.x) = v(t.x).
A kovetkezokben a fiiggési tartomany numerikus megfelel6jét definialjuk.

15.2. Definicio. Jeldlje Hus ©On gyt o legsziikebb halmazt, amelyre i fiigg uoloy -6l a h és &
paraméterekkel rendelkezd felosztas mellett. Ekkor az

U Hh..\

o

halmazt az (70.K@h) ponthoz tartozé numerikus fiiggési tartoménynak nevezzilk, ahol azon
felosztasparaméterekre vessziik az unioét, amelyeket a numerikus médszerben hasznalhatunk.

15.3. Megjegyzés. A Hus halmaz jelolése az egyszerliség kedvéért nem tartalmazza az 7 -t8l és k -t6l vald
fliggést.

A konvergenciara vonatkozo sziikséges feltételt valamilyen értelemben homogén feladatokra igazoljuk.

15.4. Tétel. Tegyilk fel, hogy az eredeti (289) feladat olyan, hogy o = 0 esetén “(f:X] =10 tovabba
azonosan nulla kezdeti feltétel mellett a numerikus megoldas is nulla. Ekkor a kdvetkezd értelemben vett

lim uy, = ult, x)
nd=t, kZh=x
d—, lh—0

konvergencia sziikséges feltétele az, hogy a (t.x) = (nd,k @ h) ponthoz tartoz6 analitikus fliggési tartomany
része az ehhez a ponthoz tartoz6 numerikus fliggési tartomanynak.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a tartalmazas nem teljesiil! Ekkor van olyan X0 pontja az analitikus filiggési
tartomanynak, amely a numerikusban nincsen benn. Legyen tovabba a kezdeti feltétel a numerikus fiiggési
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tartomanyon nulla! Vélasszuk ugy az Xo-beli kezdeti feltételt, hogy az ebb6l kapott megoldas a (£.X) helyen
nem nulla. Ez nyilvan megtehetd, mivel Xo a 15.1 definicié értelmében az analitikus fliggési tartomany része.

Emellett a numerikus megoldasra tetszéleges kozelités esetén a feltételbdl kapjuk, hogy Uy = ”, vagyis a

konvergencia nem teljesiil. [QED]

A fenti sziikséges feltételt gyakran CourantFriedrichsLévy-feltételnek (CFL-feltételnek) is nevezik.
15.5. Megjegyzés.

1. A tétel haszna az, hogy akar nemlinearis egyenletek esetében is alkalmazhato.

2. A tétel feltételei nem szigoruak. Ha ugyanis a sémara vonatkozo6 feltétel nem teljesiilne, akkor linedris
feladatok esetén az nem lehetne stabil, igy konvergens sem.

Megvizsgaljuk néhany példan a fenti fogalmakat é¢s a CFL-feltétel alkalmazasat.
15.6. Példa. Elészor a (272) feladatra vonatkozd, @ << ) esetén alkalmazott

141 f iom ¥
wy, o=y, —al(ug, , —ug)

sémat vizsgaljuk, amelyet egy egyenletes felosztast racson diszkretizalunk.

Tudjuk, hogy a diszkretizaciété! fiiggetleniil a (£: ) ponthoz tartozé analitikus fiiggési tartomany = — af | mert
az egyenlet pontos megoldasa u(t,z) = w0, — at) 135d az 59. abrat is!

A numerikus fiiggési tartomany kiszamitasahoz eldszor a Hus halmazt hatérozzuk meg. Feltessziik, hogy
1

N . b " oo 1L r b r n l r r r”r oo . ” "
nd =t . A séma szerint "k az el6z6 id6lépésben vett Yk és Yk+1 értékektd] fiigg. Ezek pedig az el6z6

2 2 n—2

n—2 i n—2 n
idélépésben vett e, Mkal ) s Uke1, Uiz értékektd] fiiggnek. Ezt folytatva kapjuk, hogy “k a kezdetben
adott értékek koziil a

(1] 0 (1]
“L"“Jﬁ-l"”‘u-j ..... 'lI"-I"-

értékektdl fiigg, ahol az elsd és az utolsd alappont kiilonbsége nh ; lasd a 60. abrat! Mivel az K paraméterre
vonatkoz6 feltételt akarunk levezetni, mindenhol ennek fiiggvényében irjuk fel az egyes mennyiségeket. Igy

nh = :: h=t¢- =

ami rogzitett /1 esetén a felosztastol fliggetlen. Vagyis a His halmaz olyan osztépontokbol all, amelyek koziil

) T a
a bal sz¢&Is6 T, a jobb szélsé (a felosztas h és & paramétereitél fliggetleniil) +tiog , az osztopontok
tavolsdga pedig it . Ha ezen pontok uni6jat vessziik minden lehetséges h =0 esetén, akkor az igy kapott
[;F'_. r+t-

Lo
halmaz lezartja az E] intervallum. A 114 halmazt mutatja egy lehetséges paraméterpar esetén a

60. abra.

A e AR T

Y Ean LE N 0 RN
TR rir

NN

Rl aam Wk b

G0, abra. A (t, o) ponthoz tartozd Hy, halmaz a 77 példaban a numerikus figgési halmaz
meghatirozasihoz, Ezeket piros pontok, a kizelitések soran hasznalt racspontokat zold
kirok jelolik.

—at <x+t-3

A CFL-feltétel teljesiilésének vizsgilatihoz tehat azt kell ellenérizniink, hogy 7 milyen

esetben teljesiil. Egyszer(i szamolassal - figyelembe véve az @ < () és H < ) relaciot - adodik, hogy
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il il ]-
P<t.— & < 1< = = =1,
C=URTTIERY TR =

ami pontosan ugyanaz a feltétel, amelyet a 12.13 példaban kaptunk.
15.7. Példa. A (272) feladatra vonatkozé LaxWendroff-séma esetére vizsgaljuk a CFL-feltételt.

Az analitikus fiiggési tartomany megegyezik az €l6z0 példaban szereplével, hiszen ez csak a feladattol fiigg. Az
el6z6 példa leirasat kovetve kapjuk, hogy a numerikus fiiggési tartomany (lasd még a 61. abrat is)

fomind b

Wl e o il ik

(1. abra. A (f,r) ponthoz tartozd Hjj halmaz a 77 példaban olyan esetben, amikor a
CFL-feltétel teljesiil. A vastag kék vonal a karakterisztika a > () esetén, a kék pont pedig
az analitikus Higgesi tartomany.

Ekkor a CFL-feltétel azt jelenti, hogy

i
rT—t-—<r—at<r+t —,
- - i

ami ekvivalens a

l
R’
egyenlotlenséggel. Itt @ < ) esetén a fenti levezetés a —1 < R <0 feltételt adja. Hasonléan @ = 0 esetén az

1 = R >0 feltételt kapjuk, vagyis Osszességében annak kell teljesiilnie, hogy R[<1 g pontosan a 14.4
allitasban szereplo feltétel.

15.8. Megjegyzés. A fenti két példaban a konvergenciara vonatkozo sziikséges és elégséges feltételt kaptunk.
15.9. Példa.
Az egydimenzids parabolikus

(200)

hult, )+ opdeult,z) =0, teR", relR
ull,r)=glz), z€R

feladat megoldasara felirt
#1 ‘
o=y + vy — 20, + )

sémat vizsgaljuk, amelyet egy egyenletes felosztast racson diszkretizalunk.

Tudjuk, hogy a diszkretizaciotol fiiggetlentil a (£, ) ponthoz tartozé analitikus fliggési tartoméany I | mert az
egyenlet pontos megoldasa

wlt. ) = — fr = gl — y)dy. (201)
dnt Jg

Ha most egy £ -nél sziikebb H halmaz volna az analitikus fiiggési tartomany, akkor az azonosan nulla kezdeti
feltételbdl inditott megoldas és az a megoldas, amelyet egy folytonos, H -ban nulla, H* -ben nemnegativ, de
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nem nulla kezdeti feltételbdl inditunk, azonos kellene, hogy legyen, de ez nem &llhat fenn, mert az utobbi a
(291) formula miatt valahol pozitiv lesz.

A numerikus fliggési tartomany kiszamitasahoz elészor a Hys halmazt hatarozzuk meg. Feltessziik, hogy

nd =t ,valamintaz " = 72 paraméter rogzitett, éppen erre vonatkozo feltételt keresiink.

62. abra. A (f,x) ponthoz tartozdo Hsp halmaz elemei (teli piros kirck) és az ennck
meghatarozasihoz sziikséges pontok (lires piros korik), valamint a Hy , , 5 halmaz elemei
(teli kék rombusz) és az ennek meghatarozisihoz sziikséges pontok (iires kék rombusz).
ltt r = 8/h = (8/2)/(h/v/2)>.

n n—1 _,n-1 n—1
A séma szerint Yk az el6z6 id6lépésben vett Uk-1:+Uk  ¢s Uks1 értékektél fiigg. Ezek pedig az el6zé
n=2 _n=2 _ n-2

n—2 2 n i
idé1épésben vett “hk-2» k1o W T W1 Un értékektd] fiiggnek. Ezt folytatva kapjuk, hogy "k a kezdetben
adott értékek koziil a

b

LIl L] 1] 0
Uy s U 1o s+ - o 2 Uy

értékektdl fiigg, ahol az elsé és az utolsé alappont kiilonbsége 2nft . Definicié szerint Hus o fenti pontokbol
all; lasd a 62 abrat is! Az alappontok tavolsaga nullahoz tart a felosztas finomitasaval, tovabba

t £l
nh==-h=-.—,
i r h
ami rogzitett 7 esetén a felosztas fenti finomitasaval végtelenhez tart. fgy a numerikus fiiggési tartomany is I .

Itt sajnos, semmilyen feltételt nem kaptunk az  mennyiségre vonatkozolag.

8
15.10. Megjegyzés. A fenti levezetés mintdjara kapjuk, hogy ha a (290) feladat diszkretizaciojaban & éllando,

a
akkor a numerikus fliggési tartomany korlatos. Azaz még még a 1 allandosagara vonatkozé feltétellel sem lehet
konvergens a séma, tehat feltétel nélkiili konvergenciat semmiképpen nem kaphatunk.

17. 16 Linearis PDE rendszerek

Az egydimenzios esetet vizsgaljuk. Azaz legyen az ismeretlen v fiiggvény £ X [t — R tipust, amelyre
vonatkozoblag a

iy (E, ) i, x) tlf,x) mlt,x)
va(t, ) ma(f, ) ) valt,x) ) pa(tf. )

d, _ = Ay _ + A0, _ bt Ay _ (292)
vyt x) (. ) vyt =) vyt )

PDE rendszer adott, ahol <o, A1 ... A, rogzitett matrixok. Ezt tdmoren a

o
gv =" A;dv

§=0
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alakba irhatjuk, amely még abban az esetben is hasznalhat6, ha v : | x B" — R alaka; ekkor J a megfeleld
parcialis derivalthoz tartozé multiindex. A korabbiakhoz hasonldéan hasznalni fogjuk a

vy & (v, e, .., ) (ta, 72),

és az ennek segitségével felirt

jeloléseket. Ezzel a numerikus megoldasra vonatkozd egylépéses véges differencia séma a
Qv = Qav" + §F" (203)

alakba irhato, ahol valamilyen 91:%2 €N egeten adott @i-as @ity Quy € R g
Qr—go: Q1—goi1, - Q1g € R matrixokkal

(O™ e = Q1. ”l"";:'.:. + Qh, .,L.|vj_f":1 S {)l_.“vf_f;.
valamint hasonl6an
[EJ?VH]I‘ =(2-’ *n'lv:\" i1 t {J-' .-“.l"-":: gz+l T U0 (t}-:' .-”V:: 2"

Nyilvanvaldan, ha 41 = 0 g5 Qo =1 , akkor a séma explicit; ekkor az id61épést a 63 abran szemléltetjiik.

8 e

63. dbra. Rendszerekre vonatkozd explicit sémak szemléltetése, Az eoyves helyvelhez tar-
tozd kozelité vektorok az nd idopontban és az idolépést megadd matrixok, melyekbil a

vt vektort meghatarozzuk.

A stabilitasvizsgalat alapvetd eszkdze itt is a diszkrét idejii Fourier-transzformacio lesz. Ezt a vektorokra
komponensenként alkalmazzuk, vagyis az

Fv'(s) := [Fvi(s), Fvi(s),..., Fvi(s))" (204)

egyenldséggel definialjuk. A stabilitasvizsgalathoz ismét lényeges lesz ismerni, hogy a fenti Fourier-
transzformalt hogyan valtozik 1épésrol 1épésre.

: Il
16.1. Definicio. Azta P [—m. 7] = B™ matrixfliiggvényt, amellyel
Fv'i(s) = p(s)Fv"(s)

teljesiil, a megfeleld sémahoz tartoz6 szorzématrixnak nevezziik.

Teljes indukcioval egyszertien lathato az is, hogy
Fv"(s) = p" (s)FV(s). (295)

16.2. Megjegyzés. Az itt targyalt allitdsok és a felhasznalt modszerek hasonlitanak a 1épésmatrixok elemezése
soran latottakhoz. Fontos kiilonbség azonban, hogy itt a szorzomatrix komplex értékii lehet.
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A stabilitasvizsgalathoz sq’ikségiink lesz Valamﬂyeﬁb normara is. A v" -re vonatkozd természetes norma itt

mindenképp olyan, ahol komponenseinek -es normajat hasznaljuk, hiszen a szamitasok sorin a
végeredmény egyes komponenseinek ilyen normaban vett eltérését vizsgaljuk. Ennek megfelelden definialjuk a

vl =

normat. Ezzel és a (294) formulédval nyilvanvaldéan

IAF )3 ds = [T |Fvie)| ds= X0, [0 |Fvis)| ds =

(29G)
Az egyes 1épésekben vett Il normak valtozasat becsiilhetjiik a kovetkezd lemma segitségével.

16.3. Lemma. A fenti (293) tipust séma homogén verziéjahoz tartozé PS) szorzomatrixra és az 1 -edik
lépésben kapott v" kozelités normdjara teljesiil a kdvetkezd becslés:

vl < max |lp(s)]lz - [|v°-

Bizonyitas. A (296) formula, valamint a (295) egyenldség felhasznalasaval kapjuk, hogy

|:Vr| "l_-' _ -rn‘r ”}'\_..rl[.“}”%.l_\. - -[:_-- ”P"["'}‘FV“I:NFH:::'iﬁ E
< II-:m;u',, _— lle™(=)||3||Fv"(s)||5 ds = max,, [—= 2] ||p“|:.~.-}||::j'r__ |Fv(s)||3 ds =

(297)

ahogy azt a lemmaban allitottuk. [QED]

A 12.8 lemma bizonyitasaval analdg modon kapjuk, hogy teljesiil a kovetkez6 allitas.

16.4. Allitas. A (293) séma homogén verzioja pontosan akkor exponencialisan stabil a Il normara nézve, ha

van olyan C' € R | hy &5 0o, hogy minden b < hy & 0 < 8y esetén minden S € [~ re teljesiil a
kovetkez6 egyenl6tlenség:

lp(s)]l2 < 1+ C4.

A fenti allitas feltételének azt a gyengitését, ahol a szorzomatrix Il |2 normdja helyett annak spektralsugara
szerepel, (ebben az esetben is) Neumann-feltételnek nevezziik.

16.5. Allitas. A Neumann-feltétel teljesiilése sziikséges a stabilitashoz.

Bizonyitas. Az a(p(s)) < [lp(s)]= egyenldtlenség és az eldzo allitds miatt ha a séma stabil, akkor van olyan
C el  hy ¢ do, hogy minden b = hg ¢s § < 0y esetén minden 5 € [=7.7] re teljesiil a kovetkezd
egyenl6tlenség:

a(pls)) < [|p(s)]2 < 1 + C3,

azaz teljesiil a Neumann-feltétel. [QED]
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A Neumann-feltétel azonban nem elégséges a megfeleld séma stabilitdsdhoz, amint a kovetkezd példaban
ramutatunk.

16.6. Példa. Vizsgaljuk meg a

dan(t. r) = opdam(t. )+ filt )
dyva(t, ) = falt, x)

probléma homogén verzidjahoz tartozéd

n+l __ [2{-'\\"

ver = va +r(vioan — 2082 +0fh0 )
" ot
*L-__- =

séma stabilitasat!

Ez a (293) alakba irhato, ahol a bal oldalon

l'lf| = [], l{)]_;] = .l;.\,

a jobb oldalon pedig

Ekkor valoban

+g o He n
Yk Uk L Uis
! (:':“"l‘) = Q2,1 (r't' Ilj) + Qap (r,f.‘lll) + (Jay (Pt, ’.') .
k.2 k=12 P 4

A (298) formulaban szereplé egyenldségek mindkét oldalanak diszkrét idejii Fourier-transzformaltjat véve
kapjuk, hogy

T

A
2

erln - I'[H:I — _FVT[H\J + ‘F'\f,::;[:\'.} - —drs1n
Fvi i (s)

(s) = Fvi(s)
azaz

(Fviti(s) Fviti(s)" = (:11 _'1"7"”?%) (Frite) Fvi()
tehat

b3 lim

. 1 —drsin®?
pls) = ([: 1 ) '

A Neumann-feltétel teljesiil, hiszen ennek a matrixnak mindkét sajatértéke 1. Ugyanakkor teljes indukcioval

egyszertien igazolhato, hogy
“ 1 —4nrsin® 2
pils) = ([J | ) ‘

vagyis mivel a 2 % 2-es matrixok norméi ekvivalensek, valamilyen €' € R™ konstanssal

le"(m)|lz = C - 4n.
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Ekkor a (295) formula felhasznalasavaly#alamint a 12.7 lemma bizonyitasa soran alkalmazott gondolatmenet
felhasznalasaval kapjuk, hogy alkalmas  vektorra

"

| = C -3n - ||r'n:| \

ami a megfeleld modszer instabilitasat jelenti.

A tovabbiakban olyan feltételeket adunk meg, amelyek a Neumann-feltétel teljesiilése mellett biztositjak a
stabilitast.

16.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy a (293) séma homogén verzidjahoz tartozé P szorzéomatrixra teljesiil a

Neumann-feltétel. Ha emellett az alabbi feltételek valamelyike teljesiil, akkor a (293) séma homogén verzidja
stabil.

1. P(S) minden s -re Hermite-féle (valés métrixokra ez azt jelenti, hogy szimmetrikus).

H(s) € R

2. Létezik olyan s -t6l folytonosan fiiggd matrixcsalad, amelyre

H Y (s)pl(s)H(s)
Hermite-féle.

, Ixl v + .
3. Létezik olyan s -t6l folytonosan fiiggd H(s) e R matrixcsalad, 0 € B ¢s ' € R" | amelyre minden
S € [-m,7] ¢s 6 < 0y esetén
Ys)pls)H(s) - [H ' (s)p(s)H(s)]" < (1 + Co*)I
abban az értelemben, hogy a jobb és a bal oldal kiilonbsége pozitiv szemidefinit.

Bizonyitds. A bizonyitasok el6tt megjegyezziik, hogy f1 -nak az s -t6l valo folytonos fliggése miatt f1 -nak

akarmelyik normaja folytonosan fiigg s -t61, és mivel ¥ € [0, -Tl ezért a |1H(5)]l2-nak van maximuma.
Ugyanez teljesiil H !-reis.

Az (a) pontban szereplé allitas bizonyitdsahoz megjegyezziik, hogy Hermite-féle matrixokra is teljesiil a

a(p(s)) = [|p(s)]2 egyenléség, vagyis a 16.4 allitas segitségével kapjuk, hogy az ehhez tartozé séma stabil.

A (b) pontban szerepld allitas igazolasahoz el6szor megjegyezziik, hogy a fenti feltétel olyan alakra irhato, hogy

H(s) e R™

a fenti, s -t6l folytonosan fiiggd matrixcsalad esetén

pls) = H(s)[H "(s)p(s)H(s)|H ().
ahola ' (s)p(s)H () matrix Hermite-féle. Ekkor természetesen

p"(s) = H(s)[H '(s)p(s)H(s)]"H (s), (299)
vagyis

llp™ (s)ll2 < |[H ()l H () [H (s)p(s) H(s)])"
= |[H(s)[|2||H ™ (s)||l2s([H ' (s)p(s)H(s)]") =
= ||H(s)|lol| H ' (s)|[2(s([H(s)p(s) H(s)])" <
< [[H(s)I2llH (s)|l2s(p(s)™ = [|H(s)||2]|H(s)]|2(1 + C8)",

y < L . .
amibsl [|H()[l2|H 1 (s)]|2 korlatossaga, valamint a 0=y egyenl6tlenség alapjan az allitas kovetkezik.
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A (c) pontban szerepld allitas bizonyitasahoz felhasznaljuk, hogy a teljesiil a (238) azonosag. Emiatt, a 12.19
allitas, valamint a (299) formula felhasznalasaval kapjuk, hogy

lp" ()12 = o(H(s)[H '(s)p(s)H(s)]"H '(s)(H )" (s)([H '(s)p(s)H(s)]") H" (s)) <
< a*(H(s))o*(H '(s))o([H " (s)p(s)H(s)]"a([[H ' (s)p(s)H(s)]"]") =

o*(H(s))a®(H ' (s))a(p"(s))o([p"]'(s)) =

le(H(s))e(H ()] le(p"(2)))* = [e(H(s))e(H '(s)))*(1 + Cd)*",

§ <X

amibél ismét @ (H(s))a(H ' (s)) korlatossaga, valamint a © = w egyenlGtlenség alapjan kapjuk az allitast.

[QED]

A kovetkezOkben altalanosan is igazoljuk, hogy explicit alakban megadott sémak stabilitasvizsgalata
egyszerlsithetd ugy, hogy a sémabdl a nulladrendt tagnak megfelelé komponenst elhagyjuk.

16.8. Allités. Tegyiik fel, hogy az W' = (QU" séma stabil. Ekkor az W' = QU™ +0Bu" sgma is stabil.
16.9. Megjegyzés.

1. Ugyanez igaz, ha B figg t -t6] vagy x -t6l, de az a normdja, amihez tartozo konvergenciat vizsgalunk,
korlatos marad.

2. Az eredeti feladatban ez azt jelenti, hogy elegend6 a nulladrendli tag elhagyasaval kapott séma stabilitasat
ellendrizni.

3. A fenti alakban nem kotottiik ki, hogy milyen feladatrél van szo; az allitasban csak azt hasznaljuk ki, hogy az

ott szerepld operatorok linearisak. Ezért akar rendszerre, akar tobbdimenzios feladatra is alkalmazhatd az
eredmény.

Bizonyités. A fenti séma az W' = (€ + 0B U™ jlakba is irhato, vagyis teljes indukcioval azt kapjuk, hogy
u' = (Q +4B)"u’ Nyilvan elegendd azt igazolni, hogy Q" korlatossiga esetén Q+3B)"| s
korlatos. A (J -val adott séma stabilitasa azt is jelenti, hogy minden 7t -re, amelyre nd <T teljesiil, hogy
Q" < K ; azaz akkor is, ha a kitevg Us 1. ... 7 — 1 Emiatta K korlatrol feltessziik, hogy legalabb 1.

AQ+oB)" operatort fogjuk kifejteni, ami azért nem trivialis, mert (} ¢és B nem feltétleniil felcserélhetdk.
. Leszegy @" tag, amelyre [|Q"]| = K = K"
+ Lesznek egyetlen 453 -t tartalmazo

§BQ".QsBO" ", .. QU BQ.Q"E

[

tagok is, amelyek szama (1} , 0sszegének normaja feliilrdl becsiilhet6 a

(’l‘)”ﬂm”aﬂ:2

mennyiséggel.

. . n
+ Lesz hasonldéan minden J = 2.3....,N .re a J db B -t tartalmazé szama [:J} , Osszegiiknek normaja

feliilrél becsiilhetd a
(ﬂ |6 BJJ K51
J

mennyiséggel.
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Osszeadva a fenti normékat az alabbi becslést kapjuk:

i1l

- —~ (n\, . cidl . e n' .
Q@+ aB)"|| < z (J_)_mm_-*h-l ' < K z ﬁa-*nm TK? <

§=1 j=1 *

. ¥
J
. Tl . [ . - s
< K E — 87| BI K7 K BBl < j e IBI
— J
j=1

amivel a fentiek értelmében a stabilitast igazoltuk. [QED]

16.10. Példa. Vizsgaljuk meg a
av(t,r) = B v(t.x)+ Bov(t,z), te[0,T], zeR
parabolikus rendszerhez tartozo
vl = V" 4 BDAV" + 8 Byv"

e 11 i . . . i .
séma stabilitasat, ahol . Bo € & “ adott matrixok, valamint &3 (szimmetrikus) pozitiv definit!

A 16.8 allitas alapjan ez ekvivalens a
vt =" 4. f”)ﬁv"

séma stabilitasaval. Itt mindkét oldal Fourier-transzformaltjat véve kapjuk, hogy

= B)Fv"(s),

Fv™(s) = Fv"(s) — 4rsin® — . BFv"(s)= (I - 47 sin®

b |

azaz

pls)=1T—4r sin® = - B.

[ R

Mivel a feltevés szerint ez a matrix szimmetrikus, elegend6 azt ellendrizni, hogy mikor teljesiil a Neumann-

A air? 5 . .
feltétel. Tudjuk azt is, hogy P{3) minden sajatértéke 1 —drsin” 3 A, alaku, ahol Ai a B matrix egy
sajatértéke. Ennek abszolutértéke akkor maximalis, ha )‘J' = Amax a maximalis sajatérték, vagyis a skalar eset

. 1 .
rAmax < 2 (sziikséges és elégséges) feltétel adodik.

mintajara az
16.11. Példa. Vizsgaljuk meg a

hv(t,r) = Adov(t,z) + Aov(t.x), te[0,T], reR (300)
hiperbolikus rendszerhez tartozo

vt = v L R AD V" + §ApV"
séma stabilitasat, ahol A: Ao € R adott matrixok, valamint A diagonalizalhato valos sajatértékekkel!
A 16.8 allitas alapjan ez ekvivalens a
vl = v 4 R AD V"

séma stabilitasaval. Itt mindkét oldal Fourier-transzformaltjat véve kapjuk, hogy
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Fv' i (s) = Fv"(s) + R(e™ — 1) - AFv"(s) (I + Ri{e” — 1) AV Fv"(s),
azaz
plsi=(1+(Reoss— R)A)+i-sins- A.
Ez nem feltétleniil Hermite-féle, hiszen a f6atlojaban barmilyen komplex szam allhat.

Jelolje H € R azt a matrixot, amellyel H 'AH = D diagonalis, valos komponensekkel. Ekkor
H'p(s)H =(I +(Rooss— R)D)+i-sins- D.
Ezért a 16.7 allitas (b) pontja szerint most is elegendd azt ellendrizni, hogy mikor teljesiil a Neumann-feltétel.
Tudjuk azt is, hogy P(5) minden sajatértéke
1+ (Recoss— R)Aj+i-sins - Aj

alakt, ahol Ai az A matrix egy sajatérteke. A 12.13 példaban kovetett levezetés alapjan kapjuk, hogy a
Neumann-feltétel pontosan akkor teljesiil, ha

0< R\ <1

A

teljesiil minden “J sajatértékre.
16.12. Megjegyzés. Hasonlo elvet alkalmazva kapjuk, hogy a fenti (300) hiperbolikus rendszerre vonatkozo, a
LaxWendroff-sémanak megfelel6

I B s [} I. Fi :
TR }%-,-H)Uu =

A*DAu" 4+ 6 A"
séma pontosan akkor stabil, ha
|[RA;| <1

teljesiil A minden Aj sajatértékére.

Ezzel kapcsolatban a 21.28 feladatra utalunk. Egy tovabbi érdekes példa talalhato a 21.29 feladatban.

18. 17 Tobblépéses sémak

Tl

Az eddigiekben az id61épés mindig abbdl allt, hogy az u" segitségével (esetleg valamilyen implicit modszerrel)

u"*! et elallitottuk. Ezt fogjuk altalanositani gy, hogy u"*! kiszamitasdhoz az 1"- 1" Looouts
vektorokat is felhasznaljuk. Egy egyrészt nyilvan az id6valtozd szerinti magasabb konzisztenciarendet
eredményez, masrészt sziikséges is, ha az id6 szerinti magasabb rendii derivaltat kell kdzeliteni. A fenti eljaras
természetes modon vezet rendszerek alakjaban felirt sémakhoz, amelyeknek stabilitdsat most is a vektor értékii
diszkrét idejii Fourier-transzformacio segitségével vizsgalhatjuk. Alkalmazhatjuk ugyanigy a stabilitasvizsgalat
egyszerusitésére szolgalo 16.8 allitast is, vagyis az ehhez a fejezethez tartozo elmélet fontosabb elemei az e€l6z6
fejezetben talalhatok. Ennek megfelelden itt konkrét példak ismertetésére szoritkozunk.

17.1. Példa. Vizsgaljuk meg a

dhult, ) = opdeeult, )
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egyenlethez tartozo

|'J'J rr t [y e L [ " Ll W
w, =, +2r{u,_; — 2up +up.,) (301)

séma konvergenciajat!

Tudjuk, hogy

I)I';{n[[n F 18, kh) — ul(n = 1), kh)) = duind. kh) + O(57).

tovabba

-Jrrl_,-[u[mi.[ﬁ' 1) — 2u(nd, kh) + u(nd, (k+ D)h) = 9 u(nd, kh) + O(K?),

amelyeket egyenldvé téve ugyanazt kapjuk, mintha a (301) sémaba az eredeti megoldast helyettesitettiik volna,
majd 24 -val osztottunk volna. Ez a 11.9 allitisnak megfelelden azt jelenti, hogy a (301) séma mindkét
valtozdjaban masodrendben konzisztens.

A stabilitashoz a sémat rendszer alakjaba irva kapjuk az

Il | n—1 1 Dy 2o Yga .." it
1 _[n F2rDga™y  (2rDg 1 i ] (302)
u” u" I 0 u" ‘

Osszefliggést, vagyis az egyes idépontokban vett ismeretlenek Fourier-transzformaltjaira teljesiil a

Fu"t(s) [ Fu” Hs) + 4r(coss — 1) Fu"(s) _ dricoss —1) 1 Fu'(s)
Fu'(s) JFu'(s) 1 ( Fu" '[x}

Osszefiiggés, ahol a stabilitas megallapitasahoz a

dricoss — 1 |
os) = ( .l_ml ) []) (303)

matrixot vizsgaljuk.

Ez valds és szimmetrikus, vagyis elegendd a Neumann-feltételt ellendrizni. Ps) matrix sajatértékeinek
szorzata 1, dsszegiik pedig 47(€08 8 — 1) Emiatt valamilyen s -re fennall, hogy a két sajatértékek nem (15 1)

ésnem is (—1,—1). fgy az egyik abszolttértéke 1-nél nagyobb, vagyis a séma mindenképpen instabil. Emiatt
konvergens sem lehet.

17.2. Megjegyzés. A szamolast gyakran gépiesen egyszerisitik; azt mondjak, hogy a (302) egyenléségben
szereplé matrix Fourier-transzformaltjat elemenként kiszamitva nyerjilkk a (302)-beli szorzomatrixot. Ez a
megfogalmazas precizzé tehetd, a megfelelé szamolasi eljaras emiatt helyes.

Hasonlé mddositast vizsgalunk egy egyszerii advekcios feladat esetére is.

17.3. Példa. Vizsgaljuk meg a
dhu(t,r) = adeul(t, x)

egyenlethez tartozo

ui_'" = u, b Rlug,, —ug_y) (304)
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séma konvergenciajat! Ezt gyakran leapfrog sémanak nevezik.

Az eldz6 példaban szerepld gondolatmenet modositasaval kapjuk, hogy a (304) séma mindkét valtozdjaban
masodrendben konzisztens.

A stabilitashoz a sémat rendszer alakjaba irva kapjuk az

uw N fwtt e RDpu™\  (RDG u’
u" J u” o) \utt

Osszefliggést. A lépésmatrix nemnulla elemeit mutatja a 64. abra abban az esetben, ha a (304) egyenlethez
tartozo feladat egy intervallumon adott periodikus peremfeltétellel.

® o0
e o ®
e o ®
e o ®
5 e o ®
® © °
B}
@
®
10t e
®
®

0 5 10
nz = 24

64. abra. Nemnulla elemek a (??) sémahoz tartozé lépésmatrixban, ha a feladathoz perio-
dikus peremfeltételek tartoznak és az intervallumot hat egyforma hosszi részre osztottuk.

Az egyes iddpontokban vett ismeretlenek Fourier-transzformaltjaira teljesiil tehat az

Fu(s)\  (Fu"'(s)+ 2Rsins-i-Fu'(s)) _ (2Rsins-i 1 Fu'(s)
Fu"(s) Fu"(s) 1 0/ \Fu"1(s)

Osszefliggés, ahol a stabilitds megéllapitdsahoz a

2hHsins-1 1
pls) = ( | n)

Ez nem Hermite-féle, de sziikségessége miatt eldszor a Neumann-feltételt ellendrizziik. Tudjuk, hogy pls)
matrix sajatértékeinek szorzata 1, 6sszegiik pedig 2fsins - i .

matrixot vizsgaljuk.
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Ha itt B > 1, akkor ® = 2 esetén a sajatértékek osszege 2Ri | amelyre |20 > 2 vagyis valamelyik

sajatérték abszolutértéke is 1-nél nagyobb.

¢ o I . . ’ el
Ha i =1, akkor ® = 7 esetén a sajatértékek Osszege 2i , vagyis csak akkor allhatna fenn stabilitds, ha
mindkét sajatérték i volna. De ekkor a matrix Jordan-féle normalalakja

(62)

lenne, ami ismét instabilitdshoz vezet a 16.6 példa esetéhez hasonldan.
Ha I < 1, akkor egyszerli szamolassal kapjuk, hogy a két sajatérték
Ma= Rsins-i+v1— Rsin?s,
ahol a mésodik tag valés. Emiatt
| A1z| 5 R¥sin®s +1— R*sin®s = 1.
tehat a sajatértékek abszolutértéke 1, és azok killonbozéek. Igy az a matrix, amellyel P(s) Jordan-féle

normalalakra hozhat6, megfelel a 16.7 allitds (c) pontbeli kdvetelményeinek; /i < 1 esetében tehat a séma
stabil.

Ehhez kapcsolodik a 20.2.15. animacid. A tobblépéses mddszerekre vonatkozo részletes leirast talalunk a [24]
és a [25] konyvekben.

19. 18 Stabilitasvizsgalat masodrendii feladatokra

Motivacioként a lehetd legegyszeriibb masodrendli feladat megoldasanak egy természetes kozelitését adjuk
meg, és igazoljuk, hogy az eredeti értelemben (vagyis a 11.19 tétel szerint) véve ez a séma sohasem stabil.

Vizsgaljuk tehat a Shult, r) = derul(t, ) ppg valamilyen megoldasat kozelitd

m—1

.:'i_'—’{“* - 2ul +uft') = —(uj g = 2ug g ) (305)

h2
n+1
sémat. Ebbdl az 0j id6lépésben kapott &~ valtozot kifejezve
B ] .} n f |. ':lbj r Ll ‘j n i F. .
w, =2y, —u, i h_'-’l””* 1 — 2up oy ) (B0 )
Ezt rendszer alakjaba irva kapjuk az
TR rRD;. +1 —I u"
u” | 0 u!
Osszefiiggést, vagyis az egyes idopontokban vett ismeretlenek Fourier-transzformaltjaira teljesiil a

n+1 7 1L _ 19 _ ]
1 . 2R (coss—1)+2 -1 1 _
F ( u" ) (s) ( 1 0 ) F (u" l) (s)

Osszefiigges, ahol a stabilitas megallapitasahoz a
o 2R (coss—1)+2 -1
pPLs) 1 0
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matrixot vizsgaljuk.

18.1. Allitas. A fenti P matrix 1 -edik hatvanya semmilyen [ érték mellett sem korlatos (itt, ahogy az
elézbekben is, 70 = 1) azaza 11.15 definicio értelmében a (305) séma nem lehet stabil.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy o = [} esetén a megfelel matrix bal fels§ eleme 2, és ekkor egyszerii szamolas
mutatja, hogy kétszeres sajatértéke az 1. Mivel ez nem hasonl6 az egységmatrixhoz (mert ahhoz csak 6nmaga
hasonl6), ezért Jordan-féle normalalakja egy 2 % 2-es blokkbol all, a kovetkezé modon allithaté eld:

1 1 1 oy
(” ]) H 'p(s)H
Hlp'(s)H= (L "

P18 0 1)°

vagyis 1H~2l[p"(s)ll2ll H|2 = It amib6l az kovetkezik, hogy llp"(s)ll2 valsban nem lehet korlatos.
[QED]

Ez az eredmény furcsa, mert a modszert programozva tobb paraméter esetén is konvergenciat kapunk. Ezért

crer

Emiatt

transzformacios matrixnak (akar az eredetinek, akar az egyes helyeken vett Fourier-transzformaltak kdzottinek)
teljesiteni ahhoz, hogy a megfeleld modszer a valodi megoldashoz tartson.

Fontos észrevétel, hogy a fenti matrix exponencialis fliggvénye is csak linearisan né. Ennek nyoman adjuk a
kovetkezo definiciot.

18.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az U™ =@QUu" séma szublinedrisan instabil, ha létezik olyan K
konstans, hogy minden b > 0 ¢s & > 0 mellett ¢ < K1 Hasonléan, azt mondjuk, hogy a séma a (1, d)

feltétel mellett szublinearisan instabil, ha a fenti egyenl6tlenség H(h,8) = 0 eseten teljestil.

Ezen fogalom segitségével igazoljuk a Lax-ekvivalenciatétel egy valtozatat. Az eredeti levezetéshez képest
azzal az egyszerlisité feltevéssel éliink, hogy a lépésoperator minden 1épésben ugyanaz (ahogy a 18.2
definicioban is, ezt (2 -val jeloljiikk), tovabba a hiba nagysagrendje is, amire emiatt szintén egységesen az
Rih, ) jelolést hasznaljuk.

18.3. Tétel. (modositott Lax-ekvivalenciatétel) Legyen a v = V" séma olyan, hogy abba a pontos
5 .
megoldast helyettesitve a hiba 0"R(h, ) alaku, tovabba a kezdeti kozelités hibajara
I€°llp = ¥(0.") = ¥'llup = &
R( h, d),
ahol Tl és R nagysagrendje megegyezik. Tegyiik fel tovabba, hogy a Q 1épésoperator szublinedrisan instabil.

Ekkor a kapott kozelité megoldas a R(h.d) hibatag rendje szerint konvergal.

Bizonyitas. Az 1 -edik 1épésben kapott hibat most is €" -nel jelolve a lépésoperator definicidja alapjan teljes
indukcioval kapjuk, hogy

e" = v(nd,") — v" = Qv((n — 1)3,") + §*R(h,6) — Qv""
=0Qe" '+ F"R(hd) = =
E:?“[?“ 1 (J-'I ]r':i-_"-'R[]!l. r':'l:l + E[?'I :tizlm.l:_ll,r'l;f Lo { {JHFF'R[]LJ]_

0
A bal oldal normajat becsiilve az (S| nagysagrendjére vonatkozd feltevést hasznalva ebbdl nyerjiik az
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hp + 0RO np (1" + 1Q" ) + -+ 1Q°]) <
lhp + 0| R(0, 8)|lnp(n- Kn) = (Kt + Kt*)||R(h, 8)||np,

U]
o

f‘.'“l ||__r.‘ { ||EL}”||

T
=< Knle

vagyis a hiba olyan nagysagrendii, mint Rih,d) , ahogy a tételben allitottuk. [QED]

A (305), (illetve a (306)) séma vizsgalatakor nem foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy ezt a gyakorlatban
hogyan lehet felirni. S6t, mar a (301) és a (304) sémak elemzésekor is elhanyagoltuk ezt. Az a probléma meriil
ugyanis fel, hogy mind u”, mind az u' vektorokat ismerni kellene ahhoz, hogy akér egy id6lépés eredményét is
ki tudjuk szamolni. A kezdeti feltételben azonban csak u” adott. Valahogy tehat u' -et is elé kellene allitani, sét
az ezt definidld kozelitésre a megfeleld rendi konvergencia érdekében a 18.3 tétel feltételeit is meg kell
vizsgalnunk. Ezt az eljarast inicializacionak nevezziik. A kdvetkezd példara vonatkozo ilyen eljarast szemléltet a
65. abra.

L] " ) .'. ) : ) L ]
ol :
L] ¥l (¥ L ]
i i'u;i|1'r:'||"nj‘
ENE & 8 w8
63, dbra. Inicializdacid és az egydimenzios hullamegyenlet rendszerként vett megoldasa.
Inicializacio: u' eléallitasa w(0..) és u(0,-) segitségével. Tovabbi lépésck: u™*!

eléallitdsa u™ és u" ! segitsdoével.

19.1. Egy hullamegyenletre vonatkozé séma

Mindenekel6tt az egydimenzids hullamegyenletre vonatkozé korrekt kitlizésii feladatot adunk meg:

dyu(t, ) = deeult, ), te(0,T), xe(0.1)
u(, ) = walx), xe(0,1)

hu(0,x) = glx), = (0,1)

w(t,0) = us(t), u(t,1) =u;(t), t€(0,7T),

(307)

ahol a Yo, g,y és i adott, 3-szor derivalhatd fiiggvények. A (307) feladatra vonatkozé mindkét valtozo
szerint masodrendben konvergens sémat akarunk konstrudlni. Ezt Ggy kell megadni, hogy egyrészt az adott
peremfeltételeket is tartalmazza, masrészt a megfeleld inicializacidé rendje a 18.3 tétel szerint

3(O(0%) + O(h*)) legyen.
: . _ 1
Diszkretizaljuk a feladatot az Q= {h,2h,...,Nh} racson, ahol h=5a ; hasznaljuk tovabba az
0 _ A
up = ug(kh) ¢sa 9k = g(kh) jeloléseket! A (306) sémat ekkor k=1,2,.... N jndexekre irjuk fel, ahol az
g = up(nd) g U1 = 45(10) grigieket hasznaljuk.
Ekkor a pontos megoldast az eredeti a (305) sémaba helyettesitve teljesiil, hogy annak mind a jobb, mind a bal
oldala minden pontban madasodrendben pontos kozelitése a (307) feladat els6 soraban szerepld
differencialoperatoroknak:
ul(n—1)d kh) — 2u(nd. kh) + w((n + 1)48, kh)

A

= dyu(nd, kh) + O(8%).

tovabba

u(nd, (k= 1)h) = 2u(nd, kh) +u(nd, (£ + 1)h)

= = du(nd. kh) + O(h?).
X
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Ezt a szamolaskor hasznalt (306) séma alakjaba rendezve adodik, hogy

ul(n + 1), kh) = 2u(nd, kh) — u((n — 1)d,kh)+
2

t

b —(u(nd, (k = 1)h) = 2u(nd, kh) + u(nd, (k + 1)h)) + O (O(4%) + O(h?)).

vagyis a (306) séma pontonként masodrendben konzisztens. Mivel itt csak belsé pontok szerepelnek, a 11.9
allitds eredményét egyszerlsitve kapjuk, hogy a (306) séma valoban masodrendben konzisztens a (307)
feladattal.

Ezutan megfeleld rendll inicializacidét konstrudlunk. Természetesnek tlinik az ismert els§ rendii derivalt
felhasznalasaval kapott

(1] .
u,lg = U + 0qg

kozelités alkalmazasa. Ebbe a pontos megoldast helyettesitve
u(d, kh) = u(0, kh) + 6u'(0, kh) + O(8%).
ami nem elégséges pontossagu kozelités.

A pontosabb eljarashoz a (305) sémaban szereplé egyenléségbe a (0, kh) pont koriil a pontos megoldast
helyettesitve és a konzisztenciarendet kiirva azt kapjuk, hogy

0.(k=1)h) = 2u(0.k . (K + 1)A)
u(—d, kh) — 2u(0,kh) + u(d, kh) = u(0, (k = 1)h) zui;:jm +u(0, (& 1””}

+ OB (O6) + O,

azaz

ul0, (k — 1)h) — 2u(0,kh) + u(0,(k + 1)h) ,

w(=d, kh) + wl(d, kh) = 2ul(0, kh) 4 i

+ O(F)OF) + Oh™).

Ezt az

u(8, kh) — u(—8, kh) = 8(/(0, kh) + O(8%)) = 6(g(kh) + O(5%))

egyenldséggel dsszeadva kapjuk, hogy

) (K — — 2u(l, & ) (K ]
u(6, kh) = u(0, kh) + » - 5g(kh) 4 u(0, (k — 1)h) — 2u(0, kh) + u(0, (k + l_]:"rjl1

2h?
+ O(8)(O(8) + dO(h%)).

B =

Vagyis az
k=1 ok k1
Uy - — 2ug + uy

2h2

1.
ug = up + 5 dglkh) +

+ O(8)(O(8%) + sO(h*)).

1 . . o
a kiszamitando “k értékre nézve olyan inicializacio, amely a 18.3 tétel értelmében biztositja az ezzel inditott
(306) séma mindkét valtozo szerint masodrendii konvergenciajat, amennyiben a séma szublinedrisan instabil.
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Erre vonatkozo sziikséges fel[ﬁételt,;qdupk;;-]Tudjuk, h(igy a diszkretizaciotol fliggetlentil a (t,x) ponthoz tartozé
analitikus fliggési tartomany ,mertaz  halmazon felirt egyenlet pontos megoldasa

u(t, xr) (wolx —¥) + wplx + t)) 4 / gls)ds.
of Ee=f

bt | =

n—1

. . b " " . 1L r l
Feltessziik, hogy nd =t . A séma szerint "k az el6zé id6lépésben vett k-1

' ™ 1

ko és "k+l értékektol,
n—1

valamint az azt megel6z6 1épésben kapott k-1 értéktél fiigg. Ezt folytatva a 15.7 példa gondolatmenetét

kovetve  kapjuk, hogy a (£:7)  ponthoz  tartozé  numerikus  fiiggési  tartomany

o - = [p — L & L L
[z —nh,z +nh] = = — 5.2+ 2] jreervalium. Vagyis a konvergencidhoz szikséges feltétel 7 = | | azaz
R<1

0
o o [
2! © o @ e
e o0 @
4+ e o 0 e
(I ) a
6 e
®
81 s
®
10+ ®

nz =23
66. abra. Nemnulla elemek a (77) sémahoz tartozo 1épésmatrixban, ha a (??7) feladatban
nulla peremfeltételek adottak és az intervallumot hat egyforma hosszi részre osztottuk.
18.4. Megjegyzés.

1. A kapott sziikséges feltétel elégséges is a konvergenciahoz, mert kissé hosszadalmasabb szamolassal latszik,
hogy a (306) séma R <1 esetén szublinearisan instabil.

2. Habar itt a levezetés soran felhasznaltuk, hogy a megoldas ¥ = —0 -ban is létezik, az inicializcios séméaba
helyettesitve a kivant konzisztenciarendet akkor is megkapjuk, ha ezt nem hasznaljuk.

3. Fontos, hogy az inicializicionak nem kell semmilyen stabilitasi feltételt teljesitenie. Elegend6 a lehetd
legegyszertibb eljarast hasznalni, amely megfeleld rendben konzisztens.

Az egydimenzids hullamegyenlet numerikus megoldasat szemléltetik a 20.2.17. és a 20.2.18. animaciok.

A hullamegyenlet numerikus megoldasanak kvalitativ tulajdonsagait vizsgalja az [1] konyv.

19.2. 18.1 L:-norma megorzése folytonos idejli egyenletek esetén
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18.5. Lemma. Legyen / az {} tartominyon értelmezett mérték. Tegyiik fel, hogy valamilyen o € & -ra a

‘ T ‘ IL(E:I . . L
Oyu+ Flu, Oz, ... 05 u) =0 egyenlethez tartozé valamilyen () tartomadnyon értelmezett kezdetiérték-

feladat megoldésa korlatos valamilyen (0: 1) intervallumon, valamint it is az. Ekkor pontosan abban az

t— ||ult,

esetben lesz e konstans, illetve monoton csokkend, ha az 1 megoldésra

f whiw, dou, ..., A )dp =0
it
teljesiil, illetve ha

[ wl{w, dou, ..., M u)dp < 0.

Bizonyitas. Felhasznalva a korlatossagi feltételeket, nyerjiik az

1 2
3”" [ udp = [nr')‘,mip,
L Jo

egyenl6tlenséget, vagyis az eredeti egyenlet mindkét oldalat az # megoldassal szorozva kapjuk, hogy

1 g 1 9 ‘ot 4 a o

;f.i',“n[.f. MNiane = 50 [ w(t,)dp = [ wikudp = / wl (u, O, O w)dp,

& < Jn Ja S
A jobb oldal itt pontosan akkor nulla, illetve legfeljebb nulla, ha a bal oldal is ilyen, ez viszont azt jelenti, hogy
az [t )|z mennyiség allandd, illetve monoton csékken. [QED]

18.6. Megjegyzés. Amennyiben # a szamlalo-mérték, akkor az allitdst a szemidiszkretizaciora is lehet
hasznalni. Ekkor az { tartomanyon valé integralas az Q4 halmazbeli racspontokon vald dsszegzést jelenti.

A kovetkez6 példakban az L3 norma valtozasat vizsgaljuk harom fontos feladat esetében

18.7. Példa. Diffuzios feladat, azaz
dult,x) = Au(t,x) t£(0.T), xe}

homogén Dirichlet- vagy homogén Neumann-peremfeltétellel. Ekkor a Gauss-tétel alkalmazasaval

[ uhu = / ur - Vi — VuVu=— [ VuWVu <0,
S Ja Jn Jo

azaz nem novekszik, s6t nem konstans megoldas esetén csokken az [lult, <)l 220 norma.

18.8. Példa. KdV egyenlet homogén peremfeltételekkel vagy periodikus peremfeltételekkel egydimenzios
esetben. Az egyenlet altalanos alakja ekkor

dult, ) = Oelov(t, ) + kdeeu(t.x)) t€(0.T), x € (a.b)
ult,a) = u(t.b), u'(t,a) = u'(t.b), u"(t,a) = u"(t,b),

ahol e és k pozitiv konstansok. Ekkor tagonként vizsgalva a lemmaban szereplé mennyiséget (mindenhol

0= (f{,f}])
g -:- i ¥ ] F l i b .
ud (ou”) = — douou” = -5 au2ud u = -5 el (o), [(308)
J1 Ji < Jn < Jn
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1
vagyis az elején szereplé mennyiség dnmaganak ~ 2 -szerese, azaz nulla. Masodszor

fﬂrr'ﬂ“.’r‘u = r'!-'f i+ ku(b)adu(b) — kula)dula) =

= —k [ i, i = f.‘f Ao oud o — kd u(B)O wlb) + ki ula)d ula) =
0 0

= .‘.‘f i
0

ahol a szerepld tagok egymas ellentettjei, vagyis az 0sszes mennyiség nulla.

18.9. Példa. A Burgers-egyenlet egydimenzids esetben.

thult, ) +ult, D)deult, r) = Oult.r) + e (t,x) =0 t€ (0.T), = € (a. b)
u(t,a) = ult.b), u'(t.a) = u'(t.b)

alaku, azaz a fent szerepld (308) tagot kell vizsgalni, €s mivel az nulla, ezért a megoldas La(a, b) normaja itt is
allando.

19.3. 18.2 Megmaradé mennyiségek a (szemi-) diszkretizalt
egyenletekben

Mivel az itteni atalakitasok f6 eleme a parcidlis integralas elve, meg kell vizsgalnunk, hogy egyrészt ez hogyan
¢és milyen feltételekkel teljesiil az operatorok véges differencia kozelitésére, masrészt pedig, hogy milyen véges
differencia  kozelitéseket alkalmazhatunk. A  tovdbbiakban w-v az W= (U1 Uz.....Ua) &g
v = (U1, 2, ..., Un) vektorok R" -beli skalarszorzatét jeloli. Hasznaljuk tovabba az uv jeldlést is a fenti két
vektor komponensenkénti szorzatéra, ahogy az u”-vel jeldlt négyzetre emelést is komponensenként értjiik. A

tovabbiakban a Lo jelolést (amelyhez nincs feltétleniil egy h felosztasparaméter rendelve) az alabbi
értelemben hasznaljuk:

Dy:R" - R, lLR" = R" 7,
Do(u)[i] =wjpy — w5y, 1=1,2,....n ill.i=2.3,..., n—1,

attol fiiggden, hogy értelmezziik-e periodikus vagy éppen Dirichlet-peremfeltétellel az i=11=n esetre
vonatkoz6 kiilonbségeket.

u v e R"

18.10. Lemma. Tegyiik fel, hogy az vektorokra periodikus peremfeltételek teljesiilnek. Ekkor

Do - v = —u - Dgv.

Bizonyitas. Itt a periodikus peremfeltételek miatt lehet a £0W mennyiséget a vektorok elsé és utolsd
komponensében is értelmezni. Ekkor teljesiil, hogy tn+1tn = H1¥0  valamint 101 = Untn+1 azaz kapjuk,

hogy
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n—1
Dou - v = (s — ugvy + (uy4y — g v, + E (i1 — i1 )y

—
= Uailh f LR (A Wy 1Ty i 2 TR L 2 iy

=2 =32

Fi
= E Wiy * U — E Wiy * W = E e+ Vjy — E Uy Vgl
! i=1

=1

E[u_f, (vjo1 — vj41)) = —u- Dyv,

ami bizonyitja a lemma allitasat. [QED]

18.11. Megjegyzés. A parcialis integralas tovabbi alkalmazasainak megfelelé formulak talalhatok a 21.30 és a
21.31 feladatokban.

Elészor a szemidiszkretizalt problémat vizsgaljuk a periodikus peremfeltétellel ellatott Burgers-egyenletre
vonatkozo kezdetiérték-feladat esetében. Megjegyezziik, hogy habar

¥ o [
;:.i'J e = ud,u

teljesiil, a diszkretizalt verziora ez nem feltétleniil igaz, azaz példaul
1 y
5 Dyu® £ ulu,

Ezért a Burgers-egyenletet nem a logikusnak tin egyszerti modon diszkretizaljuk, hanem amint a kovetkezd
lemma mutatja, egy dsszetettebb (szemi-) diszkretizacio célszeriibb.

18.12. Allitas. Az {2 norma konstans marad minden idopontban az alabbi (szemidiszkretizacioval kapott) séma
megoldasa soran:

! . ) P
doalt,-) + ;H;.u'l{f.-] F (1= ualt, ) Du(t,) =0, (309)

n — 2
ahol U : (0.7) = " periodikus peremfeltétellel, valamint #=3.

Bizonyitas. A (309)-beli szemidiszkretizaciora alkalmazzuk a 18.5 lemma allitasat, igy elegendd azt belatni,

hogy a

i 7 3
1 - |:G f.}“_r.,'l!" + '[I - ”:lltfjll..'.-]!

skalarszorzat a szemidiszkretizalt feladat u megoldasa esetén nulla. A tovabbiakban a (t,-) argumentumot
elhagyjuk. A 18.10 lemma eredményét haszndlva (a feltételek szerint periodikus peremfeltétellel rendelkezd
vektorokra) kapjuk, hogy

f . (7 - o )
u- |- Do + (1 — H‘_Im’.}.,_g,l:l] = =Dy - Sut (1 =8y =

fl y o f
= —ullu- S0 Dppu”- (1 —8a=—u-(1—-00;,u*—u. ;11”(]_;,11,

[13~]

ahol az elsO és az utolso kifejezés valoban egymas ellentettje, ha b= 3, azaz ekkor mindketté nulla, amibdl a

18.5 lemma szerint az /2 norma megmaradasa valoban kovetkezik. [QED]
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Ezutan a Burgers-egyenletre vonatkozo kezdetiérték-feladat teljes diszkretizaciojat adjuk meg:

1 | TS T e .
0= i[r;f'l up) + _im.|u,~ 3?4 3o Dowe *, k=1.2....] N (310)
iL [ f
ahol Ui © = 73

18.13. Allitss. A periodikus peremfeltételekkel, azaz U0 = UN &s Uy = U] egyenléségekkel adott (310)
séma olyan, hogy minden id61épésben (azaz tetszéleges 1 -re) |lu”l2 konstans.

Bizonyitas. Szorozzuk meg (310) mindkét oldalat u™" %_del! Ekkor a 18.12 allités eredményét az ™" % vektorra
alkalmazva azt kapjuk, hogy

| | | 1 1n | | ¥
=u""z2 u" - ") 4 Dypla™ta]" + =u" 2 Dy u"* s
5\ "o (:; oalu""] 3 04 )]
= u" L, . i‘“.'r'] - “n] — I_[url #1 "r|] B [“rl 1 “u] — l rl'”url - I”.'." o ”"n”:_":lI
A’ 24 ' 24 : 2

amibdl valoban az kdvetkezik, hogy az Il Iz norma az 1d6lépés soran nem valtozik. [QED]

A fenti eljarés, azaz (310) id6lépésének végrehajtdsa azonban nem magatol értetddd, ugyanis kdzben egy
nemlinearis egyenletet megoldasa adja u"*! értékét. Ezért részletesebben is leirjuk az erre szolgalé algoritmust.

A (0.1) intervallum 0 =%0.70 + A= a1, oy =1 flosatasat tekintjik, ahol az ismeretlenck az
1, T2, .. - TN -beli értékek.

A lehetd legegyszeriibb esetet targyaljuk, a Newton-iteracioval egyetlen 1épést tesziink. A fenti okoskodas
alapjan a (310)-beli id6lépés végrehajtasahoz a

0= If[\l":lh: %J-k 1 %((—rlk'l } ”::-l)_ . ('”k ! L “:.I ])_)

vy + up Uy + U, Vp_y + uj l )
}H--“‘_} I‘( ]2 k+l _ l} ‘t")_._.ni', k=12...,N
. y 2 o

egyenletrendszert kell megoldanunk a v ismeretlenre nézve, illetve megoldasat kozeliteniink. Ezt a Newton-
iteracio egyetlen 1épésével tessziik, vagyis az

Ilr| 1.1 __ _"-” _ [Tfﬂll" j] I'Jr{“_r'] I':illl

képlettel adott mennyiséget szamitjuk ki. Kézenfekvé modszer az, ha az iteraciot az el6z6 idélépésben felvett
L, e vf[un) P RNXN
értékbdol inditjuk. Itt , azaz

VI(")i, k] = e [f(v)]ilv=un

ahol specialisan

. L L] — 1 1 Vkg1 1 “E.[ V-1 ”r 1 _ 1 | I m m
Vr ) = 5+ g (Rt e )L S ()
7 n ] n I n 2 1] 1 n
Tf[l'l :I[Lﬁ - J.] = = E[r';. it ”-IR. I] - {—i[f'k t ”,l, ]l-‘_-_"_r: = EHJ‘ 1~ i““

. ] ] 2 |
Vilu")k.k+1] = _E[rk'l Fup_,) + E[r',_. Fup)|veun = ﬁ”f-l t ﬁ:ej:.
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A (311) formulaban szereplé mennyiségek tehat a kovetkezok:

%l;[u,g]"' — |uy EJ'I + iu'l'[u' — u'y)

%{u’q [u“] | + = ui( 13 — uy)

Ju") =
]{|r: * = [u %) + %!:;_fl;u’l' - uly_,)
valamint
3+ =52 Zul 4 suf 0 0 Sufy — gul
T n 1.+ 1 uy —uy 2 n 1..m
Sy — 5l 7 o = sty + S Ce [ 0
i a*l 3v2 A 3 353 g W2
Vf{u")=
: : : 0
2. .n 1..n 2.n 1..n 1 uf—uf_,
3“1 1 i”-‘f ] = = 1] Z'_I-”-T 1= EH_'," 3 1 3

19.4. 18.3 Egy séma a Kortewegde Vries-egyenletre

A fenti eljarast a KdV egyenletre is alkalmazni akarjuk.

Latjuk, hogy a Burgers-egyenlet megoldasara vonatkozé (310) séma kedvez6 tulajdonsaggal rendelkezik. De ez

implicit, méghozza az ismeretlen komponensben masodfoku. Ezért a nemlinearis egyenlet kezelésére egy

konkrét eljarast is mutatunk, amelyet kiterjesztink a KdV egyenlet esetére is, azaz az ' : (0,7) x (0,1)

fiiggvényre vonatkoz6 alabbi feladatra

i + A (wdeu + dezu) =0, t€ (0.7)
u(0,x) = g(z), xe€(0,1)
w(t,0) = u(t. 1), deu(t.0) = du(t. 1), te(0.7),

ahol 9:(0.1) = & adott. A (310) sémanak megfelelden az alabbi kozelitést szeretnénk hasznalni:

(1 . 1 i i N
u'tl=u" -4 (;%”u.ll’“ 5]‘ t ;ill“' 2 Dgu™": + Dy Dyu™ ;) =

u" —a (% Dy(u™*' +u")? + —[u“' u")Dp(u"tt ) 4 - ”u” (n""" + u"]l) .

. I +172 +172 . .
ahol a jobb oldalon megjelenik [u“ ] . Az [““ ] értékére vonatkozolag a nemlinearis rendszer megoldasat

. n+ljg12 | . .
kozelitjiik, méghozza ugy, hogy ennek egy [ ™) iteracios 1épésében (komponensenként) az alabbi

approximaciot hasznaljuk:
rl*l.\_l -2 n+l.0=1 ~12 0 f 51— 1 -y n+l.j n+1,5-1
[, + 5|7 = [u, + S)° + 2(uy + 5)(u, —r;i ) =

- A 4 Yt 4+ 8) — [upt T 4 8]

A séma ezzel a kovetkezdképpen valtozik:

u:"'*'.—ri( f),,h[i[u“'l-" L4 ;gf]{ar:"'j oy ) — [ui"l'*’ g :er}zj
-8 (312)

(™ 4w Do (uf ™ ) + - r:r.,,,nn,,[““ Li=1 4 u::]).
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n+10 . n A n+1.1 . . X
amelyben fi:’f' L2 = U majd "k értékéai_egyl linearis egyenletrendszer megoldgiﬁévalgamuld-%bbél, és

ugyanigy értékét a (312) formulabol felhasznalasaval. Ezutan legyen , amivel
egy két iteraciot tartalmazo idélépést adtunk meg.

n+l,7-1 n+1,7
18.14. Megjegyzés. Hasznalhattuk volna (312) utolsé tagjaban a “« helyett az " értéket is, a séma
ugyanigy linedris maradt volna, azonban a rendszer megoldasahoz sziikséges egyenletrendszerben kapott
matrixszal vald szamolas idéigényesebb lenne.

20. 19 Id6fuggdé PDE-ek megoldasa végeselem-
modszerrel

Ebben a fejezetben linedris parabolikus feladatok megoldasanak végeselemes kozelitésével foglalkozunk. A
végeselem-modszer részleteinek megértéséhez az 1. részben leirt ismeretek elsajatitasa sziikséges. Itt az elmélet
vazat és az idofiiggd PDE-ek megoldasara vonatkozo6 egy konkrét példat ismertetiink. Az egyszerliség kedvéért
az elméleti vizsgalatot homogén problémakra korlatozzuk.

20.1. 19.1 A vizsgalt feladat, feltevések, jelolések

A végeselem-mddszer bevezetéséhez a vizsgalt feladatot az

{H,ur_:;l = —Aul(t) (313)

il )) = g

alakba irjuk, ahol a Kkeresett ismeretlen fiiggvény * - (0.T) = L2(Q2) tipusu. Az A La(€2) = L2(Q)
operatorrol feltessziik, hogy az egy erésen folytonos félcsoportot general, ami annak felel meg, hogy a (313)-
beli absztrakt Cauchy-probléma megoldasa létezik és egyértelmii. A ¢ idOpontbeli megoldast a

T(t)(uo) = e M(ug)

formula adja meg, ahol {T(”}ﬁzﬂ az A altal generalt erésen folytonos félcsoport. Formalisan azt is

mondhatjuk, hogy a {r(t) }fizﬂ félesoport a —4  differencialoperator exponencialis fiiggvénye. Az A
operatorra vonatkoz6 feltevés alapjan annak siiriin definialtnak kell lennie. A pontos értelmezési tartomanyat a
kovetkez6 szakaszban jellemezziik.

Ahogy az els6 részben is, a {100 szimbolum az L2(82) -peli skalarszorzatot jeloli.

19.1. Feltevés. Az egész fejezetben feltessziik, hogy A sajatértékei pozitivak, emellett A~ kompakt és
onadjungalt.

Ekkor a kompakt operatorokra vonatkoz6 Schauder-elméletet felhasznalva fennall a kdvetkezd:

19.2. Kovetkezmény. Az A operator {bi }.J'C-‘f sajatvektorai teljes ortogondlis rendszert alkotnak, amelyhez

tartozé sajatértékek {Ai }.J'C-‘f, ahol S egy véges halmaz vagy S = N . Ezekkel tetszéleges ¥ € H esetén
Av=">"Xbj{bj.v)e. (314)
JES

19.3. Példa.A leggyakrabban vizsgalt esetben
. H=1,(0)

e A=A ahol D(—A) = H{(Q) NH(Q)
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20.2. 19.2 Gyenge alak, a numerikus megoldas médszere

A (313) feladat gyenge alakjat kétféle ok miatt is célszerti felirni. Egyrészt a vizsgalt esetekben A mindig egy
differencialoperator, amelyet eleve csak igy tudunk értelmezni olyan fiiggvények esetén, amelyek nem
derivalhatok klasszikus értelemben annyiszor, amennyi az A rendje. Masrészt ez teszi lehetévé, hogy
természetes modon értelmezzitk a megoldas végeselemes kozelitését. A gyenge alakhoz tobbféle modon is
eljuthatunk.

* A (313) feladatban szerepld egyenletben mindkét oldalt disztribucionak tekintve mondhatjuk, hogy az
egyenlet ekvivalens az

(Geult), vio = (Aul(t), v)o = alu(t),v) ¥Ye e D)

alakkal, ahol az @: H x H — & bilinearis format a disztribuciés derivalas képlete, illetve valamilyen
integralatalakitd formula segitségével kapjuk. Ha ez folytonos valamilyen H" C La() altéren értelmezett
(valamilyen skalarszorzasbdl szarmazo) Il I+ norma szerint, akkor a A" 2 D(Q) teret tegyiik esszerint
teljessé! Az igy kapott Hilbert-teret ' jeldli. Ekkor a H := H* tér elemeire teljesiil, hogy

(Beu(t), v)o = alu(t),v) Yve H = H.

Ennek megfelelden (313) gyenge alakja a kovetkezd: Olyan ult) - (0,T) = H fiiggvényt keresiink,
amelyre minden v € H esetén teljesiil, hogy

{eult), vio = alult),v). (315)
» Nyilvanval6, hogy a (313) feladatban szerepld egyenlet két oldala pontosan akkor egyezik meg, ha minden

v € H esetén a v -vel vett skalarszorzatuk azonos. gy azon % € H megoldasokra és v € H elemekre,
amelyekre valamilyen integralatalakitd formulat lehet hasznalni, kapjuk, hogy

thu(t), vio = (—Aul(t), vio = alul(t), v),

ahol @ : H x H — & bilinearis fiiggvény. Azonban csupan ebbél a szokasos levezetésbsl nem vilagos,
hogy mi pontosan « értelmezési tartomanya, tovabba az sem, hogy azon milyen normat érdemes értelmezni.

A 19.1 feltevés alapjan kapjuk, hogy @ - H*xH* > R pozitiv definit.

19.4. Példa. A 19.3 példa folytatasaként legyen £ = Ci(£2) : ekkor u(t). v € CF(€2) esetén
{Oeul(t), vio = (—Au(t), vio = (Vult), Vu)p.

Itt

[ |2 = (Vu, Vudo,

vagyis Cﬁ(i?) -nek az erre vonatkozd lezartja H = Hnl (£2) | Azaz a feladat gyenge alakjadban olyan
u € Hn1 (€2) figgvényt keresiink, amelyre minden ¥ € Hn1 (2) fliggvény esetén

{hu(t), vio = (Vu, Vu)o (316G)
teljesiil.

20.3. 19.3 Szemidiszkretizacio
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A kozelité, megbldas kiszamitdsahoz a feladatot eldszor térben diszkretizaljuk, a kozelitdé megoldast egy
rogzitetf;, : (0, ¢) eg¢s dimenzios altérben keressiik. A (315) formula alapjan kapjuk a kdvetkezd feladatot:

Olyan fiiggvényt keresiink, hogy

(huy(t), vp)o = alug(t). vy) Yo € V. (317)

Mivel V1. véges dimenzios, ezért a keresett fliggvény
o

up(t) = Cy(t)b,
i=1

5
alakba irhato, ahol {h"’-i}.i=l a Vi egy bazisa. Fennall tovabba, hogy a (317) egyenl6ség pontosan akkor

!

teljesiil, ha az az 6sszes “i-h baziselemre igaz.

Ezeket a (317) formulaba beirva kapjuk, hogy

5 a5
(3" Ci(tbsbido = a(d_ Ci(t)bs.by) Wb € Vi, k=1,2,...,S. (318)
=1 i=1

s
Az ebbdl szarmazo kozonséges differencialegyenlet-rendszer megadasahoz sziikségiink lesz a {ng }_,=1
bazishoz tartozd I -vel jeldlt merevségi matrixra és £ -vel jelolt tomegmatrixra, amelyeket a

Bj. k] = a(by, b;)
E Li' H = (b, “‘_r}”

egyenloségekkel definidlunk. Ezekkel a (318) gyenge alak a kovetkez6 mddon irhato fel:
E[Cy(t), Ca(t),. .., Cs(t)]" = B[C1(t), Calt),. ... Cs(t)]", (319)

amely valdban az [C1(£), Caft), ... Cs(t)] (vektor)fiiggvényre vonatkozo kodzonséges differencialegyenlet-
rendszerre vezet.

20.3.1. 19.3.1 Kozelité megoldas kiszamitasa egy példan
A szemidiszkretizacio utan a (319) kézonséges differencialegyenlet-rendszer megoldasanak kozelitését kell mar

csak elvégezniink. Az altalanos formalizmus helyett egy konkrét modszer esetén mutatjuk ezt be. Az implicit
Euler-modszert valasztjuk. Ekkor a (318)-beli ismeretlen fliggvények

) _ T
Cind) =Cj, j=12....8n=12... <
N L
kozelitését alkalmazva azt kapjuk, hogy
5 {.-.,.. 1 om =
i 3 il ; — 17 . ¢ q BT
5> %5),;&,,, =a(}_ C77'bi b)) Yo € Vi, k=1,2,....8. (320)

=1 i=1

n+l _ n+1 41 41y
vagyis az Crl = (O, 3, o)
kovetkez6 teljesiil:

ismeretlenekbdl allo vektorra a (319) alaknak megfeleléen a

|
E-
']

(‘:rl-' (:rl = IHCH- J.
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Innen kapjuk a megoldasra vonatkozoé idélépést:
C"*' = (E - 4éB) 'EC".
Végeselem-modszerekre vonatkozik a 20.2.11. és a 20.2.12. animacio.

A kapcsolodo elmélet részletes leirdsa a [26] kdnyvben talalhato.

21. 20 Szamitogépes alkalmazasok

21.1. 20.1 Programok

Az idofiiggd feladatok numerikus megoldasahoz is megadunk két mintaprogramot a korabban bemutatott
eljarasok gyakorlati bemutatasara. Az els6 az egydimenzios hévezetési egyenlet numerikus megoldasat mutatja
be, a masodik pedig az advekcios egyenletre konstruadlja meg a LaxWendroff-sémat. A programokkal a
kovetkezd fejezet tobb animacidja is rekonstrualhaté a paraméterek megfeleld beallitasaval.

20.1. Példa. Tekintsik az egydimenzids hévezetési feladatot a [0. 7] intervallumon homogén Dirichlet-
peremfeltétel mellett (legyen @0 =1 ). Az alabbi program a numerikus megolddst mutatja. A
hémérsékletértékeket az egyes id6rétegeken a v vektor elemei kozelitik. A programhoz az uf) vektorban
adhatjuk meg a kezdeti feltételt, az = paraméter adja meg a belsé osztopontok szamat, ' az az id6pont,
ameddig szeretnénk megkapni a numerikus megoldast, r a racsparaméter, a t! paraméterrel pedig beallithatjuk,
hogy az id8integraciot milyen modszerrel hajtjuk végre: @ = () explicit Euler-modszer, # = 1 implicit Euler-
modszer, f =1/2 CrankNicolson-modszer.

clear all; close all;

n=50; h=pi/(n+l); x=h*[1:n]; T=1; theta=0; r=0.4; ul=pi-2*abs(x-pi/2);
delta=r*h"2;
kmax=round (T/delta) ;

N=sparse (2:n,1l:n-1,ones(n-1,1),n,n);
I=speye (n) ;
Q=-2*speye (n) +N+N"';

Al=I-theta* ((delta/h"2) *Q) ;
A2=T+ (1-theta) * ((delta/h"2) *Q) ;

v=ul"';

for k=1:kmax

v=A1\ (A2*V) ;

plot (O:h:pi, [0,v',0], 'bo")

axis ([0,pi,0,p1])

xlabel ('x', '"FontSize',14)

ylabel ('u', '"FontSize', 14)

title(['t= ',num2str (k*delta, 'pause (delta*100)

end;

20.2. Példa. Tekintsik az advekcios egyenletet @ = 1 valasztissal a [0.1] " intervallumon periodikus
peremfeltéte]l mellett. Az alabbi program a LaxWendroff-modszerrel nyert numerikus megoldast adja abban az

esethen, ha a kezdeti feltételt (F‘in(gmf']) az ul) vektorban taroljuk, a [0,1] intervallumot 20 ekvidisztans
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intervallumra osztottuk, és az fi racsparaméter értékét 0.75-nek valasztottuk. A program az animécié soran
mutatja a pontos megoldast is.

clear all; close all;

R=0.75; n=20; h=1/n; delta=R*h; T=5; kmax=round(T/delta)uO=sin (pi*2*h*[1:n]);
B=sparse(l:n-1,2:n,ones(l,n-1),n,n);

A=B'*1/2*R* (1+R) +B* (-1/2*R) * (1-R) + (1-R"2) *speye (n) ;

A(l,n)=1/2*R* (1+R); A(n,1)=-1/2*R* (1-R);

v=ul"';

for k=1:kmax

v=A*Vv;

vpontos=(sin(([1:100]/100-k*delta) *2*pi))"';

plot ([0:1/100:1], [vpontos (100) ,vpontos'],'r-"',[0:h:1], [v(n),v"'], 'bo-");
xlabel ('x', '"FontSize', 14)

ylabel ('u', 'FontSize', 14, 'Rotation',0)

title(['t= '",num2str (k*delta, 'pause (0.2);

end

21.2. 20.2 Animaciok

21.2.1. 20.2.1 Az egydimenzids hévezetési egyenlet numerikus megoldasa

Ebben a részben a

dhulf, ) = depul(t,z), te(0,T7), x e (0,7
u(t.0) =ult,7)=0 te(0,T)
wul(l, x) gler) x € |[],r:

(v0. (196)) egydimenzids hévezetési egyenlet megoldasanak kozelitésére adunk meg szimulacidkat. Mindegyik
esetben a véges differencidk modszerét hasznaljuk. A szimulaciok kozti kiilonbséget a kezdeti feltétel, a
racstavolsagok ill. az iddintegracioban alkalmazott numerikus modszer megvalasztasa adja. A numerikus
megoldast piros pontokkal jeloltiik, a pontos megoldast (amennyiben ismert) kék folytonos vonal jeldli.

20.2.1. Animacio.A (202) séma (explicit Euler-modszer) eredménye a h=wn/6 §=0.1 (r = 0.3647),
up(x) =sinx T =1 valasztassal. A 20.2.2. animacién ugyanezen feladat numerikus megoldasa lathato
ugyanekkora racsparaméterrel egy finomabb racson.

20.2.2. Animacid.A (202) séma (explicit Euler-modszer) eredménye a h=wn/12 5 =0.025 (r = 0.3647),
up(x) =sinx T =1 valasztassal. A 20.2.1. animAcién ugyanezen feladat numerikus megoldasa lathatd
ugyanekkora racsparaméterrel egy durvabb racson.

20.2.3. Animacio.A (202) séma (explicit Euler-modszer) konvergencidjanak szemléltetése. Az animacio azt
mutatja, hogy hogyan vaéltozik a maximum-normabeli hiba a 7' =1 id6rétegen abban az esetben, ha a
racsparamétert konstansnak tartva felezziik a racstdvolsagot és negyedeljik az idélépést. Vegylik észre, hogy
minden finomitasi 1épésben kb. negyedelddik a hiba, ami masodrendli konvergenciat mutat.

20.2.4. Animacio.A (202) séma (explicit Euler-modszer) eredménye a h= Trfl[}f}, & =0.0005 (r = 0.5066),
up(r) =sina T = (.75 valasztassal. Mivel 7 > 0.5, a numerikus megoldas nem stabil. Ennek eredménye,
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hogy a lépésmatrix 1-nél nagyobb abszolut értékli sajatértékéhez tartozd sajatvektor (ami a kezdeti vektor
eléallitasdban nem is szerepel) a gépi kerekitések miatt felerésodik az iteracids vektorban. Ez a jelenség
figyelhetd meg az animécioban a t = 0.6 id8ponttol (az animacidban ez a rész lassitva szerepel).

20.2.5. Animécio.A (231) séma (CrankNicolson-modszer) eredménye a h=wn/100 5 =0.005 (r = 5.066),

up(x) =sinx T =32 vglasztassal. Az animacié azt mutatja, hogy a feltétel nélkiil stabil CrankNicolson-
moédszer © = 5-0s racsparaméterrel is (10-szer akkoraval, ami az explicit Euler-mddszer esetén megengedett)
teljesen kielégitd megoldast szolgaltat. Ilyenkor nem a stabilitas, hanem az elérni kivant pontossag hatarozza
meg r ¢és az id6lépés értékét.

20.2.6. Animaci6.A (231) séma (CrankNicolson-modszer) eredménye a h=m/100 § = 0.0001 (r=10.1013
), T =1 valasztassal. Az animaci6 a hévezetés jelenségét szemlélteti egy altalanos kezdeti fiiggvény esetén.

21.2.2. 20.2.2 A kétdimenziés hovezetési egyenlet numerikus megoldasa

Most attériink a kétdimenzios hévezetési egyenlet megoldasainak szimulacioira. A
thul(t,r,y) = deere(t, 2. y) + dyyult, x,y) (321)

(vO. (246)) egyenletet oldjuk meg az egységnégyzeten és a (”.-T] iddintervallumon homogén Dirichlet-
peremfeltétellel. Kezdeti fiiggvényként a MATLAB peaks nevii beépitett kétvaltozos fliggvényét hasznaljuk.
Vizsgaljuk eldszor a véges differencias megoldasokat!

20.2.7. Animacio.

A (247) séma (explicit Euler) eredménye a fir = hy = 1/11 5 = 0.001983 ("= =7» =024y 7 =02
valasztassal.

20.2.8. Animacio.

A (247) séma (explicit Euler) eredménye a fir = hy = 1/11 5 = 0.002149 (7= =7y =026y 7 =8
valasztassal. Egy kicsit megndvelve az id6lépést mar sériil a stabilitasi feltétel. Emiatt 1ép fel a & = 0.5
idoponttol 1athato jelenség.

20.2.9. Animacio.

A (247) séma (explicit Euler) eredménye a he = hy =1/51 §=1.1534e — 004 (Te =Ty = 0.3 ),
T = (.008 valasztassal. Az animécié ismét a nem stabil esetet szemlélteti, most egy finomabb racs esetén.

20.2.10. Animacid.

A (256) séma (CrankNicolson) eredménye a ftx = fiy = 1/51 6 = 7.6803¢ — 004 (7= =7y = 2) T = (.1
valasztassal. Az animaci6 azt szemlélteti, hogy a CrankNicolson-séma nagyobb racsparaméterek esetén is stabil
megoldast ad.

Most attériink a feladat végeselemes szimuldcidinak bemutatasara. Mindegyik esetben egyenletes
haromszogracsot és szakaszonként linedris bazisfiiggvényeket hasznalunk. Mutatunk példat Neumann-tipusu
peremfeltételre is.

20.2.11. Animacid.
A numerikus megoldas szimulacioja a T = 0.0455 id6pontig abban az esetben, ha 10-10 belsd osztopontot
vesziink fel = és ¥ irdnyban is. A szemidiszkrét feladat megolddsara a CranckNicolson-mddszert hasznaltuk

At = 0.0005 valasztassal.

20.2.12. Animacio.
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Ebben a szimulacidban a peremfeltétel az yr=otdalon homogén Neumann, a tdbbin homogén Dirichlet. Az

animaci6 a ngmerikus megoldast mutatja a idépontig abban az esetben, ha 40-40 belsd osztopontot

vegzinR (fek)5 és  iranyban is. A szemidiszkrét feladat megoldasara a CrankNicolson-modszert hasznaltuk
vélasztassal.

21.2.3. 20.2.3 Az advekcids egyenlet numerikus megoldasa

Az advekciods egyenlet numerikus megolddsainak bemutatasdhoz a

(322)

dhult, r)+ adeu(t.x) =0, t(0.T), xe(0.1)
w(D.x) =sin(27x). T (1)

feladatot valasztottuk periodikus peremfeltétellel (“':"-.- 0) =ult, 1]). Feltessziik, hogy az advekcid sebessége
pozitiv. Az alabbi animaciok harom sémat hasonlitanak ossze: upwind, Lax-Wendroff- és leapfrog. A sémak

diszkrét Fourier-analizisébdl tudjuk, hogy mindharom sémara a CFL-feltétel (f = 1) egyuttal elégséges is a
stabilitishoz. £t = 1 esetén a racspontokban a pontos megoldast kapjuk, igy ebben az esetben nem valtozik az
amplitado. I < 1 esetén csak a leapfrog séma tudja ezt. A LaxWendroff-séma kevésbé, az upwind jobban
csokkenti az amplitadét. A numerikus megoldas fazisa is altalaban eltér a pontos megoldasétél. Altalaban
lemarad a numerikus megoldas a pontos megoldashoz képest. A LaxWendroff-sémanal és a leapfrognal kb.

ugyanakkora ez a lemaradas. Az upwind séma esetén a numerikus megoldas R =172 egetén siet, R<1/2
. =1/2 o1z P . ;. .
esetén lemarad. 11 = 1/2 esetén lényegében nincs fazistolas.

20.2.13. Animacio.

Az upwind sémdval nyert numerikus megoldas f = (.75, h = 1/20 yalasztassal.

20.2.14. Animacio.

A LaxWendroff-sémaval nyert numerikus megoldas {7 = ().75, h = 1/20 yglasztassal.

20.2.15. Animacid.

A leapfrog sémaval nyert numerikus megoldas £ = (.75, h = 1/20 yalasztassal.
A kovetkez6 animacid azt az esetet mutatja, amikor a Lax-Wendroff sémanal nem teljesiil a CFL-feltétel.

20.2.16. Animacio.

A LaxWendroff-sémaval nyert numerikus megoldas fi = 1.05 , h=1/20 y4lasztassal. Az instabilitas
jelensége kortilbeliil £ = 9-t6]1 lathato.

21.2.4. 20.2.4 Az egydimenzios hullamegyenlet numerikus megoldasa

A Ouu(t, x) = deult, ) egydimenzids hullamegyenletet tekintjiik homogén Dirichlet-féle peremfeltétellel. A
numerikus megoldashoz a véges differenciak modszerét hasznaljuk ((305) séma).

20.2.17. Animacio.

Ebben az animacioban a kezdeti feltétel #(0. ) = sin{mx) Gu(0.x) =0 A numerikus megoldashoz 20
belsé pontot vettink fel a [0,1] intervallumon. A sémat az fi =1 valasztassal alkalmazzuk a [0,6]
iddintervallumon.

20.2.18. Animacio.

Ebben az animacioban a kezdeti feltétel
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ull), r) = expl(—(xr — []..‘i‘,lr_,-’[l.llli]?fjx (), ) = 0.

A numerikus megoldashoz 50 belsd pontot vettiink fel a [0,1] intervallumon. A sémat az fi = 1 vélasztassal
alkalmazzuk a [0,6] iddintervallumon. Az animaci6 jol szemlélteti, hogy az 1 megoldasfiiggvény egy jobbra és
egy balra halad6 hullam 6sszege.

22. 21 Feladatok

21.1. Feladat. Adjuk meg az alabbi kozelitések rendjét! Ha egy ! fiiggvény k -adrendii derivaltjat kozelitjiik,
k+1¢@
akkor mindenhol feltessziik, hogy e ") peli,

(a) f'(r) = }th'f[: b h) — flx—h))
(b) f'lx) = %[—:iﬁ.r'] FAf(x+ h) = flx+2h))

%{f[.r Fhoy+h)= fle+h,y=h)=
e

—fle—hoy+h)+ fle—hou—h)

(c) O flx.y) =

21.2. Feladat. Kozelitsiik a O[q(x)0:] differencidloperatort azzal a véges differenciaval, amely egy olyan
racson értelmezett, ahol az egész indexek egy egyenletes felosztas racspontjait, a tort indextiek értelemszeriien
az ezek kozotti felezépontokat jelolik:

]. (ﬂ’“ L,“H | |:_£|I'“-L 3 ffrl 1]“’” fl'f"-:'““.l)-

e
Szamitsuk ki a kozelités rendjét, haa 4 © C*R) feltevéssel élink!

21.3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha (pl. egy véges differencia kozelitéssel kapott megoldas-) sorozat konvergens

Il |lb.oo norméban, akkor tetszbleges P € E" esetén konvergens a ||l Il norma szerint is! Mutassunk
példat arra, hogy a forditott iranyu kdvetkeztetés nem igaz semmilyen véges ! esetén sem!

21.4. Feladat. Tekintsiik a

du(t.x) = opdeult.z). teRY, 2 € (0,7)
eult,0) = deult. ) =0, teR?

wlll,z) =sinx = (0.7).

feladat kozelitésére vonatkozo

#1 apb T , ‘
up,  =up + F(upy —2up +uy,y), k=12,....N
Jug = duy — uy, —ul_; + dufy = 3ul .,

D _ iy ke . T
ug =sing, k=0.1,....] V.V +1

sémat, amelyet a (0.7) intervallum egy egyenletes felosztasan adunk meg, ahol o =0 g5 TN+1 =T g
peremracspontok. Szamitsuk ki ennek konzisztenciarend;jét!

21.5. Feladat. Tekintsiik a
Goult, r) = opdecult, ) + flt.x)., t€e R, xr € (0.7)

u(t.0) =u(t,7v) =0, teR’
u(0,r) =sinx x e (0, 7).
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feladat kozelitésére vonatkozd

up =+ S (upy — 2uf +ul) + S(f(ndx) + fl(n+ 1)d,ax)), k=12,....N
g = Uy, =0,

up =sing=5, k=01....N.N+1

sémat, amelyet a (0.7) intervallum egy egyenletes felosztasan adunk meg, ahol o = 0 s TN+1 =T g
peremracspontok, tovabba [ € C0,7) adott. Szamitsuk ki ennek konzisztenciarend;ét!

21.6. Feladat. lgazoljuk, hogy a

hult,z) + adcult, ) = odeu(t.xr), te(0.T)zeR
wl,x) = flxr), reR

feladat

rr-l Ii .H"I. Jl'l — i '] r|-|. & fl‘j rr'j'
{”a.- tagp(ug, —uly ) =ug oglugy — 2u™ +u’))

uy = f(kh)
implicit sémaval val6 kozelitése pontonként konzisztens, és adjuk is meg a (pontonkénti) konzisztencia rendjét!

21.7. Feladat. lgazoljuk, hogy a
dhult,r) = deeuft,x), te(0,T).reR
egyenlethez tartozo

.)'
n+l m I_'_r}

n+l n+l n+4l

(upsy —2ug™" +ug’y)
séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel! Szamitsuk ki a konzisztenciarendet!
21.8. Feladat. Igazoljuk, hogy adott / € C*(R" X R) egetena

hult, r) = dezult, )+ flt,x), t(0,T),reR

egyenlethez tartozo

24 ) . .
Hr'l — g 1 F[nr,’f —2&1:_!" : ui"t] FAflln+1)0,2) + f({n—1)8,24))
séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel! Szamitsuk ki a konzisztenciarendet!

21.9. Feladat. lgazoljuk, hogy a

thu(t,r) = opdeu(t,z), te(0,T),zreRr
ull,x) = flxr), xR

feladathoz tartozo

r.utl_”rl ko illl'r“l_')i!"-! 4 url-IJ
f = U I-'hg bpg1 — =t k-1

implicit séma a || - |2 norma szerint konzisztens a fenti egyenlettel!
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21.10. Feladat. Milyen feltétellel teljesiil, hogy a

hult,r) =dcult,x), te(0,T),rel
egyenlethez tartozo

1 m=1 __ ']rl] m m+1 n=1 noo
up T — Uy, = ;_i.zﬁ“*-l —(up " dup ) fug_y)
séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel?

21.11. Feladat. Igazoljuk, hogy a

hult, r) = aiul(t,r), t€(0,T),relR
ull,r) = fir), relk

feladathoz tartozo

il L ris T |
up o=ty + 2R (u —u ")

implicit séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel! Hatarozzuk meg a konzisztenciarendet!

21.12. Feladat. Igazoljuk, hogy a kétdimenzios
thu = adeu + bidyu

hullamegyenletre vonatkozo6 természetesnek tiind

" )

i -
n+1l __ " n ¥ 2 n ] 7] 2 n
Wi =y, = H,Un_rr:j_h ] TD“_JHJ-_I,‘ - If_,,f_,?ul_,;u)_k ; TLJU.:'J“_J.k

séma nem konzisztens masodrendben az idévaltozo szerint! Hogy moddositsuk, hogy valoban masodrendben
konzisztens legyen? (Itt érdemes altalanositani a (276) formulat, és az azt kovetd gondolatmenetet.)

21.13. Feladat. Igazoljuk, hogy a PeacemanRachford-séma forrastaggal vett

{Jr - L-:L!Jﬁ:'r‘} u' ; = {Jr + r?‘l;'}f}u] u" + fﬂ ' :I':
{_-l[ - J_Ii.f_)[-;”} H“'l = (I I L;”ﬁ:} .!1"-12 } f“‘l

verzidja minden valtozd szerint masodrendben konzisztens a kdvetkezd egyenlettel:
dy(t,r,y) = Oeeull, x,y) + dyult. z,y) + f(Exy).
21.14. Feladat. Tekintsiik a

du(t,r) = deeult.z) +tr te R, € (0.7)
u(t.0) =1, wult.m)=2 telR’
ul,r) =sinx xe (D7)

feladat kozelitésére vonatkozd

b
=

': T, & b N v I3
up ™ = up + A(upo, — 2uf Ful) 40 -ndxk, k=1,2,...,]

r f W
ug =1, uj, =2,

up =sin g% k=0.1,....] NN +1
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sémat, amelyet a (0:7) intervallum egy egyenletes felosztasan definidlunk, ahol o = 0 ¢s Tn+1 =T g
peremracspontok!

[rjuk ezt fel (inhomogén) linearis rendszer alakjaban, azaz adjuk meg az

141 1 1
n'’ = Au" + b’

alak Iépésoperatorban szerepld A matrixot és b vektort!
21.15. Feladat. Tekintsiik a
dult,r) = deeult,z) —tr teR", x € (0,7)

dou(t,0)=1, dult,m)=-=-1 teR’
u(l,x) =sinz x e (0,7).

feladat kozelitésére vonatkozo

+1 I ‘ - - F .
u:\' = 1y, 4 f:{nf 1 — 2up +up ) —d-ndxe, k=1,2.....N
mn n 1 n mn 1
(1 1 — tp N+l (T 1 ULy 1 — N+l
up =sings k=0,1,...,] V.N +1

sémat, amelyet a (U:7) intervallum egy egyenletes felosztasan definialunk, ahol ¥o = 0 & TN+1 =T 3
peremracspontok!

[rjuk ezt fel (inhomogén) linearis rendszer alakjéban, azaz adjuk meg az

p4 1 ] 1
n’t = An" + b

alak Iépésoperatorban szerepld A matrixot és b vektort!
21.16. Feladat. {rjuk fel a Q=1(0,1) x(0,1) tartomanyon adott

thu(t,z.y) = degult. x.y) + dggu(t. . y) (x.y) € Q
u(x,0) =0, dulz,1) =0, =z (0,1) (323)
u(0,y) =0, du(l,y)=0, =z (01)

feladat numerikus megoldasara vonatkoz6 azon sémahoz tartozo 1épésmatrixot, ahol egy egyenletes racson

. 2 . 2
diszkretizaljuk a feladatot, tovabba a masodik derivalt kozelitésére az oD, + 1305, sémat hasznaljuk, a

homogén Neumann-peremfeltételt pedig a legegyszeriibb jobb-, illetve baloldali elsérendii véges differenciaval
kozelitjiik!

21.17. Feladat. Médositsuk a 21.16 feladatot gy, hogy a perem aljan, illetve bal oldalan az (.0} =&

illetve az wl0.y) =y Dirichlet-peremfeltételek legyenek adottak. Ekkor a megfeleld rendszer
't = Au" + b" alaka lesz. Szamitsuk ki A és b" értékét!

21.18. Feladat. Igazoljuk, hogy a
chult, r) +adeu(t,z) =0, te(0,T)relk
egyenlethez tartozo
L 1

w, = (1—R)uy, + Mu;_,

séma pontosan akkor stabil, ha @ > 0 és 0 < I = 1 te]jesiil!
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21.19. Feladat. lIgazoljuk, hogy a
dhult, r)+aidou(t,r)=0, t(0,T),relk

egyenlethez tartozo

L i n n
u, = ug— ;{n.,“J — 1)

séma semmilyen @ és fi érték mellett sem lehet stabil!

21.20. Feladat. Igazoljuk, hogy az egydimenzids

4+ adyu =0

egyenletre vonatkozo

= 5 ) = 5 (e = o)
séma (LaxFriedrichs-séma) pontosan akkor stabil, ha Rl <1 teljesiil!
21.21. Feladat. Igazoljuk, hogy a
dw(t,x) =opdeult,x), te(0,T).zeR
egyenlethez tartozo
apt = SO = 200 ) = SR — 20 )
CrankNicolson-séma feltétel nélkiil stabil!
21.22. Feladat. lgazoljuk, hogy a
ihu(t,r) = adult,.x) +opdeult.r), te(0T),ze R
egyenlethez tartozo
'ttt = u" f—:ﬁ'“u" D!
séma feltétel nélkiil stabil!
21.23. Feladat. Tekintsiik az % © (0.7) x R? — IR tipust fiiggvényre vonatkozd
thu = deatt + Gyyu + O-:u

egyenlet (valamilyen konkrét kezdeti feltételhez tartozd) megoldasanak numerikus kozelitésére felirt

LT
(I-2DF, - $D3.) i = (I + %D8,) u™}
(I - 5D3. - 5D§ )u! = (I + 3 D3, ) u"*s

(1 D3, — 3D3,) w = (1+ 5DL)w

sémat! Igazoljuk, hogy ez feltétel nélkiil stabil!

21.24. Feladat. Tudjuk, hogy a homogén Neumann-peremfeltételekkel rendelkezd = od.t feladat
megoldasanak kozelitésére vonatkozo6 egy egyszerli explicit Euler séma 1épésmatrixa
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1 —7r T 00 (
T 1=2r r 0 (

0 0 r 1-—-2r r
0 0 1 r l1-r

< p< Lo wt .
Mutassuk meg, hogy a stabilitas egy elégséges feltétele most is O=<r=<j3 teljesiilése! Ez sziikséges is?

21.25. Feladat. irjuk fel a fenti 21.24 feladat modositasaként az implicit Euler sémahoz tartozé 1épésmatrixot,
majd igazoljuk, hogy az (a peremfeltétel nélkiili esethez hasonléan) most is feltétel nélkiil stabil sémat ad!

21.26. Feladat. Adjuk meg a 21.16 feladat azon modositasahoz tartozé 1épésmatrixot, ahol mindeniitt homogén
Neumann-peremfeltételt tekintiink! Mutassuk meg, hogy a stabilitds (itt is) pontosan akkor teljesiil, ha
0 <72 +7y < 3 fennally

21.27. Feladat. irjuk fel a a homogén Dirichlet- és a homogén Neumann-peremfeltételekkel rendelkezd
dou = ai, U feladat megoldasara felirt CrankNicolson-sémahoz tartozd Iépésmatrixot! Igazoljuk, hogy

mindkét séma feltétel nélkil stabil! (Segitség: frjuk fel a 1épésmatrixokat (L + @) ' (1 — Q) alakbal)

21.28. Feladat. Vizsgéljuk a hv(t,z) = Adv(t, z) advekcios egyenlethez tartozo

R R 8

1 n n 242 m

v =W -4 E.'!l”u" T T] -Ir;'u\" 3 it = .E

LaxWendroff-sémat, ahol A valés, diagonalizalhato matrix valos A1: A2« - -+ Al sajatértekekkel! A skalar

esetre vonatkozo eredmény felhasznalasaval igazoljuk, hogy ez pontosan akkor stabil, ha RIA <1 minden

e '
J= 12,1 esetén!

21.29. Feladat. Vizsgaljuk a 21.28 feladatban szerepld egyenlethez tartozo

i

It
a1 n+l _ .0 —
v - 2.-11’)(.\; =v", = 7

)‘1:)"2.“'

sémat, ahol A most is valds, diagonalizalhatd matrix valos Al sajatértékekkel! Igazoljuk, hogy a

skalar esethez hasonldan ez feltétel nélkiil stabil!

21.30. Feladat. Milyen R" — R" operétor legyen I201, hogy a periodikus vektorok halmazan minden WV
parra teljesiiljon a

(Diu,v) = (u, Dov)
egyenldség?

21.31. Feladat. Legyenek az 11, V € RY yektorok periodikus peremfeltétellel ellatva. Konstrualjuk meg az ilyen
peremfeltétellel ellatott u és v fliggvényekre vonatkozo

(ertt, ) — (e, v

azonossagnak megfeleld formulat u és v esetére!
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