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Numerikus modellezés es
kozonséges differencialegyenletek
numerikus megoldasi modszerei

1. 1 Bevezetés

A differencidlegyenletek gyakori eszkézei a természettudomanyos, miiszaki, kdzgazdasagi folyamatok
leirasanak, azaz a folytonos matematikai modelleket tobbnyire ezek segitségével lehetséges (és szokasos) leirni.
Az ilyen modellek vizsgalataval a kozonséges (illetve parcialis) differencialegyenletek elmélete foglalkozik.
Ezek a vizsgalatok elsdsorban a kiillonbozo jellegli feladatok megoldhatésagaval foglalkoznak, els6sorban azt
vizsgaljuk, hogy a kitlizott feladat milyen feltételek mellett lesz korrekt kitlizésti. A megoldas konkrét eldallitasa
zart alakban (azaz megadasa olyan képletek segitségével, amelyek ismert és konnyen kiértékelhetd
fiiggvényeket tartalmaznak) csak ritkdn lehetséges. Ezért gyakorlati szempontbdl megkeriilhetetlen az a
megkozelités, aminek soran a megoldast valamilyen numerikus médszer segitségével kozelitd alakban keressiik.
Mint latni fogjuk, ezek a modszerek lehetdvé teszik a numerikus megoldas nagy pontossagu és megbizhatd
eléallitasat. Ez utobbi azt jelenti, hogy becslést tudunk adni az ismeretlen pontos megoldas és az alkalmazott
numerikus modszerrel nyert numerikus megoldas kozotti eltérésre.

A konyv alapvetd célja bevezetni az Olvasét a kézonséges differencidlegyenletek numerikus modszereinek
alapjaiba, illetve ismertetni azokat az eljarasokat, amelyeket a programcsomagok is hasznalnak. Ezen a teriileten
érezhetOen intenziv a fejlodés, amelyrdl a megjelent cikkek és monografidk viszonylag nagy szdma is arulkodik.

A konyv mindazoknak késziilt, akik valamilyen szinten a numerikus modszereket szeretnék alkalmazni, és nem
érik be azzal, hogy egy programcsomag, altaluk nem ismert modon kiszamolt eredményét hasznaljak, hanem a
dolgok hatterét és megbizhatosagat is szeretnék latni. A témahoz kapcsolodo sziikséges numerikus eléismeretek
nagy részét ismertetjiik, ¢és a tovabbi ismeretek egyéb ismeretek megszerzésére javasoljuk az altalanos
numerikus analizis kérdéseibe bevezetd és elektronikusan hozzaférheto [5] konyvet.

A konyv alapvetéen az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem alkalmazott matematikus mesterszakon tartott
kurzusaimon alapul. Ezért koszonettel tartozom hallgatoimnak, akik az eléadasok soran kérdéseikkel,
észrevételeikkel az egyes részek ujragondolasara serkentettek, és a konyv tobb részén a k6zos gondolkodasunk
eredménye talalhatdé meg. Nagyon halas vagyok biralomnak, Mincsovics Miklosnak, aki lelkiismeretesen
atnézve a kéziratot szamos javitd, a kdnyv lényegét jobban kiemeld észrevételt tett. Koszonettel tartozom
Csorgd Gabornak, aki a konyv elkészitésének szamos technikai részét magara vallalta. A legnagyobb kdszonet
azonban csaladomat illeti, akik elnézték a konyv irdsa miatti elfoglaltsigomat.

Budapest, 2013 februar.

Farago Istvan

2. 2 Kozonseéges differencialegyenletek kezdetiérték-
feladata

Ebben a fejezetben megismerkediink a numerikus mddszereink targyadt képezd kozdnséges
differencidlegyenletekkel, illetve kezdetiérték-feladataival, és ezek elméleti
6sszefoglaladsaval foglalkozunk. Megvizsgdljuk, hogy milyen feltételek mellett létezik
egyértelmi megoldads. A fejezet jelentds részét képezi a parcidlis
differencidlegyenletekkel vald kapcsolat vizsgédlata. Megmutatjuk, hogy az un.
szemidiszkretizdcid segitségével a parcidlis differencidlegyenletek (amelyek jobban
leirjak a vizsgdlt jelenséget), szintén jél kezelhetdk kdzdnséges
differencidlegyenletekkel. Foglalkozunk a specidlis tulajdonsagt rendszerek (az un.
merev rendszerek) tulajdonsédgaival is.
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2.1. 2.1 Elméleti 6sszefoglalé

El8szor a kezdetiérték-feladatnak a megfogalmazdsaval és megoldhatdésdgaval foglalkozunk,
kilon kitérve a numerikus szempontbdl fontos szerepet jatszd stabilitésra is.

2.1.1. 2.1.1 Kozonséges differencialegyenletek kezdetiérték-feladata és
megoldhatésaga

2.1.1. Definicié Legyen G C R x R? egy tartomany (azaz dsszefiiggd, nyilt halmaz), (fo.10) € G egy adott
pont (fo € & ug € R ), f: G — RY egy folytonos leképezés. A

duf-)
it

= fl-.u). ulty) = uy (1)

feladatot kezdetiérték-feladatnak, avagy mas széval Cauchy-feladatnak nevezziik.

A konnyebb attekinthetéség kedveert irjuk ki az (1) feladatot koordinatanként! Jelolje uil-) az ismeretlen 1l*)
vektorértékii fiiggveény i -edik koordinata-fiiggvényét, i * & = B az fesuoi (1= 1,2+ .4 ) pedig az Mo
vektor koordinatait. Ekkor a Cauchy-feladat felirhatd a kovetkez6 Gin. koordinatankénti alakban:

rhr,l:':' _r
it = filn ... ug), (2)

H..l:uf“] g

ahol i: 1.-2_----_.1’-{.

Egy Cauchy-feladat megoldésa azt jelenti, hogy meghatérozzuk az sszes olyan 1 : R — R? fiiggvényt, amely
valamely { < £ intervallum pontjaiban egyrészt behelyettesitheté az (1) feladatba, masrészt pedig azt ki is
elégiti.

2.1.2. Definici6 Az olyan u: I — BY (I egy nyilt intervallum) folytonosan differencialhato fiiggvényt,
amelyre

Atu(t): tell CG gtyel-

du(t) f(t,u(t)), minden & 1
ot ’
o ultp)=up

az (1) Cauchy-feladat megoldasanak nevezziik.

Amikor az (1) Cauchy-feladat egy természettudomanyos, muszaki, kozgazdasigi folyamat matematikai
modellje, akkor alapvetd kdvetelmény, hogy létezzen egyértelmii megoldasa. Ennek biztositasara vezessiik be a

Hto,up) = {(t,u) : [t —to| < o, [Jlu—ngl| < 5} TG jelglest. (Tehat H(fo,10) egy (f0,10) kozepi,
zart, @+ 1 -dimenziés téglalap.) Mivel f folytonos a zart 1(f0.10) halmazon, ezért értelmes az
M = maxg tg,u,) [/, ) valéos szam bevezetése. Ekkor minden olyan ¢ esetén, amelyre
|t — to| < min{a, 3/M} , az (1) Cauchy-feladatnak létezik u(t) megoldasa. Ha emellett a Hito, mp)
halmazon az f fiiggvény a masodik véltozojaban lipschitzes, azaz valamely L > () 4llandé mellett minden

(t,m). (t,u2) € H(to.10) pontban teljesiil a

||f(E, uy) — F(E, w2)|| < Lljug — sl (3)

2
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un. Lipschitz-féle feltétel, akkor ez a megoldas egyértelmii is.

A tovabbiakban az (1) feladatra feltessziik, hogy létezik olyan Hto.m) C G részhalmaz, amelyen f
folytonos ¢és a masodik valtozdjdban lipschitzes, azaz Iétezik egyértelmii megolddsa az

Io:={t e[t =1l =T} intervallumon, ahol T = min{a. 3/M}

Mivel a t valtozo az idé6t jeloli, ezért egy Cauchy-feladat megoldasa azt irja le, hogy a rendszer id6ben hogyan
valtozik. Mi a gyakorlati problémak vizsgalata soran altalaban arra vagyunk kivancsiak, hogy idében hogyan
fejlodik a rendszer. Ez azt jelenti, hogy ha ismerjiik a rendszer allapotat egy rogzitett idépontban, akkor abbol

hogyan fejlédik tovabb, azaz az WI) fiiggvényt a T = to értékekre szeretnénk meghatérozni. A = To
idépontot kezdépontnak, a megoldasfiiggvény ezen pontbeli értékét pedig kezdeti feltételnek nevezziik.
Nyilvanvaléan nem jelent megszoritast, ha a kezdSpontot to = 0 ¢értéknek vessziik. Igy az (1) feladat

megoldasanak értelmezési tartomanya a [0.7] ! intervallum, és ekkor feladatunk a kovetkez6 alakot Slti:

du(t)
dt
Ill:_“} 1. [‘-II'

= f{t,u(t)), te[0.T). (4)

Célunk a tovabbiakban ezen 1(?) fliggvény meghatarozasa.

2.1.3. Megjegyzés Az I folytonossiga esetén, (azaz feC(H) mellett) a Cauchy-feladat u(t) megoldasa
egyszeresen folytonosan differencialhat6, tehat @ & o, 77 Ugyanakkor, ha f magasabb rendben sima,

akkor a megoldas is simabba valik: ha £ € C7(H)  akkor u € C* HO, 7] ghot PEN gy f megfeleld
simasagaval a megoldas sziikséges simasdga mindig biztosithato. Ezért tehat nem jelent lényeges megszoritast,
ha a tovabbiakban ahol ez sziikséges feltessziik, hogy a megoldas megfeleléen sima.

A numerikus modszereket a konnyebb attekinthetdség kedvéért a skalaris egyenletekre fogalmazzuk meg, azaz a
d =1 esetet tekintjiik. Legyen @7 := 0.7 x RCR? f:Qr =R A tovabbiakban a
du

T = f{f i), u(l)=uy (6G)

feladatot nevezziik Cauchy-feladatnak, ahol mindvégig feltessziik, hogy FeClQr) ¢ a masodik
valtozdjaban lipschitzes fiiggvény, azaz

| flt ur) — flE,u2)| < Ly —ua|, Yt ), (t u2) € Q. (7)

tovabba o € It adott szam. Tehat feladatunk a kdvetkezd: keressiik azon megfelelden sima U - [”.-T] — R
fiiggvényt, amelyre

dult)
dt

= f(t.u(t))., ¥te [0.T]. u(0) = uy. (8)

2.1.4. Megjegyzés Felmeriilhet a kérdés: van-e kapcsolat valamely 4 - R? - R fliggvény folytonossaga és a
masodik valtozdjaban valo lipschitzessége kozott? A valasz nemleges, ugyanis, mint azt a kdvetkezd két példa is
mutatja, ezek egymastol fiiggetlen feltételek. Legyen elészor 9(7:¥) =y ’ Eza fiiggvény nyilvan folytonos a
(G = IR? sikon, de nem lipschitzes, ugyanis

) 2 2
lg(z.n) — glz.ya)| = |yi — w2| = [ + el [ — 2|,

3
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¢s igy a (7) feltétel nem teljesiilhet, hisg@n-,{{ji) és E}t[;;e}@zélegesg_ég@- miatt ly1 +¥2| nem lehet feliilrél korlatgs

valamely  allandoval. Legyen most , ahol a jol ismert Dirichlet-fuggvény*. Ekkor
sehol sem folytonos, viszont

lg(x, ;) — glz.y2)| = |D(x)| |tn — y2| < |lin — w2,

azaz L = 1 értékkel a (7) osszefiiggés érvényes a G = R? sikon.

2.1.5. Megjegyzés Hogyan biztosithaté a lipschitzesség? Tegyiik fel, hogy valamely 9 ° R? > R fiiggvény az
értelmezési tartomanyanak valamely nyilt Hy részhalmazan a méasodik valtozojaban korlatos derivalttal
rendelkezik. Ekkor a Lagrange-kézépértéktétel értelmében valamely ¥ € (U1:82)  érték  mellett
glx,y1) — glz.y2) = Fag(z. 9) (1 — 12) | azaz a (7) feltétel teljesil az & = supH, (|%29(.y)|) < o0
allandoval.

Ezen megjegyzés kovetkezménye: ha a (8) Cauchy-feladat f fliggvénye a (21 halmazon folytonos, és a

masodik valtozdjaban korlatos parcidlis derivalttal rendelkezik, akkor létezik egyértelmii megoldasa a [”r T]
intervallumon.

2.1.6. Megjegyzés Rendszerek esetén hasonl6 allitds nyerhetd. Legyen ugyanis & - R — R egy megfeleld
simasagu fiiggvény. Ekkor

glr.y,) —glr.y:) =Jx.¥)y, — ¥a)

-~ P = T f =il
ahol ¥ € R egy vektor, amelynek koordinataira ¥i € ((¥1)is (¥a)i), o, y) e B 4 g fiiggvény Jacobi-

[1)9'.,-
. Jiz,¥)i; = v T, ¥; 4
matrixa az (72¥) pontban, azaz Yi . Ezért ha az (5) feladatban a G C R x R
halmazon az f(f. 1) fiiggvény folytonos, az 1 valtozojaban folytonosan differencialhat6, valamint

| Il
L:= sup -_—[f.u]“ < 0O,
(ta)edy || Il

akkor létezik egyértelmii megoldasa.

2.1.7. MegjegyzésHa az (5) feladatban f(t,u) figgvény nem figg a tE€R  valtozotol, azaz

— . Tpd o
f=flu): R = R , akkor a Cauchy-feladatot autonom rendszernek nevezziik. Megjegyezziik, hogy egy
tetsz6leges nem autondom rendszer mindig atirhaté egy egyel tobb ismeretlent tartalmazo autondm rendszerré.

Ugyanis bevezetve az Wd+1 =t Ujabb valtozot, a (2) alaku koordinatankénti egyenletek az alabbi modon
irhatok fel:

i.'IHJﬂ -
dt
uiltp) = toi . (9)

= filugsr.m. ... ug).

I’-!II'I,,I. [t‘]

= J. M |t = fn.
;T i+1(ta) 0

ahol = 1,2,....d . Megjegyezziik tovabba, hogy a magasabb rendii egyenletek az Un. atviteli elv

segitségével atirhatok (az 5) alakl elsérendl rendszerré.

2.1.2. 2.1.2 Differencialegyenletek stabilitasa

A Dirichlet-fiiggvény definicioja: -‘D[;i'] =1 , ha &' racionalis, és D(;f') = ”, ha &' irracionalis. Ez a fiiggvény minden pontban

szakad.
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Koényviink célja valos feladatok matematikai és numerikus modellezésének vizsgalata. Ezért megvizsgaljuk,
hogy ha egy kezdetiérték-feladatban a kezdeti feltétel hibaval terhelt (ami a mérések, a szamitogépes
szamabrazolds, és szdmos mas tényezd miatt sziikségszerlien eléfordul), akkor ez az eltérés hogyan hat ki az
eredeti ("pontos") megoldasra, azaz mennyire tér el attol az idobeli haladas esetén? Megvizsgaljuk, hogy milyen
esetben garantalhato a kezdeti feltétel megfelelé pontossaganak biztositasaval, hogy egy elére megadott értéknél
kisebb mértékben térjen csak el egymastdl a két megoldas. Mivel ezen kérdéskor vizsgalata nem tartozik
szorosan a kdnyv targyahoz, ezért a tovabbiakban csak néhany, a numerikus modszereknél késobb eléfordulo
alapfogalmat emeliink ki, a részletes elméleti vizsgalatoktol eltekintiink. (Az érdekl6déknek a magyar nyelvii
irodalombdl ajanljuk a [17] konyvet, illetve a [15] elektronikus jegyzetet.)

A stabilitaselmeleti alapfogalmak szemléltetésére tekintsik meg el6szor az alabbi egyszerl fizikai példat.
Képzeljiink el egy golyét, valamint egy 0 = 0 mélységii godrot, illetve dombot.

A goly6 kezdeti elhelyezkedésére vonatkozoan harom esetet vizsgalunk meg. Nevezetesen, a golyo
1. a gddor aljan helyezkedik el,

2. a domb tetején talalhato,

3. egy vizszintes sik feliileten van.

Mindharom helyzetben egyensulyban van a golyd, azaz, ha nem mozditjuk meg, helyben marad. Azonban ha
kicsit elmozditjuk, majd elenged;jiik, akkor mindharom esetben mas torténik. (Ez azt jelenti, hogy a mozgésat
leird kezdetiérték-feladatban a kezdeti feltételt megvaltoztatjuk, mas szoéval, azt perturbaljuk.) A rendszer
viselkedése az egyes esetekben nyilvanvaldan a kdvetkezdek.

1. Az elsd esetben a golyd visszagurul a godor aljara, ha az elmozditott kezdeti allapotdnak magasséga o
értékénél nem jobban tér el a godor aljatol. (Azaz, nem vettiik ki a godorbol.)

2. A masodik esetben a golyo legurul a domboldalon, egyre jobban eltavolodik az eredeti kezdeti helyzetétol.

3. A harmadik esetben a golyd ott marad az elmozditas helyén, azaz nem tér vissza az eredeti helyzetébe, de
nem is tavolodik el onnan.

s

a pontos, ("perturbalatlan") megoldas és "perturbalt" megoldas tavolsaga korlatos marad, s6t, idoben oda mindig
vissza is tér, azaz a tavolsaguk nulldhoz tart. A masodik esetben ez nem all fenn: a két allapot kdzotti tavolsag
king, és kellden nagy id6 elteltével tetszOleges nagy lesz. A harmadik esetben, az elsé esethez hasonloan,
korlatos marad a megoldasok kiilonbsége, viszont a tavolsag nulldhoz valé csokkenése ebben az esetben nem
teljesiil.

Tekintsiik most az

u’[f'l = Xul(t), t =10, (10}
ul(0) = wug, (11)

Y
skalaris kezdetiérték-feladatot, ahol A € C adott komplex szam. Ennek megoldasa az u(t) = e“up fliggvény.
Ezért, ha a (11) helyett az ul0) = Uo kezdeti feltételt adjuk meg a (10) egyenletre, akkor a perturbalt egyenlet

~ _ AL~
megoldasa 1) = €710 & {gy a két megoldas eltérésére az
u(t) — a(t) = e™(up — din)

Osszefliggést kapjuk. Ezért

{ R A
[§

[ee(t) — @t(t) [ '“||[m.—r'iuill (tn — itn)|.

Ezért tehat Be A < 0 esetén a megoldasok tavolsaga korlatos marad, és Re A << 0 esetén a tavolsag t — oo
esetén nulldhoz tart. Viszont Re A > 0 esetén a kezdeti tavolsag ndvekszik, és ¢ — 00 esetén a végtelenhez

5
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei
tart. Ez azt jelenti, hogy ha a (10)-(11) feladatot tekintjik a pontos feladatnak, akkor a kezdeti érték
perturbacidja csak Re A < 0 esetén okoz korlatos hibat, ellenkezd esetben a kezdeti érték hibaja tovabb
novekszik €s kind a végtelenbe.

Fogalmazzuk at a fenti eredményiinket! Legyenek ui(t) ¢ u2(t) o (10) egyenlet két tetszéleges megoldasa.
Ekkor

lur (t) — ua(t)] = ™M (w1 (0) — u2(0))].

Tehat az egyenlet két tetsz6leges megoldasanak a tavolsaga csak 8¢ A = 0 esetén marad korlétos.

A tovabbiakban megfogalmazzuk a fenti tulajdonsagot a (4)-(5) altalanos alaka

falt

dult) _ f(t,u(t)), ¢ >t (12)
it

ultn) = uy. (13)

kezdetiérték-feladatra. Jeldlje a feladat megoldasat u(f:fo. o). ahol t = tp 2

2.1.8. Definici6 Azt mondjuk, hogy a (12)-(13) feladat u(t; o, up) megoldasa stabil, ha minden £ > 0
szamhoz létezik olyan & > 0 szam, amelyre érvényes, hogy minden olyan Vo € Y kezdeti vektorra, amelyre

||l]|;| — ?u | L Ii, { I lb

teljesiilnek a kdvetkezok.

« az ult:t0, Vo) megoldas létezik a [0, 20) intervallumon,

- minden t = %o esetén

[lalt; tn, wn) — ult; to. Vo)

(1)

2.1.9. Definicié Azt mondjuk, hogy a (12)-(13) kezdetiérték-feladat u(t: to, ) megoldasa aszimptotikusan
stabil, ha

* ez a megoldas stabil,

* érvényes a

lim ||uit; to.uo) — ult; to. ¥e)|| =0 (16)

[ o8
egyenléség.
Ha egy megoldas nem stabil, akkor instabilnak nevezziik. A fenti stabilitasi fogalmakat szokasos Ljapunov-féle

stabilitasnak is nevezni.?

L - .
A definiciok alapjan tehat a (10)-(11) kezdetiérték-feladat “(f) = €740 megoldasa Re A < 0 esetén stabil,
Re A < 0 esetén aszimptotikusan stabil, és e A > 0 esetén pedig instabil.

Fontos eset a linearis rendszerek esete, azaz amikor (a 12) egyenletben f(t, u(t)) = A(t)u(t) alaku, ahol
A(t) minden £ € [f0.20) esetén egy R matrix. Tehat feladatunk a

?Ebben a részben tobb helyen is kiilon jelezziik a megoldas kezdeti feltételtél (azaz az [iﬂr ) ponttdl) valo fliggését.
Ljapunov, Alexander Michajlovich (1857-1918) orosz matematikus és fizikus. Legjelentdsebb eredményei a dinamikai rendszerek
stabilitasdhoz, a matematikai fizikahoz és a valdsziniliségszamitashoz fliz6dnek.
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falt

du(t) = Alta(t). t=1t (17)
dt

ulfa) 1. { 15)

feladat megoldasa. A stabilitas vizsgalatat kezdjiik azzal a specialis esettel, amikor a matrix nem fiigg ¢ -t6l,
azaz Alt) = A minden t = fo esetén, azaz a

du(t) PR
= t), t=1i, 9
p7 Ault) , (19)
I!“u..:l up 1_}‘”

kezdetiérték-feladatot vizsgaljuk. Ekkor a megoldas Wf) = exp((f —t0)A)uo glaky. Tegyiik fel, hogy A
diagonalizalhato, azaz létezik olyan T' reguléris matrix, amellyel a hasonldsagi transzformacio utan

T 'AT = diag[A,. . .. M) = A, (21)

_ -1
ahol A az A matrix sajatértékei. Bevezetve W) = T "1t 4 valtozét, a (19) egyenlet atirhato

dwi(t)
dt

= Aw(t)., t=1

alakra. Ennek megoldésa a W(t) = exp((t — o) AJw(fo) [to, 00) — R* fiiggvény, ahol w(to) =T 'y a

kezdeti feltételbdl ismert vektor. Mivel egy diagonalis matrix exponencialisa egy olyan, szintén diagonalis

matrix, amelynek diagonalisdban az eredeti matrix féatlojanak exponencialisai allnak, ezért a wi(t)

vektorfiigavény i -dik koordinatafiiggvénye Wilt) =€ N (W(to)); m; i=12....d
ggvény i -dik koordinatafiiggvénye i minden

alapjan kozvetleniil meghatarozhatjuk a (19)-(20) kezdetiérték-feladat stabilitasanak feltételeit.

esetén. Ez

2.1.10. Tétel (Alland6 egyiitthatds linearis rendszer stabilitdsa.) Tegyiik fel, hogy A diagonalizilhatdé matrix.
Ekkor a (19)-(20) kezdetiérték-feladat 0(t) = exp((f —to) A)o megoldasa

+ pontosan akkor stabil, amikor az A matrix mindegyik sajatértékének valds része nem pozitiv, azaz
- . = 1.2 .
Re A <0 minden?= 12, d esetén;

+ pontosan akkor aszimptotikusan stabil, amikor az A matrix mindegyik sajatértékének valés része negativ,
; . — 2 .
azaz Re A < 0 minden? = L, 2....d esetén;

» minden egyéb esetben instabil, azaz az A métrixnak létezik pozitiv valds részii sajatértéke, vagyis létezik
olyan ? € {1.2.....d} index, amelyre Re A; = 0,
2.1.11. Megjegyzés A fenti 4llitas kiterjeszthetd tetszéleges A € R matrix esetére is. Ekkor a stabilitast a

sajatértékek valos részének eldjele és a hozzajuk tartozd Jordan-blokkok mérete alapjan lehet megadni.

Nevezetesen, egy allando egyiitthatds linearis rendszer pontosan akkor stabil, amikor az A matrix Aj
sajatértékeire

1. Re A <0 minden i -re;
2. ha BeAi = 0 akkor Ai egyszeres sajatérték,

és akkor aszimptotikusan stabil, amikor Ai sajatértékeire B A; << 0 minden i -re. Az egyéb esetekben a feladat
instabil.

2.1.12. Példa Egyszerti eset a rezgé hir egyenletének, azaz az —u"(t) +u(t) =0 egyenlet stabilitdsanak
vizsgalata. Bevezetve a wilt)=ult) g 5 wall)= u'(t) jeloléseket, a w(t) = [wi(t), wa(t)]

vektorfliggvényre az egyenlet felirhato w(t) = Aw(t) alakban, ahol
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0 1
A (I [1)'

, ezért ezen feladat barmely kezdeti feltétel melletti megoldésa instabil.

Mivel A sajatértékei 1.2 = £1

Térjink 4t a (17)-(18) valtozé egyiitthatdos (nem-autoném) rendszer kezdetiérték-feladat stabilitdsdnak

. oAlatAra ] ...Y(g)ERfmf .
vizsgalatara! Jelolje a (17) feladat alapmatrixat, azaz legyen megoldasa a

Y (t

dY () =AY (1), t=1 (22)
it

Y(tg) =1 (23)

kezdetiérték-feladatnak.* Ekkor a megoldas W?) = Y{I — %00 alakn. A stabilitds vizsgdlatdhoz a két
kiilonboz6 kezdeti feltételhez tartozé megoldas kiilonbségének iddbeli viselkedése sziikséges. Jeldlje az adott

wi(to) ¢s U2(t0) kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat Wilf) &s w2(t) 1 Ekkor
|ai(t) — wz(E)|| = |[Y(£) (@ (0) —z(0)) || < Y ()| (0) — wz(0)]]. (24)

Vezessiik be a

K= sap |¥Y(2)| (25)

e[l o)
jelolést! Ekkor a stabilitasi fogalmaink alapjan nyilvanvaloan érvényes a kdvetkez6 allitas.

2.1.13. Tétel (Valtozo egyiitthatds linedris rendszer stabilitasa.) Tekintsiik a (22)- (23) kezdetiért¢k-feladatot!
Az u(t) = Y(f —tpJup megoldas

« pontosan akkor stabil, amikor & < oo ;

« pontosan akkor aszimptotikusan stabil, amikor 1Mt | ¥ ()] = 0,
« K = 0o esetén instabil.

2.1.14. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a valtozd egyiitthatds rendszer stabilitasa kdzvetlenill nem fiigg az
A(t) matrix sajatértékeitdl. (Tehat nem arrol van szo, hogy az A(t) matrix Ai(t) sajatértékeire kell teljesiilnie
az allando egyiitthatos linearis rendszer stabilitasi feltételeinek, tetsz6leges £ = fo esetén!) Tekintsiik példaul az

w/(t) = (cos(#))u() (t > 0) skaléris egyenletet, ahol tehat A(t) = cos(t) € R Exkor természetesen az
A "matrix" egyetlen sajatértéke AL(E) = cos(t) mig Y{(t) = e s Mijvel

K= sup ||[Y({)||= sup |esintt)

1ty =) te(lg, =)

|=e< oo,

ezért a megoldas stabil. Ugyanakkor a A1(t) = cos(t) sajatérték pozitiv értékeket is felvesz.

Tekintsiik a (17)-(18) valtozo egyiitthatds rendszer kezdetiérték-feladatban az altalanosabb alaki inhomogén

i
egyenletet, azaz valamely adott f(t) € R fiiggvény mellett vizsgaljuk a

Je Ri*d egységmatrixot jeldli.

sin(t)y — . -sin(t)
[E' } - E‘Oh[i]t. , azaz jeloléseink mellett valoban

Y(0) =1

Yj(” = A[:”YI:”. Emellett az

SEz konnyen ellendrizhetd, ugyanis

t.,.:aiun:f i

fiiggvény a T = () helyen egyel egyenld, azaz
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it

S =Altha(t)+£t), t=1 (26)
it

ulty) = wy (27)

kezdetiérték-feladatt. Ennek megoldasa az

[ 4
1[[” Y” — fa) (ll“ 1 /-Y H-dﬂxbrh)
o b

fiiggvény. Ezért a (26) egyenlet barmely két kiilonbozé kezdeti feltételhez tartozd megolddsara érvényben
marad a (24) becslés. Tehat egy inhomogén feladat megoldasa pontosan akkor stabil (aszimptotikusan stabil,
instabil), amikor a megfelel6 homogén feladat megoldasa stabil (aszimptotikusan stabil, instabil).

Mint lattuk, a linearis elméletben a kezdetiérték-feladat valamely megoldasanak stabilitasa fliggetlen volt a
kezdeti feltétel konkrét megvalasztdsatol, azaz az csak magdtol az egyenlettdl fiiggott. Tehat valojaban a
stabilitds nem a kezdetiérték-feladat megoldasatol, hanem magatol az egyenlettdl fiigg. (Tehat nem lehetséges,
hogy ha ugyanazon egyenletre van két, kiilonb6z6 kezdeti feltételekhez tartozoé megoldasunk, akkor az egyik
megoldas stabil, mig a masik instabil.) Ezért a linearis esetben szokasos nem egy megoldas stabilitadsarol, hanem
a differencialegyenlet stabilitasarol beszélni.

A tovabbiakban roviden Osszefoglaljuk a nemlinearis feladatok stabilitasanak elméletét. Felhasznalva a 9
megjegyzést, elegendd a

du(t)
\ = flul(t)), t=1;, (28)
it :
i.H_fu] 1. 1'_:"'.”

— 1 — , , o
autonom rendszer vizsgalata. Fontos megjegyezniink, hogy az Wll) = W' = constans € R jqspen nem
valtozé megoldast egyensulyi pontnak nevezziik. Nyilvanvaloan ezekre a megoldasokra u*’ = (), azaz a (28)

egyenlet alapjan az egyensutlyi pontokat az flu) =0 algebrai egyenletrendszer megoldasaibol nyerjiik.

2.1.15. Példa Tekintsiik
u' ull — u) (30)

autonom egyenletet! Az u(l —u) =0 algebrai egyenlet megoldasaibol azt kapjuk, hogy két egyensulyi pont
van, nevezetesen az U1 = 0 ¢ az 13 = 1 pontok. (Ez tehét azt jelenti, hogy ha a (30) egyenlethez az #(0) = 0

illetve az “(0) = 1 kezdeti feltételeket adjuk meg, akkor a két feladat megolddsa az U1 = 0 g5 az 3 =1
konstans fiiggvények lesznek, azaz a kezdeti allapot idében nem valtozik meg.)

2.1.16. Megjegyzés Az autoném rendszerek egyensulyi pontjai jol jellemzik a rendszer tetszéleges, idében
valtozd megoldasait is. Nevezetesen, ha egy idében valtozd megoldas ¢ — oC esetén tart egy véges
hatarértékhez, akkor ez a hatarérték feltétleniil a rendszer egyensulyi pontja. Ugyanakkor, mivel a feladatnak

egyetlen megoldasa van, ezt az egyensulyi pontot véges idé alatt nem érheti el. Osszefoglalva, legyen u(f) 3
(28)-(29) feladat megoldasa.

* Ha létezik iMoo {f) = 1" arkor u* egyensulyi pont.
« Havalamely #* pontban U(t") = 1" akkor ult) = u(t”) minden t = to esetén.
Szamunkra igazabdl az egyensulyi pontok stabilitdsa a fontos, azaz annak a kérdésnek a megvizsgalasa, hogy ha

valamely egyensulyi pont kornyezetébdl indul egy megoldas, akkor a perturbalt megoldas eltavolodik-e az
egyensulyi helyzetétdl, és ha igen, akkor hogyan.
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2.1.17. Példa Tekintsik a 30 példay(30)-augonom egyenletét! Mint az kiayetleniil lathato, hogy az t(0) =0
kezdeti feltétel esetén a megoldas a egyensulyi allapot, mig az esetén a megoldas az

1
L= (1+ g ) e

alaka fiiggvény. Tetsz6leges u(0) esetén ezen fiiggvényre limg oo ult) = 1 g konvergencia monoton.

u(t) =

Tehat, az uy =1 egyensilyi megoldas stabil (a definiciéban ¢ = & megvalasztassal), sot, aszimptotikusan is
stabil. Ugyanakkor az uy =0 egyenstlyi megoldas instabil, hiszen akarmilyen kozel is inditjuk a megoldast az
u(0) =10 értékhez, az az azonosan egy megoldashoz tart, tehat eltdvolodik az azonosan nulla megoldastol.

Mint az a 2.1.17 példabdl latszik, nemlinearis esetben mar a stabilitas valoban egy adott megoldasra vonatkozo
fogalom: ebben az esetben valdoban eldfordulhat, hogy egyes megoldasok stabilak, mig masok instabilak.

Vegyiik észre tovabba, hogy homogén linearis esetben az u = 0 egyensulyi pont, tehat elegendf az u(t) =0
megoldas stabilitasat vizsgalni.

Hogyan vizsgalhatjuk meg altalanos esetben egy nemlinearis rendszer stabilitasat / instabilitasat? Tekintsiik a
(12)-(13) feladatot, amelynek a megoldasa u(t) Legyen u(t) 5 (12) egyenlet egy masik kezddpontbol induld
megoldasa.
Fejtsiik Taylor-sorba a (28) egyenlet jobb oldalat az u = u(f) helyenaz U = u(f) pont koriil! Ekkor

flu) = flu) + r(u]l:l'] — 1)+ rin—uj, (31)

dxd ~
ahol f(u) € R az f fiiggvény u helyen vett Jacobi-matrixa, az T(1 — 1) hibatagra pedig fenndll a

lim ——— =10 (32)
] ||ll — I:I|

Osszefiiggés.

A tovabbiakban felhasznaljuk az alabbi allitast.

Tekintsiik az
1y
o Ay +glt.y) (33)
it )

kozonséges differencidlegyenlet-rendszert, ahol A € RY*! adott allandé matrix, (1Y) olyan folytonos
figgvény, amelyre a

. glty)
lim
0 ]

=0 (34)
hatarértek t -ben egyenletesen érvényes. Ekkor az alland6 egyiitthatos

dy e
= Ay (35)

kozonséges differencidlegyenlet-rendszert a (33) egyenlet els0 kozelitésének nevezziik. Az alabbi allitas
kapcsolatot teremt a (33) és a (35) feladatok stabilitasa kdzott.

2.1.18. Lemma Ha az A matrix mindegyik sajatértékének valds része negativ, akkor a (33) egyenlet ¥ = 0

megoldéasa aszimptotikusan stabil. Ha az A matrixnak létezik pozitiv valds részii sajatértéke, akkor az ¥ = 0
megoldasa instabil.
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A fenti lemma kapcsan megjegyezziik a kovetkezoket.

* Nyilvan a (34) feltétel kovetkeztében g(t.0) =0 a7y =0 tényleg (egyenstlyi) megoldasa a (33)
egyenletnek.

4]
Bt,0)=0
« Ha8(t.0) =04 dy , akkor a (34) feltétel automatikusan teljestil.

» A fenti a 2.1.18 lemma specialis esete az un. Poincaré-Ljapunov tételnek, amely az

dy

.- If .f.-'
= Ay + B(t)y +glt.y)

egyenletet vizsgalja a 2.1.18 lemma feltételei és a lmy oo ||B{E)|| = 0 feltétel mellett. A tétel allitasai
megegyeznek a 2.1.18 lemma allitasaval.

» Ha az A matrix sajatértékei kozott van nulla valds részii (azaz tiszta képzetes) sajatérték is, és a tobbi
sajatérték valos része negativ, akkor a megoldas egyarant lehet (aszimptotikusan) stabil és instabil is, tehat

ebben az esetben a (35) els6 kozelitéssel nem lehet eldonteni a (33) egyenlet stabilitasat.

Térjlink vissza a (28)-(29) nemlinearis autonom rendszer 1" egyensulyi pont koriili stabilitasanak vizsgalatara!
Felhasznalva a (31) sorfejtést, egy tetszdleges u(t) megoldas esetén az egyenlet jobb oldala felirhatd

flu) = flu") + f(u)u—u") +r(u—nu)
alakban. Mivel u* egyensulyi pont, ezért flu') =0, igy
flu) = f(u)(u—u") +r(u—u). (36)
Ezt figyelembe véve a (28)-(29) feladat az
du(f)

elt
ulp) = uy (358)

=f(u)u—u)+rfi—u), t=4 (37)

alakot 6lti. Vezessiik be az €(t) = u(t) —u” fiiggvényt! Mivel u* allando, ezért a £ szerinti derivaltja nulla,
azaz a (37) egyenlet alapjan érvényes a

de(t)

TR f(u)e(t) +rle(t)). > (39)

Ju*) = f(u*)

egyenlet. Vezessiik be a jelolést a Jacobi-matrixra! Ekkor tehat az e(t) fiiggvényre, amely az

u(f) fliggvény 1" egyensulyi ponttdl valo eltavolodasat irja le, a

de(t)
et

=Ju")elt) +rlelt)). =1 (40)

egyenletet kapjuk. Mivel T(€(t)) fiigevényre a (34) feltétel teljesiil, ezért alkalmazhatjuk a 2.1.18 lemmat.
Eredményként az alabbi allitast nyerjiik.

2.1.19. Tétel Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény kétszer folytonosan differencialhato, és legyen u* egy egyensilyi

pontja. Ha a J(U") Jacobi-matrix mindegyik sajatértékének valds része negativ, akkor u* aszimptotikusan

stabil egyensulyi pont. Ha a J(U") matrixnak 1étezik pozitiv valds részli sajatértéke, akkor az u* egyensulyi
pont instabil.
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2.1.20. Pelda Térjiink vissza a 30 példaral A feladathan: %z‘qn@pjozf 1 figgyeény Jacobi-ntatrixa/shaldr, 1és a
s,zp,lg?;;q& gk{rix}e’ﬂ;e segitségével szémqllflaﬁ').[)Tehét . Ezémg =1 , és
Tehat az egyensulyi pont instabil, mig az egyensulyi pont
aszimptotikusan stabil. Ez teljes 6sszhangban van a 2.1.17 példa eredményével.

2.1.3. 2.1.3 Merev feladatok

A fizikai, miszaki és kémiai folyamatok matematikai modellezésénél gyakran adddnak olyan esetek,
amelyeknél a keresett fliggvények skalazasa jelent6sen eltér. Példaul az egyik fiiggvénynek megfeleld folyamat
joval gyorsabban zajlik le, mint a masik. Abban az esetben, amikor a két folyamat egyiittesen zajlik és egymasra
kolcsonhatassal vannak, akkor, mint azt a késdbbiekben latni fogjuk, a leird differencialegyenletrendszer
numerikus megoldasara alkalmazott mddszer stabil (legnagyobb megengedhetd) 1épéskdzének értékét a
gyorsabb véltozas szabja meg. gy a megvalaszthato 16péskoz esetenként tilsagosan is kicsi lesz, és akéar a gépi
nulla ala kertilhetiink. Ez az adott numerikus modszert alkalmazhatatlannd teszi. Az ilyen tipust feladatot merev
feladatnak (angolul: stiff problem) nevezziik. Mint rovidesen latni fogjuk, ez a probléma skalaris feladatban is
megfigyelhetd.

2.1.21. Példa Tekintsiik ismételten a (10)-(11)

H’[i"l = Mul(t), ¢ =10, (41)
ul)) = up, (42)

skalaris kezdetiérték-feladatot, ahol A € T adott komplex szam, amelyre Re A < 0 A feladat megoldasa

e At | “ﬂ|

Y ) _ . .
u(t) = e™up vagyis u(t)| = e . Ezért 1) korldtos t — oo esetén. Oldjuk meg numerikusan a

feladatot a ' > 0 egyenkozii racshalon az ismert explicit Euler-modszerrel, azaz az u(tn) kozelitését az
Va = Yu—1 + "AYa—1 (1+hM) gy, n 1.2..... wo=1up

iterAcioval hatarozzuk meg.® Ekkor ¥n = (1+hX)"ug fgy a numerikus megoldas n —+ oo csak akkor

maradhat korlatos, amikor [1+hA[<1 , azaz a h <2/ Re(=A) feltétel teljesiil. Nagy abszolut
értékii,negativ valos részli A esetén ez a korlat i megvalasztasara nézve a gyakorlatban nem valdsithatd meg.

Bar a merevség fogalmanak nincs pontos €s egyértelmii definicidja, jellemezziik a jelenséget néhany
matematikai feladat segitségével.

El6sz6r tekintsiik az
u'(t) = Ault) — AF(H) + F'(t)

differencialegyenletet, ahol ¥ egy adott, viszonylag lassan valtozo, folytonosan differencialhatd fiiggvény,
A <0 adott szam. Az egyenlet megoldasa

u(t) = F(t) + e (u(0) — F(0)).
Ezért valamely h > 0 esetén

H{?‘ I .h'l — "._.[r : ||I|’:| i ‘.-".l_n'-hl[““”_ I‘--ll[:”.I — "._.[lll : |||.I:I i é;lnllr:“ {”l[” —;II:'”:IF
F(t+ h)+ ™ (u(t) — F(1)).

Az explicit Euler-modszerrdl a kovetkez6 fejezetekben részletesen irunk.
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Mivel A <0, ezért u(t +h) = Fit +h) azaz a feladat megoldasa, fiiggetleniil az %(0) kezdeti értekétsl, az

fiiggvény lesz. Ez egy extra stabilitasi tulajdonsag, és azt jelenti, hogy barmilyen nagy kezdeti hibaval is
indul a megoldas (azaz akarhonnan is indul a folyamat), egy kis id6 elteltévelignar a pontos megoldés
kornyezetében lesz admegdldas. Tehat-a stabilitasi definicig gy mddosul, hogy a -hoz kozeli alkalmas
esetén a definicioban fliggetlen -tol, azaz barmely  esetén

[l fp, p ) — wlt; o, Vo)|| < £
minden t = 1 esetén.

Vegyiik észre, hogy az u(t) megoldas két fliggvény 6sszegébdl tevodik Ossze: egy gyorsan valtozd (gyorsan

BY n - ) )
lecseng0) tagbol (azaz az * (u(0) — F(0)) tagbdl) és egy lassan valtozo tagbdl (azaz a F(t) tagbol). Az elso,
gyorsan lecseng6 tagot a megoldas merev Osszetevdjének, a masodik (lassan valtozo) tagot pedig nem merev

Osszetevonek nevezziik. Nyilvanvaléan, ha az egyenletiinket az u(0) = 4o kezdeti feltétellel kiegészitve

integraljuk ki a [0.7] intervallumon, akkor ezen intervallum nagy részén a megoldast csak a nem merev tagja
hatarozza meg. Azt a szakaszt, ameddig a merev Osszetevd kioltodik, tranziens szakasznak, azt a szakaszt,
amikor mar csak a nem merev Osszetevd dominal, sima szakasznakszokasos nevezni. (Természetesen a sima
szakaszban a megoldas derivaltja joval kisebb, mint a tranziens szakaszban.)

A fenti specialis stabilitasi tulajdonsag bizonyos értelemben elényds, hiszen a megoldas gyakorlatilag érzéketlen
a bemend adatokra, és ezzel néhany hibaforras (pl. az 6roklott hiba) nincs hatassal. Ugyanakkor érdekes (és az
elsé ranézésre talan meglepd) modon éppen ez az a tulajdonsag, amely a legfébb problémat okozza a merev
rendszerek numerikus megoldasa soran. Ugyanis, mint azt a fenti példaban lattuk, A konkrét értéke nincs
kihatassal a megoldasra a tranziens szakasz utin, ugyanakkor a tranziens szakaszon ennek értékét figyelembe
kell venni, és nagy Re(—A) esetén h értéke csak nagyon kicsinek valaszthato. (Pl. az explicit Euler-modszer
esetén 1 < 2/(—Red) ) Igy a sima szakaszon meglehetdsen sok 1épést kell tenniink a teljes [t2. T
intervallumon valé numerikus integralashoz, és ennek hatasaként, elsésorban a hibak felhalmozodasa miatt, a
numerikus megoldas rendszerint eltorzul.

Tovabbi példaként tekintsiik az u’ + (v + D'+ yu = 0 pasodrendd differencialegyenletet az “(0) = 1 &g

y ~ . r 4 4 s r 5 " rr
w(0) =7 = 2 kezdeti feltételekkel. Ekkor a feladat a szokésos modon atirhatd egy kétismeretlenes, elsérendd,
allando egyiitthatos rendszerre, ahol az egyiitthatomatrix

S

a kezdeti vektor pedig © = [1,7 = 2| Az A métrix karakterisztikus egyenlete
det(A — M) =X+ (v+ DA +~v=0.
Ezért az A matrix sajatértékei M=—lggh=—7 A pontos megoldas tehat
() = 2expl—t) — 'l‘."{p.l:—'-f.\.l (13)
us(t) = =—2exp(—t)+vexp(—at).

Tegyiik fel, hogy 7 =~ 1. Ekkor a pontos megoldas (43) alakjabol lathatod, hogy az egyes megoldasokban
szerepld ©XPL—71) fiiggvények mar nagyon kis £1 mellett ¥ = 1 esetén sem jatszanak szerepet, és a pontos
megoldas gyakorlatilag az wy(t) = —ua(t) ~ exp(—t) jesz a [f1. T intervallumon.

Ezen példa alapjan lathatd (amely a kozonséges differencialegyenlet-rendszerek elméletébdl jol ismert tény),

hogy az u'(t) = Au(f) (A € R 4llando egyiitthatés linearis rendszer altalanos megoldasat az A matrix
sajatértékei segitségével irjuk fel és a megoldasok a sajatértékek exponencialisainak linearis kombinacidjaként
allnak eld. Ezért példaul, ha az A matrix sajatértékeinek valos részei negativak, és nagysagrendben eltérnek
egymastol, akkor a megoldadsok komponensei olyan fiiggvények 0Osszegei, amelyek koziil néhany idében
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gyorsan lecseng. (V.0. a (43) alakkal.) Ezért az alland6 egyiitthatos linearis rendszerek esetén elfogadott a merev

rendszer alabbi definicioja.

2.1.22. Definici6 Az W (t u(t) + £(t) allands egyiitthatos linedris rendszert merev rendszernek nevezziik,

:]:
haaz A matrix A (¢ = L2

o ) sajatértékeire teljesiilnek az alabbiak.
1. Létezik nagy negativ valds részii sajatértéke, azaz van olyan Ai amelyre Re Ay <0,

2. Létezik olyan sajatértéke is, amely abszolut értékben sokkal kisebb, mint az el6z6 tulajdonsagu sajatérték
abszolut értéke, azaz van olyan Aj , amelyre | A < Al
3. Nincs nagy pozitiv valos részl sajatértéke.

4. Nincs olyan nagy képzetes részii sajatértéke, amelynek valos részére nem teljesiil a e Ai <€ 0 relacio.

Néhany megjegyzés a 4 definicidhoz.

* Feltessziik, hogy az f(t) figgvény ugyanolyan simasdggal rendelkezik, mint a megoldas lassan valtozo
exponencialisa. (Ellenkez6 esetben, pl. szakadésos fiiggvény esetén, nem lesz merev a feladat.)

* Vegyiik észre, hogy a feladat merevsége megengedi a pozitiv valds részii sajatérték 1étezését is. (Tehat lehet
ReA; >0 sajatérték is.) Ugyanakkor azt megkoveteljiik, hogy a gyorsan lecsengd dsszetevd aszimptotikusan

stabil legyen, azaz nagy | il esetén Re A < 0,

* A definiciobol latszik, hogy az inhomogén, allandd egyiitthatds linearis rendszer merevségének fogalma nem
kozvetleniil a megoldas alakjatol, hanem az A egyiitthatomatrix spektralis tulajdonsagaitél fiigg. Ennek
illusztralasaként tekintsiik a fenti feladatot a kdvetkezé megvalasztasokkal.

-2 1 . 2sint
A ( 1 —2)1 f2) ( 2(cost = sint) ) (44)
-2 1 ) 2zint _
A: ( 098 —999 ) » HE) ( 999(cos t — sint) ) (45)

Az w(0) = [Qr 3] kezdeti feltétel mellett mindkét feladat megoldasa az

1 sin 't
p o ]
u(t) =t ( | ) } ( cost )

figgvény. Az elsd feladatban szerepld matrix (azaz a (44) szerinti A matrix) sajatértékei —1 és —3, mig a
masodik feladatban a megfeleld sajatértékek —1 és —1000  fgy a (44) megvalasztasu feladat nem merev,
mig a (45) megvalasztasu merev. (Ha az explicit Euler-modszert segitségével numerikusan oldjuk meg a fenti
két feladatot, akkor lathatjuk a kiilonbséget a gyakorlatban.) Ugyanakkor homogén feladat esetén az A
matrix egyértelmiien meghatarozza a megoldast, tehat a megoldas alakja és a merevség definicidja megfelel
egymasnak.

Merev rendszerek esetén tehat

max; | Re A
g maxi|Red| (46)
min; | Re A | '

és az 5 szamot a rendszer merevségi szamdnak nevezziik. (A gyakorlatban méar merevnek nevezziik a
rendszert, ha © = O(10)

e Néhany kordbbi munkaban a merev rendszer definicijaban a Red; <0 i=12,....d feltétel is
szerepelt, azaz a rendszer aszimptotikus stabilitasa eleve feltételezve volt. Mlnt lathato, ez a 4 definicidban
nem szerepel.
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Akkor valdjaban mikor nevezhetd merevnek egy rendszer? Lambert [9] harom esetet sorol fel a merevség
ismérveként.

» Linearis alland6 egylitthatds rendszer esetén a sajatértékek valds részei negativak, és a rendszer merevségi
szdma nagy.

* A rendszer numerikus integralasahoz hasznalt 1épéskdz megvalasztasanal nem elsGsorban a pontossag, hanem
dontéen a numerikus modszer stabilitasa (a hibak felhalmozodasanak folyamata) a meghatarozo.

* A megoldas néhany komponense 1ényegesen gyorsabban cseng le, mint a tobbi.

Mint lattuk, az allando egyiitthatos linedris kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek esetén a 4 definicio
alapjan az A matrix spektrumanak ismeretében valaszt tudunk adni a kérdésre. Ugyanakkor a tobbi esetben a
valasz mar nem egyértelmti! Mint az alabbi példakban latni fogjuk, a linearis id6fiiggd (nemautondm rendszerek
¢és a nemlinedris feladatok esetén a spektrum mar nem ad megbizhat6 informaciét a rendszer merevségérol, ezért
ezekre az esetekre a fenti a 4 definicio6 altalaban mar nem alkalmazhato.

A nemautondm esetre példaként szolgalhat a kdvetkez6 [20].

2.1.23. Példa Tekintsiik az
u'(t) = A(t)u(t) (47)

linearis kozonséges differencialegyenlet-rendszert, ahol

A() —1 — 9cos (Gt) + Gsin(128) 12 cos?(6t) + 2 sin(12t)
- ~12sin*(6t) + 3sin(12t)  —1— 9sin*(Gt) — Gsin(12¢) /-

Kozvetlen szdmitassal ellendrizhetd, hogy az Alt) matrix sajatértékei At =—1¢s Ao =—10 azaz t -8l
figgetlenek. A fenti (47) egyenlet altalanos megoldasa

. . o [ cos(GE) + 2sin(6t) o e [ sin(6t) — 2 cos(Gt)
u(#) = Che ( 2cos(6t) — sin(6t) ) T C* 2sin(6t) + cos(6t) | °

Tehat a megoldasnak nincs koze az A(t) matrix sajatértékeihez, masrészt pedig a Re A <0 feltétel ugyan
teljesiil, de a megoldas nem cseng le. (Ett6l még persze merev a rendszer, hiszen a megoldds masodik tagja
hamar lecseng, és a megoldas tart az els6 sima taghoz.)

Most tekintsiink egy példat a nemlinearis feladatokra. Kézenfekvonek tiinik, hogy a stabilitds vizsgalatahoz
hasonléan a merevséget is a linearizalassal hatarozzuk meg, azaz a nemlinearis rendszer egyensulyi pontja
koriili linearizalt rendszer Jacobi-matrixara alkalmazzuk a 4 definicidt. Vizsgaljuk meg ezt a kovetkezd
klasszikus példan!

2.1.24. Példa Tekintsiik az an. Van der Pol egyenletet
u' — pll — u")]uf + 1= (], (48)

- — — ! . 1
ahol £+ =0 valamely adott paraméter. Bevezetve az U1 = U ¢és az Uz = U jelgléseket, a (48) egyenlet

felirhato
A . 2 (49)
i Ua fi(l = ujjus — uy \
(1]
ﬂ: iy Uz ) ( |”|:J' - .lr.‘:]]rz — Uy )
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fliggvényre f0.0)=10 , azaz w1 = u2 =0 egyensulyi pontjE}» a Van der Pol egyenletneg.:LigpgquiJz'é@lR%

feladatot ezen egyensulyi pont koriil! Konnyen lathato, hogy az  fliggvény Jacobi-matrixa a

pontban
0 1
.Illﬂ'f ( 1 " ) .

Hatarozzuk meg J(0) sajatértékeit! Mivel a karakterisztikus egyenlet N —pAt 1= f), ezért a sajatértékei

N
A= 3 } 1“. 1 1.
1 [ p* 1
An = — =/ s ] = —
- 2 \l‘ .1 {.\J
Tehat # — OO esetén
AL=0(p), A2=0(1/p). (50)

o 2 . . .
Nagy / esetén tehat a rendszer merevségi szama 5=0(p?) , ami a rendszer merevségét mutatja.

Altalanosan, egy nemlineéris rendszer merevségét a rendszer (altalaban nemlinedris) f fiiggvényének masodik
valtozdja szerint Lipschitz-allando nagysaga mutatja: nagy L esetén a rendszert merevnek nevezziik.

2.2. 2.2 Id6fliggo parcialis differencialegyenletek és
modellezésuk kozonséges differencialegyenlet-rendszerrel

A ko6zobnséges differencidlegyenletek (illetve a kozonséges differencidlegyenlet-
rendszerek) egy folyamat idébeli valtozasdnak leirdsdra szolgal, ugyanakkor nem
alkalmasak a térben és iddében egyarant valtozd jelenségek matematikai modellezésére.
Ilyen esetben az ismeretlen fiiggvényunk tobbvaltozds, nevezetesen, a térbeli és az
idébeli valtozok fiiggvénye. Altaldban, a differencidlegyenletek k&éz&s vonadsa, hogy a
fliggvény és derivaltjai kozotti ismert kapcsolatbdl kell magat a fliggvényt meghatarozni.

2.2.1. 2.2.1 A parcialis differencialegyenletek alapfogalmai

Amikor a keresett fliggvény egyvaltozds, akkor kdzonséges differencidlegyenletnek nevezziik a problémat.
Amikor az ismeretlen fiiggvény tobbvaltozos, és igy a kapcsolat az ismeretlen fiiggvény és annak parcialis
derivaltjai kozott adott, parcialis differencialegyenletr6l beszélink. Néhany tipikus kétvaltozos parcialis
differencialegyenlet és elnevezésiik:

1. Laplace-egyenlet:

r'FuI:.r', i)

Pu [x,4)

o=
2. Poisson-egyenlet:

FPulx,y)

-

=

Fulx,y)

dhr

3. hovezetési egyenlet:

chy-

0, (51)

(52)

flx,y),
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Su(x, t) f'i"'u[-r-f}_“ (53
ot dxz Y

4. hullamegyenlet:

PFulx,t)  Pulz.t) —0 (54
ot arr S

5. advekcids egyenlet:

du(zr.t)  O(k(x.thul(x.t))

= (], 55
ot O (%9)
6. diffuziés egyenlet:
cu(x,t) ) TR ~
—_— — | D{u,z,t)———— ] =10, (56
it i ( . z.0=5 0)
7. reakcio-diffuzids egyenlet:
Ou(x.t)  O*ulx. i) .
uiz,i) _ 0"ulz, i) = —u’(z.1). (57)

it dr*
8. biharmonikus egyenlet:

Mulx, y) qji?lra[.r..r.,r] Hulx,y)
i T fhyt

0. (58)

A fenti példakban - Y a térbeli valtozokat, ¢ az iddbeli valtozot, 1t pedig az ismeretlen fiiggvényt jeloli. A
parcialis differencidlegyenletek elméletében hasznalatos néhany elnevezés. Rendnek nevezziik a legmagasabb
eléforduld parcidlis derivalt szamat. Ezért e. elsérendii, h. negyedrenddi, a tobbi pedig masodrendii parcialis
differencialegyenlet. Megkiilonboztetjik azokat az eseteket, amikor az ismeretlen fiiggvény parcialis
derivaltjainak egyiitthatoi allanddak avagy fiiggvények. Példainkban a., b., c., d., g. és h. allandd egyiitthatos
parcialis differencialegyenlet, a tobbi pedig fiiggvényegyiitthatds. Fontos osztalyozasi szempont a linearitas: ha
a fiiggvénykapcsolatban az ismeretlen fliggvény és annak derivaltjai kozotti kapcsolat linearis, akkor linearis
parcialis differencidlegyenletnek, ellenkez6 esetben nemlinearis parcialis differencidlegyenletnek nevezziik a
feladatunkat. Példainkban f. és g. nemlinearis, a tobbi pedig linedris parcialis differencidlegyenlet. Végezetiil,
szokasos megkiilonboztetni a homogén és az inhomogén parcialis differencialegyenleteket. Az utdbbi azt jelenti,
hogy a fliggvénykapcsolatban szerepel az ismeretlen ¢ fliggvényt6l illetve annak parcialis derivaltjaitol nem
fiiggd Osszeadando tag. Példainkban b. inhomogén, a tobbi pedig homogén.

Térjiink ki Kiilon a fiiggetlen valtozok szerepére. Altaliban ¢ az id6t, = és ¥ pedig a helyet jeloli. Ezek
szerepe nem azonos: a folyamatokat altalaban t = 0 esetén vizsgaljuk, a térbeli valtozok viszont akarmilyen
elojeliek lehetnek. (Emellett a modellekben £ mindig ndvekedd irdanyban valtozik, és a jelenségek tipikusan
idében nem megfordithatok, a térbeli valtozok viszont akarmilyen iranyban valtozhatnak.) Az olyan feladatot,
amelyben az ismeretlen fliggvény idoben nem valtozik (azaz u nem fiigg ¢ -t6l), stacionarius feladatnak
nevezziik, ellenkez6 esetben id6fiiggd (instacionarius) feladatrol beszéliink.

Mi a tovabbiakban a kétvaltozds, masodrendii, linearis parcidlis differencidlegyenletekkel foglalkozunk.
Tekintsiik tehat az {2 € [? tartomanyon az

FPulz.y) FPulx,y) Fulx,y)
(Lu)(z.y) = alrx, a,r,'l_'—_';' + 2b(r, f,r]# + elr, a;l#-*’
' ' da? U dady ' fhy? (59)
\ % i
culr, ) ulr,y . _ . '
rft-r'-m.—’r +e(x, m# + gl y)ulz, y) = flz,y)
i chy
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XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

egyenletet, ahol az & b € fJI-'"";ﬁﬁ-egyiitthat(')ﬁiggvények ¢s az | forras adottak. (Ezen fiiggvények alkalmas

megvalasztasaval, illetve az jeloléssel a korabbi linearis masodrendii példak (a.-f.) mindegyike
felirhato.)

Az (59) egyenletben szereplé L operator

. FPulx, y) Pulx,y) Pulx, 1
(Lou)(x,y) n[.r,y]_'—,'” + 2 x, .u]r_d—_"r } .-[..l'...',l]_l‘—,"r:I (G0
it iy hy” '
részét az L operator forészének nevezziik. Az Lo operatornak megfeleltethetjiik a
Bla.3) = alz, y)a® + 2b(x, y)as + ez, y)3* (61)

kvadratikus alakot, és ez alapjan az L operator aldbbi osztilyozéasa lehetséges. Tekintsiik valamely rogzitett
(0. y0) € 0 pontban a Bla.f) = allando > 0 egyenigséggel definidlt méasodrendti gdrbéket az (/)
sikon. Az @(T0,Y0),blx0,40) ¢s c(To.Uo) &riekétd] (pontosabban, az @(To:Yo)c(To, o) —b*(0, o)
kifejezés elojelétdl) fliggben ez egy ellipszist, parabolat vagy hiperbolat hataroz meg. Ez motivalja a kovetkezd
definiciot.

2.2.1. Definicid Azt mondjuk, hogy az L operator (masképpen, az (59) egyenlet)
« elliptikus tipus az (- %) € € ponthan, ha @(z. y)c(z.y) — b*(z.y) > 0.

« parabolikus tipusa az (- ¥) € £ pontban, ha @z y)elz.y) — b (z,y) =0,
« hiperbolikus tipust az (72 ¥) € Q pontban, ha @, y)elr. y) — P (x,y) <0,

Azt mondjuk, hogy elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusu a 0, CQ tartomanyon, ha elliptikus
(parabolikus, hiperbolikus) tipusu a 0 tartomany mindegyik pontjaban.

Ha (59) allandé egyiitthatds, akkor a {2 tartoményon azonos tipust. Példaul a Laplace- és a Poisson-egyenletek
elliptikus, a hévezetési egyenlet parabolikus, a hullimegyenlet pedig hiperbolikus tipusi a teljes {2

tartomanyon. Ugyanakkor, az

a° tlar. ) o _f'Jzn[.J: i) Pulr, i)

1 21 1
Y a2 ihrdly d dy?
fiiggvényegyiitthatds  egyenlet  a Q= {(z,y) € B |y > |2} halmazon elliptikus, a

ng- = {[3i'.- y) € st |y| = |i|} halmazon parabolikus, a !"Ih.l'p = {[:;r'_,y] € RZ.- |U| < |i|} halmazon pedig
hiperbolikus tipusu.

Célunk olyan matematikai modellek megadasa, amelyek korrekt kitlizéstiek, azaz rendelkeznek az alabbi
tulajdonsagokkal:

1. 1étezik megoldasa (egzisztencia);
2. ez a megoldasa egyetlen (unicitas);
3. a megoldasa folytonosan fiigg a feladatot meghataroz6 fliiggvényektdl (stabilitas).

Ezek a kovetelmények természetes modon kdvetkeznek a matematikai modellezés jellegébdl és céljabol.
Vegyiik észre, hogy altalanos esetben az (59) alaku parcialis differencidlegyenletnek, ha létezik is megoldasa,
akkor az nem egyértelmii. (Péld4ul a Laplace-egyenletnek megoldasa az U0, ¥) = ax +by + ¢ glaky linearis
fiiggvény tetszéleges s b ¢s ¢ allandok esetén.) Ezért tehat a parcialis differencidlegyenletek 6nmagukban nem
elegendéek a korrekt kitlizés biztositasahoz. Ehhez tovabbi feltételek megadasa sziikséges. Mivel tipikusan a
megoldasfiiggvényrél a megoldasi tartomany hataran kiilonboz6 informacidkkal rendelkeziink, ezért a
kiegészits feltételeket ezen informaciok segitségével szokasos megadni.
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fumikor az megoldasi tartoméany az (. 9) térvaltozokbol allo € C R? korlatos halmaz, akkor az [} tagtomany

peremén irunk eld peremfeltételeket. Amikor tér-idé valtozofegy@rant szerepel, azaz  az tipust
pontokbol all, és a térvaltozoban korlatos a tartomany, akkor a pontban kezdeti feltételeket, a térbeli
valtozo hataran pedig tovabbra is peremfeltételeket adhatunk meg. A peremfeltételek megadasanak harom tipusa
van.

* elsé (Dirichlet-) tipusa peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I’ -beli perempontban rogzitjik a
megoldasfiiggvény értékét;

» masodik (Neumann-) tipusa peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I'-beli perempontban ismerjiik a normal
iranyu derivaltjanak az értékét;

* harmadik (Robin-) tipusi peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a 1 -beli perempontban elére megadjuk a
megoldasfiiggvény és annak kiilsé normalvektor irany derivaltjanak valamely linedris kombinacidjanak
értékét.

A kezdeti (Cauchy-) feltétel megadasa azt jelenti, hogy ¢ = () id6pontban megadjuk a megoldasfiiggvény vagy
annak t szerinti derivaltjanak az értékét.

Célunk, hogy egy adott parcialis differencialegyenletet olyan kiegészité feltételekkel lassunk el, amelyekkel a
feladat korrekt kitlizésti lesz. Megmutathato ([12 és 13]), hogy linearis esetben

« az elliptikus feladatok a I"-n megadott elsd, masodik vagy harmadik peremfeltétellel,

« a parabolikus feladatok a ¢ = ()-ban megadott w(,0) kezdeti feltétellel és a térbeli hataron megadott elso,
masodik vagy harmadik peremfeltételek egyikével,

i

— ., .
« a hiperbolikus feladatok a # = 0 pontban megadott “(+,0) ¢s Ot kezdeti feltételekkel, valamint a
térbeli hataron megadott elsd, masodik vagy harmadik peremfeltételek valamelyikével

korrekt kitiizéstiek. Amikor a térbeli valtozok {2 tartomanya nem korlatos, akkor természetesen peremfeltétel
nem értelmezhetd. Ilyenkor idéfliggd feladatok esetén a megfeleld kezdeti feltételek megadasaval lesz a
feladatunk korrekt kitlizés{.

Ebben a kdnyvben az id6ében valtozo feladatokkal foglalkozunk. Ezért a tovabbiakban az alapvetd instacionarius
egyenletek szarmaztatasaval foglalkozunk.

2.2.2. 2.2.2 Megmaradasi torvények

Szamos fizikailag fontos jelenséget leird parcidlis differencidlegyenletet az in. megmaradasi torvényekbdl
nyerjiik. Jelolje ulz,t) valamely anyag slirliségfliggvényét az i helyen és a t id6pontban. Tegyiik fel, hogy ez
a koncentracié idében valtozik, azaz példaul egy hig folyadékban szuszpenziot’ hoz 1étre. Az egyszeriiség
kedvéért feltessziik, hogy a térbeli valtozé egydimenzids, példaul a szuszpenzid egy cs6ben torténik, igy = a
csOben valo tavolsagot jelenti. Egy tovabbi lehetséges modell a szennyezdanyag terjedésének vizsgalata egy
patakban, de mas példak is felsorolhatok. Feltehetd, hogy tetszéleges keresztmetszet mentén a koncentracio

allandé, azaz értéke csak x -t6l fiigg. Ekkor az ufz, 1) striségfliiggvény segitségével a t id6pontban
meghatarozhatjuk a vizsgalt anyag teljes tomegét a cs6 1 és 2 pontok kozdtti részében:

fit) = /- ] ulz, t) dr. (G2)

Megjegyezziikk, hogy a strliségfiiggvény mértékegysége pl. gramm/méter. Mivel valdjaban 1 a csOben
értelmezett strliségfliggvény, ezért a megfelelé mértékegysége gramm/méter 3, €s az integralast a csé
keresztmetszetén kell értelmezni.

"Olyan durva diszperz rendszer, amelyben szilard halmazallapott részecskék vannak szétoszlatva egy folyékony halmazallapoti kozegben
anélkiil, hogy feloldodnanak abban. A folyékony anyagban a szilard anyag részecskéi lebegnek, és hosszabb-r6videbb id6 utan letilepednek.
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A transzport jellegli alapvel{é- 1,ﬁ;.z:j}mi folyamatok parcialis differencialegyenletef (&) kovetkezé elvbdl

szarmaztathatok. Tekintsiik az részt és hatdrozzuk meg, hogy ebben a részben hogyan valtozik az
idében. Mivel az anyagmegmaradas elve alapjan ezen csészakaszban 0j anyag nem keletkezik és nem semmisitl
meg, ezért a tomeg id6beli megvaltozasa csak két végpontban 1év6 fluxus® hatasara torténhet. Ezért a fluxus
megadasaval felirhatjuk a megfelelé matematikai 6sszefliggést.

Mivel az [71-72] csészakaszban 1évé tomeg megvaltozasa csak a végpontokbeli fluxusok hatdsara torténik,
ezert

1 . :
L -f(t) = flulxy.t)) — flu(xa. t)). (63)
et
(A negativ jel a fluxus iranyultsaga miatt van.) Feltéve I s megfeleld simasagat, ez az egyenlet felirhato
”r‘r.” /'.r;' il Flu(z.t)) d (64
— - plr. t)) dr .
n"i'l" S f'J'.rl'iI - o)

alakban. Mivel 1 megfelel6 simasiga esetén

d =
fit) = iz t) dr. (G5
ell (£} ,/:I r'H”: :I 09)

ezért a (64) és a (65) osszefliggések alapjan

/ O wlz.t) + 2 flufz,£) ) da =0 (66
—TLl . L) —_— il I, Ir = .
Lo\t T g Rt ) o)

Mivel (66) tetsz6leges [71, 22] intervallumon érvényes, ezért végeredményként a
i i)
;jf- (i, 1) + 5= f(u(z. 1)) =0 (67)

egyenletet kapjuk, amelyet megmaradasi (folytonossagi) térvénynek szokasos nevezni.

2.2.2.1. 2.2.2.1 Alapvet6 parcialis differencialegyenletek

A fluxus kiilonb6z6 alakjai vezetnek el az egyes jol ismert modellekhez.
1. Advekcids egyenlet. Tegyiik fel, hogy a folyadék allando & sebességli, tehat az anyagi részecske ezen

allando @ sebességgel mozog. Ha az x pontbeli fluxus a pontbeli sebesség és a lokalis siirliség szorzata,
akkor a fluxus fiiggvénye

flu) = au (GS)

alakt. Ekkor a (67) képlet alapjan a

9 (z.t) + au(z,t) = 0 (69)
ey ulr.t) IHI,')J.“{J' ) = AL

egyenletet kapjuk. Ez az egyenlet, a parcialis derivaltak szokasos jelolésével, felirhato az egyszeriibb jeldlési

iy + atie =)

®A fluxus altalaban egy adott feliileten atdramlo anyag vagy energia mennyiségét jelenti.
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alakban is®. Az egyértelmii megoldhatosaghoz kezdeti feltétel, és, ha a térbeli valtozo korlatos,
peremfelgtelel megadasa szitkséges. Tekintsiik az egyszeriibb nemkorlatos esetet, azaz amikor

. Ekkor ugyanis elegendo csak a kezdeti feltétel megadasa:

(e, 0) = up(x), x € [—o0.00), (70)
ahol "o adott figgvény. Konnyen lathatd, hogy ha o folytonosan differencialhatd, akkor az
wlx, t) gl —at), € (—oo,oc), t20 (71)

fiiggvény egyértelmii megoldasa a (69)-(70) feladatnak. A megoldas (71) alakjabol jol lathatd, hogy az (z,t)
sik azon pontjaiban, ahol ¥ — at 4llando, (azaz az T — at = C egyenesek pontjaiban) a megoldasok
ugyanazt az értéket veszik fel.

. Diffiiziés egyenlet. Tegyiik fel, hogy a folyadék nem mozog, azaz a = (). Ekkor t = () ¢és ezért elvileg az
o kezdeti fiiggvény alakja az idében nem valtozik. Ugyanakkor, ha 10 nem allando, a molekularis mozgas
hatdsara a kezdeti fiiggvény mégis megvaltozik. Ez a jelenség az un. molekularis diffizi6, amelynek
hajtoereje a striségkiilonbség. (Ha mas er6 nem Iép fel, a diffuzid6 képes megsziintetni a
stirliségkiilonbséget.) Az anyagaramlas sebessége a sirliséggradienssel aranyos. Ezt a jelenséget Brown-
mozgasnak is szoktak hivni, melyet a Fick-torvény ir le. Ennek értelmében a fluxus egy adott = pontban
egyenesen aranyos a slriiségfiiggvény gradiensével, azaz a fluxus fiiggvénye

flu) = —ku, (72)

alakt. Ebben az egyenletben # lehet allando (pl. homogén anyagokban), de altalanos esetben fiigghet r -t61
is. Ha x allando, akkor (72) és (67) alapjan az

Wy = Kiley (73)
egyenletet nyerjiik. A = #(T) esetben a fenti Osszefliggések az
= (Kide), (74)

egyenletet eredményezik. A fenti (73) és (74) egyenleteket Osszefoglaloan diffuzids egyenletnek, a &
egyiitthatot pedig diffuzios egyiitthatonak nevezziik.

. Hévezetési egyenlet. A hdvezetés soran a hé a diffizidhoz hasonldé moddon terjed”. Hovezetés a
termodinamika masodik fététele szerint mindig a nagyobb hémérsékletii hely felél a kisebb hémérsékletii
hely felé torténik, azaz a hémérsékleti gradiens iranyaban. Emellett a héaramstiriség (amely lényegében a
fluxust jelenti) a Fourier-térvény szerint véges valtozas esetén egyenesen aranyos a homérséklet-
kiilonbséggel és a szilard test anyagi mindségére jellemzd hdvezetési tényezdvel, illetve forditva aranyos a
tavolsaggal. Ezért hataresetben a (72) alaku Osszefiiggést kapjuk. Ezért a (73) és (74) alaku diffuzios
egyenleteket nyerjiik, amelyeket szokasos hévezetési egyenleteknek is nevezni. A # egylitthatdt ebben az
esetben hdvezetési egyiitthatonak szokasos nevezni.

. Advekcio-diffazio egyenlet. A folyadékmozgas esetén tipikusan egyidejiileg van advekcid és diffazié is, azaz
a fluxusra

Slu) = au — Ku, (75)

Osszefliggés érvényes. Ennek alapjan az advekcio-diffuzio egyenlet allando difftizios egyiitthatod €s sebesség
mellett

°*Konyviinkben mindkét jelolést alkalmazzuk.

©A hovezetés (konduktiv hdatadas) a hdatadas olyan formaja, amely a szilard vagy nyugalomban 1évé (nem aramlo) folyékony vagy
légnemi halmazallapotl rendszerekben, hdmérséklet-kiilonbség hatasara jon 1étre. A héaramlastol (konvektiv hdatadas) abban tér el, hogy
nem torténik anyagaramlas, hanem a héatadas a bels6 energia részecskérdl részecskére valo atadasaval torténik.
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Hy + 0l = Kiley (TG)
alakq.

5. Forrastag az alapegyenletben. Visszatérve a kiindulasi pontunkhoz, nyilvanvalbéan I(t) nemcsak a
csOszakasz végpontjaiban 1év6 fluxus hatasara valtozhat meg: ha van forrads vagy nyeld ezen a szakaszon,

akkor az Ossztomeg ennek fiiggvényében is megvaltozhat. Jeldlie W(7:1) az ilyen forras /nyeld

stirliségfiiggvényétt. A W fiiggvény elGjele mutatja, hogy az (1) pontban forras (pozitiv el6jel) vagy
nyeld (negativ eldjel) van. Ennek figyelembevételével a (66) egyenlet alakja

N L)+ 2 ) d W) d (77)
— M| T, —_— Hlr.r) Tr = I, I i
/ i ar VAT ) [ Nk s !

alakot olti. Ezért forras esetén a (67) egyenlet

i a ) _
“m_.:-.u i p flulz,t)) = Wz, t) (78)

i

alaki. Az J fluxus egyes alakjainak behelyettesitésével megkaphatjuk a fentiekben felsorolt nevezetesebb
egyenletek forrastaggal kiegészitett valtozatait.

6. Reakcio-diffuzio egyenlet. A folyamatokban a forrastagok megjelenésének egyik oka a kémiai reakcio:
amikor a jelenségben s szdmu anyag vesz részt, és azok egymassal kémiai reakcioba I1épnek, akkor ezen
anyagok koncentracioi a kémiai atalakuldsok hatdsara megvaltoznak. Ez a matematikai modellben azt jelenti,
hogy ha w € ¥ vektor koordinatdi az egyes anyagok koncentracioit jeldlik, akkor a kinetikai egyenlet

w = [i{u) gjakq, (Ez az egyenlet azt feltételezi, hogy az egyes anyagok tokéletesen elkeverddnek, és
értékiikk csak az id6t6l fiigg.) Ha a koncentracid térben is valtozik, akkor ezt az egyenletet a diffuzids

egyenlettel kombinaljuk, és eredményiil a W = Klzr + [2{1) reakci6-diffiizio egyenletet nyerjiik. Mivel a
diffizios egylitthatd anyagonként valtozhat, ezért altalaban # egy diagondlis matrix, és nem skalar.
Megjegyezziik, hogy a fenti egyenlethez advekcids tag is hozzaadhatd, példaul aramlé folyadékok esetén.
2.2.2.2.2.2.2.2 A hévezetési egyenlet és megoldasa
Konyviinkben megkiilonboztetett szerepet szanunk a skalaris, térben egyvaltozos hdvezetési egyenletnek,

ugyanis a hovezetési folyamat numerikus modellezésén keresztiil jol jellemezhetok az egyes numerikus
eljarasok. Ezért tovabbiakban az

i Pl (79)

egyenletet vizsgaljuk. Két esetet vizsgalunk a tovabbiakban.

1. Az = térbeli valtozo a teljes szamegyenesen véltozik, azaz = € I& | Ebben az esetben a (79) egyenlet nem
korlatos tartomanyon van kitlizve, azaz a korrekt kitiizéshez sziikséges és elegend6 az

ulr,0) =upl(x), e R (80)
kezdeti feltétel megadasa, ahol U0 egy megfelelen sima, I& -en értelmezett, adott fiiggvény.

2. Az x térbeli valtozo egy korlatos intervallumon valtozik, azaz T € [0.1] . Ebben az esetben a (79) egyenlet
korlatos tartomédnyon van kitlizve, azaz a korrekt kittizéshez sziikséges és elegendd az

wlx, ) uplx), = € |[],.Ili (81)

Pontosabban a belsd energia (id6egységre jutd) forras-stirliségét jeldli, vagyis az idGegység alatt térfogategységben keletkezd belsd
energiat jelenti.
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kezdeti feltétel megadasa (ahol U0 egy megfeleléen sima, It -en adott fiiggvény), illetve a két peremen
valamilyen tipust peremfeltétel. Tegyiik fel, hogy a perempontokban az elsé peremfeltétel adott, azaz

a0, t) = lt), w(l,t) = pa2it), t =0, (82)

ahol #1(t) ¢s 2(t) adott figgvények.

2.2.2.3. 2.2.2.3 Nemkorlatos tartomany esete. A Fourier-transzformacio.

Elészor a (79)-(80) feladat megoldésénak el8allitisaval foglalkozunk. Egy V() € La(lR) peli fiiggveny®

Fourier-transzformaltjan® azt az La(R) _en értelmezett operatort értjiik, amely egy U € La(R) _peli
fiiggvényhez a

) 1 ’
1‘:‘ W — '] 1 J‘-" .1 £ Fa ? a s
(€)= \»"".]ﬁ../,:;‘[.l Ie dr, £€R (&3)

modon definialt fliggvényt rendeli hozza. Ez a transzformalt v(&) fliggvény szintén L3(R) peli, ¢s a Parseval-
egyenl6ség felhasznalasaval megmutathatd a normatartas is, azaz a

lellz = ||vll2 (84)

C
relacio. Az 165 & € R} figgvényrendszer bazist alkot az L3R} t¢rben, ezért a Fourier-transzformacé
segitségével az eredeti vlx) fiiggvényhez hozzarendelt (&) értelmezhets V() fiiggvény €“* szerinti
koordinatajanak a kiilonbzo £ER ¢rigkekre. fgy az inverz Fourier -transzformacié

i w PP - -
v(r) = — [ ()~ dE, £€eR (85)
var Jg

szerinti definicioja kézenfekvo. (Ez megfelel egy vektor - adott bazisban térténd - linearis kombinacidként valod
felirasanak.)

Feladatunkban a parcialis differencialegyenletek ismeretlen fliggvénye kétvaltozos, ezért fontos az ulz,t)
figgvény Fourier-transzformacidjanak meghatarozasara. Mi az @ térbeli valtozd szerinti Fourier-
transzforméciot hatarozzuk meg, mégpedig Ggy, hogy az (7 1) fiiggvényt rogzitett ¢ mellett tekintjiik, és Ggy
hatarozzuk meg a Fourier-transzformaltjat:

. 1 . -
i(€.1) = — u(z. e ™ dr, £€R. (86)
V2T, E
Igy az inverz Fourier-transzforméacio
u(z,t) = — /.’:{E.Hr “rde, reR. (87)
Va2, E

Felhasznalva a (87) képletet, az "7+ t) fiiggvény parcialis derivaltjai kdzvetleniil kifejezhetdk, ugyanis a
paraméteres integral derivalhatosaga mellett érvényesek az alabbi 0sszefliggések

wLo(R)

3
2 e
azon komplex fliggvények tere, amelyek négyzetesen integralhatok Lebesgue-értelemben, azaz az -[[Q |f' | da vett integral

] 1] = TH a
(Lebesgue-értelemben) 1étezik és véges. Mint ismeretes, ez a tér vektortér, és a [: v, w) : [ [-2( vw) da skalaris szorzattal Hilbert teret

. 1.":2
lella = (S lofdr)
alkot. Ezért a megfelel norma e .
#Jean-Baptiste Joseph Fourier (17681830) francia matematikus és fizikus
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1 a " 1 i ¢
. — LiE gr ¢ TR Al £
wy(x, t) Nt ﬁﬂ{mf}f dg VT jr:m (u(€.t)e™") dE

(88)
_— i Lf.fi_lf"""r df
P
Vol JR
1 If.--r . ifx —JI rj ! Al
ull:.r',f_‘_l :Em‘l[ﬁ U{‘inr}r'h |]If,: .‘ffﬁ‘/l;m (Hl::lfjr‘- :I dlf‘: {bll}}

1 . £
= /ar{f.f]i{r“‘" dé.

Ezért tehat az (. t) fiiggvény r -szerinti Fourier-transzformaltja 6nmaga, mig az HENY fiiggvény¢ az
i€u(&. 1) figgvény. Hasonléan,

1 & ) 1 &P . -
““(-RH_EE*’-"E/‘E”{E‘”:.E d§ = \«"'I'E[R E (”[EJ\J‘M } dg
l - o £
— [ 4 I oL T &
ﬁf__‘u{m{ €3¢ de.

Tehat az Wz (T, 1) fiiggvény Fourier-transzformaltja az —& (€, t) fiiggvény.

(90)

s

a (88) és a (90) képletek alapjan az
(€. t) = —k€2u(e,t), E€R (91)

egyenletet nyerjiik. A (80) kezdeti feltétel Fourier-transzformaltja

. - 1 ¢ .
(£, 0) =1ylE) = — /H“I:_.il‘jr " dr, £€R. (92)
W 27, E
A (91)-(92) egy kozonséges differencialegyenlet elsérendii Cauchy-feladata, amelynek megoldasa az
alE.t) = e (e, 0) = e an(6)., £ R (93)

figgvény.

Vizsgaljuk meg a hdvezetési egyenlet megoldasat abban az esetben, amikor a kezdeti fliggvény az & = 0 pontra
felirt Gauss-tipusu eloszlasfiiggvény, azaz

'l:lz

x €R, (94)

uglr) = e

ahol P €’ adott allands. Mivel a (79)-(94) feladat megoldasdhoz a kezdeti fiiggvény Fourier-
transzformaltjanak ismerete szlikséges, hatarozzuk ezt meg a tovabbiakban. Nyilvanvaléan

iio(€) = %ff e dr. (95)

Mindkét oldalt derivalva a kovetkez6 relaciok érvényesek:

o 6y = L B (jr)e 67 (96)

= —_— e —ir)e T dr. :

e~ Var Jy =

A (96) jobb oldalan hajtsunk végre egy parciélis integralasta v = e~ % és w' = —ire A megvalasztassal! A

kiintegralt rész eltiinik az © = £0C helyen, ezért
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“IH[:I J- . 1 Gyl ifx ‘E. ]. 43 ifx
'_L{[‘E:' = — E[ﬁ:;r (=€ )¢ dr = _Ev@? F_: i dx

¢ (97)
iy gl £)
A (97) egy elsérendii kozonséges differencialegyenlet, amelynek altalanos megoldasa
EJ
iHo(£) = e~ B iy(0). (98)
A (92) képlet alapjan
fip(0) = u.jq r)dz = \f T G =

: (99)

-.,fj_'
f—f ’ ‘Ih a
W 2

2

e ¥ ds

g

(Az utolsd Iépésben felhasznaltuk a jol ismert f sa
Osszefiiggések alapjan

Osszefliggést.) Ekkor a (98) és a (99)

. 1 g
ugl€) = v’ﬂr ‘. (100)

2.2.2. Megjegyzés Osszevetve a (94) és a (100) formulakat azt lathatjuk, hogy a Fourier-transzformacié egy
Gauss-féle eloszlast egy mas paraméteres Gauss-féle eloszlasba transzformal.

Felhasznalva a (93) és a (100) 6sszefiiggéseket, érvényes az

i £ -
1

e~io, £ER (101)

4 —

1 .
g, t) = —=¢ ",

V2B V2

egyenléség, ahol

= —, 102
kit +1/3 [ )

Innen a (87) inverz Fourier-transzformacio segitségével elallithato a (79)-(94) feladat megoldasara:

1 i .-f_;
ulx, t) :E./;“[E' fe n.,.-"{: -}_ d€

l I'
el A £r
=/ /3 / e e df, e R.
vV V2 Je V20

(103)

o

Tekintsiik a

LY U
Ver JR v'{'.?

1 £
[ 4!
kifejezést! Ez nyilvanvaléan az Vv 2C fliggvény inverz Fourier-transzformaltja. Az el6z6ekben belattuk,
) y ggveny ' i)
32 . i i A , . .
hogy az e Bar figgvény Fourier-transzformaltja 203 , azaz ez utobbi fliggvény inverz Fourier-

transzformaltja az ¢ pa? figgvény. Ezt figyelembe véve tehat
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1 f 1 £ ., ‘2
S _e i ST e = e Cr® (104)
V2r Jr V2O N
A (103) és a (104) képletek alapjan tehat a (79)-(94) feladat megoldasa

u(z,t) = /CJBe =, (105)

ahol €' értékét a (102) képletbdl hatarozhatjuk meg. Mivel V O/ =1/ VARBEHT " ora o feladat
megoldasa

vy

1 2

wr t) = ——— ¢ VARTIR (106
VAPt + 1 )

Valtoztassuk meg a kezdeti fiiggvényt! Vegyliik észre, hogy a (99) alapjan a (94) alaku kezdeti feltételt leird

fliggvény integraljara
g (x)dr = /r 8 g = .-" -,

[3

mquw?-“.mcﬁ (107)

Ezért az

kezdeti fiiggvény esetén (79)-(107) egy olyan feladat, amelynek kezdeti eloszlasanak integralja egy, ¢és a
megoldasa

3

1 W )
Ht.]".f:l — :f' WldriFLiA |:_1“x"l"
V-ﬂ;;.—:r ol

Ha az x = () helyett valamely tetszéleges & = T pontra koncentralt Gauss-féle eloszlast tekintjiik kezdeti
figgvényként, azaz

[ Ay "
mwmﬂ=g;r“‘“.xcﬁ. (109)
akkor a hozzatartoz6 megoldas
ur, i, 1) = ———e ViR (110)
Varmt + /3

alakq.

. . r . 7. r r - r 4 Sur - r . 7
A kezdeti fliggvények haranggorbéinek magassagat a B paraméter szabalyozza: pozitiv B esetén a maximumat

,Hfﬂ'

megoldasok sorozatat B — oo esetén! Ekkor minden rogzitett - 7 T esetén a kezdeti fliggvények sorozata

az * = T pontban veszi fel, és az értéke . Tekintsilk a kezdeti fliggvények és a hozzatartozo

nulldhoz, az © = T pontban pedig a +0< -be tart, azaz a hatarfiiggvény egy olyan o(x) "fliggvény", amelyre

fla) =4 T TET (111)
0. r# I
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3 = oo

és integralja egy." Ugyanakkor a (110) megoldasok sorozata esetén a

I xr r 2
Gl t,x) = € wiee (113)

—
Vidgt

alaku fiiggvényhez tart. Ezt a fiiggvényt a (79) hdvezetési egyenlet Green-fiiggvényének nevezziik. Mint lathato,
a Green-fliggvény is egy csokkend Gauss-tipusu eloszlasfiiggvény, és egy pontszerii kezdeti allapot idében vald
terjedését irja le.

2.2.3. Megjegyzés Tehat a G(z.t,T) fliggvény értéke egy adott helyen azt mutatja meg, hogy az & pontbeli
kezdeti inhomogenitas idében (€s térben) hogyan terjed. (Példaul, ha egy idedlis folyadékba egy pontban tintat
cseppentiink.) A Green-fiiggvény alakjabol lathatjuk, hogy a kezdeti pontszerti fiiggvény értéke tetszOlegesen
t > 0 esetén is nem nulla barmelyik ¥ # ©>* € & pontban. Mivel a kezdeti fiiggvény ebben a pontban nulla,
ezért ez azt jelenti, az T nem nulla kezdeti értéke barmelyik = € X pontban megvaltoztatja a kezdeti nulla
értéket, azaz a terjedési sebesség ezen modellben végtelen.

Tetszoleges kezdeti fliggvények esetén a megoldas a Green-fliggvény segitségével kozvetleniil meghatarozhato.
Mivel a Green fiiggvény a rogzitett & € £ pontszerii (és integral-értelemben egységnyi) kezdeti fliggvényhez
tartoz6 megoldas, ezért az altalanos alaka o) kezdeti fliggvény esetén minden pontban meghatarozzuk a
hatasat, és az eredményeket Osszegezziik. Ezért a megoldast a Green-fiiggvény és a kezdeti fliggvény szorzata
altal definialt fliggvény integralja, azaz

. l LA .r".
ulx.t) = /(.’[.J'.L.r]uuf_.r'].r.l’.r = — . [ e vin g (T)dT (114)
JE vdrTt J o~

alakban all allithat6 el6. A (114) 6sszefliggést Poisson-féle képletnek® is szokasos nevezni. Vegyiik észre, hogy

az (7. 1) fiiggvény nem més, mint a

- l ]
Gla,t) = ——=e" Vi (115)

és az Uolr) fiiggvények konvolucidja.’* Konnyen ellenérizheté, hogy a Gla,) figgvény kielégiti a (79)
hévezetési egyenletet, tovabba, hogy

lim (:}[.r'. t) = lim (:'[.J:H = (),
=040 rdac

A fenti G fiiggvényt alapmegoldasnak is szokas nevezni. Tehat a kezdetiérték-feladat megoldasa eléallithato az
alapmegoldas és a kezdeti fiiggvény konvolucidjaként.

A szakasz befejezéseként roviden attekintjiik az

i

e

-
y

iy + iy 0, x¢ [11G)
egyenlet

wlx,0) =up(z), z€R (117)

“Ezt a fiiggvényt az irodalomban Dirac-delta fiiggvénynek szokasos nevezni. (Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) brit Nobel-dijas
fizikus, a kvantummechanika egyik megalapozdja.) Az ilyen tipusu fuggvényt altalanositott fliggvénynek, mas szdoval disztribcionak

nevezziik. Ez durvan azt jelenti, hogy csak egy integral részeként értelmezziik, mégpedig amely minden alkalmasan megvalasztott "r:'[::?':]
fiiggvény esetén az Je 0(x)p(z) dr = o(7)
targyat, az érdeklddoknek javasoljuk a [12] konyvet.
sSiméon Denis Poisson (17811840), francia matematikus, geométer és fizikus.

BA [: —00, 00) intervallumon értelmezett f és g integralhato figgvények konvolucidjan az

(f*g)(z) = [, f(s)glz — ) ds
= oeaa - integralt  értjik. A konvolGcionak széles kori alkalmazasai vannak a
valosziniiségszamitasban, a Fourier-sorok ¢s a parcialis differencidlegyenletek elméletében.

tulajdonsaggal rendelkezik. A disztribuciok részletes targyalasa nem képezi a konyv
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kezdeti feltétel melletti megoldasanak eléallitasat a Fourier-transzformacio segitségével:

A (88) és a (89) dsszefiiggések alapjan az Ut(¥:t) fiiggvény Fourier-transzformaltja dnmaga, mig (1)

cres

w (£, 1) = —ifau(f,t), £ecR,t=10 (118)

elsérendil, kozonséges differencidlegyenletet kapjuk. Ezért
G(€, 1) = e S (£, 0). (119)

Mivel #(&.0) = tio(£) 5 (92) alapjan meghatarozhatd, ezért az inverz Fourier-transzformacié felhasznalasaval
a megoldas kozvetleniil eldallithato:

I £l (2, I = v A& E=at) i
ulr, t) = == ¢ ’“'Ju“-:_:f et df = — gl £ )e™ = df = uplxr — at). (120)
V2T JR var Jg

(Az utolsé egyenldség abbol adddik, hogy az integral nem madas, mint az tig fiiggvény inverz Fourier-
transzformaltja az © — at pontban.)

2.2.4. Megjegyzés Mint a (119) Osszefiiggésbdl lathato, (& )] = [4@o(€)] minden t = 0 esetén. Ez azt
jelenti, hogy a megoldas Fourier-komponense idében nem valtozik. A hévezetési egyenlet esetén mas a helyzet:
a (93) képlet kovetkeztében i€, )] = e " "@(€)] minden £ > 0 esetén, azaz [a(€.t)| az idsben
exponencialisan lecseng. A lecsengés sebessége fligg a # egyiitthatotol, illetve a ¢ hullamszamtél. Ezért a

2 .
magas frekvenciaju, erésen oszcillalé tagok (azaz amikor £ nagy) lényegesen gyorsabban lecsengenek, mint az
alacsony frekvenciajiiak. Ennek kovetkeztében a kezdeti fliggvény az id6ben kisimul. (Ezt szokasos parabolikus
simitasnak is nevezni.)

2.2.5. Megjegyzés Az el6z6 megjegyzésbol 1athatd, hogy a & konstans hdvezetési egyiitthatora célszerti kikdtni

a k = (I elgjelfeltételt, bar a megoldas elballitasanal ez nem volt sziikséges. Ennek alapveté oka, hogy negativ

K esetén a megoldas Fourier-komponense az idében exponencialisan nem lecsengd, hanem exponencialisan
. 2 -

novekedd lesz. Ez azt jelentené, hogy a magas frekvenciaju tagok (azaz amikor < nagy) kindnek, nevezetesen

£ 00 egetén exponencialis sebességgel tart a végtelenhez. Ezért a kezdeti fiiggvény barmilyen kis

megvaltozasa (pl. kerekitési hibaja) a megoldas ezen tagjaiban nem korlatos nagysagii megvaltozast
eredményez, azaz a feladat instabilla valik. Ennek eredményeként tehat a # < () h@vezetési egylitthatoju feladat
nem lesz korrekt kitlizésli. (Konyviink a nem korrekt kitiizésti feladatokkal nem foglalkozik.)

2.2.2.4. 2.2.2.4 A korlatos tartomany esete. A valtozék szétvalasztasanak médszere.

Tekintsiik a hévezetési egyenletet a térben egydimenzids, korlatos tartomanyon. Az egyszeriiség kedvéért
feltessziik, hogy € (U:1) | ¢s igy az egyenletet a (U:1) x (0,T) (T < o0 ) tartomanyon vizsgaljuk. A
korrekt kitlizéshez ekkor kezdeti- és peremfeltétel megadasa egyarant sziikséges. Legyen t* € (0,T) egy adott
rogzitett szam, és jeldlje Q= (0,1) x (0,8 B2 peli halmazt, ahol a megoldast keressiik. Iy pedigat =0

, v =10 é 2 =1 egyenesekkel hatarolt ponthalmazt, azaz Py =2 \Qpe A T pontjait parabolikus
peremnek nevezziik.

Tekintsiik tehat a tovabbiakban ¢2¢- pontjaiban a

i - J*u _ _ .
m[.!',f —ﬁl:'.f'.szn. l.]'.lf:lf—_i.!‘;' r]_}lr

egyenletet a L parabolikus peremen megadott kiegészito ("kezdeti+perem") feltételekkel:
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w(r,0) =up(x), e (0.1); u(0t)=u(l,t)=0, te|0,t] (122)

Ha 1o = 0 akkor a feladat megoldasa az u = () fiiggvény. Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy 0 7 ”, igy

a keresett megoldas # 7 U

Keressiik a megoldast
ulr. t)= X(x)-T(t) (123)

szétvélaszthato alakban, ahol X és T egyelOre ismeretlen, megfeleléen sima fiiggvények.'” Behelyettesitve a
(123) alaku u fiiggvényt a (121) egyenletbe, a

T - X(@) =X (x) - T(t) =0, (r.t)€ Qp (124)
egyenletet nyerjiik. Mivel Xi(z) - T(t) # 0 ezért (124) az

X)) T o N
: =——= 1€(0,1), te(0,) (125)
X(x) Tt

azonossagot jelenti. A (125) tetszdleges i és T valtozora érvényes, ami azt jelenti, hogy mindkét oldal allando:

valamely A € B szam mellett minden © € (0.1) ¢s t € (0.#] esetén érvényes az

X'(x) T
X(z) ~ T(0) (126)
egyenldség. Innen az
X'(x) = AX(x). =€ (0,1) (127)
egyenletet kapjuk. Masrészt, behelyettesitve a (123) alakot a (122) két peremfeltételébe, az
X =X(1)=0 (128)

feltételt kapjuk. Célunk tehat olyan A € B szam meghatérozasa, amely mellett a (127)-(128) feladatnak 1étezik
a trivialis % () = 0 fiiggvénytsl kiilonbdzé megoldésa.

Mivel (127) egy alland6 egyiitthatoés, masodrendti kdzonséges differencidlegyenlet, ezért altalinos megoldasat

az s* + A = 0 karakterisztikus egyenletének gyokeivel hatirozhatjuk meg. Ez a A el6jelének fiiggvényében az
alabbi esetekhez vezet.

« Tegyiik fel, hogy A < 0. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei valosak, és a (127) egyenlet altalanos
megoldasa

."Lrll.f'f r'”-‘. Ax (e~ v -"lr.

Mivel ekkor az X(0)=0  flgrel a Ci1+C2=0 egyenldséget  jelenti,  ezért
Xzx) =" (!.""’!_AI — ‘f_)”)
X(1)= € (VP —e v ) =0 e

()=l t feltételt kapjuk. Mivel €¥~* > e~V

Cy =0 egetén lehetséges, ami az X(x)=0 megoldast eredményezi. Mivel ez nem megengedett, ezért ez
az eset nem lehetséges.

alaka. A masik, X(1)=0 peremfeltételt ide behelyettesitve az

, ezért a fenti egyenldség csak

Szokasos Fourier-modszernek is nevezni ezt az eljarast.
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+ Tegyiik- fel,-hogy, A = 0. Ekkor a (127) egyenlet X (#) =0 alak, igy az altalings meggldasy
. Erre a fliggvényre, amelynek kepexqgy) egypnes, a (128) feltétel csak
esetén lehetséges. Ez viszont szintén a nem megengedett trivialis megoldashoz vezet.

« Tegyiik fel, hogy A > 0. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei +i VA fgy a (127) egyenlet altalanos
megoldasa

Xiz) =0 :ﬂiu{_qu.."} + Ca cos(VAx).

Az X(0) =0 feltetel miatt C2 = 0. Tehat az X (1) = 0 feltétel az C151 VA = 0 feltételt jelenti. Mivel
Cr#0 ,ezérteza VA = km (B =1,2,..] feltételt jelenti, azaz a lehetséges A értékekre a

e =—k*r", k=1,2,... (129)
értékeket kapjuk. Tehat az
Xelx) - ('1‘ sinkrr, k=1,2.... (130)
fliggvények tetszbleges Cy allandok mellett megoldasai a A = A megvalasztasu (127)-(128) feladatnak.
Térjiink at a I'(t) fiiggvény meghatarozasara! A (126) egyenldség felhasznalasaval a
T'(t) = AT(t), te (0.t (131)
egyenletet kapjuk, ahol (129) alapjan A= A==k Az egyenlet altalanos megoldasa

Ti(t) = Cxe™, (132)

k -
ahol €2 tetszOleges allando. Tehat a (130) és a (132) képletekkel azt kapjuk, hogy minden k=1,2,. . esetén
tetsz6leges C'k 4llandé mellett az

up(x,t) = Xe(2)Ti(t) = Cre ¥ ™ ' sin(krr) (133)

fiiggvények olyan fiiggvények, amelyek megoldasai a (121) egyenletnek, és kielégitik a (122) mindkeét

(homogén) peremfeltételét. Tegyiik fel, hogy a 2 k1 Ukl t) figgvénysor egyenletesen konvergens! Ekkor az
)
ulr.t) = Zuﬁ.[.r.-fjl (134)
k=1

figgvény is rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. Valasszuk meg a tetszdleges Ck allandokat ugy, hogy a
(122) kezdeti feltétele is teljesiiljon erre az u fliggvényre! A (134) és a (133) képletek alapjan

o
wlx.0) = Z O sinl krx). (135)
k=1

Ugyanakkor a %0() fiiggvény Fourier-sora

)

up(r) = ) ugsin(knz) (136)

k=1

alaku, ahol
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1
uﬁ 2 [ gl s) sin{bms) ds, (137)
1

A (135) és a (136) képletek Osszevetésébol tehat

Ci = ug. (138)
Osszegezve: az
=
ulr.t) = Z uge ' sin kmx (139)
k=1

fiiggvénysorral definialt ufz, 1) fiiggvény - a fliggvénysor egyenletes konvergencidja esetén - megoldasa a
(121)-(122) feladatnak.

2.2.6. Megjegyzés Hogyan biztosithaté a (139) fiiggvénysor egyenletes konvergenciaja? Megmutathatd ([13]),

hogy ha o folytonosan differencialhato, valamint “0{U) = uo(1) =0 akkor az egyenletes konvergencia
érvényes.'®

2.2.7. Megjegyzés A fenti megoldas segitségével a

U (x.t) Uz 1) 0. (z.8) €O (140
i a2 VBB RS L 140)

Uz, 0) = Up(x), ze(0,1); U(0t)=a, u(l.t)=735, te |0t (141)

(ahol o és 7 adott allandok) inhomogén feladat megoldasa is konnyen eldallithato hasonld végtelen
figgvénysor alakjaban. Jelolje ugyanis

iz, t) =0l —z)+ fz, xe|0,1] (142)

ismert fiiggvényt. Ekkor az # = U —1u fiiggvény megoldasa lesz a (121)-(122) feladatnak, ahol
ug(w) = Up(x) — ({1 — &) + 0] Bzért ennek a fiiggvénynek a (137) képlet szerinti Fourier-egyiitthatéival
eléallitott (139) fliggvénysora meghatarozza az u fliggvényt, és ennek ismeretében az ismeretlen fliggvényt
kiszamolhatjuk az {/ = u + U §sszefliggésbol.

Az elézdekben tehat megmutattuk, hogy a (79)-(80) feladat megoldasa a (114) Poisson-képlet segitségével, mig
a (121)-(122) feladat megoldasa pedig a (139) fiiggvénysor segitségével allithatéo elé. Ugyanakkor ezek a
megoldasok tobbnyire csak formalisnak tekinthetok, a gyakorlatban nem, vagy csak nagyon specialis esetben
alkalmazhatok egy konkrét feladat megoldasara. (Mivel a (114) képletben egy végtelen tartomanyon vett
improprius integral, a (139) képletben pedig egy végtelen fiiggvénysor Osszegének meghatarozasa sziikséges.)
Tovabbi probléma, hogy mindkét megoldast csak a targyalt specialis feladatosztalyra tudjuk alkalmazni, azaz

példaul # = A{) nem 4llandd hévezetési egyiitthatd esetén nem mitkodnek.

Mindez azt motivalja, hogy ezen feladatok megoldasara valamilyen kozelitd eljarast, azaz numerikus modszert
célszeri alkalmazni. Konyviink targya a kozonséges differencidlegyenletek (illetve a kozonséges
differencialegyenlet-rendszerek) numerikus megoldasa. Ezért célunk, hogy a fenti parcialis
differencialegyenletekbdl ilyen feladatot konstrualjunk.

Nemkorlatos térbeli tartomany esetén a Fourier-transzformacio segitségével a (91)-(92) kozonséges
differencidlegyenlet elsérendii Cauchy-feladatat nyerjilk az ismeretlen megoldasfiiggvény Fourier-
transzformaltjara, amelynek megolddsa formalisan kozvetleniil eldallithatd. Ugyanakkor a kezdeti érték
meghatarozasdhoz egy nehezen realizalhatd integral meghatarozasa sziikséges, valamint egy inverz Fourier-

wValojaban U0 simasagara elégséges a [”-‘ 1] intervallumon valé folytonossag, valamint a [:”.' 1) intervallumon val6 szakoszonkénti

folytonosan differencialhatosag is.
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transzformacido numerikus realizdldsa. Konyviinkben ezt az esetet nem részletezziik, az érdeklédoknek
javasoljuk a [10] konyvet.

A tovabbiakban a korlatos térbeli tartomany esetével foglalkozunk részletesebben.

2.2.3. 2.2.3 A korlatos térbeli tartomanyon kitlizott hdvezetési egyenlet és
szemidiszkretizacidjanak tulajdonsagai

Tekintsiik a tovabbiakban ‘2= pontjaiban a

it - Ju _ _ _
m[.l',f,l—ﬁl:_.f'.fj =“. l.]'..lf:l ':—_E.I;' r]l-;b

egyenletet a 1+ parabolikus peremen megadott
u(z,0) = up(x), € (0,1); u(0t)=a, u(l,t)=35 te|0,t'] (144)
feltételekkel. Mint lattuk, ennek a feladatnak 1étezik megoldasa, amely a 142 megjegyzés szerint el6allithato.

Ugyanakkor felmeriilhet a kérdés: nem létezik-e a (143)-(144) feladatnak ett6l eltér6 mas megoldasa is? Milyen
tulajdonsagai vannak a megoldasnak? Erzékeny-e a megoldas a bemend adatokra? A kovetkezékben ezzel
foglalkozunk.

2.2.3.1. 2.2.3.1 A korlatos térbeli tartomanyon kitlizott hdvezetési egyenlet korrekt kitlizése

Vizsgalatunkat egy alapvetd fontossaga lemmaval kezdjiik.

2.2.8. Lemma Tegyiik fel, hogy a w(z, t) figgvény az 4 halmazon kielégiti a (143) egyenletet, és folytonos
az %+ halmazon. Ekkor teljesiil ra az Gn. parabolikus maximum-minimum elv: a fliggvény a legnagyobb és
legkisebb értékét felveszi a L'+ parabolikus peremen.

Bizonyitas. Tehat belatandok a

max wir.t) = max w(xr,t), minw(z, ) min w{r, t) [145)
g i1 I

[

allitasok. Jelolje M = maxr. w(r. ) ndirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan (F0:f0) € 2 \ Ty
pont, amelyre

wire, fo) = p = M, (14G)
Vezessiik be a

ji

. . M
vix, t) = w(x. t) + - (tg — 1) (147}

fliggvényt! Ha (z.t) € L' akkor

- M M
v(z.t) < M+ E — = K <.

Mivel V{0, to) = wlzo.fo) = 1 ezértaz Q4 zart halmazon folytonos fiiggvény a maximumat nem veheti fel
ale parabolikus peremen. Ezért, ha maxg,, v(r,t) = “(:“-‘il), akkor (T1,11) & Ty Cazaz 1 € (0,1) g

t1 € (”r“-*l. Mivel a v fiiggvény simasidga megegyezik ' fliggvény simasagaval, ezért ebben az (r1,t1)
pontban létezik # szerinti elsd, illetve & szerinti masodik derivaltja is. Vizsgaljuk meg ezek eldjelét!
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« Hati = 1", akkor av(1:) fiiggvény a 11 pontban nem csokkep, hisgen ebben a pontban maximum van.
Ezérta fliggvény -szerinti parcialis derivaltja nemnegativ az pontban.

« Hati <t akkor "(1.1) fiiggvénynek a £ = t1 pontban lokalis maximuma van, azaz a v fiiggvény -
szerinti parcialis derivaltja az (1,%1) pontban nulla.

« Mindkét fenti esetben a V(% 71) fiiggvénynek az ' = 1 pont belsd pontja, és itt lokalis maximuma van.
Ezért tehat a v fiiggvény  -szerinti 2. parcialis derivaltja az (z1.11) pontban nempozitiv.
Igy tehat 6sszefoglaloan
N ity) >0 LA ) <0
—lzr1.t) 2 0, ==lr, < 0,
gt =T gt =
azaz

I':.j!‘l " 'I 1’.""]‘! f 'I} ‘r [] IH'
—(xy. - — (1, . 4
g i) T aa T h) 2 )

Masrészt, a © fliggvény a (147) szerinti definicidja alapjan

”J'{ £ r'f‘]r'[ f r'J‘u'[ £) Puw pp— M
—\.T. —_— il = —|\T. — .
gt ot T g\l = Gt T g\l 2t

<0 (149)

minden {(.7) pontra, amely nem a parabolikus peremen helyezkedik el. Ez viszont ellentmond a (148)

tulajdonsagnak, hiszen (r1.t1) & ' Tehat a (146) indirekt feltevésiink nem érvényes, és ezzel belattuk a
(145) allitasunk els6 részét. A masodik (minimumra vonatkozo) allitds kozvetlen adodik az maximumra

vonatkozo allitas — (¥ 1) fiiggvényre torténd alkalmazéasaval. [QED]

A lemma allitasa alapjan tehat a (143) egyenletet kielégits, az ‘2 halmazon folytonos w(w, t) fiiggvényre alsd
és felsd becslés adhato a parabolikus peremen felvett értékei segitségével. Nevezetesen, érvényes a

minwi{zr.t) < w(zr.t) < maxw(r.t). (r.t)E ﬁ‘,— (150)
s [gs

becslés.

A 2.2.8 lemmanak tobb fontos kdvetkezménye is van. Ugyanis

2.2.9. Kovetkezmény A vizsgalt (143)-(144) feladatnak csak egy megoldasa van. Tegyiik fel, hogy az 11 (x,t)
és U2(. 1) fiiggvények egyarant megoldasai a feladatnak, és U1 # U2 Ekkor a Wi, t) = wilr.t) — ua(x.f)
nem az azonosan nulla fiiggvény kielégiti a (143) egyenletet, és emellett a I'v+ parabolikus peremen azonosan
nulla. Ezért a lemma értelmében

O=minw(x,t) < w(r.t) < maxw(z.t)=1(
Iyn | e

minden (7:1) € (- pontban, azaz w(r,t) =0 57 Q) halmazon, ami ellentmondas, igy az allitdsunk igaz.

2.2.10. Kovetkezmény A vizsgalt (143)-(144) feladatra érvényes a nemnegativitds: a nemnegativ bemend

adatokhoz tartozé megoldasok is nemnegativak, azaz uo(x) = 0 @3 20 egeten u(x.f) = 0 Bz az allitas

ming,. w(x, t) =0

kozvetleniil nyerhet6 a 2.2.8. lemmabdl a egyenldtlenség alapjan.

2.2.11. Kovetkezmény A vizsgalt (143)-(144) feladatra érvényes a monotonitds: a nem kisebb bemend

adatokhoz tartozd megoldasok is nem kisebbek. Legyenek ugyanis az i = 1.2 indexekre az :il:.1)
fiiggvények a (143) egyenlet megoldasai az
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uilx,0) = ug(x)., ze(0,1); w0 t)=a", w(lt)=7
kiegészité feltételekkel, és tegyik fel, hogy ug(x) = ug(z) , = ay ¢ Mz Ekkor a
w(w,t) =wmlr,t) —uzlr,?) figgvény egyrészt szintén kielégiti a (143) egyenletet, masrészt pedig

w(r,0) =0 w(0.) =0 g w(l.t) =0 Ezért allitasunk a nemnegativitésra vonatkozé 2.2.10 megjegyzés
kozvetlen kdvetkezménye.

2.2.12. Kovetkezmény A (143)-(144) feladat stabil kitiizésti a maximumnormaban: a bemend adatok (azaz

ug, @ gs ) kis megvaltoztatasa a megoldast is csak kicsit valtoztatja meg a maximumnormaban. Ugyanis, ha
(144) helyett a

i(x,0) = io(x), xe(0,1); al0.8)=a, a(l.t)=75 tel0,t
feltételekkel oldjuk meg a (143) egyenletet, akkor a 2.2.8 lemma alapjan

1}_1I'Lru[n[.r',r] —alr, ) < ulx,t)—alx.t) < 11]1_?1.:-;[n[.1'~.f,1 — iz, t)),
azaz

nln\ (—(u(x.t) =tz 1)) < ulz,t)—aulxt) < rtI_LiEx[u[.r,.r] — afx,t)).
Ebbdl mar kozvetleniil adodik a kivant
|t = i)l < llu = illea,.) (151)

becslés.
Tehat a (143)-(144) feladatnak
* a 142 megjegyzés alapjan 1étezik megoldasa (egzisztencia);

* a2.2.9 megjegyzés alapjan ez a megoldas egyetlen (unicitas);

* a 151 megjegyzés alapjan ez a megoldas a maximumnormaban folytonosan fiigg a bemend adatoktol
(stabilitas).

Ezért ez a feladat korrekt kit(izést.

2.2.3.2. 2.2.3.2 A hovezetési egyenlet szemidiszkretizacioja

Az eldzbéekben belattuk, hogy a (143)-(144) feladat korrekt kitlizési, azaz 1étezik egyetlen, a bemend adatoktol
folytonosan fliggé megoldasa. A megoldas eldallitasara ugyan megadtunk egy eljarast, a 142 megjegyzésben,de
ez az elballitas a gyakorlatban nem hatékony, és altalaban "pontosan" nem is hatarozhatdo meg, tovabba, hogy
egy altalanosabb feladatosztalyon nem is alkalmazhat6.

Ezért numerikus modszert valasztunk, amelynek lényege hogy két 1épésben a folytonos feladatot diszkrét
feladatok sorozatara vezetjiik vissza. Ez a két 1épés az alabbiakbol all:

* Els6 Iépésben térbeli diszkretizaciot hajtunk végre, amelynek eredményeként idében folytonos kozonséges
differencialegyenlet-rendszerek Cauchy-feladatainak sorozatat kapjuk.

» Masodik Iépésben a fenti Cauchy-feladatokat id6ben diszkretizaljuk, és numerikusan megoldva eléallitjuk a
térben €s idében egyarant diszkretizalt megoldast.

Ebben a szakaszban az els6 1épéssel foglalkozunk részletesebben, hiszen a tovabbi fejezetek kizardlag majd a
masodik 1épésrol szolnak. Ez az els6 1épés az Gn. szemidiszkretizacio, amely a (143)-(144) feladat esetén a
kovetkez6 1épések sorozatat jelenti.
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« Kijeldlink a [0-1] intervallumon egy wr = {z; = jh. h=1/(N +1), j=0.L....N+1} reepalot,
ahol  egy adott természetes szam.

+ Mindegyik i csomdponthoz hozzarendeliink egy y;(t) fiiggvényt, amelyrdl azt szeretnénk, hogy a (143)-

(144) feladat megoldasanak jo kozelitése legyen az £5 pontban, azaz yilt) = u(zyt),

* A vizsgalt feladatbol kiindulva megadjuk azt a szabalyt, amely alapjdn meghatarozhatok a fenti elvarasnak
eleget tevo y;(t) fliggvények.

Ezt a modszert az egyenesek modszerének (method of lines, MOL) szokasos nevezni. A (144) peremfeltételei
alapjan az N + 1 darab ismeretlen fliggvény koziil az To =0 ¢ az Tn+1 =1 pontokhoz tartozd
fiiggvényeket pontosan ismerjiik, azaz t € [0.t"] esetén

yolt) = w(t) = a. yvai(t) =u(l.t) =35 (152)

Masrészt, ugyancsak a (144)-beli kezdeti feltétele alapjan minden racspontban ismerjik a ¢ = () értékhez
tartozo6 pontos értéket, azaz

yil0) = wplzj), 7=1.2,...N. (153)
frjuk fel a (143) egyenletet az © = T pontban:

i P . . _ . _
,—H[.rJ.:].— —(r; t) =0, te[0,t], j=1.2,....N. (154)
; ;

drt’

Ezért, ha yi(t) j6 kozelitése az u(z;,t) figgvénynek, akkor a jol ismert véges differencias kozelitésekkel

du .

m[.;'J.H =~ (t)

9 u ) s yi+1(t) — 2y;(t) +yi-1(t)
A2t ) h?

approximaciokat eredményezi.

Ezek alapjan tehat az az elvarasunk, hogy az Yi(t) ismeretlen fuggvények megoldasai legyenek az

() — 2y (E) + t
() - L =20 400 oy e o)

h?
yil0) = uplz;)

(155)

(@hol J=1.2,....N yo(t) s yn+1lt) adottak) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer Cauchy
. * N
feladatanak. Ekkor az ¥ 0.¢] = R , i koordinata-fiiggvényti ismeretlenre a (155) feladat felirhatd

yi(t) — Any,(t) = fult), t€[0,£7],

156
Yul0) = ugy ( i)

alakban, ahol
(157)

Alkalmazva a szokasos
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- t
t‘:{[][i".ﬁ.;,}zl Ay, 4 EAI AR | FA:': ... (153)
azonossagot, a (156) Cauchy-feladat megoldasa felirhatd az

[
v, (t) = expltAyugy, + / explit — &) A (s) ds (159)
Jo

alakban.®

2.2.3.3. 2.2.3.3 A szemidiszkretizacios matrixsereg tulajdonsagai

A (121)-(122) feladat felirhato

i ) ) ) i
m[.:'.f] —(Auw)z.t) =0, ulx,0) =uylzx) (16G0)

alakban, ahol .A egy olyan operator, amely az olyan, megfelelden sima w(r, ) fiiggvényeken van értelmezve,
amelyek az = = () és az = = 1 pontokban nulla értéket vesznek fel, és
_ - Jw . .
(Awlz. t) = ?[.I'J]. (16G1)
or-

Osszevetve a fenti (160) feladatot a szemidiszkretizacié (156) alakjaval, természetes elvaras, hogy az Ay
matrixsereg kis b esetén jol kozelitse az .4 operatort.

A tovabbiakban An matrix ezen approximacids viselkedését, illetve néhany tovabbi tulajdonsagat vizsgaljuk.

sajatvektorai vajon jol kozelitik-e az .4 operator sajatértékeit és sajatvektorait. A valtozok szétvalasztasanak
modszerével mar korabban megmutattuk, hogy az .4 operétor sajatértékei és sajatvektorai

MlA) = M = —=K7%, wMz) = ue(z) = sin(krz), k=1,2,... (162)
alaktak.

Hatérozzuk meg az An € RYN matrix sajatértékeit és sajatvektorait! Legyenek Vi (J = U.1.... N +1)
olyan szamok, amelyekre 0 = tn+1 = (0 ¢s valamely A" € R valés szam mellett teljesiilnek a

Vi1 — 205 + V54

% =My, j=12,...,] N

h) = [y I e N sz )
egyenléségek. Ekkor nyilvanvaldéan a ¥ ' = [v1,ve,... o] ER vektor sajatvektora az A} matrixnak a
A sajatértékkel. A fenti feltételek ekvivalensek a
vic1 — 2(1+ 0.5A" Ry +vj =0, j=1,2,...,1 N (163)
linearis algebrai egyenletrendszer megoldasaval, ahol 0 = tn+1 = 0 adottak. Keressiik a (163) megoldasat a
vj = sin(yz;) = sin(yjh) (7=0.1....N+1) alakban, ahol 7 egyel6re ismeretlen valés szam.
Helyettesitsiik be ezt az alakot az egyenletrendszerbe, €s hasznaljuk fel a nyilvanvalo
[

i1+ vis1 = sin(y(j — 1)h) +sin(~5(y + 1)h) = 2sin(vjh) cos(vh)

osszefiiggést! Ekkor a (163) feladatbol a

“Egy vektorértékil fliggvény integraljan azt a vektort értjiik, amelynek koordinatai a koordinata-fiiggvények integraljai.
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2 [cos(vh) — (1 + 052" 0% v; =0, j=1,2,....] N (164)

feladatot kapjuk. Mivel mindegyik ¥ nem lehet nulla, ezért tehat 0S(7) — (1 +0.5AMA2%) =0 o7,

' -1+ cos(+vh) 2 4 ~Hh
}.'-”'=—'=—— 1 — cos(yh)) = —— sin® —. 165
0502 ( sy ) I 2 (165)
A tetsz8leges 77 paramétert gy kell megvalasztani, hogy a to = Un~+1 = 0 feltételek is teljesiiljenck Vi fenti
eldallitasaban. A tp =sin(0y) =0 egyenl6ség minden i esetén igaz. Mivel
vns1 = sin(yrye) = sin(y1) =siny = 0 ezert tehat a megfelelé paramétervalasztas 7 = 7k = K7 ahol
k=1,2,.. fgyaz An N % N -es matrix sajatértékei a kivetkezok:
h) 4 ., kmh 1 Ty
'-h'=__.' 2 - & _F_J-.. o 0 . .
AL e sin 5 ||'i.2'm 5 k=12....,] V. (166)

(f) (h) N .
Az Ai matrix Mk sajatértékéhez tartozo sajatvektoraaza Vi € R vektor, amelynek J -edik koordinataja
(vih ) = sin(kx jh) = sin(krx;), 7=12,....N. (167)
Jd

A (166) Osszefiiggés alapjan belathatéak az Al matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak néhany fontos
tulajdonsaga.

Ry
At =0

1. TetszOleges N esetén és értékei Kk -ban szigorlan monoton csokkennek. (Ez kozvetleniil

leolvashato a képletbdl.)
)‘:I:::([IJ = )\Ilih ]

2. Mivel az el6z6 monotonitasi tulajdonsag alapjan , ezért a matrix maximalis sajatértékének

- . . = ihl — _22(ginc/c)?
elhelyezkedésére becslés adhatd. Nevezetesen, bevezetve a & = mh/2 jelolést, Amax = —T(sIng/<)
alakot 6lti, ahol a h = 0.5 természetes feltételezés kdvetkeztében < € (0, ?r,.*';l]_ Innen kdzvetleniil nyerjiik a

¥

' fi) < . . PR Y- y £ oy
—7° < Apar < =7 (sing/¢)_,, = —8 (168)

becslést.?

(f)

3. Az el6z6 tulajdonsag alapjan Amaz € (=%, —8) , ezért tetszoleges h >0 esetén az A matrix minden

sajatértéke a negativ valds tengelyen helyezkedik el, és a nulla nem sajatértéke. Ezért az A matrixok
mindegyike regularis.

4. Vizsgaljuk meg a sajatvektor approximéacos tulajdonsagat! Mivel az + = i pontban az .4 operator
||l,l|

sajatfiiggvénye uk(z;) = sin(kmr;) (Id. (162)), ezt dsszevetve az An matrix Vi k -adik sajatvektoranak
J -edik koordinatajaval (1d. (167)), jol lathato a sajatvektorok approximacioja.

5. Mivel

1, wkh  sintwks - .
ltm ,‘k,_ = ]ltll — 13 S —— = — lim — = —=k"7" = Ap, (169)

hi—+D) h=0 h2 =40 g2

ezért tehat h — 0 esetén An matrix k -adik sajatértéke tart az A differencidloperdtor & -adik

3L —7 R} . - . . Y
sajatértékéhez. (Tehat Amar a (=7 =8) intervallumon jobbrol tart az A operator —m? maximalis
sajatértékéhez.)

- { . .
“Felhasznaltuk, hogy a f?.l:g) - '-.11‘1(, s fiiggvény a n T "ll intervallumon szigortan monoton csokken, tehat maximumat a

c=m/4 pontban veszi fel. Emellett, limg o h(<) =
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6. Az A matrix negativ definit. Ez a tulajdonsag kozvetleniil adodik abbol az ismert linearis algebrai
allitasbol, hogy egy szimmetrikus valés matrix pontosan akkor pozitiv definit, amikor minden sajatértéke
pozitiv. (P1. [16].)*

7. Vizsgaljuk meg a (156) allando egyiitthatos linedris kdzonséges differencidlegyenlet-rendszer merevségét!
Az Ay mindegyik sajatértéke valés és negativ. igy a 4 definicio alapjan a rendszer merevségi mutatdja

(M}

S(h) = — (170)

(M}
—A

Figyelembe véve a sajatértékek (166) értékeit, ekkor

sth) =50 (ANA/2) (M) )

sin”(mwh/2) sin(mh/2)

h/2) . (171)
cos(mh/2)\" 3 .
! . /0
(r-:in{rh,"?] ) ctg” (rh/2).

Ezért tehat
S(h) = O(1/k%) = 1.}

Ez azt jelenti, hogy a (156) merev rendszert alkot, és igy a numerikus megoldasa, azaz a teljes diszkretizacid
eloallitasa, specialis eljarast igényel.

. . . Nl '“' N g N
8. Mivel a szimmetrikus An € B matrix negativ definit, igy a Vi © RY (k=1,2,....Ny 3 (167)
alaku sajatvektor-rendszere ortogonalis bazist alkot " -ben. Ezért a skalarls szorzatukra

iy th 0 amikor 7 5 k; .
(v, vi?) g kTS (172)
: 5. amikor j = k.

és
N

-.l.-- Zl:- L‘l' }- ZL‘_”L Jlfqﬁhjl

r =1

i) ;\':1 sin?(jkmh)

Hatarozzuk meg v 12 értékét, azaz adjunk zart képletet a 2

hogy

Osszegre! Megmutathatd?,

2Ez a jol ismert tétel kozvetleniil belathatd. Tetszoleges B szimmetrikus matrix sajatértékei valdsak, valamint a sajatvektorai

T _ _ T
ortogonalisak, ezért a sajatvektoraibol allo Q matrix ortogonalis (azaz QQ =1 ), és B = QAQ . Ezért tetsz6leges V' vektor

T T o _ _ AT
eseten (BV.V) = (QAQ"v.v) = (AQ"v.Q"v) = (Ay.¥) 5, ¥ = Q'Y juisiéssel. Bz utdbbi pedig az litasunkat
igazolja.
2A képlet belatasahoz alkalmazzuk a
N N . s

Z Z o ANH)E 1 (cos(N + 1) — 1) +isin(N + 1)z

i _ _
, Ar— ] (cosz —1) +isinx
J=0 J=0 Osszefliggést. Mivel

N
, (cos(N + 1)z —1)+isin(N+ 1)z
E cos(jr) = Re
: (cosx — 1) +isinx
, ezért tehat J=0 . Néhany elemi
trigonometrikus azonossag felhasznalasaval az utolso kifejezés a (174) dsszefliggést jelenti. (Pfeil Tamas személyes kozlése alapjan.)

el = cos(jx) + isin(jr)
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N (N41)x

) sin L cos N2 _
Z{‘E}H{JJ'] = = =, (174)

o2 I
=111 3

=0

C2ee (9
Mivel S~ (J) = (1 — cos(2j7)) /2 e ert felhasznalva a (174) képletet, érvényes a

N N 1 — “H[.) jz) vV | N
S sin(ie) = 30 L) LN LS o) =
i=1 . i=1 3=t (175)
N 1% N+1 siniN+ 1)rcos(Nx)
e (i _ -~ . . )
5 5 !Z cos(2jx) ]:| 5 Tsinz
=90

Osszefliggés. Helyettesitsiik be a (175) képletbe az & = kmh értéket! Ekkor

N

Y N+1 sin(N+ 1krhcos(Nkrh) —
Zhlll (thmh) = 5~ Ssin(krh) . (17G)
§=1
Mivel (V + 1) =1 cz¢rt a (176) képlet alapjan
i s '3[ heh) = N+1 B sin(fm) cos( Nkah)
_ s (ghmh) = 2 2sin(kmh) ’
i=1
Ezért a Sin(ET) = 0 kgvetkeztében
N
Ty N+1 -
Z:-;m‘{_;ﬂ':h] =—a. (177)
j=1 -
A (177) 6sszefliggés alapjan tehat
(B N+1 .
VP = —— (178)

9. Az eXP(tA#R) matrix elemei tetszdleges ¢ = 0 esetén nemnegativak, azaz XP(tAn) = 0

2.2.13. Megjegyzés Az utolso tulajdonsag igazolasahoz bizonyitsunk be egy altalanosabb lemmat.(Ld. pl. [2].)

2.2.14. Lemma Legyen B egy tetszéleges matrix. Ekkor ©XP{fB) = 0 minden t = 0 esetén, amikor a B
matrix f8atlojan kiviili elemei nemnegativak, azaz offdiagB > 0
Bizonyitds. A szilkségesség az ©XP(EB) matrix (158) alaku eléallitasabol kozvetlenill latszik, ugyanis Kis ¢

értékek esetén az Xp(tB) = I +1B + O(t%) , igy az exponencialis matrix diagonalison kiviili elemeinek
el6jelét a B matrix ezen elemeinek elbjele hatirozza meg.

Az  elégségesség  belatassahoz  vegyiik észre, hogy valamely C és D matrixok esetén
exp t(C + D) = exp(tC) exp(tD) pontosan akkor, amikor a C és D matrixok kommutélnak, azaz
C-D=D-C = Mivel azT1€ R"*" egységmatrix és az A matrix nyilvanvaléan kommutalnak, ezért
tetsz6leges € € £ szam esetén

exp(iB) = expl(ticl + B) — tel) = exp(t{c] + B)) - exp(—icl). (179)

#2Ez az egyes exponencialisok (158) alaku eldallitasabol, majd a sorok dsszeszorzasaval kozvetleniil leolvashato.
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&prﬁl&[ﬂ tcl ng?g}L #lypn diagonilis matrix, amelynek £&fflojabpn ~az) 1P (—tc) szamok . allnak, azaz
B+cl>0 . Ezért tehat tetszélegpsix;esefen  |Bj; | - Malggzdk g ja> $zamot gy,
hogy legyen. (Azaz legyen .) Ekkor , hiszen a

(158) tipusu sorban minden elem nemnegativ. Ezért tehat (179) jobb oldalan 1évé szorzatban mindkét matrix
nemnegativ, és ez a lemma allitasat bizonyitja. [QED]

Mivel (157) alapjan offdiag Ay = 0 ezert 2 2.2.14. lemma alapjan tetszoleges ¢ = () esetén érvényes az
exp(tiy) =0 (180)
nemnegativitasi tulajdonsag.

2.2.3.4. 2.2.3.4 A szemidiszkretizacio approximacioja

Ebben a szakaszban el6szor formalisan, majd precizen megmutatjuk, hogy a szemidiszkretizacioval eléallitott
megoldas a racspontokban valdban jol kozeliti a hévezetési egyenlet megoldasat.

Az éltaldnossag megszoritisa nélkiil feltessziik, hogy @ = 7 = U azaz a homogén peremfeltételii (121)-(122)

feladat u(x. 1) megoldasara mutatjuk meg, hogy az ¥i € wr pontokban az ulri, ) fiiggvényt a megfeleld
szemidiszkrét feladat megoldasanak i -edik koordinata-fliggvénye jol kozeliti.

Emlékeztet6iil: korabban megmutattuk (I1d. (139)), hogy a (121)-(122) feladat megoldasa felirhato

-
ulr, i) = z n:‘,r "'*'Iukl;.r'] (181)
k=1
alakban, ahol k() = sinkrz A\ = —k27? &
1
uﬁ 2 [ gl s) sin{kms) ds, (182)
Ji

A homogén peremfeltétel kovetkeztében £ () = ”, azaz a szemidiszkrét feladat (156) alapjan

yu(t) — Any,(t) =0, te|0,t"],

: (183)
¥ul0) = ugy
alaku, ahol a (157) jeloléseket hasznaltuk. Bar ezen feladat megoldasa felirhat6 az
¥u(t) = exp(tAy)uo (184)

alakban, ennek kiszdmolasa a gyakorlatban nem lehetséges.

Allitsuk el6 a szemidiszkrét megoldast mas, a gyakorlatban is realizalhato alakban! Tetszoleges rogzitett
Ry

v N \ S AT
t E_ [0.#] pontban Yult) € B “Mivel az As matrix Vi (’l" =L2....N ) sajatvektorai bazist alkotnak
RY térben, ezért

N

valt) = ()", (185)

k=1
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1'\"
Iy h
" yilt) =D e (v
ahol ©k () ismeretlen fliggvények. Nyilvanvaloéan ekkor k=1 te [[;,thelyettesitve a fenti
alakokat a (183) egyenletbe, az ismeretlen egyiitthatofiiggvényre a tetszéleges esetén a kovetkezd
Osszefiiggést kapjuk:*
N N
0 =yh(t) — Auyu(t) = Y _ dl(t)vi — A, (Zq{f]v,_) =
k=1 k=1
N N w
Y v =Y elt) (Apvi) = Y d(t)vi— (186)
k=1 k=1 fe=1
N N
Z r',_.U:I ().I:“'Vk) = Z (1"1_[!‘} - z'llu::l If'j_-l:_f }l) V.
E—1 1
— AT (R} —
Ezért tehat minden k=12_... N esetén Hk[t) - )‘k ”k[tj =0 , azaz
cxlt) = e te(0), te[0,8). (187)

Hatarozzuk meg a k(D) értekeit! A (185) és a (183) feladat kezdeti feltétele alapjan

W)

Upy, = .Y.l,'['“]l = Zf'_f(l]}vJ.
_J..]_

Ezt skalarisan megszorozva a Vi vektorral ¢és felhasznalva a bazis ortogonalitasat és a (178) Osszefiiggést, a

N .
N+1
(o, Vi) = D ¢ (0)(vj Vi) = e (0)(Ve, vie) = —5—cx(0)
j=1 -
Osszefiiggést kapjuk. Innen tehat
2 .
c(0) = N 3 1{Uan.n- Vi) = 2h{up . Vi) (188)
Ezt behelyettesitve a (187) képletbe, a
ce(t) =™ 2h(ugn, vi), te [0, (189)

Osszefiiggést nyerjiik. A (185) és a (189) képletek egyiittesen a szemidiszkrét megoldast eredményezik:

h)

N
Yal(t) =Y 2h(ugs, vi)e tvy. (190)
k=1

Célunk megmutatni, hogy megfelelden kis i esetén a (190) szerinti yault) vektorfiiggvény J -edik
koordinatafiiggvénye jol kozeliti a (181) megoldasat az * = ¥ pontban, azaz az

N
(yu(1)); = 2h(ugy, vi)e *(vi), (191)
k=1

fiiggvény jol kozeliti a

(F.l ) l:ﬂ'.l )

%A tovabbiakban a konnyebb irasmod kedvéért elhagyjuk a [h) felsdindex jelolést a Vi vektorra ésa “k [t) fiiggvényre.

41
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

=
u(r;,t) = Z g "*fu,‘.[.r'lr ) (192)
k=1

figgvényt.

Mivel (Vk); = ukl(z;) = sin(kmj h'], ezért a hatdratmenet formalis elvégzésével lathatd ez a tulajdonsag,
ugyanis

N ey
limy,(f) = lim E 2hiwg . v e Ty =
] ]
k=1 \
x . (193)
¥ TRy \ Al S
2 (lun 2h(ng . v _|) (lun e’k ) (llm VL.) .
fi=s) : =) b=
A_I- - e il - d ¥
."|"| H'_g S

Szamitsuk ki a szummaban 1év6 hatarértékeket!

—_ N P e L .
. Mivel (Won: Vi) = 2052, ““':'U]“‘m[ﬁ”'i-i), ezért 20k Vi) egy Riemann-féle kozelits osszege a h

8] sin(kms) ds

5 rl
1épéskozl, ekvidisztans felosztason a “-[n tg( integralnak, azaz a (182) képlet alapjan

k
.Q]. = “.n .
A g nia Al o P I | e gt
o Az £ matrix sajatértékeinek elézéekben megmutatott konvergencidja miatt a0 €% © = £ g737
Sy = et

« A konstrukciobél kovetkezéen k0 Vie = gl x) , azaz S = uk(x)

. _ o0 kAt - . . . .
Ezért (193) alapjan 110 ¥a(t) = 2 iy ot k() , ami a (181) képlet alapjan a kivant konvergenciat
jelenti.

A tovabbiakban egy szigort bizonyitast adunk a konvergenciara, és egyben becslést is adunk a konvergencia
rendjére is! Tekintsik a kovetkezd elsérendii, inhomogén jobb oldali elsérendli kozdnséges
differencialegyenlet-rendszert:

wi,(t) — Agwy(t) = g, (1), te[0,¢],
WJ.'[[]II = Uy .
és allitsuk el6 a megoldasat a homogén esetre alkalmazott modszerrel! Mivel minden rogzitett te [”r f‘*l esetén
N
2,(1) € RY | oert elallithaté az

N
gult) = gult)vs (195)

k=1

v

alakban. Ezt a kifejezést skalarisan megszorozva ¥i vektorral, az " felbontasahoz hasonldan az ismeretlen

egyiitthatofiiggvényekre az
ge(t) = 2hig,(t). vi)

dsszefiiggést kapjuk. (V.6. a (188) képlettel.) Behelyettesitve a Will) (185) ¢s &xlf) (195) alakjat a (194)
N

z (wl.{f] —AMe(8) - _;,.ku]) v =0 (196)

k=1
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, . a7 i |L|l.' ] . . .
egyenletet nyerjik. Igy minden k=1,2,....N esetén a celt) — A er(t) = gilt) egyenletet nyerjik,

amelynek megoldasa a

t
“l'!" L { )] T -
e (t) PR Lo (0) .+.f P qels)ds, &€ [I],f (197)
]
fiiggvény. Tehat a (194)) Cauchy-feladat megoldasa
N
wi(t) =Y exlt)vi, (198)

k=]

ahol k(t) a (197) szerinti egyiitthaté. (A “k(0) egyiitthatok a kezdeti fiiggvény Vi szerinti felbontasabol,
(188) alapjan szamithatok ki.)

Jelslje tetszoleges T € [0.#] eseten Malt) 4 homogén peremfeltételii (121)-(122) feladat *(:f) pontos
_ . . T N
megoldasanak racspontokban felvett értékét, azaz w(t) = [u(zr,8), .. ulzn )] €RY ceunk 4 (183)

homogén egyenlet ¥ n(t) megoldasanak és az w;, (t) kiillonbségének, azaz az en(t) =y, (t) —un(t) gn,
globalis hibafiiggvénynek a becslése.

Jelolje
(1) = —ll:l_[” + Agpuy(f)

RBY -be képezd fiiggvényt. (Ez az un. lokalis hibafiiggvény.) Figyelembe véve a (194) egyenletet, ezen

Osszefiiggés alapjan az €h () globalis hibara a

e, (t) — Apen(t) = Lu(t), t € 0,t7],

199
ey (i) =0, [ )

egyenletet nyerjik. Ez egy (194) alakt kdzonséges differencialegyenlet-rendszer, amelynek megoldéasa (198)-
(197) alaka. Mivel €k (0) =0 ezrta megoldasban mindegyik ck(0) =0 ¢ igy a (199) feladat megoldéasa

N "
e,(t) = Z([ et E=R] (g) :h) v, t€[0,t], (200)
J1)

k=1

ahol le(t) = 20(14(t), vie)

Tehat a Il - llos maximumnormaban
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N

Z (f I,...'h.;"-'lfr ”2??{].5{-“}'-'!"&} {].-c) v
i}

k=1

- ! Y]
ZH”&”:-L/ et 2R (1, (s), vie)| ds <
k=1 0
N
Y il [ N9 s <
k=1
N .
ff*ZII'-'kI]if e[t — 8)||s ds (201)
< 2h 111.|\ (|1, (= }”-"Z”v*”if UL ds =
Z“"-’a”

}
-:'\'m.ui

”ﬂh (t }”'L =

2h max |1 [.<}||
o mm;

E.j.hmrnul.u, ]| T 1.1111"3:\-”“'“1'

= Nmar

(h) 2 1— r.)"“”f) A <8 .
Mivel Nz € (=%, =8) , ezert ( [Amax S 1/ . Felhasznalva tovébba a nyilvanvalo Nh < 1

és Vil <1 egyenlotlenségeket, (201) kdvetkeztében érvényes az

o

len(®ll < 7 - max (o)l € [0, (202)

becslés.

Tekintsik a 1n(t) figgvényt, és adjunk becslést a HAX[0.4+] [11a(8)]| kifejezésre! Emlékeztetiink a (154)
osszefliggésre: tetszéleges i © Wh pontban érvényes a

i P
—\ T .f —_
gt ()

(x;,t) =0, te|0,t"], j=1.2,...,] N (203)

dr?
egyenlOség. Masrészt, a lokalis approximacios hiba definicidja alapjan
[]I.[l'}}j B [u:,{:‘JJ_r -+ [A;,u.n,{z‘}J_r. (204)

Felhasznalva a (203) egyenldséget,

T P u
= T 2005
T —(x;. 1) =(x;.1). (205)

':“!..““ Az

Ugyanakkor az Ay matrix definicidja kovetkeztében

u(rjg.t) = 2u(zt) + ulz;_y.1)

(Anun(t)); = % (206)
Ezért a (205) és a (206) Osszefiiggések felhasznalasaval, a (204) kifejezés felirhato
i T — N
((0); = ~ gy, ) + L0 = 2D+ gD (207)

alakban. A masodik derivalt véges differencias approximaciojanak hibabecslése alapjan (pl. [5])
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P u w(risr. t) — 2ol t) + ulz;_q . t) My .
—— (x5, 1) (Tj41. 1) ) _: / LTj-1 | < ey A (208)
dr? h= . 12
M
M,y = max I—_:[;i',i]‘
ahol Q. [Ox . Mindezek alapjan érvényes a
-.II--lrI ¥
max ||l,(s)]|l = —h"
per (o)l < 7o
egyenl6tlenség, azaz (202) alapjan
Mj 5
len(t)]|~ < I_klh_‘ t € [0.17], (200)

2
azaz |len(t)]l = O(h ], és igy a szemidiszkretizdci®é megoldasa masodrendben approximalja az eredeti
feladat megoldasat.

2.2.3.5. 2.2.3.5 Disszipativitas

A koréabbiakban megmutattuk, hogy a hdvezetési egyenlet és annak szemidiszkretizacidja egyarant rendelkezik a
nemnegativitas tulajdonsdggal: mindkét feladat esetén nemnegativ bemend adatok esetén a megoldas is
nemnegativ. A tovabbiakban egy tovabbi kvalitativ tulajdonsagot, az un. disszipativitast vizsgaljuk meg
ugyanezen szempontbdl.?

Tekintsiik ismételten a

. Pu . .
I—I_.J‘.i”— _—;[.J",.f:l =), T& |:'“ I.l. t =1 [;’“”
it irr=

egyenletet a parabolikus peremen megadott
w(r,0) =up(x), re(0,1) (211)
kezdeti, és az
w0 tl=n, u(ll,t)=4, t=10 (212)

peremfeltételekkel. (Mint lattuk, ennek a feladatnak létezik megoldasa, amely a 142 megjegyzés szerint
eldallithato.)

Altalaban, egy id6fiiggé feladatot disszipativnak neveziink, ha az azonos egyenletet és peremfeltételt kielégitd,

de kiilonb6zo kezdeti allapotbol indulé megoldasok (négyzetes integral értelemben vett) tavolsaga idében
csokken.

2.2.15. Lemma A fenti (210)-(212) feladat disszipativ, azaz a (210) egyenlet barmely két olyan (1) &g
vz, t) megoldasara, amelyek kielégitik a (212) peremfeltételeket, a

oot .
wit) 5 [ (u(x, f) —vlx. 1)) dr (213)

un. energiafiiggvény monoton csdkkend.

Bizonyités. Tekintsiik az () = w(x.t) — v(,1) fiigovényt! Ekkor

#Ezt a részt elsésorban az érdekl6ddé Olvasonak szanjuk.
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fl—j”{ t)= ;.—F iy t) = (0.1) t (
- \r. L), TE . . = L,

tovabba, 0:1) =71(1,1) =0 minden ¢ > 0 esetén. Derivaljuk a (213) szerinti w fiiggvényt! Ekkor az
integral és a derivalt felcserélhetdsége mellett érvényes a

dw 1 d o, I L
o= Patde== | 202 dz- M dz
=g [ Tt da ﬁ Tor ™ l Tar

)
! &Fn i ]* ! ! dn : ) (214)
n—:dr = [np— - — ] dr <0
Jo Or? dr| o Jo Ir
_—

becslés, amely az allitasunkat bizonyitja. [QED]

Most térjiink at a szemidiszkrét feladat hasonlo tulajdonsaganak vizsgalatara!

Tekintsiik tehat az
¥i(t) — Any, () = fu(t), t€[0,00) (215)
¥u(0) = upp (216)

szemidiszkrét feladatot, ahol An ¢s fulf) (157) szerint adottak. Legyenek Va(t) és Wil(t) RY -peli
vektorfiiggvények a (215) egyenlet két megoldasa, és jeldlje

N

I 2
wa(t) =5 Y (Vi(t) — wi(t))” da (217)

1=l

a diszkrét energia fiiggvényt, ahol VilE) 65 Wi(t) g v(t) ¢s W(t) fiiggvények J -dik koordinata-fiiggvényei.
A kovetkezo allitas a 213. lemma diszkrét megfeleldje.

2.2.16. Lemma A fenti (215) -(216) feladat disszipativ, azaz a (217) szerinti wh(t) fliggvény monoton
csokkend.

Bizonyitas. Jeldlje Mult) = valt) = wi(t) ¢s (7)) az BY -beli szokésos skaldris szorzast! Ekkor
wi(t) = 0.5(1,, M) (1) . Mivel (215) alapjan m,(t) = Apm(t) | ezert

! ;
: :i”[r'| =0.5-2(qh. ) (1) = (Anmy. 1) (1)- (218)
i

Mivel az Au matrix negativ definit (lasd a 2.2.3 fejezetben az Ay matrix 6. tulajdonsagat), ezért
(Anmy,, ) (f) < [)’ ami az allitdsunkat igazolja. [QED]

3. 3 Bevezetés a kezdetiérték-feladatok egylépéses
numerikus moédszereibe

3.1. 3.1 Bevezetés az egylépéses moédszerekbe

Az eléz6 részben felsorolt tételek a megoldas létezésére és annak egyértelmiiségére vonatkoztak. Altalanos
esetben a megoldast nem tudjuk eldallitani, ugyanis a kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-

feladatainak megoldasai csak nagyon specialis I fiiggvények esetén adhatok meg képletek segitségével.
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Ehelyett numerikus megoldast allitunk eld, ami azt jelenti, hogy az értelmezési tartomanyanak egyes pontjaiban
az ismeretlen megoldasfiiggvény értékeit véges szamu algoritmikus I1épéssel kozelitbleg hatarozzuk meg. A
fejezet tovabbi részeiben ilyen eljarasokat ismertetiink. Ebben a részben az olyan tipusu eljarasokkal
foglalkozunk, ahol valamely rogzitett iddpontbeli kozelitést az azt kozvetlenil megelézé egy idépontbeli
kozelités felhasznalasaval hatarozunk meg.

Tehat a tovabbiakban a célunk a

rJrJr

— = flt,u), t€[0,T), (219)

u()) = ug (220)

feladat kozelitd megoldasa, ahol 1" = () olyan szam, amely mellett a (219)(220) feladatnak 1étezik egyértelmdi,
megfeleléen sima megoldasa a [”r T] intervallumon. Tehat feladatunk az (?) figgvény kozelitd

meghatarozasa a [0. 77 intervallum véges szamu pontjaban®. Ebben a részben olyan mddszereket targyalunk,
amelyekben egy 0j iddpontbeli kozelitd érték kiszamitasahoz csak egy, a kozvetlen azt megel6z6 diszkrét
idopontbeli kdzelitd értéket hasznaljuk fel. Az ilyen modszereket nevezziik egylépéses modszereknek.

3.1.1. 3.1.1 Taylor-sorba fejtéses moédszer

Ez az egyik legrégebben ismert modszer. A definicio alapjan a (219) egyenlet U (t) megoldasara érvényes az
u'(t) = flt,u(t)), te[0,7T) (221)

azonossag. Tegyiik fel, hogy az ! fiiggvény analitikus, és igy tetszdleges rendl parcialis derivaltjai 1éteznek a
(1 halmazon. Ekkor az t(?) megoldasfiiggvény is analitikus, és ezért akarhanyszor differencialhato [4 és 17].
A lancszabaly alkalmazasaval rendre derivalva a (221) azonossagot a t" e [f)_. T] pontban, a kovetkezd

egyenldségeket nyerjik:
w'(87) =f(t", u(t)).
w' (%) =0, f(t*, u(t®)) + b f(, u(t*)) o' ().
w (1) =0, F(E . w(t*)) + 200 f(E . u(t*)) o'(t)4
Do F (5 u(t)) (' (£)) + (8, ult*)) o (t7).

Vegyiik észre, hogy u(t”") ismeretében mindegyik derivalt pontosan kiszamithato. (Megjegyezziik, hogy
tetsz6leges, magasabb rendii derivalt hasonld6 modon kiszamithato, csak a képletek egyre bonyolultabba valnak.)

Tegylik fel, hogy ¢ = t* olyan, amelyre [t ] C[0.T], Mmivel az u(t) megoldasfiiggvény analitikus, ezért
Taylor-sora eléallitja a t* pont valamely kornyezetében. Tehat a

i

ut ™ (1) _
Z i Lt =) (223)

k=1

Taylor polinom n — o< esetén konvergal az u(t) megoldashoz, ha { megfeleléen kozel van a t* ponthoz.
Ezért a konvergencia-tartomanyon beliil a megoldas el6allithat6 az

*Interpolacid segitségével ezutan a [n-‘ Tl intervallum tetszdleges pontjaban kiszdmithato a kozelités.
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egyenldséggel. A megoldas a (224) képlet szerinti fTaylor-soros elallitisa a gyakorlati szamitasok soran

kivitelezhetetlen: feltételezif hogy a  pontban az  fliggvény végtelen sok parcialis derivaltjat ismerjik,
tovabba, hogy egy rogzitett pontban a jobb oldali végtelen numerikus sort pontosan tudjuk dsszegezni.

Az ull) pontos érték kiszamitasa tehat a (224) képlet szerint nem valosithaté meg. Ezért a tovabbiakban ennek
kozelitését igyeksziink meghatarozni. Kézenfekvo otlet, hogy a Taylor-sor véges szeletét tekintsiik kozelitésnek,
azaz

P (&Y 'l'
' f
rafh“vz { — " = T, (), (225)

k=0

és ekkor az elhagyott rész (azaz a hiba) O((t —t*)r*) nagysagrendii. Definicio alapjén, Tpull) az ull)
fliggvény t* pontbeli P -ed foka Taylor polinomja.

A (225) és a (222) sszefiiggések segitségével az alabbi kozelitd eljarasok definialhatok.

» Taylor-modszerValasszuk a t* = () pontot, ahol a kezdeti feltételiink adott.?” Ekkor ul(t”) = u(0) jsmert a
kezdeti feltételbdl, és (222) alapjan a derivaltak pontosan kiszamithatok. Tehat a (225) kozelités alapjan

i [HI
uiH*VZ £~ [226)

k=

(k) . . . . .
ahol ¥ (0) ¢rtekei (222) alapjan kiszamolhatok. Természetesen nagy ¢ esetén ez az approximacio eléggé
pontatlan, igazabol altalanos - fiiggvény esetén csak a £ = () pont egy viszonylag kis kornyezetében ad jo
kozelitést.

» Lokalis Taylor-modszer Tekintsiik az alabbi kozelitd algoritmust.

1. A [0.7] intervallumon a fo:f1.---tv intervallumbeli pontok megadasaval kijelolink egy

wh = {0 =1 < tl_‘i o<ty <t =T} gp racshalét, amelynek 1épéskozeit hi =ty — t; ,
(@hol # = 0.1.... N —1 y mig finomsagat h = max; h; -vel jeloljiik. (A tovabbiakban ezekben a
no! k)
pontokban hatarozzuk meg a kozelitéseket, és az ulti) kozelitését Yi -vel, mig *' (ti) kozelitését Ui -
val jeléljiik, ahol k= P B
Ihl " —
2. Yo értékei a sziikséges k=0,1,...P ¢rtékekre a (222) osszefliggések segitségével, t* = ()
behelyettesitéssel pontosan kiszamithatok.
3. Az
B II||’.':-
L] -
o= Zrho. (227)
k=0
képlettel meghatarozzuk u(f1) kozelitését.
4. Az i = 12,....N — 1 ¢ri¢kekre Ui ismeretében a (222) osszefiiggések segitségével a 17 =1 ¢és
* — k) S
u(t') = u(ti) = Yi behelyettesitéssel kozelitéleg meghatirozzuk Yi  értékeit a & =0:1,-.p
értékekre.
5 Az

7A7 el6z6 szakaszban leirtakbol kovetkezik, hogy értelmes a megoldasfiiggvény T = 0 pontbeli derivaltjair6l beszélni.
2 Szokasosan a nulladik derivalasi rend (& = (1) a fiiggvényértéket jelenti.
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il (k)

('h
Yir1 = Z'—}. i (228)

k=0

képlettel meghatarozzuk az ultic1) kozelitését.

[rjuk ki a lokalis Taylor-modszer algoritmusat (228) alapjana 7 = U. 1,2 esetekre!

Ha 7 = 0, akkor ¥ = Yo minden i értékre, igy ez az eset a gyakorlat szempontjabol érdektelen.

Legyen P = 1. Ekkor
Yisl =i 4 y:h, =y +hflti, ), i=01,...] N—1, (229)
ahol ¥n = o adott.

Legyen ¥ = 2. Ekkor a szamitasi algoritmus

¥

he _ h? _
yier = Yi +hay + oy = g+ b f(taw) + o (O (Bw) + S f (tiw) ftiwi), (230)

ahol i =0.1,... N — 1 ¢ 4o adott.

Hasonlitsuk 0ssze a fenti modszereket!

1.

2.

3.

Mindkét modszer esetén a I -ed foka Taylor-polinomot hasznaljuk, ezért a modszer sziikségessé teszi a
P — 1 -ed rendig bezarélag valamennyi parcidlis derivalt meghatarozasat. Ezek széma plp— 1];@, és
mindegyikben sziikséges a fiiggvények kiértékelése is. Ez mar viszonylag kis P értékek mellett is rendkiviil
munkaigényes, ezért a gyakorlatban ¥ értékét kicsinek szokas valasztani® Ezért a Taylor-modszer

gyakorlatban elérhetd pontossaga korlatozott.

A Taylor-modszer ugyan P novelésével egyre pontosabban kozeliti a megoldast, valamint tetsz6leges
pontban kozvetleniil kiszamithato a kozelités, de csak olyan ¢ értékekre, amelyek a Taylor-sor konvergencia-
sugaranal kisebbek. Ez a modszer egyik legnagyobb hatranya: a konvergencia-sugar altalaban nem ismert,

vagy a konvergencia-sugar kisebb 1" -nél, igy a teljes [0.7] intervallumon nem lehetséges a kozelitd
megoldas eldallitasa.

A Taylor-médszer elénye, hogy ha csak egy rogzitett £ = ¢ pontban vagyunk kivancsiak a kozelitésre, és ez
a pont a konvergenciasugaron beliil helyezkedik el, akkor kozvetleniil, egy 1épésben meghatarozhatd a
kozelités. A lokalis Taylor-mddszer kikiiszoboli a fenti hidnyossigokat, hiszen h a sziikséges modon,
akarmilyen kicsinek valaszthaté. (Ugyanakkor, ennél a modszernél n darab feladat megoldasa sziikséges,

ahol o+ hu+ ...+ han =1 mivel csak a teljes [0.2] idéintervallumon tudjuk eléallitani a kozelitést.)

. A Taylor-modszer alkalmazdsa esetén a pontos és a kozelitd megoldas eltérésére a Taylor-polinom

hibatagjaval becslést tudunk adni. A lokalis Taylor-modszer esetén viszont a modszer hibaja kozvetleniil nem
latszik, ugyanis az eltérés két részbol adodik:

a. minden Iépésnél a Taylor-mddszerhez hasonléan a fiiggvény 7. -ed foka Taylor-polinommal torténd
approximacigjabol,

b. a Taylor-polinom egyiitthatoit (azaz a megoldasfiiggvény derivaltjait) csak kozelitéleg tudjuk
meghatarozni. (Raadasul, az itt elkdvetett hiba a 1épések soran felhalmozodhat.)

Az utdbbi években elterjedt szimbolikus szamitdsos programok ugyan lehetdséget adnak az automatikus derivalasra, de a probléma még
tovabbra is fennall.
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5. Vegyiik észre, hogy a fentip”[,aﬂlor-m(’)dszerek felépités¢hez nem szitkséges a megoldas apalitikussdga.

Elegendé csak a megoldas -szeres folytonos differencidlhatosadga, azaz elegendd az
simasagi feltétel.

3.1.1. Példa Tekintsiik az

w'(t)=—ult) +t+1, te(0,1],

u() =1 (231)
feladatot, amelynek pontos megoldésa u(t) = exp(—t) +1
Ebben a feladatban J(f. 1) = —u+ 1+ 1 czer
u'(t) = —u(t)+t+1,
w(t)=—u'(t)+1 =ult) —t. (232)

””m[” —u(t)+ L,

tehat w(0) =1, w'(0) =0, u"(0) =1, «"(0)=—1 A globélis Taylor-modszer esetén a kozelitd
polinomok:

Tiult) =1,
f.’ﬂl-“ == 1 } r.:;'.'..}.. Lj-?hi}
Ty.(t) =1+3/2 -8 /6.

Ezért a t =1 pontban Tiu(l) =1 Tou(l) =15 Ts.(1) =1.333) (Konnyen kiszamithato, hogy
Thu(1) = 1375 ¢ T5..(1) = 1.3666 ) Mint lathatd, ezek az értékek csak viszonylag magas mn esetén

kozelitik megfelelden az u(l) = 1367879 greket.

Alkalmazzuk a (228) lokalis Taylor-mddszert, figyelembe véve a (232) derivaltakat. Az elsérendi modszer
algoritmusa

Vit =yi+h(-w+t+1), i=01,...,] N -1, (234)
mig a masodrend{i mdédszer algoritmusa
.l.:n"l.ﬁ.:jl b fhl:._.l'_lr.' ‘| fl T ]] T ._a{.ua_'f.-_:l- J-_[]‘l 111111 7 ‘lll-_.l_l
ahol b +ho+ ...+ hy =T,

Szémitasainkat a fti = h = 0.1 egyenk6zl (un. ekvidisztans) racshalon végezziik el. Az 1 tablazatban a [0.1]
intervallum racspontjaiban hasonlitjuk 6ssze a lokalis és globalis Taylor-moddszereket. (LT1 és LT2 a lokalis
els6- illetve masodrendli Taylor-moédszert, mig T1, T2 és T3 a els6-, masod- és harmadrendi Taylor-
modszereket jeldli.)
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t, [[a pontos megaldas | LT1 | LT2 [ T1 | T2 | T3
0.1 || 1.0048 | 1.0000 | 1.0050 || 1.0000 | 1.0050 | 1.0048
0.2 1.0187 1.0100 | 1.0190 || 1.0000 | 1.0200  1.0187
0.3 1.0408 | 1.0290 | 1.0412 || 1.0000 | 1.0450 | 1.0405
0.4 1.0703 | 1.0561 | 10708 || 1.0000 | 1.0800 10693
0.5 1.1065 1.0905 | 1.1071 || 1.0000 | 1.1250 | 1.1042
0.6 1.1488 11314 | 1.1494 || 1.0000 | 1.1800 | 1.1440
0.7 1.1966 L1783 | 1.1972 || 1.0000 | 1.2450 | 1.1878
0.8 1.2493 1.2305 | 1.2500 || 1.0000 | 1.3200 | 1.2347
0.9 1.3066 | 1.2874 | 1.3072 || 1.0000 | 1.4050 | 1.2835
1.0 1.3679 | 1.3487 | 1.3685 || 1.0000 | 1.5000 | 1.3333

1. tablazat. A lokdlis Taylor-modszer és a Tayvlor-madszer dsszehasonlitdsa a h = 0.1
lépeskozil racshalon

A vizsgalt modszerekkel nyert numerikus megoldas és az eredeti feladat megoldasanak eltérése a racshalo
pontjaiban meghatarozza az Un. hibavektort, és ennek maximumnormajat hasonlitjuk Ossze a 2 tablazatban a
kiilonbdz6, egyre finomodé racshalokon. J6l lathatd, hogy h csdkkenése esetén a lokalis Taylor-moédszer hibaja
csokken, viszont a Taylor-mddszer altal nyert eredmény valtozatlan marad. (Ez utobbi természetes
kovetkezménye annak, hogy a modszer fliggetlen a 1épéskdz megvalasztasatol.)

ahlépéskéz | LT1 | LT2 | Ti1 [ T2 | T3
0.1 | 1.92¢ — 02 | 6.62¢ — 04 | 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.01 1.80e — 03 | 6.12¢ — 06 | 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.001 | 1.85e — 04 | 6.14e — 08 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
RN I 1.84e — ()5 | .13 — 10 | (3074 _ (1321 _ (L0545 _

2. tablazat. A lokdlis Taylor-madszer és a Taylor-mddszer hibiaja b lépéskozi racshalon a
maximum normaban

A lokalis Taylor-médszer egylépéses modszer, hiszen a i pontbeli értékek hatarozzak meg a tiv1 -beli
kozelitést. A hibaanalizise meglehetdsen bonyolult. Mint azt a fenti példa is jol mutatja, az ¥i+1 kozelitésnek az

(tis) pontos értéktdl valo eltérését tobb tényez6 okozza.

* Az Un. lokalis csonkolasi hiba, ami a Taylor-sor Taylor-polinommal val6 helyettesitésébdl ered, feltételezve,
hogy a i pontbeli értéket pontosan ismerjiik. Ennek a [fi- £i + fi] intervallum hossza szerinti rendjét, vagyis

az W(t) — Toult) eltérés M szerinti rendjét lokalis hibarendnek nevezziik. (Megfeleléen sima fiiggvények

hY )

esetén ez a rend O[

+ Minden 1épésben (kivéve az elsét) a sorbafejtésben nem a pontos %i -beli értékek, hanem azoknak kozelitései
szerepelnek, és ezek az eltérések a 1épések soran felhalmozodhatnak.

* Minden szamitasnal kerekitési hibak is fellépnek, amelyek jelentdsen torzithatjak a kozelitést. (Ez természetes
velejaroja a szamitdgépek korlatozott pontossaganak, és nagysaga fligg a gépi pontossagtol. (A modszerek
vizsgélata soran mi ezen hibaval nem foglalkozunk.)

- Amikor a [0- '] intervallumon megoldjuk a feladatunkat, akkor a #* pontbeli kozelités elsé két hibaforrasbol
ered6 hibajat globalis hibanak nevezziik. Intuitiv médon azt mondjuk, hogy a mddszer konvergens a t = *
pontban, amikor a maximélis 1épéskdz /i nullahoz tartasa esetén ez a globalis hiba is nullahoz tart. A globalis
hiba nullahoz tartasanak rendjét a modszer konvergenciarendjének nevezziik. Ez a rend fliggetlen a kerekitési
hibaktél. Mivel a £ = t* pontbeli kdzelités meghatarozasdhoz kb. n. 1épést kell tenniink, ahol nhi = t* , ezért

O(hrt) lokalis csonkolasi hiba mellett a globalis konvergencia varhato rendje O(h?). (A 2 tablazat LTI és
LT2 modszereihez tartozd eredmények ezt aldtdmasztjdk: az LT1 elsérendben, mig LT2 masodrendben
konvergens a t* = 1 pontban.)
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£ o 3/
A Taylor-médszer viselkedése az (1) =1 —ty/u(t) differencialegyenletre jol lathato a
http://math.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/OrdinaryDE/Taylor/Taylor.html
linken 1év6 animacion.

3.1.2. 3.1.2 Néhany nevezetes egylépéses modszer

Az ¢l6z6 részben lattuk, hogy numerikus szempontbol a lokalis Taylor-modszer kiilondsen P = 1 esetén
elonyds: a (229) képlethez nem kell meghatarozni az I fliggvény parcialis derivaltjait, és a 1épéskozok
csokkentésével a racspontokban az ismeretlen fiiggvény jol kozelithetd. Ebben a részben az a célunk, hogy
ujabb, hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkez6 egylépéses modszereket definialjunk.

Az LT1 médszert az ismeretlen () megoldasfiiggvénynek a [ti. 1] intervallumon T1u(t) elsérendii
Taylor-polinommal valé approximaciojabol nyertiik.*® Ekkor az elkdvetett hiba (a lokalis csonkolasi hiba)

w(tivy) — Tialtisd) = O, i=0,1,...,: vV —1, (235)

azaz masodrendben pontos az approximacié. Adjunk meg Thu(?) helyett olyan mas, Pi(t) elssfoka polinomot,
amely mellett a (235) becslés tovabbra is érvényben marad, azaz

le(tiv1) — Pi(tiaa)| = O(RD). (236)

Mivel T1.(t) o megoldasgorbét a (fi, u(ti)) pontbeli érintd egyenes, ezért olyan Pi(t) polinomot keresiink,
amely szintén atmegy ezen a ponton, de iranyat mivel a megoldasgorbe racspontbeli értékeibdl akarjuk

meghatdrozni az u(t) fiiggvény li ¢és Ti+1 pontbeli érintdinek irdnya hatdrozza meg. Ezért legyen
Pi(t) i=ulti) + alt — ) (£ € [t tica] ) alaka, ahol @ = a(u'(f:). w'(tis1)) egy adott figgvény. (Példaul,
az @ = u'(t) megvalasztassal 11(f) = T1.u(t) ¢s ekkor természetesen érvényes (236).)

Lehet-e mas alkalmas megvalasztas is? Mivel
u(tivy) = ul(ts) + o' () hi + O(R3), (237)
ezért az
w(tivy) — Pi(tisn) = hile () — ) + O(RY).
azaz (236) pontosan akkor teljesiil, amikor az
a—u'(t) = O(h) (238)
becslés érvényes.

3.1.2. Tétel Tetszéleges ! € IL esetén az
a=(1— ' (t;) + 0u'(tis1) (239)
megvalasztasi cv fliggvény esetén a (238) becslés érvényes.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a (237) felbontast az u'(t) fiiggvényre!

“Mindegyik [i"-' tis 1] intervallumon mas polinomot hatdrozunk meg, de a polinomok ezen 1 -8l val6 fliggését a jeloléseinkben nem
hangstlyozzuk.
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W' (tir) = o' (8:) + o (t:) i + O(RD), (240)
¢és behelyettesitve a (240) 0sszefiiggést a (239) képletbe, a
a—u'(t) = 0u"(t:)hi + OR%) (241)
Osszefiiggést nyerjiik, ami az allitdsunkat bizonyitja. [QED]
3.1.3. Kovetkezmény A fenti Pi(t) polinom az
Yivl = + aly (242)
egylépéses numerikus modszert hatdrozza meg, ahol a (239) és a (219) 6sszefliggések alapjan
a=(1—0)f(tiw) + 0f(tis1, Yis1). (243)
3.1.4. Definicio A (242)-(243) numerikus modszert ! -modszernek nevezziik.

3.1.5. Megjegyzés A ! -mddszer esetén is jellemz6, hogy ¥i valamilyen kozelitése az u(ti) pontos értéknek, és
az eltérés a Taylor-modszernél is emlitettekkel megegyezden alapvetden a kdvetkezok miatt van:

1. minden lépésnél az u(t) megoldasfiiggvényt az elséfoka Pi(t) polinommal approximaljuk,

2. a 1il?) polinomban az o egyiitthatot (azaz a megoldasfiiggvény derivaltjait) csak kozelitéleg tudjuk
meghatarozni.

Mivel az o irdnyt a megoldasfiiggvény ti és tis1 pontbeli érintdinek iranya hatdrozza meg, ezért altalaban ugy
valasztjuk meg, hogy ezen két érték kozé essék. Ezért a ! paramétert csak a [0.1] intervallumbol szokés

megvalasztani. A tovabbiakban harom, specialisan megvalasztott RS [”r 1] értékhez tartozd numerikus
modszert vizsgalunk meg.

3.1.3. 3.1.3 Az explicit Euler-moédszer
Tekintsiik a # -modszert a # = () megvalasztassal! Ekkor (242) és (243) a kovetkez6 numerikus modszert
generaljak:

e =+ fltw), i=01,...,] V —1. (244)
Mivel ¥i az ismeretlen (%) figgvény i pontbeli kbzelitése, ezért értelemszeriien

i = ulll) iy (245)

vagyis a (244) iteracioban az i = () értékhez tartozo ¥0 adott érték.

3.1.6. Definicio A (244)(245) képletekkel definialt egylépéses modszert explicit Euler-modszernek nevezziik.

Mivel a f# =0 esetén @ = /(%) , ezért ebben az esetben a modszert definialo £ polinom megegyezik az
elsérendi Taylor-polinommal. Tehat az explicit Euler-modszer azonos a (229) képlettel definialt els6foku
kozelitéses lokalis Taylor-modszerrel.

3.1.7. Megjegyzés A (244)(245) moédszert azért nevezziik explicitnek, mert a fi pontbeli érték ismeretében
kozvetleniil, egy egyszert fiiggvénybehelyettesitéssel kiszamithat6 a fit1 pontbeli kozelités.

Az explicit Euler-modszer szemléletes mikodése az alabbi animacion lathato:
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A 2 megjegyzésben felsoroltuk a modszer hibdjanak, azaz a pontos és a kdzelité megoldas eltérésének forrasait.

Alapvet6 kérdés, hogy egy rogzitett t* € [0.7] pontban a racshalo finomitasaval hogyan viselkedik a kozelitd
és pontos érték kiilonbsége, és vajon, az elvarasainknak megfeleléen, a minden hataron til vald finomitas esetén
nulldhoz tart-e ?

A tovabbiakban ezt a keérdést az explicit Euler-modszer esetén vizsgaljuk meg. (Az eldz8ekben leirtaknak

megfelelden feltessziik, hogy az 1 fiiggvény a masodik valtozojaban lipschitzes, és a megoldas kelléen sima.)

El6szor az ekvidisztans racshalok sorozatan vizsgaljuk a kérdést, azaz legyenek
whi={ti=th; i=0,1,...,! N; h=T/N}

adott racshalok és tegyiik fel, hogy a rogzitett t" e [f)_. T] egy olyan pont, amely mindegyik racshalonak pontja,
azaz 1" € Wi minden vizsgalt ' > 0 esetén. Egy rogzitett @i racshalon jeldlje 7 azt az indexet, amelyre
nh = t* . Ekkor n fiigg h megvalasztasatol és i — () esetén 72 a végtelenbe tart. Jeldlje

ei=yi—ulti), i=0,1,...N (246)

a b pontbeli hibat. Mi a tovabbiakban h csokkenése mellett az €n viselkedésére vagyunk kivancsiak,
pontosabban arra, hogy hogyan viselkedik a #* pontbeli pontos és kozelitdé megoldas kiilonbsége h — 0
esetén® A (244) explicit Euler-modszer képletébe behelyettesitve a (246) definicidbol kovetkezd

yi = ei +ully) kifejezést, érvényes a kovetkez6 egyenldség:

b1 — e =— {ultia) — uwlt;)) + b f#, e + ults))
[hf(tiu(t,)) = (ultisy) — u(t;))] 4 (247)
h :JI"[.fPrI + uit;)) — fii;, uU,]]] )

Igy, bevezetve a

3IA tovabbiakban latszik, hogy a " € Wi minden ho=0 esetén feltétel enyhithetd: elegendd megkévetelni, hogy a Ly racspontok
tartsanak ™ ponthoz, azaz limypo(t" —t,) =0,
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gi = hfi{tiulti)) — (w(tiscr) —ulti)),
W= f{fr,i‘" + ”“.':I:I - Jr{fr “”.'.JII}

jeloléseket az

Eisl — € = gi + (249)
un. hibaegyenletet kapjuk.

3.1.8. Megjegyzés Vizsgaljuk meg a (248) definicidban szerepl6 két tagot! A i tag azt mutatja, hogy a pontos
megoldas az explicit Euler-modszer (244) hf(tioy) — (yier — 3) = 0 alakban felirt képletét milyen pontosan
elégiti ki. Ez a kifejezés azt a hibat tartalmazza, ami az ult) megoldasfiiggvénynek a [ti. ti+1] intervallumon

torténd, els6foka Taylor-polinommal valé approximacidjabol ered. A Wi tag azt jellemzi, hogy a modszer egy
1épése soran mekkora hiba keletkezik abbol, hogy az ¥i+1 érték kiszamolasara szolgdld képletben a pontos

u(ti) érték helyett annak Ui kozelitésével szamolunk.

Azt fiiggvény lipschitzessége kovetkeztében

|| = | flti,eq +ulti)) — flti, u(ts))| < f.||:f,. +ult;)) — u(l)| = f.|f-..|_ (250)

Igy a (249) és a (250) osszefiiggések alapjan

leiva] < lei| + |gi| + bl < (1 + hL)|ei| + |gi (251)

|"r"| < {1 + hI‘}lffl || + :_'-rfn l| E

(14 ALY [(1+ hL)|eg—a] + |gn-z2l] + |9a-1] =
(14 hL)*|en_a| + [(1 + hL)|gn-2| + |gn-1]]

n=1

.}:..
< (1+hL)"leal + ) (1 +hL)|gn-1-| (252)
i=0
n=1
L) {] + F‘ff.]l“ [lr'ﬁl +Z|Hﬂ 1 r|] .
i=1}

(Az utolsé 1épésben az (1+hL) < (L4 hL)" ,i=01,..n—1 egyenlétlenséget alkalmaztuk.) Mivel
tetsz8leges  pozitiv a  esetén 1T T < exp(r) | ezért az nh =t* egyenl8ség  miatt
(1 +hL)" <exp(nhl) = exp(Lt") {gy (252) alapjan

n—1
lea] < exp(Lt) l|"c:| + 3 |G-t ,|]. (253)

i=0

Adjunk becslést a || kifejezésre! Konnyen lathatoan
. . 1 .
wltivy) — u(t;) = ult; + h) — ult;) = had(t;) + Gre“[{,]u"r]. 254)
ahol & € (ti.tis1) egy adott pont. Mivel flteu(t)) = u'(t) , ezért Gi (248) szerinti definicidja

kovetkeztében érvényes az

M; ., - o -
5 h., M,= tltr}fra_wl.ln ()] (255)

lgi| <
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egyenl6tlenség. Ekkor a (253) és a (255) becslések alapjan

My t* M,
leq) < exp(Lt*) [|-r-“| + hu%h] = exp(Lt*) [|f'1|| + 21' ,h] . (256)

Mivel co = 0 ezért

n

£ Ma
5 h

gy h — 0 esetén €n — 0| és emellett €n = O(h)

3.1.9. Megjegyzés A numerikus megoldas konvergencidjanak fenti bizonyitasa viszonylag egyszeriien
kiterjeszthet6 az alkalmasan megvalasztott nemekvidisztans racshalokra is. Legyen most

why, = {“ = 4IIIII < !]_ L - j_'\L' 1 = f_-u.- — TI-
finomodo, véltozé lépéshosszisagh racshalok sorozata. Jelolie i =t —fi i =0,1,,....N =1 &
h=T/N Feltessziik, hogy a racspontok szamanak novelésével a racshaldé mindeniitt finomodik, azaz 1étezik
olyan () < ¢ < oo 4llandd, amelyre minden /N esetén

hi<ch, i=12,...,] N, (258)

Tovabbra is feltessziik, hogy a rogzitett t" e [[]_. T] pont mindegyik racshalonak az eleme. Egy ilyen rogzitett
ricshalon jeldlje n azt a indexet, amelyre flo + 7+ .+ hoy =17 A

gi = R ft, w(t;)) — (ul(tivy) — wlt;)),

: 259)
bi = f(ties + u(ts)) — f(tou(ts) ‘
jelolésekkel a (251) becslés igy irhato at:
|f i+ Jl < lei + |H;| + 'hilr-'-'l < lel + |H-'| + hiLllei| < (260)
(1+ hiL gl <exp(hiL)lei] +|gi| < exp(hil)|le:] + |gil]- B
Ekkor a (252) becslés a (260) figyelembevételével igy alakul:
len| < exp(hard) [|len| + |ga-]] <
cxp[h,, lL:' ll."}IIJ[JIi'“ EL:'”"'H '.'l t |ﬂ-'t .’l:' 1 |ﬂu l” =
exp((fa-1 + ha2)L) (len-z| + |gn-2| + |gn-1]) < (261)
exp((h1+ b+ ...+ ho)L) [len:+Z|_q.. |]
i=1
Mivel ftn—1 +ha o+ ... hy =1 g érvényes a
My, o  Mac® ,
< - - = b Teo
lgi| < 5 hi < 5 I (262)
becslés, ezért (261) és (262) alapjan
A .‘I_H'E 1!}!’
leq| < exp(t™ L) |:|r-n| + hn 5 .I'J] = exp(t’L) [|r1-.| + 1 > h] . (263)

A (263) becslés azt mutatja, hogy megfeleléen finomodé racshalokon i — 0 esetén €n —+ | és emellett

en = O(h)
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3.1.10. Megjegyzés (] athato, hogy az explicit Eulejmodszen ¢sqtgn a limy, 9 €, =0 egyenldsegheg) em
sziikséges az e megilasztas, elegendd, ha , mert ebben az esethen .
(Emellett, tovabbra is )

3.1.4. 3.1.4 Az implicit Euler-médszer

Tekintsiik a £ -modszert a # = 1 megvalasztassal! Ekkor (242) és (243) a kovetkezd numerikus modszert
generalja:

Yis1 = Mi + i f(is1 i), i=0,1,...,. V—1, (264)
ahol ismét Yo = tn,
3.1.11. Definici6 A (264)(245) képletekkel definialt egylépéses modszert implicit Euler-modszernek nevezziik.
3.1.12. Megjegyzés A (264) implicit Euler-modszert azért nevezziik implicitnek, mert az id6ében vald
elrehaladashoz ¥i ismeretében ¥i+1 értékét minden egyes id6lépésben egy (tipikusan nemlinearis) egyenlet

megoldasaval tudjuk csak meghatarozni.

Az implicit Euler-modszer € hibafiiggvényére a hibaegyenlet a kdvetkezé modon irhato fel:

eip1 — e = — (wltivr) — wlti)) + M fligr, wl(fivn) + eiza)
[hi f(tisr.ultivg)) — (u(tisy) — ult;))] 4 (265)
hl [.lrl:.Fl-h““.'- |.jI t 'r-]:l _.Ilr{fr-l'“l:.'r.'-ll]:'
igya
g = Mg by, (e )) — (wlfen) — ult;)), »
g f | ( ( [ | (266)
Ly = f“:-]-””.'-l] t rl-JJII_Jrl:.?‘l-J'-”[‘f.'-l.-ljI
jelolésekkel ismételten a (249) alakt hibaegyenletet nyerjiik.
Nyilvanvaléan
% F ] I I ¥ —
‘I”:.fl-l:l - ”{Fr} o i‘”:'f.--l.l - 'I”-'rj-] ”"rrr] — 'ﬁj“ ['r-'-l] - -_;l.“ [{.r'h,—‘ [2{”}

ahol &i € (ti.tis1) egy adott pont. Masrészt, fltisr,ultiog)) = u'(tis1) | Baért o (266) szerinti definicidja
kovetkeztében érvényes a

M ,
|lgi| < %h.‘ (268)

egyenl6tlenség. Ugyanakkor az implicit Euler-modszer esetén Pi g tis1 pontbeli kozelitéstdl és a pontos

megoldastol egyarant fiigg, ezért az explicit Euler-modszer vizsgalata ebben az esetben valtozatlan formaban
nem ismételhetd meg. (A modszer ©n hibafiiggvényének nulldhoz tartasaval késébb foglalkozunk.)

3.1.5. 3.1.5 A trapéz-méodszer

Tekintsiik a f -mddszert a £/ = (0.5 megvalasztassal! Ekkor (242) és (243) a kovetkezd numerikus modszert
generalja:

h; : : .
Yised — Ui = %[f{f...u.] F (e tian)], i=0,1,..., V-1, (269)

ahol Yo = Uq,
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3.1.13. Definicid A (269) egylépéses modszert trapéz modszer nevezziik.

(Vegytik észre, hogy a trapéz-modszer is implicit.)

A trapéz-modszer hibafiiggvényére az explicit és implicit Euler-modszerek hibaegyenleteinek kombinalasaval
kdnnyen nyerhet6 a (249) alakt hibaegyenletet, ahol most

1 A
g; = SH, [fltiults)) + fltivy, w(tin))] — (u(tiv) — ult;)),

1 —
i = 5 [f(tiu(ts) + &) — flti,u(ts)]+ (270)

1
,_:,[fl:.h-]'”['f.'-l] 1 rl-]]'_.Ir-l:.?‘l-l~r![ra-|]:||'

= t; + 0.5h;

Adjunk becslést a (270) képletben szerepld Gi kifejezésre! A t’“% ' jeloléssel fejtsiik sorba az

u(ti) = “(t"% hif2) és az w(tis1) = ull; b1t hi/2) kifejezéseket a b=ty pont koriil. Ekkor
\ Iy \ 'ri'i-t g1 ey -2 -
w(t;og) —ulty) = hod (800 0) + —q[.'r (&) +u (E)). (271)
ahol &-& € (ti-tii1) adott pontok. Masrészt
flti,u(t)) + fltivr,ultisg)) = o'(6) + o' (i) (272)

Sorba fejtve a (272) jobb oldali fiiggvényeit a b=t z pont koriil, az

1 . N =
= [fteults)) + Ftu(tiog))] = u'(t,1) 4 #[re” &) +u"'(&h). (273)
F - )

egyenléséget kapjuk. Ezért (271) és (273) alapjan a 9 kifejezésre érvényes a
1' ! 3 ]
lgs] < =28, My = max |u"(¢)| (274)
] [ '

egyenldtlenség.

A 3 tablazatban a (231) tesztfeladat fenti harom numerikus moédszerrel valé megoldasat ismertetjiik. A 4
tablazatban a hibakat a maximumnormaban hasonlitjuk dssze a kiilonb6z0, egyre finomodo racshalokon. Az
eredményekbdl megallapithatd, hogy rogzitett racshalon a numerikus megoldas a explicit Euler-modszer és a
implicit Euler-médszer esetén nagyjabol hasonld pontossagot ad, mig a trapéz-modszer pontosabb az el6z6 két

modszernél. A finomodd racshaldkon azt figyelhetjiik meg, hogy a trapéz-modszer hibafiiggvénye ol ’-2), az

explicit Euler-modszer és az implicit Euler-modszer hibafliggvénye viszont csak O(h) rendben tart nullahoz.
(Az altalanos alakt ! -modszer esetén a hibafliggvény nullahoz tartasat a kés6bbiekben bizonyitjuk be.)
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t; || a pontos érték | EE | 1E | Th |

0.1 1.0048 L L0000 | 1.0001 | 1.0048
0.2 1.0187 1.0100 | 1.0264 | 1.0186
0.3 1.0408 1.0290 | 1.0513 | 1.0406
0.4 1.0703 1.0561 | 1.0830 | 1.0701
0.5 1.1065 1.0905 | 1.1209 | 1.1063
0.6 1.1488 1.1314 | 1.1645 || 1.1485
0.7 1.1966 1.1783 | 1.2132 | 1.1963
(0.8 1.2493 1.2305 | 1.2665 | 1.2490
0.9 1.3066 1.2874 | 1.3241 | 1.3063
1.0 1.3679 1.3487 | 1.3855 | 1.3676

3. tablazat. Az explicit Euler-mddszer (EE). az implicit Euler-madszer (IE) és a trapéz
modszer (Th) deszehasonlitisa a h = 0.1 lépéskoai racshalon

| a h lépéskiz | EE | IE _ Th |
0.1 [1.92¢ =02 ] 1.92¢ — 02| 3.06e — 04 |
.01 1.8e — (03 | 1.84e — (03 | .06 — (0O
0.001 1.84¢ — 04 | 1.84¢ — 04 | 3.06e — 08

0.0001 1.8de — 05 | 1.84e — 05 | 3.06e — 10
0.0001 || 1.84e — 06 | 1.84e — 06 | 5.54e — 12|

4. tablazat. Az explicit Euler-mddszer (EE). az implicit Euler-madszer (1E) és a trapéz
modszer (TA) hibdaja i lépéskizi racshalon a maximum normaban

! — ;
Az Euler-médszer viselkedése az & (£) = 1 — 1/ ulf) differencialegyenletre jol lthato a
http://math.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/Animations9.html
linken megtalalhat6 animacion.

3.1.6. 3.1.6 Az egylépéses modszerek konvergenciaja

Ebben a szakaszban az
whi={ti=ih; i=0,1,...,N; h=T/N}

ekvidisztans racshalon (avagy azok sorozatin) megadjuk az egylépéses modszerek altalanos alakjat, és
definialjuk a numerikus modszerek alapfogalmait. Tekintsiik az

Yier = W + hP(h b, 4, yisa) (275)
egylépéses modszert, ahol P a numerikus modszert meghatarozé adott fiiggvény. A tovabbiakban azt a
numerikus modszert, amelyet a (275) képlet realizal, 9 -numerikus moédszernek (réviden: P -mddszernek)

nevezzik.

3.1.14. Megjegyzés Specidlisan megvalasztott & fliggvények esetén a korabbi modszereink elbéllithatok a (275)
alakban. Példaul,

o ©(hti,yisyie1) = f{ti, Ui) esetén az explicit Euler-modszert;

o ©(hti,yiyisr) = f{ti+ hyyis1) esetén az implicit Euler-modszert;
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o lhotioyiyien) = 0.5 [f(tew) + f(E + hyica)] esetén a trapéz modszert,

o Plhtiyiyie) = (1 —0)f(ti,5:) +0f (i + M Y1) esetén a @ -modszert
jelenti.

3.1.15. Definicié Azokat a modszereket, amelyekre ® = O(h, ti, ) (tehat a @ fliggvény nem fiigg Hi+1-t6l)
explicit médszereknek nevezziik. Amennyiben O = D(h,ti, yi, yis1) , a modszert implicitnek nevezziik.

Jeldlje tovabbra is ult) g (219)(220) feladat megoldasat, és legyen t. € (0,7 rogzitett érték.

3.1.16. Definicio Az €t.(h) = yn — ults). (nh =1t,) fliggvényt a © numerikus médszer ¥+ pontbeli globélis
diszkretizacios hibafiiggvényének nevezziik. Azt mondjuk, hogy a ® numerikus médszer konvergens a fx
pontban, ha

limen(t.) =0. (276G)
fy=pid

Ha a ¢ numerikus médszer konvergens a 0.7 minden pontjaban, akkor egyszeriien konvergens méodszernek
nevezzik. A (276) konvergencidjanak rendjét a 9 -mddszer konvergenciarendjének nevezziik.

A ®-moddszer lokalis viselkedését jol jellemzi az a kozelités, amelyet a modszerrel a megoldasbol indulva egy
1épés elvégzése utan nyeriink, azaz az

i1 = wlt;) + hP(h, to wlts), gis1) (277)
egyenlettel definialt Yis1 kozelitd érték.

3.1.17. Definicio Az lilh) = 4 — u(t;) fiiggvényt (ahol ti = ih € wy) a (275) alaka ®-numerikus moédszer
ti pontbeli lokalis diszkretizacios hibafliggvényének nevezziik.

Az implicit ¢ -modszerek esetén a lokalis diszkretizacios hibat altaldban nem konnyl meghatdrozni, mivel
ahhoz ismerni kell ¥i+1 értékét a (277) képletbdl. Ennek megkeriilésére vezessiik be a

gilh) = —ultiey) + wlt;) + PRt wld;), w(tisg ) (278)

fiiggvényt, amelynek rendje (a kiindulé Cauchy-feladat egyenletének felhasznalasaval) sorfejtéssel a megoldas
ismerete nélkiil is meghatarozhato.

3.1.18. Definici6 Az 9i(ft) fliggvényt a (275) alaka ®-numerikus médszer i € Wi pontbeli képlethibajanak
(mas szoval, lokalis approximacios hibafiiggvényének) nevezziik. Azt mondjuk, hogy a ®-numerikus médszer
r-ed rendben konzisztens, ha

gilh) = O™ Y (279)
valamely r > () 4llandéval minden i € @ racspontban.

3.1.19. Megjegyzés Gyakran (és ebben a konyvben is tobb helyen) 5 (h) helyett a

tlt;eq) — ult;)

d;(h) = p

— hd(h t, ult;) ult,q)) (280)

fuggvényt vizsgaljuk, amelyre nyilvanvaloan fennall a di(h) = gi(h)/h dsszefliggés. Ez azt jelenti, hogy a -
numerikus méodszer pontosan akkor r-ed rendben konzisztens, amikor

dilh) = QL") (281)
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Nyilvanvaldan a képlethiba és annak rendje azt mutatja meg, hogy a pontos megoldas milyen pontossaggal
elégitikia -modszert.

3.1.20. Megjegyzés A (255), (268) és a (274) becslések alapjan lathatd, hogy az explicit és implicit Euler-
modszerek elsdrendlick, mig a trapéz-modszer masodrendli. Egyszerli szdmolassal ellendrizhetd, hogy a # -
modszer csak a # = (.5 esetén (azaz amikor a trapéz-modszert jelenti) masodrendii, egyébként elsérendii.

A tovéabbiakban feltessziik, hogy a (275) alakii  numerikus modszerben a ¢ fliggvény a harmadik és negyedik

valtozojaban egyarant lipschitzes, azaz 1éteznek olyan L3 = 0 ¢s L4 = U 3llandok, amelyek mellett tetszéleges
81, 82,71 és P2 szdmok esetén

|P(h, ti, s1.p1) — P(h, ti, s2. )| = La|s1 — s2| + La|p — | (282)

tetszéleges ti € Wi és h > 0 esetén. Ha a  fiiggvény nem fiigg Ui -té] (avagy Yi+1-tl), akkor L3 =0
(avagy L1 = 0),

3.1.21. Megjegyzés A 4 megjegyzés alapjan kdnnyen megmutathato, hogy az ! fiiggvény masodik valtozodja

szerinti lipschitzessége esetén tetszoleges £ esetén a ! -modszerre (és igy az explicit és implicit Euler-

modszerekre valamint a trapéz-mddszerra egyarant) alkalmasan megvalasztott L3 ¢s L1 gllandokkal érvényes a
(282) egyenldtlenség.

A tovéabbiakban megvizsgaljuk a (282) tulajdonsagu, r -ed rendben konzisztens ® -mddszerek konvergencigjat.
Az egyszerliség kedvéért vezessiik be az alabbi jeloléseket:

e (h) =ei, gi(h) =g, L(h) =1L (283)
A globalis és a lokalis diszkretizacios hibafiiggvények definicidja alapjan fennall az

Civl =Yis1 — Wltis1) = (Yis1 — Bis1) + (Yis1 — w(tivr)) =

(is1 — Bisr) + 1 =4
Osszefiiggés. Ezért a tovabbiakban az
r,.]|‘£|n,.|—,r;r,.l|--- |"I|| (285)
egyenl6tlenség jobb oldalan 1évé két tagra adunk felsé becslést.
A lokalis diszkretizacios hibafiiggvényre az alabbi 6sszefiiggés érvényes:
liv1 =iis1 — wltisr) = wlty) + b {h, &, wilts), giv1)) — wltizn)
— tuftioq )+ wlt;) + hde(f, £, wlt), wlt; o0 )4
h [ch:ra. f',f,,{,,}', Geon) — Bt (), tin)] (250)
i + h|B(h t wl(t), 9:00)) — BUA L ult), ultig))] .
Ezért, felhasznalva a (282) feltételt,
fis1| < |gi| + hLalgisr — ultiva)| = |gi| + hLa|liva| (287)
igy, (287) alapjan, kelléen kis /i esetén érvényes a
lisa]| < L 19 (288)
1-hL,
egyenldtlenség.
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3.1.22. Megjegyzés A (288) egyenlétlenség azt is mutatja,rhogy a lokalis diszkretizacios hiba rendje nem lehet
kisebb, mint a modszer konzisgtenciarendje. (Tehat egy -ed rendben konzisztens moddszer esetén a lokalis
diszkretizacios hiba is legalabb  -ed rendben tart nulldhoz.)

Térjiink at a (285) jobb oldali els tagjanak becslésére.

lyis1—giv1| =
[( + h®(h b, v yiva)) — (ult;) + hP(h G w(t), 5is1))] <
le;| + hldih.t, u, visr) — PlhE, ult;), 9i01)| = (289)
lei| + hlgly; — ult;)| + hLy|yicr — Uisa| =

(1 +hils)lei| + hLalyicy — gisal-

Igy (289) alapjan, kelléen kis i esetén érvényes az

. 1 4+ L. )
|¥is1 = Wisa| < 1——.;]‘1.-:'”' (200)

egyenl6tlenség.

A (288) és a (290) felhasznalasaval a (285) egyenl6tlenség atirhatd az

1 4 h‘L'; 1
vl & ——— || + ————|ui 291
|II ll_].—h.l{qlrl ]_hLll_‘lrl |:. }
alakra. Vezessiik be a
14 his 1
i =pulh) = ————. = y(h) = ———— 202
p=pth) =375 X x(h) = (292)
jeloléseket.
3.1.23. Megjegyzés A (292) jelolések mellett
L'; 13 .L|
1=1+h—— 293
¢ - hL, (2%)
ésigy =1+ Oh) Ezért vilaszthatok olyan M0s 1o és Ao allandok®, amelyek mellett
p=plh)<1+poh, xy=x(h) < vo. Yhe(l ) (2094)
A (292) jeloléssel (291) felirhato az
leivt] < ples] + xgil (205)
alakban. Rekurziv modon alkalmazva a (295) relaciot, a kovetkez6 egyenl6tlenséget nyerjiik:
len] < plen-1]| + x|gn-1| < gt [plen-2| + X|gn-2|] + X|gn-1] = p*|en-2]|
n=1
+ X [plgn-2l + lgnal]l < .. < peo] +x ) 1 |G-l
; r (296)

_:_: ‘”ﬂ

n=1
|f'.:'|| + X Z |_'fJ'.-- 1 r|] .
i=0

hy = f‘”ﬂn = 2[L3+ Lq)

! —
®p¢ldaul, a és X0 = 2 egy alkalmas megvalasztas.
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A (294) 6sszefiiggés alapjan, minden h € (0, ho) esetén X = Xo és
" =1+ pph)" < explpohin) = explppt. ). (297)

Ezért (296) alapjan érvényes az

n—1
len] < exp(pgt.) [h o ‘l.uZ:s.n'.-. 1 al] (298)

becslés. Mivel a @ -modszer P -ed rendben konzisztens, ezért a (276) definicié alapjan, megfeleléen kis /i
esetén valamely €0 = 0 4llandéval fennall a |gi| < coh™ egyenl6tlenség. Ezért kis i esetén

n—1

z Gn-1-i| € negh™ ' = ot . (299)

=0

Osszevetve a (298) és a (299) formulakat, az

len| < explpot.) [|eo] + c1h'] (300))

becslést nyerjiik, ahol €1 = XoCots =allandé. Mivel €0 = 0 ezért a (300) alapjan belattuk a kdvetkezd allitast.
3.1.24. Tétel Tegyiik fel, hogy a (275) képlettel definialt © numerikus modszer

« 1 -ed rendben konzisztens;

+ amodszert definiald 9 fiiggvény folytonos, és érvényes ra a (282) Lipschitz-feltétel.

Ekkor a 9 -mddszer r -ed rendben konvergens a [”.- Tl intervallumon.

3.1.25. Kovetkezmény A 3.1.20 és a 3.1.21 megjegyzések alapjan a £ -mddszer # = (1.5 esetén masodrendben,

egyébként pedig elsérendben konvergens. Ezért tehat az explicit és az implicit Euler-modszer elsérendben, a
trapéz-modszer pedig masodrendben konvergens.

3.2. 3.2 Az egylépéses mddszerek altalanos alakjanak vizsgalata

Az elézéekben a konvergenciat a (295) Osszefiiggésbol vezettikk le, mégpedig a benne szereplé tagok két
tulajdonsagabol:

. — +1 . . . .
* a modszer konzisztens, azaz i = O(hr1) valamely r pozitiv szammal, emellett a x(h) fiiggvény
korlatos;

. a plh) fliggvényre a (294) nagysagrendi becslés teljesiil. Ez a tulajdonsag azt fejezi ki, hogy az egyik
id6rétegrdl a kdvetkezd idérétegre vald attérésnél a 1épésszamok ndvelésével (azaz h csdkkenésével) a hiba
csak korlatosan névekedhet.

Ebben a szakaszban a masodik tulajdonsagot pontositjuk, és a segitségével kapcsolatot teremtiink a
konzisztencia és a konvergencia kozott.

3.2.1. 3.2.1 Egylépéses mddszerek operatoros alakban

Tekintsiik ismét a (219)(220) Cauchy-feladatot, azaz a
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%;:anL t € (0.7, (301)
u(0) = ug (302)

kezdetiérték-feladatot. Feltessziik, hogy [R>S R (azaz, az egyszerliség kedvéért a skalaris Cauchy-

feladatot vizsgaljuk), és a feladatnak létezik egyetlen u(t) megoldasa a 0. 77 intervallumon. frjuk fel ezt a
feladatot operatoregyenlet formédjdban! Ehhez vezessiik be a kdvetkezd L operatort. Legyen £ egy olyan

operator, amely valamely szabaly szerint valamely adott, a [”.- T] intervallumon értelmezett fliggvényhez egy

masik, szintén a [0. 77 intervallumon értelmezett fiiggvényt rendeli hozza. Konkrétan, egy W(t) € 0.7
fiiggvényhez rendelje hozza az

(Lw)(t) = w'(t) — f(t,w(t)), hate(0,T],
o (0], hat =10

fiiggvényt. Az L operatort a feladat operatoranak nevezziik. Mivel a (219)(220) Cauchy-feladatra érvényes az
egzisztencia és unicitds, ezért az L£ operator injektiv.® Ezért valamely adott f(t) fliggvény esetén az
Lu = (1) feladatnak létezik egyértelmii megoldasa. Legyen

0, ha t € (0.7T].
'II.I':I — = [ l
g, hat=10

fiiggvény. Ekkor az
Lu=y (303)
operatoregyenletnek, amely éppen a (219)(220) Cauchy-feladatot jelenti, szintén l1étezik egyértelmli megoldasa.

A (303) egyenlet felirhatdo az operator értelmezési tartomanyanak alkalmas leszlikitésével mas alakban is.
Nevezetesen, legyen L az az operator, amely értelmezve van a

dom(L) = {w € [‘"I[IJ, T): w(0) = up}
halmazon, és a hozzarendelés legyen a

(Lw)(t) = w'(f) — f(t.w(t)), te(0.7T) (304)

szabély szerinti. Ekkor £ egy olyan operator, amely a [[)_. Tl -n értelmezett, megfeleléen sima, és a & = ()
pontban adott értékii 1w fiiggvényhez egy masik, a (0.77 intervallumon értelmezett L1 fiiggvényt feleltet

meg. Ekkor az £ operatort két adat definialja: az 10 skalar és az I kétvaltozos figgvény,* és a (301)(302)
Cauchy-feladat felirhat6 az alabbi operatoregyenlet alakjaban:

Az L operator injektivitisdhoz azt kell megmutatni, hogy ha “-'1(” és “-'3(” olyan O beli fuggvények, amelyekre
(Lwn)(t) = (L)1) | aor w1(E) = wa(t) | A forstel atapjin 22(E) — S(Ewa(8) = wh(t) — f(t,wa(t))
(0. Tl intervallumon, és wi(0) = w2(0) Jeldlje g(t) = wi(t) — f{t,w(t)) = wh(t) — f(t, wa(t)) kozds értéket!

f— fF 1 1 =
Ekkor tehat g(t) egy adott, folytonos fiiggvény. Nyilvanvaléan a ' = flt,w)+ g(t) , W (0) = adott kezdetiérték-feladatnak
létezik egyértelmii megoldasa, hiszen a jobb oldalon szerepld fliggvény a masodik valtozojaban ugyanazon allanddval lipschitzes, mint az

Y — 3 1
fliggvény. Ezért ennek a feladatnak is létezik egyértelmii megoldasa. Mivel Y definici6jabol wy(t) = f{t,un(t)) + g(t) és

) .
walt) = flt,walt)) + g(t) | vaamint w1{0) = w2(0) | e a kerdetiérick-feladat megoldasanak elézdekben belatott
wi(t) = walt)

egyértelmiiségének kovetkeztében
. 2

uAz L operator ezen bevezetése valojdban a kdvetkezét jelenti. Legyen € € A egy tetszbleges adott szam, ¥ R* =R egy adott

= 1 1 . 1 —_— i

L., dom(£L, ;) = {w € C0,T] : w(0) = ¢} &

fuggvény.  Jeldlje azt az  operatort,  amelyre
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Lu =1, (306)

azaz keressiik azt az (?) fiiggvényt a d0M(L] halmazbol, amelyhez az £ operétor a (U T intervallumon
értelmezett, azonosan nulla fiiggvényt rendeli hozza. (Mivel feltételeztiik, hogy a (301)(302) Cauchy-feladatnak
létezik egyértelmli megoldasa, ezért a (305) egyenlet is egyértelmiien megoldhatd.) Fogalmazzuk at a

feladatunkat: keressiik azon t(f) fiiggvényt, amely a t = () pontban adott, és ismerjiik az L képét (amely

nulla), azaz feladatunk u(0) & Lu ismeretében az u ismeretlen fiiggvény meghatarozasa a € (0, 7]
pontokban.

A numerikus megoldas meghatarozasahoz tekintsiik az
Wy - {” o<ty <...<iy_1 <ty T}'

finomodo, valtozé 1épéshosszisaghi racshalok sorozatat. Jelolje i =it =i i =0,1......N =1 g

h=T/N Feltessziik, hogy a rdcspontok szamanak novelésével a racshalé mindeniitt finomodik, azaz 1étezik
olyan (} < ¢ << oo 4llandd, amelyre minden N esetén

hi<ch, i=12....N. (306)

Tovabbra is feltessziik, hogy a rogzitett t* € [0.7] pont mindegyik racshalonak az eleme. Egy ilyen rogzitett
— R 1 IR | —
rdcshalon jeldlje n azt a indexet, amelyre Mo + i+ o+ b =1 jepslie Wh = Wi\ fo = 0} peq0,

4 H r o .n £ H L .n r r r oo r r
F(wn) s Flwn) az wi illetve az Wi récsokon értelmezett racsfiiggvények vektorterét.

Legyen Ny egy olyan operator, amely az w# pontjaiban értelmezett racsfiiggvényekhez egy masik, szintén az
Wh pontjaiban értelmezett racsfiiggvényt rendel hozza, azaz Nt Flwn) — Flwn) adott leképezés. Konkrétan,
egy Wh € F{wn) racsfiiggvényhez rendelje hozza az

n

W w

0

4:I}[-|r;r|~'f.'| 1. ”'F.l“.u l:'- ”'h“n ”~ h"" 'r.ll
wy (0], ha t,

im

(Npwp ) (L) (307)

racsfiiggvényt, ahol Py tnrswnltn-1),wnlta)) az adott numerikus modszert leird fiiggvény. A modszer
realizalhatosagahoz sziikséges feltenniink, hogy rogzitett elsé harom véltozo mellett a ¢ fiiggvény a negyedik

véltozojaban invertalhato, azaz a 9(8):= S(h* 1" w”, 8) fiiggvény injektiv. Az Vi operatort a
diszkretizacios modszer operatoranak nevezziik. Vegyiik észre, hogy az N2 Flwn) — Fuwn) operator

injektiv.® Ezért tetszoleges rogzitett Ih € Flwn) racsfiggvény esetén az VWh = P feladatnak létezik
egyértelmii megoldasa. Bevezetve a

0, ha t € wy,
_.'r[” — .
T ttp. hat=1)

racsfiiggvényt, akkor az

[:‘:f'-y“-')[” = “-'f(” —glt.w(t))., te [:”.-Tl Cleldlie £ a € =10 g 9= f megvalasztasa E"-!s‘ operatort, azaz
L= ‘C!Jn-.l"_
1

2
s w h

i Fleon)

I " - f 2
-beli racsfiiggvény, amelyekre N Wh = Ny h
wi(to =0) = wi(to =0)

®Ennek belatasahoz azt kell megmutatni, ha , akkor

1 _ o2
Wy, = Wy

két olyan

. A feltételink alapjan, figyelembe véve az Ny, operator definicidjat, . Mivel

1 = 1 — 1 = 2
(1"[.’1 1> to, Wi (to = 0), w -’#I:f' 1)) = (1"[.’1 15 to, Whlto = 0), w -’#I:f' 1)) , jelolje ezt a kozos értéket H1 . Feltételeink szerint ekkor

®(hy, to, wy(to = 0), wi(t1)) = o ®(hy, to, wy(to = 0), wi(t1)) = o egyenldségekbél a wi(t1) o ,

1 o2
Wy, = Wy

S a

2 1 a2
t h[il) ismeretlenck egyértelmiien meghatarozhatok, azaz B h[il) =u h[:f'l] . Folytatva a gondolatmenetet, a
egyenldség mar kozvetleniil kovetkezik.
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Nuyin = pn (308)
operatoregyenlet éppen a (219)(220) Cauchy-problémahoz tartoz6 diszkretizalt feladatot jelenti.

3.2.1. Példa Hatarozzuk meg az explicit Euler-mddszerhez tartozo Ny operatort!

Mint azt mar lattuk, az explicit Euler-modszer esetén az wWh racshald pontjaiban a kozelitéseket a (244) képlet
alapjan definialjuk, ezért az explicit Euler-mddszer operatora

ter [y h—=targ (g —q ) ; . - 0

. N T In . “rn'r{frl ) ]~ ]]'1 'f.'l Wiy .
(Npwy)(t,) = i f(ta-s st s
twy,(0), hat, =10

alakq.

A diszkretizalt feladat ekvivalens modon felirhatd mas alakban is. Nevezetesen, az <V operator értelmezési
tartomanyanak alkalmas megvalasztasaval az egylépéses numerikus modszerek felirhatok

Nugn =0 (300)

y AP T nTO!
alakban, ahol ¥n € F(wh) az ismeretlen racsfiiggvény, Nit Flwn) = Flowy)

értelmezési tartomanya a

tipust operator, amelynek

dom(Nu) = {un €Fl(ws) 1 wi(to =0) =up}
halmaz.

A T 0 e ) 0

3.2.2. Megjegyzés Mivel N Flewn) — Flwy) tipustl operator, és az F(wn) valamint az F(@h) vektorterek
: y AT ; oM = N r . e .

Kiilonboz8 dimenzijtak (Lm(F(wn)) = N + 1 dim(F(wp)) = Ny o e Ny a teljes F(wn) téren nyilvan

nem injektiv, azaz a (309) feladatnak nem létezik egyértelmli megoldasa. Ezért sziikséges F{wn) egy olyan

dim(dom(N),)) = dim(F(w]))

alkalmas dom(Ny) € Flwn) halmazra valé lesziikitése, amelyre , és ezen az

N operator invertalhaté. Ezt az Flwn) peli racsfiiggvények t = fo = 0 pontbeli értékének rogzitésével
érhetjiik el, hiszen ezt az értéket a kezdetiérték-feladatbol ismerjiik.

Mint azt mar lattuk, az explicit Euler-moddszer esetén az “h racshald pontjaiban a kozelitéseket a (244) képlet
alapjan definialjuk, azaz az ismeretlen ¥ € F{ewn) racsfliggvényt az

Hl'r{frl:l' yn(tn—1) + j-'.uf“.'; 1y Wnltn ]:”~ i 0,1, .., N, (310)

modon hatarozzuk meg, ahol ynl0) = o (Mivel Yrltn) az ismeretlen (%) fliggvény fn pontbeli kozelitése,
ezért ez a megvalasztas természetes.) Tehat a (244) iteracidban az . = () értékhez tartozd Y (0) adott érték.

Mindezek alapjan az N operatort a kovetkez6 modon hatirozzuk meg: valamely Wh € F{wn)
racsfiiggvényhez rendelje hozza az

IIJ‘n'r'“rll‘-l - ”Ih['llH ].:I
iy

(Nywy )(t,) fltn . wp(te ) (311)

r . foan {0
racsfiiggvényt, ahol @ = 1,2,... . N ¢ by + ha + ... + hy = T Nyilvanvaléan ekkor Niywy, € Flawy)
Az operator értelmezési tartomanyat értelmezziik a

dom(Ng) = {wn € Flwn), walto =0) = up} (312)

modon.
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Koénnyen lathato, hogy az N, operator ilyen megvalasztasa esetén a (309) egyenlet éppen a (310) alaku explicit
Ejglg-m@gﬁert jelenti, és az operatoregyenlet megoldasa_ g kévgtkezd feladatot jelenti: keressiky, azt az

récsﬁj’,%gﬁe}n__ygt,t amelyyiek his;mﬂjékj[é@é}qét a racspontban, tovabba adott az -képe.
(Esetlinkben ezek €s )

3.2.2. 3.2.2 Egylépéses mddszerek konzisztenciaja

A numerikus modszerek tanulmanyozasanak lényege annak meghatarozasa, hogy a kiilonb6zé approximaciok
(az Ny képzési szabalya és ya(0) megvalasztdsa esetén) milyen hibak keletkeznek, €s ezek a hibak hogyan
viselkednek az algoritmus realizdlasa soran. Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk meg, hogy az Vi operator

milyen hibaval approximalja az Ly, operatort a pontos megoldason. (A kovetkezd szakaszban megvizsgaljuk,
hogy az algoritmus 1épéseinek soran ezek a hibdk hogyan viselkednek a racshald finomitdsaval.) Ez tehat azt

jelenti, hogy a t» € Wi racspontokban az (Lau)(tn) ¢rtékeket hasonlitjuk &ssze az u(t) megoldas racspontbeli
értékeibdl képzett racsfiiggvény N, -képével. Pontosabban, bevezetve a Pu 2 C[0,T] — F(wn) operatort az

(Pru)(tn) = ul(ta) (313)

egyenldséggel, célunk a

r'rfl hf”;'["rl] _{-\'l.-'.llpn'l”l['fn]L F.ll E W HIH
kifejezés becslése.

Vegyiik észre, hogy az operatorok definicidja kovetkeztében o = (0 pontban (Lu)(to) = ulto) , €s

p A
(NuPuu)(to) = (Pau)(to) = ulto) | azaz a fo =0 pontban a hiba nulla. Mivel a ' € %L pontokban
(Lu)(ta) =0 , ezért az ezen pontokhoz tartozo un. lokalis approximacios hiba

dy = |(NaPru)(ta)],  ta € wy. (315)

Célunk a @n = du(h) b 61 valo fliggésének vizsgalata.

3.2.3. Definici6 Az Ni operatorral leirt numerikus médszert konzisztensnek nevezziik az L operdtor
feladattal az ©'[0. 7] C dom(L) fliggvényosztalyon, ha

lime,(h) =10, (316)
B

Azt mondjuk, hogy P -ed rendben konzisztens, amikor @n(ft) = O(h")

3.2.4. Példa Mint ismeretes, az explicit Euler-modszer (312)-(311) alaka N, operatora elsérendben konzisztens
a (304) alaku £ operatorral az F[”r T] =C? [[), T] fiiggvényosztalyon.

Ez az allitas a Putt = Up, ég az tn = t{tn) jelolések alkalmazasaval az alabbi modon nyerheto.

ty — py]

i

(tUp_y + bt (taq) + OR2) — 1upy
i

”"“” 1) = J’-{P‘" 1. ttg—1) 1 f}{ha‘] =

' (ta1) — flta—1, u(ta—1)) + Olhy) = (Lu)(ta_1) + O(h,).

(N Pru)(t,) = (Nyuy)(t,) — fltao1.tp1)

_Jrl:.frl l'”rl III: L:;]T}

Mivel (Lu)(tn-1) =0 czert

67
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

il |[.-\1.'Pr,HZIU.. )| = O(h.),
azaz a séma elsérendben konzisztens. Emellett,

d, = EM”[-f...fl FOlh,) (318)

Tl 9

minden 7 esetén.

3.2.3. 3.2.3 Egylépéses modszerek konvergenciaja és 0-stabilitasa

Egy numerikus séma megadasaval természetesen nem a konzisztencia, hanem a konvergencia a célunk. Ezért
feladatunk, hogy megmutassuk: finomodo6 felosztassorozat esetén a numerikus megoldasok sorozata €s a pontos
megoldas eltérése hogyan viselkedik.

Legyen

h = max h,

l<n<N

és tegyiik fel, hogy Nh korlatos i — () esetén. (Tehdt a [[)_. Tl intervallum mindegyik részén finomitunk.) Ezt

ali < ch feltétellel, ahol ¢ egy h -t6l fiiggetlen allando, biztositani tudjuk. Legyen £ € (0.7 egy olyan
rogzitett pont, amelyre ¥ € Wi minden vizsgalt h =0 ¢riék esetén.

3.2.5. Definicio Az Vi operatorral leirt numerikus médszert konvergensnek nevezziik, ha minden t* e (0.7
esetén

enlh) =y (t,) — wl(t") (319)

n. globalis hiba i — () esetén nullahoz tart, ahol t» = 1" . Azt mondjuk, hogy ¢ -ed rendben konvergens,
amikor ¢n(h) = O(h")

3.2.6. Megjegyzés Fontos kérdés, hogy konzisztencia és konvergencia esetén van-e kapcsolat a két rend kozott.
Megmutatjuk, hogy altalaban a két rend egymassal egyenld.

Felmeriil a kérdés: milyen kapcsolat van a konzisztencia és a konvergencia kozott? Kovetkezik-e a
konvergencia a konzisztenciabol? Megmutatjuk, hogy a valasz nemleges: onmagaban a konzisztencia nem
garantalja a numerikus modszer konvergenciajat, ehhez egy ujabb tulajdonsag, a stabilitas is sziikséges.

3.2.7. Definicié Az Vi operatorral leirt numerikus médszert 0-stabilnak (zérd-stabilnak) nevezziik, ha léteznek

olyan fo &s K pozitiv allandok, hogy minden h < hy esetén két tetszOleges Flwn) -beli Tn és 2n
racsfliggvényre érvényes az

|2n(tn) = 2n(ts)

< K{|zn(te) — zn(to)] 4 max |Nazn(t;) = Nuza(t;)|} (320)
1SN

egyenl6tlenség tetszbleges 1 = L2, .., N indexre.
A O-stabilitas tehat azt fejezi ki, hogy ha két Flwn) peli racsfiiggvény olyan, hogy a
« at = Ty pontban kozel vannak egyméshoz,
N eanir F(w0) o .
e az Vi -képiik i/ -ben is kozel vannak egymashoz,

akkor maguk a fiiggvények is pontonként kozel vannak egymashoz Fwn) -pen. Ez azt jelenti, hogy a numerikus
modszert leird adatokra (az Vi képzési szabalyra és a racsfiiggvény o =10 pontbeli értékének
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megvalasztasara) nézve a numerikus modszer stabil: ezek kis megvaltoztatasa esetén a numerikus megoldas is
csak korlatosan valtozik.

3.2.8. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a 0-stabilitas fogalma a numerikus séma belsé tulajdonsaga, nincs
kapcsolata azzal a folytonos feladattal, amelynek numerikus megoldasara alkalmazni szeretnénk.

A 0O-stabilitds nemcsak a numerikus modszer stabilitasat, hanem az injektivitasat is biztositja rogzitett kezdeti
értékek esetén. Ezért érvényes az alabbi allitas.

3.2.9. Tétel A
dom(NG) == {wn € Flwy) © walte) rogaitett }
halmazon definialt 0-stabil NV operator invertalhato.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy az Ny operator injektiv dom(Nw) halmazon, azaz ha két

?f'h_e:h = d‘?lllu\"ﬂ racsfiggvényre Ty F 2 , akkor Nizp # Nizp . Ehhez azt kell belatni, hogy ha
Ny = Nyzi | akkor ©h = 2, Ez viszont a O-stabilitds definici6jabol nyilvanvalé, hiszen Nuth = Npzy,
kovetkeztében

max |Nuza(t;) — Nuza(t;)] = 0,

1<FEN
mésrészt, mivel Ths2n € dom(Nw)  ezert Tnl(to) — 2n(to) =0 fgy a (320) egyenlStlenség alapjan
lza(tn) — zu(ta)| = 0 mindenn = 0,1,.... N esetén, amely a bizonyitandd ¥h = Zh egyenléséget jelenti.

[QED]

a ¢ fliggvény negyedik valtozoja szerinti injektivitasa apriori érvényes.
3.2.11. Kovetkezmény Egy 0-stabil N -médszer megfelelden kis h 1épéskdzii racshdlokon mindig

realizalhato, emellett a diszkretizalt feladatra érvényes az egzisztencia, unicitas és stabilitas, azaz a diszkrét
feladat korrekt kitiizésti.

3.2.4. 3.2.4 Egylépéses modszerek alaptétele és alkalmazasa az explicit Euler-
modszerre

A tovabbiakban megvizsgaljuk a korabban feltett kérdést: van-e kapcsolat a konzisztencia, a konvergencia és a
0O-stabilitas kozott? A kovetkezo tétel (amelyet gyakran a numerikus analizis alaptételének is szokas nevezni)
valaszt ad erre a kérdésre.

3.2.12. Tétel Tegyiik fel, hogy

* a(303) operatoregyenletnek 1étezik egyértelmii megoldasa;
o az Ni: Flwn) — Flwa) operatorral leirt numerikus modszer konzisztens és 0-stabil.
Ekkor
* a(308) egyenleteknek 1étezik h egyértelmli megoldasa a
dom(NG) == {wn € Fluwn) @ walte) = up} (321)
halmazon;

* a numerikus megoldasok sorozata konvergens, és a konvergencia rendje megegyezik a konzisztencia
rendjével.
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Bizonyitas. Jeldlje ult) (304) opmﬁtf?@gyenlenmegoldését. (Feltétg],gzésiielgk szerint a folytonos feladat
korrekt kitiizésfi,=teFitua megfelel§y, -ben 1étezik.) Jelolje az fuggvény projekcidjat az
racsra, azaz . Mivel\g,) O-stabil, ezért a 3.2.11 kovetkezmépy miatt a (309) egyenletnek (az
alkalmasan megvalasztott halmazon) szintén létezik egyértelmii megoldasa.

o ny D .
Ekkor a globalis hiba racsfiiggvénye ©h = Uh — Un € Flwn) | ¢s azt kell megmutatnunk, hogy “’: pontjaiban
f = 0 esetén nulldhoz tart a normdija. Alkalmazzuk a O-stabilitds (320) egyenl6tlenségét az Th = Yh és
Zh = Un megvalasztassal! Ekkor

|‘Jr{fr|:|| |.”|'r['fr|] - “n'r[frll:ll
< K{|ynlto) — un(te) | + max
S— — 1<jaN

(Nayn) (85) — (Nuun) ()]}
| S —

(322)
=0 0 '

< K max |[Nyun(t;)] = K max |du(t;)],
o oy

ahol @r(t;) a lokalis approximacios hiba. Ezért, ha a moddszer P -ed rendben konzisztens, akkor
|dn(t;)| = O(! "), és ezzel az 4llitast bizonyito enftn) = O(R) relaciot nyerjiik. [QED]

A fenti alaptétel alapjan tehat az explicit Euler-mddszer konvergencidjahoz elegenddé megmutatni a modszer 0-
stabilitasat. (Ugyanis a 3.2.4 példaban lattuk, hogy a mddszer elsé rendben konzisztens.)

3.2.13. Megjegyzés Az allitasban a konvergencia akkor is érvényben marad, ha (321) helyett a
dom(N) == {wn € Flws), wa(te) - g } (323)

- - ho_ i _
halmazon definialjuk az Vi operitort, ahol feltessziik, hogy [0 U5 = Uo Emellett, ha Uo — to = O(h7)
akkor a konvergencia rendje is meg6rzodik.

3.2.14. Tétel Az explicit Euler-modszer 0-stabil.

Bizonyitas.Azt kell megmutatnunk, hogy a (311) moédon definialt N operatorra érvényes a (320)
egyenldtlenség.

Legyenek Ths “h € Flewn) ket tetszéleges racsfiiggvény, és vezessiik be a
M =xn — 2 € Flwn) (324)
Uj racsfiiggvényt, illetve a
by, = L]f]f;.\‘k [ (ANuxn) (t;) — (Nnzn) ()]
jelolést. Ekkor a fenti jelolésekkel tetszéleges T = L2, N esetén

’J‘h“nf - il.i'|’||:.fr| I.]

hh 'E } —[_f[,f“ ]"'I-n'l{frl LIII‘I —_,I"[.f“ 1: :.l.'“.'e ].”]‘ [i-}_]}
:rl
Felhasznalva a valos szamokra jol ismert la—b| = |a| — [b] egyenl6tlenséget, ekkor
|i|.”||:.fr| :Il fli‘||||:r“ l'] P p [
'r‘lill 2 I - h L [flf” l"'il-llll:.frl ll‘l.:l - f['rn'l 12 :,I,.lf” ]}}] " ['ii}h}
Bevezetve az "ln = Thltn) Tn = Tnlln) g5 20 = 2n(ln) egyszerisitd jeloléseket, érvényes a
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I77a] | | e
hn'r E - _[ + |f[ru 1= ;J'“ l':l - JII.{#H. 1= ;u l:lll[ [."iz‘}
hu hu 1
becslés. Mivel az / fliggvény a masodik valtozdjaban lipschitzes az L éallandoval, ezért érvényes a
”u 1 . -
T+ [f{frl I”rrl. I}_f('rn 1s %~n IJI‘S‘
sl | B2)
re I
.L [T — ' -L n
i i = (5 1) b
becslés. Ekkor a (327) és a (328) becslésekbdl a
T rr 1 o
b"" :—} M - (_ + L) |”r| I| fi}”
s .
egyenl6tlenséget nyerjiik. Atrendezve a (329) becslést, az
el < (1 + haL)|na-1] + buha (330)

becslést nyerjiik tetszdleges ™ = L,2.... N ¢rtékekre. Felhasznélva a (330) becslést egymas utan az egyes
tagokra, ekkor a kdvetkez6 egyenlétlenséget kapjuk:

|.ij,.,::|| < (1 4+ hoL)npa-1] + by <
|:J. + .h“L:'{]. ‘I’ h“ |L}|]'|I'" -_a:l -4 |:_]. -+ h”Lj!Ith“ 1 + 1');,:“;, ‘E—
.=

(14 hoL)(1 + byt L) ... (1 4 hoL)) ol + (31)

n

b hi(1+ b L)1+ hjsoL). . (1 +hyL).

i=1

A tovébbi becsléshez hasznaljuk a pozitiv ' értékekre jol ismert l+x < explz) =e* egyenlbtlenséget! Ez
1+ hL < e

alapjan , €sigy
(1 + haL)(1 + by L) ... (1 + L) < el thatoha) — (Lbn (332)
valamint minden J = 0, 1.....7 esetén
(14 hje1 LY 4 hyjsal) .. (1 + hoL) < ettinthisatoha) - oLita=t)) (333)

Mivel €050 < eb 8 minden £ € [fi-1,%;] esetén, ezért integrilva ezt az egyenlétlenséget a [ti—1: %]

intervallumon, a
ki L
f eMtntildp = fpjtltn=t5) 5_/ et ltn=t)d
t_q d;—1

= r=

egyenldtlenséget kapjuk. Ezt 6sszegezve tehat érvényes a
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T r t; ri ¥
Lity—t:} - S ¥ t) Lt Lt
E hjetinlil < E [ e n Tt = E [ e e Tl =
i 1 i 1" rl 1 .I: 1" rl. 1

i ) ‘. 1 F oy
f eltne =Ly = pltn f e Lt = eltn— (1—e¢ I"'":I = (334)
o to L
l .
7

l:l.-

Felhasznalva a (332) és a (334) becsléseket a (331) egyenldtlenségben, a

4

1
Al Gy L (335)

-

becslést nyerjiik. Mivel fn = T’ ezért tehat érvényes a (320) O-stabilitasi becslés a
; 1 -
K = max{e'?, 3 (X7 1)} (336)

konstanssal. [QED]

3.2.15. Megjegyzés A (336) képlet felhasznalasaval kozvetlen becslés adhatdé az explicit Euler-modszer
hibajara. Ugyanis (322) és a konzisztencia (318) becslése alapjan

) O] . ,
lea(t,)] < K max |dy(t;)| = max{e™™, — (""" ')} ==h. (337)
1SN I

ahol M5 = maxp, |u”l:i‘.)| .
3.2.16. Példa Tekintsiik a
u' = —sin(t), u(0)=1

kezdetiérték-feladatot! Milyen 1épéskozti racshalon kell megoldanunk az explicit Euler-modszerrel, hogy a

* = 2 pontban a megoldas £ = 10~% pontossagt legyen?

Az egyenletet derivilva U (t) =—cos(t) | azgz M2 = maxjy | —cos(t) =1 4 példankban a

differencialegyenlet jobb oldala Jf{t:u) = —sin(t] =ezert f(E 1) — f(tu2) =0 azaz / lipschitzes az
limy, g "ML L— ¢~

L = () allandoval. Kénnyen lathatéan ", ezért a (337) becslés alapjan

len(ta)] < mux{:”t.r'}é;, = h

Ezért ezen a feladaton a i = € megvalasztasu racshalon az explicit Euler-modszer eredménye garantélja az €
pontossagot.

Legyen tehat h = 10°% 1 (Ekkor ¥ = f2000 , hiszen a lépésszam a t* = 2 pontig t* /h = 2000 .) Ezen a
racshalon az explicit Euler-mddszerrel kapott numerikus megoldas 42000 = —0.41569.. Mivel a feladat pontos
megoldasa u(t) = cos(t) | ezért dsszevetve a €08(2) = —0.41614... pontos megoldassal, a globalis hibara az
eaoon = 04548 - 1072 greafet kapjuk.

3.2.17. Megjegyzés Az N operatord numerikus modszer lokalis approximacios hibajanak (315) szerinti
definicidja azt mutatja meg, hogy a megoldds racshalon vald vetiilete milyen pontosan elégiti ki a
differenciasémat. A modszer egy masik jellemzése lehet a kdvetkez6: megvizsgaljuk, hogy a t=tn_1 pontbol
a tn pontba valé attérés soran mekkora eltérés van a numerikus megoldas (¥n ) és azon érték kozott, amelyet a
numerikus megoldéssal akkor kapnank, ha a tn-1 pontbdl nem a kozelitett ¥n—1 értékbdl indulnank, hanem a

pontos u(ta-1) grtéket hasznalnank. Példaul, az explicit Euler-modszer esetén ez az
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lll.'| ”["h] - |”|:_|l.'| l] t huf["n ]-”['Fn'l ]”] r'-i:':‘-‘\lb

értéket jelenti. Konnyen lathato, hogy ekkor fn = t{fn) — [t(tn-1) + hnte' (tn-1)] = hndn ,azaz In = O(h3)
, €s altalaban, ha I, = O(h} l), akkor a modszer P -ed rendben konzisztens.

3.3. 3.3 Abszolut stabilitas

Az ¢el6z6 szakaszban megmutattuk, hogy egy ¥ -ed rendben konzisztens, O-stabil modszer ¥ -ed rendben

konvergens is, azaz |©n| & €'+ h* Ugyanakkor az elméleti becslésbdl a C' konstans nagyon nagy is lehet, ami
alkalmazhatatlanna teheti ezt a becslést. A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy az explicit Euler-modszer esetén
mit jelent ez a becslés, illetve milyen numerikus probléma 1ép is fel valojaban.

3.3.1. 3.3.1 Az explicit Euler-moédszer abszolut stabilitasi tartomanya

3.3.1. Példa Tekintsiik a

w'(t) = :'J.frl:[fi { ull) =1

{2’

kezdetiérték-feladatot! Milyen 1épéskozii racshalon kell megoldanunk az explicit Euler-modszerrel, hogy az

[1.25] intervallumon a megoldas = = 10~% pontossagu legyen?

Mivel a feladat pontos megoldasa az u(t) =1/t figgvény, ezért a Lipschitz-allandot a Jacobi-matrix ezen

. e 2 o 2
megoldasbeli  alakjabol hatarozhatjuk meg. Feladatunkra J (6 W) = —dtw™ + 5/t—1/t , ezért
e f(t.1/t) = =10t - 1/t = —10. Tehat a Lipschitz-allando értéke L = 10. Masrész,

Ms = max |u" ()] = max |2/t] = 2.
: o

(1,25 1.2

Ezért az elméleti hibakorlat

1025 _ g

—

|¢ *fﬂm-l'-:{—r '} =e"h
ol < 5 ma: 0 .

Tehat a konvergencia érvényes ugyan (hiszen h — () esetén a [0, 25] mindegyik pontjaban a globalis hiba
nulldhoz tart), egy rogzitett racshalon a hiba nagyon nagy is lehet! Példaul, a feladat altal megkdvetelt

== 10"% pontossiggal ezen feltétel szerint a /o = 10 Fee ™ melletti b < ho lépéskozii racshalokon

tudnank csak biztositani. Mivel a szamitogépen ebben az esetben ho = 0, ezért a fenti becsléssel elvileg nem
tudjuk garantalni az eldirt pontossagot, azaz nem valaszthaté meg a megfeleld racshalo.

3.3.2. Megjegyzés Mi lehet az oka a fenti jelenségnek? Bar az eredeti feladat stabil (hiszen a Jacobi-matrix a
megoldason negativ, tehat aszimptotikusan stabil is), a Lipschitz-allandd6 meghatarozasanal ennek abszolut
értékével szamolunk, azaz a numerikus megoldas szempontjabdl pontosan ugy viselkedik, mintha a Jacobi-
matrix értéke 10 lenne, azaz instabil volna.

Felmeriilhet a kérdés: a fenti becslés hogyan viszonyul a valés pontossaghoz? A kérdés megvalaszolasahoz
tekintsiik a kdvetkezo példat.

3.3.3. Példa Oldjuk meg az explicit Euler-modszerrel az
u’{_r‘] Alu(t) — cos(t)) —=n(t); w(0) 1

kezdetiérték-feladatot!
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A feladatban (£ w) = Mw — cos(t)) = sin(0) tehar 0o ({411 %) ¢fey ttszdleges figavényen a Jacobi-

matrix értéke . Vegyiik ¢spré, hogy a feladat megoldasa P =& megvalasztasatol fliggetleniil.
Hatdrozzuk meg |az |A| -pontossagli numerikus megoldast a pontban! Ebben a feladatban
és . Ezért esetén a hibara a (337) becslés alapjan az
len(t*)] < 0.5he® (339)

becslést kapjuk. Legyen A = —10_ A (339) becslést figyelembevéve olyan racshalot kellene megvélasztanunk,

| e . . . o .
amelynek finomsaga a hg = 2e” 71077 ¢rtéknél nem durvabb, de ez a megvalasztds nem realis. Mivel ez a
feltétel egy elégséges feltételt jelent, ezért arra nem ad valaszt, hogy mi torténik az ettél eltér, nagyobb
lépéskozii racshalon.

Probalkozzunk a racshaldé mas megvalasztasaval! Mivel ebben a feladatban a megoldas ugyanaz, mint a a 3.2.16
példaban, ezért az ottani racshaloval kisérletezziink, azaz legyen a h = 10~% 1épéskozii ekvidisztans racshald!

Ebben az esetben a #* =2 ponthoz tartozd kozelites Y2000 = —0.416163 Jesz azaz a hibara az
enltzo00) = Y2000 — cos(2)] = 0.161 - 10~* adodik. Tehat ez a racshalo-megvalasztas jo a kivant pontossag
eléréséhez!

Legyen most A= —2100 | Ebben az esetben az elméleti hibabecslésben szereplé racsméretre a
ho = 2¢7 91077 grigket kapjuk, ami a gépi nullat jelenti. Tehat ez a becslés nem alkalmazhato a racshald

megvalasztasara! Probalkozzunk ismét a i = 1077 1épéskozii ekvidisztans racshaloval! Eredményiil ekkor az

yoopo = —0.2543 - 1077 grapeet kapjuk, amely nyilvanvaldéan alkalmatlan a cos(2) kozelitésére! Ezért
probalkozzunk kisebb h értékekkel! Eredményeink az 5 tabldzatban lathatok.

I I el 2) értéke
0.001000 || 0.145252 - 1077
0.000976 || 0.588105 - 10°¢
0.000950 || 0.321089 - 107
0.000800 || 0.792208 . 1077
0.000400 || 0.396033 - 107

5. tablazat. Numerikus eredmények A = —2100 esetén.

Eredményeink azt mutatjdk, hogy valamilyen ismeretlen ok kovetkeztében a h = (0.000976G és a
h = 0.000950 értékek kozott torténik a valtozas, és az addig hasznalhatatlan numerikus eredmény jova valik.
Az ok meghatarozasahoz tekintsiik a

w'(t) = Au+ g(t)

linearis feladatot, azaz a 3.3.3 példat altalanos inhomogenitassal. Ha az explicit Euler-modszert alkalmazzuk
ezen feladat megoldasara, akkor az

Iy = Yn—1 T -'rr{'}'-.r.l'rl 1 T f.l'“rl I.:ll‘.I : |:_]- T J"'“"]'.”rl 1T h_"f”.'l ]F II!"”
formulat nyerjiik. Mivel a lokalis approximacios hibara a

t,) —ult )
rf” _ i‘![ _l} Irl'l'l: r l_| - }'”[JH ]'—H[f” ]}
(]

Osszefliggés érvényes, ezért

wlty) = (1 4+ Mul(to_q) + hg(ta_1) + hd,. (341)

A (340) és a (341) Ssszefiiggésekbdl a tn pontbeli €4 (tn) = €n globalis hibara az
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5

n =14+ Mea_1 — hil, (342)
egyenldséget kapjuk.

A (342) képlet azt mutatja, hogy az ™ — 1 -dik pontrdl az n -dik pontra valo attérésnél a globalis hiba két
forrasbol tevédik 6ssze. Bar a masodik tag i csokkenésével csokken (ezt a konzisztencia biztositja), az elsé tag

az {1+ Ah) _szorosara valtozik. Ez azt jelenti, hogy csak akkor csokken, amikor L+ A <1 Az elss
esetben, amikor A = —10 volt, akkor 1 +Ah =1+ (=10) 107 = 0.99  (ehat az egyenlbtlenségi feltétel

teljesiilt. A masodik esetben, amikor A = —2100 volt, akkor 1 +Ah =1+ (=2100) - 10 = —11 tehitaz
egyenl6tlenségi feltétel nem teljesiilt, és az el6z6 pontbeli globdlis hiba nagysaga az 1j pontbeli hiba elsé
osszetevojében megnétt. Ez az 6sszetevd tag tehat a 2000. 1épés utan 1.12°% =2 105 -szeresére novekszik.

Mivel az |1+ (=2100)A| < 1 egyenldtlenség megoldasa a h = 2/2100 ~ 0.00095238.. g7 magyarazatot
ad az 5 tablazat eredményeire.

A fenti példa azt mutatja, hogy a 0-stabilitds csupan azt mutatja, hogy h — 0 esetén hogyan viselkedik a

numerikus megoldas. Arra viszont nem ad valaszt, hogy egy rogzitett racshalon milyen tulajdonsagi a
numerikus megoldas! A numerikus megoldasokat azzal jellemezhetjiik, hogyan viselkednek a

w'(t) = du(t), t =0 (343)

tesztegyenleten. Alapvetd elvarasunk, hogy a numerikus megoldas valamely rogzitett rdcshalon jol modellezze

Y
az ullt) = e7ul0) meooldast. Megjegyezziik, hogy a (343) tesztegyenletben A € C adott szam®. Az

altalanossag megszoritasa a tovabbiakban feltessziik, hogy u(0) = 1o > 0 Mint azt megmutattuk, a megoldas

stabilitasa [V€(A) elgjelétol fligg: pozitiv értéke esetén instabil, mig nem-pozitiv értéke esetén stabil a
megoldas. Ezért a numerikus modszeriinket olyan tesztfeladatra alkalmazzuk, amikor

Re(A) < 0. (344)

Az ult) = exp(At)u(0) fiiggvényre a stabilitas kovetkeztében konnyen lathatd, hogy a megoldas monoton
csokkend, tehat tetszOleges f2 = 11 esetén lultz)| < |u(tr)] | A megoldas alakjabol az is leolvashatd, hogy
minden ¢ > 0 esetén Ut} > n, ¢s |ul(t)] < [u(0)] = uo, (Ha Re(A) < ”, akkor az aszimptotikus stabilitas
kovetkeztében a megoldas szigoruan monoton csokkend, és ¥ — o0 esetén nullahoz tart.)
Alkalmazzuk az explicit Euler-modszert a feladat megoldasara az ekvidisztans (h-n =h ) 1épéskozii Wh
racshalon! Vizsgaljuk meg, hogy a folytonos megoldas felsorolt tulajdonsagai milyen feltétel mellett 6rz6dnek
meg a racshalon! Mivel
Un = Yn-1 + hAYn-1 = (1 + 2 Jyn-1,

ezért a numerikus megoldas a racshald pontjaiban

ia = (14 hX)"ug. (345)
A stabilitas diszkrét megfeleldjét jelentd

|.”.II| { |."_|r.'.' ]| r! "”

feltétel akkor és csak akkor teljesiil, amikor

1+ Ah| <1, (347)

*Megengedjiik a komplex értéket is, hiszen, mint azt mar lattuk, rendszerek esetén A valamely matrix sajatértéke, és igy komplex mértékii
is lehet.
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Ez azt jelenti, hogy a (343) tesztegyenletben szerepld A adott érték esetén csak azon f -1épéskdzii racshalokon
teljesiil a (346) numerikus stabilitasi tulajdonsag, amelyekre a (347) feltétel érvényes.

Mit jelent ez a feltétel? Vezessik be a = Ah € T jelslést, illetve az Riz)=1+z fiiggvényt! Ezen
jelolésekkel az explicit Euler-modszer felirhatd

yn = (21 (348)

alakban, ahol az fi(%) fiiggvényt az explicit Euler-modszer stabilitasi fiiggvényének nevezziik. A numerikus
megoldas monoton csokkenésének

[R(z)] =1 (349)

a feltétele. Azon pontok halmazat, amelyekre a (349) feltétel teljesiil, az explicit Euler-modszer abszolut
stabilitasi tartomanyéanak nevezzik.

3.3.4. Megjegyzés Az explicit Euler-mddszer stabilitdsi tartomanya az 1+z <1 tulajdonsagi komplex
szamok halmaza, azaz az 1 abra szerinti, T -beli kor.

14 ' q ‘ 1

Tehat pl. valés A esetén a feltétel hx € [-2, ”], azaz h < 2/(=A) (Lathato a probléma nagy —A esetén!)
Vegyiik észre, hogy a 3.3.3 példaban, amikor a A = —10 esetet vizsgaltuk, a h = 10~% megvalasztas kielégiti

ezt a feltételt, hiszen ezen A esetén a korlat h<0.2

Fontos megjegyezniink, hogy az abszolut stabilitasi feltétel a stabilitasra, és nem a pontossag novelésére szolgal.
"' Ekkor a pontos megoldas kozel van az

Példaul, legyen a tesztegyenletben RC(A) <0 g5 ug = 1
u(t) =0 gprbéhez, amely az 1o = 0 megvilasztashoz tartozik. Ugyanakkor az o = 107" kezdeti érték
megvélasztast ugy is tekinthetjiik, mint az 10 = 0 pontos kezdeti érték perturbalt (azaz, hibaval terhelt) értékét.
Ekkor, ha az explicit Euler-modszerben h értékét az abszolut stabilitasi tartomanybol vessziik (azaz i -ra
teljesiil a (347) feltétel), akkor kozel maradunk az uft) =0 megoldashoz, és 1 novelésével a numerikus
megoldas is, szigorian monoton csdkkenve nullahoz tart. Viszont nagyobb /i esetén ez mér nem teljesiil: ha

[1+AR| =1 ,akkor . — oo esetén |1+ Ah[" — 00 , azaz a numerikus megoldas nem marad korlatos.
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Linearis rendszerek esetén a stabilitasi vizsgalat kissé bonyolultabb. Tekintsiik a

(i)
it

= Au(t), t=0 (350)

lineéris rendszert, ahol A € RY*? adott, diagonalizalhaté matrix. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan T reguléris
matrix, amellyel a hasonldsagi transzformacio utan

T 'AT = diag[A;. ..., Ad] = A, (351)

_ el
ahol A az A matrix sajatértékei. Bevezetve W) = T ult] 4 valtozot, a (350) egyenlet atirhato

dwi(t) .
o = Aw(i)

alakra. Mivel ez az egyenlet d darab skalaris tesztegyenletet jelent, ezért a stabilitdsinak feltétele, hogy
coad

mindegyik skalaris egyenlet stabil legyen, azaz teljesiiljon a Re(Aj) <0 feltétel minden J = 1:2:-
esetén.

o o
Alkalmazzuk az explicit Euler-modszert a (350) feladatra! Ekkor az W) € % 15 elitesst jelentd ¥n € R
vektort az

¥n = Yo HhAY, (352)
vektoriteracioval allitjuk el6. Vezessiik be az

o d

w, =T 'y, eR (353)
0j vektort! Mivel TAT ! = A, ezért (352) felirhato
¥u=¥n1+hTAT 'y
azaz
T 'y, =T "y, ,+hAT 'y, ,
alakban, ami az 0j vektorra attérve a
W = Wno + tAw, (354)

rekurziot jelenti. Ezért ha i értékét Gigy valasztjuk meg, hogy hai értékek az explicit Euler-modszer stabilitasi
tartomanyaban vannak, azaz

M+Mk <1, i=1,2,....d, (355)
akkor az explicit Euler-modszerrel eléallitott W« vektorokra érvényes a
Wall < |Wa-1l] < -+ < |lwall (306)

egyenldtlenség. Ezért érvényes a

[¥all =IITwall < I TllIwall < IT]lIwoll = ITINT "yl

I : : : (357)
'i:“T“”T |.||.Yn|. = k(T) |.‘!r’n|| = ""[T”_HHH
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. _ 1
becslés, ahol A(T) =TT a T matrix kondicioszama?. Vegyiik észre, hogy a (357) becslés azt
iptajas iolgy ddgzitett linearis rendszerre a (355) feltételt kielégitd — megvalasz{dFg esqtén érvényes az

becslés, azaz a modszer numerikusan stabil. Mivel nyilvanvaloan , ezért altalanos
esetben nem feltétleniil teljesiil ra normaban a (346) feltétel, azaz a kezdeti vektor normajat meghaladhatja egy

o

késbbbi kozelités normaja.

3.3.5. Megjegyzés Ha T ortogonalis matrix, akkor inverze a transzponaltjaval egyenlé, azaz T ' = T . Ekkor

o — 1 .. . . e e , .
egy tetszdleges ¥ € R yektor és annak W =T ¥ transzformaltjainak euklideszi normai kozott az alabbi
kapcsolat érvényes:

Iyl = < v,y >=< Tw, Tw >=< w, T Tw > 158)
3 ., [: 58
cw. T '"Tw == w.w = [Iw3,
azaz az ortogonalis transzformacié normatartd. Az ortogonalis matrixok egy tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy
az euklideszi normabeli kondicionaltsagi szama we(T) =1 (v.s.[5],61.0ldal, 3.2.2 tétel.)®

A 38 megjegyzés kovetkeztében, ha T ortogonalis matrix, akkor a specialis euklideszi normaban érvényes az
yallz < llyoll2 tulajdonsag.®

3.3.6. Példa Vizsgaljuk meg az explicit Euler-modszer alkalmazhatosagat a forrasmentes hévezetési egyenlet
Az egyenletes térbeli racshalon vald szemidiszkretizacidjara, azaz a

y(t) = Aasy(t) (359)
egyenletre, ahol

1 . e
A, = [l—r}zn'iuii:;g.L -2,1] € RV*®

tridiagonalis matrix.

Mint ismeretes, egy valés A matrix pontosan akkor diagonalizalhatdé ortogonalis matrixszal, amikor
szimmetrikus. (V.6. [5], 28. oldal, 1.2.29 tétel.)® Mivel Any ilyen tulajdonsagi matrix, ezért tehat
diagonalizalhat6 ortogonalis matrixszal, és igy adott térbeli felosztas esetén a stabilitasi tartomanyabdl valasztott
i idébeli diszkretizacids 1épéskdz esetén a modszer stabil és rdadasul a Il ll2 normaban kontraktiv. Mivel a
matrix mindegyik sajatértéke negativ, ezért a (355) feltétel a

9

h <
’Ill'.ll.lrl I

feltételt jelenti, ahol Amar a maximalis abszolat értéki sajatérték. Mivel az AAr métrix sajatértékei

y -1}
_[_"L;ru 5111:£.,!~ k=12,....N, (360)

Ay =

¥A kondicidoszam normafiiggd, azaz fiigg az operatornorma megvalasztasatol. Ha hangsulyozni akarjuk, hogy melyik normaban értend6 a

kondicioszam, akkor ezt jeldlésben is kifejezhetjiik: a ” ! ”H operatornorma hasznalata esetén az ebben norméban értendé kondicioszamot
Kp —vel jeloljiik.
¥Ez a tulajdonsag konnyen belathatd az eddigi eredményeinkbél is. Ugyanis a (356) és a (358) egyenlétlenség alapjan

-

I¥allz = [[Wallz < |[Wa-all2 < -+ < [lwollz = [[¥oll2: ezert az [¥nll < &0T)woll egyenlétlenség kovetkeztében
KT <1 e g 1= [T = | Ty < | TILT s = ro(T)

2= becslés nyilvanvaléan igaz, ezért
re(T) =1

< . .
*Ha egy numerikus modszer olyan, hogy az altala eldallitott numerikus megoldasok sorozatara fennall az ”,Y n ” —= ||.Y ﬂ” tulajdonsag,
akkor a numerikus mddszert ebben a normaban kontraktivnak nevezziik.

“Epben az esetben T’ transzformaciés matrixnak az A matrix sajatvektoraibol Osszedllitott matrix valaszthatd, amelyek a || ’ ||2
normaban ortonormaltak.
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@ahol (N +1)Az =1y (v5. (166) képlettel), ezért ebben a példaban

\ \ : .o AT )N 4 a1l = AT
Amar = —TAN = X S . = _;HI'I'I" ;
' Y (Ar)? 2 (Az)? 2 (361)
4 . TAT W
= 5 COs" .
(Ax)- 2
Tehét rogzitett térbeli ricshald esetén (rogzitett Az mellett) az iddbeli diszkretizacio 1épéskozére a
(Az)* .
h < ———= = O((Ax)") (362)
2 pog? T2X

o

feltételt kapjuk. Ez Az — 0 esetén a 1~ dllandé - (Ax)?® fejetellel biztosithatd, azaz az idSbeli

2 . ,
diszkretizacios 1épéskoz a térbeli 1épéskdz négyzetével ardnyos. (Mivel Ax — () esetén COS (mAz/2) aplrol
tart az 1 hatarértékhez, ezért tetszéleges Ax 1épéskdzre az aranyossagi allando értéke 0.5, tehat tetszdleges

92 < (.5 B . . . B I . .
Az esetén a korlat a 1/ (AT)? < 0.5 felgtellel biztosithatd. Ez természetesen egy elégséges feltétel, és
rogzitett Ax esetén a korlat kicsit ndvelhetd.)

Mint lattuk, az explicit Euler-mddszer esetén az abszolut stabilitasi feltétel tulsagosan is megszoritd lehet.
Ugyanis, nagy abszolut értékii A esetén csak nagyon kis /i valaszthat6, amely mellett stabil marad a modszer.
Ez ugyan nagy pontossagi numerikus megoldashoz vezet, de nagy szamitasi munkaval is jar. (Egy rogzitett £*

idépont eléréséhez " [h szama rétegen kell a kozelitést meghatarozni, amely kis i esetén jelentds munkat
eredményez.) Tehat, ha "be is érnénk" kisebb pontossaggal, mert nem sziikséges a numerikus megoldas
tilsdgosan nagy pontossiga, akkor sem vélaszthatunk nagyobb h 1épéskodzt, hiszen ezen megvalasztas mellett
az explicit Euler-moddszer instabilla valna. Az explicit Euler-modszer ezen tulajdonsaga az alkalmazhatdsaga
szempontjabol mindenféleképpen hatranyt jelent.

3.3.2. 3.3.2 Tovabbi médszerek abszolut stabilitasi tartomanya

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy mas numerikus modszer esetén mi mondhatd el az abszolut stabilitasi
tartomanyrol. Tudunk-e olyan moddszereket megadni, amelyekre a 1épésk6z megvalasztasat csak a kivant
pontossag hatarozza meg? Els6nek az implicit Euler-modszert tekintjiik. (V.0. a 3.1.4 szakasszal.)

Mint ismeretes, az implicit Euler-modszer esetén a numerikus kozelitést az

YUn =Yn1+ hafltu.yn), n=12..., (363)
rekurzioval hatarozzuk meg, ahol ismét ¥o = U adott.

A kovetkezo levezetés az implicit Euler-modszer mar korabban is megmutatott elsérendii lokalis approximacios
tulajdonsagat mutatja meg (a megfeleléen sima megoldasokra):

ult,) —ult,_q)
n - Ih“
ult,) — (ult,) = h'(t,) + O(h2))
I!II.IJ

- w(t, ) — wl(t,_1)
- f(tn,ult,)) = ———— p (L) =
n

—u'(t,) = Oh,).

i
(364)

Emlékeztetiink, hogy az alapvetd kiilonbség az explicit Euler-modszer és az implicit Euler-modszer kozott az,
hogy mig az els6 moddszer esetén Yn-1 ismeretében kozvetleniil, egy fliggvénykiértékeléssel meg tudjuk
hatarozni Yn értékét, addig az implicit Euler-modszer esetén idérétegenként egy nemlinearis egyenletet
(kozonséges differencialegyenlet-rendszerek esetén pedig egy nemlinearis algebrai egyenletrendszert) kell
megoldani.

Vizsgaljuk meg az implicit Euler-modszer abszolut stabilitasi tartomanyat! Alkalmazva a (363) képletet a (343)
tesztegyenletre a b 1épéskozii ekvidisztans racshaldn, a

79
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

Un -1 ..Urlr,.l,,

egyenléséget kapjuk, amely atrendezve az

l n = r n :i{l..
Un = T n-! (365)
egylépéses iteraciot eredményezi. A szokasos = = Ah € T jeloléssel, az
/oy 1 .
filz) = [ F06 )

l =12z

stabilitasi fiiggvénnyel a mddszer ismét a korabbi ¥n = R(2)Yn-1 alakot &lti. Ezért az implicit Euler-modszer
abszolut stabilitasi tartomanya az [12(z)] = 1 feltétel kovetkeztében a

zeC: 1/|1 -z <1} (367)

ponthalmaz. Tehat implicit Euler-mddszer stabilitasi tartomanya az L=z =1 tulajdonsagu komplex szdmok
halmaza, azaz a 2 abra szerinti, tehat egy C " -beli kor komplementere.

> &

Ez azt jelenti, hogy valds Re A < 0 esetén nines feltétel hA megvalasztasara, és ebben az esetben h =0
tetszélegesen valaszthatdé meg. Ezért nagy |Al esetén sem sziikséges tilsagosan kis h értéket valasztanunk.

Mint mar emlitettiik, az implicit Euler-médszer realizalasa soran iddérétegenként nemlinearis egyenlet megoldasa
sziikséges. Nevezetesen, bevezetve a

_",f[.".l'rl_:l =Un — HYn-1— I"_Ir{?‘rl-.”rl :'

fiiggvényt, minden idélépésben a 9(¥n) = U egyenletet kell megoldanunk. Ennek megoldésat kozelithetjitk az
egyszerl fliggvényiteracio segitségével, azaz az
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) = gaa +hf(tayl V), k=12, Un ' = Yn-1 (368)

iteracioval.

(k) (k) . ..
Vizsgaljuk meg az iteracio konvergencigjanak feltételét! Jelolje €n = ¥n — ¥n  az implicit Euler-médszer
numerikus megoldas és a k -ik iteralt érték kozotti eltérést! Ekkor a (363) egyenletbdl kivonva a (368)
egyenletet, az

e = h (f(tn.yn) — flta "))

egyenldséget kapjuk. Innen mindkét oldal abszolut értékét véve és felhasznalva az ! fiiggvény masodik valtozo
szerinti lipschitzességét,

en’| < hLley V| < ... < RELE|E)| = RELE |y — yn-a .

(k)
Ezért k — 0 esetén il < 1 mellett ¥n az Yn -hez tart.

Tehat az egyszerl iteraciéo konvergencigjanak feltétele a h<1/L korlat, amely nagysagrendben megegyezik
az explicit Euler-modszer stabilitasi feltételével. (S6t, annal szigorabb is!) Ezért nagy L. esetén az implicit
Euler-modszer ilyen realizalasa nem elényds.

Egy masik lehet6ség a Newton-féle iteracio alkalmazasa az egyenlet megolddsanak kozelitésére. Ez az

k (k=1) {k—1) ! (k=1
) =y =g gy

iteraciot jelenti, azaz

1

v = g = (1= hoaf (b)) - Y = gner = Bf (b))

a modszer algoritmusa. Itt ugyanugy felmeriil a konvergencia kérdése, amely a Newton-modszer esetén a
megfeleld kezdeti kozelités megvalasztasanak kérdéséhez vezet [5].

Egy tovabbi lehetdség a 3.1.5 szakaszban targyalt trapéz-mddszer alkalmazasa. A modszer

h,, -
.’.l’u — .'I.Ilrl 17T T[f{frl l._n’_,l'" ]} t fl:.rrl'.rﬂ'rl}]' n= ]'-J"" ["H'i}}

alaku, ahol %o = o, Korabban megmutattuk, hogy a trapéz-mddszer masodrendli modszer.

Hatarozzuk meg a modszer abszolut stabilitasi tartomanyat! Alkalmazva a (369) képletet a (343) tesztegyenletre
a i 1épéskozii ekvidisztans racshalon, a

YUn—1 + Un
n = Hn-1 f '\'.h

egyenléséget kapjuk, amely atrendezve az

2 4 Jrl‘;'l. o
¥n = m”n 1 [.i|ﬂ}
egylépéses iteraciot eredményezi. A szokasos 2 = Ah € T jelsléssel, az
. 2+ 2
f(z) = 5 (371)

stabilitasi fiiggvénnyel a modszer ismét a korabbi ¥n = B(2)yn-1 alakot 6lti. Ezért az trapéz-modszer abszolut
stabilitasi tartomanya az (2] < 1 feltétel kivetkeztében a
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|2+ 2
{zeC: |
|

<1} (472)

ot

—

= -

— el —
<|2-=2

ponthalmaz. Ez azon = pontokban teljesiil, amelyekre érvényes a 12+ 2

egyenldtlenség. Ez pedig
pontosan akkor all fenn, amikor Re(z) =0« Tenat trapéz-mddszer abszollt stabilitasi tartomanya a nem-

g
oz I3 7 " 7 | 2 3 3 7
pozitiv valds részii komplex szamok halmaza, azaz a -0 halmaz, amelya 3 abran lathato.

Nyilvanvaloan a trapéz-modszer is implicit modszer, azaz realizalasa soran idérétegenként egy nemlinearis
egyenlet megoldasa sziikséges. Nevezetesen, bevezetve a

. Iy ¢, y
‘.I”:.!.lruj =Wn = WYp-1— _} .lll [f.'l 1+ Un J:I 1 .lfl.ifl".'l.lrrljl]

fiiggvényt, minden id8lépésben a 9(¥n) = U egyenletet kell megoldanunk.

Oldjuk meg az egyszerii fliggvényiteracio segitségével, azaz az

h | | )
.'I.lr:.kl = Mn-11 T“ [.f['r.-a 1: Mn l] t .J'["m!;f:,k IJ]] [ ;" — L-j. " [:i;,i}
. . 0y _
iteracioval, ahol ¥n = Un-1,
. ,q: . Iy e, , , e . , _.'J.-;. . "J":' . .
Vizsgaljuk meg az iteraci6 konvergencidjanak feltételét! Jelolje ismét ©n = ¥a — ¥n  a trapéz-modszer

numerikus megoldds és a k -ik iteralt érték kozotti eltérést! Ekkor a (363) egyenletbdl kivonva a (368)
egyenletet, az

h - (=1}
J'.”t"l - E {.I I.fﬂ‘.".nrn] - .lr['rn'l‘-'l-‘rrlk . 'I:I

. . : 2 - Y - : 2
alegyen  ugyanis < = L TIY | ckkor a feltételink 12+ (x +2y)|” < 12— (z +1y)| , azaz
L ¥ =\e— Y7 | Ez pedig nyilvanvaléan csak = = U esetén igaz.
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egyenléséget kapjuk. Innen mindkét oldal abszoltt értékét véve és felhasznalva az ! figgvény masodik valtozo

szerinti lipschitzességét,
E
hi hil .
|r-1\|.=-_;_ . |J|Jx 1} < < I_|l||
i — 9 (] —_— — B i

(13
becslést kapjuk. Ezért & — 0 esetén e < 2 mellett Un ~ az Un -hez tart.

Tehat trapéz-modszer esetén az egyszerli iteracié konvergencidjanak feltétele a h<2/L korlat, amely
nagysagrendben megegyezik az explicit Euler-mddszer stabilitasi feltételével, de az implicit Euler-modszer
esetére nyert becslés korlatjanak kétszerese.

oy . ..
3.3.7. Megjegyzés A trapéz-modszer esetén az egyszerli iterdcio soran szokas az Un  kozelitésre Hn—1 helyett a
oy . .
nagyobb pontossagot eredményezd Yn = Un-1+ hf(tn-1,Un1)  ertek megvalasztis. Megjegyezziik
tovabba, hogy a trapéz-moddszer esetén is természetesen alkalmazhaté a Newton-modszer, a trapéz-modszerra

definialt 9(¥») fiiggvény alkalmazasaval.

3.3.3. 3.3.3 Az A-stabilitas fogalma

Egy numerikus médszer alkalmazasanal alapvetd elvaras, hogy a lehetd legjobban kovesse a folytonos feladat
megoldasat, egyben meg0rizve a folytonos feladat megoldasanak legfontosabb kvalitativ tulajdonsagait. Ennek

" —
bemutatdsara tekintsiik a (343) tesztegyenletet! A pontos megoldas ult) = e o gnol o = u(0) g5 a7
egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy #o > (. (Ez nem jelent megszoritast.) Ekkor Re(A) =0 esetén a

megoldas (abszolut értékben) monoton csdkkend, mig Re(A) = 0 egetén novekszik, és king a végtelenbe. Ezért
megkoveteljiik, hogy egy adott numerikus modszer altal szarmaztatott numerikus megoldas is 6rokolje ezeket a

tulajdonsagokat. Tehat, ha a tesztegyenletben Re(A) = ”, akkor a numerikus megoldasra teljesiiljon az
[Yn] < Jyn-1| < ... < |10 egyenl6tlenség. Ez a modszerhez tartozd R(z) stabilitasi fiiggvényre az

(z)] <1 feltetelt eredményezte. Gyakorlati szempontbol eldnytelen, ha ez a feltétel h nagysagara
valamilyen felsé korlatot jelent. Ezért kiemelten fontosak azok a numerikus modszerek, amelyek azzal a

tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy Re(A) =0 esetén a tesztegyenlethez tartozd numerikus megoldasok
tetsz6leges pozitiv /i esetén monoton csdkkend numerikus megoldast szolgaltatnak, azaz a = = h\ tetszdleges
i esetén benne van a modszer abszolut stabilitasi tartomanyaban.

Ez motivalja az alabbi fogalom bevezetését.

3.3.8. Definicié Egy numerikus modszert A-stabil médszernek neveziink, ha az abszolut stabilitasi tartomanya

tartalmazza Co bal oldali komplex félsikot.

A fenti definicionak megfeleléen az implicit Euler-modszer és a trapéz-modszer A-stabil, az explicit Euler-
modszer viszont nem.

Fontos megjegyezni a kovetkez6t: ha egy numerikus mddszer A-stabil, akkor az csak azt biztositja, hogy a

médszer a tesztegyenleten 1¢(A) = 0 esetén megfelelden viselkedik. Viszont a 1¢(A) 0 esetre nem ad
valaszt!

3.3.9. Példa Vizsgaljuk meg az implicit Euler-mddszer viselkedését az
u =10, u(0)=1

feladaton!

. r = Jlnr r r I3 . 2 7
Mivel a feladat pontos megoldasa u(t) = ¢ , ezért a megoldas £ — o0 esetén szigoruan monoton moddon
kind a végtelenbe. Nézzilk meg, hogy az implicit Euler-modszer milyen feltételek esetén orokli at ezt a
tulajdonsagot? Az implicit Euler-modszer alkalmazasa esetén a numerikus megoldast az
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J_ .
Uno1 = R(10°R)y,

.rlllrl = ] i ]{:I;h

=

iteracioval allitjuk elé. Az lyn| = |m-1] relacio teljesiilésének feltétele: h <2-107° Tehat a numerikus
megoldéas abszoltt értékben csak ebben az esetben ndvekszik. Ez azt jelenti, hogy az ennél nagyobb fi nem
alkalmas a numerikus modszerre.

Vegyiik észre, hogy tetszéleges A € £ esetén a pontos megoldas szigorian monoton és pozitiv. Ugyanakkor

h =107 esetén F{h) < 0 ezért idslépésenkeént Un eldjelet valt. Ez azt jelenti, hogy a numerikus megoldés
hamisan oszcillal.

Foglaljuk 6ssze az implicit Euler-modszer viselkedését a kiillonbdzo racshalokon a fenti feladatra!
« he(0.107°%) esetén szigoruan monoton nd (tehat pozitiv) és nem oszcillal,

i i ., . .
. he(107°,2.107°) esetén abszolut értékben szigorian monoton né és oszcillal,

« he(2:107°,00) esetén abszolit értékben szigortian monoton csdkken és oszcillal.

Ugyanakkor hangsiilyozzuk, hogy ez a probléma (tehat, hogy csak a i < 10 6 1épéskdzti racshalokon
viselkedik jol az implicit Euler-médszer) csak a tesztfeladatban 1évé pozitiv valds részii A esetén fordul elS. Ha
A valos része nem-pozitiv, akkor barmely h = 0 esetén megfelelé a numerikus megoldas.

Az el6z0 problémaban mar érintettik az numerikus megoldas oszcillaciojat, amely a tesztfeladaton
nemkivanatos jelenség. (Hiszen a pontos megoldas a A € I£ ¢értékekre monoton, azaz nem valt eléjelet az egyes
idorétegek kozott.) Ezt a tulajdonsagot egy adott numerikus modszerre pontosan akkor tudjuk biztositani,

amikor a numerikus modszerhez tartozé 11(%) stabilitasi fiiggvényre az R(AR) =0 felstel teljesiil. A vizsgalt
modszereinkre ez a kovetkezo feltételeket jelenti.

1. Az explicit Euler-médszerre A = 0 esetén minden it > 0 esetén oszcillacio-mentes a megoldas, és A < 0
esetén 1 < 1/(—A) a feltétel.

2. Az implicit Euler-médszerre A = 0 esetén minden # > 0 esetén oszcillacio-mentes a megoldas, és A = ()
esetén pedig h < 1/A a feltétel.

3. Az trapéz-modszer ra A = 0 esetén nincs feltétel, A < 0 esetén h<2/(=A) | A= 0 esetén pedig
h<2/A 4 feltétel.

Tehat az A-stabil modszerek koziil a trapéz-modszernak A = 0 esetén is van hétranya: ha | AR nagy, akkor a

numerikus megoldas oszcillal. (Raadasul, ekkor [H2(AR)| Kkozel van az egyhez, és ezért a numerikus megoldas
nem fog a kelld sebességgel lecsengeni.) Az implicit Euler-modszer alkalmazasa pedig pozitiv nagy értékii A
esetén nem ajanlott. Ezek az észrevételek az

u' =Au+f
linearis rendszerek megoldasara is vonatkoznak, amikor az A matrix sajatértékei a fenti tulajdonsaguak.

Ezért ha az A matrix mindegyik sajatértékének valds része nem-pozitiv, akkor az A-stabil médszerek koziil a
trapéz-modszer kevésbé ajanlott, amikor a matrix spektralsugarara P(A) = 1 Ugyanakkor ha a spektrum
(mindegyik sajatérték) a képzetes tengelyen van, akkor a trapéz-médszer kiilondsen jo. Ugyanis, ebben az
esetben a sajatértékek Ak = ik alakuak, ahol i a szokasos képzetes egység, ezért a tesztegyenletek
. At —

w' =i alakuak. Ekkor a megoldasok u(t) = e u(0) alakvak, azaz [u(f)] = [u(D)] tetszOleges ¢ = ()
idépontban, azaz a megoldés abszolut értékben nem valtozik. Ennek a tulajdonsagnak az numerikus modszer
|(z)| =1 tulajdonsaga felel meg. Mivel a trapéz-moddszer esetén
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(ugyanis a szamlalo és nevezd egymas komplex konjugéltja), ezért ez a modszer megfeleld. Emellett, mivel az
eredeti folytonos megoldas oszcillal, ezért a trapéz-modszer oszcillacios tulajdonsaga is jol koveti az eredeti
megoldas ezen tulajdonsagat.

3.3.10. Megjegyzés Ha A egy ugynevezett ferdén szimmetrikus, valos matrix, azaz A = —AII, akkor a
spektruma az Im(C) tengelyen van. Ez kozvetleniil adédik a Av = Av sajatérték tulajdonsag melletti
Mv,v) = (Av,v) = (v, ATv) = —(v,Av) = (v, Av) = —A(v,V)
egyenléségbol.

relaciobél kovetkezé A= —A

Mutassuk meg, hogy ha A egy ferdén szimmetrikus, valés matrix, akkor tetszOleges € £ esetén az
euklideszi normara érvényes az

(I+ sA)-(I—sA)!

2 =1

egyenléség! Felhasznaljuk, hogy ha T egy ortogondlis matrix, akkor az euklideszi norméaban normatartd
leképezés, azaz | Tx. Ty) = (X.¥) minden X:¥ vektor esetén. Ezért a A sajatértékeire, a Tv = Av reldci6
alapjan  érvényes a (v.v) = (Tv, Tv) = (Av, Av) = AA(v, V) = |}"|2[:V.~V:]
sajatértékeinek abszolut értéke egy.

Osszefliiggés, azaz

Jelolje B = (I+sA)(I-sA)" marixot. Elegend6 megmutatnunk, hogy ez a matrix ortogonalis, hiszen
ebbdl az allitasunk mar kovetkezik. Felhasznalva, hogy az A matrix ferdén szimmetrikus, érvényes az alabbi
cayenléség: B = (I—sA)(I + .«,-A) b= (I+sA")(I-sA") Y Mivel (T+ sAT) = (I+sA)"
B = (T4 sA) (I—sA) 7= [(I—sA) I +sA))

ezért teha _ . A zardjelben 1év6 szorzat két matrixa
= [(I+sA)(I-sA) )] =B

1 . I
egymassal kommutal, ezért B . Igy B valoban ortogonalis matrix, és

ezzel az allitasunkat belattuk.

Kovetkezésképpen, ferdén szimmetrikus matrixok esetén a trapéz-modszer az euklideszi normaban normatarto.

4. 4 Runge-Kutta tipusu modszerek kezdetiérték-
feladatok megoldasara

Az el6zé fejezetben targyalt egylépéses moddszerek algoritmikusan viszonylag egyszeriiek, ugyanakkor csak
alacsony rendben pontosak. Ha nagy pontossagu kozelitést szeretnénk elérni, akkor ezek a modszerek altalaban
nem megfeleléek. A tulsdgosan kis 1épéskdz megvalasztdsa ugyanis a szamitdsok hatékonysdga miatt nem
mindig célravezetd: egy adott idéréteg eléréséhez tul sok 1épést kell megtenniink, amely egyrészt 1ényegesen
megnovelheti a sziikséges szamitasi igényt, masrészt az egyes lépések soran keletkezé numerikus hibak
jelentdsen felhalmozodhatnak.

Ezért célszerli magasabb rendli modszerek bevezetése. Ezt kétféleképpen is elérhetjiik.

* Mas felépitésu egylépéses modszerekkel, amelyek két racspont kozotti ujabb értékek kiszamitasaval novelik a
rendet.

* Az egylépéses modszerek helyett tobblépéses modszerek alkalmazasa, amelyek az 1) idOpontbeli kozelités
meghatarozasanal nem csak a kozvetleniil megel6z6 racshalobeli kozelitést, hanem tobb, korabbi idépontbeli

kozelitést is figyelembe vesz.

Ebben a fejezetben az elsd megoldassal foglalkozunk, amelyeket Osszefoglaldan Runge-Kutta tipust
modszereknek neveziink.

4.1. 4.1 A Runge-Kutta tipusi médszerek alapjai
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Ketténél magasabb rendii numerikus modszerek megkonstrualasa a (219)-(220) Cauchy-feladatra az elé6z6ekben
ismertetett egylépéses modszerek segitségével akadalyokba iitkozik: az egyszerlibb modszerek (explicit Euler-
modszer, implicit Euler-mddszer, trapéz-modszer) legfeljebb masodrendiick, a Taylor-mddszerek viszont egy
meglehetésen bonyolult elzetes analizist (a parcialis derivaltak meghatarozasat) és azok kiértékelését igénylik.
Ebben a részben megmutatjuk, hogy a parcialis derivaltak kiszamitasanak feladata egy viszonylag egyszerti 6tlet
segitségével megkeriilhetd.

4.1.1. 4.1.1 Tovabbi masodrendii médszerek
Tekintsiik ismét a (219)-(220) Cauchy-feladatot. El6szor a Runge-Kutta tipust modszerek bevezetéséhez
hatarozzunk meg egy, a trapéz-mddszert6l kiilonboz6, masodrendii, egylépéses modszert.

frjuk ki az (?) (224) alakt Taylor-soranak els tagjait a t = t* + 1 pontban. Ekkor

o
-

. _ h= .
w(t* + h) = ult*) + hu'(t*) 4 %u"flf'j +O(hY). (374)
Felhasznalva a (222) derivaltakat, bevezetve az

f=flt* ult?)), af =af(t*, ult*)), &;if =d;f(t" u(t?)), stb.

egyszerlsito jeloléseket, (374) atirhatd az

u(t" + h) =u(t")+ hf 4 {JTT{”JI t fouf) + O(h*) (375)
FA ST
—u(t*) + .'i—,-:f-+ f’;’u +honf + hfoaf] + O(h*) o

alakra. Mivel*
FE* 4+ hou(t”) + hf (£ u(t™)) = [+ ho f + hfouf + O(R®), (376)

ezért (375) felirhato az
. f ! . -
ult* + h) = u(t*) + —:_,I" 1 %[_ﬁ'r' Fhou(t) + hF(E5 u(t)) + ORY) (377

t

alakban. Tehat egy Wh racshald tetszdleges 'n—1 = ¢ pontjaban felirva a (377) egyenldséget, definialhatjuk az

h h , _
.'I.Fn:.”.-a 1 ¥ :f{frl l‘!.lrfﬂ ]j 1 ;fll'r.ll'”.ll 1 rlill.fl-'r.ll l*.r.llrl l]ll [:iJH}

egylépéses, explicit numerikus modszert. Vezessiik be a

ky =f(tn-1,8n-1).

, .y (379)
;‘13 _Jr['ffl".'l.lrrl | + 'h.lrl.'frl 1+ Mn l,:l.:l = fl:.r.u 1 t 'i‘l'-.”rl 1 i lh"r'll.r
jeloléseket. Ekkor a (378) mddszer felirhatod
h
Un = Yp-1 T”I‘l T !‘_'II ['H\”}

“Emlékeztetiink, hogy a kétvaltozos f : (21' —+ R figgvény [:f'-' u) pont korili elséfoki Taylor-sorba fejtése tetszoleges
e ER o FE+erhou+ eoh) = flE,u)+ e hdy flt,w) + exhdaf(Eu) + O(h?) Laka
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alakban. A (379)-(380) modszert Heun-modszernek nevezziik.

4.1.1. Megjegyzés Mivel (377) alapjan
a .]r i gy 'h h . " -Ir -.-I |I| i g I-- i ']]r.! kK13
u(t* 4 r]—uu;—Ef—E[j[: Fhou(t”) + hf(1", u(t*))) = Oh7), (381)

ezért a megoldas O(h?) rendben elégiti ki a (378) képletet, azaz a Heun-modszer masodrendben konzisztens.
A Heun-mddszer néhany részlete megtalalhato a

http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/Heun'sMethodMod.html

linken. Az ugyanitt 1év6 animacion a modszer viselkedése az u'=1—1tyu differencidlegyenletre is jol
lathato.

Megadhatok-e egyéb masodrendii moddszerek? A (377) Osszefliggés altalanositasa (megfeleléen sima
megoldasok esetén) a kdvetkez6 paraméteres alak:

wlt™ +h) =u(t”) + WA S, ult™))+

. 382
baoh f(t" + exh, u(t®) + as b f (", u(t))) + O(R?), (382)

ahol b1+ b2, €2 g5 an egyeldre tetszéleges paraméterek. Felirva a & = Tn—1 pontban a (382) egyenletet, az

U ._,'!ur.'-' 1 + 'bl'h_lr['rrl I-H.-.- J::l T

(383)
!"'thr{frl 17T r-jh':”rl 1 t ”'."Jh.lr[frl 1+ Un ],:Ij
egylépéses numerikus modszert kapjuk.

4.1.2. Megjegyzés A (385) altalanos alakban felirt modszer paramétereit célszeri csoportositva a kovetkezd
alakban felirni:

€2 | (384)

Fejtsiik Taylor-sorba a (382) jobb oldalat! Ekkor az

w(t™ + h)

u(t*) + byhf + boh[f + chdy f + asyhfO, f] 4 Oh*) = (385)

w(t*) + (by + ba)hf + h3[eabudy f + byasy fOa f] + O(KY)
egyenléséget kapjuk. A médszerek rendjére vonatkozd 381 megjegyzést alkalmazva, a (375) és a (385) képletek
Osszevetésébdl azt kapjuk, hogy a (383) altal meghatarozott numerikus modszer pontosan akkor masodrend,
amikor

I+ b =1
l:"-‘:_-h-_:- = ”-EI L:!H}'

“-_._l]hi = (.5
A (383) képlet egyszert atirasaval eredményeinket az alabbi tételben dsszegezhet;jiik.

4.1.3. Tétel Tegyiik fel, hogy a "1+ P2: €2 ¢s @21 paraméterek megoldasai a (386) egyenletnek. Ekkor a

ki = flta-1.yn-1). k2= f(tn-1 + 2l yn-1 + hank:), (387)
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Un = Yn—1 + h{bihr + bak) (388)
képletekkel definidlt egylépéses explicit numerikus médszer masodrendd.

A (386) feltételeket kielégitd (387)-(388) modszert masodrendii Runge-Kutta tipusti modszernek nevezziik és
RK2 szimbolummal jeldljiik.

Vizsgaljuk meg az RK2 moédszert meghatdrozo (386) egyenletrendszert! Mivel a négy ismeretlenre harom

egyenletiink van, ezért a megolddsa nem egyértelmii. Kénnyen l4thatd, hogy tetszéleges 7 70 esetén (386)
megoldasai a kovetkez6 alakaak:

b= b=1—0 o=a,=1/2c (3849)

Tehat az RK2 moédszerek egy egyparaméteres modszercsalddot alkotnak, amelynek paramétereit a (384) tablazat
alapjan a

[
1/20 | 1/2e (390)
l—a o

szerint kell megvalasztani.

4.1.4. Megjegyzés A o = 0.5 értékhez tartoz6 RK2 modszer éppen a Heun-moédszert eredményezi. Erdekes
megvalasztasa @ = 1. Ekkor 01 = 0 02 = 1 g5 a3 = bay = 0.5 g igy a szarmaztatott numerikus modszer

i =flta1.Ua-1). ko= flfa_1 + 050 yor + 050 ),

(391)
Un =lh-1 + Iillj;--‘b.
A (391) masodrendii médszert javitott explicit Euler-médszernek nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a Heun-mddszer és a javitott explicit Euler-modszer is bevezethet a korabbiakban mar
ismertetett modszerek modositasaval. Nevezetesen,

* Ha a trapéz-modszer (269)
jl‘J'rl . \ . \
Un — Un-1= _J [_JI I.'r.lu 1s8n-1) .JI I.if.'l v W -Il

képletében az J(En Un) implicit tagban Un helyett az ¥n = ¥a—1+ 1f(tn-1.Un-1) explicit Euler-
mddszerrel kiszamitott értéket helyezziik, akkor éppen a Heun-maddszert kapjuk.

t=1t,1+05h=1t, 05

* A javitott explicit Euler-médszer esetén a felezépontban explicit Euler-

modszerrel kiszamoljuk az u(t) fiiggvény kozelits értékét az Un-05 = Yo +0.5hf(tn-1,Yn-1) képlettel,
és ezzel az értékkel meghatarozott iranyban egy ijabb explicit Euler-mddszert irunk fel a teljes intervallumra.

Tehat a fenti Runge-Kutta modszerek paramétereinek (390) szerinti megadasa a kdvetkez6. A Heun-modszer
esetén

l l (392)

alakban, mig a javitott explicit Euler-mddszer esetén

i
0.5 0.5 (F93)
0 1
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alakban adhat6 meg.

Az elsérendii explicit Euler-modszer és a masodrendil javitott explicit Euler-modszer konvergenciasebességei
egymashoz viszonyitva az alabbi animacion lathatoak:

n=1
15 T T
= valddi megoldas
jav. expl. Euler
axpl. Euler
1k -
%,
i
W
05 \\ |
|
A\
Y
) .
\ -
“-. i
A e W
\ e ——
a \ T e
LY
\
!
L'-
A
\
05 1 1 y 1 1 I I I I
0 01 02 03 0.4 05 06 o7 08 09 1

4.1.5. Megjegyzés Felmeriilhet a kérdés: lehetséges-e a & tetszOleges paramétert gy megvalasztani, hogy az
RK2 moédszer nemesak masodrendii, hanem harmadrendi legyen? A valasz nemleges, amit a kdvetkez6 példa

bizonyit. Legyen a (219)-(220) Cauchy-feladatban Sl u) =u Errta (219) differencialegyenlet megoldasara
w'(t) = ult) , amelyet derivalva u'(t) =u'(t) | prer u'(t) =u'(t) = ult) Masrészt, az ! figgvény

definicioja miatt fltn-1.Yn-1) = Yn-1_ Ezérta (383) modszer erre a feladatra az

Yn = Ya—-1 + bihyn + bh(ya-1 + a2ih f(ta-1, Ya-1))

= Yn-1 + brhya + boh(yn-y + a2ihyn 1) (304)

Y1 + My, !|F’| + by 4 JrrF‘:“zl]
Yu1[1 + (by + ba)h + byas h?

alakot 6lti. Behelyettesitve a masodrendiiséghez sziikséges (389) értékeket, az RK2 modszer erre a feladatra az

h*
n = Un-1 (I t h + T) . r:i{j-_]j

algoritmust eredményezi, amely fiiggetlen a & szabad paramétert6l. Helyettesitsiik be az u(t) pontos megoldast
a (395) képletbe, azaz szamitsuk ki a pontos megoldasbol induld, egy 1épésben keletkezé hibat!(V.6. a 338
megjegyzéssel.) Ekkor

= u(t,) — ulty_ (1 + h 4 h—j} (396)

o,
Az ultn) kifejezés T = tu—1 pontbeli sorbafejtése a derivaltakra vonatkozo ' (tn-1) = w'(tn-1) = ultn-1)

— 2 3 — :
egyenléség  kovetkeztében ulty) = ulty 1 )(1+ 0+ 17/2) + O7) | prert tehat 90 = OW’) 3 o
tetsz6leges megvalasztasa mellett, azaz minden RK2 modszer legfeljebb masodrendi erre a feladatra.
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4.2. 4.2 Explicit, magasabb rendii médszerek

A korabbiakban mar bevezettik és részletesen megvizsgaltuk az explicit Euler-modszert, implicit Euler-
modszert és a trapéz-modszert. Ezeket a modszereket a megoldasfiiggvény Taylor-sorba fejtésével
szarmaztattuk. Ugyanakkor a modszerek mas modon is bevezethetok, és ennek altalanositasa ad majd
lehetdséget a magasabb rendii médszerek megkonstrualasara.

Legyen (t) a

it ) ) -
.I’.f. = flt.u), u(0)=uy (397)
0

feladat megoldasa, azaz érvényes ra az
u'(t) = f(t,ult)), u(0)=up (398)

azonossag a 0.7 intervallum mindegyik pontjaban. Az azonossag mindkét oldalat integralva az “h racshald
két tetsz6leges szomszédos pontja kozott az

|II.
w(tn) — ultu1) / fltu(t))dt, t€ [ta.ta) (399)

(m= L. N tetszOleges) egyenldséget nyerjik. A kozelitdé mddszerek megkonstrualasahoz a jobb oldalon

1év6 integralt valamely kozelitd formulaval szamoljuk ki a [t” 1y f‘“l intervallumon. A legegyszeriibb
numerikus integralasi formula, amikor az intervallum valamely végpontjaban, avagy mindkettében felvett értéke
szerepel csak a numerikus integrald formulakban. A kiilonb6z6 numerikus integralé formulak elvezetnek a fenti
modszerekhez. Nevezetesen,

* A legegyszerlibb modszer, amikor a téglalapszabalyt alkalmazzuk a bal oldali végpontjaban felvett értékének
felhasznaldsaval, azaz

[ JUE w(t) et = i, fta1,ults)). (400

Ekkor a (399) és a (400) osszefiiggések a (244) képlettel megadott explicit Euler-modszert eredményezik.

» Egy tovabbi lehetséges mddszer a (399) azonossagban szerepld integral kozelitdé meghatarozasara, hogy az
intervallum jobb oldali végpontbeli fliggvényértéket felhasznalva a téglalapszabalyt alkalmazzuk, azaz

tr
[ Sl w(t) et = by f{tn, wlta)). (401)
o by =1

Ekkor (399) és (401) felhasznalasaval a (363) alak implicit Euler-médszert kapjuk.

* Haa (399) kozelit6 integralasara a trapézszabalyt alkalmazzuk, azaz

I s jl'
/ Fltult))dt ~ %[frrr, (1)) + fltnsulta))] (402)
L .

akkor a (399) és a (402) képletek felhasznalasaval a (269) alaku trapéz-moédszert kapjuk. (Emiatt szokds a
modszert trapéz modszernek nevezni.)

* Ha a (399) kozelit6 integralasara a kozépponti szabalyt alkalmazzuk, azaz

tn
[ St u(t))dt 2= ho f(tno5 u(ta-0s)), (403)
o By —1
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akkor az
.!_IH - .".l’rl 1 'h.'l_.r-['f.'a |3":--."_|r.'| ||.‘|-l:| I'lﬂlb

formulat kapjuk, ahol ¥n—0.5 az u(tn-05) értek kozelitése.

* A (399) jobb oldalanak numerikus integraldsra alkalmazhatjuk a Simpson-féle szabalyt is. Ekkor ezt az
integralt harom pontbeli értékkel kozelitjiik, nevezetesen a

'hrl . i \ . \ .
(I[}{f" l'“”rl l.I] t 'I.I[FH 1I.-'|'”|:'r." III’:-]-I f .JI['II.'.LH':FH:I:I]

formulaval. Ezzel a

h,, _ y -
Yo = Un-1 = :.i [f[-fn 1s Un—1) + ;.I I.'rn'l 0.5 Un h..‘.:l 1 f{f".__fj"]].. [H"Jb

numerikus integral6 formulat kapjuk.

4.2.1. Megjegyzés Egy masik lehetséges mod a fenti mddszerek szdrmaztatasara, amikor a (398) azonossagot
valamely rogzitett racspontban felirva, a bal oldalon 1évé derivaltra egy numerikus derivalasi formulat
alkalmazunk.

« Haat=1tu1 pontban irjuk fel a (398) azonossagot, akkor az ' (ta-1) = fltn-1,ultn-1)) egyenldséget
kapjuk. A bal oldalon szerepld6 derivaltat a haladé6 véges differencidval kozelitve az

u'(tn1) = (ultn) — ulta-1))/hn kozelitest kapjuk. Ez a két formula pedig az explicit Euler-modszert
generalja.

« Haat = tu pontban irjuk fel a (398) azonossagot, és a retrograd numerikus derivalast alkalmazzuk, akkor az
implicit Euler-médszert kapjuk.

» A fenti két képlet szamtani kdzepe szolgaltatja a trapéz-moddszer képletét.

A kozépponti szabalyon illetve a Simpson-képleten alapuld (404) és (405) moddszerek tartalmazzak az

o

ismeretlen Un—05 ¢értékeket is. Ezeket az Yn—05 = 0.5(Yn—1+Un) kozelités alkalmazasival egy ujabb
sémahoz jutunk. Igy a (404) helyett tekinthetjiik a

Yn—-1 } Un )
9 !

Hin .Ilf.ll | = 'IIf.'..JIr[:n 3.5 l]{H’}

sémat, amelyet k6zépponti modszernek szokasos nevezni.
Az implicit Euler-modszer, trapéz-modszer, tovabba a kdzépponti illetve a Simpson-képleten alapuld numerikus

modszerek implicit sémat jelentenek, minden idérétegen nemlinedris egyenletek (rendszer esetén:
egyenletrendszerek) megoldasat igénylik. Ennek elkertilésére szolgal a kovetkezé 6tlet. Az implicit modszerek

esetén elsé 1épésben a jobb oldalon szereplé Yn értékét kozelitsik egy Un értékkel valamely explicit modszer
segitségével, majd masodik 1épésben az Un kozelitést behelyettesitve az eredeti formuldban, mar explicit
képletet nyerve meghatarozzuk az £ = 1. pontbeli ¥n kozelitést.

4.2.2. Példa irjuk fel ekvidisztans racshdlon az implicit Euler-modszer explicitté tett valtozatat, és vizsgaljuk
meg az igy nyert explicit modszer rendjét!

Mivel az implicit Euler-modszer

Yn = Ya-1 +hf{tu.Un).

ezért legyen

,!}.'4 Yn—1 7 h_lr':,lrrl 1l ]L r]'”l_b
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Ezutan az

Un = Yn—1 + A f(tn.tn) (408)

képlettel allitjuk el6 a megoldast. Ezen modszer lokalis approximacios hibajat a kovetkez6 modon lehet
meghatarozni. A (407) és a (408) modszer felirhat6 a

In = Yn-1 + hf{f" 1+ ¥n—1 + -h_ur[:rl 1+ Hn l:l::l ﬁ_'l{r'}j
egylépéses explicit modszer alakjaban, amelynek kanonikus alakja

,un - ,”.l- 1

|ii' = f”u*,;ufu 1 f 'ii'f[._'ru 1+Hn I.,” [_1”}}

Ezért a lokalis approximacios hibara érvényes a kovetkezd.

”‘.frli:l - ”[’rl I] .

dn = h

fl:,fn'l.' ”{frl l:l },Ir.lfl:__f" l-'l'”:.fn I.II:I.:I' (.-ll]'}

Mivel

“[fﬂ:l - ””u ]}
h

h .
=u'(t, 1)+ én’{f,, 1) + O(h®),

tovabba az Jn-1 = flln-1.ultn-1)) jeloléssel

fltn,ultna) +hf(tar,uitn))) =
ftas + hyulta-s) + hfaa) = faos + hdh far + h(@afa-1) fa-r + O(h?) =
for + RO fus + (Defus)fur) + O

Mivel % (tn-1) = fao1 gg 1" (fn1) = O fuo1 + (B fu1) far ,ezérta dy lokalis approximacios hiba
ko, . .
l"!Iﬂ = _;“ “H 1)+ O['h‘-:l :{.:}“'l.:l

azaz ez a modszer elsdrendi.
Tekintsiink most egy Gjabb explicitté tett implicit modszert!
4.2.3. Példa Irjuk fel a (404) kozépponti modszer explicit valtozatat, és hatdrozzuk meg a modszer rendjét!

Mivel a modszer alakja

Yn — Yn-1 = hf(ta-05, Pa-05), (412)

ezért explicit alakja a kovetkezd.
Jn-05= -1+ 0.50f (tn1.Yn-1). (413)
Un = Yn1 +hf(taos.l-0s). (414)

A (413)-(414) explicit modszer kozvetlenil atirhat6 az alabbi egylépéses modszerként:

Un = Wn-1 + h_lr{’rl 0.5: ¥n 1+ [I':‘-}'hf{frl 1 Wn ]]l}- |:,'1|'_]_'

Ezért a lokalis approximacios hibara érvényes a kovetkezd.
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d, = ”'[f”}_h””" 1) — fltn s tilt 1)+ 0.50f(ta 1 ulte_1))). (416)

Mivel

f“u 0.5 u{‘;rl l:l + n:ihf["rl 1 ”“r: I}]] = .||ru 1 + ﬂ"}f"]lfn l+
“.EFh{ﬂ_?f" l:l.fu it Dl:_h‘!) :.fn it '::'.-'-Elhl:_!:)lf“ it f_.-, 1!:;"_:_{“ 1:| |:_'I:IT}
+O(h*) = u'(tar) + 0.5u" (1) + O(R%),

ezért a (413)-(414) explicit médszer masodrendd.
4.2.4. Példa Irjuk fel a (269) trapéz médszer explicit valtozatat, és hatarozzuk meg a médszer rendjét!

Mivel a modszer alakja

Yo —Yn—1 =050 [f(tn-1.yn1) + f(ta.1m)]. (418)

ezért explicit alakja a kdvetkezd.
.!}u = Wn-1 . hf{f" 1:Wn I}1 ["1][}}

Yo =Yn-1 +0.50[f(tncr, Y1) + f(ta.T)]- (420)

Vagyis a (419)-(420) explicit médszer kozvetleniil atirhato az alabbi egylépéses modszerként:

n = Hn-1 + (0.5 [Jﬂ[!n 1+ Un I] + Jr“.ru n—1 + 'hf“n 1+ Un I]:I] . ["121}
Ezért a lokalis approximacios hiba a kovetkezd.

| = ult,) — ul(t,_1) B
O = h (422)

0.5[f(tn-1, u(tn-1)) + f(tn, w(tnr) + b f(tnor,u(n-1)))]

Mivel

0.5 [fl{tn-1, ul(tn-1)) + fltn, ultn-1) + hf(ta-1,u(n-1)))] =
0.5 [fuer + (facr + 0Dy oy + Mo fry) fua] + O(RF) =
Foy #0500 fry + Fuaafuy)

+ Oh*) =o' (t,oy) + 050" (L, 1) + O(K®),

(423)

ezért a (419)-(420) explicit modszer masodrendil.

A Simpson-képleten alapuld (405) modszer explicitté tétele mar joval bonyolultabb. Részletezés nélkiil
megadjuk a szokasos explicit modszert:

i = Yn-1,
{}i = Yp—y t n-;‘-hf“n ]**}:]1}

o 424
5}1 = Hn-1 + “"r}'hf“fl H.ﬁ'f};]‘ [ }
.r}_;l; — ”rl 1 + ﬂ_.:-”if“" ﬁ.-'ln'.r.lr-::l'

és ezutan
h . . . o . .
Un = Un-1 T H [f{frl I-H:;:I t -)f{frl. 1].Fr~ﬂ£} + Ef{'r.u []_5-}}}” T f(in'ﬂ;:]] ' ['lz';'}
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Hosszadalmas szamolassal megmutathato, hogy a (424)-(425) explicit moédszer negyedrendii [7].

4.2.1. 4.2.1 A Runge-Kutta tipusu moédszerek rendje

Lathattuk, hogy szdmos explicit modszer allithat6 el a Cauchy-feladatok megoldéasara. Célunk ezen modszerek
paraméterezéssel torténd egységes felirasa. Ezért eldszor irjuk at a modszereinket a koztes értékek uj
jelolésével!

« explicit Euler-médszer:

}?I = Un-1 r'li’ﬁl
Un = Yn-1 + 'hf“u lxlrJ:'- Ill_}T'
* explicitté tett implicit Euler-modszer:
Y1 = ipu-1.
r| a1 B [12{\1}
.1:’ = ¥n-1 + hf“ar Jt}jj'
Un = Yn-1 T 'hf[f.'l 1 T h. ?Fr_?'ll rl—"ﬂ'}'
* explicit kozépponti modszer:
Y1 = -,
' . 430
}:2 = .u.fl 1 . n ”'_Jh.ur”u 1 .Irl,:l*- [ }
o = Yn-1 + Af(tna + 0.5h, Y2). (431)
* explicit trapéz-moddszer:
}-l = ln-1;
. ’ . 432)
.I‘:rf_!_,f“ ]'+' "r?f[:.'r Jt}]j' [
Yn = Un-1 + “‘_]f" |Jr“:| 1s }r].:l + _llr[fn 1 T Jr]‘, }r_’lll . fl.LH
A Simpson-képleten alapul6 explicit modszer:
lb'J. Pn-1+
Yo =9, +0.50f(L,_y. ¥ ).
3=Vt HO s, ) (434)
Yy =y +0.5RF(E,_y + 0.5h,Y5),
Yi =y, +0.50F(1, 1 + 050, Y5),
és ezutan
Iin = ln 1+
(435)

h ) . . .
F'f”“ LY A+ 2 (Fay + 050, Y5) + 2f(. 1 + 050, Ys) + flta—1 + J'.'.l'::l].
1
Ezek alapjan konnyen felirhat6 az altalanos paraméteres alak:

4.2.5. Definicio Legyen & = 1 egy adott egész szam. A rogzitett @i Cis bi (t:J = 1.2,....5) szamok melletti
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&

Yi = Yn-1 4 hzﬂ._,,r[:" L+ eh YY), i=1,2,.. .8 (436)
7=1

Up = Ypy + J'on’J,f[!,, 1+ ehY) i=1.2,....; 5 (437)
=1

numerikus modszert s -1épcsds Runge-Kutta tipustt modszernek nevezziik.
Néhany észrevétel a (436)-(437) Runge-Kutta tipusi modszer kapcsan.

* A modszer tovébbra is egylépéses, hiszen Yn—1 értékéb6l szarmaztatja Yn értékét. Az s paraméter a
1épcsészamot jelenti: hany koztes pontban szamolunk ki értékeket, amelyekbdl az Yn értékét meghatarozzuk.

* A modszert adott s esetén a paraméterei hatarozzdk meg, amelyek szama s?+ 2s . Bevezetve az

= L ax4 . p— T —_ AL &, w1 , ,
A= (“’-’)*'-.J:l eR , valamint a € = (ci)iz, b= {b)-, e R jeloléseket®, a Runge-Kutta tipusa
moddszer paramétereit jol attekinthetéen megadhatjuk a

£ ﬁf— (438)
]

'
alakban. Az ilyen tipusu tablazatot Butcher-tablazatnak nevezziik.*

» A szakaszban emlitett explicit modszerekben mindeniitt Y1 =Y szerepelt, ezért ezekre a € vektor elsd
koordindtdja, valamint az A matrix elsé minden soranak eleme egyarant nulla.

* Az eldzdekben emlitett explicit modszerek Butcher-tablazatai tehat a kdvetkezok.

1. explicit Euler-modszer:

010
! (439)
1
2. explicitté tett implicit Euler-modszer:
0 00
11 0 (440)
01
3. explicit kdzépponti modszer:
o0 0
0.5 05 0 (441)
] 1
4. explicit trapéz-modszer:
o0 0
1|1 0 (442)
0.5 0.5
5. A Simpson-képleten alapuld explicit modszer:
“A vektorokat oszlopvektorként értelmezziik.
“John Butcher (1933), Uj-Zélandon é16 és dolgozo matematikus.
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olo 0 0 0
05/ 05 0 0 0
05,0 05 0 0 (443)
1 0 0 1 0

T1/61/3 1/3 1/6

» A fenti modszerek koziil az explicitté tett kozépponti modszer és az explicit trapéz-moddszer masodrendiiek.
Mint az el6z6 szakaszban azt mar emlitettiik, ezekre a modszerekre a kovetkezé mdodon hivatkozunk: a (430)-
(431) alaka explicit kdzépponti modszert javitott explicit Euler-mddszernek, a (432)-(433) alaku explicit
trapéz-modszert pedig Heun-médszernek nevezziik. A Simpson-képleten alapulé negyedrendd, a (434)-(435)
alaku explicit modszert RK4-moédszernek szokéas nevezni.

« Az explicit Runge-Kutta tipusi moédszerek sajatossiga, hogy a modszerek A matrixa szigorian alsd
héromszdgli, azaz %7 = O minden J = i esetén. Ez azt teszi lehetévé, hogy a koztes értékeket kozvetlentiil,
egyenletek megoldasa nélkiil is meghatarozhatok: az egyes Yi értékek kozvetleniil kiszamolhatok a megel6z6

I )/ )’. . ,
1+ 42:+ -+ Lie1 elemek ismeretében.

A fenti egylépéses, de tobblépcsds modszerek ki is probalhatéak. A program az alabbi linkrdl télthetd le:
http://www.cs.elte.hu/~faragois/nummod_jegyzet prog/onestep.exe

4.2.6. Megjegyzés A fenti Butcher tablazatok érdekes tulajdonsaga, hogy az A matrix tetszoleges 7 -ik soranak
Osszege megegyezik Ci értékével. Vizsgaljuk meg ennek okat! A (436)-(437) Runge-Kutta tipusi modszerek
ugy vannak felépitve, hogy a kiszamolt Y ¢rtékek az u(t) megoldasfiiggvényt approximaljak valamilyen
9> 1 rendoen a [ = tu1+cih pontokban. Ezért, ha a megoldasfiiggvény konstans avagy elsérendi
polinom, akkor a médszernek pontosnak kell lennie. Tekintsiik az

)

i 1, w(@)=10
feladatot. Mivel a feladat pontos megoldésa ult) =t , ezért a fentiek alapjan a (436)-(437) altal meghatarozott

Y ¢rtékekre teljesiilni kell az Yi = w{fn-1 +ci) =tn1+ €ih egyenlgséenek. Erre a feladatra J (1) =1
Ezért az elsé 1épésben (tehat n = 1, to = 0 ¢s Un-1 = Yo = 0 a (436) alapjan kiszamolt értékek

.IIJ = Yn-1 th;”II'[I“ 1 4 r_l'h‘}ji]: I'ill--:”{l'

=1 =1
Ezért az Yi = il feltétel a kivant i=1 relaciot eredményezi. Mindez azt jelenti, hogy a Butcher-
_ T &
tablazatban valdjaban ¢ értéke az A matrix altal mar meghatirozott: az € = (LL....1)7 el jeloléssel
¢ = Ae, és igy a Butcher-tdblazat
Ae | A
ik (444)
b
alaku.
A gyakorlatban alkalmazott haromlépcsés, egyparaméteres modszer a kovetkezd:
0 (] 0 0
= £ 0 0 ;
112 3%, 1 0 (445)
3.3 do _da
]1 .l = X X
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A 444 megjegyzés szerint a (436)-(437) Runge-Kutta tipusi médszer esetén az ¥i értékek a koztes pontokban
az megoldast approximaljak. Az adott moédszer’(@gy= mésik; (dghetséges felirasa, amikor nem a

megoldasfiiggyényt; canem annak derivaltjat, azaz figgvényt approximaljuk koztes
értékekkel a pontokban. Ekkor a médszer algoritmusa a kdvetkez6:
ki = fltaoy +cih o1 J,Zn,_,h]. i=1.2... . s (446)
i=1
Up = UYu-y + N Z bik;. (447)
=]

Megjegyezziik, hogy a (446)-(447) és a (436)-(437) modszerek Butcher-tablazatai illetve pontossagi feltételei
megegyeznek, tehat ezeket a modszereket, mit egylépéses mddszereket ekvivalensnek tekintjiik.

A tovabbiakban megvizsgaljuk a Runge-Kutta tipusi modszerek konzisztencidjanak feltételét.

Elészor sziikséges feltételt adunk a ¥ -ed rendii konzisztenciara. Ehhez alkalmazzuk a (436)-(437) Runge-Kutta
tipusu modszert az

w=u+1, wull)=10
feladatra, amelynek pontos megoldasa az u(t) =e' —1 fliggvény. Ezért a megoldas a t = h pontban

1 ., 1 :
ulh) =e"=1="h+4 0—11'4‘ b+ =hP 4 Q(h**h). (448)
m

(Tehat itt a lokalis approximacios hibat szamoljuk ki.) Hatarozzuk meg az els6 1épés utani kozelité megoldast.

(Ekkor .= 1, Yo =0 gs to = 0 ) Mivel erre a feladatra /(. 1) = + 1 czart a (436) alapjan a koztes
értékekre

A

Yi=hd a;(Y;+1)., i=12...s (449)

=1

Bevezetve az ¥ = (Yi)i=1.s € R vektort, a kordbban mar hasznalt I egységmatrix és e egyesekbdl allo
vektor jeloléssel (449) felirhato

Y =LAY +e)=hAY + hAe
alakban, ahonnan
(I—hA)YY = hAe (450)

Mint ismeretes, megfelelden kis /. esetén az 1 — hA matrix invertdlhatd, és inverze eldallithatd az un.
Neumann-sor segitségével:

(I—hA) ' =T+hA+ KA+ .. +h"A" + ... (451)
Ezért a (450) és a (451) osszefliggések alapjan Y kifejezhetd a kovetkez6 alakban:

Y =(I — hA) 'hAe
(I+hA +RA+ ...+ hPA” + .. JhAe = (452)
(hA + RPAZ + ...+ hPAP + .. )e.

Ezért Y1 (437) értéke, a (452) Osszefiiggés alapjan:
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m=hY b(Y,+1)=hb' (Y +e)=
i=1

hb' [[faA + A+ .+ hPAP + L e e] = (453)
hb' [I+hA +R°A% + ...+ WPA” + .. e
hb'e+h’b'Ae+h*b " Ae+ ...+ Wb A" le ...

Osszevetve a (453) és a (448) kifejezéseket lathatd, hogy a Runge-Kutta tipusi modszer ¥ -ed rendiiségének
sziikséges feltétele a kdvetkezd:

;! =b A" 'e. k=12....p (454)

Ezk =1 eseténa

b e=1.

és k = 2 esetén, az Ae = ¢ dsszefiiggés miatt, a

feltételt jelenti.

Bevezetve az

II:J:'I = [I'J;.r'

Bl
-

r‘] e R*, C = diaglcy,cn...., cs) € R*®

jeloléseket, felirhatd egy Runge-Kutta tipusa modszer P -ed rendii konzisztenciajanak elégséges feltétele az A
matrix illetve a b sorvektor segitségével®

rend (p) feltétel

1 b -e=1
2 | b e=1/2 i,
3 b - ¢*=1/3, b -Ac=1/6 (455)
1 b -c¢*=1/4, b -CAc=1/3,

b' Ac?2=1/12, b' . Ae=1/24.

[
Igy, érvényes az alabbi

4.2.7. Tétel A 438 Butcher-tablazatt Runge-Kutta tipust modszer pontosan akkor konzisztens, amikor
teljesiilnek a

Ae=c; b re=1 (456)

feltételek, azaz

&

z g =0 1=12.....58 ¢ésecmellett Z b, = 1. (457)
k=1

k=1

4.2.8. Megjegyzés Mivel a (436)-(437) Runge-Kutta tipusi modszerek esetén Yi belss 1épcsé is approximal a
megfeleld pontban, ezért értelmes egy Runge-Kutta tipusi modszer belsé rendjét is definidlni. Azt mondjuk,
hogy egy s -1épcsds Runge-Kutta tipusi mddszer belsé rendje o, ha a bels6 1épések sorani hiba minimalis

“Ezek a feltételek a korabban mar ismertetett, de csak alacsonyabb lépcsészamra (5 = 1, 2) kiszamolt Taylor-sorba fejtéssel nyerheték. A

szdmolasok mar & = 4 esetén is meglehetésen bonyolultak. Magasabb rendii pontossag feltétele is megadhatd, de ekkor a feltételek szama
is lényegesen megnd. (V.0. a (464) tablazattal.)
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. . P T i . , , . y y < r
rendje 4, azaz mini=1, s(u(ta-1+cih) — Yi) = O(h7) Nyilvanvaloéan minden modszere esetén 4 = F | és
a redlis moédszerek esetén 4 < P,

4.2.9. Példa A (455) tablazatba valé kozvetlen behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetd, hogy az alabbi
haromlépcsés explicit Runge-Kutta tipusu modszer harmadrendii.

2/3 0 2/3 0 (458)
1/4 0 3/4
4.2.10. Példa Szintén harmadrendt a
0 (0 ( 0
Ii } l_f E_:]' :I (459)

['1/6 2/3 1/6
modszer.

Megjegyezziik, hogy a fenti harmadrendli modszerek gyakran szerepelnek az alkalmazasokban. Emellett

Tt u) = [(t) esetén a (459) egyiitthatokkal definialt Runge-Kutta tipusti modszer O(h*) rendben pontos a

Simpson-formulaval, ezért alkalmazasa abban az esetben kiilondsen elényos, amikor a i f parcialis derivalt

ko6zel van a nullahoz.

A (443) Butcher-tablazati Runge-Kutta tipusti modszer nyilvan explicit, emellett negyedrendben pontos. (Ennek
belatasa a (455) tablazat feltételeinek egy meglehetésen hosszl, de matematikailag nem nehéz ellendrzésével
onalldan elvégezhetd.)

Ezt a modszert szokés a (446)-(447) alakban alkalmazni. Ebben a felirasban a médszer algoritmusa (azaz a tn
pontbeli ¥n kozelités meghatarozasa a mar kiszamolt fn—1 pontbeli Un—1 kozelitésbol) a kdvetkezd:

« A

'!'-J J'r“u 1s ¥n 1)
ke = fit,—q + 0.5h, 4,1 +0.5hk))

ks = flt,_1 + 0.5h.y,_1 +0.5hks) (460)
ky = f(tay + hoyay + hks)
képletekkel rendre kiszamoljuk a F1: F2: ks &g ki értékeket.
« Az
h
Yo = Yn-1 E“"J 2k + 2kg + ky) (4G1)

képlettel meghatarozzuk az 0j kozelitést.

4.2.11. Megjegyzés Az RK4 modszer ezen alakja mar kdzvetleniil lathatéan kapcsolatba hozhaté a Simpson-féle
numerikus integralassal. Ugyanis, ha a (399) jobb oldalanak numerikus integralasara alkalmazzuk a Simpson-
féle szabalyt, akkor a

ha

“ [,illl{frl l'“[frl [III ¥ 'I,lrl{frl 1I.-'|'”['r.'¢ I:I’:-]:I f .lr.['r.':*“':frl:l]]

kozelitést nyerjiik. Ezzel tehat az
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h,, . . .
Un = Un-1 = :5 [f”n 1sYn-1) -+ 1’! I.'r.'l 05 Un 1|..'.:| 1 f{f"._rj” :']~ [Hiii

numerikus integralé formulat kapjuk. Mivel ki a megoldasfiiggvény derivaltjanak kozelitése a tno1 + cih
pontban, és w(th1 +eih) = fltn1 + cihyultn 1 + :'.',-h.]), ezért k1 = 'ty 1], by = u’[i,.)’ &s ka, kg Kkét
killonbozé kozelitése az U (fn-05) értéknek. Legyen tehat ezek szamtani kdzepe az approximacio, azaz
(k2 + ks)/2 & u'(ta-05) | Ezen approximéciokkal a (462) képlet éppen a (461) formulét adja.

Mi a kapcsolat az explicit Runge-Kutta tipusu modszerek 1épcsdszama (s ) és rendje (F) kozott? Azt lattuk,
hogy az egylépcsds explicit Euler-mddszer elsdrendi, a kétlépcsés mddszerek (Heun-modszer, javitott explicit
Euler-médszer) masodrendiick, a haromlépcsds (458)-(459) Butcher-tablazati modszerek harmadrendiiek, a
négylépcsés (460)-(461) modszer pedig negyedrendben pontos. Tehat & = 1.2.3.4 esetén a az clérhetd
konzisztenciarend elérhetd a 1épcsészammal, azaz a P = § pontossag biztosithatd. Ugyanakkor, § = 9 esetén
ez mar nem érvényes, a rend alatta marad a 1épcsészamnak, azaz P = 5. A kozottiik 1évé kapcsolat az elsé tiz
1épcsdszami explicit Runge-Kutta tipust modszerre a kdvetkezd:

b

s [172]3]4]5[6[7[8]9]10 (463)
p(s) |112/3]44[5(6[6/7| 7 o
Az explicit Runge-Kutta tipusi modszer esetén nem ismeretes, hogy egy tetsz6leges P rend eléréséhez hany

Iépcsd szilkséges. Ez egyelére csak P = 8 értékig ismert. Az alabbi érdekes tablazatban megadjuk, hogy ezen
értékig hany feltétel, illetve hany paraméter szerepel.

rend(p) T1l2T3l4] Tasle] 77 |8
feltételek szama | 1[2/4 | 8 17 | 37 85 | 200 (464)
lépesik sedama (s) 112345 |67 8|9 10|11 '
paraméterck szama | 1|3 |6 10 1521 | 28 36 | 45 | 55 | G6

A tablazat valaszt ad arra is, hogy miért nem lehetséges 6tédrendii explicit Runge-Kutta tipusi modszert adni az
Otlépesés modszerek korében: erre az esetre a feltételek szama 17, mig a szabad paraméterek szama csak 15.

4.2.12. Megjegyzés Az explicit Runge-Kutta tipusu modszerek adott rendjét biztositd feltételek megadasa a
megfeleld Taylor-sorba fejtésbdl adodnak, es ezért altaldban nagyon bonyolult, nemlinearis egyenleteket
jelentenek. Mivel a feltételek fliggetlensége altalaban nem mutathat6 ki, ezért altalaban nem igaz, hogy a szabad
paraméterck szama (azaz s értéke) elére kiszamithatdan megadja az elérhetd pontossagot. Ezért nem mondhatd
meg, hogy egy tetszdleges I’ -ed rendli modszer hany 1épcsds explicit Runge-Kutta tipusi modszerrel érhet6 el.
A fenti tablazatbol kiolvashat6 a pontos valasz P = 8-ig. A P =9 esetre csak az ismeretes, hogy 12 < s < 17
, mig P = 10 esetén 13 < s < 17 A P > 10 egetre nem ismerjiik a valaszt. [7]

4.2.2. 4.2.2 Az explicit Runge-Kutta tipusi médszerek konvergenciaja

A Runge-Kutta tipusti modszerek felirhatok a mar korabban targyalt (275) alakban, azaz az
Yo = Yn-1 + hP(h tuor, Pn-1.90) (465)

egylépéses modszerként, ahol © a numerikus modszert meghatirozo adott fiiggvény. Ha explicit Runge-Kutta
tipust modszert vizsgalunk, akkor @ alakja Pt tn-1,Un-1)  azaz a modszeriink

Un — Un-1

- =P(h, t, 1. Yn-1) (4066)
h

alak. Emlékeztetiink, hogy a 2 tételben megmutattuk: ha a mddszer ¥ -ed rendben konzisztens, emellett @
folytonos, és a harmadik valtozojaban lipschitzes, azaz valamely ho = 0 ¢s Lo = 0 gllandéval

|';|’|:'|r?. r"._.‘il] — ';I"I_h. |'"._.‘\_=:|| < f.:t:lh] — .'Hgl I'l{n_b
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tetszleges tn € Wi &s It < o esetén, akkor a médszer P -ed rendben konvergens.

Mindez azt jelenti, hogy elegend6 megmutatni, hogy az egyes modszerekhez tartozd P fliggvények ilyen
tulajdonsaguak.

4.2.13. Példa Mutassuk meg, hogy az explicit Euler-modszerhez tartozo @ fiiggvény kielégiti a 2 tétel
feltételeit!

Az explicit Euler-médszer alakjabol nyilvanvaléan
(I}[IL 'll.'l 1+ Hn l] - Jlr[".'l 12 Un J:'-

Ezért | folytonossagabol P folytonossaga kovetkezik. Emellett, I masodik valtozoja szerinti lipschitzessége

az L > 0 allandéval pontosan a 467 tulajdonsagot jelenti, és emellett Lo = L . fgy erre az esetre a tétel
alkalmazhato.

4.2.14. Példa Mutassuk meg, hogy az explicit trapéz-modszerhoz tartozd P fliggvény kielégiti a 2 tétel
feltételeit!

A (432) szerinti explicit trapéz-modszer esetén a P fliggvény alakja:
"IJ[ILIH 1+ Wn l] =1(.5 [Jrl."fl 1. Nn J:I + _lr[r‘fl 1 T llIII1."_|r.'r 1 + h_ulr['f.'a 1+ Hn l]:l]

Ha [ folytonos, akkor @ is az. Tegyiik fel megint, hogy az f fliggvény a masodik valtozdja szerinti
lipschitzes az L. = () allandéval. Ekkor

Pl b1, 51) — Plhtu1.82)

0.5 [fltnq.81) + fltyy + hosy + hf(t, 1.8)) -

0.5 [f(tn-1.82) + fltay + hosa+ hf(t, 1.8))] < (468)

0.5 [f(tn-1.51) = fta—y.52)] 4

0.5 [t 81 + hf(tnors51)) — ftnss2 4+ hf (a1, $2))] .

Nyilvanvaléan

| fltn-1.51) — f(ta-1,52)| = L|s1 — s3], (469)
tovabba

|_||r|:.fr|--":l 1 -'I"_Ir“rl 1,81)) — Jrl::H"Hj + h_lr“.'l J-"‘:_"Ilzll =
Ll (sy+ hf(tay.81)) = (82 + hf(t,_1.82)) | < L|sy — sa|4 (470)
Lh|f(ta-1.51) — f(ta-1.52)| < L|sy — 82| + L7h|sy — s4].

A (469) és a (469) becslések felhasznéalasaval (468) osszefliggésbdl lathatd, hogy P fliggvényre teljesiil a 467
tulajdonsag, és emellett Ly = 0.5(2L + hL?)

Teljes indukcioval megmutathatd, hogy az f figgvény folytonossaga és masodik valtozdja szerint
lipschitzessége esetén explicit Runge-Kutta tipust modszer esetén a ¢ fliggvény kielégiti a 2 tétel feltételeit.

Ezért érvényes az alabbi allitas.
4.2.15. Tétel Tegyilik fel, hogy a (397) kezdetiérték-feladatban f folytonos és a masodik valtozdjaban
lipschitzes. Ekkor egy P -ed rendben konzisztens explicit Runge-Kutta tipust modszer P -ed rendben

konvergens is.

Egy 9 -mddszer konzisztencidjat altalaban nehéz ellendrizni, pontosabban, meglehetésen munkaigényes.
Ugyanakkor ha csak a modszer konvergencidjat akarjuk belatni, és a rendjére nem vagyunk kivancsiak, akkor
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egyszeriibben is eljarhatunk. Ugyanis, tegyiik fel, hogy a moddszer O(htn1,yn-1) fiiggvénye az elsé

véltozojaban folytonos a i = () ponthan, Q0 ta-1,Yn-1) = fltu-1,Yn-1) , és érvényes a (467) harmadik
valtoz6 szerinti lipschitzesség. Ezen feltételek mellett megmutathatdé a moddszer konvergencidja a & = 1~
pontban. Ugyanis a korabbi jelolések megtartisaval a tn = t” pontbeli €= globalis hibara érvényes az

L r|| = et (l"il HE |I}-“_1_~Y |f'r||)

szokésos becslés. Mivel €0 = 0 ezért tehat
R L M
|I' r|| =6 " 1"1-'1?.\' |f!..|.
=1=n

A lokalis approximacios hiba felirhat6

_u[.f,b - ult;_1)

i
. h

_'[]['h“r.' l'“':.?l J”z
(471}

h " .
W (ti1) + u"(ti1) + O(h?) — (h, tioy,ulti_1))

alakban. A feltételek miatt

lim ®{h, ti 1, u(tio1)) =P(0, iy, ulti-1))
fa =) I'lu_fb
Flticyultiog)) = u'(tiq).

Ezért tehat iy, 0 di =0 g5 rendjére di = O(h”)  Tehat
len| < O,
ami a kivant 111 0 €. = 0 relaciot jelenti.

Vegyiik észre, hogy az I szokasos tulajdonsagai mellett az explicit Runge-Kutta tipusi modszerre a @

fiiggvény h = 0 pontban folytonos, és h = 0 esetén a kivant P(0.tn-1.¥n-1) = fllo-1.Un-1) feltétel
teljesiil. Mivel a (467) feltétel szintén teljesiil, ezért az elobbi levezetéssel belattuk az alabbi allitast.

4.2.16. Tétel Tegyik fel, hogy a (397) kezdetiérték-feladatban ! folytonos és a masodik valtozdjaban
lipschitzes. Ekkor egy explicit Runge-Kutta tipusti modszer konvergens is.

4.2.17. Megjegyzés Mint a levezetésbdl is lathatd, nem sziikséges az eo(h) =0 feltétel, azaz nem feltétlentil
kell az Yo értékét Un-nak valasztani. A konvergencidhoz elegendd a limy 0 e0(h) = 0 teljesiilése. (A P -ed

rendii konvergencia megdrzéséhez pedig az eo(h) = O(h”) feltétel.)

4.2.3. 4.2.3 A Runge-Kutta tipusi médszerek lépéshosszanak megvalasztasa.
Hibaanalizis.

A Runge-Kutta tipust moddszerek hibabecslése altalaban bonyolult. A konvergencia rendjének eléréséhez
megfelelden kis 1t érték megvalasztasa sziikséges, de konkrét feladatok esetén ennek meghatirozasa nem
kézenfekvé. Masrészt, mint azt az el6zéekben is lattuk, a Runge-Kutta tipusi modszerekre a hibaanalizis
meglehetésen Osszetett feladat. A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy egy adott modszerhez hogyan lehet
hatékonyan 1épéshosszusagot valasztani.

Egyik lehetséges eljaras, amikor az adott, ! -ed rendben konzisztens numerikus modszerrel két modon 1épiink at
atn-1 racspontbol a fn pontba: egyszer egy h 1épéssel, masodszor pedig két, egymast kovetd hi2 1épéssel. A
két numerikus eredmény eltérésének analizise lehetdséget ad a 1épéskdz hatékony megvalasztasara, nevezetesen
az I (vagy dy ) lokalis diszkretizdcids hiba vizsgalatival. (V.5. a 3.1.17 definicioval.) Jeldlje ¥n a h
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1épéskdzzel nyert szdmolt numerikus megoldést, mig ¥n a két, hi2 1épéskdzti numerikus modszer altal nyert,
és a pontos kezdeti értékbol szamolt kozelitést. Ekkor

u(ta) = yu + CH"*' + O(R"*?), (473)
hyPH!
“'l:_rrl:l = _ﬂ_-,l'” b 2(‘ (G) b (j{hf""—"’:h [1?.1}
tehat
hrtl o
u(tn) = ga + C—— + O(K""7). (475)
Ezekbdl az 6sszefiiggésekbol
. — | ok -
Uy —Un = C'h ] — on + {_'?I:h' "]1 [-!-4'“}

azaz ' {in. hibakonstans egy jo becslése

|.”J| - _{;f,.,:l

NI 70

Mivel ez a becslés egyben a megvalasztasara is hasznalhato, ezért a (475) képletbe behelyettesitve a C' allando
(477) szerinti értékét, az

ulty) = g +2 + A7) (478)
Osszefiiggést nyerjiik, ahol

£ = |."fr| - .urll. []-T‘-]‘}

2r—1
A (479) képlet szerinti £ szamot a csonkolasi hiba mutatdjanak is szokas nevezni.

Vegyiik észre, hogy (478) és (479) kovetkeztében az

:Hrl - .‘:rul

it =1,
|I|lr| Un T 2” 1

kozelitésre
u(ts) =y, + O(h"?),
azaz a lokalis diszkretizacios hiba rendje erre a kozelitésre egyel nagyobb.

Egy adott 0 pontossagi kritériumhoz a 1épéshossz megvalasztasara is felhasznalhato ez az eljaras. Hatarozzuk
meg azt a huj 0ij 1épéshosszt, amellyel a (474) szerint kiszadmitott ¥» hibdja £0-nal kisebb lesz! Mivel a hiba a

F

2

pl
20 )
képlet szerint = nagysagu, ezért a feltételiink

et

2"

( 'E- .\_'-.“.

Figyelembe véve C' (477) értékét, ez a

103
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

= Pt 1
|_;.f_|_- = Un 'hll_l . _
w—1 hptt =77
feltételt jelenti, ami a (479) jel6léssel az
w1
. I, _
1 =0

Ezek alapjan az 10j 1épéshosszlisagra a

hoj = h - (ﬂ)":'" (480)

feltetelt eredmenyezi. A fenti becslésekben kozelitéseket hasznaltunk. Ezért megbizhatosagi meggondolasbol a

Ij

szakirodalomban egy egynél kisebb, de ahhoz kdzeli ' szdmmal szokasos modositani a becslést, és a

haj = Bh- ()" (481)

képlettel szamoljak az j 1épéskozt, ahol /7 € (0-8,0.9). A (481) azt jelenti, hogy £ = Z0 esetén a kovetkezd
1épésben csokkenteni kell a 1épéskdzt, mig £ < €0 esetén ndvelni lehet a kovetkezd 1épésben. Megjegyezziik,
hogy ez az eljaras a 1épéskoz megvalasztasanak adaptivitasat eredményezi, azaz a meglévé eredményekbdl
tudunk kovetkeztetni az 0j 1épésre.

A hiba és a 1épéshossz megvalasztasanak egy masik lehetséges modja, amikor két kiilonb6zé modszer
eredményeibdl kovetkeztetiink a megoldas pontossagara, illetve a 1épéskdz megvalasztasara. Tipikus
megvalasztas, amikor két kiilonbdzd rendii moédszert valasztunk, amelyek rendje # és P + 1 Jeldlje Yn és Yn
az ezen modszerekhez tartozé numerikus megoldasokat. Ekkor a kevésbé pontos megoldas hibajat, illetve a
megfeleld 1épéskozt a két numerikus megoldas kiilonbségébdl becstiljiik. (Lasd pl. [19]) Az alapétlet, hogy a
magasabb rendli ( P+ 1 _ed rendii) modszert hasznaljuk az alacsonyabb rendii megoldas pontossaganak
becslésére, mégpedig ugy, hogy a magasabb rendii modszer eredményét tekintjiik a pontos megoldas egy jo
kozelitésének, ezért ezzel szamoljuk ki az alacsonyabb rendii modszer globalis hibajat. A szamitasi munka
minimalizaldsa céljabol célszerii olyan Runge-Kutta tipusd modszeret valasztani, amelyek A matrixa
megegyezik, és csak a koztes értékeket sulyozo vektorok kiilonboznek. Jelolje tehat a b vektor a 7 -ed rendii
modszer, és b vektor a 7 + 1 -ed rendti modszer stlyait tartalmazo vektort. A két modszert 6sszefoglaldan az
alabbi Butcher-tablazattal irhatjuk fel:

Ae A
b (482)
b
Ilyenkor azt mondjuk, hogy az alacsonyabb rendii modszer beagyazott modszere a magasabb rendii Runge-

Kutta tipusti modszernek. Az ilyen médszerparok esetén a globalis hibat az ©n = ¥n — Un képlettel becsiiljiik,
azaz az explicit Runge-Kutta tipusi modszer (446)-(447) alakjabol

e, = h Z{b, — h L
i=l

ahol i ¢s bi a b és b vektorok koordinatai. Ennek nagysagabol egyrészt a hibara, masrészt az 0j 1épéskoz
megvalasztasara is tudunk kovetkeztetni.

4.2.18. Megjegyzés Mutassuk meg, hogyan lehet a Iépéskdz megvalasztasara hasznalni a beadgyazott
modszereket!*® Mivel az alacsonyabb rendii médszer P -ed rendii, a magasabb pedig P + L ezért a lokalis

“Ez a megjegyz¢és természetesen nem csak a bedgyazott modszerekre vonatkozik. A 1épéshossz ezen adaptiv megvalasztasa barmely két,
megfeleld rendli modszerre alkalmazhat6.
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csonkoldsi hiba egy 1épés utan W{Ea) = ¥u + CLA”™ + il iltetve w(ta) = #n + CLAP2 + il A7 elst
Wbt 1

Osszefiiggés alapjan a P -ed rendii moédszer globalis hibajara len| ~ Cyf . Masrészt, a két relacid
s T — +1 . . . - . foroz

kiilonbségébdl szintén az |Un — Yu| = C1AP + .. becslést kapjuk. Ezért egy adott £0 pontossag eléréséhez

az |Un — yn| < 20 egyenlétlenséget ellendrizziik. ha ez teljesiil, akkor ¥« értékét elfogadjuk az uj kozelitésnek.

Ha nem teljesiil, akkor egy 1j, kisebb b 1épéskozt valasztunk. Ennek megvalasztasara ismét felhasznalhatjuk a

. .7 . . ’ O~ H.. 1 - £ . 3 o~ +1 ’
fenti relaciot, ugyanis olyan hg sziikséges, amelyre " Cihiy < 20 Mivel len| & C1hP" ezart
et e
Wy %o

Cihrtt = e,

nuzh-(”jru (483)
!’I"

ahonnan a korabbi esethez hasonlo

feltételt kapjuk.
Tekintsiink néhany példat!

4.2.19. Példa Adjunk példat egy masodrendli explicit Runge-Kutta tipusi moédszer elsérendii beagyazott
mobdszerére!

Tekintsiik az explicit trapéz-modszert! Konnyen lathatdoan ennek bedgyazott moddszere az explicit Euler-
modszer. A modszerpar Butcher-tablazata a kdvetkezo:

11 0
! [ 4=
0 (484)
05 0.5

4.2.20. Példa Adjunk beadgyazott (masodrendil) modszert a (459) harmadrendii explicit Runge-Kutta tipusu
mobdszerhez!

A konzisztencia rendjére vonatkoz6 (455) feltételbdl konnyen lathatd, hogy olyan bi, by g5 by grtekeket kell
megvalasztanunk, amelyekre

hh4+let+ih=1

o
Il
| =

Ennek megoldasa:
jﬂ] l.f.i:{ b, f)_- 1 — 2b,

ahol & tetszOleges paraméter, de b#1/6 Igy tehat a beagyazott parok Butcher-tablazata

1/2]1/2 0 0
1| -1 2 0 (485)

(Specidlisan, b = 0 esetén a javitott explicit Euler-médszert, mig b=1/3 esetén az tn. szimmetrikus sémat

kapjuk.)
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Nagyon fontos és a Matlab alkalmazza az un. DormandPrince bedgyazott modszerpart, amelyek négy illetve
otodrendiiek. Ezekre késobb a 8.1 fejezetben még visszatériink, ezért itt csak a 6 tablazatban csak Butcher-
tablazatat adjuk meg.

(]
1 1
| r
41 3 9
in | 0
1| M 6 32
2 e _Meo eidis —2i2
' i3 AT 5.4 TH)
1 i1 by We & 5103
3168 33 T27 16 18EG
1 5 0 TR o 3187 11
384 113 192 G7Rl 81
5170 0 TETL 393 92097 18T 1
5 r T 9
pﬁln {' lfﬁt ¥ & tt_?l:!s'-,l'!;: _Jll .E‘I;

3584 1113 192 675 B

f. tablazat. A beagyvazott Dormand-Prince RK-mddszer paraméterei (a nulla elemeket
nem jelaltiik.)

Egy masik, ugyancsak gyakran hasznalt beagyazott Runge-Kutta tipusi modszer a Bogacki-Shampine-modszer,
amelynek Butcher-tablazata a kovetkezo:

L0000
1l an 3
Tle[f[I
1|2 &2 4 ¢
——1—
g 3 g Y
i 111
M 4 3 B

7. tablazat. A bedgyazott Bogacki-Shampine RK-médszer paraméterei.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy nem minden médszernek van beadgyazott modszere. Példaul, a mar ismertetett
RK4-modszernek nincs megfeleld beagyazott modszerparja. (Lasd [19].)

4.2.4. 4.2.4 Az explicit Runge-Kutta tipusi médszerek abszolut stabilitasa

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk az explicit Runge-Kutta tipusu modszerek abszolit stabilitasat, és
megvizsgaljuk azt a kérdést, hogy vannak-e A-stabil explicit Runge-Kutta tipusi modszerek.

Ezért a tovabbiakban az explicit Runge-Kutta tipusu moédszerek viselkedését vizsgaljuk az
w = du, t =10 (486)

tesztegyenleten. A stabilitasi tartomany felirasahoz elsé 1épésben a tesztfeladatra alkalmazott explicit Runge-

Kutta tipusu médszerhez tartozo R(2) gtabilitasi fliggvény meghatarozasa sziikséges.

A (436)-(437) Runge-Kutta tipust modszer t alkalmazva a (486) tesztegyenletre, a korabbi jelléseink
megtartasaval (436) alapjan érvényes az

Y = Yn-1€ + .ll.l_.l'ﬁ._,"kY Un—1€ -4 :..I'iY
dsszefiiggés, ahol = = i . Innen

(I —zA)Y =y, 1€ (48T7)
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Mint koribban szerepelt, megfeleléen kis = (azaz h ) esetén az 1 — A matrix invertalhato, és inverze
eléallithatdo a Neumann-sora segitségével. Tehat

Y =(I-:zA) Iﬂ;,.l,, 1 (488)

Masrészt, a (437) alapjan

Un =Ynr + 0D b AY, =gy +:2b"Y =
i=1

(489)
o1+ 2b (I —2A) ey, = [1 +2b" (I - 2A) €] yn-s.
Tehat a Runge-Kutta tipust modszerek stabilitasi fliggvénye
R(z)=1+:b"(I - A le.
Felirva (1 — 2A) ™" Neumann sorat, érvényes az alabbi dsszefiiggés:
R(2)=14+:b (I+:A+2°A%+. . +..)e=
s ™
1+ zb Z:"'A" e=1+b Z:"'lA" e = _
k=0 k=0 fl*HH

. =
14+b' (Z:’*‘M‘ l){:: 1+> (b A e).
k=1 k=1

Mint megmutattuk, (v.6. (454)) a Runge-Kutta tipusit modszerek ! -ed rendiiségének sziikséges feltétele a

;1 =b A le. k=1.2....p (491)

Ezért egy ¥ -ed rendli Runge-Kutta tipusu modszer stabilitasi fliggvénye a (490) és a (491) alapjan:

P e

1 )
R(z) =14 ;"m Py (bTAN ). (492)

k=1 k=p+l1

Tehat egy tetszbleges, p-ed rendi Runge-Kutta tipusti modszer stabilitasi fiiggvénye (492) alaku. Most tegyiik
fel, hogy a modszeriink s 1épcsés, P -ed rendben pontos explicit Runge-Kutta tipusu modszer! Ekkor

A € R*"" egy szigortian als6 haromszogii matrix, ezért
A¥=0, k=s+1,5+2,...

esetén. Igy az ilyen modszerek stabilitasi fiiggvénye

P L]

1 i
Riz) =143 5+ Y 25 (b'A"e). (493)

k=1 k=p+1
Fontos megjegyezniink, hogy a maximalis rendli explicit Runge-Kutta tipusu modszerek stabilitasi fiiggvényei
p=1.2.3.4 esetén ugyanolyan alaktak, hiszen a = 5 relacid miatt ekkor mindegyik modszerre

F

1
R(z)=1+4 kﬁ‘ p=1,23.4, (494)

F
—
k=1

mivel ebben az esetben (493) jobb oldalan a méasodik szumma eltiinik.
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A stabilitasi fliggvény a (493) alaky eldallitasabol latszik, hogl:|az;explicit Runggnkifty :tipusi-anodszer

stabilitasi fliggvénye egy legfeljebb -ed foku polinom. Ezért C esetén a , ezért
ebben az esetben a stabilitasi tartomany nem tartalmazhatja a teljes félsikot. Igy érvényes a kovetkezd
allitas.

4.2.21. Tétel Az explicit Runge-Kutta tipust moédszerek nem A-stabilak.

Az explicit Runge-Kutta tipust modszerekrél tovabbi részletek megtalalhatoak a
http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/RungeKuttaMod.html

linken.

Az explicit Runge-Kutta tipusa modszer abszolit stabilitas i tartomanya a ? = 1 és P = 2 rendre a 4 abran
lathato.

4. abra. Az ERKI1 és ERK2 explicit Runge-Kutta tipusi moédszer abszohit stabilitasi
tartomanya.
Az abrabol lathato, hogy a magasabb rendli modszer abszolt stabilitas i tartomany b&vebb. Novelve P értékét,

az abszolut stabilitas i tartomany tovabb novekszik. Az explicit Runge-Kutta tipusu modszer abszolut stabilitas i
tartomanya a P = 1,2,3,4 rendekre Osszefoglaléan az 5 abran lathato.
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4

4.3. 4.3 Az implicit Runge-Kutta tipusu moédszerek

A 4221 tételben kimondtuk, hogy az explicit Runge-Kutta tipusi modszerek nem A-stabilak. Ez a tény az
alkalmazhatosagukat erGsen bekorlatozza, kiilondosen merev feladatok megoldasa esetén. Ezért célszerii az
implicit médszerek vizsgalata.

Vegyiik észre, hogy altalanosan a Runge-Kutta tipusti modszerek a kovetkez6 modon definialhatok. Legyen
A € R*"" egy tetszbleges matrix, b € E* egy adott vektor, és ¢ = Ae. Egy tetsz6leges Runge-Kutta tipusii
modszert ekkor az ezen elemekkel definialt Butcher-tdblazattal adhatunk meg. Az olyan modszereket,
amelyekre A nem szigortan als6 haromszogli matrix, implicit Runge-Kutta tipusi moédszernek (IRK)
nevezziik. Amikor A als6 (de nem szigortian als6) haromszdg{i métrix, akkor a modszert diagonalisan implicit
Runge-Kutta tipusi modszernek (DIRK) nevezziik. A DIRK esetén a ki (vagy Y; ) értékének kiszamolasa, az
explicit Runge-Kutta tipusi modszerektdl eltéréen, egy (altalaban nemlinearis) egyenlet megoldasat, mig az
implicit Runge-Kutta tipusi moédszer esetén egy 1 ismeretlenes (altalaban nemlinearis) egyenletrendszer
megoldasat igényli. Ez a modszer alkalmazasat bonyolultabba teszi, viszont az ilyen tipusi modszerek altalaban
jobb stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkeznek.

Mint majd megmutatjuk, az implicit Runge-Kutta tipusi modszerek fontosak és a gyakorlatban hasznalatosak,
elsésorban a parcialis differencialegyenletek numerikus megoldasa soran. Ennek alapvetden két oka van:

« altaldban jo stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkeznek,
* ugyanolyan lépcsdszam mellett magasabb rendben pontosak.

Az explicit Runge-Kutta tipusit modszerekkel osszehasonlitva, ennek természetesen "ara" van, nevezetesen a
nagyobb szamitasi munka.

Ebben a szakaszban ismertetiink tobb nevezetes implicit Runge-Kutta tipustt moédszert, megadva a médszer
Butcher-tablazatat, és megvizsgalva, hogy milyen numerikus algoritmus tartozik az adott tablazathoz.

4.3.1. 4.3.1 Bevezetés az implicit Runge-Kutta tipusti médszerekbe
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Egy implicit Runge-Kutta tipustt modszerek altalanos egylépéses modszer, mint altalanos egylépéses modszer a
(465) szerint a kovetkez6 alakban adhatd meg:

Yn = In 1+ h'I:'”.'._uf” 1+ Hn l~."fr|':|- rl”‘_”

ahol 9 a numerikus modszert meghatarozd adott fiiggvény,. Mint latni fogjuk, a 9 fiiggvény meghatarozasa az
implicit Runge-Kutta tipust modszerek esetén mar joval Osszetettebb feladat, mint az explicit modszerek
esetében volt.

Tekintslink néhany példat!

4.3.1. Példa Hatarozzuk meg a
(4K )

Butcher-tablazati modszerhez tartozo P fiiggvényt!

A (496) egy egylépcsds Runge-Kutta tipusii modszert hataroz meg. Részletesen kiirva a kovetkez6t jelenti:

k (tacy + e, yuy + Rk .
1= fltn-1+ Ry yo-a + by (497)
Un = W1 + hk;.

Tehat algoritmikus realizalasa kovetkezot jelenti: els6 1épésben megoldjuk a k1 ismeretlenre az elsd
egyenletet”, majd a megoldast behelyettesitjiik a masodik képletbe. Hatdrozzuk meg a mddszer 9 fiiggvényét!

Mivel a masodik képletbdl hbky = Yo — Yna , ezt Dbehelyettesitve az els6 egyenletbe
k1= fltn-1+hyn1 + (U — Yn-1)) = fltar + hoyn) Ezért, ismét a masodik Osszefiiggésbol,

Un = Yot + hf{tns + hoyn) azaz et Y1, 0n) = ftu1 + hoya) | igy a (496) Butcher-tablazatt
moédszer az jol ismert és mar targyalt implicit Euler-modszert eredményezi. (Igy ez a modszer elsérendi.)

4.3.2. Példa Hatarozzuk meg a
0.5 0.
199 (498)
Butcher-tablazati modszerhez tartozo P fiiggvényt!

Ez szintén egy egylépcsés diagonalisan implicit Runge-Kutta tipusi modszer, amely a kovetkez6t jelenti:

by = flta1 +0.50, y.-1 + 0.50hk)

(499)
U = Yn—1 + Nk,

Hatirozzuk meg ennek a modszernek is a ¢ fliggvényét! A masodik képletbdl by = Yo — Y1 |
Behelyettesitve az elso egyenletbe

.I.']_ — j-{f“ 1 { {}.:}.h.!;u 1 ' “.:i[.u“ - H” ]:|:| — j-{f“ 1 { []-';-E'-h1[}-5|:.t.lrll: 1 } .'U-'I:I:I
Tehat P2y tn1,Un-1,0n) = Fltn-1 4 0.5k, 0.5(yn-1 + Un)) ¢ a megfeleld egylépéses modszer

o = Y1+ 0f(tag + 0500501 + 1)) (500

alaka. A (500) diagonalisan implicit Runge-Kutta tipustt modszert implicit kozépponti szabalynak nevezziik. A
mobdszer rendjét a

o =ultsy) —wl(ta_1) — hf(ta1 + 050 0.5(u(ta 1)+ ult.)))

A megoldashoz valamely, mar korabban ismertetett iteracios modszert (tipikusan a Newton-féle iteraciot) alkalmazzuk.

110
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei
kifejezés nagysagrendjének meghatarozasaval nyerjiik. A szokésos sorbafejtéssel a kovetkezoket kapjuk. Az
elso kifejezés sorbafejtésével

h® .
u(tn) = u(tn-1) = h'(tar) + 5u"(Eas) 4 O(h*).

Masrészt

Flta1 + 050 0.5(ulta ) + ults)))

fltno1 + 0.5k, u(t, 1) + 0.5hu(t,_,) + C’{hg}] = flt_q.ult,_1))4
0.5k f(ty—y.ul(ty_y)) + 0500 (t, -y )3 f(tny,ult, 1)) + O(h*) =
f[i‘" I'”[P‘rl I-|l|+

f . -
._:['r-j]frru ]"'”[:H J}j'.lrl:.lrrl l"l'r{rrl l'l"“‘il_:f[f” I'”['frl :I”l" f][h"_:l

Behelyettesitve ezeket az értékeket Un kifejezésébe, és figyelembe véve (222) masodik osszefiiggését, azaz az

u'(t) = f(tult)) + dfit,ult) (t) = flt, ult)) + daf(t, ult)) (L, u(t))

képletet, a In = O(h?) nagysagrendet kapjuk. Tehat az implicit kozépponti szabaly masodrendii.

4.3.3. Példa Hatarozzuk meg a

olo o
1| 0.5 0.5 (501)
(0.5 0.5

Butcher-tiblazati modszerhez tartozo 9 fliggvényt!

Ez egy kétlépcsds implicit Runge-Kutta tipusti modszer, amely a kovetkezot jelenti:

|i|'j = _||r|:_fr| 1s Un ].r
rl!l'z = f':.frl 1+ .FJ._.'_,I'" 17 ”r"d'] L ”'J'g"_’:l [']“2}
Un = Yn1 + 0.5hk; + 0.5hk,.

A harmadik képletbdl 0.5 (k1 +k2) = Un — Y1 Bzt és az elsd Osszefiiggést behelyettesitve a masodik
egyenletbe, a ke = f(tn-1+hyn1+ (U — Yn-1)) = fltn1 + h,yn) Osszefiiggést kapjuk. Tehat ezt a ks
értéket, illetve az els6 Osszefliggésbeli ki értéket behelyettesitve a harmadik  egyenletbe,

(b tosynrsyn) = 05[f (Fuors ) + ftnor + hoyn)] | Ezért a (501) Butcher-tablizat az implicit
trapéz-modszert jelenti, amely masodrendii modszer.

A 498 példa azt mutatja, hogy az implicit Runge-Kutta tipusut modszerek esetén a pontossag rendszama ()
meghaladhatja a 1épcs6k szamat (s ), hiszen (498) egy masodrendben pontos, egylépcsés mddszert definial.

Miel6tt attériink az implicit Runge-Kutta tipusi modszerek vizsgélatira, egy rovid Osszefoglalot adunk a
sziikséges és felhasznalt matematikai hattérrol.

El6szor az interpolacios formulakon alapuld numerikus integral6 képletek alapjait ismertetjiik.

b
Legyen 9(t) egy adott, az [a. b] intervallumon értelmezett, megfelelen sima fiiggvény. Célunk az . g(t)dt
integral kozelits értékének kiszamolasa. Legyenck t1:f2.-- - ts az [@.b] intervallim s -darab, kiilonbsz6
pontjai. (Mindig feltessziik, hogy indexelésiik ndvekvé sorrendl, azaz @ =t <ty <...<t,=b ) A
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(te), k=1.2,....s pontokat integraciés alappontoknak nevezziik. Ekkor az alappontokra fektetett
Lagrange-féle interpolacids polinom*

] i %
glt) = gn(t) = Y _alt;)L;(t),
=1

ahol Li(f) a Lagrange-féle approximacios polinom, amelynek alakja

t —t,
Li(t) = H —

- 1
1<i<s 7
177

Ekkor 9n egy § — 1-ed fokii polinom (jelslésben: 95 € Pa-1) ¢s 9 € Pact esetén 9 = 9, hiszenaz s — 1
-ed rendl polinomokra az approximacid pontos.

oo fhr (t)dt == fﬁr (t)dt .
A numerikus integralo képletet az Ja VWG = J GRAEIOE Ks76]itésbol allitjuk eld. Ekkor tehat

L)

.Il |I| .Il -
[ gl t)dt :‘:/ qp )t :/. Z_:;{flllf.llir] dt,

1=1

Igy a kozelités

b
f g(t)dt = Z w;g(t;) (503)

b
w; = ] L;(t)dt
alakq, ahol a . Megjegyezziik, hogy az alappontok optimalis megvalasztasaval (az in. Gauss-
féle alappontokkal) a numerikus interpolacios kvadraturaformula rendje névelhetd.

A Lagrange-féle approximacié tehat olyan fiiggvénykozelit6 eljaras, amikor egy s szamu pontban ismert
figgvényre fektetiink olyan polinomot, amely atmegy ezeken az adott pontokon. Egy masik feladat, amikor
egyetlen adott pontban, az F=0,1,.8 = 1 gerjvalasi rendig bezardlag adott értékekre illeszkedd polinomot
hatarozunk meg. Ez az un. Taylor-féle interpolacio. (Mindkét megkozelitést magaba foglalja a Hermite-féle
interpolacio.)

Foglalkozzunk a fliggvénykozelités egy masik modszerével, az Gin. Padé-tipusu approximacioval.® Ez a Taylor-

modszer természetes altalanositdsa: egy adott qlz) megfeleléen sima fiiggvényhez olyan racionalis
tortfliggvényt keresiink, amely egy adott pontban (altaladban a z = () pontban) maximalis rendben illeszkedik a
figgvényhez.® Tehat az approximaciot

Pz
glz) = Ry mlz) = UL_ i (D0d)
mlz)
alakban keressiik, ahol f &> @m valamely k - illetve m -ed foka polinomok, és az egyértelmiiség miatt

feltessziik, hogy QO)=1 (Az Biem approximacios fliggvény ezen alakja nyilvan Aaltalanositdsa a

B0 = Fi. € Pi polinom alaku a kozelités.) Mivel

polinomoknak, hiszen a Qm(z) =1 megvalasztas esetén
feltételeink mellett az [tk.m (%) racionalis tortfiiggvénynek k+m +1 szabad paramétere van, ezért az elérhetd

maximalisrend P =&+ Ezta

“Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) (aki Giuseppe Luigi Lagrancia néven sziiletett), olasz - francia matematikus és csillagasz. Kiemelked6
tudoményos munkassaga a matematikai analizis szinte valamennyi 4gahoz, tovabba a szadmelmélethez, a klasszikus és az égi mechanikahoz
kapcsolodik.

“Henri Eugene Padé (1863-1953) francia matematikus, aki elsddlegesen a racionalis fiiggvénykozelités teriiletén ért el eredményeket.
*Megjegyezziik, hogy a raciondlis approximaci6 otlete Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) kiemelked6 német matematikustol ered.

112
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

g"0) =R (0), 1=0,1,....p (505)

feltétel biztositja.

Térjiink 4t egy altalanos alakt operatoregyenlet lehetséges megoldasara, ezen beliil a kollokdciés médszer rovid
bevezetésére. Legyenek LB X =Y aqott operatorok, ahol B linearis. Keressiik az adott 9 € Y mellett
azlu=yg olyan megoldasat, amelyre Hu = (). (Ez utobbi édltalaban valamilyen peremfeltételt jelent.) Tehat a

megoldast valamely C C X vektor-altéren keressiik, amelynek elemei az = € £ fiiggetlen valtozotol, illetve
m darab paramétertdl fiiggnek, és kielégitik a peremfeltételt, azaz

C={weX: w=wlrp.p,..., Pm), Sw =0}
W = ZM‘ wlx)
Tipikusan a i elem k=1 alaku, ahol k() egy bazis C -ben.

Célunk, hogy valamilyen elv alapjan a paraméterck jo megvalasztasaval egy jo kozelitd megoldasat adjuk az
eredeti operatoregyenletnek. Ezt altalaban az

Elr:pi,po.. .. .pm) = (Lw)(z;m.po. ..., ) — gla)

kifejezés kicsivé tételével szoktuk meghatarozni.

Tobb modon is megvalaszthatjuk az "optimalis" paramétereket. A kollokaciés modszer Iényege, hogy rogzitiink
m. darab pontot, és megkoveteljiik, hogy ezekben a pontokban £ legyen nulla, azaz teljesiiljon az

Elripm,...., Pm)=10, 1 1.2,.... i
feltétel, ahol az ¥i pontok az un. kollokaciés alappontok.

4.3.4. Megjegyzés Altalaban az m darab pontra kitiizott kollokacié esetén w egy 7 — 1 -ed fokd polinom,
azaz

WL Py Pay ey o) = Z;:k.r“‘ !

Ekkor a cél a polinom egyiitthatbinak megfeleld megvalasztasa. Vegyilik észre, hogy a Lagrange-féle
interpolacio értelmezhetd kollokacios modszerként is, az L = identitas megvalasztassal.

Léteznek mas modszerek is a Pk paraméterek meghatarozasara. Példaul bevezethetjiik a

“dc

(‘r[plw”_’ """ ||l':'rr|I = [lr‘:[';-;:.”l'fil_' """ J".'-'.':I
Ji

fiiggvényt, és azt minimalizaljuk az m darab valtozojaban. (Ez az un. legkisebb négyzetek moddszere.) Egy
masik otlet a Galjorkin-mddszer, amikor a paramétereket az

/ Ell:m.pe... .. Pl (OdC =0, i=1,2,..., m

feltételb6l hatarozzuk meg, ahol {1a(C)} valamely jo tulajdonsagu fiiggvényrendszer. (Példaul,

i (C) = wilC) )

4.3.2. 4.3.2 A kollokaciés médszeren alapulé implicit Runge-Kutta tipusu
modszerek
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Legyen (f) az
u' = f(t,u) (H0G)
egyenlet megoldas, azaz az
u'(t) = flt.ult)) (507)

egyenléséget kielégitd fliggvény. A (507) tulajdonsag felirhatdé az alabbi operatoros alakban: jeldlje
L:C'— ¢ az (Lw)(t) =w'(t) — f(t.w(t)) operatort. Az egylépéses numerikus modszerek megadasa azt

jelenti, hogy megadjuk azt az algoritmust, amely szerint a £ = tn-1 pontbeli ¥n-1 kozelitésbél a t = ta
pontbeli ¥ kozelités meghatarozhato.

Ezt az algoritmust a kollokaciés modszer segitségével adjuk meg.

Legyenek tn-1 <t <ta < ... <t, <t g [fu-1.ta] intervallumon definialt s darab pont. Keressiik az

ezen pontokra felépitett kollokacids modszerrel az olyan w(t) € Ps s ed foka polinomot, amelyre
wltn-1) = Yn-1. (=)
Tovabba a kollokacioés modszer alapjan
(Lu)(t;) = w'{t;) — (Lw)(t;) =0, i=1,2,...,: 8, (209)
Tehat feladatunk olyan w(t) € Py meghatarozasa, amelyre
o Wtho1) = Yn 1:

« w(t) = flthwlt), i=12..., s (Vegyiik észre, hogy a. és b. 8 + 1 feltételt jelent az ¢ + 1 szabad
paraméterrel rendelkez6 ismeretlen s -ed foku polinomra, azaz egyértelmilen meghatarozhat6 a 1w polinom.)

* Meghatarozva a 1w polinomot, legyen

UYn = Wty ). (2 10)
A kollokacios alappontok felirhatok
L=taatah, t=1.2,....5. h=1, — a1 (511)
alakban, ahol 0 < 1 < o <+ < ey < 1,
Jelolje
i - ar"’{l’,], i 1,2.....5. (512)

Mivel w'(t) egy € — 1 -ed foku polinom, ezért az s darab kollokacids alappontra felépitett Lagrange-
interpolécidja pontosan eléallitja, azaz

w'(t) =Y K;Lj(t), (513)
=1

ahol
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— =t
L-{sz” .
J

k=1 :J_'f‘-

k#j

Integraljuk a (513) egyenlOséget a [tn-1. %] intervallumon! Ekkor

fr t)dt = Zh f (£)dt.
f_:._1 :|_|_

A

u.l:.'ri::l - nlt,fn J.:I = Zfﬁj;\.‘).

i=1

azaz

ahol

¢ ¢
L] L] f
iij = f Lj[f}lfﬂ = f
, - 1:[ t; —ri

Innena t = tn-1+ Th transzformacioval és a (511) jeloléssel

@ij = f H (tnoy + 7h) — (b “h]. hdr = ha;;.

0 k=1 [f.u | + f'j.l’r} - [f“ 1 + (.A.'I‘J

k#j

ahol

T—Ck :
“”__[ HrJ—r-k :!‘r—ﬁ L;(T)dr.

Ezért a (508) figyelembevételével a (515) és a (516) dsszefliggések alapjan

w(t;) = yp_1 hzﬁuf-\:‘l

i=1

ahol % értékét (517) alapjan hatirozhatjuk meg.

Integraljuk most a (513) egyenlGséget a [t-1.%a] intervallumon! Ekkor

} Mt)dt = ; K, ) L.(t)dt.
_[ w () Zﬁ.f (t)e

n=1 i=1 Ena

azaz

wit,) —w(t,_y) —!rz-‘;h

ahol

(514)

(515)

(516)

(517)

(519)

(520)
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A

1 1
T = Ci
b = / || dr = [ Li{r)dr. (D21)
Ji : Ji

C; =
=1 1 i
k#j

Ezért, figyelembe véve a 512 jeldlést és a (518) dsszefiiggést, érvényes a

A

K, =w'(t;)= f(t;.,w(t;)) = f(t;. Vp-1 !:Zn,_, K;) (522)

i=1

egyenléség. Masrészt, (520), (508) és (510) alapjan
Un = UPn-1 h X hl j{l - [':'2‘;}
=1

Vegyiik észre, hogy (522) és (523) éppen egy implicit Runge-Kutta tipusi modszert definial.

4.3.5. Példa Hatarozzuk meg a 0. 1] intervallumon (tehat h = 1 esetén) azt a implicit Runge-Kutta tipust
modszert, amelyet a kollokaciés modszerrel, az intervallum két végpontjanak alappontként valé alkalmazasaval
kapunk!

Példankban s = 2, t1 =0 ¢sto =1, azaz c1 =0 ¢s c2 =1, Ezert Lalt) =1 -1 Lo(t) =1  Mindezek
alapjan az implicit Runge-Kutta tipusi moédszer paraméterei a kdvetkezok.

0 )
fyy / Lymldr=10, a2 f Lalmidr =10,
L1 L]
1 1
e / Limidr =0.5, an / Lo(r)dr = 0.5, (924)
1) 1)
1 1
Iy / Lyfrydr =0.5, by / La(r)dr =0.5.
o1 S0

Igy a megfelel$ implicit Runge-Kutta tipusi modszer Butcher-tablazata

o0 0
1|05 0.5 (925)
0.5 0.5

alaku, tehat a generalt modszer a 501 példaban mar targyalt implicit trapéz modszert jelenti.

Az implicit Runge-Kutta tipusit modszerek kollokaciés modszerként valo elballitasa lehet6séget ad a modszer
hibabecslésére is. Ugyanis a modszer lokalis csonkolasi hibaja az egy 1épésnél (a tn-1 pontbol a f» pontba a
numerikus integralé formula hibjaval egyenld. Mint ismeretes (1d. pl. [S]) az s alappontos kvadrataraformula
akkor és csak akkor pontos minden legfeljebb & — 1 -edfokti polinomra, ha interpolacids kvadrataraformula.
Mivel a derivaltfiiggvényre alkalmazzuk kvadratirat, ezért s pont esetén a lokalis csonkolasi hiba rendje a
fliggvényre O(h* l), azaz az implicit Runge-Kutta tipusi modszer pontossiga tetszbleges alappontok esetén
=8 Ugyanakkor specialis alappontmegvalasztassal a rend novelhetd! Példaul, ha alappontként a Gauss-féle
pontokat valasztjuk, akkor ¥ = 25 rend érhet§ el. Mivel ennél magasabb kvadratira nem adhat6 meg, a
p=2s pontossagii mdodszerek a legmagasabb rendiiek, ezért az ilyen modszereket maximalis rendi implicit
Runge-Kutta tipusit modszereknek nevezziik.*

A kollokécios alappontok specidlis megvalasztdsaval elért magasabb rendii implicit Runge-Kutta tipusu
moddszerek koziil ismertetiink néhanyat.

1Az irodalomban az ilyen modszereket S -1épcsés Gauss-Legendre-modszernek is szokas nevezni.
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A Radau-modszer olyan alagppoftmegvilasztdsi modszer, amikor az intgrvallim-egyik végpontja hozzatartozik
az alappontokhoz. (Tehat vagy .) A modszer pontossaga 2

4.3.6. Példa Az implicit Euler-mddszer egylépcs6s Radau-modszer.
Ez kdnnyen lathatd, hiszen a jobb oldali végpont kollokacids alappont.

4.3.7. Példa Legyen a modszer Butcher-tablazata a kovetkez6:

3

o

L

e i
s s

Nyilvanvaloan ez az implicit Runge-Kutta tipusit médszer szintén Radau-modszer: ebben az esetben is a jobb
oldali végpont szerepel az alappontok kozétt. Erre a modszerre s = 2 és P = 3. (A rend a Runge-Kutta tipusa
modszerek rendjének mar ismertetett (455) feltételeibdl kdzvetleniil ellendrizhetd.)

A Lobatto-mddszer olyan alappont-megvalasztasi modszer, amikor az intervallum mindkét végpontja
hozzatartozik az alappontokhoz. (Tehat €1 = 0 ¢és ¢s = 1) A médszer pontossaga P = 2s — 2

Megjegyezziik, hogy a (525) Butcher-tablazata implicit trapéz szabaly Lobatto-modszer, amelyre P = 5 = =,
4.3.8. Példa Az alabbi Butcher-tablazati implicit Runge-Kutta tipusu modszer egy jol ismert Lobatto-modszer:

0

[ I
1
2 (527)

o 3 =
1
T =Rl B
e B gt | =
i

-

Erre a moédszerre s = 3 és P =4,

A legnagyobb pontossagot az eredményezi, amikor alappontként a Gauss-féle alappontokat valasztjuk. Azt igy

nyert modszert Gauss-Legendremoddszernek nevezziik. Ezek pontossaga P = 25 A kozépponti szabaly mellett
az alabbi modszer elterjedt.

4.3.9. Példa Tekintsiik az alabbi Butcher-tablazat implicit Runge-Kutta tipusi modszert:

2 2
Ez egy Gauss-Legendre-tipust modszer, amelyre s = 2 és P = 4.
Ezen pont befejezéseként térjiink vissza a Runge-Kutta tipusi modszerek rendjének vizsgalatihoz merev
feladatok esetén. Mint belattuk, egy numerikus modszer ¥ -ed rendiisége azt jelenti, hogy megfeleléen kis
lépéskdz (h ) esetén a globalis hiba h” rendfien, azaz, ha fi a differencialegyenlet idéskdldjahoz képest

megfelelden kicsi, akkor a hiba const-/1¥ alaku.

4.3.10. Példa Tekintsiik az
w'(t) = Mu(t) — g(t)), te(0,1] (529)

feladatot, ahol A egy kiils6 paramétertdl fliggd mennyiség (pl. a térbeli diszkretizaciotol fliigg), és

2Az irodalomban szokasos a modszerekre a Radau A és Radau ITA megkiilonboztetés is: az elsé esetben a bal oldali végpont, a masodik
esetben pedig a jobb oldali végpont tartozik az alappontokhoz.

“Megjegyezziik, ha az = ™* b és € értékeire néhany tovabbi specialis feltételt is kikotiink, akkor szokasos Lobatto IIIA, ITIB és IIIC tipust
. A 1o s ; e ) = ‘)-‘i — 2
médszerekrél is beszélni. Ezek pontossaga szintén | = =,
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1
0 < < h 1. (530}
Re A l

Azt is lattuk, hogy a kollokacids implicit Runge-Kutta tipusi modszerek hibajanak rendjét két tényezd hatarozza
meg:

» kvadratura alkalmazasa a differencialegyenlet kiintegralasara.

Példaul, tekintsiik a szokasos 1’ = cu tesztfeladatot, ahol ¢ egy adott allandé. Ekkor a differencialegyenlet
[tn-1. tn] intervallumon valé szokasos integralasa utan az

tn
w(ty) — wltn_1) e'/ wld)elt
of by —1

egyenldséget kapjuk. Ha a nulladrendii ult) ~ ults-1) interpolaciot alkalmazzuk, majd utana az interpoldcios
kvadratiraformulat, akkor az elsérendii explicit Euler-modszert kapjuk.

Amint ez a példa is mutatja (de a numerikus integralas elméletébdl is ismeretes), a kvadratirak alkalmazasa egy
renddel noveli az approximacio rendjét. Ha visszatériink a (529) feladatra, és azt atirjuk az

iu’r_u = u(t) — g(t), te€(0,1] (531)

alakra, akkor a (530) relacio6 alapjan lathat6, hogy (531) bal oldala gyakorlatilag eltiinik. Ezért a (531) feladat
tulajdonképpen az

u—g(t)=0, te(0.1) (532)
feladat megoldasat jelenti. Ez viszont a szokasos interpolacios feladathoz vezet, és igy elmarad a numerikus
integralasi rész. Mindez azt jelenti, hogy az ilyen feladatokra a Runge-Kutta tipust médszerek rendje nem az

elmélet szerinti rendet, hanem annal kozelitdleg egyel kisebb rendet eredményez csak. Ezt a jelenséget a
szakirodalomban rendcsdkkenésnek szokasos nevezni.

4.3.3. 4.3.3 Egylépéses modszerek a tesztfeladaton

Az eddigiekben tobb numerikus modszert ismertettiink, amelyek a pontossagukban (rendjiikben), illetve a
megoldas kiszamitasanak modjaban (explicit/implicit) kiilonboztek egymastél. Ebben a részben egy
modellfeladatra alkalmazva a modszereinket Gjabb tulajdonsagokat allapitunk meg.

Oldjuk meg rogzitett A < () mellett az
u' = hu, u(0)=1 (533)

un. tesztfeladatot a [”.- 1] intervallumon az explicit és implicit Euler-mddszerekkel! (A (533) feladat pontos
megoldasa U(t) = eXp(AL) ) g tablazat tartalmazza eredményeinket.
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A=—0 A= —99 A= —999
h | EE IE | EE | IE | EE | IE
0.1 | 3.07e-01 | 1.20e-01 | 3.12e4+09 | 9.17e-02 | 8.95¢+19 | 9.93e-03
0.01 1.72¢-02 | 1.60e-02 | 3.62¢-01 | 1.31e-01 | 2.38¢+95 | 9.09¢-02
0001 | 1.71e-03 | 1.60e-03 | 1.90e-02 | 1.75e-02 | 3.67e-01 | 1.32¢-01
0.0001 | 1.66e-04 | 1.65e-04 | 1.78¢-03 | 1.68¢-03 | 1.92¢-02 | 1.76e-02
0.00001 | 1.66e-05 | 1.66e-05 | 1.82¢-04 | 1.18-04 | 1.83¢-03 | 1.83¢-03

8. tablazat. A kilonbozd A ortckekkel kitizott tesztfeladat numerikus megoldasanak
hibdja maximumnormaban

Figyeljik meg, hogy A = —Y mellett mindkét médszer az elméletnek megfelelé modon viselkedik (azaz
mindegyik /i érték mellett a hiba els6rend(i). Ugyanakkor a A = —99 és a A = —999 esetekben ez mar nem
igy van: a kezdeti h megvalasztasok mellett az explicit Euler-modszer nem kozeliti a megoldast, az implicit
Euler-médszer viszont jo kozelitést ad. A i paraméter tovabbi csokkentésével viszont mar mindkét médszer az
elméletnek megfelelden viselkedik.** Mindebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy ezekre a feladatokra az implicit
Euler-médszer i megvalasztasatol fiiggetleniil mindig jol viselkedik, az explicit Euler-mddszer viszont csak

valamely ho = 0 melletti < ho feltétel mellett alkalmazhato. Ez utdbbi viszont problémat jelent: ha a negativ

A értékét tovabb csokkentjiik, akkor mar csak olyan kis hy ¢rtékek mellett mitkédik az explicit Euler-modszer,
amelynél

1. fo kézel van a gépi epszilonhoz, ezért a szamitogépes realizalas eleve nem lehetséges,

2. ha ho nagyobb ugyan a gépi epszilonnal, de nagyon kicsi, akkor egy rogzitett t* id6rétegen vald Yrs

kozelités meghatdrozasahoz rendkiviil sok 1épés (Th+ &~ a'-“;’r"’-ﬂ') végrehajtasa sziikséges. Ez egyrészt a
szamitasok idejének megndvekedését, masrészt pedig a szamitasok soran fellépd hibak felhalmozodasanak a
lehet6ségét eredményezi.

A jelenség oka a kdvetkezd. A (533) tesztfeladat megoldasa az explicit Euler-médszerrel az
yis1 =1+ hA)y;,, 1=0,1,..., yo =1,

az implicit Euler-médszerrel pedig az

1

= Ui i=0.1..... _"_RZI.
1 —hA )

Hivd

egylépéses iteraciokat jelenti. Egységesen felirva, az egylépéses modszereknek a tesztfeladatra torténd
alkalmazasa egy

i1 = SN )y (H34)

iteraciot jelent, ahol R(hA) 2z alkalmazott numerikus modszer altal meghatarozott fliggvény. Mivel a
tesztfeladat “(f) = exp(At) megoldasara

ultis1) = explhX)ult;), (535)

ezért az alkalmazott médszert az jellemzi, hogy az 111%) fiiggvény milyen jol kézeliti az ©XP(%) fiiggvényt.®

%Magyarazatra szorul, hogy a tablazat ezen két oszlopaban h csokkentése esetén miért novekszik a hiba bizonyos helyeken? Ennek
magyardzata, hogy a hibat a maximumnormaban mérjiik a rdcshal6 pontjaiban, ezért It csokkentésével uj racspontok keriilnek be. Ezekben
a pontokban a durvabb racshalon nem mértiik a hibat, viszont a finomabban igen. Igy, ha a megoldas nagyon meredek (azaz a derivalt értéke
nagy), akkor el6fordul, hogy ezekben az ijonnan hozzavett pontokban még kisebb h esetén is nagyobb a hiba, mint a nagyobb It melletti
pontok barmelyikében.

SEmlékeztetiink ra, hogy az el6z6 3 fejezetben ezt I "-[:: ) egyvaltozos fliggvényt a numerikus modszer stabilitasi fliggvényének neveztiik,
és néhany egyszeriibb egylépéses modszerre részletesen megvizsgaltuk.
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4.3.11. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy az exp(z) — H(2) eltérés a numerikus modszer képlethibajat jellemzi
a tesztfeladaton! Ugyanis a képlethiba (278) definicidja, a (534) és a (535) osszefliggések alapjan

gilh) = w(tiey) — RN )ult;) = (exp(hX) — R{RA) Juld;).

Mivel az "{!) megoldés korlatos, ezért a konzisztencia rendje meghatérozhaté az (exp(hA) — R(hA))
rendjével, azaz P -ed rendli konzisztencia esetén exp(hA) — R(hA) = O(h""') | Mivel az explicit Euler-
moédszer esetén HlEe(z) =1+ 2 , az implicit Euler-modszer esetén Rig(z) = 1/(1 - 3), a trapéz-modszer
esetén pedig flon(z) = (1+2/2)/(1 = 2/2)  ez¢rt konnyen ellendrizhetéen ©XP(2) — Rgg(z) = O(h?)
exp(z) — Rip(z) = O(h?) ,expl(z) — Ron(z) = O("’-x], amely természetesen Osszhangban &ll az ezen
modszerek rendjére vonatkozo korabbi megallapitasainkkal.

A tesztfeladaton tetszéleges A <= U esetén a megoldas korlatos. Ezért nyilvanvaléan csak azok a numerikus
megoldasok tudjak a pontos megoldast approximalni, amelyekre az eléallitott numerikus megoldés szintén
korlatos, azaz a (534) modszerben az

|[R{AA) <1 (536
feltétel teljesiil. Mivel valos A esetén
|[Ree(hA)| <1 < h<2/(-A), (537)

ezért az explicit Euler-modszerre a mar emlitett h < hg feltstelben o = 2/(=A) . Ugyanakkor az implicit
Euler-modszer esetén

[FRrelhX)] <1 minden h > 0 [(D3R8)

esetén. A (537) és a (538) Osszefiiggések magyarazatot adnak arra, hogy a 8 tablazatban miért viselkednek
ennyire eltéréen az explicit és implicit Euler-modszerek bizonyos /i értékek esetén.

Fontos megjegyezniink, hogy valamely numerikus modszer konvergencidja a moédszer i — 0 melletti
viselkedését jellemzi, azaz csak azt garantalja, hogy elegendden kis h esetén a numerikus megoldas kdzel kertil
a pontos megoldashoz. Ugyanakkor nem ad informaciét a megoldasrol valamely rogzitett racshalon. Ezért

kiemelkedden fontosak azok az 1t(%) stabilitasi fliggvénnyel rendelkezé numerikus modszerek, amelyek
tetszOleges rogzitett racshalon is jol kovetik a pontos megoldast.

4.3.12. DefinicioAzon = € C komplex szamok halmazat, amelyekre az
|[R(z)] =1 (339)

feltétel teljesiil, a numerikus modszer stabilitasi tartomanyanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy numerikus

modszer A-stabil, ha a stabilitisi tartomanya tartalmazza a bal oldali C ={z€C:Rez<0}CC
komplex félsikot.

Az A-stabilitas tehat azt jelenti, hogy minden olyan = = @ + il komplex szamra, amelyre a < (), érvényes az
[1(z) < 1 egyenldtlenség. Konnyen megmutathatd, hogy az implicit Euler-mddszer abszolut stabil. (Az
explicit Euler-médszer nyilvan nem, hiszen, mint lattuk, (539) mar az R~ € €~ halmazon sem igaz.)

4.3.13. Megjegyzés Tekintsiik a trapéz-modszert, amely felirhatd

Un = "r{t'.\'l;."rr"lll:l.r.llrl 1 =

||I ri

| — /2t T g et

|- 1 .:'LH-'_-'! .J' } :'Luh
2

alakban. Mint megmutattuk, a moédszer masodrendii, és konnyen lathato tetszOleges h = 0 esetén minden valos
A< 0 esetén [Hlon(hA)] <1 (Megmutathatd, hogy abszolut stabil is.) Ugyanakkor a tesztfeladaton
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tetsz6leges h =0 mellett mégsem viselkedik jol a mddszer. Ugyanis h=2/{=A)  esetén
Rown(ha) € (—1, m, ezért az ilyen racshalokon az ¥i értékei 1épésenként eldjelet valtanak, azaz bar abszolut

értékben csokkennek, de emellett oszcillalnak is, ami ellentmond a pontos megoldas szigori monoton
csokkenésének.

4.3.4. 4.3.4 Az implicit Runge-Kutta tipusi médszerek abszolut stabilitasa

Ebben a szakaszban megvizsgdljuk az implicit Runge-Kutta tipusi modszerek abszolut stabilitasat.

Megmutatjuk, hogy az explicit Runge-Kutta tipust modszerrekkel ellentétben l1éteznek A-stabil implicit Runge-
Kutta tipusu médszerek, és megadunk néhany ilyen modszert.

Az A-stabilitas vizsgalatahoz hatarozzuk meg a modszerek stabilitasi tartomanyat, azaz vizsgaljuk az implicit
Runge-Kutta tipust modszer viselkedését az

W= Au, t=0 (540)

tesztegyenleten. A stabilitasi tartomany felirasahoz els6 1épésben a tesztfeladatra alkalmazott implicit Runge-

Kutta tipusu médszerhez tartozo R(2) stabilitasi fliggvény meghatarozasa sziikséges.

Emlékeztetiink, hogy amikor a (436)-(437) Runge-Kutta tipusa modszer t alkalmazzuk a (540) tesztegyenletre,
akkor a (436) alapjan, a korabbi jeloléseink megtartasaval érvényes az

Y =ype+ hANY =y, e+ zAY (541)
osszefliggés, ahol = = A . Innen
(I —:A)Y =yp1e (542)

Mint kordbban, most is megfelelden kis z (azaz h ) esetén az I — zA matrix invertalhatd, és inverze
eléallithatd a Neumann-sora segitségével. Tehat

Y =(I-—zA) In;,l,, i (543)

Masrészt, a (437) alapjan

Hn = Wn-=1 f 'Ilfzbl-".ll"}-l — =1 } :tj‘ Y =
i=1 (D44

Yooy +2b (I = zA) ey, , = [I tzb (I —zA) ll:‘-: Y 1-
Tehat az implicit Runge-Kutta tipusi modszer stabilitasi fliggvénye
Riz)=1+:b"(I-:A)"e.
Feladatunk az
S={zeC,|R(z) <1} (545)
stabilitdsi tartomany meghatarozasa.

4.3.14. Tétel Egy tetszOleges implicit Runge-Kutta tipusi mdodszer R(z) stabilitasi fliggvénye felirhato

- Cdet (I—zA+ze-b) (546)
)= T et = 2A) o

alakban.
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Bizonyitas. A (541) 6sszefliggésbdl érvényes az

A

Yi—2Y a¥; =g, i=12...5 (547)

1=l

egyenl6ség. Masrészt, a (544) 6sszefiiggésbol

Yo = 2 3 b;Y; =y (548)
=1
Ekkor (547)-(548) egy linearis algebrai egyenletrendszert jelent az Y1, Y2, ... Yo | ¥n s+ 1 darab

ismeretlenre nézve. Jelolje ¥ € R+ ezen ismeretlenek vektorat! Ekkor az egyenletrendszer felirhato
By =f

métrixos alakban, ahol a rendszer f € I&**! jobb oldala f=y, e alakt, mig a rendszer B € RIsH 14D
egyiitthatomatrixa a kdvetkezd alaku:

1 —zayy, —zaye ... —zay, 0O

—Zlm 1l — zam= ... —zis, )

B = 5 5 I E (549)
— Zil,) —itlay, ... 1—zag 0
:Ir.ll '3'“2 - ;;nrrl, |

Hatarozzuk meg ebbdl a rendszerbél az utolso, Yn ismeretlent a Cramer-szaballyal! Ekkor

det B,
Y, = ———— EE
.ill'l l:ll""t B [ }
ahol
l —zayy =2y ... =20y,  Yn-i
— Zil3 l—zas: ... =202 Un-1
By = : : 5 : N (551)
— a1 —2flgy ... 1 — Zfley Yn-1
,'_;Irj'] F F.J_r “u ':"".\ Mn—1

Kénnyen lathatoan det B értékét az utolsé oszlop szerinti kifejtéssel kozvetleniil meghatarozhatjuk, és ekkor
detB = det(I — zA). (552)

Ezért 990 B grtakenek meghatarozasahoz vonjuk ki az utolso sorat rendre a felette 1évo sorokbol! Ezutan az
utolso oszlop szerinti kifejtéssel mar lathato, hogy

detBy = yn_1det(I —zA —+e-b ' . (553)
A (552) és a (553) Osszefiiggések (550) képletbe valod behelyettesitése a tétel allitasat eredményezi. [QED]

4.3.15. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a szamlaléban 1évo € - b' a két vektor diadikus szorzata, azaz egy
[E*** méreti matrix.

A tételbdl kovetkezik, hogy egy altalanos Runge-Kutta tipusti mddszer stabilitasi fiiggvénye két polinom
hényadosa, azaz Un. racionalis tortfiiggvény. (Ugyanakkor, ha a Runge-Kutta tipustt modszer explicit, akkor A

szigortan alsé haromszogii matrix, ezért 46t B = det(I — zA) =1 3747 ebben az esetben £2(=) polinom. Ez
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természetesen megegyezik az explicit Runge-Kutta tipusi moédszer stabilitasi fliggvényének mar vizsgalt
tulajdonsagaval.

N Ak =
A tesztegyenlet megoldasa u(t) =¢ ru[f]]. Ezért Ultn) = € Multy 1], azaz Witn) = e*ultu-1)  Mivel az

egylépéses modszerekre (igy a Runge-Kutta tipust modszerekre is) Hn = Riz)yn 1, ezért az R(2) stabilitasi
fliggvénynek az £ exponencidlis fiiggvényt kell a megfelel§ médon approximalni. Mint lattuk, az explicit
Runge-Kutta tipusti moédszerek esetén Taylor-tipustl volt ez az approximacio, az implicit Runge-Kutta tipust
modszerekre pedig Padé-tipusii az approximacié. Tehat egy Runge-Kutta tipust moédszer ¥ e-d rendd

pontosségat a (505) feltétellel tudjuk biztositani, ahol (%) = €7 azaz itt a feltétel

2 L
(;;—h) (0O)=1, I=0,1,..., P (554)

crer

4.3.16. P¢lda Adjuk meg az exponencialis fliggvény maximalis rendii L Padé-tipust approximaciojat!

alaku.

Mivel ? = 1 + 1 =2 ¢zért a (554) alapjan a feltétel

3 (1
(:Tl) =1, =012 (2D9)
1

ahol Fi(z) = a0+ @z ¢ Ghlz) =1+hz a7z Rialz) approximacioban szerepld harom ismeretlenre
(555) harom feltételt jelent. Az igy nyert egyenletrendszer megolddsa, mint az konnyen ellendrizhetd, az

— =1/2 & = —1/2 ; ; " oY ,
ap = 1,ar = 1/2 ¢ b1 = —1/2 Tehat a keresett masodrendii Padé-tipusu approximacio

1+
| —

twl=

'HII..] =

Bl

Igy az ehhez tartozé implicit Runge-Kutta tipust modszer az implicit trapéz-modszer.

Kiszamithatok az exponencialis fliggvény maximalis rendii egyéb Riem Padé-tipustt approximacidi is. A

kom = 0,12 esetekre az alabbi fiiggvényeket kapjuk.

Rop 1, Rio=1+ 2z Rap 14+ 2+ 3-:'
1 143 14+ 22+ 32°

Mgy =——, A = .
0,1 1= = 1.1 1 — i 1 _]il: Il_:l_rhl

Jrf[]_g = —:_.. .ﬁ.|_3 ==

. F_, =2t L L.
l—z2+4+ = !__I-_ !_E

Mikor lesznek A-stabilak a megfelelé Runge-Kutta tipustt modszerek?

43.17. Definici6 Egy (%) racionalis tortfiiggvényt A-megengedett fiiggvénynek neveziink, ha minden
2 €T esetén [M(2)] =1,

Tehat azok a Runge-Kutta tipust modszerek lesznek A-stabilak, amelyek R(z) stabilitasi fliggvényei A-
megengedettek. Ezért fontos az alabbi allitds, amely a rendkorlatot jelenti az implicit Runge-Kutta tipusu
modszerekre.

4.3.18. Tétel Legyen Beml2) az exponencialis fliggvény maximalis rendli Padé-tipusu approximacidja. Ekkor
Ri.m(z) pontosan akkor A-megengedett, amikor

m—2<k<m (55T)

123
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

4.3.19. Példa Kozvetlen szamolassal ellendrizhetd, hogy az s = 2 1épcsds Gauss-Legendre-féle implicit Runge-
Kutta tipusu mddszer stabilitasi fliggvénye

142432
Ir:'z 2 1
ilz) —1_

LT =]
||.-| N

z

Tehat erre a modszerre a stabilitasi fliggvény az 122(%) maximalis rendfi Padé-tipusu approximaci6. Mivel
k =1m = 2, ezért a 557 tétel alapjan ez a médszer A-stabil.

Megmutathatok a kovetkezok.

* Egy s-1épcsés Gauss-Legendre-féle implicit Runge-Kutta tipus modszer stabilitisi fliggvénye az
exponencialis fliggvény R.(%2) maximalis rendti Padé-tipusu approximacioja.

* Egy s-1épcsés Radau-féle implicit Runge-Kutta tipusi modszer stabilitdsi fiiggvénye az exponencialis

fiiggvény Ri1.4(%) maximalis rendi Padé-tipusu approximacioja.

* Egy s-lépcsés Lobatto-féle implicit Runge-Kutta tipust mddszer stabilitasi fiiggvénye az exponencialis

figgvény Ri1.4-1(%) maximalis rendti Padé-tipust approximacioja.
Mindez az alébbi allitast jelenti.
4.3.20. Tétel A Gauss-Legendre, a Radau és a Lobatto modszerek egyarant A-stabilak.

Ezzel befejeztiik az egylépéses modszerek vizsgalatat. A kovetkezd részben attériink az egylépéses modszerek
altalanositasara. Mint latni fogjuk, ezek vizsgalata bonyolultabb, és (jjabb matematikai eszkdzok alkalmazasat is
igényli.

5. 5 Tobblépéses mbdszerek

Az eddigiekben az egylépéses modszereket vizsgaltuk, vagyis az olyan numerikus modszereket, amelyekkel a
megoldasfiiggvény valamely racshalo-pontbeli kozelitését az ezen pontot megel6z0 racshalo-pontbeli
kozelitésének segitségével hatarozzuk meg. A tovéabbiakban ezt altalanositjuk. A tobblépéses modszerek soran
az 0j kozelités értékét egynél tobb megel6z6 racspontbeli kdzelitésbdl hatarozzuk meg.

A tovabbiakban feltessziik, hogy ezek szama m (" = 1), Az ilyen médszereket k -lépéses modszereknek
nevezziik. (A korabbi egylépéses modszereink a tobblépéses modszerek specidlis eseteinek tekintheték az
k =1 megvalasztassal.)

Az alabbiakban két egyszer(i példan bemutatjuk, hogy a (219)-(220) Cauchy-feladat megoldasanak a megfeleld
pontok koriili Taylor-sorba fejtésével hogyan szarmaztathatok ilyen tipusi modszerek.

5.0.1. Példa Adjunk példat kétlépéses, implicit modszerre!

Nyilvan

1 [, % N £
Su (£,) + lf.'.f'{li."t I

- (558)

, 4h- ) o
w(t, =) =ult,) — 2hu'(t,) 4 u"(t,) + (k).

w(t, 1) =ult,) — hu'(t,) 4

Ezért
Ju(t,) — dult,1) + wl(tu_a) Ehu’-:.i",, )+ O 2h flt, w(t)) 4 f}{h:i ).

fgy az Jn = J{tn.Un) jeldléssel definidlhaté az
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1
Un Un—1 7

1 2
3 Uz = '?-h'{'“ n=2213.. (559)

3
modszer. Lathatéan a (559) egy kétlépéses implicit médszer, amely méasodrendben konzisztens.
5.0.2. Példa Adjunk példat kétlépéses, explicit modszerre!

El6szor fejtsiik Taylor-sorba a megoldasfiiggvényt, majd annak derivaltfiiggvényét a tn-1 pont koriil. Ekkor

[ i TR
s (tn-1) + O(R7). (560)

W'ty ) =u'(t, 1) — hu"(t,_1) + O(h*).

”[f.u-] =ult, l] t Ih”-"“” 1)+

Mivel a masodik Osszefliggésbol hu(tn 1) = u'(ta-1) — v'(t,2) + OU’-QJ, ezt behelyettesitve az elsé
egyenletbe az

Ii r P K,
u(t,) =wult,_y) + %|.’iu (to1) — w'(t,_2)] + O(h*)
Osszefiiggést nyerjiik. Ez alapjan az
3. 1, . .
Un = Un-1 = h[5 far = 5fa-a], n=2,3, .. (561)

egy kétlépéses explicit modszer, amely masodrendben konzisztens.

5.0.3. Megjegyzés Felhivjuk a figyelmet a Runge-Kutta tipustt modszer ek és tobblépéses modszerek kozotti
alapvet6 kiilonbségre. A Runge-Kutta tipusi modszer ek olyan egylépéses modszerek, amikor a tn-1 pontbeli
kozelitésbdl ugy hatdrozzuk meg a fn pontbeli kozelitést, hogy a két racspont kozott s szamii pontban koztes
értékeket is generalunk. (Ezek altalaban szintén alacsonyabb rendd approximaciok.) A tobblépéses modszerek
viszont csak a racspontbeli értékekkel szamolnak.

A fenti példdink alapjan a £ -1épéses médszerek altalanos alakban is definialhatok.

5.0.4. Definicio Az adott (0, (01, - - . (g o5 1 i egyiitthatok mellett az
gl + 1 n—1 + 00+ Akla—k h |"-|llil_lr.'.' T "-rlJrh 1+... ikfu ‘.'] . (562)
iteraciot, ahol ™ = kk+1,..., linearis, k -1épéses modszernek nevezziik.

A tovdbbiakban mindig feltessziik, hogy 0 #0 , hiszen ebben az esetben lehetséges az ismert

Yn—ksUn—klso oo Un-1 ¢rickekbdl Yn értékének meghatdrozasa. Mivel fn = flta Un) | ezért a (562)

modszer explicit, ha fo = ”, és implicit, amikor fo # 0 Egy lineéris tobblépéses modszer definidlasa az ™

és i paraméterek (JI =0,1,... -"l“) konkrét értékeinek a megadasaval torténik. Példaul, a (559) numerikus
modszer esetén k=2, g =1 01 = —4/3 , 2 = 1;’r3, és Jo= 2;’3, B = ”, B2 =0 Ha két linedris

tobblépéses modszer egyiitthatoi (s, 85) ¢s (05 77) | & l6tezik olyan €7 U 4llands, amely mellett

% =05 vatamint = 7 minden J = 0.1k ¢rigkre, akkor adott kezdeti értékekbdl mindkét
mobdszer ugyanazt az eredményt szolgaltatja. Ezért az ilyen modszereket nem kiilonboztetjiik meg egymastol.

Tehat a lineéris tobblépéses modszereket leird 2(k+1) paraméter koziil egyet érdemes eldre rogziteniink. Ez,
konvenci6 szerint, az 0 paraméter, és a tovabbiakban mindig feltessziik, hogy

ap = 1. (563)

Osszefoglaloan tehat, a linearis k -lépéses modszerek alakja
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S aya; =hY_ Bifais (564)
J=0 =0
ahol cto = 1, &s Yo Y1. - . Yk-1 adottak.

A linearis tobblépéses modszer kapcsan a kdvetkez6 alapvet6 kérdések fogalmazhatok meg.

¥is B

+ Hogyan vélasszuk meg az “i+ ”i paramétereket?

+ Hogyan hatdrozzuk meg az Y0: U1+ -2 Yk-1k darab kezdeti feltételt?

5.1. 5.1 Adams-tipusu modszerek

k

1
E Z Citin—j

A (564) modszer alkalmazésa az u' = f(t.u) feladatra azt jelenti, hogy az =0 kifejezés az u
ko g g )
megoldasfiiggvény derivaltjat, mig ZJ:ﬂ Bifu-j az St ult)) fliggvényt approximalja a £ = » pontban.

A linedris tobblépéses modszerek kozott kiemelkedd szerepet jatszanak azok, amelyek a bal oldalon a derivaltat

a legegyszeri(ibb (Un — tm-1)/h véges differencias approximacioval kozelitjiik, azaz a (562) képletben

g = 1. g —1. oo =y ce =0 (). [S0)

5.1.1. Definici6é Az

k

Un — Un-1 = ;?Z i__l.j.rl i r-:"[“,”

J=0

alakt modszereket F -1épéses Adams-tipusti modszerek nek (vagy réviden Adams-mddszer eknek) nevezziik.

(Példaul a (561) mddszer egy Adams-moddszer.) Az Adams-tipust modszerek nél a Bos By - - P paraméterek

szerepelnek szabad paraméterként. Alapvetd kiilonbség 1étezik a bo=0¢s4 o7 0 megvalasztasi Adams-
modszer kozott: mig az elsd esetben a modszerek explicit, addig a masodik esetben implicit.

A tovéabbiakban megmutatjuk, hogy az Adams-modszer ek hogyan kapcsolodnak a numerikus integralas
elméletéhez. Az  alapétlet, hogy a 9 [—kh, h] — R tipusi  fliggvényt interpolaljuk az
wn={tr=1h. I=—k —k+1.....0.1} racshalo bizonyos pontjaira illeszked8en, majd ezutan az
interpolacios polinomot integraljuk a [0, 1] intervallumon.

5.1.2. Megjegyzés Ha az interpolacios alappontok a [—kh.,0] intervallumon helyezkednek el, akkor nem a

klasszikus numerikus integralas torténik, hiszen a [0, A] intervallumon vald integralassal "kimegyiink" az
interpolacids alappontok halmazabol. (Ez az un. extrapolacio.)

Az el6z6 részben leirtuk a Lagrange-féle interpolacid alapjait. Most roviden foglaljuk 0ssze a Newton-féle
interpolaciot! Ha ismerjiik a 9 fiiggvény értékeit a ! = 0,—h,—2h,... —kh
pontban, akkor létezik egyetlen olyan & -ad fokt polinom, amelyre

pontokban, tehat ¥ + 1 szamu

Ne(t) =glty), ti=—=lh, I=0.1,....k
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Ez a korabban is emlitett interpolacids polinom, amelynek Lagrange-féle alakjat mar felirtuk az el6z6
szakaszban, de felirhato a kovetkez6, Newton-féle osztott differencias alakban is*

k
) Vig(0) .
Ni(t) = J_Zn TWJUJ (6T
ahol
1. hai=I0
wi(t) = ; :
H“‘"f tt+h)...(t+(i—1)h), hai >0,
tovabba
VY9(0) = g(0),
V'g(0) = Vg(0) = g(0) — g(—h),
V2g(0) = V(Vg(0)) = g(0) — 2g(—h) + g(—2h),
Vig(0) = V(¥ g(0)).
Ekkor
g(t) = Ni(t) + rilt), (563)
ahol
ri(t) = @A), (569)
fgy
] ] h ]
] glt)dt =f Ne(thdt + f re(f)dt = / Np(t)dt + O(R*). (570)
o 1] ] ]

Behelyettesitve a (567) Osszefliggést (570) képletbe, a

f d{,w_f’z?:‘r:‘[“‘lm )dt + O(hF*2), (571)
i

ezért az

} k h
| Va0 [ty o :
(¢)edf = dt + Olh a7
[ otwae=> T4 [ ) (572)

=0

egyenldséget kapjuk. Mivel a t = Th helyettesitéssel

Fr., ] | —
f ““,':”rﬁ=hf Tn(r+1]n..l.{r+: Hh.-.frzh""fm (573)
AT ; i!

ahol

Felhasznaljuk, hogy egyenkozii felosztas esetén az osztott differencia kénnyen meghatarozhato.
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1. hai=0
-~ — l . R
i = T 1)... —1 (574
' f (r+1) 1“‘ R jr.hﬂ ha ¢ = (), ™)
] r 3
ezért, (572) és (573) alapjan
h k s ke
gl o e R
/ g(t)dt = Z Tfr{ }‘:u,h" 'O =h )y 4Vg(0) + O(h*H2), (576)
0 i=0 ! =0

ahol 7 a (575) képlet alapjan szamolhato.

Az Adams-moédszer ek kozvetleniil nyerhet6k a (576) numerikus integralé formulabol. Ugyanis, legyen
g(t) = u'(ts +1—h)  Ekkor

I k
"ty +t—h)dt =1 V' (t, — h) + O(R*), 577)
ﬁ ' b ) rg | 1) 1 (5
azaz
k
u(ty) — w(ta1) =h > %V f(tn— hou(t, — b)) + O(h**2). (578)
i=0

Ekkor tehat (578), a szokasos fn = flta,yn) jeloléssel az

k
H.l: - H" 1 = 'F‘l Z".‘r'?l.llru 1 (.'Lan}'
=0

numerikus sémat generalja.

5.1.3. Definicio A (575) képlet szerinti 7T: egyiitthatokkal definialt (579) modszercsaladot Adams-Bashforth-
modszer nek nevezziik.

Kovetkezésképpen, (579) egy explicit Adams-modszer.

Mivel vﬂf“ 1= fn. 1, vlfn 1= fn. 1 _fn 2, vgfn 1= fn. 1 _zfn. 2+fn s,stb,ezért

V' 1r2[—lj"(j)fﬂ -, i=12,.... (580)

=l

A (580) relacio figyelembevételével (579) jobb oldala atirhato a kovetkezéképpen:

gﬁ-.?‘ﬁ. 1= i i{—l}-* (;)f =

i=0  j=0

ZZ?;E—IJJC)LJ 1-j =Z{—1}J‘fﬂ | ;Z,C) = (581)
2 o 2 (f— 1)'

i=1 i=5=1

Tehat (579) Adams-Bashforth-médszer felirhato
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k41

Ya=n-1=hY_Bifu; (582)

=1

alakban, ahol
£ i
8= (1)1 ﬁ.,(j_ 1) j=12,... . k+1. (583)
i=y=1 -

Mivel tetszéleges 1* = 7 természetes szamokra

m m! mm=1)...im=n+1)
n) (m—n)n! ! '

ezért i > () esetén ezt a jel6lést kiterjesztve a valos szimokra

l - . T 1y
i-,-—/ (T + ”'"..[J +i 1_+dl__{_1],f ( .T)”rf__ (584)
0 i 0 i

A (583)-(584) modszer realizaldsa soran az Yn-1, Yn-2.... Un-k-1 értékeibdl szamoljuk ki Un értékét, azaz
k +1 1¢péses a modszer. Ezért a (566) alak figyelembevételével a k -1épéses Adams-Bashforth-modszer ek az
alabbi médon irhatok fel:

j‘.
b= =hY_ Bifajor, (585)
J=0
ahol Bi
k-1 d
B = (-1)""! ( 1) =12 k+1, (586)
i=3—1 "r -
és

L/ r
= [—]]'/ ( )n’r. (587)
(] 4

Mivel a k& + 1 1épéses Adams-Bashforth-médszer pontossaga (578) alapjan P = k+ 1,57 ezért érvényes az
alabbi allitas.

5.1.4. Tétel A (585)(587) k -lépéses Adams-Bashforth-moédszer ek konzisztenciarendje megegyezik a
1épésszamokkal (vagyis k-val).

Tekintsiink néhany példat!
5.1.5. Példa Irjuk fel a kétlépéses Adams-Bashforth-modszer t!

Ebben az esetben k = 2. Ezért (585) alapjan ¥n — Un-1 = h{B1fa-1 + P2fu 2. Hatarozzuk meg a By gs 32
értékét! A (587) képlet alapjan

O(h* %)

SMivel a lokalis csonkolasi hiba rendje
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- |
T = [—l]lj. ( )rfr = —f —7dr = 1/2.
0 I (1]

Mivel (586) alapjan

Tehat a séma:

3 I
o —Hn-1 = 'h (an 1 = .T*.rrl _") d

Ezt a médszert a bevezetben mar targyaltuk (Id. (561)), és megmutattuk, hogy kétlépéses, masodrendben
konzisztens modszer. Ez természetesen Gsszhangban all a 5.1.4 tétel allitasaval.

A kovetkezd (588) képletszamu tablazatban hatodik rendig bezarolag felsoroljuk az ilyen konstrukcioval
eléallitott Adams-Bashforth-modszer ek i egyitthatoit. (A konnyebb attekinthet8ség kedvéért nem tortként
irjuk fel ezeket, és a harmadik oszlopban jelezziik, hogy 55 hanyszorosa szerepel a tablazatban.)®

lpl k| 8 | 1 2 | 3 | 4 5 G
Tl B [ 1 ] ' ' ' [
l2z|2] 28 | 3 -1 .
J13) 125 || &3 =16 5 | (583)
|44 248, | 55 | =59 | 37 | -9
55| T205; | 1901 | —2774 | 2616 | —1274 | 251
| 66| 144083, || 4277 | —7923 | 9982 | —T298 | 2877 | —4T5 |

A tablazatbol lathatjuk - az elméletiinknek megfeleléen- , hogy ¥ = koAk=1az explicit Euler-modszert
jelenti. A k = 2 esetén a mar ismert (561) médszert kapjuk.

Az implicit Adams-moédszer ek az explicit esethez hasonldan nyerhet6k. Az egyetlen 1ényeges kiilonbség, hogy

sy

a 9(t) fliggvény interpolacidjanak felépitésénél bevessziik a ¢t = h pontot is. A Newton-féle interpoldcios

polinomot a t1 = —lh I=-1,01.2....k : k +2 szamb pontra fektetjiik, és alakja
k+1 X
F e Vig(n)
-"'J,.-I“,' z“ i ..,J,.I,l_:f.
ahol
. hai=0
*I?[I’} — i=1

H{f — 1), hai= 0.

I=0

A fenti interpolacio [0. 4] intervallumon valo integralasa soran, az Adams-Bashforth-modszer ekkel megegyez6
mobdon definialhatunk egy implicit Adams-tipusti numerikus mddszert, amely az

%Az igy elért rend egyben maximalis is, v.0. a késébbi 5.4.10 definicioval.
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k
Un = U¥n-1= h Z ‘;_IT:.{H [ D89)

J=0

alak(l numerikus sémat generalja, ahol

1 \ .
. (r—1)riv+1)...(7+3—1) -
¥ /(: S idr. (59)

J:

5.1.6. Definicio A 589-(590) mddon szarmaztatott numerikus modszert Adams-Moulton-modszer nek nevezziik.

Az Adams-Moulton-médszer ek pontossiga ¥ = k+1 Az Adams-Bashforth modszerhez képest torténd
rendndvekedés az egyel tobb paraméterrel (azaz a magasabb rendl polinommal val6 kozelitéssel) magyarazhato.

Nem részletezve a szamitasokat, a (591) tablazatban ismertetjiikk az Adams-Moulton-mddszer ek egyiitthatoit. A
rendjiik, az elméletnek megfelelden, P = k1 s

ok ; 0 l 2 3 ! 5
T j T , , . v
211 285; 1 1
312 125 D 8 -1 (591)
43 248, |[ 9] 19| =5 | 1
o4 T205; || 251 | 646 | 2064 | 106 —19
| 65| 14405; || 475 | 1427 | —798 | 482 | —173 | 27

b = ”) az implicit Euler-modszert jelenti. Ez a mddszer elsérendii, igy nem

maximalis rendi. A tablazat masodik médszere (k = 1, 71 # 0y a (269) képletii trapéz-modszert jelenti.

Az elsé modszer (k =1,

5.1.7. Megjegyzés Az Adams-Bashforth-modszer t gyakran Adams-féle extrapolacios modszernek, mig az
Adams-Moulton-modszer t Adams-féle interpolaciés modszernek is szokasos nevezni. Ezek a moddszerek
gyakran egyiittesen, egymassal kombinalva keriilnek felhasznalasra a kdvetkezé6 mddon. Elészor egy Adams-

Bashforth-médszer rel kiszamolt ¥ értékkel "megjosoljuk” a fn idSrétegen a kozelitd értéket, majd az Adams-
Moulton-modszer rel "javitjuk" a numerikus megoldast a kovetkez6 modon: a jobb oldalon szerepld o fn tagba

I helyett Fo = Tt us) ertekét rakjuk. Az igy nyert modszert "joslo-javitd" (angolul: "predictor-corrector”,
PC) modszernek nevezziik, de szokasos az Osszefoglald Adams-Bashforth-Moulton-moédszer elnevezés is.
Lényeges tulajdonsaga, hogy ez a mddszer mar explicit. (A realizalast illetéen 1d. a kdvetkezd szakaszt.)

A PC modszer néhany elméleti részlete megtalalhat6 a

http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/AdamsBashforthMod.html

? _ 3)
linken, és konkrét formuldkkal animéacion is megfigyelhetjiik a médszer viselkedését az (1) =1 —ty/u(t)
differencialegyenleten.

5.2. 5.2 A retrograd differencia médszerek

Mint lattuk, az Adams-moédszer ek jellemzdje, hogy a kezdetiérték-feladat u(t) megoldasara a £ = T pontban
érvényes, a kollokaciobol eredd u'(t) = flt.ulf)) egyenléség integraldsa utan a £ = &n pontban a bal oldalon
szerepld derivaltra a szokasos (ultn) — ulta-1))/h véges differencias approximaciot alkalmazzuk, mig a jobb
oldalona 9(t) = f(t. u(t)) fiiggvényre a Newton-féle interpolacios polinomot fektetjiik, és azt integraljuk.

%Az igy elért rend egyben maximalis is, v.0. a késébbi 5.4.10 definicioval.
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Egy masik lehetséges,'¢ljfras, pmiker(kppvetleniil alkalmazzuk az egyenlet megoldasara a t =1, pontbeli

kollokaciot, azaz az egyenldségbdl indulunk ki. Ezutan a kozelitéshez a bal oldalra
alkalmazzuk a Newton-féle interpolaciot, a jobb oldalt y§ltezdtlanu] hagyjuk=EB a megkozelités,egylolyan

linearis tobblépéses modszert eredményez, amelyben , azaz csak . Ez
kiilonodsen elényds lehet a merev feladatok numerikus megoldasara. Tekintsiik ugyanis ujra a mar targyalt 530
példéaban targyalt

w'(t) = Mu(t) — g(t)), te(0.1] (592)

egyenletet! A (530) feltétel esetén (tehat 0 < —1/Re A < h <1 eqetén) egy adott # = #* idépontban
u' () /A =0 , amikor A — —0C | Ezért a numerikus megoldassal szembeni természetes elvaras, hogy az adott
t = t* idSrétegen, rogzitett h esetén Yn — 9lta) = 0 amikor Re(A)h — =00 | (Emlekeztetsiil, tn = 1" )

k

Z-?’_siu“ ;= g(t" — jh))A

j=1

Ij‘

kozelitést kapjuk. Ez pedig a fenti kovetelmenytinket csak akkor elégitheti ki, ha a 3 egylitthatok a mar

emlitett (tehat Jo # U, J1 = 2 = ... = [ = U) ylajdonsagtiak.

Tehat célunk az

QoY + @1Yn-1 + -+ Yok = hPo fa (593)

tipust modszer paraméterecinek meghatarozasa. Ezt ismét a Newton-féle interpolacids polinom segitségével
adjuk meg. Jeldlie Ve(t) a 9(t) figgvény b = —th, 1=0.1,....k pontjaira épiild interpolacids
polinomjat, azaz Ni(t) € P gs Nilti) = f)’[m, [=0,1,....k . ekkor, mint azt az el6z0 szakaszban mar
lattuk, 9(6) = Ne(t) + O(h*) anol

k

. Vigl0)
Ny (t) Z pwilt)

i=0

és

1. hai=10

; i=1
.? lfb —
“a [t —t)=t(t+h)...(t+(i=1)h), hai>0.

I=0

Ekkor a t = hT transzformacioval wilht) = Rir(r+1)... (T +i—1). Tehat

wilt) _ r+1)...(7+i—1) _ [—I‘_l‘(_."_),l

ilhe i! i

és ezért

‘i'

glht) = Ni(ht) Z{-l}*(?’_)‘?’yun, (594)

=0

ahol az approximacio & + 1 -ed rendt.

Legyen 9(h7) = ul(ts +h7) Ekkor (594) kovetkeztében
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L.

u(t, + hr) ~ Z{—l}*(_,’_)?'u[:,,]_ (595)
[

i =

Innen @ (fn) kozelitését mindkét oldal T szerinti derivalisaval nyert egyenléség 7 = () melletti alakjabol

nyerhetjiik, azaz
i d < —T
—ult, + hr ES —E ~1) ult,) =
(ﬂ'.—”L nt A }I)_,..”, (n’.-— (=1) ( i )T ul "')

r=0 (506)

( I'f I:—]:l] (_7)) T"'IH[!‘”].
Z dr i B
i=0 =0

Mivel i = 0 indexre wo = 1, és ezért a derivaltja nulla, igy a (596) osszefiiggés alapjan

k
W (t) = Y AV u(t,), (597)
i=1
ahol
i wd -7 d [r{r+1)...{tr+i-=-1)
ﬂ-'r - [_I-I T . B m—— B
dr\ 1 J__, dr 1! b
Ezért
N P
’:u=] - =1 = : i=12....k
' 3! i
Tehat
I e 1
W'(t,) = Ni(t,) = EZ,: ~Viu(ty). (508)

Az W(tn) = f(tn u(tn)) egyenldségbdl igy a numerikus séma

k
1 |
— =N = flta. .. 509)
"’.Zu:‘ n = fltn,Yn) (

5.2.1. DefinicioA (599) numerikus modszert retrograd differencia modszernek (angolul backward differentation
method (BDF)) nevezziik.

A Newton-féle approximacids polinom pontossagabol kovetkezéen a BDF modszer rendje P = k.
5.2.2. Példa Hatarozzuk meg az egylépéses retrograd differencia modszert!

Mivel k& =1, ezért

. 1 1
-'I.I";[if” II = :hvl.u.u - Ih [.rhu .‘er J:I'

Un — Yn—1
, . , . —:f[tn_-yn.) . .. ,
Tehat a numerikus modszer algoritmusa h , azaz az implicit Euler-médszer.

5.2.3. Példa Hatarozzuk meg a kétlépéses retrograd differencia modszert!

Mivel k = 2, ezért
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, 1 l_, 1 .
'\II".I;":.rrl:lﬁ h (?IHII 1 .:IT‘-.".I’N) = h ([.‘l.lr.'.' = Un-1) .}l..'l.llrl - 2.".lr.ll 11 Un _J:I>

fgy

) 1 (3 l
— — — 3 — -
.N'P __|-[ 'r_-| ) = h ( j.ffn Ela—1 o Un _)

Ezért a (563) szerinti @0 = 1 normalizalé feltétellel a numerikus modszer algoritmusa:

1 1
.'llrrl - '_|_.'Ilrrl 1 + iirl'lll .4

h

2
= _{Jﬂ:rn .:ullnl:l-

A kovetkez6 (600) tablazatban megadjuk az els6 hat maximalis rendii retrograd differencia modszer
egyiitthatoit.

n k i“ [ 1y] iy [ 5] kg kg [411 [4¥H

1]1 1 1 | =1

a9 2 I _1 1

alall & ik | & 3 .
A B P S

2 B 40 .

414 5 1 —5r o - ..’{ 5

sls & | 1 | —300| 30 0| 55 | _ 12

G | G | _I'|_I|!|' | 1 L J1:|J| E‘Jﬁll i_ijlll ﬂjﬁ L'b 10
|l Bl | e T 147

147 | 147 [ | 147 147 | 147

Az elsé modszer (kK = 1) az implicit Euler-médszert jelenti, mig a k=2.3.4 odszereket rendre masod-,
harmad- és negyedrendti Curtis-Hirschfeld-modszernek nevezziik. Megjegyezziik, hogy # > 6 esetén a
retrograd differencia modszerek mar a legalapvetObb stabilitasi tulajdonsaggal, a (1 -stabilitassal sem
rendelkeznek, ezért a hatodrendiinél magasabb modszereket nem alkalmazzak.

5.3. 5.3 A kezdeti kozelitések megvalasztasa

Ebben a rovid szakaszban megvizsgaljuk a kezdeti kozelitések meghatarozasanak lehetdségét. Ez specialisan a
tobblépéses modszerek problémdja, hiszen egy k 1épéses iteracio elinditdsahoz ismerni kell az elsé k& darab
1épés eredményét. Ugyanakkor az eredeti kezdetiérték-feladatbol csak a kezdeti érték, azaz az elsé érték
ismeretes. Vizsgaljuk meg ezt a kérdést részletesebben!

A probléma tehat az, hogy egy K -1épéses linedris tobblépéses modszer feltételezi a kezdeti kozelitések ismeretét
a racshalé elsé & pontjaban, azaz feltessziik, hogy Yn:Ul:- ... Hk-1 adottak. Ugyanakkor, a (220) kezdeti
feltételbdl csak Mo értéke ismert. Ezeket a kozelitéseket egy megfelelé rendben pontos egylépéses modszerrel
hatarozzuk meg. (Tipikusan valamely Runge-Kutta tipusu moédszerrel.) Egy masik lehet6ség, és ezt néhany

programcsomagban alkalmazzak is, hogy i (III =1.2,...k- 1) értékét egy megfeleléen megvalasztott [ — 1
-1épéses modszerrel szamoljak. Itt ligyelniink kell arra, hogy a kivalasztott mddszer az alkalmazott linearis
tobblépéses modszer rendjével egyezzék meg, hiszen ellenkezd esetben a kezdeti kozelitések alacsonyabb rendii
meghatarozasaval elveszithetjiik a mddszer eredeti pontossagat. Tehat, ha ¥ -ed rendl linearis tobblépéses
modszer-t alkalmazunk, akkor a kezdeti kozelitéseknek is P -ed rendiieknek kell lenniiik, azaz valamely ¥ -ed
rendli Runge-Kutta tipusit médszer t alkalmazunk.

Ha implicit modszert alkalmazunk, akkor Iépésenként egy nemlinedris egyenlet vagy egyenletrendszer
megoldasa sziikséges. Ezek megoldasara valamely iteraciés modszert, tobbnyire a Newton-modszert szokas
hasznalni. Ehhez viszont sziikséges az iteraci6 kezdeti értékének meghatirozasa. Célravezetd, ha ezt az értéket a
kezdetiérték-feladatot megoldo valamely explicit mdédszerrel hatarozzuk meg.

5.3.1. Példa Irjuk fel a negyedrendii Curtis-Hirschfeld retrograd differencia médszer algoritmusat!

A korabbiaknak megfelelden az alabbi Iépéseket tessziik.

134
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

Mivel a Curtis-Hirschfeld retrograd differencia modszer (CH4) negyedrenddi, ezért Y1. Uz, és U3 értékét az
RK4 Runge-Kutta tipust modszer rel szamoljuk ki.

Negyedrendii Adams-Bashforth-médszer rel meghatarozzuk ¥4 kozelitését.
A CH4 modszer felirasdval nyert egyenletbdl meghatarozzuk a = %4 pontbeli kozelitést. Az egyenletet
Newton-iteracioval oldjuk meg, ahol kezdeti kozelitésnek az explicit Adams-Bashforth-modszer rel nyert

kozelitést alkalmazzuk.

Minden tovabbi ¢ = . 2 = 5 pontbeli kozelitést az el6z6 két 1épés alapjan hatdrozunk meg.

Néhany tobblépéses modszer ki is probalhatd. A hozza tartozo programot a az alabbi linkrdl tudja letdlteni az
Olvaso6:

http://www.cs.elte.hu/~faragois/nummod_jegyzet_prog/multistep.exe

5.4. 5.4 Altalanos alaku linearis tobblépéses modszerek rendje

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk a (562) altalanos alakt linedris tobblépéses modszer konzisztencidjat és
rendjét. A modszer képlethibaja

k
) = Z lojult,_;) — hid; f(t, — ghoult, — jh))]. (601

=

Mivel a (219) alapjan 1 (tn—j) = f(ta-j ultn—s)) | ezért

||‘.
Gulh) —Z[.._ru[f" i) = had (b)) (602)

1=0

Fejtsiik a ¢ = ©u pont koriil Taylor-sorba P -ed illetve ? — 1 -ed rendig a (602) jobb oldaldn szereplé
fiiggvényeket! Ekkor

. e 1 5,0 4
ult, ;) =ult, - jh) =wu(t,) = jhu'(t,) 4 _1—._,1‘fa'u (f.)+ ...

1 .
r_—1Jr"mjf'r'a-"u'l“:_f,,} L O(RPHY),

u'(t, i) u"U,, — jh) w (t,) — khu"(t.) + ... 4

Ly I [Fi3] \ 1]
(—1)" ]—[ I‘j"f" L I'u""[!,,_l FO(h™).
(p—1)!

Ezt behelyettesitve a (602) 6sszefliggésbe, a képlethibara a

galh) =dou(t,) + hdyu'(t,) 4 Wl o (t,) + ... 4

[GO5
hrjff,-.-h‘”“,-.] T f]“i"’r. J:l e

kifejezést kapjuk, ahol
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.
i) = — Z[_jnﬂ; + 3;)

j=0
k

1, (604)
dy = Z (;,I_”_J t ,I'TJ) :

j=0 =

k
| 1
—_ (1P Rl 1t
d, = (—1) E (P!_; a; + - 1]!'; .'IJ) .

=0

Egy linearis tobblépéses modszer pontosan akkor ¥ -ed rendd, amikor gulh) = O[hﬂ'l), azaz teljesiilnek a
dy =y =...=d,=0 feltételek. Ez a (604) alapjan a kdvetkezo6t jelenti.

5.4.1. Tétel A (562) linearis tobblépéses mdodszer ¥ -ed rendii, ha a mddszert definidldé paraméterekre teljesiilnek
az alabbi feltételek:

k

g =1, Z”-f =)

J=h

1o .
1§ - | ) E
:Zf f'_r’"‘ZJ B =0, s=12,....p.

=0 _f--”

(605)

Ezek alapjan kozvetleniil megfogalmazhato a konzisztencia feltétele is.

5.4.2. Kovetkezmény A (562) linearis tobblépéses mddszer pontosan akkor konzisztens, amikor a modszert
definiald paraméterekre teljesiilnek az

"
o = 1. Zrl_l:”
= (606)
! k
» daj+Y Bi=0
j=0 j=0
feltételek.
5.4.3. Megjegyzés A (606) feltétel kiirva a kdvetkez6t jelenti: a modszer akkor konzisztens, amikor
1+ 4+...40,=0
(GOT)

(ay + 208+ ...+ kay) +(Ga+ 51+ ...+ 8:) =0

Tovabba, P = 2 rendben pontos, ha (607) mellett teljesiilnek az

k k

1
:Z_rnj +3 =0, s=23.....p (608)

j=1 i=1

feltételek. Ez példaul azt jelenti, hogy egy & -lépéses modszer masodrendiiségéhez a konzisztencia mellett az
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k k
l "
GZ-"IH“J t E ? Jj =1 (609)
T =l j=1

feltétel teljesiilése sziikséges és elégséges. Konnyen ellendrizhetd, hogy a (559) numerikus modszer esetén (ahol
k=2 00=1 o1 =—4/3 az= 1;’r3, ¢s Po=2/3 B =0 [= ”) ezek az Osszefiiggések érvényesek.

Milyen pontossagt lehet egy (562) alaku linedris tobblépéses modszer? Az altalanos alakban 2k+1 paraméter
(Crn, ez, e 0 ég Bos s -+ i ) valaszthaté meg. Ugyanakkor ezeknek a paramétereknek a ¥ -ed rendii

pontossaghoz P + 1 feltételt kell teljesiteniiik. igy P = 2"'1‘7 . Ha a médszer explicit, azaz 0 = U akkor egyel
kevesebb a szabadon megvalaszthaté paraméterek szama. Osszefoglaloan, érvényes a kdvetkez6 allitas.

5.4.4. Tétel Egy k -1épéses implicit linedris tobblépéses modszer maximalis rendje 2k , az explicit linearis
tobblépéses modszeré pedig 2k -1,

5.4.5. Megjegyzés A linearis tobblépéses modszer egyértelmiiségét biztositd (563) o = 1 feltétel helyett
megadhato mas feltétel is. Gyakori a

k

S B=1 (610)

j=0
feltétel megadasa. Ez azt biztositja, hogy a (562)

Ciplin 1 ylin-1 R gl -k

h

= Bofa + B fua ¥+ B fui

alakjaban a jobb oldalon szerepld kifejezés pontosan approximalja az f = dllando fiiggvényt. A (606) alakbol
konnyen lathato, hogy a (610) feltétel mellett a konzisztencia feltétele

k:

Y a;=0 (G11)

k
S e =—1. (612)
=1

Ap=2 rendiiség feltétele a (608) alakbol jol lathatdan a

k

N ey +s) =0, s=23...., p (613)
=1

feltételek. Mint lathato, ebben a felirasban 2k + 2 ismeretleniink van, és & + 2 feltételt tiiztiink ki rajuk. fgy

(természetesen) P = 2k | 65 a P=2F maximélis rend eléréséhez az egyiitthatokat az alabbi mddon
hatarozhatjuk meg.
* Megoldjuk az 1,02, ... 0k és 1: P2s -2 Ok jsmeretlenekre a 2k szama egyenletbdl allo (612)(613)

rendszert.

* Ezutan a (610) és a (611) feltételekbdl meghatarozzuk az @0 és o egyiitthatokat az

k k

&g = —zr._,- =0, G,=1- Z 3; (614)
=1

i=l

Osszefiiggések alapjan.
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A linearis tobblépéses modszerek vizsgalatanal hasznos a kdvetkezd két polinom bevezetése:

k

o) = a;e+ (615)

j=0

k

o(€) =Y Big" . (616)

5.4.6. DefinicidA (615) és (616) moédon definidlt 0(§) ¢s (&) k -ad foka polinomokat a (562) k -1épéses
linedris tobblépéses modszer elso illetve masodik karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

k
1) = Z kg
frjuk fel a (606) konzisztencia feltételeit a o(&) ¢s a 7€) polinomok segitségével! Mivel =0

ezért a konzisztencia elsé feltétele felirhato a 2( 1) =0 alakban. Masrészt,

46 = 3k — e,

=0
ezért
k-1 k-1 k-1 k-1
nf]]—ZLA —j = Z '}J—Z.ﬁljzﬁ' r’gJ— jﬂj:
=0 =0 =0 j=0 i=1 R
k k . X (G17)
#.'Zrh—z‘;'nlr-z.i.'y'l]— _jnj:—z_jnJ.
=0 =1 > =1 i=1
J J =1 J 4
ZJ“J + Z* i =0
Ezért a konzisztencia a (606) =0 masodik feltétele felirhatd
= —¢d'(1) 4 Z 3, = —0'(1) + o(1)
a=0
alakban.

Ezzel belattuk az alabbi allitast.

5.4.7. Tétel A (564) linearis tobblépéses mddszer pontosan akkor konzisztens, amikor a karakterisztikus
polinomjaira érvényesek a

(1) =0, p'(1)=e(1) (618)

Osszefliggések.

5.4.8. Példa Hatarozzuk meg az altalanos alaki Adams-modszer ek konzisztenciajanak feltételét!

Az Adams-mddszer ek esetén ¢ = 1, 1 = =1 ggae =0z = ... = =0,
Ezért
k
o(€) =Y ajeki =gk — g+t
J=0
138
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és igy o(1) =0 ¢ 0'(1) =1 A 618 tétel alapjan tehat a modszer pontosan akkor konzisztens, amikor a

k
l=d(1)=0(1) =) _ 5 (619)

I=0
feltétel teljesiil.
5.4.9. Példa Hatarozzuk meg az altalanos alakti Adams-modszer ek maximalis rendjének feltételét!

Vizsgaljuk meg, hogy a (619) mellett milyen feltételt r6 ki a (608) P -ed rendliséget biztositd feltétel!
k

Z Jlyy = —1

Figyelembe véve @i értékeit, =1 , ezért a P -ed rendliség feltétele

&
sY *'B=1, s=23....p. (620)
=1

Mivel s = 1 esetén (620) a (619) feltételt jelenti, ezért sszefoglaléan a P -ed rendliség feltétele

".
.nz_j- |-_|'.|,.. 1. § = ],f.:{x...”r.l_ (621)
=1

A (619) feltételek P egyenletet jelentenek a Bos 15+ -+ Pk ismeretlenekre. Ezért a k -1épéses Adams-modszer

ek legfeljebb & + 1 ed rendfick lehetnek. Ha modszer explicit, azaz Bo =0 akkor pedig a rend legfeljebb »
lehet.

5.4.10. Definici6 Azokat az implicit Adams-modszer eket, amelyekre P = ¥ + 1 jlletve azokat az explicit
Adams-modszer eket, amelyekre p=Fk , maximalis rendii Adams-modszer nek nevezziik.

Ezért az Adams-Bashforth- illetve az Adams-Moulton-moddszerek maximalis rendlek.

5.4.11. Megjegyzés Az els6 és masodik karakterisztikus polinombol meghatarozhatd egy linearis tobblépéses
modszer P -ed rendlisége is. Megmutathato [3], hogy egy mddszer pontosan akkor ¥ -ed rendii, amikor a £=1
o(§)

[
[

szém P -szeres gydke a 1€ komplex fiiggvénynek.

5.5. 5.5 Az altalanos alaku linearis tobblépéses mdodszerek
konvergenciaja

Attériink a linearis tobblépéses modszerek konvergencidjanak vizsgalatara. Mint azt mar az egylépéses
modszereknél lattuk, a konzisztencia Gnmagéaban nem elégséges a konvergencidhoz. Ezen kérdéskor targyalasa,
mint latni fogjuk, meglehetdsen Osszetett feladat. A konnyebb olvashatosag és érthetdség kedvéért elészor a
matematikai alapok és hattér ismertetése nélkiil osszefoglaljuk a legfontosabb eredményeket, majd utana
részletezziik azokat.

5.5.1. 5.5.1 Bevezetés a linearis tobblépéses médszerek stabilitasaba

A tovabbiakban, bizonyitas nélkiil, megadunk egy konnyen ellendrizhetd feltételt, amely a konvergenciat
biztositja.®

“Tehat ez a szakasz csak egy altalanos osszefoglalast ad. Az elméleti hattér irant kevésbé érdekl6dé Olvasé ezért a kovetkezd, a témahoz
kapcsolodé szakaszokat ki is hagyhatja. Ugyanakkor az Osszefiiggések és a bizonyitasok irant érdekl6dd Olvaso a kovetkezd szakaszokat
akar ezen rész elhagyéasaval is olvashatja.

139
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

1

Mint lattuk, konzisztens modszerek esetén a = gyoke a 2(€) Karakterisztikus polinomnak. A kovetkezd

definicio a tobbi gyok tulajdonsagairdl szol.

5.5.1. Definici6 Azt mondjuk, hogy egy linedris tobblépéses modszer kielégiti a gyokkritériumot, ha a

0(€) = 0 karakterisztikus egyenlet & € C (I =12, ...k y oyskeire 16l <1, &5 a 1§ =1 tulajdonsaga
gyokok egyszeresek.

Mint azt a kovetkezo tétel mutatja, ez a feltétel a linearis tobblépéses mdodszer 0-stabilitasat is jelenti.

5.5.2. Tétel Ha egy linearis tobblépéses modszer konzisztens és érvényes rd a gydkkritérium, akkor konvergens
is, azaz tetszbleges rogzitett £ € (0. 1) pontban h — 0 esetén ¥» — u(f”) ahol nh = t*.

5.5.3. Megjegyzés A gyokkritérium teljesiilésének sziikségességét mutatja a kovetkezd példa. Tekintsiik az

.”rl + E.'Ilr.'l I_E'.".l'rl 2 hl!f.- 1 + —}Jr.'l _'| ”-'—}—Jb

kétlépéses (k = 2) explicit modszert. Konnyen ellenérizhetden ez a modszer maximalisan pontos, azaz
. . . =9k — ] = ; o . .
konzisztenciarendje p=2k—-1=3 . Ugyanakkor elsé karakterisztikus polinomja

o§) =& +4E-5=(£-1)(£+5) , tehat a gyokkritérium nem teljesiil. Oldjuk meg az #' = 0 feladatot

az W0) =0 kezdeti feltétellel. A feladat megoldasa ult) =0 Legyen tovabba Yo =0 ¢ ¥y1 =2 | (Ha
valamilyen egylépéses modszerrel kiszamoljuk ¥1 értékét, akkor az a modszer hibajanak megfeleld rendben, de
varhatoan csak kissé fog eltérni a pontos megoldastol az elsé idépontban, igy £ egy nullatol kiilonbozo kis
szamnak tekintheté. Mint lattuk, ez az eltérés példaul a Runge-Kutta tipust mddszer ek esetén jol becsiilhetd.) A
fenti kétlépéses modszerrel szamolva a kezdeti kozelitésekre az alabbiakat kapjuk:

yr=—dy = —4de
Yz =— 4y + 0y = 21e (623)
yy = — dyg + Sy = —104s  sth.

Lathatoéan a numerikus megoldas nem marad korlatos, igy a konvergencia sem lehetséges.

Fontos megjegyezniink, hogy a numerikus realizalasok soran a gyokkritérium altalaban nem elégséges a
stabilitashoz: vannak esetek, amikor a gydkkritérium teljesiilése ellenére a szamitasok soran kialakulé hibak
miatt a modszerek nem szolgaltatnak megbizhaté eredményt. Az ilyen modszereknél az a probléma, hogy a
karakterisztikus egyenletének tobb (bar csak egyszeres) egy abszolut értéki gydke is van.

5.5.4. Definici6 Azt mondjuk, hogy egy linearis tobblépéses modszer erdsen stabil, ha kielégiti a
gyokkritériumot, és csak a §=1gy egyetlen egy abszolut értékii gyoke.

Példaul, az alabbi Gn. Milne-modszerre
h o _
Un = UWn-2= {[Jlrl I '[f.'l 17 f.'n a)

a— g . . ” . . .
a gyokok 1.2 — 1 Eerta gyokkritérium érvényes, viszont nem lesz erdsen stabil. Ezért ennek a modszernek
a hasznalata altalaban nem ajanlott. Mivel els6sorban az erésen stabil linedris tobblépéses modszerek hasznalata
a célszerl, ezért fontos megemliteni G. Dahlquist eredményét, amely az ilyen tipusu modszerek rendjérdl szol

[7].
5.5.5. Tétel Egy erdsen stabil k -1épéses linearis tobblépéses modszer legfeljebb k + 1 -ed rendi lehet.

Az egylépéses modszereknél mar bemutattuk, hogy egy modszer konvergencidja nem garantalja a megoldas
adekvat viselkedését valamely rogzitett racshalon. (Csupén azt biztositja, hogy a numerikus megoldas a
"megfelelden kicsi 1€péskozii racshalon" kozel van a pontos megoldashoz. Ugyanakkor ez a 1épéskdz tilsagosan
kicsi is lehet.) Ennek elkeriilése céljabol definidltuk az abszolut stabil mddszereket. (Lasd a 3.3.3 fejezetet.)
Felmeriilhet a kérdés: mi a helyzet a lineéris tobblépéses moddszerek abszolut stabilitdsdval? Sajnélatosan a
valasz azt mutatja, hogy ezekre a modszerekre az A-stabilitast nehéz biztositani. Ugyanis az un. els6 és masodik
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Dahlquist-korlatok szerint, amelyet egy késébbi szakaszban ismertetiink (lasd 4 megjegyzést), a kovetkezd
korlatok léteznek:

* Az explicit linearis tobblépéses modszerek nem lehetnek A-stabilak.
» Az A-stabil linearis tobblépéses modszerek rendje nem lehet ketténél nagyobb.

Ezek komoly korlatot jelentenek a linearis tobblépéses mdodszerek alkalmazhatésagara.

5.5.2. 5.5.2 A linearis tobblépéses mdédszerek konvergenciaja

Vizsgaljuk meg a linearis tobblépéses modszerek konvergencijat.®
Elészor a targyalashoz feltétleniil sziikséges matematikai alapokat targyaljuk, nevezetesen, a

differenciaegyenletek megoldasanak sziikséges Osszefiiggéseit ismertetjiik. Tekintsilk a kovetkezd linearis,
allando egyiitthatos, & -ad rendd differenciaegyenletet:

elYn—k + Qk1Yn—ks1 +... T oot =bn, n=kEk+1,..., (G24)

amely kiirva az alabbi végtelen rendszert jelenti:

axifo + ap_qyy + ... + aoye = by
apyy + agy Yz + ...+ olesy = by
(25
aptfe + Qp_yify + ... + doleas = bpis [ )

Ez a rendszer felirhato AY = b alakban, ahol A € R™*™ végtelen dimenzios matrix, amelynek alakja

i ) .2 ... (g 0 L] {

[ iy g1 ... @y ag 0 0
. 0 0 iy, ... s @y dag 0

y,;beR™ végtelen dimenzids vektorok, amelyekre
i ly;
n T
y = b =

feladatunk adott A és b mellett ¥ meghatarozasa. Ez azt jelenti, hogy a feladat megoldasa

{yn} = (w,11,..., Yoo . )

végtelen sorozat. A (624) egyenlet megoldasara érvényesek a kozonséges differencialegyenletek elméletébdl
ismert allitasok megfeleld atfogalmazésai. Nevezetesen, a kovetkezd tulajdonsagok érvényesek.

« Ha {Tn} sorozat jeloli a (624) feladat b = 0 melletti (az Gn. homogén feladat) altalanos megoldasat, és
{tn} sorozat a (624) feladat egy tetszbleges megoldasat (az Gn. partikularis megoldast), akkor a (624)

feladat altalanos megoldasa {yn} ={xn} +{on} alaku, azaz elemenként érvényes az Yn = Tu + Uy
egyenldség.

Ssmételten megemlitjiik, hogy a fejezet tovabbi részeinek olvasasahoz az el6z6 szakasz ismerete nem feltétleniil sziikséges.
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Az

Tk + 0 1 Tn-psl +...+tara=0. n=kEE+1..... (G26G)
homogén feladatnak k darab linerisan fiiggetlen megoldasa van.

A homogén feladat & darab linedrisan fiiggetlen megoldasat Gigy hatdrozzuk meg, hogy a megoldast az

Tn = £" alaka elemekbdl 4116 sorozat alakjaban keressiik. Ezt behelyettesitve a (626) egyenletbe, az

k41

ar™ " + ap_ 1" +...+at"=0, n=kk+1,..., (G2T)

egyenleteket kapjuk. Ezt leosztva £ -vel, eredményiil a

ar +ag1E+ ... +apf =0, n=kk+1,..., (G28)

relaciot nyerjiik. Bevezetve a j=0 jelolést, (628) a
PE) =0 (G29)

egyenletet jelenti, ahol © € P egy k -ad foku polinom. Tegyiik fel, hogy a (629) egyenletnek /& darab
valds, kiilonb6z6é gydke van, El, 53, ces ,‘L:k . Ekkor a homogén (624) feladat linearisan fliggetlen megoldésai

()

az 1oy b =11(&)"} sorozatok, ahol { = 1,2, - .. ko

A homogén (624) feladat altalinos megoldasa a fenti & darab linedrisan fiiggetlen megoldasainak linearis
kombindacioi, azaz a

erd (L1)" e ()" 4+ ...+ e (&)}

sorozat. Mindez azt jelenti, hogy a homogén (624) feladat altalinos megoldasa az az {zn} sorozat,
amelynek n -ik eleme

Tn = c1(§1)” +c2(f)” +... + ()" (630)

Tehat a (624) inhomogén feladat altalanos megoldasa egy {vn } partikularis megoldas esetén:
k
U =1(&)" + (&) + - ek(€)" F va =D (&))" + Ve (631)
§=1

Ha a (629) egyenlet & darab valos gydkei kozill az egyik gyok kétszeres, azaz S1 =82 akkor a (624)
inhomogén feladat altalanos megoldasa

Un * :'][\El]“ + 1'_rﬂ|:£| |rl t r'.';l:_f:i}l'” - .:',l\{f‘t,-:l'u + Up. [!i:igi

A differenciaegyenlet stabilitdsa (azaz az {un} sorozat korlatossaga) a () un. karakterisztikus polinom
gyokeitdl figg. (Emlékeztetdiil: stabilitas azt jelenti, hogy a ©i egyiitthatok kis perturbacidja nem okoz nagy

eltérést a megoldasban.)® Ezért (631) és (632) alapjan a differenciaegyenlet stabil, ha a P(£) karakterisztikus
polinom gyokeire teljesiil a

2A Ci paramétereket a differenciacgyenlet egyértelmii megoldasahoz sziikséges k darab kiegészitd feltételekbdl hatarozzuk meg. Igy

valdjaban a stabilitis ezen bemend paraméterekre vonatkozik: arra ad valaszt, hogy a bemen6 adatok perturbacioja hogyan valtoztatja meg a
differenciaegyenlet megoldasat.
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|Gl<1, 1=1.12..., k, éz a |£] =1 gyvik egyszeres (633
feltétel. (Tehat megengedett a S =1 g &=—1 gget is.) Ugyanakkor a differenciaegyenlet

aszimptotikusan stabil (azaz a ©i egyiitthatd perturbaciojabol szamitott két megoldas kiilonbsége nullahoz
tart), ha

Gl <1, 1=1,2....k (634)

Most attériink a (562) alaku linedris tobblépéses moddszerek stabilitdsanak (és igy konvergencidjanak)
vizsgalatara. A konvergencidhoz sziikséges O-stabilitds vizsgalata el6tt vizsgaljuk meg, hogy a mddszer
stabilitasi tulajdonsaga mivel all kapcsolatban.

Alkalmazzuk a (562) modszert az
w=du =0 (635)

tesztegyenletre, ahol A € C adott allandé. Ekkor a

ke
> (@ — hAB; )i =0 (636)
=0
feladatot nyerjiik. Ez egy (624) alak differenciaegyenletet jelent, ahol % = @i — hAB;  Ezért tehat a linedris
tobblépéses modszer stabilitasat meghatarozo P(E) polinom
B(£) = o(€) — hAa(€) (637)

alak. Ez is motivalja, hogy egy adott linearis tobblépéses modszer esetén bevezessiik a
1) = plE) — hAo(E) (G3%)
polinomot.

5.5.6. Definicié A (638) alaku I{(£) € Pr polinomot a (562) linearis tobblépéses modszer karakterisztikus
polinomjanak nevezziik.

Tehat a (635) tesztfeladatra P(£) =1L{E) | &5 ennek gyokei hatarozzak meg a modszer stabilitasat.

5.5.7. Megjegyzés Az egyszeriiség kedvéért feltehetd, hogy a tesztegyenlet kezdeti feltétele u(0) =1 Ekkora
pontos megoldas a £ = tn pontban

u(ty) = M = " = ()"
Ha S1s82: -+ &k g (&) = 0 karakterisztikus egyenlet megoldasai, akkor (631) alapjan a numerikus megoldas
k
=3 i) (639)
i=1
alaky, ahol a ©i egyiitthatok ismertek. Ez azt jelenti, hogy a SEICTRRRR gyokok egyikének az e értekét

kell kozelitenie, mig az 6sszes tobbi gydknek ki kell oltddnia (nulldhoz kell tartania) az 1 ndvelésével.®

L

BAZ tr‘M értékét kozelité gyokot f6 gyoknek ("principal root"), a tobbi gyokot parazita gyoknek (extraneous root") szokasos nevezni.
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Legyen most a vizsgalt differencialegyenletiinkben f= ”, azaz feladatunk az u' = 0 egyenlet megoldasa adott
kezdeti feltétellel. Alkalmazzuk ismét a (562) alaku linearis tobblépéses numerikus modszert. Ez nyilvanvaldan
a

k

ZHJH" =0, n= kok+1,...

=0

differenciaegyenletet eredményezi. Mivel ebben az esetben L&) = (&) = 0(£) | ez¢rt a linearis tobblépéses
madszer stabil, ha a 0(£) elsd karakterisztikus polinom gydkeire teljesiil a (633) szerinti gydkkritérium, azaz
S <1 minden { =1.2,.... k esetén, €s a €] =1 tulajdonsagu gyokok egyszeresek.

Attériink a konvergenciahoz sziikséges stabilitasfogalom targyaldsara. Vegyiik észre, hogy a 3.2.1 szakaszban
leirtaknak megfelelden, ez a modszer is felirhato operatoros alakban. Jeldlje

Wy = {n B fn < fl L tj'\n' 1 < t,"\-' = T} , Valamint u"‘:’} = ‘:‘;H\\_{th 'F = ”‘ 1.‘ v '."E'. - 1} récsokat’ és
Flwn) , megfeleld racsfiiggvényeket. Legyen ismét N egy olyan operator, amely az wh pontjaiban
értelmezett racsfiiggvényekhez egy masik, szintén az “h pontjaiban értelmezett racsfiiggvényt rendel hozza.

Tehat N Flwn) — F(wh) adott leképezés, amely a linearis tobblépéses modszer esetén egy Wi € Fwn)
racsfiiggvényhez a kovetkez6 mddon rendel hozza:

- .Iri‘ IT\R LA ,f“ ] — A i n ]]'.I ,I'“ = ‘.""I“'
(M) (£,) { 250 0h{tn=3) = 2j0 Bifcs, s (640)

wi(ty), hat, €{t;: 1=0,1,....k—-1}
Az el6z6 fejezetben megvizsgaltuk a modszer konzisztenciajat, azaz megmutattuk, hogy a

I:’||Ir| : {_‘IL'L'PJI:,{:][LIH‘ 4’rl = v*'-."i',l ”-'I]-b

lokalis approximacios hiba milyen feltételek mellett lesz P -ed rend.* A linearis tobblépéses modszerek 0-
stabilitasa kozvetleniil definialhat6 az egylépéses modszerek (320) definicidja alapjan.

5.5.8. Definicié Az Vi operatorral leirt, a (562) alaku linearis tobblépéses numerikus modszert 0-stabilnak
(zér6-stabilnak) nevezziik, ha léteznek olyan /o és I pozitiv allandok, hogy minden /< fo esetén két

tetsz6leges Flewn) -peli T ¢s 2n racsfiiggvényre érvényes az

|-f'h“r| ' - --llll:_r‘rl':ll cj_'

L | k
I{{Z |zn(t;) = zu(t;)| + max |h [EHJ (xn(tn—j) — zn(tu—j))
=0 1sn<h =0 (642)

k
zjl||.f|-'f.'r J.J'h[f" ,l” _Jr['r.q .|'-:|’||:'|l_|| |l|l:|.|]|'

J=0
egyenlbtlenség tetszéleges ™ = kb 41, N indexre.
A O-stabilitas tehat azt fejezi ki, hogy ha két Fwn) peli racsfiiggvény olyan, hogy a
cat=1 (@ =0.1,....k =1 sontokban kozel vannak egymashoz,

v N eamy B ,
az /¥ -képiik i/ -ben is kozel vannak egymashoz,

akkor maguk a fiiggvények is kozel vannak egymashoz F{wn) -ben. Bz azt jelenti, hogy a numerikus modszert
leird adatokra (az Vi képzési szabalyra és a racsfiiggvény I (III =0,1,....k—-1 ) pontbeli értékeinek

“Emlékeztetiink, hogy az adott fejezetben a csonkolasi hibat vizsgaltuk. Ezért a konzisztencia rendje a csonkolasi hiba rendjénél egyel
kisebb.
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megvalasztasara nézve a numerikus modszer stabil: ezek kis megvaltoztatdsa esetén a numerikus megoldas is
csak korlatosan valtozik. Megjegyezziik, hogy a 3.2.9 tételhez hasonldéan a linearis tobblépéses mddszerek
esetén is érvényes a kovetkez6 allitas.

5.5.9. Tétel A
domiN, ) : {wn € Fwn) 1 walt) rogzitett [ =0,1, ..., k — 1 esetén |
halmazon definialt 0-stabil NV operator invertalhato.

A O-stabilitds a 642 szerinti definiciojabol, az Fh = Hn ¢és a Zh = Fuu megvalasztassal, az egylépéses
modszerrel megegyez6 mddon kapjuk a linearis tobblépéses modszerre vonatkozo alaptételt.

5.5.10. Tétel Tegytik fel, hogy

* a kezdetiérték-feladatnak létezik egyértelmii megoldasa;

« az Nit Flwn) = F(wn) operator 2 -ed rendben konzisztens,

« akezdeti Ho:¥1. ... Uk-1 kozelitések szintén P -ed rendben pontosak,

* a linearis tobblépéses modszer 0-stabil.

Ekkor

* az linearis tobblépéses modszerrel definialt ¥ kozelité megoldas 1étezik és egyértelmd,

* a numerikus megoldasok sorozata konvergens, és a konvergencia rendje megegyezik a konzisztencia
rendjével.

A linearis tobblépéses modszer O-stabilitasanak belatasa nagyon dsszetett feladat. Hossza és bonyolult szamolas
utan megmutathato(lasd példaul [14]), hogy szoros kapcsolatban all a modszernek megfeleltetett
differenciaegyenletek stabilitasaval, mégpedig a kdvetkezé modon.

5.5.11. Tétel Egy linearis tobblépéses modszer pontosan akkor O-stabil, ha az els6 karakterisztikus polinomjara
teljesiil a (633) gyokkritérium, azaz o() =0 egyenlet & darab gydkeire 6 <1 minden ! =1.2.....k

esetén, és a Il =1 tulajdonsagu gyokok egyszeresek.

5.5.12. Megjegyzés A fenti tétel kicsit meglepd abban az értelemben, hogy a linearis tobblépéses modszer 0-
stabilitisa csak az elsd karakterisztikus polinomjanak tulajdonsagaitol fiigg, és fliggetlen a masodik
karakterisztikus polinomtol, azaz csak az i paraméterek értéke hatdrozza meg a 0-stabilitast. Ennek az az oka,
hogy a O-stabilitis a modszer it — () melletti viselkedését vizsgalja. Ugyanakkor, ha a (562) alaka linearis
tobblépéses numerikus modszerben /i -val nullahoz tartunk, akkor a

k

ZH.J-”“ i=0, n=kEk+

i=0

—

sémat nyerjilk, ami, mint azt lattuk, az ' = () esetre alkalmazott lineris tobblépéses modszer algoritmusa.
Tehat ilyen értelemben a numerikus modszer ezen stabilitasi tulajdonsaga csak az ' approximaciéjatol fiigg.
(Mindezt indokoltta teszi az is, hogy a folytonos feladat (304) szerinti L operatorban, ahol

s

elsddleges szerepet jatszik.)

5.5.13. Megjegyzés Tegyiink néhany észrevételt.

* A konzisztens linearis tobblépéses modszerek esetén, mint azt a (618) feltételben megmutattuk, o(1) =10,

Teht konzisztens modszer esetén a & = 1 mindig gyoke az elsd karakterisztikus polinomnak. Mivel az
egylépéses modszerek esetén nincs mas gyok, innen is latszik, hogy a konzisztens egylépéses modszerek
automatikusan O-stabilak, és igy konvergensek is.
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« A 2 tételbdl, illetve a (5.5.12) megjegyzésbol kévetkez&k( 1l}%yg(ﬁj‘[i] ertékei nincsenek kihatassal a -

stabilitasra, viszont a konzisztenciara igen. (Lasd a (618) feltételét.) Ez azt jelenti, hogy
értékei kihatnak a konzisztencidra, és ezen keresztiil a konvergencidra, valamint annak rendjére is.

+ A 5.4.4 tételben megmutattuk, hogy a maximélis rendben konzisztens % -lépéses linearis tobblépéses
modszerek rendje P = 2k illetve, explicit médszer esetén P = 2k -1, Vajon ez a rend elérhetd a 0-

stabilitdas mellett is? A valasz nemleges, ¢és erre vonatkozoan G. Dahlquist® bizonyitotta be a kdvetkezoket,
amelyet Dahlquist-féle els6 rendkorlatnak szokasos nevezni.

1. Ha k pératlan, akkor P = k+1,

2. ha k péros, akkor P = k+2,

3. ha a linearis tdbblépéses modszer explicit, akkor P = k

(A bizonyitas meglehetdsen technikai, és megtalalhato a [19] kdnyvben.)

* Ha nem teljesiil a tétel feltétele, akkor a megoldas instabil. (Lasd a 623 megjegyzést.)

A O-stabilitdis megengedi a G=1lgsqala=—1 gyokoket is. (Csak az a feltétel, hogy ezek egyszeresek
legyenek.) Ugyanakkor ez a numerikus realizalas soran problémat okozhat!

5.5.14. Példa Alkalmazzuk az “(0) = 1 kezdeti feltételts (635) tesztegyenletre az
1 . , A4t
Y Yp—2 = .}'hl-f.'l t 'i.lllu 1 f .lllu '_’:I [hli}

un. Milne-médszert!
Erre a modszerre
g . =10, 0 —1.

l 4 1
o=3. A=3. k=3

Konnyen ellendrizhetd, hogy a moédszer masodrendd. (V.6. a (607) és (608) feltételeket.) A fenti paraméterek
mellett

"3 g (G444)

Ekkor a 11&) = 0 karakterisztikus egyenlet megoldasa

M £ V1+ 50 ?
1 :Ii.-]'l.u'r-I )

Sorbafejtéssel® a két gyok alakja:

Germund Dahlquist (1925 2005) svéd matematikus, aki a numerikus analizis (elsdsorban a kozonséges differencidlegyenletk numerikus
megoldasaban) elméletében ért el kiemelkedd eredményeket. Tovabbi részletek illetve érdekességek az eredményeir6l megtalalhatok a
http://www.unige.ch/~wanner/DQsem.pdf és a http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Dahlquist.html linkeken.

e — 1._ 1.2 1 _ oL 2
Vitr=1+ 34 gL ... ésaz 1—r Itz+ai+..... sorbafejtéseket alkalmazzuk.

sltt a
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G=e+0((M)), &=—3+0((W)Y). (645)
Ez azt jelenti, hogy A < 0 esetén a &2 parazita gyok dominal, és nem a &1 fogyok.

Mi a probléma a fenti feladatban? A I(€) karakterisztikus polinom gydkei folytonosan fiiggnek az
egyiitthatoktol, azaz A — 0 esetén a 2\&) gydkeihez tart.” Ezért, ha 2(&) valamely gyoke &, akkor 11(£)
W=+ O(AR) gy a megoldasban szerepld (™) megfeleléen kis i mellett

, , £l
csak akkor tart nullahoz 7t — oo esetén, ha I3

megfeleld g gyoke 3
<1 Ha valamely gyokre P = 1, akkor viszont
€] =1+ Ol:)\h.), azaz [Eiﬂ}” nem tart nulladhoz, azaz ez a gyok nem oltodik ki. Ha £ = 1, akkor a
karakterisztikus egyenlet megfelelé gyoke £ =1+ 0(Ah) , ami azt jelenti, hogy az e értéket
approximalja, azaz ez a fogyok. Viszont a tobbi gyoknek ki kell oltddnia, ezért tehat nem lehet az els6

karakterisztikus polinomnak t6bb, £ =1 tulajdonsagu gyoke.

Ez motivalja az alabbi fogalom bevezetését.

5.5.15. Definicié Azt mondjuk, hogy egy linearis tobblépéses modszer erdsen stabil, ha a o(§) =0 egyenlet

gyokei, a £=1 fogyokot kivéve, az egységkoron beliil vannak. Ha egy linearis tobblépéses modszer 0-stabil,
de nem erGsen stabil, akkor gyengén stabilnak nevezziik.

5.5.16. Példa Mutassuk meg, hogy a (643) alaki Milne-médszer gyengén stabil.

+1

. . . — £ _ . 1 . . . vy o £ = .
Mint lattuk, erre a modszerre ol§) =¢ 1. Bzért az elsd karakterisztikus polinom gyokei 1.2 , tehat a

moddszer 0-stabil, viszont nem erdsen stabil.

Mi mondhatd el az erésen stabil és konzisztens linearis tobblépéses modszerek rendjér6l? Erre vonatkozik G.
Dahlquist alabbi tétele.®

5.5.17. Tétel Egy erdsen stabil k -1épéses linearis tobblépéses modszer legfeljebb k + 1 -ed rendi lehet.

Vizsgaljuk meg az Adams-modszer ek stabilitasat! Mivel ezekre a médszerekre o = 1 a1 = —1 a; =10
- | — = - . . . . — J" — J" 1 r . 3
minden ? = 2.3,....k esetén, ezért az elsd karakterisztikus polinomja o) =& =& Tehat a gyokok:
§1 = 1, ¢s & =0 minden? = 2.3, .k esetén. Ez ant jelenti, hogy az Adams-modszer ek erésen stabilak.

Mivel az Adams-Moulton-modszer konzisztenciarendje k41, ezért ez a médszer erBsen stabil és maximalis
rendben pontos. (Ez is indokolja a modszert széleskor(i alkalmazasat.)

A retrograd differencia modszer ek bevezetésénél megemlitettiik, hogy jol alkalmazhatok a merev feladatok
numerikus megoldasara. Ez nem jelenti azt, hogy ezek a modszerek automatikusan erésen stabilak is.

Megmutathatd, hogy a retrograd differencia modszerek csak k=1.2....0 ceten 0-stabilak, azaz k =T
esetén a modszereket nem alkalmazzuk. Ugyanakkor a k <6 ¢riékekre a retrograd differencia modszer ek
erdsen stabilak is.

Térjlink at a linedris tobblépéses modszerek abszolut stabilitasanak vizsgalatara! A 3.3.3 fejezetben ezt a kérdést
mar targyaltuk az egylépéses modszerekre. A Iényeg a kdvetkezd volt: mivel a (635) tesztegyenlet

— ;Af — - ’ = ’ . 1 r I
u(t) = e“up (1o = u(0) > 0y pontos megoldasa BelA) =0 esetén monoton csokkend, ezért alapvetd
elvaras, hogy az alkalmazott numerikus modszer altal szarmaztatott numerikus megoldas is 6rokdlje ezt a
tulajdonsagot, azaz a numerikus megoldasra teljesiiljon az

[ta] < |Ya—1] (646)

Az allitas belatasa meglehetdsen bonyolult, €s a Rouché-tételen alapul [11].

88Az eredeti bizonyitas elemei megtalalhatok G. Dahlquist "Stability and error bounds in the numerical integration of differential equaitions"
(1958) doktori tézisében. A teljes bizonyitds megtalalhatdé [7] konyvében (Theorem 3.9), ahol megmutatjdk, hogy a k+2 rendi
modszerek szimmetrikusak, (azaz 0 = —C—j g 'j..l' = Pk—j ), és ezért az elsd karakterisztikus polinomjanak mindegyik gyoke az
egységkoron van.

147
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

egyenlétlenség. Azon z = Al értékeket, amelyek mell&t@ (646) tulajdonsag teljesiil, a numerikus modszer
abszolut stabilitdsi tartomanyanak neveztiikk. Jeldlje ezt a abszolut stabilitdsi tartomanyt! Egy
numerikus modszert A-(g_tgb& mpdszernek neveztiink, ha az abszolut stabilitasi tartomanya tartalmazta bal oldali

komplex félsikot, azaz

Ez azt jelenti, hogy a (562) alaku linearis tobblépéses modszer & abszolut stabilitasi tartomanyat tgy tudjuk
meghatarozni, hogy alkalmazzuk a (635) tesztegyenletre, és megvizsgaljuk a (646) tulajdonsag feltételét. Ez a

k
> (e — BAB)nj =0 (647)

J=0

feladatot eredményezi, azaz egy (624) alaku differenciaegyenlet, amelyre

O(E) =T1(€) = o(€) — hha(€). (6G48)

Ennek feltétele (v.6. (639)) pedig a kdvetkezd.

5.5.18. Tétel A (562) alaku linearis tobblépéses modszer S abszolut stabilitasi tartomanya azon = € C szamok
halmaza, amelyekre a (&) = o(&) — z0() karakterisztikus polinom gyokeire teljesiil a (633) gydkkritérium.

5.5.19. Megjegyzés A 5.5.18 tétel kovetkezménye, hogy a (562) alaku linedris tobblépéses modszer pontosan
akkor 0-stabil, amikor a = = 0 pontban abszolut stabil, azaz 0 € S .

5.5.20. Példa Hatarozzuk meg explicit Euler-modszer abszolut stabil itasi tartomanyat!

Mivel az explicit Euler-mddszer esetén )= -1)—z2=—-(1-2) ¢ igy a karakterisztikus egyenlet
gyoke §1z) = 1+ 2 Tehataz explicit Euler-modszer abszolut stabil itasi tartomanya a jol ismert

See={:€C: |1+z| <1}

halmaz.

5.5.21. Példa Hatarozzuk meg implicit Euler-mddszer abszolut stabil itasi tartomanyat!

Mivel az implicit Euler-mddszer esetén Hif)=({—-1)—z2=8&{1—-z2) - 1, és igy a karakterisztikus

Sli=) = . .. , e g , coq
egyenlet gyoke I — =z Tehat az implicit Euler-modszer abszolut stabil itasi tartoméanya a jol ismert

<1}={z€l, 1-=z

> 1)

halmaz.

5.5.22. Példa Hatarozzuk meg trapéz-modszer abszolt stabil itasi tartomanyat!

1 1
I(£) = (1—3:)5— (1 q“)
A trapéz-moddszer esetén = = . Ezért a karakterisztikus egyenlet gyodke

141z
&ilz) = 2

1. 2k —I
1 =32 Mivel a 1-2% komplex fiiggvény bijektiv modon képezi le a zart egységkorlapot a
bal oldali komplex félsikba, ezért a trapéz-mddszer abszolut stabil itdsi tartomanya a jol ismert

1+ 5=

b=

Srr={z€C, Re(z) <0}
halmaz.

5.5.23. Példa Hatérozzuk meg az
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Y — Yn—2 = h_.r.rl 1 ”.ll".”

un. ko6zépponti szabaly abszolut stabil itdsi tartomanyat!

(Vegyiik észre, hogy ez modszer kiilonbozik a kdzépponti modszertdl.)

. , P ’ , " . £ — £2 _ . a a
Konnyen lathatéan a modszer masodrendii.® Erre a modszerre ol§) =¢ 1 ¢ oll) =& | azaz

(&) = & — 26 — 1 Tehat a karakterisztikus egyenlet gyokei

.-"-:-—.l

Eialz) =z vz 4 (G50

Eldszor tegyiik fel, hogy = tisztan komplex, azaz = = ib alakd. Ekkor $1.2(1) = V10 b

« Ha he [:—1_.1), akkor 51_2 = :l‘:'u’f]. - lr32+ !jlrjll azaz El #EQ és |£l.2|2 = [:1 — FJQ:I + IJQ = 1 Tehat az

ilyen = szémok Str -beliek.

E

. [ —_—a . —_— A , .. , . H
« Hab=1,azaz = =i ,akkor 1.2 = Mivel [£1.2] =1 &5 kétszeres gyok, ezérta = = i nem Sti -beli.
. ; — . p— , , . r e — ;
« Hab=—1 azaz = = —i , akkor 512 = —!  Mivel 12l =1 ¢s Kétszeres gyok, ezért a = —1 sem
St -beli.

« Ha lbl =1 akkor Lo=ib+Eivb2 —1=i (bt VK -1)

z komplex szamok nem Srr -beliek.

. Ezért [€12] > 1 ¢s az ilyen tulajdonsagti

Most tegyiik fel, hogy = = @ + b alakii, ahol @ # 0 Ekkor [€12] > 1 ., €s igy az ilyen tulajdonsagl z
komplex szamok sem Str -beliek.

Tehat a trapéz-médszer abszolat stabil itdsi tartomdnya egy nyilt intervallum, amely a C komplex szdmsik

Im(C) képzetes tengelyén helyezkedik el, azaz
Srr={:€C, z=ib be(-1,1)} C Im(C).

Tehat a kozépponti szabalyt akkor érdemes alkalmazni, ha A tisztan képzetes. (Példaul, az ' = A linearis

rendszer esetén, amikor A ferdén szimmetrikus matrix, azaz & = —A J)

Altalanos esetben az abszolut stabil itasi tartomany meghatirozasa meglehetésen bonyolult feladat. Tébb
modszer is létezik, amelyek segitséget nyujtanak a tartomany meghatarozasaban. Ezek koziil az tin. boundary
locus method (BLM) a legelterjedtebb. A mddszer 1ényege a kovetkezé. Mint lattuk, egy linearis tobblépéses

modszer & abszollt stabil itasi tartominyat a () =10 egyenlet = -t6l fliggd gyokeinek segitségével
hatarozhatjuk meg. Mint lattuk, konzisztencia esetén van egy Li(z) €8 fogyoke, amelyre 161(2)[ = 1 Baert
i — Yy . cy.
valamely 0 € [0.27] mellett &1 =€ Tehat &1 = &1(0) , és We™) =0 gt a 11 polinom definicidja
oo(e®) — za(e'?) =0
alapjan £\° ===V azaz
ol €

z(f) = = .
ale?)

it i

(G3]1)

Tehét adott # esetén, a (651) dsszefliggés alapjan azon = értékek, amelyekre 1€(2)| = 1, meghatarozhat6. Ezt
figyelembe véve, és felhasznalva a polinomok gydkeinek paramétertdl vald folytonos fiiggését, az S abszolut
stabil itasi tartomany hatara nem mas, mint a

-.‘,.ll'.l"‘I
A€ ) geo,2n] (652)

) =
v r}'l:_e"'iljl

%Az angol nyelvii irodalomban "leap-frog" mdédszernek szokdsos nevezni.
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komplex zart gorbe altal hatarolt C -beli ponthalmaz.

5.5.24. Megjegyzés Hogyan lehet meghatarozni, hogy a (652) zart gérbe belseje vagy kiilseje képezi az S
abszolut stabil itasi tartomanyt? Ha egy linearis tobblépéses modszer konzisztens, akkor a o() =0 egyenletnek
az & = 1 ¢rték a gyoke, emellett, ha P -ed rendben konzisztens, akkor a (&) = 0 karakterisztikus egyenlet
§1(2) fgydke a = = 0 pont koriil P -ed rendben approximalja az ¢ fiiggvényt. (PL., az explicit Euler-médszer
eseten S1(2) =1+2 e 1+z=¢"+0(2*) ) Kis » (azaz kis h ) esetén a numerikus megoldas
viselkedése Yn = € Yn-1. A z = () pont kériil egy kis sugara kort meghatarozva, ezen beliil a ¥n = f1(2]¥n-1
numerikus médszerben 1) az e* fiiggvényhez hasonléan viselkedik. Mivel le] <1 3 Re(z) <0
értékekre, 6s €] > 1 a Relz) = 0 ¢rigkekre, ezért a kor bal oldalan (Re(z) < 0y az & abszolut stabil itasi
tartomanyban maradunk, mig a jobb oldalan ( Re(z) = 0y kilépiink beléle.

5.5.25. Példa Hatarozzuk meg a BLM modszerrel az explicit Euler-modszer abszolut stabil itasi tartomanyat!

Az explicit Euler-modszer esetén olf) =81 g o) =1, igy az Sker abszolut stabil itasi tartomany
hatara a

HO) =€ —1, @€]0,2n]
gorbe. Ezt a gorbét konnyi abrazolni az (x,y) sikon, mivel
e —1 = (costl — 1)+ isind.
Tehat a zart gorbe az
x(f) =cosfl -1, yl#) =smb, #c [H.ﬂr]

paraméteres gorbe, amely a szokasos kort jelenti. (Mivel a z = () halmaz bal oldali része a kor belsejébe esik,
ezért S a zart kor belsejét jelenti.)

5.5.26. Példa Hatarozzuk meg a BLM mddszerrel az implicit Euler-modszer abszolut stabil itasi tartomanyat!
Az implicit Euler-modszer esetén olf) =8—-1¢goll)=¢. gy az SkE abszolut stabil itasi tartomany
hatara a

it

H) =

f € [0, 27
pr .

gorbe. Ezt a gorbét konnyli abrazolni az (,4) sikon, mivel ebben az esetben
al ) 1 —cosfl, y(fl) =smll, < [H.ﬂr]

a paraméteres zart gorbe, amely a szokdsos kort jelenti. (Mivel a z = () halmaz jobb oldala szintén a kor
belsejébe esik, ezért & a nyilt kor kiilseje.)

A mar targyalt lineéris tobblépéses modszerek stabilitasi tartomanya is felrajzolhaté a LBM segitségével. Ezek
alakjai megtalalhatok a

http://www.scholarpedia.org/article/Linear_multistep_method
linken.

5.5.27. Megjegyzés A LBM mellett mas modszerrel is meghatarozhatd valamely linearis tobblépéses modszer
&S abszollt stabilitasi tartomanya. Ezek koziil a leggyakoribb a (%) karakterisztikus polinom gyokeinek
vizsgalata algebrai médszerekkel. Tipikusan a Schur-kritériumot, illetve a Routh-Hurwitz-kritériumot szokasos
alkalmazni [17].
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Egy adott modsger A-stabilitasahoz azt kell ellendrizni, hogy a médszer & abszollt stabilitasi tartoméanya
tartalmazza-e a félsikot. Az alabbi eredmény, amelyet Dahlquist masodik rendkorlatjaként ismeriink, a
kovetkezd valaszt adja a linedris tobblépéses modszerek A-stabilitasara vonatkozoan.

* Az explicit linearis tobblépéses modszerek nem A-stabilak.
* Az A-stabil linedris tobblépéses modszerek maximalis rendje P = 2,

Igy a retrograd differencia médszerek csak b =1,2 esetén A-stabilak. A fenti Dahlquist-féle rendkorlat azt
jelenti, hogy a masodrendnél magasabb linearis tobblépéses modszerek nem A-stabilak. Ugyanakkor szamos
feladat esetén nem sziikséges az A-stabilitas, mivel elegendé az abszolut stabilitis csak azon A € C komplex
szamokra, melyek viszonylag tavol esnek a komplex szamsik képzetes tengelyétdl. Mint ismeretes, minden

komplex szim felithato = = r¢” alakban, ahol ! € (—7.7] s arg(z) =6

5.5.28. Definici6 Egy numerikus modszert Ala) stabilnak neveziink, ha az abszolut stabilitasi tartomanyara
érvényes az

~
4
|
——
m
M
d
i

OU |arg(z)| < a}
tartalmazas.

Kovetkezményként, az A(7/2) stabilitas az A-stabilitast, az A(0) stabilitas pedig a valos ™ tengelyen valo
stabilitast jelenti.

A retrograd differencia modszer mint emlitettiik, & = 6 értékig erdsen stabil, és a k=12 értékekre A-stabil

Al =3.4.5.6.T ¢rekekre A(@) stabil egyre csokkend szogekkel. Az alabbi tdblazatban megadjuk az egyes
retrograd differencia modszerek abszolut stabilitasi tartomanyat.

k 1 2 3 1 5 [ T
al 90° 1907 [ 86° | T3° | 51° |17 | =

A szakasz befejezéseként foglalkozzunk az implicit linearis tobblépéses modszerek realizalasanak kérdésével.
Ilyenkor altalaban a Iétrejovoé nemlinedris egyenletet (vagy egyenletrendszert) valamilyen iteracios modszerrel
(egyszerli iteracio, avagy merev rendszerek esetén Newton-iteracid) segitségével oldjuk meg. (Az egylépéses
modszerek esetén ezt a kérdést a 3.3.2 fejezetben targyaltuk részletesen.)

Az implicit linearis tobblépéses mdodszerek esetén az egyszeri iteracid alakja az n -dik idépontban a kdvetkez6:

k

A.
y o+ = A, f(t,, yl?) — Z;._,y,, i+h z Biffajy s=0,1,..., (653)
=1

i=1

ahol a (653) iteracio akkor konvergens, amikor a

| af]
h ‘ i-,i-

< r <1
j ' thy |

feltétel teljesiil. Mint azt mar ebben a fejezetben megjegyeztiik, hogy kezddértéknek egy explicit mddszerrel
meghatarozott értéket hasznalunk. Az iteraciot altalaban akkor allitjuk le, amikor két egymast kovetd iteralt
érték eltérése egy elére megadott = értéknél kisebb. (A gyakorlatban 2 — 3 Iépést szokasos tenni, és ha ezen

beliil nem éri el a kivant pontossagot, akkor h értékét csokkentve (tipikusan hf2 4 véve) ujraszamoljuk a
feladatot.

Merev feladatok esetén altalaban a moddositott Newton-iteraciot alkalmazzuk a nemlinedaris egyenletrendszer
megoldasara. Ennek alakja a linearis tobblépéses mddszerek esetén
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H _,f 1 k k
a+l) __ &) R
i =y — (I - h-'fnm) Z”_f.’-"n j—h Z Bifa-j|» s=0.1,...,
: =1 i=1

af

- (1]
ahol I az egységmatrix, Y a Jacobi matrix a (bns ¥ ) pontban.
Egy P -ed rendi linearis tobblépéses modszer nemlinearis feladatanak elkeriilésének egy masik modja, altalaban
nem-merev feladatok esetén, amikor elére meghatarozott szamu iteracids lépést szandékozunk tenni a
linearizalas céljabol.
A modszer a kovetkez6 1épésekbdl all.

* Egy explicit, szintén ¥ -ed rendi modszerrel "megjosoljuk” (predict) a korabbi idépontbeli kozelitésekbdl a
tn pontbeli kozelitést. Tipikusan valamely Adams-Bashforth-modszer t szokésos alkalmazni. Legyen ez a
modszer a kdvetkezd:

I:'P':l In'_,l':.,”.I t '.] 1 —1 F... 4 ".”\.r.llrl k- 'h ( %] J.rl | R | -”. _|r.'| .k) .
» Ezutan ezzel az értékkel kiértékeljiik (evaluate) az ! fliggvényt a tn pontban, azaz meghatarozzuk a
(&) £ = flta.yn)

értéket.

» Ezt az értéket behelyettesitve az implicit linearis tobblépéses modszerbe, korrigaljuk (correct) a megoldast az

(C) ."a"r.ll Fiin-1 ... + Qklfn—k = 'h{i”_j.::“ Fhfacr+.o + B fa ‘-'J
képlet alapjan.

Ha ezzel befejezziik a szamitasunkat, akkor a médszert 7 EXC' modszernek nevezziik.

Ugyanakkor a masodik (€) ¢s a harmadik (C) 1épés megismételhetd, mindig az utolso kiszamolt értékkel. Ha

ezt m -szer hajtjuk végre, akkor a modszert PLEC)™ modszernek nevezziik, és a fn pontbeli kozelités az

()
Un = Un  érték lesz.

5.5.29. Definici6 A P(EC)™ tipusu moddszereket prediktor-korrektor (avagy "joslo-javité") modszernek
nevezzik.

Megjegyezziik, hogy altalaban még egy kiértékelést (':‘S ) 1épést) szokasos megtenni, azaz

) £ = Fltny™)

értéket is meghatarozzuk. Ezt azért szamoljuk ki, mert amikor attériink a kovetkezé idépontra (azaz a fnt1
pontban hatarozzuk meg a kozelitést a PEC)™ mddszerrel, akkor a joslo (€) formulaban a jobb oldalon

e}

Brfu1 helyett B1fn szerepel majd, és ehhez az fo=fo értéket hasznaljuk.
Az igy nyert teljes modszert PEC)"E tipustt médszernek nevezziik.

5.5.30. Definicio A (EC)™ ¢ P(EC)"E tipusii modszereket prediktor-korrektor (avagy "joslo-javito")
modszereknek nevezziik.
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Befejezésiil néhany megjegyzés.

+ Altalaban a kiértékelés (':E ) 1épés) eléggé koltséges, ezért a PEC)"E médszer helyett alkalmazhatjuk a
P(EC)™ modszert, és  ebben az  esetben az fo = ﬂl'mj = f(tmfi'ilrm) helyett az
fo = f}'m Y= fl:t”,yi‘.m ) értékkel szamolunk. (Ezt mar kiszamoltuk a P(EC)™ algoritmusban.)
Ugyanakkor megmutathatd, hogy a PEC)"E  modszer abszolut stabilitasi tartomanya lényegesen
nagyobb, minta £ (£C)"™ medszeré.

* A korrektor formulat altaléban csak egyszer alkalmazzuk, azaz a PECE formula alkalmazasa a tipikus.

Ezért (is) a PEC)" ¢s PI(EC)"E modszerek abszolt stabilitasi tartomanya eltér a javito (C) 1épésben
alkalmazott implicit linearis tobblépéses mddszer stabilitasi tulajdonsagatol.

A prediktor-korrektor modszert ugy is szokasos alkalmazni, hogy a prediktor modszer ¥ — l_ed rendi, a

javitd viszont ¥ -ed rendi. Megmutathatd, hogy ilyenkor a PEC)™ ¢5 2 PIEC)"E msdszerek rendje
egyarant 7.

6. 6 Kozonséges differencialegyenletek kétpontos
peremérték-feladata

Lattuk, hogy a kozonséges differencialegyenletek megoldasanak egyértelmiiségéhez kiegészitd feltételek
megadasa sziikséges. Az el6z6 fejezetben ezek a feltételek a megoldas valamely kezdeti (£ = (J) idépontban
vald tulajdonsagai voltak. Példaul, az

u' = fit,u,u') (654)

masodrendii differencidlegyenlethez az
() o u'[[]l ra:, (5D

feltételeket adtuk meg, ahol "0: Uy adott szamok. Ugyanakkor gyakori eset, amikor a megoldast a [0,T]
korlatos iddintervallumon vizsgaljuk, és a megoldas értékét ismerjiik ezen iddintervallum mindkét
végpontjaban, vagyis a (654) feladat megoldasara az

w() = uwg, u(T) iy (G5G)
kiegészitd feltételeket adjuk meg. Ez a feladatosztaly 1ényegesen eltér az eddig targyalt feladatosztalytol, ezért

vizsgalatuk is kiilonbozik. A kovetkezOkben megvizsgaljuk a folytonos feladat megoldhatosagat, illetve
megadunk numerikus modszereket ezen feladatok megoldasara.

6.1. 6.1 Bevezetés, motivacio

Kezdjiik a peremérték-feladatok targyalasat egy példaval!

6.1.1. Példa Tegyiik fel, hogy egy rogzitett pontbol valamely iranyba kiloviink egy agytgolyot. Jeldlje u(t) g

kilétt golyd magassagat, z(t) pedig a kilovési ponttdl mért vizszintes tavolsagat a ¢ = ) idépontban.
Feltessziik, hogy

* avizszintes () iranyban allando sebességgel halad a golyo;
+ afliggbleges (¥) iranyt mozgasara csak a gravitacio hat.

Hatarozzuk meg, hogy milyen szogben kell kiléni a golyot ahhoz, hogy egy elbre rogzitett ¥ = L pontba
érkezzen!
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A fenti feladat megoldasa a kovetkezd. Jeldlje v = () az allando vizszintes irdnyl sebességet. Ekkor a mozgast
leiré egyenletek:

i(t) =v
Ga7
ii(t) = —g. it

Emellett (0) =0 ¢ 4(0) =0 (A t =0 kezdeti id6pontban sem vizszintesen, sem fiiggélegesen nem
tavolodott el a golyd a kezdeti helyzetbdl.) Ezért a kezdeti feltétel figyelembevételével az elsd egyenlet

megoldasa T(t) = vt | azaz 1 =2/v  Bevezetve az W(t) = ylx/v) = Y () figgvényt, az osszetett
fiiggvény derivalasi szabalya alapjan

dY dr dY

pt) = —— = —u,
v dr dt dr (658)
. S o |
i =y v=y .
A dr? dr?
Ekkor a feltételeink alapjan az ismeretlen 1) fiiggvény az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:
Y"(x) = -2, 2 e(0,L)
v (A9

Yioy=0, Y(L)=0D

Mivel ez a differencidlegyenlet konnyen kiintegralhato, ezért a (659) feladat megoldasa kozvetleniil
kiszamithato:

Y(2) = (L - 2).

Ezért a kilovés o szogét a

gL

tga =Y'(0) =

al

Osszefiiggésbol hatarozhatjuk meg.
Megjegyezziik, hogy a fenti példaban a ¢ valtozorol r valtozora vald attérést azt motivalta, hogy a (654) (656)

peremérték-feladat valamely korlatos térbeli tartomanyon lett kitlizve. Ez eléggé tipikus a peremérték-
feladatokra, és mi a tovabbiakban ezt a jel6lést hasznaljuk.

6.1.2. Definicié Az U = %) ismeretlen fliggvényre Kitiizott

u' =f(r,uu'), € (a,b),

GGl
ula)=a, ulb)=4 [ )
feladatot kétpontos peremérték-feladatnak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a (660) peremérték-feladatban a peremfeltétel megadasa altalanosabban is
. 2 2
megfogalmazhaté. Legyen 9 * R* =R egy adott fiiggvény.

6.1.3. Definicié Az

u' = flx,u '), =€ (ab),

(i
glula), u(b)) =0 (661)

feladatot altalanos alakd kétpontos peremérték-feladatnak nevezziik.

6.1.4. Példa Adjuk meg a 9 fiiggvény alakjat a (660) feladat peremfeltételéhez!
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Legyen 9 : R* = R? 5 kovetkezs fiiggvény:

F 5] —
il 81, 52 ( §a — 3 )

Ekkor a glu(a). u(b)) =0 feli¢tel a sziikséges Ul) = @ ¢s ulb) = [ feltétellel ekvivalens.

6.2. 6.2 Kozonséges differencialegyenletek peremérték-
feladatanak megoldhatésaga

A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy a (660) peremérték-feladatnak milyen feltételek mellett 1étezik
egyértelmii megoldasa. Emlékeztetink, hogy az el6z6 részben ezt a kérdeést a kezdetiérték-feladatokra

vizsgaltuk, és megmutattuk, hogy a differencidlegyenlet jobb oldalan szerepld 1 fiiggvény tulajdonsaga
(nevezetesen, a masodik valtozod szerinti lipschitzessége) hatdrozza meg a megoldhatésagot és annak
egyértelmiiségét, fliggetleniil a kezdeti feltétel (avagy magasabb rendli differencidlegyenletek esetén, a kezdeti
feltételek) megvalasztasatol. Az alabbi példa megmutatja, hogy a peremérték-feladatok esetén ez megvaltozik,

az [ fliggvény mellett bizonyos esetekben a peremfeltételek is kihatnak a megoldas létezésére €s annak
egyértelmiiségére.

6.2.1. Példa Legyen a (656) feladatban fle,u,u') = —u , tehat vizsgaljuk az
u' = —u (662)

egyenletet. Mint ismeretes, (662) altalanos megoldasa u(z) = Cisinr + Cacosx | ghol Oy gs C allandok.
Ez utobbiak meghatarozasara szolgilnak a (660) feladatban a = = és = = b pontokban megadott
peremfeltételek.

* Legyen el8szor a = 0, b=7/2 =3¢ P=T, Konnyen lathatéan ekkor az egyértelmii megoldas az

ulz) =Tsinr+ 3cosr fgayeny.

 Legyenmosta =0, b=m, 00 =3 és =T (Tehét csak b értékét valtoztattuk meg.) Behelyettesitve az
altalanos megoldasba lathatéan nincs olyan Cy g5 Co értékpar, amely mellett ez a peremfeltétel teljesiil.

o Legyena=0,b=7, &= 5 =0 Az altalanos megoldasba behelyettesitve a peremfeltételeket lathatjuk,
hogy a C1= tetszOleges és Ca=0 megvalasztassal megoldast kapunk, azaz az u(xr) = Cisinx
fiiggvény, ahol Cy tetszleges, megoldasa a peremérték-feladatnak.

Megjegyezziik, hogy van olyan példa is, amelyben l1étezik ugyan a peremérték-feladatnak megoldasa, de az nem
egyértelmi. Példaul, az

w' = —explut 1), =€ (a.b),

ulf)=0, u(l)=0

(663

feladatnak megoldésa az

{1!!‘-]][|:.r' — .58/ _’]
cosh(f/4)

u(xr) = —2In

fiiggvény, ahol # a ! = V2ecos(f/4) egyenlet megoldasa. Mivel ez utdbbi egyenletnek két megoldasa van,
ezért a (663) feladatnak két megoldésa létezik.

A kovetkezo tétel egy elégséges feltételt ad egyértelmii megoldas 1étezésére. (Lasd [17])
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6223 Tétek Tegyik fel, hogy a 1= {(z.s1.82) 1w € [a.l], s1.52 € R} jelsléssel a (660) feladat
fiiggvényére teljesiilnek a kdvetkezok:

1. JeC(T),

2. Ouf . 05f € C(T),

3. thf >0 T -n,

4. 1étezik olyan M =0, amelyre |5 f| < M T p,

Ekkor a (660) peremérték-feladatnak 1étezik egyértelmti megoldasa.

A 4 tétel fontos kdvetkezménye az alabbi allitas.

6.2.3. Kovetkezmény Legyen f linearis, azaz tekintsiik az
u' =flr,u,u’) = pla)d + qla)u +riz), =€ |ab],

(G0 )
wla)=a, ub)=4g l

feladatot, ahol 4.7 € Cla,b] adott folytonos fiiggvények. Ha () = U gz [a, b] intervallumon, akkor a
(664) linearis peremérték-feladatnak 1étezik egyértelmi megoldasa.

Mint azt a 3 példa is mutatja, a 9(%) = U feltétel nem hagyhaté el, hiszen ezt a feltételt kivéve a példaban

szerepld flx,s1,82) = —s1 fiiggvényre a 664 kovetkezményben szereplé valamennyi feltétel teljesiil.
Ugyanakkor, mint azt belattuk, a masodik esetben nem 1étezik megoldas.

A masodik fejezetben megmutattuk, hogy a magasabbrendii differenciadlegyenletek atirhatok elsérendii
rendszerek alakjaban. (Lasd a 9 megjegyzést.) Alkalmazva ezt az atviteli elvet, a (660) peremérték-feladat

. 2 N — . .
egyenlete is atirhato kétismeretlenes rendszerré. Vezessikk be az - a.b] — R u(x) = (ulx), us(x))

fliggvényt a kovetkez6 modon: ur(w) = u(r) g u2(x) = () Ekkor a feladatunk felirhato

wy = g, Uy = f(x, uy,uz), .
_ [665)
wla)=a, wyb)=4

alakban. Természetesen a (665) feladat ebben a formaban nem oldhatd meg, hiszen csak az %1 fiiggvényre
ismeriink kiegészito feltételeket.

Megjegyezziik, hogy a (665) egyenlet specialis alakja a kovetkez6 altalanos alakban felirt egyenletnek:
u' - fir.,u), re [n.h: (GGG

ahol f: B* — R? adott fiiggvény. Ugyanis, ha a (666) feladatban

flo.u) =fx, uy, us) - ( a ) . x € |a.b] (66T

I|'|:: iy, g
alakban valasztjuk meg az f fiiggvényt, akkor éppen a (665) egyenletrendszerét kapjuk.

6.3. 6.3 A linearis peremérték-feladat megoldhatésaga

frjuk fel

a (664) linearis peremérték-feladatot elsérendii rendszer alakjaban! Konnyen lathatéan az egyenlet
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u' = A(zr)u+r(r) (GGR)

. 01 . 0 o
Alr) = ( q(x) plx) ) » TE) = ( r(z) ) ' (669)

A peremfeltételek felirdsdhoz vezessiik be a

1 10 ] ' -
Br,.—([] []), B.u,—(l ”)x v_(.'f) (GTO)

jeloléseket. Ekkor a (664) feladat peremfeltétele

alaku, ahol

B.u(a) + Byl = v (6GT1)
alakban irhato fel.

Ha egy m -ed rendti ("7 = 2) linedris differencialegyenlet peremérték-feladatat vizsgaljuk, akkor az atviteli elv
segitségével az is felirhato (668)-(671) alakban, ahol A(r) B, ¢ By megfeleld, IE™*™ méreti matrixok.

6.3.1. Példa frjuk fel az

nm[.r'j = =20 u(x) + X' (x) + 22" (x), = € (0. 1),

. : o (GT2)
w(l) = by, w(l) =D, u(l)=by
linearis differencialegyenletet a (668)(671) matrixos alakban!

Legyen u(z) = (u(x),v'(z)u"(x)) egy 0,1] — R? fliggvény! Ekkor az atviteli elv felhasznalasaval (672)
differencialegyenlete felirhato u' = Au alakban, ahol A € R3*?

0o 1 0
A= 0 0 1
-2X° A% 2)

alaku matrix. A peremfeltételek a B., By € RJXJ,

100 000
B.=|0001]. B,
00 0 010

Il

-
=
_

(6T3)

alak matrixok segitségével felirhat6 a (671) alakban.

A tovabbiakban eléallitjuk a (668)(671) feladat megoldasat.

A (668) egyenlet altalinos megoldasa felirhatdo a kovetkez6 modon. Legyen Y(z) e R™™ 4 egyenlet
alapmegoldasa (mas néven fundamentalis matrixa), vagyis az

Y'(x)= Alx)Y(x), x € [a.b

67:
Y(a) =1 (674)

Cauchy-feladat megoldasa, ahol I € R™*™ az egységmatrixot jeloli. Ekkor a (668) egyenlet altalinos

megoldasa
ulxr)=Yl(xr) (r: 1 f Y l{_-.cjr{.-:}d.-;) . (GTH)
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aholc € ™ egy tetszoleges vektor.® Célunk ¢ olyan megvalasztasa, amely mellett a (675) szerint definialt
figgvény kielégiti a (671) peremfeltételeket. Behelyettesitve a (675) képletet a (671) feltételbe, a

|I|
B.ula) + Buull) = v=B,Y(a)c + B,Y(b) (l‘.‘. / Y l{.ﬂ}r{.ﬂ]d.ﬂ) . (GT6)

feltételt kapjuk. Ebbdl a © vektorra rendezve és az Y(a) =T gelgtelt figyelembe véve a
‘!I
B,+BY(h))e=v—-BYI(l / Y Y&\ s)ds (GTT)

egyenletet nyerjiik. Ezért a
Q=8B,.+BY() (6GTS)

jeloléssel a ¢ vektorra a
]
Qc v—B,,Y{hjf Y s)r(s)ds (6GT9)

feladatot kapjuk. Ezért érvényes az alabbi allitas.

6.3.2. Tétel A (668)(671) linearis peremérték-feladatnak pontosan akkor 1étezik egyértelmii megoldasa, amikor
a (678) alaka Q matrix regularis. Emellett a megoldas (675) alaku, ahol

ri
c=0Q ‘(v—B,.Ym]/ Y I[.\_br[m}rf.i). (GR0)

6.3.3. Példa Vizsgaljuk meg az

u' = —u, xe (0,b)

(%1
wll) =a, ulb)=7 (681)

feladat megoldhatdsagat!

Mivel erre a feladatra

Alr)=A = ( _[JI [Ij ) . (GR2)

ezért az alapmegoldasa az

Y(z) = ( cosr  sinx ) (683)

—8Inr CcosT

alaka matrix. Ezért, a Ba és By matrixok (670) definicidja alapjan a (678) szerinti Q matrix

1 ] N
Q= ( cos b sinh ) (Gad)

alakit. Ez a Q matrix pontosan akkor szingularis, amikor ? = J7 | ahol J € N tetsz6leges pozitiv egész szam.

Tehat pontosan akkor 1étezik a (681) feladatnak egyértelmii megoldasa, amikor a & végpont a T nem egész

™A (668)(671) feladatban nyilvanvaldan Tt = 2, Ugyanakkor, ha egy tetszéleges 1Tt = 2 _ed rendii kozonseéges differencidlegyenletet
tekintenénk, akkor az atviteli elv alkalmazasa utan nyert feladatra is érvényesek a tovabbiak.
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szamu tobbszordse. (Ez az eredmény egyben megvalaszolja a 3 példa eredményét, hogy miért volt egyértelmii

megoldas b=m/2 esetén, és miért nem létezik, vagy éppenséggel miért létezik végtelen sok megoldas a
b = m megvalasztas mellett.)

6.3.4. Megjegyzés Ha Q regularis, akkor vezessiik be a
B(r) =Y(r)Q ! (G&5)
fiiggvényt! Ekkor
() =Y (2)Q "= A(x)Y(2)Q ' = A(x)®(x).
Masrészt

B.®(a) + By®(b) = (B.Y(a) + B,Y(H))Q ' =L

Ezért a (668)(671) linearis peremérték-feladat esetén a (685) alapjan definialt P (x) fliggvény az alapmegoldas,
és segitségével a megoldas a bemend fiiggvényekbdl kozvetleniil felirhato:

ulr) = $riv 4 /(;[_r'_.-.]l‘-:.-:]rﬂl.-:. [GEG)
ahol™

(GST)

G B P(a)d (s). ha s < ¢
Gl s) (a) l.l <
—p (B "(s). has jt.

7. 7 Kozonséges differencialegyenletek kétpontos
peremérték-feladatanak numerikus megoldasa

Bar az el6z6 pontban megmutattuk, hogy egy peremérték-feladat megoldasa képletek segitségével eldallithatd
(v06.(686)), ez a feliras formalis: konkrét feladatok esetén altaldban sem az alapmegoldas, sem a Glz.s)
fliggvény nem hatarozhaté meg. Ezért a Cauchy-feladatokhoz hasonléan a peremérték-feladat ok esetén is
valamely numerikus megoldas alkalmazasa sziikséges.

Az ismertetésre keriild numerikus modszereket két csoportba sorolhatjuk.

* A peremérték-feladat megoldasat visszavezetjilk Cauchy-féle kezdetiérték-feladatokra, és ezek megoldasara a
korabban ismertetett numerikus modszerek valamelyikét alkalmazzuk.

» Kozvetleniil diszkretizaljuk a peremérték-feladatot.

Ezek leirasaval és vizsgalataval foglalkozunk a tovabbiakban.

7.1. 7.1 Peremérték-feladat numerikus megoldasa Cauchy-
feladatra valé visszavezetéssel

Ebben a pontban az els6 modszerrel foglalkozunk, azaz megvizsgaljuk, hogy megfelelé kezdetiérték-feladatra
valo visszavezetéssel hogyan oldhatok meg a peremérték-feladatok.

7.1.1.7.1.1 A belovéses modszer

"Ezta G [: I, 8 J fliggvényt a feladat Green-fiiggvényének nevezziik.
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Tekintsiik az

uw = flr.u), =€ |ab (638)
| Es
wla) =a, wib)=49 \

el6z6 szakaszban mar felirt altalanos alaku peremérték-feladatot! A belovéses modszer™ 1ényege, hogy a (688)
feladat helyett az

u' = flr,u), r¢€la,b

. (G89)
ulal = c.
kezdetiérték-feladatot oldjuk meg. Mivel
(a)
ula) - ( % ) (690)
. tial i)
ezért a x = a pontbeli kezdeti allapotot leird € < R? vektor elsd komponense a (688) peremfeltételébdl ismert,
£ . —
viszont a masodik komponensét (42() = (@) ) nem ismerjiik. Jelolje € = U2(®) A belovéses modszer
lényege, hogy a
¢ ( “ ) (691)
-
kezdetiérték megvalasztasaban a ¢ allandot ugy hatdrozzuk meg, hogy a (689) feladat megolddsa a = = b

pontban az el6irtaknak megfeleléen a 7 ertéket vegye fel. Ez a kovetkezot jelenti. Jelolje u(z.c) g (688)
feladatnak a (¢ paraméter megvalasztasatol fiiggd) megoldasat! Feladatunk a ¢ paraméter olyan megvalasztasa,
amely mellett

wuy (b, &) 1, (G92)
Ezta
ole) = wylbe) — 3 (G93)
fiiggvény jelolése mellett a

ele)=0 (694)

egyenlet megolddsaval kaphatjuk meg. A (694) egyenlet egy nemlinearis egyenlet, amelyben ¥ R =R

tipusu fiiggvény. Megoldasara tobb ismert modszer is alkalmazhato.

Az egyik legegyszeriibb mddszer az intervallum-felez0 moddszer, azaz keresiink olyan €1 és €2 értékeket,

amelyekre pler)plea) <0 ) ¢ ekkor a (€1:€2) intervallumon 1évd gyokot az intervallum folyamatos
felezésével hatarozhatjuk meg.

A beldvéses modszer intervallum-felezé modszeres algoritmusa tehat a kovetkezo.

1. Rogzitlink valamely ¢ értéket.

2. A (691) kezdeti vektorral megoldjuk az e ] intervallumon a (688) kezdetiérték-feladatot, alkalmazva az
el6z6 fejezetben ismertetett valamely numerikus modszert. (Példaul egy Runge-Kutta tipustt médszer t.)

A modszer angol elnevezése: shooting method.
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3. Az 1. lépésben két olyan ¢ értéket keresiink;iametyekre a 2. 1épésben kiszdmolt & = b pontbeli kozelitések
ellentétes eldjeliiek lesznek. Legyenek ezek  és

4. A ¢ =0.50e1 + c2) griekkel tjra szamoljuk a 2. 1épést.

5. Az igy nyert megoldas = = b pontbeli értékének eldjele alapjan Gjra megvalasztjuk €1 vagy €2 értékét, és
folytatjuk az eljarast.

6. Amikor a két végpont tavolsiga kisebb, mint egy elére megadott £ > () érték, akkor befejezziik az iteraciot.

A belovéses modszer sordn a (694) egyenlet megoldasa sziikséges, amihez az elézdekben a felezd eljarast
alkalmaztuk. Ennél hatékonyabb (bar még mindig csak elsérendil) a hurmddszer. Az el6zbek alapjan a
megoldasi algoritmus viszonylag kénnyen felirhatoé [5]. Ugyanakkor a felezdmodszer és a hiirmodszer k6zos
hatranya a kezdeti ellentétes eldjelii alappontok meghatarozasa. Ha a szelémddszert alkalmazzuk, akkor erre
nincs sziikség. Ezzel a modszerrel algoritmusunk a kdvetkezo:

1. Legyenek @) és e!1) tetszoleges értékek.

2. A (691) kezdeti vektor képletébe elészor ¢ -t, majd c*) -t helyettesitve, megoldjuk az [@: ] intervallumon
a (688) kezdetiérték-feladatot, alkalmazva az el6z6 fejezetben ismertetett valamely numerikus modszert.

3. Ekkor ey =uy (b, ) — 3 és (W) =uy (b, ) — g
A0) o(dOY) o () (D) _ . @)
4. Linearis kozelitést alkalmazva a (€ #(€7)) g5 (s () pontok kozott, meghatarozzuk azt a ¢’
pontot, ahol ez a kozelités nulla értéket vesz fel:

‘.-ll _rlllj-
(2 ( (D -
et = el — = s wlc'M). (HE5)
2(e) — 5(cl0)

5. A (695) képlettel kiszamolt ®’ értékkel meghatarozzuk a (691) alak(i kezdeti vektort, és a Cauchy-feladat

L) &
numerikus megoldasaval meghatarozzuk a L) grieket.

6. A tovabbiakban egy kétlépéses iteraciot épitiink fel a fenti 1épések analogiajaként: k=23,... értékekre a

[._,J:k 2 .

o plk=2) k1) (k1) ) ) )
(™)) gga (@ (e ) pontok ismeretében meghatarozzuk a

) k=1 _ Ak=T) .
e ( (1) — p(ck g-.r) p(eY) (696)
k ko

. . , A '-':k:' r o
kozelitést, majd ennek ismeretében a ™) grieket,

mar kiszamolt (

. Al i) . . . . .
7. Amikor 120" ertéke kisebb, mint egy elére megadott £ == () érték, akkor befejezziik az iteraciot.

7.1.1. Megjegyzés A felezbmoddszerrel és a hiirmodszerrel dsszehasonlitva a szeldémodszer eldnye tehat, hogy az
iteracio elinditdsahoz nem sziikséges két olyan kezdeti kozelités megkeresése, amely mellett a ¥ ellentétes
eldjelet vesz fel ezekben a pontokban, hanem indulhatunk két tetszéleges ¢'”' és ¢! kozelitésbsl. Ugyanakkor
tetszleges feladatok esetén a modszer konvergenciaja apriori nem biztosithato. (Lasd [5].)
- .,|:k o,

A fenti algoritmus utolséd 1épése utan szokasos még egy javitd 1épést tenni. (Ennek oka, hogy ha ple ) &s
af plk) . , . . . . o

plet™) nagyon kozel vannak a nullahoz, akkor az algoritmusunk instabil. Ezért a 7. 1épésben megadott £

értékét nem célszerll tilsagosan kicsinek valasztani.) Ezt a kdvetkezd modon hajtjuk végre. Elkészitjiik a

T_[!,.-nl] T_[rl AN ;{‘. rII] |

o | b [ m)
r_I 1] P l o Fa Fi)

(697)

tablazatot és egy 1 -ed foku interpolacids polinomot fektetiink ezekre az adatokra, azaz meghatarozzuk azt a
. . . .,|:k i _ .,I:k:l ) .- , , .
PIT) 11 -ed foku polinomot, amelyre plp(c™)) =™ minden # = 0.1+ -7 egetén. Tehat a P polinom a
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pt fiiggvényt (a ¥ fiiggvény inverzét) interpolalja. Ekkor a ¥ fliggvény gyokéhez valé ¢! kozelitést a

— A1) . .
pl0) =c dsszefiiggés alapjan hatarozhatjuk meg.
Az egyenlet megoldasara 1ényegesen hatékonyabb modszer a masodrendii Newton-mddszer, amelynek soran a

-l:,fll.“]

Ja+1) 18] L
L

C - 8
()

s=0,1,... (698)

) megfelel megvélasztisa

valamely elsérendi modszerrel nyerhetd.) A (698) képlet alkalmazasanal alapvetd probléma a 2'(el)

értékének meghatarozasa.

iteracioval felépitett sorozattal kozelitjiik a keresett gyokot. (A (698) iteracidban a

Ehhez térjiink vissza az eredeti (660) feladatra! A belovéses modszer alkalmazasa azt jelenti, hogy keressiik
valamely ¢ € £ mellett az

u' =f(r,uu'), € (ab).

(]
ula) = o, n'[ﬁ]- = [ )
feladat megoldasat. Legyen ez az u(z, c) fiiggvény és ekkor
w'(x,e) =flx,ulz, ), u'(x.e)), =€ (ab),
(z,¢) = flz, ulz,c) ( ) ( (700)
ula,c)=a, ula,c)=c
Derivaljuk a (700) azonossagot a ¢ paraméter szerint!” Ekkor
" ) ) , it ) '
—(z,¢) = o f(z,ult,c), v (x, ) =— (. )+ f(z.ult,c), u'(x,¢))—(z.¢€),
e e ' e [_.“1}
ula,c) 0 rrju'lllu.:':l '
de de
Vezessiik be a
i
W) = — (. ¢
wiT) = 5 (0
Uj figgvényt! A (701) dsszefliggések alapjan erre a fliggvényre:
rr'"[.r'] = ibflr,ulx, c), u'(r, c)hwl(x)+ i flx, ulx,c), u'[.r.:"ﬂ rr"[.r:l. (702)
[

wla) =0, w'(a)=1.

A (702) relacio latszolag az ismeretlen 1(t) fiiggvényre egy Cauchy-feladat’*. Ugyanakkor valdjdban nem az,
£ o £ o . - L

hiszen a P2/ ¢s s/ fiiggvényeket az ismeretlen (72 U(: ¢}, (7. ¢)) pontban nem tudjuk kiértékelni. Ha

hozzavessziik a (702) relacidhoz a (700) egyenlGséget, akkor egy négyismeretlenes elsérendii kdzonséges
differencialegyenlet-rendszer Cauchy-feladatat kapjuk! Nevezetesen, bevezetve a

n(z) = ulz,e), valz) =u'(z,¢), vi(z)=w(zx), wlz)=u"(x) (T03)

fliggvényeket, ezekre a fliggvényekre a fenti 6sszefliggések alapjan a kdvetkezo kapcsolat all fenn:

e e ! — " o
“Ehhez felhaszndljuk az aldbbi llitast. (Lasd[17].) Jelslie PIT:T0:%0) az ¥ = ST U) differencidlegyenlet megoldésit az
ylro) = o kezdeti feltétel mellett. Ha az / fiiggvény K -szor folytonosan differencialhaté, akkor (0, Y0) is k -szor
folytonosan differencialhaté a harmadik véltozéjdban, és minden o esetén az u(r) = [:")-3(1):] (z: 70, %0)q fiiggvény megoldasa az

PO P Y e o X Y
u'(x) = (2 f)(z: ®(x: 70, yo) Julz ), w(20) = G yepdetiérick-feladatnak.
"Ezt a feladatot az irodalomban elsd variacios egyenletnek szokas nevezni.
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r'rl{_r'b vala).
va(x) =f(x,v1(x), va(x)).

T4
vy(x) =va(a), (1)
v () = flx, vi(x), valz))vs(x) + A f (x vy (x), va(x) ().
Emellett,
vylae) o, vald) e, wala)=10, vila) 1. [TO5)
Ezért az (2 U] intervallumon megoldva a
v, =v2,
vy =f(x,vy,09)
vy =y, (706)
vy =0 fla, vy, va)vg + Oy f (@, vy, 12 vy,
nla) =a, wla)=c wgla)=0, wyla)=1
Cauchy-feladatot, meghatarozhatjuk az ismeretlen fliggvényeinket. Mivel
i
vs(b) = w(b) = —(b.c), (707)
i

ezért (693) miatt W{c) =vs(b) azaza (707) szerinti Newton-iteracid jobb oldalanak nevezdje kiszamithato.
A belovéses modszer Newton-modszeres algoritmusa tehat a kovetkezo.

1. Rogzitiink valamely ¢'*) értéket.

2. A c=c" megvilasatassal az [% Y] intervallumon megoldjuk a (706) rendszerre kitiizott kezdetiérték-
feladatot az el6z0 fejezetben ismertetett valamely numerikus modszerrel.

3. A megoldésok ismeretében kiszamoljuk a #(¢'”) = v1(b) g5 ¥'(c!”) = v3(b) grréxeket.
4. A (698) képlet alapjan meghatarozzuk a ¢! kozelitést.

5. Folytatjuk az eljarast a 2. 1épéstdl kezdve.

. Al i) . . . . .
6. Amikor |2(")] ertéke kisebb, mint egy elére megadott £ == () érték, akkor befejezziik az iteraciot.

7.1.2. 7.1.2 Linearis peremérték-feladatok numerikus megoldasa

Ebben a szakaszban a (664) modon bevezetett

u' =p(x)u’ + g(x)u +r(x), € |a.b.
" . ! L fa. b (T08)
u{nj = (¥, f.r“J:I = 3
linedris peremertek-feladat numerikus megoldasaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy ha az altalanos alaka

(660) feladatban az ! fliggvényt a (708) szerinti specialis médon adjuk meg, akkor a numerikus targyalas is
lényegesen egyszeriibbé valik.

Tegyiik fel, hogy a (708) feladatot a belovéses mddszer segitségével megoldjuk a € = €1 és a € = €2
megvélasztassal. Jelolje 11(7) = u(x, 1) gg ualr) = ulr, c2) 3 k¢t Cauchy-feladat megoldasat. Ekkor tehat
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“'I’{_.u-} —Ir:{.r'_lnf][_r_‘_l Fglaiuw(z) +r(x), =€ |”-E’]- (7T09)
iR

uyla) = a, ra'][r:] =y,

“31_.--} _Ir:[_r'_lu.f_,[.r_‘_l Fglajus{z) +r(x), x€ |”-3’]' (T10)
i

ualn) = o, u;[r:] = {5,
Legyen tovabba
w(r) = Au(x) + (1 — Au(x) (711)

egy 0j fiiggvény, ahol A € & valamely, egyelére tetszéleges paraméter. Mivel a (708) feladat lineéris, ezért az
egyenlet két megoldasanak (711) szerinti linearis kombinacidja is megoldas, azaz

w' () = pla)w'(z) + qlx)w(z) +r(x) = € [a,b]. (T12)
Masrészt W(a) = @ gg wib) = Aur(b) + (1 = Ajuz(b)  Ezért valasszuk meg a A paramétert ugy, hogy
teljesiilion a Wb = I feltétel, azaz M1 (D) + (1 — Ajua(b) = 7 jnnen A értékét a

1 — ta(b)
A= 2 (713)
g () — walb) :

egyenl6ségbdl hatarozhatjuk meg. Ezért a (713) értékli A melletti (711) alakt w(t) fliggvény lesz az eredeti
(708) linearis peremérték-feladat megoldasa.

A fenti megoldas eldallitasanak szamitogépes realizalasa a kovetkezé modon valdsithaté meg. Tekintsiink a
kovetkez6 két Cauchy-feladatot:

" =play + g(x)u+r(r), € [ab]
i ol glx)u + rix I [ﬂ 3 (T14)

ula) =a, ula) =0,
valamint

u' =plx)u’ + qla)u+r(r), =€ [ab], o
) e ) (T15)

w(a) =, wula)=1.
Jelolje a (714) megoldasat "1() | a (715) feladat megoldasat pedig #2(7) . (Ezeket a (714) és a (715) feladatok

elsérendli rendszerre vald visszavezetésével megoldhatjuk az [a, b] intervallumon, az el6z6 fejezetben
ismertetett numerikus médszerek valamelyikével.) Ezutan a (713) képlet alapjan meghatarozzuk a A paraméter

értékeét, és végezetiil a (708) feladat megoldasat az %1(7) ¢s U2() elgz8ekben mar kiszamolt kozelitéseibdl a
(711) osszefiiggés alapjan hatarozzuk meg.

7.1.2. Megjegyzés Felmeriilhet a kérdés: vajon mindig kifejezheté-e A a (713) képlettel? Ervényes a kovetkezd
allitas [8].

7.1.3. Tétel Tegyliik fel, hogy a (708) linedris peremérték-feladatnak 1étezik egyértelmti megoldasa. Ekkor

« vagy a (709) tulajdonsaga “1(*) fiiggvény a megoldas,

o vagy t1(b) —uz2(b) # 0 ¢gigya (713) képletbsl A meghatarozhatd.

Tehat korrekt kitlizésii feladatok esetén a numerikus megoldas is meghatarozhato.

A (708) linearis peremérték-feladat egyértelmiien 1étez6 megoldasat elé tudjuk allitani nemcsak a (714) és a

(715) Cauchy-feladatok linearis kombinacidjaként, hanem mas Cauchy-feladatok megoldasainak
kombinacidjaként is. Tekintsiink a kovetkezé két Cauchy-feladatot:
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u' =plzhu’ + glx)u+r(x), e la.b. _
! ! \ [ ) (T16G)

wla) = o, H'I[r::l =,
valamint

u' =plr)u +qlxhu, =€ la,b], TIT)
Lo ki

wla) =0, u(a) =1

Jelolje ismét a (716) megoldasat 1 (), a (717) feladat megoldasat pedig ug () Konnyen lathat6an ekkor a

1 — uy(b)

wlxr) =uylx) + -
\ 1 gl b)

THES

fliggvény megoldasa a (708) feladatnak. igy elegendd numerikusan megoldani a (716) és a (717) Cauchy-
feladatokat.

Osszefoglaloan tehat megallapithatjuk, hogy a linearis peremérték-feladatok numerikus megoldasa soran
ténylegesen nem alkalmazzuk a beldovéses moddszer t, mivel a megoldast elé tudjuk allitani két, egyszerti
struktiraju, masodrendii  kozonséges  differencidlegyenlet Cauchy-feladatanak megoldasaval. Ez,
Osszehasonlitva az altalanos esettel, a szamitasi koltségek tekintetében jelentés megtakaritast jelent: mig a
linedris esetben dsszesen kétszer kell valamely egylépéses kezdetiérték-feladatot megoldd numerikus modszert
alkalmazni, addig az altalanos esetben annyiszor, ahany iteracios 1épést hajtunk végre a (694) egyenlet kozelitd
megoldasara.

7.2. 7.2 A peremérték-feladat numerikus megoldasa véges
differenciak modszerével

Az el6z0 szakaszban lattuk, hogy a belovéses modszer alkalmazasa meglehetdsen munkaigényes: minden egyes
fiiggvénykiértékelés egy Cauchy-feladat numerikus megoldasat igényli. Ebben a szakaszban mas megkozelitést
alkalmazunk: a belovéses modszer t6l eltéréen, a véges differencids modszer alkalmazdsa soran nem egy
kezdetiérték-feladatra valo visszavezetéssel oldjuk meg az

u' =f(r,uu'), € (ab),
/ , , (T18)
ula) =a, uwh)=4

feladatot, hanem a megoldasi tartomanyon racshalot hatarozunk meg, és a feladatban szerepld derivaltakat ezen
a racshalon approximaljuk. Ezutan ennek segitségével allitjuk el6 a kozelité megoldast.

7.2.1.7.2.1 Véges differencias approximacio

A tovabbiakban felhasznaljuk a megfelelden sima fiiggvényekre jol ismert alabbi dsszefiiggéseket:

r+h) — ulz)
“J[J':I _ f-![]' 1 Jrl | i‘l'[f. _ %I’”!”[ﬂ:l] [—"I'Jb

fi
r) —ulxr—h)
u!(x) = () ;e[r ) 1 %hn”[i_al (720)
) 2
(7 4+ hY — ulr — h )
“'[_;'] _ ulr + i'b.‘]h”ql' L) _ 1_—|II||IJ"H'W|:{.:;.;:| [TL}JF
- ]
r+h) = 2ulz)+ ulxr =1 I
o () = ulx + h) m:.,” ulz 1) B _I.I'i'_”I'II[l;;L (722)
h? 12
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ahol i az « pont i sugar( kornyezetébdl vett erték( Ayaz az i=1234 indexekre GE(x—hax+h)ns
Ez adja azt az Otletet egy (megfeleléen sima) fliggvény egy rogzitett pontbeli derivaltjainak
kozelitésére.
Jeloljiink ki az e ] intervallumon egy racshalot! Az egyszerliség kedvéért legyen ez az

Gh={ri=a+th: i=0,1...,/ N+1 h=(b—a)/(N+1)} (T23)
ekvidisztans racshdld, ahol h a racshald 1épéskoze. Jeldlje Wi a racshald belsé pontjait, azaz

wh={xi=a+ih: 1=12,...,] N, h=(b—a)/(N+1)}, (T24)

tovabba 7h a racshald hatarpontjait, azaz

1 = {x0 = @, Tn41 = b}. (T25)

Tegyilk fel, hogy a (718) feladatnak létezik egyértelmti “(7) megoldasa, azaz “(r) € C?[a,b] olyan
fiiggvény™, amelyre

u'(x) =f(x.u(x), u'(x)), =€ (a.b).

T26
ula) =a, ulb) =4, (726)
Ezért az Wh racshalo pontjaiban felirva a fenti osszefiiggést, az
u'(x;) =f(tiulx) . u'(z))., i=1,2,....N o
\ - (T2T)
ulrg) = a, wlrzyal=04

Osszefiiggések allnak fenn. Alkalmazva a (727) azonossidgban a derivaltakra nyert (719)(722) szerinti

kozelitéseket, az ismeretlen Ui értékekre (amelyek szandékaink szerint az “(Ti) kozelitései), az alabbi
egyenleteket nyerjiik:

Yivr — 20 + Uiy
h?

Yier — Yi, . .
= fl=x,. 4;, ————), =12.....7N
flzi v |"r ), i=1 (728)

yo =, Yns1 = .

Megoldva a fenti V + 2 ismeretlenes egyenletrendszert az ¥0s ¥1; - - - : YN +1 ismeretlenekre, meghatérozhatjuk
a véges differencias kozelitéseket. Ugyanakkor, valojaban nem tudjuk a valaszt a kovetkez6 kérdésekre.

* A (728) rendszernek 1étezik-e egyértelmii megoldasa?

* Ha igen, hogyan oldhat6 meg a rendszer hatékonyan?
+ Kozel van-e Ui értéke az UTi) ¢értékeéhez?

* Ha siiritjiik a racshalét (azaz, ha f nulldhoz tart), akkor az [.b] intervallumon a kozelits megoldasok
sorozata valamely értelemben tart-e a pontos megoldashoz?

7.2.1. Megjegyzés A (728) diszkretizacioban az els6 derivaltat a (719) formulajaval helyettesitettiik. Ha a (720)
formuléval helyettesitjiik, akkor az

®A (719)(722) Osszefiiggések az “[:;f' + h] és az “[:;f' - h) fuggvények ' pontbeli Taylor-polinomjaval és a Lagrange-féle
maradéktaggal kozvetleniil belathatok.

. 2
“Mint az a (726) Osszefliggésbol latszik, elegendd az “[;i ) € C [:“ b)n C[“ b ] simasagi feltétel, de a gyakorlati esetekben ez az

egyszeriibben ellendrizhetd feltétel nem jelent tényleges megszoritast.
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He — W 9 N

Hiel — 2.".“ i Hi-a 1 .
' - = flz; yj, ——), =1,
h? Sy h (T29)
o =, Yni1 = 3,
ha pedig a (721) formulaval, akkor az
Hivl — E.f.lrr 1 Hi-1 —fH '!J' .;If-"l = Hi=1 -b ! . I. a9 l,'.
h? S 2h ' e (730)
=, Yvs1 =0
feladatot kapjuk.
Vezessiik be a kdvetkezo jeloléseket:
Yivr — W Uy — Ui Yiv1 — Wi P
;J'I:1 f EJJ:I : : J'J: . :il
Ve, h be, h b, 2h (731)

amelyeket rendre jobb, bal és kozépponti differencidknak neveziink. A (719) és a (720) alapjan nyilvanvaloan a
jobb és bal oldali differencidk elsérendben, mig a (721) kdvetkeztében a kozépponti differencia masodrendben

approximalja az els6 derivaltat az -¥ = ¥i pontban.
Konnyen lathato, hogy
Hei = Hea Yivw1l — 2.".!’.' + i1 -
frg = — = ; a2
Vss, h h (732)
és ezért a (722) Osszefliggés miatt Yrri masodrendben approximélja az u’(x) fiiggvényt a ' = Ti pontban.
Ezen jelolésekkel az egyes sémak a kdvetkezd alakot oltik:
* A (728) séma:
Yeri =f(2i¥isyea), i=1,2,...,1 N -
/ (T33)
Yo =@, Ynu =/p.
* A (729) séma:
Yers =f(Ti, 00 024), i=12,...,1 N _
/ (T34)
Yo =0, Ynsu = 0.
* A (730) séma:
Yeri =f(Ti, Wis Wy, ,), 1=1,2,...,1 N o
o (T35)
Yo =&, WYy = .

7.2.2. 7.2.2 Linearis peremérték-feladatok approximacidja véges differenciak

modszerével

Ebben a szakaszban vélaszt adunk az el6zéekben megfogalmazott kérdésekre a

glx)u+r(zr), e lalb]
ulb) =43

(T36)

u" =p(x)u’ 4
ula) = a,
linearis peremérték-feladat véges differencias numerikus megoldasara vonatkozoan. Mint azt megmutattuk, az

egyértelmii megoldhatésaghoz feltételezziik, hogy P47 & Cla.b] g5 q(z) > 0 g7 [a,}] intervallumon, azaz
M, b § °= Gmin > 0 Vegessiik be a i = P(i). gi = qlzi), i = r{z;) jeldléseket.
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7.2.2. Tétel A (736) linearis peremérték-feladat (733)-(735) véges differencias diszkretizacidja

aitfi-1 +digiteitisy = —ri, i=12,... N o
(T3T)
Yo =a, Yy =4

alakl linearis algebrai egyenletrendszert eredményez, ahol megfelelden kis fi  esetén mindhdrom
diszkretizaciora érvényes a

| — .”‘ — |G - i _l::‘-"{'

Bizonyitas. A (736) feladatra a (733) diszkretizacio az

Yier = 20 + Uiy Yier = Ui : :
= = Fagan g, i=1.2,..0 N,
h? Bh 44 (739)
Vo=, Yy =f
linearis algebrai egyenletrendszert jelenti, ami az
1 2 1 1 1
ﬂ:l = 2?7 I"{, = 3 ol i }.' y L = ] t Y “"}
h® R R (740)
megvalasztassal a (737) feladatot jelenti. Megfelelden kis /i esetén ezért
1 0 o -
ld;| — la;| — || = e ((2+hq—hp)—1-=(1 hpi)) = gi. (T41)
Konnyen lathato, hogy a (734) diszkretizacid esetén
1 1 2 1 1
;= : ¥, ; = =— 4 q; 4 :, O = -, T42
a I .I'J'r 0 W q h‘” i W (T42)
mig a (735) diszkretizacio esetén
1 1 2 1 1
a; = by iy = — 4+, g = — - T43
' TEREETAG p2 " T (785)

és mindkét esetben alkalmasan megvalasztott kis /i értékek mellett (738) érvényes. [QED]

7.2.3. Kovetkezmény Mivel a (737) rendszer felirhatd

diyy + gz = — 1) — aqa,
Y- {'!I.'.'lfl t iyl = — Ty, 1=23,..., '-""- -1, [Tl'j‘}
Aylin—y T ff.\'ﬂx =—ry—cyi

alakban, ezért a diszkretizalt feladat valojaban egy /N ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert jelent,
amelynek egyiitthatomatrixa tridiagonalis, szigoruan diagonalisan dominans matrix.

Jelolje € az & = i pontban a pontos és a kozelité megoldas eltérését (azaz & = i — Ui ), és € az Wh
racshalo pontjaiban értelmezett hibafiiggvényt (azaz ©h (i) = e ).

7.2.4. Definicié Valamely numerikus modszer konvergencidja azt jelenti, hogy az altala generalt numerikus
megoldasra a racshald finomitdsaval a hibafliggvény a racshalon értelmezett fliggvények terének valamely
normajaban nulldhoz tart, azaz

limey =1(). (T45)
Fo—pid
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Ha &r = O(h") , akkor a numerikus médszert P -ed rendii modszernek nevezzik.
Megjegyezziik, hogy mi a tovabbiakban a maximumnormaban fogjuk vizsgalni a konvergenciat.

A kovetkez6 allitasban a fenti véges differencids kozelitések konvergenciajaval és a konvergencia rendjével
foglalkozunk.

7.2.5. Tétel A (740), (742) és (743) megvalasztast (737) alaka véges differencias diszkretizaciok linearis
peremérték-feladat esetén konvergensek, emellett

* a(743) megvalasztas esetén a séma masodrendben,

* a(740) és a (742) megvalasztas esetén pedig a sémak elsérendben

konvergalnak a (736) feladat megoldasahoz.

Bizonyitas.Mivel a két allitas bizonyitasa 1ényegében megegyezik, a tovabbiakban csak az els6t mutatjuk meg.

Felhasznalva a (721) és a (722) approximécios tulajdonsagokat, a (736) feladat a ¢ = i pontban igy irhaté fel:

Wiy — 28 + Wiy

) - ]l?.lr.l?u""[u;;';"} = p; (”"'[j_h Mi1 _ [Iih";um[u"_.',::”]) Fogiu; 1. (T46)

Atrendezve a (746) egyenlSséget a kovetkezé alakot kapjuk:

l ’ 2 1 % N -
(_h‘r : _ij.l) it (hi f rfr) u; 4 (_hg - ih) Uiy ==r;—= ||IV'!r.|lr- [I'IJ}

ahol

Ezért a (743) jeloléseivel (747) felirhato az
it iy + o = —1; — j,zﬁh (T48)

alakban. Mivel a numerikus megoldasra érvényes a (737) Gsszefiiggés, (ahol az egyiitthatok (743) szerintiek), a
(748) egyenl6ségbol kivonva a (737) egyenleteket, az €r hibavektor koordinatai kielégitik az

aieiy + dieiteeis, = —hg;, i=1,2,... N
T e =0 (715
alaku linearis algebrai egyenletrendszert. Az i -edik egyenletet atrendezve:
die; = —aeiy — cieiy1 — higi, (7o)
azaz abszolut értékben becsiilve a
dilles] < lalleis] + leilleiss] + h2lgil < (Jail + leil) llenllss + A2llglle  (751)

egyenlStlenséget nyerjilk, ahol & jeloli a 9 koordinatdju vektort. Jeldlje i0 azt az indexet, amelyre

llenlls = leil . (Nyilvanvaloan % # 0 ¢s fo # N 41 “mivel €0 = eni1=0) Mivel (751) minden
i=12.... N ¢rtékre érvényes, ezért az © = % indexre is, azaz
|"fu-|||“n'|”'x < [lf"u.l + leig|) | “f-'“'t T j"?”I-’rn.”'*t- (752)
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Atrendezve a (752) egyenlétlenséget, a

— lciol) llenllse < 1?[|gll~c (753)

(|elig] — |24,

egyenl6tlenséghez jutunk. Ez a (738) tulajdonsag figyelembevételével a

enl- < h?||gll (754)

Hin

beeslést jelenti. A M0t € °= Gmin > 0 fojete] kivetkeztében

llen)l< = h"lw < ('he, (7H5)

rfll:ih

ahol

- -.II"r u"uc*‘lfi i
('z( 4 P ) i My = max[u, i = maxpl
. Irl_rr:

12 §] [,
Mindez azt jelenti, hogy /i — 0 esetén a hiba masodrendben tart nulldhoz. [QED]

7.2.6. Példa Mutassuk meg a fenti tétel masodik allitdsat a fenti bizonyitas felhasznalasaval!

A 2 tétel arra az esetre vonatkozik, amikor a (736) feladatban q(x) > 0 57 [a_. b] intervallumon. {gy nem ad
valaszt a (659) feladat ¥ = 4 = 0 specialis esetére.

Tekintsiik tehat az

u" =r(x), re (0,

56
u(l0) =a, u(l)=7 (T96)

peremértek-feladatot. (Az egyszerliség kedveért az intervallumot [ hosszisagunak tekintjiik, és a bal oldali
végpontot az origoba helyezziik.) Ebben az esetben tehat az 4“n racshald

wh={zi=ih: i=0,1,..., N4+ 1, h=I/(N+1)} (757)

alaku. Ekkor a (737) rendszer mindegyik diszkretizacid esetén a (744) feladatot eredményezi, ahol
| 2 1

e d;=—, o; = . (7T58)

h? h?

a; =
Ezért a diszkrét feladat az

Ay, = by (759)
alaku linearis algebrai egyenletrendszert jelenti, ahol az Ay e B atrix

1

Ay =—
! -

(760)

alaky, ¢s a b € BY vektorra pedig
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—r(z1) +a/h®
b, = —r(r;), i=23,....N=1 . (TG1)
—r(zx) 4 .il.-"fr"

El6szor megmutatjuk, hogy a fenti diszkretizaci6 korrekt kittizésti feladatot eredményez.
7.2.7. Tétel A (759) feladatnak tetszdleges h > 0 esetén 1étezik egyértelmii megoldasa.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy barmely / > 0 mellett az A} matrix regularis, azaz a A = () nem
sajatértéke. Felhasznalva a sajatértékekre vonatkozoé (166) formulat, az A} matrix sajatértékei a kovetkezok:

Mo=—=sin’—, k=12.....N. (762)

A legkisebb sajatérték a k& = 1 indexhez tartozé érték, amelyre érvényes
nf (] £\ (1/2 16 . ,m ¥ 763
inf Ay (h) = 1(1/2) = p Sy =0 (763)

egyenldség. (V.6. a (168) képlettel.) igy minden h > 0 esetén

=

MAlh) = (TG4)

2

vagyis az Ay matrix legkisebb sajatértéke minden h >0 esetén a 0 = 8/ >0 szamnal nagyobb. Ezzel
belattuk allitasunkat. [QED]

7.2.8. Kovetkezmény A fenti tételbdl és a bizonyitasabol kdzvetleniil kovetkeznek az alabbi allitasok.

1 — S o e
1. Az A}, matrix invertalhato, és | An ll2 < 1/0 = /8
2. Az Au matrix szimmetrikus, szigoruan pozitiv definit.
3. A (167) formuldbél, azaz a k -ik sajatvektor

; N
. kmih .
V) = (:-:m- 7 ) L k=1,2....] y (TGH)

i=l

alakjabol lathaté, hogy V1 = . Mivel M(h) =0 4 igaz, ezért az Apvi = M(h)w Osszefliggés alapjan
igaz, hogy a v1 = 0 vektorral Anvi > 0 azaz An M-métrix, és igy egyben regularis is [2].

Eredményiinket felhasznalva kozvetleniil belathatd a (744), (758) numerikus modszer konvergencidja az

Wh={z1,22,..., TN} A 1épéskozi ekvidisztans racshalon értelmezett Wh racsfiiggvények

N

¥ 5 e
lwgllzy == h E T (T6H6)
i=1

alak(i normajaban.”

Megjegyezziik, hogy ekkor a megfelelé matrixnormara

Konnyen lathato, hogy az & = 1 ¢&s b=uzy rogzitett értékek esetén ez a norma az L 2[“-‘ b] tér normajanak diszkrét analégja, azaz
ha W az ’“-‘ h] intervallumon  értelmezett, négyzetesen integralhaté fiiggvény, ¢és Uk (ri) = ulx) , akkor
- 2 _ 2 — 20 e
llnlh H) ||“‘F-'||2_h - ||“‘||L2[n_f1| J:r |“‘| ['F )EI'P )
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.AV @ B .h AV 3

|Alles = sup 1AVI2n _ ), AV,

verd [IVllza  vems AVl

= [l All2.

tehat a szokasos spektralnorméval szamolhato.

Tekintsiik tehat az

—
Vit Z WYl _ . i=19,... N
h? (T67)
w=oa vy =07

feladatot, és mutassuk meg, hogy a megoldasa a | ll21 normaban h —+ (0 esetén tart a (756) peremérték-

feladat megoldasahoz. Jeldlje ismét € = ulti) =1 a hibafiiggvényt. Ekkor Y: = —€ +“[??'F), és ezt
behelyettesitve a (767) sémaba a hibafiiggvényre a

m = 2.:'_!."[ =r; — Ul '}_2”[:1’) Fulis) =4y, i=12....N .
h® h? (T6S)
g = (. EnNgl = (
feladatot kapjuk. A (768) feladat felirhato
Ao, =, (TGO)

N=N N .
alaku linearis algebrai egyenletrendszerként, ahol Ay e BV atix (760) alaku, a i € R \ektorra pedig
()i =t i=1L2...,N A (769) egyenletbdl

1 [
en= A 'y, (770)
azaz

lon < [|1A N2nll@nllzn = 1A |2]lws ll20- (771)

e

Mivel (722) kdvetkeztében W= O[hgj, ezért az "N < | kovetkeztében
N Y
[l = h)_vf=hD>_OK') = hNO(R') = O(h").
=1 =1

— 2 1 2 .
Ezért tehat [&nll2n = O(R ) Masrészt, a 765 kovetkezmény szerint A 2 <1 */ 8 Igy (771) alapjan
llen||lzn = O(h7). (772)
Ezzel belattuk az alabbi allitast.

7.2.9. Tétel A (767) séma megoldasa h — () esetén masodrendben tart a |+ [l22 normaban a (756) peremérték-
feladat megoldasahoz.

A fenti séma konvergencidja az alabbi animacion lathato:
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n=2
12 T T T T 1 L
valddi megeldas
f\ numerikus megoldds
& \\
; SN 1
P .
ik %
/ ; / A
08 / A, ]
/ \\
'Ir,f \\ 5
! i N b
7 7 A g
06l § o LY ]
I AR
f / M, \
/ LI
04} g ok \ 1
/ / LN
// A\
.'l'.l __f'r-‘ .\‘\. l.‘
0l /7 \ ]
;z A\
¥ A\
/ \
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0 L L i 4 . .
0 05 1 15 2 25 3

Sé6t, az egyenletet megoldd program le is tolthetd, az alabbi linkr6l:

http://www.cs.elte.hu/~faragois/nummod_jegyzet prog/fdm.exe

7.3. 7.3 A linearis peremérték-feladat numerikus megoldasanak
altalanos vizsgalata

A korabbiakban megvizsgaltuk a linearis peremérték-feladat ok véges differencidk modszeres megoldasat adott
feladatra. Ebben a szakaszban ismételten a linedris peremérték-feladatok numerikus megoldasaval és a
kozelitések konvergencidjaval foglalkozunk, de most az eredményeinket altalanosan fogalmazzuk meg.
Megmutatjuk, hogy ezen altalanos megkdzelitésbol specialis esetként az el6z6 szakaszban leirt eredményeink
hogyan nyerhetok.”™

Jelolje Lo azt az operatort, amely a CQ[“r hl -beli fliggvényeken van értelmezve, és
Lot - —u" 4 p[.r]ur + glx)u, (T73)
valamint B1: B2 azokat a szintén C[¢- 0] -peli fiiggvényeken értelmezett operatorokat, amelyekre
Biu=ula), Bsu=ull). (T74)
Ekkor Lo : C*la,b] = Cla.b] By, Ba: C*la.b] — R tipust linearis operatorok. Jeldlje
Fyla, b - o @, b, Fala,b] =Cla.b]x RxR (TTH)

tereket, valamint L azt az operatort, amely az Fi[a,b] halmazon van értelmezve, és

Ezt a részt elsésorban az érdekl6ddé Olvasonak szanjuk.
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L
fav = B ) (TTG)
Bav

Tehat L egy 1 @, 0] = Fa[a. 0] finearis operator, amely egy V' € C?la, b] fiiggvényhez az

—v" + plz)’ +qlx)v
Lv = via) € Fyla, b (777)
v(h)

harmast rendeli hozza.

Ekkor a (736) feladat felirhat6 a kdvetkezé modon. Az
—r(x)

f:= 0 € Fala,b] (778)
3

jelslés mellett keressiik azon % € £1 (2. b] elemet (azaz C?la. b] peli fiiggvényt), amelyre
Lu={. (TT9)
Jelolje F(@h) iletve Flwn) az @n illetve @h racshalokon értelmezett racsfiiggvények vektorterét,

Lo 2 F(wn) — Flwn) pedig azt az operatort, amely valamely Uk € F(@n) fiiggvény esetén a kovetkezd
modon hat:

1y -I1‘+II_2.JII-]}IJII_’.
(f-h.]a}'h)llr"lz—”“ ) *;?i’. w(z—h)
, vp(r + h) — o)

P |"i'

(T80)

+ fj‘."l'h('r]* Ie Ly

Jel6lje tovabba B Ban azokat az Fl@h) -beli racsfiiggvényeken értelmezett operatorokat, amelyekre

Bywvn = tp(xo) = 0, Biptw = vnlrxg) =0 (TR1)

(1), — s — (1)
Ekkor tehat Lojy - F(@n) = F [“’“), By, Bap : Fwn) = R tipusu linearis operatorok. Jelolje Ly azt az

operatort, amely az F(%@h) halmazon van értelmezve és

(1) )
Ly pvn

1 R
Li'vi=| By, |- (782)
By vy,

(1) — — W= —
Tehat L egy I (@h) = Flws) x R x R =F(wa) tipust linedris operator, amely a Y (“Wh racshald
pontjaiban definialt) racsfiiggvényhez az

.Lh vy =
_"Ja[-" +h) = Er'h.{l.r']- ol —h) +pu vplx + k) — v (x) + givn (),
h? h
vy la)
vn(b)

(ahol ¥ € wh) F(@n) peli, ugyancsak a @r racshald pontjaiban definialt racsfiiggvényt rendeli hozza.
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Legyen 7 az az F(wn) -beli racsfiiggvény, amelyre 74() = 7{x) mindegyik = € wn pontban. Ekkor a (739)
feladat felirhat6 a kovetkez6 modon. Az

—TR

S = 0 € F(w)) (783)

jelslés mellett keressiik azon U € F(Wh) elemet (vagyis az @ racson értelmezett racsfiiggvényt), amelyre
LMy, = fi. (784)

Vegyiik észre, hogy (784) a jeldléseinket figyelembe véve egy linedris algebrai egyenletrendszert jelent,

amelynek mérete megegyezik az “Wi racshalod pontjainak a szamaval, azaz /N + 2 ismeretlent tartalmaz. Tehat
(1)

az ismeretlen Ui illetve az adott Jh racsfiiggvényeket N + 2 dimenziés vektorokkal, mig az Ly linearis

operatort egy (N +2) x (N +2) dimenziés matrix segitségével adhatjuk meg. Ez azt jelenti, hogy a (784)

feladat felirhato

=1}

Af.l FJr = ?;Il iTH:] '

—i1) N2V (N
alakban, ahol An~ € RIN+2(N¥2) o ), f, € RY Mivel a vektorok i -edik koordinataja a *i € Wh
racsponthoz tartozo értékeket jelenti, ezért a (785) egyenletben

[F.lr]? - '“hl:‘lal]‘ Lﬁr}r = _,ri.:“;:l-. i=0.1....! N +1, [TN“'

A mati
és (778) alapjan az matrix

1 o o o ... 0 0 0 0

ay dy o 0O ... 00 0 0

0 a: ds e ... 0 0 0n o -
- - - (THT)

O 0 0 0 ... 0 ay dy cn

1] ( ] 0 ... 0 [ ( 1

alaky, ahol @i @i i grtékei a (740) képlet szerintiek.

(2) pi3) = ,
7.3.1. Példa Jelolje Lo Lo 1 F(@n) — Flwy)

a kovetkezd modon hatnak:

azokat az operatorokat, amelyek egy U € F(ton) fiiggvényre

(2) " -2 s -'I 'l -
(f,'-- )L‘ _u{wh} 2up(x) +vp(x h]

onth | LT) =

||Ii"‘ o
bt
vn(x) — oz —h) ) (738)
P T r’_|r.""hr-.'r]" T €W,
h
vplx + h) = 2u,(x) +vp(z = h
(£mn) () = - EER =2 Fuule 2 2,
T89)
vl + h) —wiz = N) o o (159)
i 2" + "lallln'r{'|I ) T e Wy
Jelolje
3
() Ln.h*'“f S
"r"_n By = Hl,fj'r.'r k=23 r'{“”
Bz pon
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|:k:| :J\ A
Mutassuk meg, chogdy, f,L;-h ebben az esetben is felirhaté (a tovabbiakban Ay val jelolt) (787) alakti matrix
alakjaban, ahol értékei a (742) illetve a (743) képlet szerintiek.

Mivel (¥4 )o és (¥ )v+1 értékei ismertek (a peremfeltételek miatt ezek értéke o és o ), ezért a (785) egyenlet
ekvivalens az

-"‘“f,h.”!l".lr fi (791)
(1} NxN N
feladattal, ahol A € RV*A Y € RY
[f.l. :|| [T-J..h — dly ¥, I:'r;,:lf I:i-,llll.. i 2,3,__ ".,— 1. ':,Ff;]_':.' ti-l.-:'\ _‘.._‘__1'1

(¥n)i=(Fn)i. 1=1.2.... N,
dy e 0O ... 0 0 0 (702)

N B

A (791)-(792) feladat megegyezik a (744) feladattal.

A.LQ;. Allj:l
7.3.2. Megjegyzés A masik két diszkretizaciora is az értelemszertien definialt “*# és “*» matrixokkal (791)
érvényes.

A tovabbiakban arra vagyunk kivancsiak, hogy a fenti sémak valamelyikével definidlt numerikus megoldasok
hasznalhatok-e az eredeti peremérték-feladat megoldasanak kozelitésére.

Ezen szakasz elején megmutattuk a kovetkezdket.

— k)
+ A 738 tétel alapjan az alkalmasan megvalasztott i értékek mellett az A} matrixok szigoruan diagonalisan
k), _ ¢ .
dominansak, ezért regularisak. Tehat megfeleléen kis /i esetén az Ly vh = fa ("‘- =12 3) feladatok
mindegyike egyértelmiien megoldhato.

+ A2 tétel alapjan az ©h hibafiiggvény nulldhoz tart, azaz a kozelitd megoldasok sorozata i — () esetén tart a
pontos megoldashoz. Ennek belatasa két 1épésben tortént:

1. Felirtuk a (749) hibaegyenletet.
2. Megmutattuk, hogy ezen rendszer megoldasai (/i — 0 esetén) nullahoz tartanak.
7.3.3. Megjegyzés Ezzel kapcsolatosan két dologra hivjuk fel a figyelmet.

1. A (749) hibaegyenlet jobb oldalan szerepld kifejezés a lokalis approximacids hiba. Tehat a hibaegyenlet jobb
oldalan egy olyan vektor all, amelynek i -edik koordinataja azt mutatja meg, hogy a i € Wi pontban a

U" ]
Ly, -képe milyen kozel van a megoldas L -képének értékéhez.

racshalo pontjaiban értelmezett megoldas
2. A hibavektort a (749) rendszer megoldasaval allitjuk eld. Ezért a globalis hiba viselkedése (nevezetesen,
nulldhoz tartdsa) azon mulik, hogy a rendszer jobb oldalan szereplé vektor hogyan viselkednek a rendszer
— k)

h

1
egyiitthatomatrixdnak inverzén, azaz h — () esetén az ( ) métrixok hogyan hatnak a lokalis

approximacids hibavektorra.

A tovabbiakban altalanosan targyaljuk a diszkretizacids modszereket és azok konvergencidjat. Legyen

Lo = F(wn) — Fwn) egy adott linearis operator, azaz egy olyan leképezés, amely egy “h racson értelmezett
racsfiiggvényhez valamilyen linearis leképezési szabaly szerint megfeleltet egy “wWh -n értelmezett masik

racsfiiggvényt. Legyen Ly az ezen Lo operator segitségével definialt

176
XMLmind XSL-FO Converter



Numerikus modellezés és
kozonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi médszerei

j.-l:l_.l,-r'f_:
"Ir".'."“l’l = l|ll;l.nlnrl.l.' r_""j'sb
By vy,

A A k) . _ .
F(&n) — F(Wn) tipust linedris operator. (Tehat Lu jelentheti az Ly, ("‘- =12, 3) operatorok valamelyikét,

de jelenthet valamely més linedris operatort is.) A tovabbiakban az Ln operatornak megfeleltetett matrixokat
(2

Ay illetve As val jeloljik. Legyen 74 egy olyan leképezés, amely egy Fala,b] = Cla,b] x R x R
elemnek megfeleltet egy F(@h) -beli racsfiiggvényt. Jelslje

fu =P f € F(@mn) (794)

racsfiiggvényt, ahol J € Fz[a. ] a (779) feladat jobb oldala.
A diszkretizacios eljarasok altalanos targyalasa soran a kovetkezd kérdések megvalaszolasa sziikséges.
* Létezik-e az
Ly, = fi (T95)
feladatnak egyértelmii megoldéasa?
* Hogyan értelmezhetd egy F(&n) peli racsfiiggvény és egy 1 [“r b] -beli fiiggvény tavolsaga?
« Milyen kdzel vana Un € IF(&1) figgvény a (779) egyenlet # € Fi[a, b] megoldasahoz?
+ A h — 0 esetben milyen feltételek mellett tart a kdzelité és a pontos megoldas tdvolsaga nullihoz?

A tovabbiakban ezekkel a kérdésekkel foglalkozunk.

* Az altalanos targyalds soran mindig feltessziik, hogy a (795) feladatnak létezik egyértelmii megoldasa.
Ugyanakkor minden konkrét Ly megvalasztas esetén ezt be kell bizonyitani, azaz azt kell megmutatni, hogy

az Ay, (avagy az An ) matrix reguldris.

» Ennél a kérdésnél az az alapvetd probléma, hogy az [@. 8] intervallumon értelmezett @ € F1[a.b] ¢s az @i

racspontokban értelmezett 9h € F(wn) peli racsfiiggvény kiillonb6z6 alaphalmazokon vannak értelmezve.
|Ll:| . i . . r |:l:|

Ezért jeloljon P egy Fila,b] — F(wn) tipust linearis leképezést. (Tehat P, egy olyan leképezés,

amely az intervallumon értelmezett fiiggvényt leképezi egy, a racspontokban értelmezett fliggvényre.) Ekkor

vt fiooviny valdodn |PEw = gulls < e F(@p) =RN*2 o o .
a két fliggvény tavolsagan |7 W = dnllh szamot értjiik, ahol Il [l egy (&) = térbeli rogzitett
norma.

« Legyen a U € F(on) fuggvény a (795) feladat megoldasa. Jeldlje ih azt az F{&n) -beli racsfiiggvényt,
. |:l:|
amelyet a (779) egyenlet * € 1 [, b] megolddsanak Py, -képeként kapunk, azaz

up = Py u, (T96)
tovabba €h € (W) azt a racsfliiggvényt, amelyre

e = Uy — V. [VY7)

Ekkor az €h racsfliggvényt a Uh kozelit6 megoldishoz tartozd globalis hibanak, és (a 2. pontnak
megfelelden) a lenlln érteket a kozelit megoldas hibajanak nevezziik. A vizsgalt modszert akkor nevezziik
konvergensnek, amikor 1o [[ealln =0 Ha [lenlls = OA) | akkor a konvergenciat 7 -ed rendiinek
nevezziik.
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7.3.4. Megjegyzés A numerikus l}‘{l}édﬁl?j'ﬁ&llﬁﬂltH&lZéSéVd az a célunk, hogy a numerikus megoldasok a (}519)
CON 1 h

folytonos feladat megglddsanak képéhez keriiljenek kozel, és ne egy esetleges mas elem

lj_épé;hgz{q{__ {;Fzérqb‘th__ bl normaffa. ||kik6tji':'|11<{“__a,] kovetkezd un. kompatibilitasi ~feltételt. |, Legyen
-1 és jeldlje Inf2 ”P;;’l:. &;ﬁ?elzl ﬂ%‘ﬂlat. Azt moﬁd@]ﬁlﬁ?ﬁﬂ a norma

kompatibilis a normaval, ha minden esetén. Ekkor

megmutathaté a kivant egyértelmiiség.”

(3]
* Az el6z6 pontban definialt konvergencia biztositdsara alkalmazzuk az Ly = L megvalasztas esetén

alkalmazott modszeriinket. (Lasd a 2 megjegyzést.) Jeldlje tetszéleges & € 11 [a,0] esetén
din(w) = La(P M w) — P (Lw) € F(@my). (798)

Azt mondjuk, hogy az Ln operator konzisztens az L operatorral, ha valamely P >0 mellett

dn(w) = O(h") minden w € Fa[a.b] fliggvényre, és a P szamot a konzisztencia rendjének nevezziik.A
differenciaséma egy masik fontos tulajdonsaga (a differencidlegyenletek elméletéhez hasonldan) a stabilitas,
amely azt fejezi ki, hogy a megoldas folytonosan fiigg a feladatot meghatarozo adatoktol. (Mas kifejezéssel:
két kozeli adatokhoz tartoz6 megoldas is kdzel van egymashoz.) Ezt a fogalmat definialjuk a kdvetkezdkben.

Azt mondjuk, hogy a (795) feladat stabil kitlizésii (a tovabbiakban: az Ly operator stabil), ha minden
Jn € F(@h) esetén 1étezik a feladatnak egyértelmi megoldasa, és a megoldasokra teljesiil a

lvwlle < C|| fulln (709

egyenlStlenség, ahol C' > () egy, a h -tol fiiggetlen allandé. A stabilitas (799) tulajdonsigénak ellendrzése
elég nehéz. Megmutathaté®, hogy ez a fogalom ekvivalens az Ly operatorsereg kovetkezd, gyakran
konnyebben ellendrizhetd tulajdonsagaval: az invertalhato Ly, operatorokhoz létezik olyan C=0 ah

értékétol fiiggetlen allando, amely mellett
1Ly s < C. (800)
7.3.5. Tétel Tegyiik fel, hogy
1. L P-ed rendben konzisztens az L operétorral,
2. az Ln operator stabil.
Ekkor a numerikus modszer P -ed rendben konvergens, azaz

llen|ln = O(R™). (801)

Bizonyitas. Felhasznalva az ©h globalis hiba (797) definicidjat, illetve a (796) definicidt, a kdvetkezd
egyenldség érvényes:

®Ugyanis, indirekt moédon tegyik fel, hogy léteznek olyan 112 el 1’“-'6’]] , (W1 F W2y elemek, amelyekre

. (1) . (1) .
limy, g ||wy, — P, wy |, =0 és limy, o [|wy, — Py, wally, =0 ) Ekkor
1Py wy — P walln = 1P wn — wy, + wy, — Py walln < 1P wy = willn + [lws, — Py wslls = 0. Mivel
. (1} . (] . o -
a kompatibilitasi feltételt felhasznalva ekkor w1 — ws| = limy o [Py, wn — Py |y, = 0 ezt w1 =wa | ami
allitasunkat igazolja. L
— Lr
%A (799) és a (800) tulajdonsag ekvivalencidjat a kovetkezok modon lathatjuk be. Mivel Uh = Lh f k' a norma tulajdonsagai miatt
— 1y -~ 1 -
”E-'h ”h - ”Lh jh”*-’ = ”Lh ”thh”h , és igy a (800) == (799) implikacié nyilvanvalo. Masrészt, (799) esetén (ismételten a
_ 1g lg < ] lg : <
Uy = Lh fn egyenlBség miatt) HLh Fulla < Cll Al , azaz ”Lh Fulle/ll fulla = © , ami a norma definicidja miatt a
(799) = (800) implikaciot bizonyitja.
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Lyey, =Lyuy — Ly, = L,.,.:',i"il'up Lyvy, =
Lu(P) 'u) = P32 (Lu) + Py (Lu) — Lyvy, . (802)

-

"
LR :IJ.I_ljl

(4]
A (779) egyenlet mindkét oldalanak Py -képét véve és figyelembe véve a (794) Gsszefiiggést,

Py’ (Lu) =Py f = fu. (803)
Misrészt, a (795) egyenlet alapjan Lath = fu gy a (802) relacioban @a{f) = U tehat
Lyen = dn(u). (804)

Innen a stabilitas (799) tulajdonsdga miatt érvényes az
||r r-'“"' = f’il:rfh[ “]“h {")[hr'] rh“—”

egyenl6tlenség, amely a tétel allitasat bizonyitja. [QED]

7.3.6. Megjegyzés A (800) feltételt a numerikus modszer stabilitdsanak is szokasos nevezni. Tehat
leegyszertisitve a 801 tétel igy fogalmazhat6é meg: "konzisztencia + stabilitds = konvergencia".

A fejezet befejezéseként vizsgaljuk meg, hogy mit jelent a (799) stabilitdsfogalom, pontosabban, van-e
kapcsolata a kezdetiérték-feladatokra definialt 0-stabilitiassal? Nyilvanvaléan a 0-stabilitas 320 definicioja azt
fejezi ki, hogy a kezdetiérték-feladatot leird adatoktdl (tehat a kezdeti feltételtol és az diszkretizalt egyenlet jobb
oldalatol) a megoldas egyenletesen folytonosan fiigg. Mas szoval, ha azt szeretnénk garantalni, hogy a két
kiilonb6z6 bemend adatu feladat megoldasai egy elére megadott értéknél kevésbé térjenck el egymastol, akkor
elére meg tudjuk mondani, hogy a bemend adatoknak ehhez milyen kézel kell lenniik egymashoz. Ez azt

1
Lh i.'h

_ 5l 2 _ g2
jelenti, hogy ha operatoregyenletként tekintjiik a problémat, akkor az = Tu ¢s Luvii = 1, egyenletekre

"1 — "2 . . . s
(feltételezve Ly, invertdlhatosagat) azt jelenti, hogy ha 1 = il kelléen kicsi, akkor ez biztositja

1 2
o — il kicsinységét. Ez azt jelenti, hogy léteznie kell egy C' = () allandonak, amely mellett

1 2N o~ 1 2
oy —vill = Cllfs — il
. 1 2
teljesiil tetszoleges T ¢s Ti esetén. Mivel

L2 — (171 g} 1 g2 7= £1 _ 211
low —vill = 1& " S — Ly filll = 1Ly, (fw — Sl

| 2
ezértaz 1n = Jn = 1§ jeloléssel ez a
1
1L Sl _
ﬁl
feltételt jelenti. Ezért az indukalt operatornorma definicioja alapjan a 0-stabilitasi feltétel a
— L, fu
1L = sup Lo ol <
fn Il

feltételt, azaz éppen a peremérték-feladatokra kimondott (800) stabilitast jelenti.

8. 8 Kozonséges differencialegyenletek numerikus
megoldasa Matlab programmal
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Ebben a szakaszban a korabban targyalt és elsGsorban az elmélet szempontjabol megvizsgalt numerikus
moddszerek Matlab programjaival foglalkozunk. Bevezetést adunk a Matlab programozas alapjaiba, majd a
kezdetiérték-feladat okra és a peremérték-feladat ra valod programok elkészitésérdl, illetve a programcsomagban
mar eleve szerepld programok lehetdségeirdl adunk ismertetést.

8.1. 8.1 A Matlab alapjai és a kezdetiérték feladatok megoldasa

A Matlab segitségével viszonylag egyszertien realizalhatok a numerikus eljarasaink.®* A programokat vagy sajat
magunk elkészitjiik, vagy a Matlab programrendszerben szerepld, "gyarilag elkészitett és beégetett" programmal
dolgozhatunk. Bar az utdbbi tlinik az egyszertibbnek, de, mint azt 1atni fogjuk, az egyszertibb algoritmusok
programjainak 6nallé elkészitése sem nehéz. Példaul, az explicit Euler-mddszer megirdsa egy m-fajlban és a
tovabbiakban 6nall6 fliggvényként valo hasznalata igen egyszerti.

Tekintsiik azokat a 1épéseket, amelyek ennek megvaldsitasahoz sziikségesek.

* Els6 Iépésben inditsuk el a Matlabot, majd az Editorba irjuk a kdvetkezdket: function[t,y] = expeuler(diffegy,
t0, y0, h, N) t=zeros(N+1,1); y = zeros(N+1,1); t(1) = t0; y(1) = y0; for i=1:N t(i+1) = t(i) + h; y(i+1) = y(i) +
h * diffegy(t(i),y(i)); end

* A fenti programban az elsé sorban azt adtuk meg, hogyan tudjuk meghivni a moédszeriinket. (Mi most
expeuler-nek neveztiik el.) Ezutan felsoroljuk a feladatot illetve a bemend paramétereket, a bal oldalon pedig
a kimen6 paramétereket. (Ezek tipikusan a kiszamitott és tovabbi célra felhasznalni kivant eredmények.) A mi
esetlinkben 6t bemend ¢és ketté kimend paraméter van. A két kimend paraméter a diszkretizalt id6 vektor (t) és
az ezen pontokban kiszamolt numerikus kozelité megoldasok vektora (y). Az els6 bemend paraméter egy
alfiiggvény, aminek jelen esetben diffegy a neve, és ebben a fliggvényben irjuk meg a differencidlegyenletet

specifikald f fliggvényt. A masodik paraméter t0, ez a kezdeti idépontot jeloli, a harmadik a t0 pontbeli yO
kezdeti értéket jelenti. A kdvetkezd paraméter h , amely az idSintervallum diszkretizacids 1épéstavolsagat
jelenti, majd végiil N jeldli a megtett idolépések szamat. A masodik és harmadik sorban vessziik fel £ és U
vektorokat, amikben az értékeket eldszor lenullazzuk, és a kovetkezd két sorban beallitjuk a kezdéértékeket.
Utana kovetkezik lényegében a médszer algoritmusa: egy ciklus keretében el6szor beallitjuk a i értékeket,
majd kiszamoljuk a meredekséget, végiil az Ui értékeket, az explicit Euler-modszer képletének megfelelGen.

* A fenti programmal még nem tudjuk kozvetlenill az adott differencidlegyenlet numerikus megoldasat
eléallitani, ehhez sziikségilink van az I figgvényt megado "diffegy" alfiiggvény megadasara. Ha az

w' () = —ult) +t+ 1.

ahol t € [0.1] &5 u(0) =1 feladar> megoldasat szeretnénk el6allitani, akkor a diffegy nevil alfiiggvény
elkészitéséhez nyissunk egy 0j m-fajlt, amibe irjuk a kovetkezoket: function dydt = diffegy(t,y) dydt = -y + t
+1;

+ Ha mar megirtuk mindkét fiiggvényt, ugyanabba a konyvtarba mentve futtassuk le a programunkat /i = (.1,

ho=0.01 és h = 0.001 1épéstavolsagokkal a [0, 1] intervallumon. A Command ablakba irjuk a kovetkezot:
[T1,Ye] = expeuler(@diffegy, 0, 1, 0.1, 10). Enter utan megkapjuk a T1 és Ye vektorokat, amelyek a
kozelitések idébeli helyét és értékét tartalmazzak. Ha ki is szeretnénk rajzoltatni, akkor a plot(T1,Ye)
paranccsal egy kiilon ablakban megjelenik a fiiggvényiink. (A fi = (.01 és h = 0.001 1épéskdzdkre
értelemszeriien a [T1,Ye] = expeuler(@diffegy, 0, 1, 0.01, 100) illetve a [T1,Ye] = expeuler(@diffegy, 0, 1,
0.001, 1000) parancsokat kell beirni.)

Ha az explicit Euler-modszer hibajara vagyunk kivancsiak, akkor a pontos megoldassal sziikséges a numerikus
megoldasunkat 6sszehasonlitani. A példank pontos megoldésa az

%A Matlab egy széles korben elterjedt, tobb funkcidval is rendelkezé matematikai programcsomag. Alapvetéen a mérnoki és miiszaki
szamitasokat egyszerlsiti le, €s elsGsorban numerikus és matrixalgebrai feladatokra dolgoztdk ki. (A Matlab neve a MATrix és a
LABoratory szavakbol ered.) A Matlab nyelve egy magas szintli, BASIC-szerii programozési nyelv, éppen ezért konnyii vele dolgozni.
Szamos kiegészit6 csomaggal (n. toolbox-szal) rendelkezik, amelyek az egyes feladatosztalyhoz tartozo eljarasokat tartalmazza.
®2Emlékeztetiink ra, hogy ezen a feladaton teszteltiik a numerikus médszereinket a 3.1.1 és a 4.1 fejezetekben. Ebben a részben a Runge-
Kautta tipust modszerrel illetve linearis tobblépéses mddszerrel is megoldjuk ezt a feladatot.
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ult)=e "+ ¢

fliggvény. A 6-8 4brdkon lathatjuk a modszer pontossigit a h= 0.1 , h =001 é h=0.001
lépéstavolsagokkal. Az elvartaknak megfelelden /i csdkkenésével a numerikus megoldas grafikonja kozeledik a
pontos megoldas grafikonjahoz.

EX2U2 T Euler MCCS2er (£1°08), CONICS Megoiass ikek)

EX2U2 T Euler MCCSIEr (£1°08), LONCS MeQolaas (kek)

7. abra. A h = 0.01 lépéskozii explicit Euler-médszer
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tEuler mCCsaer (L1V08), LONICS MeQoliss kek)

Ex2
5
»
\
\
\

L

8. abra. A h = 0.001 lépéskozi explicit Euler-maodszer

A rendszerekre készitett programot egy egyszerli populaciédinamikai modellen, az Gn. Lotka-Volterra-modellen
mutatjuk be. Ez az Gn. ragadoz6-préda modell, amely a két faj szamanak idébeli alakulasat (fejlodését) irja le.

8.1.1. Példa Jeldlje (t) egy nyulpopulacidé méretét a ¢ id6épontban, mig ylt) egy rokapopulacio méretét.
Feltessziik, hogy ismerjiik a populacidk kezdeti méretét, azaz az w(0) ¢s ¥(0) ¢rtékeket. Ekkor egy
egyszerusitett matematikai modelliink felirhat6 a kdvetkezé differencidlegyenlet-rendszer segitségével:

'(t) = ar(t) — bz(t)y(t)

Y (t) = ex(t)ylt) — dylt),

ahol @ a nyulak novekedési ratdja, d a rokapopulacié halalozasi ardnya. Mikor egy roka és egy nyul talélkozik,
akkor a nyulak szdménak csokkennie kell, és a rokak szamanak nénie, ezt fejezik ki a b illetve ¢ egyiitthatok.

A modell kapcsan elvarasaink a kovetkezok. Ha nincs ragadozd, akkor feltessziik, hogy a préda populacio
exponencialis, azaz @’ = @r dinamikaji, ahol & a préda populacié novekedési rataja. Feltessziik tovabba, hogy
préda hidnyaban a ragadozok kihalnak az y = —dy egyenlet szerint, ahol ¢ a ragadozé populacié haldlozasi

aranya. Ha a préda ragadozdval talalkozik, akkor a prédapopulacionak csdkkennie, és a ragadozopopulacionak
pedig ndvekednie kell.

A modell hidnyossaga, hogy ragadozoé hianyaban a nyulak szama nem korlatos, azaz kind a végtelenbe. Ezért

modositsuk a modelliinket a kdvetkezd mdodon. Az elsé egyenlet jobb oldaldhoz vegylink hozza egy négyzetes
elnyel6 tagot, azaz valamely 7 pozitiv allandoval az

2(t) = ax(t) — br(O)y(t) — 12*(t)

egyenletet tekintsiik. Ekkor rokak hidnyaban a nyulak szdmanak alakulasat az '(t) = ax(t) — ya(t)
egyenlet irja le, amely mar id6ben korlatos megoldast biztositja.

A tovébbiakban a Matlab segitségével numerikusan oldjuk meg ezen utébbi, komplexebb modellt. Numerikus
modszerként ismét az explicit Euler-modszert valasztjuk.

Tekintsiik a kovetkezd példat:

¥
T =1xr—2r" —ry
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y = —2y + 6y,
Készitsiik el az alabbi m-fajlt.
function LVexpeuler(x,y,T,N) h=T/N; for n=1:N u=f(x,y); v=g(x,y); x=x+h*u; y=y+h*v; xhistory=[xhistory,x];
yhistory=[yhistory,y]; end t=0:h:T; plot(t,xhistory,red, t, yhistory,blue) xlabel(idd), ylabel(préda (piros),
ragadozo (kék)) function U=f(x,y) U=x-2*x.*x-X.*y; function V=g(x,y) V=-2*y+6*x.*y;

Itt bemend paraméterként a kovetkezOket adjuk meg: @ : a prédak kezdeti viszonyszdma, ¥ : a ragadozok
kezdeti viszonyszadma, T : a vizsgalt idSintervallum és /N : az osztasrészek szama.

Mentsiik el, és az LVexpeuler(1,0.1,20,1000) utasitassal szamoljuk ki az eredményt. Futtatds utan a 9 grafikont
kapjuk.
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9. abra. A Lotka-Volterra-modell megoldasa explicit Euler-madszerrel

Ahogy az elvarhatd, a populaci6 vagy kihal, vagy egyensulyba keriil. A grafikonon is jol latszik, hogy a kezdeti
idopontokban sok ragadoz6 van é€s nincsenek préda allatok, ezutan viszont a prédadllatok szama nd, és az id6
mulasaval egyensulyba keriilnek a populaciéo méretei.

Megjegyezziik, hogy a tobbi egylépéses modszerek Matlab programja hasonldan elkészithet, de az implicit
modszerek esetén 1épésenként egy (altalaban nemlinearis) egyenlet megoldasi algoritmusat is be kell épiteniink.

Mint azt mar emlitettiik, 1éteznek a Matlab programrendszerben beépitett programok, amelyek alkalmasak akar
nagy pontossiggal és hatékonyan megoldani a kezdetiérték-feladat okat. Ilyen példaul a gyakran alkalmazott
ode45 rutin, ami a beagyazott Dormand-Prince-mddszeren alapul. Az ode45 rutint ugyanolyan médon hivjuk
meg, mint a korabban leirt, sajat magunk altal irt programokat. Nevezetesen, [T1, Y45] = ode45(@diffegy, T1,
1). Itt is két kimend paraméter van, az id6 és a kozelitd értékek vektora. A bemend paraméterek rendre: az
alfiiggvény, ami leirja a differencialegyenletiinket, az id6 vektor, hogy melyik idépontokban szamoljuk ki a
megoldast, a kezdeti-érték vektor.®

Az ode45 modszer pontossaganak jellemzésére szolgald 9 és 10 tablazatok a szokasos tesztfeladatunkon a
fv = 0.1 és h = 0.01 1épéstavolsag melletti eredményeket tartalmazzak. Lathatéan itt a modszer pontossaga a
1épéskoz csokkentésével érdemben nem javul. Ennek tobb oka is van. A 1ényeg, hogy a beépitett modszerek

®Megjegyezziik, hogy megadhato egy negyedik (opcionalis) paraméter is, amelynek segitségével beallithatjuk az integralasi paramétereket.
Ugyanakkor a gyakorlatban elegendd az alapbedllitas, és ezért az alapértelmezést csak indokolt esetekben célszerii megvaltoztatni. Ezt az
odeset rutinnal hajthatjuk végre, amelynek részletei a Matlab help leirasaban megtalalhatok.
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adaptiv modon vélasztjdk meg a 1épéskdzt (tehat nem a mi altalunk megadott it 1épéskodzii, ekvidisztans
racshalon szdmol!), és ehhez az altalunk megadott pontossagot hasznélja kritériumként. A teszt soran mi
meglehetdsen nagy pontossagot kdveteltiink meg, amit azt a tdbldzatban szereplé hiba nagysaga is jelzi. A h
paramétert azért adjuk meg, hogy megadjuk azokat a pontokat, ahol a numerikus megoldast kiértékeljiik, azaz a
h 1épéskozii, ekvidisztans racshalé csomopontjaiban. fgy i csokkentése lényegében csupan a kiértékelendd
pontok szamat novelte meg.*

i pontos megoldas | nnmerikus megoldas hiba

0 I 10000 ‘ 10000 (0
0.1000 L0048 1.0048 2.9737e — 010
0.2000 LO18Y 1.O0187 5.3815¢ — 010 |
0.3000 L0408 1.0408 7.3041e — 010 |
0. 4000 LOT03 L.O703 ®.8120e — 010
0.5000 L10GS L1063 9.960658e — 010
(GO0 1.1485 1.1485 1.0822¢ — 009 |
0.7000 11966 1,196 1.1424e — 009
(L8000 1.2493 1.2493 1.1814e — 009
0.9000 L3066 13066 1.2026e — 009 |
10000 13679 1.3679 1.2090e = 009

0. tablazat. Az ODE4S eredményel a i = 0.1 lépéskazi racshalon

i pontos megoldas | nnmerikus megoldas hiba

0 10000 1.0000 0
0.0100 L0000 1.0000 2.2204e — 016 |
0.0200 10002 1.0002 2.8040e — 011
(. 1000 10045 10045 5. 4080e — 009
0.5000 11065 11065 2.8278¢ — 000 |
0.8000 1.2493 1.2493 1.6519e — 009
0.9000 L3066 13066 1.3610e = 009

_ (.9900 | 13616 | 1. 3616 1.0920e — 009

10. tablizat. Az ODE4S eredményei a i = 0.01 lépéskozil racshalon

A tobblépéses modszerek algoritmusai is megtalalhatok a Matlabban. Ilyen az odel13, amelynek a rendje 1-t6l
13-ig véltozhat és az Adams-Bashforth-Moulton-modszeren alapszik. Osszehasonlitva az ode45 mddszerrel,
kisebb szamitasi igényii, és kiilondsen elényds, amikor az i figgvény kiértékelése koltséges. Megjegyezzik,
hogy ez a modszer is [T1, Y113] = odell13(@diffegy, T1, 1) szintaktikdju, és nem merev feladatokra
alkalmazzuk. A modszer eredményeit a szokasos tesztfeladatunkon i = 0.1 és h = 0.01 Iépéstavolsag melletti
11 és 12 tablazatok tartalmazzak.

“Megjegyezziik, hogy ha a kiértékelendé csomoépontban nem szamol kozvetleniil a modszer numerikus megoldast, akkor erre a pontra a
tobbi pontbeli numerikus értékbdl interpolacioval hatarozza meg a kozelitést. Ezért h csokkentésével varhato az interpolaci6 javulasa, azaz
bizonyos értelemben javulhat a numerikus eredmény, ha h tulsdgosan nagy.
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t; a pontos megoldas | a numerikus megoldas a hiba

0| 1.0000 1.0000 ' 0
0.1000 1.0048 1.0048 6G.2300e — 006
(0.2000 1.0187 1.0187 | 1.8T14e — 005
0.3000 1.0408 1.0408 | 2.7885¢ — 005
(1.4000 1.0703 1.0703 2.1933e — 005
0.5000 1.1065 11065 1.888%¢ — 005
0.6000 1.1488 1.1488 | 1.7254¢ — 005
0.7000 1.1966 1. 1966 1.5668e — 005
0.8000 1.2493 1.2493 1.4228e — 005
(1.9000 1.3066 1.3066 | 1.2872¢ — 005
1.0000 1.3679 1.3679 1.1643e — 005

11. tdblazat. Az ODE113 eredményei a h = 0.1 lépéskozii racshilon

t; a pontos megoldias | a numerikus megoldas a hiba

0 1.0000 1.0000 0
(.010K0 10000 10001 | 16625 — 007
(0.0200 1.0002 1.0002 | 1.4800e — 007
(.1000 1.0048 1.004% 1.400de — 00T
(1.5000 11065 11065 | 1.7178¢ — 008
(.3000 1.2493 1.2493 2.0090e — 008
(1.9000 1.3066 13066 1.8052e — (008
0.9800 1.3553 1.3553 | 1.6692e — 008
(0.9900 1.36G16 13616 1.6525e — (003
1.0000 1.3679 1.3679 1.636G0e — 008

12. tablézat. Az ODE113 eredményei a h = 0.01 lépéskozii racshalon

Az alabbi tablazatban foglaljuk Ossze néhany olyan modszer pontossagat, amelyet ebben a szakaszban
targyaltunk. (Mddszereinket a szokasos a (231) tesztfeladatra a t* = 1 pontban hasonlitjuk 6ssze.)

€
maodszer hy =10.1 ha = 0101
explicit Euler 1.9201e-002 | 1.8471e-003
javitott Euler 6.6154e-004 | 6.1775e-006 |
implicit Euler (pontosabb) | 1.7664¢-002 | 1.8318¢-003 |
implicit Euler 2.1537e-002 | 1.8687e-003
ODE4LD 1.2090e-009 | 1.0903e-009 |
ODE23 1.6607e-005 | 1.5087e-005 |
ODE113 1.1643e-005 | 1.6360e-008 _

Befejezésiil megjegyezziik, hogy merev feladatok megoldésara is vannak rutinok a Matlabban. Ilyenek a odel5s
(amelynek meghivasa [T1, Y15s] = odelSs(@diffegy, T1, 1)), ode23s (amelynek meghivasa [T1, Y23s] =
ode23s(@diffegy, T1, 1)). A odel23t és az odel23tb rutinok az enyhén merev rendszerek megoldasara
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javasolhatok. Ezek a moddszerek alacsony pontossdguak. Az odelS5s moddszer a backward differentiation
formuldkon (BDF) (amelyet Gear-mddszernek is szokasos nevezni) alapul és valtozd 1épéshosszi modszer.
Kiilonosen akkor javasolt, amikor az ode45 modszer nagyon lassi vagy egyaltalan nem mukddik. Az ode23s
egy masodrendii, modositott, egylépéses Rosenbrock-modszer. Mivel egylépéses, ezért altalaban hatékonyabb,
mint az odel5s modszer.

A modszerek részletei irant érdekl6doknek javasoljuk a [1 és 19] irodalmakat. A Matlab programok kapcsan
javasoljuk a [6 és 18] irodalmakat.

8.2. 8.2 A peremérték-feladat ok megoldasa Matlab segitségével

A peremérték-feladat ok numerikus megoldasara a Matlab a bvp4c rutint javasolja. Ez a program a kétpontos
peremértékfeladatokat elég altalanos esetben képes megoldani: egyrészt nem szeparalt peremfeltételek is
megadhatok (amikor nem csak a két végpontbeli fliggvényértékek illetve derivaltak adottak kiilon-kiilon a
végpontokban, hanem azok kombinacioi), masrészt a peremfeltételben paraméter is megadhaté. Modszerként a
kollokacios modszert alkalmazza, amelynek eredményeként egy nemlinearis algebrai egyenletrendszert
nyeriink. Ennek megoldasara a Newton modszert alkalmazzuk. Mivel ehhez a bemend fiiggvények parcialis
derivaltjai is sziikségesek, ezeket is kozelitbleg, nevezetesen véges differenciakkal hatarozzuk meg. A moédszer
részletei megtalalhatok a

http://200.13.98.241/~martin/irg/tareasl/bvp_paper.pdf

linken a "Solving Boundary Value Problems for Ordinary Differential Equations in Matlab with bvp4c
(Lawrence F. Shampine, Jacek Kierzenka, Mark W. Reichelt) leirasban. Nagyon hasznos tovabba a

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3819

link, ahol a bvp4c rutin hasznalatara talalhat6 egy oktatdanyag és szamos kidolgozott példa. Javasoljuk még a
http://iwww.mathworks.com/help/techdoc/ref/bvp4c.html

linket, ahol a bvp4c leirasa mellett tovabbi teriileteken vald alkalmazhatdésaga is szerepel.

Az anyagunkban szerepld két alapveté modszeriinkre, a belovéses modszerre illetve a véges differenciak
modszerére a megfeleld Matlab programok 6nalldan is elkészithetok. Ennek leirasaval és egy modellfeladaton
val6 alkalmazasaval a tovabbiakban foglalkozunk.

8.2.1. 8.2.1 A modellfeladat: stacionarius héeloszlas homogén vezetékben

Tegyiik fel, hogy egy hosszu €s vékony vezeték két, allandé hémérsékletii fal kozott helyezkedik el. A vezeték
vastagsaga a hosszusagahoz képest elhanyagolhatd, igy a sugariranyGl hémérsékletvaltozas (radialis sugarzas)
elhanyagolhatd, és ezért a homérséklet csak az x egydimenzios térbeli koordinatatél fiigg. A hdaramlas
egyrészt a vezetékben torténd hossziranyban kondukcid, masrészt a vezeték és a vezetéket korbevevd allando
homérsékletli gaz kozotti konvekeid hatasara torténik. Feladatunk a stacionarius hdeloszlas meghatarozasa.

frjuk fel elészor a mérlegegyenletet egy Az hosszusagh elemre! Jeldlje 4() az  ponthoz tartozé héfluxust
2% 4 — g2 .
[mértékegysége: J/(m "’J], A. a keresztmetszet teriiletét [m?]), azaz A, =71 ahol r a vezeték sugara.

Legyen Dion a konvekeios hévezetési egyiitthatd ["' /(Km?s) ], ahol /£ a Kelvin héfok, As az elem feliilete [
m?), azaz Ay =27rAx , és I a korbevevé gaz hémérséklete [K]. Az = pontbeli ismeretlen hdmérsékletet

T(x) jelsli. Ekkor a mérlegegyenlet alapjan
glr)d: =glr+ Ar)A: — DipanAs( T — Tix)), (B0G)

ahol a bal oldalon a bemend hémennyiség, a jobb oldalon pedig a kimend hdmennyiség és a radialis aramlas
okozta veszteség szerepel. Leosztva a (806) egyenléséget az elemi rész térfogataval (7r2Ax ), trendezés utan a
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_q[.r b Ar) —qlx) , 2D,
Ar r

(T —T(x)) =0 (&807)

egyenldséget kapjuk. Attérve a Ax — () hatarértékre, (807) a

:—}Jr'}knm

—q(x) 4 (T = T(z)) =0 (S08)

egyenletet eredményezi. Mivel Fourier torvénye alapjan a fluxusra () = _the']ﬂ(?f'), ahol Dhow [
JJ{(I1m5)] a hévezetési egyiitthatd, ezért a (808) egyenlet felirhato

T'(x) 4+ D(Tw —T(zx)) =0 (S080)
alakban, ahol
--Elrj.i:r.-ll
D=
I"j.}h”l-

a héleadast jellemz6 allandé [z % ]. Ha a vezeték hossziisaga L , akkor
TO)=Ts, T(L)=T, (810)

ahol 7o ¢s 11 a bal illetve jobb oldali fal hdmérséklete. Ekkor tehat matematikai modelliink a (809)(810)
kétpontos peremérték-feladat.

A (809)(810) feladat pontos megoldasa analitikusan eldallithato. Ugyanis az egyenlet atirhato
T'(z)— DT(x)) = =DT (811)

alakra, amelynek megoldasdhoz a homogén egyenlet altalanos megoldasa és egy partikularis megoldas ismerete
szikséges. Mivel a A =£VD jelolésekkel a homogén feladat  4ltaldnos  megoldasa

R Y =z N = . . .
Thom{w) = Cre™ + Che , ahol C1 ¢s €2 tetszleges allandok, a Tpart(x) = T pedig egy partikularis
megoldas, ezért a (811) egyenlet altalanos megoldésa

T(z) = C1e™ + Coe™ 4 T (812)

A képletben szerepl6 allandokat a (810) peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg:

(To — T )e M'_[Tl - Tx) 0

- AT —Tyo)eM + (T - Ty)
AL _ AL 2= .

C) = T (813)

i - i -

A tovabbiakban az alabbi adatokkal szamolunk: L = 10, Dikon = 1| Dpoy = 200 p = (0.2, Toe = 200,
Ty =300 T, =400, (Adataink a korabban megadott mértékegységekben értenddk.) Ekkor 12 = (0.05, és a
feladatunk pontos megoldasa a

T(z) = 20.4671e¥"™ 4 79,5320 V05 4 200 (814)
fiiggvény.®

8.2.2. 8.2.2 A tesztfeladat numerikus megoldasa Matlab segitségével

®Amikor a megoldast beprogramozzuk, nem a (814) képletben szerepl6 allandokat adjuk meg kozvetleniil, hanem a Matlab segitségével a
(812) képletbdl szamoljuk ki.
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Alkalmazzuk a belovéses mddszert a (809)(810) feladatra. Els6é 1épésben atirjuk a masodrendi kdzonséges
differencialegyenletet egy kétismeretlenes, elsérendli rendszerekre:

T (x) = z(x), ;
! . \ (815)
slx)==-DT., = Tlx)).

Kezdeti feltételként a
T =Th, z() 20 (®16G)

feltételeket adjuk meg, ahol T0 ismert, 20 értékét a belovéses modszernek megfelelden pedig tigy valasztjuk
meg, hogy a (815)(816) kezdetiérték-feladat 7 () megoldasara a 1 (L) = 11 feltétel teljesiiljon.

A beldvéses modszer algoritmusat kovetve Matlab programunkat két function segitségével adjuk meg. A bvps
rutin adott Zo érték mellett az explicit Euler-mddszerrel kiszdmolja a numerikus megoldast. Bemend
paraméterként a [0, L] intervallum felosztasihoz sziikséges osztasrészek szama (Nx) illetve az ismeretlen =
komponens-fiiggvény kezdeti értéke (z0)) szerepel. Kimend paraméterként a végponti (& = L) hdmérséklet (
T'L), a csomopontokban szamolt hdmérsékletek (T'vect ) és a csomopontok koordinatai (xvect ) szerepelnek.
A rutin a kovetkez6:

function [TL,Tvect,xvect] = bvpsee(Nx,z0) % % Beldvéses modszer (shooting method) egy L hosszsagu rad %
stacionarius hoeloszlasanak kiszamitdsara. % Ez a kovetkezd kétpontos peremérték-feladat megoldasat
%igényli: % % d2T o +D(Tinf —T) =0, T(0)=T0, T(L)=T1 o dz? 9 A kezdeti¢rték-feladat
megoldasara az egyszerii explicit % Euler modszert alkalmazzuk. % Nx: a térbeli osztasrészek szdma % z0: a
kezdeti meredekség TO = 300; % bal oldali végpontbeli peremfeltétel T1 = 400; % jobb oldali végpontbeli
peremfeltétel Tinf = 200; % kiilsé homérséklet D = 0.05; % allandd L = 10; % a rd hossza xs = 0; % kezdopont
koordinataja T = TO; % kezdeti feltétel deltax=L/Nx; Tvect(1) = T; xvect(1) = xs; z=z0; for i=2:Nx+1 dTdx = z;
dzdx = -¢ * (Tinf - T); T =T + dTdx * deltax; % Euler mddszer z = z + dzdx * deltax; xvect(i) = xs + (i-
1)*deltax; Tvect(i) = T; end; TL=T,;

Ezzel a rutinnal tehat egy adott kezdeti = értékkel tudjuk meghatarozni a hdmérsékleteloszlast. Nyilvanvaldan
ez Onmagaban nem elegendd, hiszen a kiszamolt T'L kiilonbozik T'1-t6l. A belovéses modszer algoritmusat
kdvetve a bvps rutinnal kiilonbdzd kezdeti = (0) értekekre kiszamoljuk a végpontbeli T'L hémérsékletet, és az
igy kapott értékekkel kiszamoljuk a #(0) értékhez tartoze <(#(0)) = T'L(z(0]) —T'1 ¢lgr¢seket. Mivel olyan

2"(0) ¢rtéket keresiink, amelyre (27(0)) =10 , ezért a (2(0),(2(0))) pontokra interpolacidos polinomot

fektetiink, és a keresett 2'(0) ennek a zérushelye lesz. Ezt a két Iépést a programban a (697) szerinti inverz
interpolacioval végezziik el.

A fenti 1épéseket a shooting rutin hajtja végre, amelynek bemend paraméterei a kovetkezok:
« Nz :al0 L] intervallum felosztasahoz sziikséges osztasrészek szama,

o zstart - a “(0) kezdeti elsd értéke (ami az ismeretlen 7' fliggvény gradiensét jelenti az x = () pontban, azaz
a hémérsékletvaltozas gradiense a kezdet idépontban),

o deltaz : a kiilonbozs #10) értékek meghatarozasara szolgalé megvaltozas,

« Nz:akezdeti zstart értékektdl jobbra és balra tovabbi Nz szamu #(0) ¢rtékkel szamolunk, nevezetesen

a 2(0) = zstart L k - deltaz (;‘" =12, Nz ) kezdeti értékekkel is meghatarozzuk T'L- értékét. (Ezzel
allitjuk eld az interpolaciés alappontokat.)

A rutin opciondlisan kiirja a numerikus megoldast, és a pontos megoldas ismeretében Kkiirja a
maximumnormabeli hibat és kirajzolja a pontos és kozelité megoldasokat.

function shooting(Nx,zstart,deltaz,Nz) % % Belovéses mddszer (shooting method) egy L hosszusagi rad %
stacionarius hoeloszlasdnak kiszamitasara. % Ez a kovetkezo kétpontos peremérték-feladat % megoldéasat

igényli: % % 2T o +D(Tinf —T) =0, T(0)=T0, T(L)=T1 o dr? 9% A kezdetiérték-feladat
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megoldasara a bvps %nevii rutint alkalmazzuk. % Nx: a térbeli osztasrészek szdma % z0: a kezdeti meredekség
TO = 300; % bal oldali végpontbeli peremfeltétel T1 = 400; % jobb oldali végpontbeli peremfeltétel Tinf = 200;
% kiils6 homérséklet D = 0.05; % allandd L = 10; % a rad hossza xs = 0; % kezddpont koordinataja T = TO; %
kezdeti feltétel deltax=L/Nx; zv(Nz+1)=zstart; z=zv(Nz+1); [T,Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z); Tvegpont(Nz+1)=T;
for i=1:Nz zv(i)=zstart-(Nz+1-i)*deltaz; z=zv(i); [T, Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z); Tvegpont(i)=T;
zv(Nz+1+i)=zstart+i*deltaz; z=zv(Nz+1+i); [T,Tvectxvect]=bvpsee(Nx,z);Tvegpont(Nz+1+i)=T; end for
i=1:2*¥Nz+1 Tvegpont(i); zv(i); end % A gydk megkeresésére az inverz interpolaciot alkalmazzuk.
Tint=Tvegpont-Tb; z=interp1(Tint,zv,0); fprintf(A meredekség: %f n,z) [Tfinal, Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z); %
A Meg nevii matrixba 0Osszerakjuk a numerikus megoldast % ¢és utdna sziikség esetén kiiratjuk
Meg=ones(Nx+1,3); for i=1:Nx+1 Meg(i,1)=i; Meg(i,2)=xvect(i); Meg(i,3)=Tvect(i); end % disp( csomdpont
koordin. homérséklet) % disp(Meg) % plot(xvect, Tvekfinal); % Ha ismerjiik a pontos megoldast, akkor adjuk
meg % egy pontosshooting nevii fliggvényben. % Ekkor a hiba kiszamithat6 és opciondlisan kirajzolhatjuk % a
pontos ¢és kozelitd megoldasokat. % [Tpontos,zpontos]=pontosshooting(Nx,xvect); % hiba=norm(Tvect-
Tpontos,inf); % disp(lépéskoz és hiba max. normaban:),deltax, hiba % i=1:Nx+1; % plot(i,Tvect,r, i, Tpontos,b)
xlabel(rad), % ylabel(belovéses modszer (piros), % pontos megoldas (kék))

Mivel a (814) képlet segitségével ismerjilk a pontos megoldast, ezért a belovéses modszert kiilonbozo
paraméterek mellett tesztelni tudjuk. A Az 1épéskdz fiiggvényében a hibavektor maximumnormajat a 13
tablazat mutatja. A pontos €s numerikus megoldasok az egyes racshalokon a 10-13 4brakon lathatok.

Ar | 0.1 [ 0.01 [ 0.001 [ 0.0001
en || 4.6133¢ — 001 | 4.6786e — 002 | 4.6852¢ — 003 | 4.6859% — 004
rend || 1.1453¢ — 001 | 1.0142¢ — 001 | 1.0014e — 001 | 1.00D1e — 001

13. tablazat. A belovéses modszer explicit Euler-modszeres hibaja a maximumnormaban
a tesztfeladatra, ¢és a konvergencia rendje.

8.2.1. Megjegyzés Futtatasainkat Nz = 4 ¢és zstart = —12 ¢rtékekkel hajtottuk végre. Ha nagyobb Nz
értéket valasztunk, akkor sem valtozik a futas eredménye. Ennek oka, hogy a tesztfeladatunk linearis, azaz a
7.1.2 szakasz értelmében direkt modon is kiszdmolhatd két adat ismeretében a kezdeti meredekség. Ezért
lényegében nem sziikséges tobb pont megadasa, s6t, valdjaban az Nz =2 is elegendé. Ehhez elegendd
Osszehasonlitani a 14 és a 10 abrakat, amelyeket ugyanolyan térbeli felosztasra, de kiilonbozé Nz értékekre (
Nz =2 és Nz = 10) kaptunk.

8.2.2. Megjegyzés Ha nagyon tavoli zstart értéket adunk meg, akkor kevés interpolacids alappont esetén
el6fordulhat, hogy az inverz interpolacié nem miikddik. (A nulla érték kiviil esik az alappontokon.) Ilyenkor
célszerli elézetesen néhany 6nallod futtatast végezni a bvps rutinnal, és kozelitéleg meghatarozni a keresett =
értéket.

8.2.3. Megjegyzés Ha az explicit Euler-moddszer helyett a masodrendi javitott Euler-mddszerrel szamolunk,
akkor eredményeink hibai a 14 tablazatban lathatok. Mint az varhatd volt, a mddszeriink masodrendben
konvergens.

Ar | 0.1 | 0.01 [ 0.001 [ 0.0001
en | 6.6929¢ — 003 | 6.73%6e — 005 | 6.7433¢ — 007 | 6.7446e — 009
rend || 1.0611e — 002 | 1.006%e — 002 | 1.0007e — 002 | 1.0002e — 002

14. tablazat. A belovéses mddszer javitott explicit Euler-madszeres viltozatanak hibaja
a maximumnormaban a teszifeladatra és a konvergencia rendje.
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10. abra. A staciondrius hoémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben 10
osztasponti ekvidisztans racshdlon.
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11. abra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagn vezetékben 100
osztasponti ekvidisztans racshalon.
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12. abra. A stacionarius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszasagu vezetékben 1000
osztasponti ekvidisztans racshdlon.
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13. abra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagi vezetékben 10000
osztasponti ekvidisztans racshalon.
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14. abra. A stacionarius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagn vezetékben 10 osz-
taspontii ekvidisztans racshaléon két alappontra (Nz = 2) tamaszkodé interpolaciéval

Térjiink at a (809)(810) feladat véges differencias megoldasara. Nem részletezve az algoritmust, megadjuk a
vdm1 rutint, amely a véges differencidk modszerével megoldja a fenti feladatot. Itt bemend paraméterként az L
hosszusagu vezeték osztasrészeinek szamat (N ) kell megadni. Kimend adatként a csomdpontok koordinatait (
rvect ) illetve a csomopontokhoz tartozo kodzelité megoldast tartalmazo vektort (T” g0 ) kapjuk.

function[xvect,Tmego]=vdm1(Nx) % Véges differencidk modszere egy L hosszusagi rad stacionarius %
hoeloszlasanak kiszamitasara. Ez a % d* T % + ¢ (Tinf - T) = 0 % da® % tipus kétpontos peremérték
feladatok megoldasat igényli, % amelyet a szokasos differenciasémaval approximalunk. % A peremfeltételeket
kozvetleniil beirhatjuk a sémaba. % Nx: a térbeli osztasrészek szdma Ta = 300; % bal oldali végpontbeli
peremfeltétel Tb = 400; % jobb oldali végpontbeli peremfeltétel Tinf = 200; % kiilsé homérséklet ¢ = 0.05; %
allando L = 10; % a vezeték hossza ndivs = Nx; nunknowns = ndivs - 1; deltax = L/ndivs; A = -(2 + deltax/
2*c); B = -deltax A 2*c*Tinf; for i=1:Nx+1, xvect(i)=(i-1)*deltax; end % a diszkretizacioés alappontok
eloallitdsa matrix = zeros(nunknowns); % a linearis egyenletrendszer dsszeallitasa kezdodik. matrix(1,1) = A; %
az elso egyenlet Osszeallitasa matrix(1,2) = 1; ths(1)= B - Ta; for i = 2:nunknowns - 1 % a bels6 pontokhoz
tartozd egyenletek matrix(i,i-1) = 1; matrix(i,i) = A; matrix(i,i+1) = 1; rhs(i)= B; end; matrix(nunknowns,
nunknowns-1) = 1; % az utolso egyenlet 6sszeallitasa matrix(nunknowns, nunknowns) = A; rhs(nunknowns)= B
- Tb; T = matrix \ rhs; % a linearis egyenlet megoldasa Tmego(1)= Ta; % a teljes megoldasvektor eldallitasa
Tmego(2:1 + nunknowns) = T(:); Tmego(nunknowns + 2) = Th;

Eredményeinket a tesztfeladatra a 15 tablazatban adjuk meg. Az elsé harom esethez (azaz amikor Nr=3,6,9
) tartozo véges differencias megoldast a pontos megoldassal egyiitt a 15-17 abrakon mutatjuk be.
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osztasrészek szama | hiba max. normaban rend |
3 L7002 + 000
G 4.5604e — 001 2.6823¢ — 001
12 1.1647e — 001 2.5540e — 001
24 2.9205e — 002 2.5074e — 001
48 7.3158¢ — 003 2.5050e — 001
96 1.8293¢ — 003 2.5004¢ — 001
192 4.573e — 004 2.5001e — 001
384 1.1434e — 004 2.5000e — 001
768 2.8582e — 005 2.499% — 001
1536 7.1573e — 006 2.5041e — 001

15. tablazat. A véges differenciak maodszerének hibdja felezddd lépéshosszal. A harmadik
oszlop a rendet mutatja. (Az elméleti rend 0.25.)
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15. dbra. A stacionarius homérscékleteloszlas az L = 10m hosszisagi vezetékben véges
differencidkkal a négy pontbdél allé ekvidisztans racshalon.
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16. dbra. A stacionarius homérsckleteloszlas az L = 10m hosszisagi vezetékben véges
differencidakkal a hét pontbél all6 ekvidisztans racshalon.
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17. dbra. A staciondrius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagi vezetékben véges
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differenciakkal a tiz pontbdl allé ekvidisztans racshalon.

Befejezésiil hasonlitsuk Ossze modszereinket ugyanazon diszkrét racshalon! Legyen Na =8 | azaz 9
osztaspontt, Az = 1.25 1épéskozli racshalon hasonlitjuk dssze az explicit Euler- és javitott explicit Euler-
modszeres belovéses eredményeinket, valamint a véges differencids modszert a pontos megoldassal.
Eredményeinket a 16 tablazat tartalmazza. A megoldasokat a 18 abran lathatjuk. Mivel a megoldasok kozel

haladnak egymashoz, az abra egy része kinagyitva lathat6 a 19 abran.

.I';i:‘:-;|:|::|-||t || EEM ] JEE

0
1.2500
2.5000
3.7500
5.0000
6.2500
7.5000

| 87500

10.0000

VDM | pontos megoldas
300.0000 | 300.0000 | 300.0000 [ 300.0000 |
287.2008 | 287.6551 | 287.3173 287.3173
282.2141 | 282.0058 | 281.43562 281.4562
284.0400 | 282.6293 | 281.9589 281.9589
202.2880 | 280.5832 | 288.8646 288.8646
307.1033 | 303.4096 | 302.7129 302.7129
320.1279 | 325.1783 | 324.5856 324.5856
359.5199 | 356.5687 | 356.1916 356.1916
400.0000 | 400.0000 | 400.0000 400.0000

16G. tablazat. A killonbozd modszerek eredményei a tesetleladatra Na = 8 felosztds esetén.
A pontos megoldds piros, az explicit Euler-madszeres beliwvéses madszeré zold, a javitott
explicit Euler-modszeres belovéses modszere fekete, a véges differencias megoldasé pedig

kek.
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18. dabra. A stacionarius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagi vezetékben a

kiilonbozé modszerekkel a Ax = 1.25 1épéskozii ekvidisztans racshalon.
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19. abra. Kinagyitva az el6z6 dbra egy részletét, a pontos megoldas szine piros, az explicit
Euler-maédszeres belovéses madszeré zold, a javitott explicit Euler-médszeres belovéses
madszeré fekete, a véges differencias megoldasé pedig kék.
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