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1. Bevezetés

Nem adhatok mast csak mi lényegem.
Dicsér elégge e hitvany sereg,
Es illik is, hogy 6k dicsérjenek

Madéch Imre: Az ember tragédiaja

1.1. Néhany az operacidkutatasi tanulmanyokkal kapcsolatos
emlék. Jegyzetirasi tervek

Az 1985-87-es iddszakban nagyon jol szervezett oktatas folyt a matematikus képzés, operacidkutatasi szakjan,
az Gjonnan megalapitott Operaciokutatasi Tanszék iranyitasaval és az MTA SZTAKI Alkalmazott Matematika
F6osztaly munkatarsainak a hathatos segitségével. Ma gy latom, hogy alapos és sokrétli képzést kaptunk nagy
tudasu, kivald tanaroktol. Oktatdi és kutatdi kvalitasukat az is igazolja, hogy kés6bb tobben hires egyetemek
professzorai lettek, példaul Terlaky Tamés a kanadai McMaster University (késobb az amerikai Leigh
University), Maros Istvan az Imperial College, Mayer Janos a Ziirichi Egyetem illetve Szantai Tamas a BME
professzora. Operaciokutatasi szakiranyon, rajtuk kiviil a tdbbi tanarunk is nagyon lelkes, komoly tudasu,
szakmai fejlédésiinket meghatarozo egyének voltak.

Erdekl8dési korom kialakulasat jelentdsen befolyasolta és meghatarozta az, hogy Terlaky Tamas
témavezetésével készitettem el szakdolgozatomat, amely nemlinearis programozas egy érdekes teriiletével
altalanositott geometriai programozas foglalkozott. Annak ellenére, hogy Terlaky Tamas 1989 6ta folyamatosan
kiilfoldon €1, tobb ko6zos dolgozatot készitettiink, amelyek eleinte az 1986-1989-es iddszakban folytatott kdzos
kutatasainkra épiiltek, majd késobb, rovidebb-hosszabb idejii latogatasaink alkalmaval sikeriilt egyiitt
dolgoznunk.

Terlaky Tamas doktori és kandidatusi témavezetéjével, Klafszky Emillel 1987-ben ismerkedtem meg. Terlaky
Tamas mutatott be neki. Az 1990-es évek elsé felében, amikor Terlaky Tamas a Delfti Miiszaki Egyetemen
dolgozott és igy striibben jart haza illetve mi is kdnnyebben latogattuk 6t, harman elhataroztuk, hogy egy 1j
szemléletli, magyar nyelvii linearis programozasi konyvet irunk. Ennek a kdnyvnek a kiindulasi pontja, Terlaky
Tamas linearis programozasi criss-cross algoritmusa illetve Klafszky Emilnek és Terlaky Tamasnak a pivot
technikaval kapcsolatos észrevételei, eredményei voltak. Kodzben persze zajlott a linearis programozas
bels6pontos forradalma, igy az ujabb és Ujabb ismeretek megértése, a témakor alakulasanak a folyamatos
kovetése illetve sajat kutatasaink nagyon sok idonket és energiankat kototték le. Annak ellenére, hogy Emillel a
BME K. épiiletében 1€v6 szobajaban sokat beszélgettem arro6l, hogy milyen is kell, hogy legyen egy ilyen konyv
felépitése, a konyv irasa maga, nem nagyon haladt. Klafszky Emil egy-egy beszélgetésiink utan annyira lelkes
volt, hogy egy-egy részt ki is dolgozott. Ezeket a lapokat ma is 6rzom, idonként atnézem. Sajnos Klafszky Emil
ma mar nem érvelhet egy-egy allitas, egy-egy sz&ép bizonyitasnak az anyagban val6 elhelyezése érdekében. Egy
alkalommal, talan 1992 nyaran, Klafszky Emilék hdzaban, Terlaky Tamassal hdrmasban, a fejezet cimeket is
kitalaltuk, a konyv struktarajat is felirtuk, de az évek sordn a legépelt és elkésziilt részek mérete nem
novekedett, alig tett ki par oldalt.

1.2. A jegyzet anyaga

A jegyzet vazat azok az el6adas folidk alkotjak, amelyeket az elmult 15 évben készitettem, illetve azok, amelyek
szeminariumi vagy konferencia eléadasaimhoz, cikkeimhez kapcsolodnak. Az anyag felépitése teljesen az
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alapoktdl indul, igy azt remélem, hogy érdeklddd és kitartd kozépiskolast, aki linearis egyenletrendszerek
megoldasar6l mar tanult, végig tudom vezetni a linearis programozas érdekes és szép témakorein.*

A linedris algebrai bevezet célja, hogy a ko6zos kiinduldsi alapokat lerakja, ravilagitson a pivot technika
szerepére; a pivot tabla, mint modell szerepére és elokészitse a kovetkezo fejezetek anyagat. A masodik fejezet a
linearis egyenletrendszerek megoldhatosagaval és megoldasaval foglalkozik. Ebben a fejezetben jelenik meg az
elsd alternativa tétel a RouchéKroneckerCapelli lemma. Kedvencem a Klafszky Emilt6] szarmaz6 un. Farkas-
Minty-féle pivot tablas valtozat, amely tomoren, képszeriien foglalja Gssze az allitist, ha az olvas6 mar
megbaratkozott a pivot tablak vilagédval. A lemma elnevezése is Klafszky Emiltdl szarmazik és akkor valik
igazan érthetdvé, amikor a kdvetkezd fejezetben a lemma eldjeles valtozatat fogalmazzuk meg. Klafszky Emil,
ennek a lemmanak a kapcsan tobbszor beszElt arrol, hogy a Farkas-Minty eldjeles lemma a Farkas lemmanak és
a Minty-féle szinezési lemmanak egy szép k6zos megfogalmazasa, ha az el6jeleket a Minty lemma esetén
megfelelden értelmezziik.

A masodik fejezetben a megoldasok méretével kapcsolatos eredmények nem szerepeltek a Klafszky Emillel és
Terlaky Tamassal elképzelt jegyzet témakorei kozott. Ezek szerepe a harmadik fejezetben taldlhaté MBU-
szimplex algoritmus elemzéséhez kapcsolddnak el6szor, amelyik szintén az elmult évek alatt jelent meg a
jegyzet témakorei kozott. A harmadik fejezet geometriai jellegii része az j struktirdban keriilt elére. igy a
harmadik fejezet mar jelentdsen eltér az eredeti tervektdl, annak ellenére, hogy a jegyzet egyik legérdekesebb
feladata (3.50. Feladat) Klafszky Emiltdl szarmazik.

A 4. és az 5. fejezetek annak ellenére, hogy klasszikus eredményeket targyalunk benniik, mégis a mai napig is
ujszerll targyalasrol van szo hiszen a végteleniil egyszer(i, Terlaky-féle criss-cross algoritmus végességének a
bizonyitasan alapul az erés dualitas tétel konstruktiv bizonyitasa. A criss-cross algoritmus végesség bizonyitasa
egyszerlibb, mint Terlaky Tamas eredeti, az 1980-as évek kozepérdl szarmazo bizonyitasa és Klafszky Emil egy
észrevételén alapul.

1.3. Egy kis kitér6, amelyik hatott a jegyzet tartalmara

A jegyzet masodik része a linedris programozas belsé pontos modszereibe nyujt egy rovid bevezetést.” Az elsé
szakdolgozém az ELTE-n, aki linearis programozas bels6pontos mddszereibdl irta a diplomamunkajat, Edvi
Tibor Illés volt, és 1992-ben végzett. Abban az id6ben az egyik fontosnak hitt eszkdz a Padberg-lemma volt. Ma
ez a témakor partikularis jelentdsége miatt mar nem fért bele a jegyzetbe.

Az 1996/97-es tanévet a Delfti Miiszaki Egyetem SSOR (Stochastics, Statistics and Operations Research)
Tanszékén toltottem vendég kutatoként. Amikor megérkeztem Delftbe Terlaky Tamas és Kees Roos épp a
konyviik utolsé simitasan dolgoztak. Természetes dolog volt, sdt 6rommel toltott el, hogy engem is megkértek
hiba vadaszatra. Oszinte érdeklddéssel olvastam a konyvet, amely mér egy eléggé letisztult, kiforrott elméletet
mutatott be. Ma is azt gondolom, hogy ez az egyik legjobb konyv a linedris optimalizalas belsé pontos
témakdorében, nem hidba jegyez 528 hivatkozast a John Wiley eredeti kiadasuk és szaznal is tobbet a kés6bbi,
modositott és mar a Springer altal kiadott valtozat.

A vendég kutatdi évem soran, tobb témakorrel kivantam foglalkozni, igy annak ellenére, hogy tanitanom
egyaltalan nem kellett ebben a tanévben ez volt az egyetlen ilyen évem 1990 6ta mégis rdvidnek tlintek a delfti
irodimban naponta eltoltott 7-9 oOrak. Terlaky Tamassal, Kees Roosszal és Etienne de Klerkkel,® sokat
beszélgettiink linearis programozasi, linearis komplementaritasi és szemidefinit optimalizalasi feladatokrol,
algoritmusokrol. Terlakyékhoz, akkoriban rendszeresen jartak a témakor legnevesebb kutatdi. Abban a tanévben
megfordult ott a vilaghirii Nemirovskij, Nesterov, Todd, Kojima épp gy, mint a feltérekvd j nemzedék tagjai
Jarre vagy Kocvara, illetve a kezd6k Glineur vagy éppenséggel én. Nekem szerencsém volt egy év alatt 15-20
kivalé szeminariumi eldéadast végig hallgatnom Delftben a belsé pontos mddszerekrdl, a témakdr legjobbjaitol.

Ebben a légkorben nagyon sokat és nagyon sok mindenkitdl lehetett tanulni a belsé pontos mddszerekrol.

'Ha ez mégsem sikeriil, az inkabb az én hibam, mint az 6vé, mert ha ez a helyzet, akkor még mindég nem tudom eléggé egyszeriien
elmondani a lineéris programozast.

2Rovid bevezetésen nem az oldalszdmokban kifejezett mennyiséget értem, - mert akkor talan nem is nevezhetném révidnek, hanem a linearis
programozas belsopontos szakirodalmanak a szerteagazo, sokszinii voltahoz képest.

kéziratat olvasgattam Delftben és tobbszor beszélgettem Etienne de Klerkkel a szemidefinit programozas belsépontos algoritmusairol.
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1.4. Mirél szélnak a belsé pontos fejezetek ?

A jegyzet 6. és 7. fejezete, Terlaky Tamasék konyve* mellett, és sokszor attdl eltéréen a centralis Ut l1étezésének
és egyértelmiségének az egyszerlien bizonyithatosagara épiil. Felhasznaltam Otleteket Terlaky Tamas
megkozelitésébdl is, de tobb helyen eltérve attol, inkabb kovetve azt az utat, amely sok allitas elégséges linearis
komplementaritasi feladatokra torténd altalanositdsahoz is elvezet.

Mivel Dikin, affin skalazasu bels6 pontos algoritmusanak primal-dual valtozataval sokat foglalkoztam és végiil
az elégséges linearis komplementaritasi feladatokra az altalanositas elkésziilt és publikaltuk, vildgos volt
szamomra, hogy a modszertani szempontbol is sz&p algoritmus része legyen a jegyzetemnek. Ez a 8. fejezet a
Kees Roostdl szdrmazé atskalazas otletén til, a ma mar nem hasznalt, de a centralis Gt kdrnyezetének egyszeri
(mondhatnam naiv), de egyben természetes fogalmanak a tulajdonsagaira épit6 bizonyitdsokat mutatok be. Ez a
fejezet, a kiilonbségei mellett, sok hasonlosagot mutat Nagy Mariannaval és Terlaky Tamassal irt kdnyv
fejezetlinkkel® és Terlaky Tamasék konyvének megfeleld részével is.

A 9. fejezet Terlaky Tamasék egy szép eredménye, amelyet kés6bb altalanositottunk elégséges linearis
komplementaritasi feladatokra®. Tapasztalatom az, hogy a kerekitési eljarast a hallgatoim egy része nem szereti,
tulsagosan szamoldsnak tartja, pedig az iizenete nagyon fontos elméleti szempontbdl, racionalis egyiitthatds
linedris programozasi feladatokon, minden hiresztelés ellenére, a (polinomialis komplexitasti) belsé pontos
modszerek nem csak £ -optimalis, hanem optimalis megoldast is eldallitanak. S6t, a legrosszabb eset elemzésére
épiilé komplexitasi eredményeik, a szimplex modszerrel (és a tobbi ismert pivot algoritmussal) szemben,
igazoljak azt, hogy a linearis programozasi feladatok polinomialis idében megoldhatok.

A 10. fejezet rovidsége ellenére egy fontos fejezet. Néhany évig a 90-es évek elején érdekes kérdés volt, hogy
mennyire korlatozo feltételezés az, hogy a belsd pontos modszereknek sziikségiik van induld belsé pontra.
Karmarkar cikkének a megjelenése ota ez, azaz a belsé pont 1étezésének és ismeretének a feltételezése, volt az
egyik legtobbet kritizalt és vitatott pontja Karmarkar projektiv skalazasu algoritmusanak. Nyilvan kdnnyen
felirhatunk olyan feladatot, amelyiknek nincsen bels6 pontja csak relativ belsé pontja van illetve mi van azokkal
a feladatokkal, amelyek esetén vagy a primal vagy a dudl feladat nem megoldhato.” Mindezek mutatjak, hogy
sziikséges volt elméleti és gyakorlati szempontbdl egyarant tisztdzni, mennyire nélkiilozhetetlen informaci6 a
bels6 pont létezése és ismerete, az Uj, belsdé pontos algoritmusok részére. A kutatdsok két eltérd iranyban
folytak: (i) un. infizibilis inditdsu belsé pontos algoritmusok kifejlesztése; (ii) a beagyazasi technika
kidolgozasa.

A masodik 1ényeges ok a beagyazasi technika léte és elegancidja. A beagyazasi technikat kozel egyidében,
nagyon hasonlé formaban, kdzolte két kutatdocsoport (Terlakyék illetve Yinyu Ye és tarsszerzoik) a 90-es évek
elején. A mi targyalasunk Terlakyék megoldasdhoz all kozelebb. A beagyazasi technika egy nagyon régi
eredmény felelevenitésével, a Goldmann-Tucker modellel indul. Elsé 1épésben egy homogenizalast, majd pedig
egy beagyazast hajt végre. Az eredmény, egy ferdén szimmetrikus, 6ndualis linedris programozasi feladat,
amelynek 1étezik indulo bels6 pontja, méghozza az X = & és az s = € azaz a csupa egyesbdl allo pont és igy
nem csak egy a beagyazott feladat un. H -centrumat kapjuk, hanem eléggé kicsi # értékrdl, a H = 1 ¢rtekrol
indithatjuk el az algoritmusunkat. A bedgyazas ara, a komplexitds szempontjabol, elhanyagolhatd. Strukturalis
szempontbol azt a kérdést, hogy mit is jelentenck a bedgyazaskor bevezetett egy par valtozé megoldasban
felvett értékei, pedig a Goldmann-Tucker tétel belsépontos valtozata megvalaszolja.

A jegyzetet Utoszo zarja.

1.5. Mit, hol és kiknek tanitottam linearis programozasbdl ?

*Cornelis Roos, Tamas Terlaky, Jean-Philippe Vial, Theory and algorithms for linear optimization: an interior point approach., John Wiley
and Sons, 1997.

SIliés T., Nagy M. és Terlaky T., Bels6pontos mddszerek a linearis optimalizalasban. In: A Ivanyi (szerk.) Informatikai algoritmusok, 2.
kotet (pp. 1230-1297.), Budapest, E6tvos Kiado, 2005.

*Tllés T., J. Peng, C. Roos and Terlaky T., A Strongly Polynomial Rounding Procedure Yielding a Maximally Complementary Solution for

3 (e
F, ("‘J Linear Complementarity Problems, SIOPT, 2000.

A primal- vagy a duél feladat nem megoldhatosagat a szimplex €s a pivot algoritmusok jol kezelik, elinditdsukhoz a feladatrdl extra
informdciodra nincsen sziikség.
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A jegyzet teljes anyagat, az ELTE TTK matematikus és alkalmazott matematikus, 4. €s 5. éves hallgatoinak két
2 oras eldadas keretében adtam el6 az elmult 15 év soran, majdnem minden évben. Az eléaddsaimon
természetesen felhasznaltam azt a tobb szaz eldadas foliat, amelyet az évek sordn készitettem és amelyek a
jegyzet elsd latex valtozatanak tekinthetdk. Az ELTE-n, a mesterképzés bevezetése el6tt programtervezd
matematikus hallgatoim is voltak, akik az elsé linearis programozas kurzusomat vették fel. (Lényegében a
tananyag felét tanultak: az 1-5. fejezeteket és a jegyzetbdl kimaradt un teljes 1épéses, belsé pontos primal-dual
biintetofiiggvényes Newton modszert.) Eldadasaimat idonként olyan doktorandusz hallgatok is latogattak, akik
egyetemi diploma megszerzése elétt, 4. és 5. éves korukban nem vették fel az draimat. Az elmilt 12 tanévben,
amiodta ez az anyag képezi eldadasaim nagy részét, a mester szintl linearis programozas kurzusaimon, kézel 200
hallgatét vizsgédztattam az ELTE-n. Néhany éve, egész pontosan 2010 tavasza 6ta a BME-n, elsd éves
Alkalmazott Matematikus/Matematikus mester képzésben résztvevd hallgatoknak tartok Linedris programozas
eléadast heti 4 6raban (3 el6adas, 1 gyakorlat). A jegyzet anyaga képezi az eléadasaim anyaganak 80-90%-at. A
BME TTK-n 2012 6szén, rekord mennyiségt hallgatém volt, tobb, mint 40-en vették fel a Linearis Programozas
targyat. (Remélem nem bantak meg.)

Linearis programozas el6adast az 1990/91-es tanévben tartottam el6szor az ELTE-n. Késobb az Eastern
Mediterranean University-n, a Strathclyde University-n, majd pedig a BME-n is tanitottam, jelenleg is tanitok,
linearis programozast. Az ELTE TTK-n, egy évfolyam az 1997/98-as ELTE matematikus és alkalmazott
matematikus kivételével, kizardlag 4. és 5. éves alkalmazott matematikus és matematikus, késobb mester szakos
illetve doktorandusz hallgatokat oktattam. A jegyzet anyaganak most elkésziilt valtozata az elmult tobb, mint 20
év alatt tisztazodott le, alakult ki. Az utolsé 10-15 évben a tananyag formaloi igényeikkel és kritikdjukkal
mindinkabb a tehetséges alkalmazott matematikus, matematikus hallgatéim, doktoranduszaim lettek. Szamos
linearis optimalizalasi témaban vezettem szakdolgozatot. Legsikeresebb doktoranduszaimmal Csizmadia Zsolt,
Eisenberg-Nagy Marianna, Nagy Adrienn vagy a fiatalabbak ko6ziil Molnar-Szipai Richard, Egri Attila a linearis
optimalizalas témakorében kozdsen értlink el eredményeket, amelyeknek egyikétmasikat beépitettem a
tananyagba illetve egy bovitett jegyzet anyagaba biztosan beépiteném eredeti formajukban vagy linearis
programozasi feladatra specializaltan.

1.6. Kdszonetnyilvanitas

Kedves kotelességem koszonetet mondani azoknak a tanaraimnak, akik tanulmanyaim soran tudasukkal,
emberségiikkel és segitdkészségiikkel jelentdsen hatottak ram, hozzajarultak tanulmanyaim sikeréhez,
munkarol, tehetségrol, kitartasrol alkotott elképzeléseim kialakulasdhoz, akik sokszor, kiilondsen kdzépiskolas
idészakomban, segitettek eligazodni a bonyolult vilagunkban, a kisebbségi 1ét hétkdznapjaiban.

Ko6szonetet mondok Toth Marica altalanos iskolai matematika tanaromnak, akinek a szakkorén szerzett tudassal
sikeriilt az els6 matematika versenyt, amelyen elindultam, megnyernem (1975 tavaszan). Halasz Jozsef és Szabd
Magda, matematika orain, érdekes, de nehéz feladatok sokasdgaval bombazta osztalyunkat. Halasz Jozsef
matematika szakkorei a Bolyai-geometria elemei mellett, a Godel-tétel izgalmas gondolatait is érintették. Haldsz
tanar ur kivalo, felkésziilt matematika tanar volt mar az 1978/79-es tanévben is, épp olyan, akire minden
matematika irant érdeklddo diak vagyik.

A jegyzet struktirajan és tartalman is felfedezhetok Klafszky Emil és Terlaky Tamas hatasai, elképzelései,
ahogyan az emlitett doktoranduszaim Gtletei, egyszerlsitett indokldsai egyarant. Nehéz lenne pontosan
megfogalmazni, hogy ennek a jegyzetnek, ki vagy kik is a szerzdje/szerz0i. A legegyszeriibb feloldasa ennek a
kérdésnek, az, hogy az Gsszes hibaért, pontatlansagért engem terhel a felel6sség. Koszonettel tartozom viszont
sokaknak a jegyzet elkészitéséhez nytjtott kozvetlen vagy kdzvetett segitségiikért.

Nagyon sokat tanultam Terlaky Tamastol és Klafszky Emilt6l a linearis optimalizalas témakoreibdl. Koszonom
szépen a segitségiiket, amelyet a jegyzet anyaganak kialakitasa soran, a k6zos kutatasok alkalmaval kaptam.

Szakdolgozdokkal és doktoranduszokkal azért szeretek foglalkozni, mert ezekben az egyiittmiikodésekben
kétiranyl az informacio csere, sikeres egyiittmiikodés soran kolcsonds a hatds. Kdszonettel tartozom szamos
szakdolgozomnak és koziiliik is leginkabb azoknak, akik doktoranduszaimma valtak és évekig dolgozhattunk
egyiitt, akik kutatasat a kezdeti idészakban segitettem kibontakozni, akikkel évekig dolgoztam egyiitt és ma is
orommel tolt el, amikor veliik dolgozhatok. Koszonet Arif A. Akkelesnek, Csizmadia Zsoltnak, E.-Nagy
Mariannanak, Nagy Adriennek, Molnar-Szipai Richardnak és Lovics Gabornak. A veliik elért eredmények egy
része, kozvetleniil hatottak a jegyzet kialakulasara illetve beillesztettem a jegyzet szovegébe.
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Koszonettel tartozom két tanitvanyomnak, Tardos Zsofianak és Gyorgyi Péternek, akik az eldadas folidimat,
amelyek a jegyzet szovegéhez képest sokszor igen tomorek voltak, idonként elirasokat vagy hibakat
tartalmaztak, atfésiilték és javitgattak. Hasznos javaslattal éltek a jegyzet strukturdjara nézve, egy-egy részt
letisztaztak, mas részeket kritikai megjegyzésekkel illettek. Igyekeztem a megjegyzéseiket és kritikajukat
megfogadni, a jegyzetbe beépiteni.

Oszintén el kell mondanom, hogy nem minden tanacsukat fogadtam meg, de minden alkalommal komolyan
elgondolkodtam észrevételeiken. Idonként tobb éves tapasztalataimra épitve, maskor az id6 révidsége miatt nem
dolgoztam at részeket, nem valdsitottam meg a javaslataikat. Nagyon hasznosak voltak a konzultacidink és
kifejezetten fontosak voltak azok a beszélgetések, amelyeket mar nem terhelt a vizsga légkore, és igy
szabadabban és egyben kritikusabban is fejtették ki a véleménytiket a tananyagrol, a jegyzet témakoreir6l.

A jegyzetet, most, biztosan nem irtam volna még meg, ha Fried Katalin kolléganém, a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-
2011-0025 hivatkozasi szamu, Interdiszciplinaris és komplex megkdzelitésti digitalis tananyagfejlesztés a
természettudomanyi képzési teriilet mesterszakjaihoz cimii palyazat benyujtasakor nem gy6zott volna meg arrol,
hogy az el6adds folidkon, amugy is meglévé anyagbol" linedris optimalizalas jegyzetet készitsek
mesterképzésben résztvevok szamara. Kati a palyazat vezetésbe 2012 nyaran tért vissza, sok munkaval jra
¢élesztette a palyazatot, és munkara sarkalta a palyazat szerzdit.? Fried Katalinnak, 6szintén koszondm a palyazat
lebonyolitasaban nytjtott segitségét, munkajat és veliink a szerzékkel szemben tanusitott tiirelmét.

Egy ilyen 1éptékli palyazat elképzelhetetlen profi adminisztratori segitség nélkiil, amelyet Gecse Monikatol,
mindannyian megkaptunk. Segitségét nagyon szépen kdszonjiik.

Toth Laszlo munkdja, szamomra, és a palyazat szerzdinek a tobbsége szamara azt hiszem, nélkiilozhetetlen volt.
Latex anyagainkat, a palyazatot kiir6 elvarasai miatt docbookXML formatumban kellett transzformalnia. Ha
nekem kellett volna ezt a transzformalast elvégezni, sohasem vallaltam volna el a jegyzet megirasat. Toth Laszlo
nélkiilozhetetlen segitségét nagyon szépen kdszonjiik.

A jegyzet iras nehéz és haladatlan feladatdhoz mérhetd a lektori munka is. A jegyzetemnek két lektora volt. E.-
Nagy Marianna, volt tanitvanyom, aki részleteiben kovetve igyekezett segiteni a munkamat. Precizen bejeldlve,
a javitandd, szépitendd részeket. Igyekeztem a javitasokat elvégezni, de azt hiszem, kihasznidlom a jegyzet
elektronikus voltanak az eldnyeit, és a bennmaradé hibak javitasaval idordl-idore foglalkozom majd. E.-Nagy
Marianna segitségét és kitartd6 munkajat 6szintén koszondm.

Maros Istvan, volt tanarom a hivatalos szakmai lektora a jegyzetemnek, amely nagy megtiszteltetés a szamomra.
Maros professzor Gr maga is két konyv szerzdje.® Szakmai véleménye, észrevételei és megjegyzései mindig is
fontosak voltak a szamomra. Maros professzor urnak, a jegyzetem lektoralasaval eltoltott idejét és munkajat,
hasznos tanacsait nagyon szépen koszonom.

Természetesen, hozza kell tennem, hogy a jegyzetben megmaradd pontatlansagok és hibak kizardlag a szerzd
munkajat mindsitik. Ahogyan észlelem ezeket, vagy felhivjak a figyelmemet ilyenekre, folyamatosan javitani
fogom a jegyzetemet és a pontositott valtozatokat a honlapomon is nyilvanossagra hozom.

Végiil 6szinte koszonetemet fejezem ki sziilleimnek, akik gyermekkorom és kozépiskolas idészakom boldog
korszakaban, egy olyan tarsadalomban, amelyben kisebbségiként, kellett helytalnunk, biztositottdk a csalad
védoburkat, nekem ¢€s batyamnak. Az elmult egy-két évtizedben, leginkabb Anikdra, a feleségemre és
gyermekeimre harult az a feladat, hogy tlirelemmel viseljék el idénként a jelenlétemet, maskor a hidnyomat. A
munkaval toltott napok, éjszakak, hetek és honapok alatt, sokszor talan kisebb mértékben vettem ki részemet a
csaladi munkamegosztasbol, mint az egy (atlagos) csaladban elvarhato lenne. Tirelmiikért, szeretetiikért jar a
kdszonet.

Budapest, 2012. oktober - 2013. marcius

2. 1 Linearis algebra: rovid osszefoglalé

®Nekem erre kiilon sziikségem volt, mert egy-egy érdekes konzultaciora valo felkésziilés, egy-egy érdekes cikk elolvasasara forditott ido,
mind értékesebbnek tiint, mint a jegyzet irdsanak sziszi-fuszi munkaja.

°A Computational Techniques of the Simplex Method cimii Kluwer kiadonal 2003-ban megjelent kdnyve, nem csak a szimplex, de altalaban
a linearis programozas pivot algoritmusaival kapcsolatos szamitasi technikakat Osszefoglald, legteljesebb mii az operaciokutatas
szakirodalméaban. Sajnalattal jegyzem meg, hogy hasonld, a belsé pontos algoritmusok szamitasi technikdinak a tarhazat 6sszefoglalo mi,
még nem létezik.
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A linedris algebra a matematikanak az a teriilete, amely a kovetkezd két alapveté matematikai objektum, a
linedris egyenletrendszerek és vektorok, vizsgalatabol sziiletett.

A linearis egyenletrendszerek els6 ismert alkalmazésa, foldteriilet nagysaganak a meghatarozasarol szol, és az
okori babiloni matematika szovegekben talalhatdé meg. A linearis algebra torténetérdl szamos érdekesség ismert.
A négyzetes linearis egyenletrendszerek megoldasara szolgalo elsé eljarast, 4 matematikai miivészet kilenc
fejezete cimii kinai konyvbdl ismerjiik, amely feltehet6en egy idészamitisunk elétt 2000 évvel kidolgozott
madszert ir le. Az eljaras kidolgozasanak az alapja a matrix fogalom, ahogyan a kinaiak nevezték, fang-cseng
bevezetése volt. A fang-cseng négyzetes tablazatra utal, amelyben a négyzetes linedris egyenletrendszer
egyiitthatoit rendezték el.

Ebben a fejezetben, Osszefoglaljuk a linedris algebra alapvetd fogalmait és allitasait, amelyek ismerete
sziikséges linearis egyenletrendszerek, linedris egyenldtlenségrendszerek és linedris programozasi feladatok
targyalasahoz. Targyalasmodunk koveti Klafszky Emil és Terlaky Tamas altal kidolgozott, a pivotdlas
miiveletén alapulo, konstruktiv felépitést.

2.1. 1.1 Vektorterek

A szakirodalomban szokasos modon vezessiik be a vektortér fogalmat.

1.1. Definicié Az 6sszeadéssal és skalarral valé szorzéassal ellatott £ nem iires halmaz vektorteret (mas széval

linearis teret)alkot a 1" szamtest felett, ha barmely X; ¥ Z € Lo¢s M 1€ egeten a kovetkezd feltételek
mindegyike teljesiil:

x +yeLl (1.1)
X+y=¥%¥+x (1.2)
(x+y¥)+z=x+ (v + 2) (1.3)
1étezik un. nullelem, 0 € £ | amelyre
x + 0=x (1.4)

minden X € L elemnek 1étezik ellentett eleme —X € L | amelyre

(—%x) +x=0, (1.5)
teljesiil. Tovabba

Axe Ll (1.6)
(A + plx=Ax+pux (1.7)
Alx+y)=Ax + Ay (1.8)
(Aplx=Mpux) (1.9)

ha 1 € I' a test egységeleme, akkor
l x = x. (1.101)

Természetes modon megadhato a vektortér alterének a fogalma.
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1.2. Definicié Egy L' C L nem iires részhalmazt az £ linearis tér alterének nevezziik, ha az £’ maga is eleget
tesz a linedris térrel szemben tamasztott kovetelményeknek.

Az eldz06 két definicio felhasznalasaval konnyen igazolhaté a kovetkezo allitas.

1.3. Allitas Legyen £ linearis tér a I szamtest felett. Az £ C £ nem iires részhalmaza pontosan akkor altere
az L lineéris térnek, ha barmely X: ¥ € £ ¢s A € T esetén X + ¥ € L' ¢g Ax € L' teljesil.

Osszeadas asszociativitasa) segitségével, a vektorok 0sszege kiterjeszthetd tobb, mint két tagra. Ezt felhasznalva,
bevezethetjiik a végesen sok vektor altal generalt altér fogalmat.

1.4. Definicié Legyen £ vektortér és £ € L altér és @1, 82, *+» &k € c tetsz6leges vektorok. A
V={v:v=wa +wmas+ -+ wma, abol vy, va, --- , e €I'}

halmazt, amely az @1» @2 * ** » & vektorok altal generalt altérnek nevezzik, és L{{ai, az, -+, ac}) .yl

jeloljik.

Az el6z definicioban szerepld @1+ &2, ** . Ak € L' yektorokat, generald vektoroknak nevezziik.

Az €l6z6 definicioban meghatarozott V € V vektorokat az @1: 2, * ** » &k vektorok linearis kombinaciéjanak

nevezziik.

Egyszeriien igazolhatd, hogy a végesen generalt altér, linedris altere a generald vektorokat tartalmazo
vektortérnek.

1.5. Allitas A V C L' linearis altér.

Az el6z6 allitast kicsit masképpen is megfogalmazhatjuk: egy vektortérbdl tetszélegesen kivalasztott véges sok
vektor, linearis kombinacioinak a halmaza, az eredeti vektortérnek egy alterét hatarozza meg.

A vektortérrel kapcsolatos alapvetd fogalmak bevezetése utan, harom feladatot fogalmazunk meg a korabbi
definiciok illusztralasara.

1.6. Feladat Legyen “: beR | Tekintsik az [ [0.0] = R folytonos fiiggvényeknek az J halmazat. Az
L ger fiiggvények Osszegét értelmezziik az alabbi modon:

(f +9)(z) = flz)+ g(x)
teljesiil, barmely ¥ € [ b] esetén. Fliggvény és valds szdm szorzata pedig legyen
(u filx) = u flx)

barmely ¥ € @, 0] &5 tetsz6leges 1 € & esetén. Bizonyi tsa be, hogy az J halmaz vektorteret alkot az
Osszeadasra €s szorzasra nézve.

Legyen L. L2 CL a7z € vektortér, két adott altere. A két altér 0sszegét az alabbi mddon értelmezhetjiik
V=L + Lo ={a +a : barmely a; € £y & barmely as € Ls esetén |

Ezek utan igazolhatdk a kovetkezd feladat allitasai.

1.7. Feladat Legyen £ vektortér és az Ly, Loy . Ly C L alterei. Bizonyi tsa be, hogy

e V=L + Ly C L aeer,

o Ly + Lo+ Ly altér és
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o LyM Ly M- MLy altér.
A linedris egyenletrendszerek, linearis egyenl6tlenségrendszerek és linedris programozas targyalasa soran olyan
vektortereket, altereket hasznalunk, amelyek esetén a 1" test, a valos szamok, [2 , alkotta test. A vektortér

elemei, vektorai pedig a valos szam m-esek lesznek. A valdés szam m-esek halmazat ™ jeloli. Kénnyen
belathato, hogy a valds szdm m-esek halmaza, ha a I' = I | azaz a valds szam test, akkor teljesiti a vektortér

s

A kovetkezd feladatban, a valds szam m-esek altal meghatarozott vektortér végesen generalt altereire vonatkozo
tulajdonsagokat kell igazolni.

1.8. Feladat Legyen {a1, az,..an} CR™ yekrorrendszer. Bizonyi tsa be, hogy
o Llan,..ay,.. a0 = Llar,... Aay, . a.) ghol AE R A £ D g

o Llai,....aj,...,a,) = L(ai,...,a; +ak,....an) ahol 1 <k < n.

2.2. 1.2 Skalaris szorzat

Sziikségiink lesz a vektorok kozotti szorzas skalaris szorzas miiveletére. A skalaris szorzas, egy olyan leképezés,
amelyik tetszdleges vektor parhoz egy skalart rendel és rendelkezik néhany tulajdonsaggal

1.9. Definicio
Legyen adott egy £ vektortér a I' szamtest felett. Tekintsiik a
<, > LxL—>T

leképezést, amely az L elemparjaihoz egy szamot rendel. A = = leképezést skalaris szorzasnak nevezziik,
ha teljesi ti az alabbi feltételeket:

<ab> = <b.a>
<ab+e> = <ab>4+<ae>
A<ab> = <Aab:>
<aa> = 0
< a,a> = () akkor és esakis akkor. ha a =0

ahol & b, ¢ tetszéleges elemei a vektortérnek, A € 1" ¢s 0 € L a vektortér nulleleme.

Gyakran fogjuk hasznalni az I&™ vektortér, elemeinek a skalaris szorzatit, amelyet az el6z8 altalanos
definicional egyszeriibben értelmeziink.

1.10. Definici6 Legyen & b e ™ Az a ¢ b vektorok (valés szam m-esek) skalaris szorzatat a kovetkezd
modon definialjuk:

<a b = arby + asbas + -+ ambm =a’ b. (1.15)

A kovetkez6 allitas igazolja, hogy az IR™ vektortér, esetén definialt leképezésre jogosan hasznaljuk a skaléris
szorzas elnevezést.

Az allitas bizonyitasaban, az 1.9. definicioban elvart feltételek teljesiilését kell kimutatni.

1.11. Allitas Az R™ téren a (15) képlettel adott leképezés valoban skaléris szorzas.
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A Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenidtienség alkalmazasara tobbszor keriil majd sor a linedris programozas
belsépontos modszereinek az elemzése soran.

1.12. Tétel (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Legyen adott az L vektortér az It szamtest
felett, és két tetszOleges & beLl vektor, akkor

<ab>="<<aa=>=<hhb>= (1.16G)
és egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a = A b, valamely A € £ esetén.
Bizonyitas. A negyedik tulajdonsag alapjan
<a—Ab,a—-Ab=>10
és egyenléség akkor és csakis akkor teljesiil, ha a = A b Atalakitasok utan
M <b.b=-2)\ (2 =ab=+<aa=>1

teljesiil barmely A € 1" szamra. Az el6z6 egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy a A -ban méasodfoka kifejezés
diszkriminansa nem poziti v, azaz

» -
l <ab="-4<aa=<hb=<I.

- [QED]
Az 1.6. feladatban bevezettiink egy érdekes vektorteret, az adott, zart intervallumon folytonos, valdsértékii
fiiggvények halmazarol mutattuk meg, hogy a feladatban értelmezett 6sszeadasra és a valds szamokkal valo

szorzéasra nézve, vektorteret alkotnak.

Az alabbi feladattal azt szeretnénk illusztralni, hogy a skalaris szorzas fogalma szamos helyen példaul az 1.6.
feladatban megadott vektortéren fordulhat eld.

1.13. Feladat Legyen adott az e ] intervallumon definialt folytonos fiiggvények JF  halmaza. Az fger
fiiggvényeknek a valds szamok halmazara torténd leképezését értelmezziik az alabbi modon:

< f, g > / flx)glx) dx (1.17)

Bizonyi tsa be, hogy a (17) képlettel értelmezett leképezés skalaris szorzat az F halmazon definialt vektortéren.
A skalaris szorzatrol sz616 rovid 6sszefoglalonkat, a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenl6tlenség megfeleld,

az adott, zart intervallumon folytonos, valosértékii fiiggvények vektorterén, az el6z6 feladatban értelmezett
skalaris szorzatara vonatkozoan fogalmazzuk meg.

1.14. Feladat Legyenek /-9 € ahol az F halmazt az elézé feladatban definialtuk.

* Bizonyi tsa be a kdvetkezd egyenldtlenséget

b 2 b b
([ flz)glx) r.f.r') = (/ fljﬂ.f':lh'l.l') ([ _:j')l:.r"l n".r) (1.15)

« Irja fel annak a sziikséges és elégséges feltételét, hogy a (18) egyenlStlenség egyenldséggel teljesiiljon.

2.3. 1.3 Vektornorma, tavolsag

A valds szam m-esek vektorterén, m = 2 és 1 = 3 esetén, mar kozépiskoldban értelmeztiik a vektor hosszat,
intenzitasat. A vektorok hosszahoz hasonlé fogalmat vezetiink be most altalanos esetre.
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1.15. Definicié Legyen adott egy £ vektortér a I" skaldrok teste felett. A Il : £—=T leképezést (vektor)
normanak nevezziik, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

al| = (.
la]| = 0. akkor és csakis akkor. ha a = 0.
[[Aal] = |A
la+b|| < |a]l +|bl,

|lal teljesiil tetszdleges A € ' szdmra,

és egyenléség akkor és csak akkor all fenn az utolso egyenl6tlenségben, ha a = A b valamely A € I' szamra.

s

1.16. Definicio Az alabbi normat euklideszi normanak nevezziik:
[lal| = /< a,a>

Sziikséges igazolnunk, hogy az euklideszi normanak elnevezettleképezés valdban teljesit a vektornorma
tulajdonsagait. A bizonyitas egyszert, az 1.15. Definicidoban elvart tulajdonsagok teljesiilését kell leellenérizni.

1.17. Allitas Az euklideszi normara teljesiilnek a vektornormakra vonatkozo feltételek.

Az 1.16. Definici6 és az 1.17. Allitas alapjan, az euklideszi normaval ellatott vektortereket Euklideszi tereknek
nevezzik.

Ezek utan értelmezhetjiik a vektorok kozotti tavolsagot.
1.18. Definicié Legyen adott egy £ vektortér a skalarok [ teste felett. Egy
dis: L= L—=T

leképezést tavolsagnak (metrikanak) neveziink, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

dis(a, b) dis( b, a),
dis(a.a) = [,
disfa.b) = 0 — a=bhb,
dis(a, b) + dis(b.e¢) = dis(a,c),
minden & b.¢ € L yekorra,

Tavolsagot (metrikat), konnyen definialhatunk norma segitségével.

1.19. Definicid Az alabbi leképezést norma altal generalt tavolsagnak nevezziik

dis(a.b) : a—b|. (1.25)

Természetesen igazolnunk kell, hogy a norma segitségével definialt leképezés teljesiti a tavolsaggal (metrikaval)
szemben tamasztott kovetelményeket.

1.20. Allitis A norma altal generalt tavolsagra teljesiilnek az el6bbi feltételek.

Ha egy halmazon adott egy olyan leképezés, amely a halmaz elemparjaihoz szamot rendel és teljesi ti a
metrikatol elvart tulajdonsagokat, akkor metrikus térrdl beszéliink.

2.4. 1.4 Generalo tablak, pivotalas
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A jegyzet tovabbi részében, a valos szamok feletti vektortérre sziikitjiik le vizsgalatainkat. El8szor bevezetjiik a
general6 rendszer fogalmat, majd a pivotalast és ezen keresztiil a generald tablakat.

1.21. Definici6 Egy vektorhalmaz részhalmazat generdldé rendszernek nevezziik, ha a vektorhalmaz minden
eleme eldall mint a general6 rendszer elemeinek linearis kombinacidja.

Legyenek adottak az @i € L vektorok és jelolje J ={1.2...n} a7 indexeik halmazit. Az adott véges
vektorhalmaz valamely generalé rendszerét megadhatom a generaldé rendszerben szereplé &i vektorok
indexhalmazanak, Ja megadésaval.

Ekkor

a; = Z ti;a;, Yie J.

-
L=

ahol tij az ai. 1 € T vektor egyiitthatoja az 2% J € J vektor eléalli tasaban. A fii egyiitthatokbol készitett
matrixot (hosszu) general6 tablanak nevezziik:

LTE[ i e f|_r

Mivel az @i generalo elemek trivialisan is kifejezhet6k (eldallitisukhoz nincsen mas general6 elemre sziikség

onmagukon kiviil), ezért gyakran csak az alabbi rovid generalo tablat irjuk fel, ahol Jo =T\ Ja (a nem
generalo vagy masnéven generalt vektorok halmaza):

Jooa; von

A kovetkezd egyszerli példa mutatja, hogy egy generald rendszerhez tartozd generdld tabla nem feltétleniil
T _ ‘

egyértelmil. Legyenek adottak az 81 = (1,0,3),

aél = (”‘ 1: _]-:Ir El.'g = (1.[). 1:'- El.'i = (”.‘2:_1:‘.~ a-'{ = (1~ 1.- 1:'- El.é =

és (3,9.5) vektorok. Ekkor a

Jo =1{1.2,3,5} general6 rendszerhez az alabbi két generald tabla is tartozhat:
a; b a b
a, 0 3 a 2 M
a, |1 4 az 5 6
H B -1 -1 ag I 0
Ar, . 1 | a5 -3 -1
T tabla T tabla

A general6 rendszer egy egyszerl tulajdonsaga a bévithetdsége. Ezt fogalmazza meg a kovetkezd feladat.

1.22. Feladat Legyen adott az {ar, a ... a,} CR™ véges vektorrendszer. Jeldlje Jo a generald vektorok

index halmazit ¢s J¢ = J \Jo 4 generalo rendszerhez nem tartozé vektorokét. Tegyiik fel, hogy J/a # 0
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és legyen J tetszbleges, nem iires részhalmaza a J& index halmaznak. lgazolja, hogy a J& U7 indexek
halmazzal meghatarozott vektorrendszer is general6 rendszere az &1- 82 " &n yektoroknak.

A gneral6 rendszer bovithetdségének egy masik modjat irja le az alabbi feladat.

1.23. Feladat Legyen adott az {ar, a - a,}p CR™ véges vektorrendszer. Jelolje T¢ illetve T a generalo
vektorok két, kiilonboz6 index halmazat. Bizonyi tsa be, hogyha

NARIN

akkor létezik olyan ke Jg\ Js index, hogy Ta Ak} s generald részrendszerét definidlja az adott
vektorrendszernek.

Az ¢el6z8 feladatokban generald rendszerek konstruilasara adtunk eljardsokat. Erdekesebb tulajdonsiga a
general6 rendszereknek az, hogy bizonyos feltételek mellett egymasba transzformalhatok. A kovetkezo tétel, azt
mutatja meg, hogy egy adott general6 rendszerbdl, milyen feltételek melett és hogyan lehet eldallitani egy ujabb
generalo rendszert.

1.24. Tétel Legyen adott az {a, a, ..., a.} C L véges vektorrendszer, ahol £ a valds szamok teste feletti
vektortér, Ha frs # 0 akkor a Jc generald rendszerben 1év6 &+ vektort kicserélhetjiik a generald rendszerben

nem szereplé @ (5 € JG) vektorral az alabbi modon:

trjtis . . . .
i = b= i€ TG it s JETs j#1
e

(] JI.|_| B
ty = - Fe€Tg. j#7

-
f tia ,
IFl.- — 1 E -:Tr,'- 1= 8

t.
t :
T b

[ I
ahol J& = Ja'\ {riU{s}t az 0j generald rendszer indexhalmaza és tij az elsalli tasban szerepld 1j
egyiitthatok.

Bizonyitas. Kiindulo generald tablat az alabbi formaban adhatjuk meg

Je

\.?ji:’ .

a |... &y ...

A tételben leirtaknak megfelelden, az &+ vektor tavozik a generald rendszerbdl és az &s vektor pedig bekeriil az
0j generalo rendszerbe. A vektorok felcserélése utan, az 0j generald tablahoz jutunk:
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T
a; a,
a; |... .f"J .
! :
""?fll
1 ! '

Induljunk ki az &s vektor eloalli tasabol, amelyet a kiinduld general6 tablabol olvashatunk ki:

a, =t..a, + Z tis Ay

icdg\{r}
Felhasznalva azt a feltételt, hogy tra 7 f)’ fejezziik ki az & vektort:
1 — .
a, = —a, L ( ™ la,.
e Je\{r) !

A kifejezésben szerepld egyiitthatok mar az 0j generald rendszerben megadott egyiitthatok, azaz

Ezzel belattuk a 3. és 4. dsszefliggéseket.

Az & J € Je. J# 5 vektor felirasabol kiindulva hasonléan igazolhaté az 1. és 2. dsszefiiggés is. [QED]

Az el6z6 tételben megfogalmazott szamitasi eljarast az @r generalé vektor és az @s generalt vektor
kicserélésnek vagy a frs pozicion vald pivotalasnak nevezziik. A trs elemet pivot elemnek, mig az 7 indexszel
jelolt sort pivot sornak, az s indexszel jeldlt oszlopot pedig pivot oszlopnak nevezziik.

A pivotalasi tételt, valos vektorterek esetére fogalmaztuk meg és igazoltuk. A bizonyitds soran semmilyen
specialis, a valos szamokra jellemz6 tulajdonsagot nem hasznaltunk ki, tehat az allitas tetszéleges testek feletti
vektorterekre is megfogalmazhato és a test illetve a vektortér axiomakat felhasznalva igazolhato.

A pivotalas soran elvégzett aritmetikai miiveletek szamat, nagysagrendjét hatarozzuk meg a kovetkezd
lemmaban.

1.25. Lemma Legyen adott az {ar, a0, -+ a,p CL véges vektorrendszer, ahol £ a valos szamok teste
feletti vektortér. Legyen adott a T (rdvid) pivot tabla, ahol |Ta|l =m g |Ta| =n—m

Ekkor egy pivotalas elvégzéséhez legfeljebb (n—m—1)(m—1)  ssszeadast és legfeljebb
2m(n—m)—n+1 gorzast kell elvégezni.

Bizonyitas. Az 1.24. Tétel négy képletébdl csak az elsében szerepel Osszeadas. Tehat a rovid pivot tabla
elemeinek kiszdmitdsa esetén, legfeljebb egy Osszeadasra keriil sor azon egyiitthatok kiszamitasakor, amelyek

nem szerepelnek sem a pivot sorban, sem a pivot oszlopban. Ilyen elembél ésszesen (72 — 1) (nn—m —1)
van, tehat legfeljebb ennyi 6sszeadas lehetséges a pivotalas végrehajtasa soran.

A rovid tabla, pivot soraban és pivot oszlopaban 0sszesen

mn—m)+m—-—1=n-—1
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elem van, amelyekhez egy osztas tartozik. Azoknak az elemeknek a kiszamitasa soran, amelyek nem a pivot
sorban vagy pivot oszlopban vannak két szorzast kell elvégezniink. Igy a szorzasok szama legfeljebb

2im—1(n—m—-1)+n—-1=2mn—m)—n+1

lehet. (A megadott érték, azért felsé korlat, mert a rovid tablaban szereplé nulla értékii elemek csdkkentik a
sziikséges szorzdsok szamat.) [QED]

A kovetkezd feladatban megfogalmazott kérdések segitségével leellendrizheti, hogy jol értette-e meg a
bevezetett alapvetd fogalmakat és eltudja-e végezni a pivotalast az 1.24. Tétel felhasznalasaval.

1.26. Feladat Legyenek adottak az

vektorok.

* Vizsgalja meg, hogy az adott rovid pivot tablak koziil melyik az {a1, a2, ..., a7} yektorrendszerhez
tartozo pivot tabla.

* Hany helyen pivotalhatunk a T} tablan 2

« Adja meg a T2 (illetve a 1) rovid pivot tabla felhasznalasaval a t12 és fas (illetve a tss és f17) pivot
elemek értékét.

* Végezze el a pivotalast a T5 tablan a fr2 elemen.

a5 Ay A ‘Bz A3 A5
a 1 0 1 a, 10 1
as 1 | 1 ag 0o 2 -
aj 1 -1 -1 ar 1 2
H-'F 1 ] 1 a | 1 1 2
Ty (rivid) pivot tabla I3 (riwvid) pivot tdabla
A3 &y A A Aas
ay 1 1 2 2 1
s 2 2 ] l l

T3 (riwid) pivot tiabla

2.5. 1.5 Linearis fuggetlenség, bazis

Az el6z6 részben bevezettiik egy adott véges vektorrendszer genrald részrendszerét. A generald rendszernek,
néhany jo tulajdonsaga mellett, van egy kifejezetten rossz is, az, hogy adott generalé rendszer esetén, az is
eléfordulhat, hogy a generalt vektorok el6allitasa nem egyértelmd.

A linedris fliggetlenség és a bazis fogalmanak bevezetésével, mar olyan generald rendszereket kereshetiink,
amelyek linearisan fliggetlen vektorokbol allnak és igy bazist alkotnak. A linearisan fliggetlenség illetve a bazis
fogalma, a tovabbi fejezetekben rendszeresen hasznalt, fontos fogalmak.
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1.27. Definicio A legajiibb ket efembdl allo {aj | 1T} Vektorrends{q} lingarisan ‘ﬁi{gg]e];lennek nevezzik,
ha nem létezik olyan vektor, amely el6all a tobbi (azaz az ) vektor linearis
kombinacidjaként.

Jelolje €15 €25 €m € B™ 57 eovssovektorokat, amelyeket ugy készitiink el, hogy a valos szam m-esek,

indexszel jeldlt helyére 1 -es keriil, mig a tobbi (72 — 1) helyre, /. Kénnyen belathaté, hogy az igy konstrudlt
m darab vektor (valds szdm m-es), linearisan fiiggetlen lesz.

Egy {a; | ] €T} vektorrendszert linearisan Osszefiiggének mondunk, ha nem teljesi ti az el6z6 defini ciot.

Ha az el6z6 gondolatmenetben szerepld €1:€2;---: Em € ™ egységvektorokat, kiegészitjiik, egy tetszdleges

valos szam m-essel, @ € R™ | akkor az igy eléallo 1€1:€2.-..€m. A} yéges vektorrendszer (1 + 1 elemd,
valos szam m-es), mar linedrisan 0sszefliggo lesz, hiszen

a iy e +azes + ...+ ey 8.

A kovetkez6 két lemma az 1.27. Definicid, egyszeri, kovetkezménye.

1.28. Lemma A legalabb két elembdl allo {a; | J €T} vektorrendszer akkor és csakis akkor linearisan
fiiggetlen, ha valamely b vektort eléalli t linearis kombinacioként, akkor azt egyértelmiien alli tja eld.

A kovetkezd lemma allitdsanak a tagadasat szoktdk a linedris ésszefiiggéség fogalmanak a meghatarozasara
hasznalni.

1.29. Lemma Az 18182, ... &n} vektorrendszer pontosan akkor linearisan figgetlen, ha a

ZAJ a; =10

eléalli tasbol kovetkezik, hogy barmely J esetén N = U teljesil.

Egy J ={anaz,...a.} CR™ yektorrendszer linedris fiiggetlenségét pivotalas segitségével a kovetkezd

moddon tesztelhetjiik: egészitsiik ki az I ={eres..en} egységvektorokkal, és valasszuk az igy keletkezd
n+m elemi vektorrendszer J U Z | generalé rendszerének az egységvektorokat, azaz Jo = L lesz.

u' L

Az a; vektorokat egyesével probaljuk kicserélni a generalé rendszerben talalhato € egységvektorokkal. A
késébbiekben be latjuk, hogy ha sikeriil minden @i vektort kicserélni valamely €i egységvektorral, akkor a
kezdeti vektorrendszeriink, 7 , linearisan fiiggetlen vektorokbél all. Ha nem sikeriilt, akkor az alabbi rovid pivot
tablahoz jutunk,
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o ey

Ja

ahol Jo € J. I C T ¢ JoUZg jeloli a JUZL véges vektorrendszernek a tablan jeldlt generald
részrendszerét. A rovid pivot tabla Lij gsszes olyan pozicidjan, amely esetén ¢ € Lo és J € Jo nulla all, ami
pontosan azt jelenti, hogy egyetlen egy &+ J € 16 vektor sem cserélhets ki valamely € i € Zer vektorral.

Sét az is lathatd, hogy tetsz8leges %i* / €Ja vektor esetén

a; = Z f; 8 + z tje = Z Li; ag.
1Ty

ks Te; kT

A masodik egyenldség pontosan, azért igaz, mert tij =0 teljesiil, barmely i€y ¢ 7€ o esetén.

Tehat, ha az i vektorok €: vektorokkal torténd kicserélés folyamataban az eléz6 tipust tabla eléfordul, akkor

az J =1an,az,....a.} C R™ yexiorrendszer linedrisan Osszefliggd vektorokbol all.

Eléfordulhat az az eset is, hogy az osszes €i vektort kicseréltiik valamely #i vektorral, azaz a J UL n +m
elemii vektorrendszer aktualis generald rendszerének minden eleme a J vektorrendszer elemei koziil keriil ki.

Ekkor két eset lehetséges: Ja = 0 vagy o # . A masodik esetben létezik olyan &k vektor, amelyik eldall
a tobbi vektor linearis kombinacidjaként, tehat a J vektorrendszer, vektorai linearisan sszefliggdk.

Ha Jo =0 , akkor az 6sszes & vektor bekeriilt a generald vektorok kozé. Az egységvektorokbol allo generald
rendszere a J U Z vektorrendszernek linearis fliggetlen vektorokbol allt. Tehat, annak az igazoldsa marad
hatra, hogy a pivotalas soran el6alld generaldé rendszer vektorai a kicserélések utan is linearis fliggetlen
vektorokbol allnak.

Most vizsgaljuk meg az elébbiekben vazolt eljaras miiveletigényét. Nyilvanvalo, hogy legfeljebb Min{m, n}
pivotalasra lesz sziikség. Kordbban lattuk, hogy egy pivotalds miveletigénye O(mn) Osszegezve, az el6zd
eljaras miivelet igénye O(mn min{m,n})

Ezzel belattuk a kovetkez6 lemmat.

1.30. Lemma Egy adott {ar.as, ...an} CR™ yekorrendszer linedris fiiggetlenségének a tesztelése legfeljebb
min{m,n} 1épésben elvégezhet6 és az algoritmus miivelet igénye

OQ(mn min{m.n}).

A leirt szamolasi eljarast a kovetkez6 algoritmusban foglaljuk 0ssze.

16
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

Algoritmus: a linedaris fiiggetlenség tesztelésére

Bemend adatok: az {a, ,a,..a,} C R™ vektorok és J = {1,2,--+ ,n} index
halmagz;
az T ={1,2,--- .} az R™ tér egység vektorainak az index halmaza;
aT=A=a :a,: - a,] rovid pivot tibla
Begin
Jc :=If‘-‘¢jr; =J:
while 7 N7 # 00 do
if ZMJ; # 0 then
ift, =0(VieInJs Yje€TNJ;) then
stop: {a,.a,,....a,} lincirisan deszefliggo:
else
pivotdlds: Jo == (Jo \ {iH) U {j} & Je := (T \ {7} U {i}, ahol
t; #0 (€INJe, j €T NTa)):
endif
else
stop: {a;.ag,....a,} lineirisan Gsszefliggd;
endif

endwhile

L L 1s Eaad o El

Az algoritmus alapdtlete, az hogy cseréljiink ki annyi 2+ J eJ vektort, a general6é rendszerben szerepld
valamely €i.? € I yektorral, amennyit csak lehet, visszatéré eleme lesz tobb késébb targyalasra keriilo, allitas,
konstruktiv bizonyitasnak illetve kiilonb6z6 algoritmusoknak.

A linearis fiiggetlenség tesztelését mutatjuk be az alabbi példaban, felhasznalva a pivotalasi tételt. Az eljarast a
teljes pivot tablan mutatjuk be.

1.31. Példa Déntsiik el, hogy az adott A matrix oszlop vektorai linerisan fiiggetlenek-e vagy sem, ahol

n 11 2
1 01 2
A=1]2 11 4
0 1 2
1 01 2

Készi tsiik el az @1, A2, 83, &4 &g az €1, €2, €3, €4, €5 vektorokbol 4116 teljes pivot tablat. (Alkalmazzuk az 1.24.
Tételt a szamitasok elvégzésekor.)

e (011 211 0 0 0 0
e; (1 0 1 2({0 1 0 0 0O
e; (2 1 1 40 0 1 0 0
e [0 1 1 210 0 0 1 0
e, |1 0 1 2(0 0 0 0 1

Most legyen < Mia = {aazas.aut ¢ INJo = {enex ez e es} Kicserélhetjiik az €2 és a1
vektorokat, a 21 = 1 elemen keresztiil.
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A A a3 a4 € €y €3 e ex
e |0 1 1 2[1 0o o 0 0
a |1 0 1 210 1 O 0 0
e, |0 1 1 0|0 2 1 0 0
e |0 1 1 210 n 0 1 0
e |0 0 0n 00 1 0 0 1

Ekkor a J Mla ={2.3.4} TN Jg = {1,3,4.5} eg,. Egy lehetséges pivot pozi cio, amely megfelel
algoritmus szabalyanak a f12 = 1,

ap A @3 Ay € ex €3 e €5
a: |0 1 1 2 1 0 0 0 0
a |1 0 ] 2 0 1 0 00
e; |00 2 2 1 2 1 0 0

e |00 0 0 -1 0 0 10
e, |0 1 i {l i) 1 o 0 1

A pivotalassal nyert 0 tablan T Mle ={3,4} ¢ INJe=1{3,4,5} Egy 0jabb lehetséges pivot pozi ci6 a
taz = —2.

A Ae Ay iy L] B2a 2y By B
a0 1 0 1] 1 -1 0 0]
a1 00 1/-2 o oo
a; (000 11 1 1 =L oo
e, [0 0O 0 0] =1 0 010
es |0 0 0 0 0 1 0 0 1

vegil J Ml = {4} ¢ TNJTe =145}  De tar =0 g5 tsa =0 , ezért az 1@1.82,83. a1} vektorok
linearisan osszefliggok, és i gy

iy a) + az + ag,
adodik.

A teljes pivot tablan torténd szamoléasnak az a legfontosabb (és talan egyetlen) elénye, hogy nem sziikséges az
1.24. Tételben szerepld transzformacids képletekre emlékezni, hanem elegendé azt megérteni, hogy mit
reprezental a teljes pivot tabla és egy generalo illetve generalt elem kicserélés milyen szamitasokat igényel.
Mivel a pivotalas miiveletének a megértése alapvetden fontos linedris egyenletrendszerek, linearis
egyenl6tlenségrendszerek és linedris programozasi feladatokat megoldé algoritmusok megértése és alkalmazasa
soran, ezért az el6z6 példa elsd 1épését kielemezziik részletesebben is. Ennek érdekében tekintsiik Gjra az el6z6
példa, elsé teljes pivot tablajat.

a; a; ag 4y e e €3 ey e;
e [0 1 1 2/1 0 0 0 0
ex |1 0 1 2/0 1 0 0 0
e; |2 1 1 40 0 1 0 0
e |01 1 2/0 0 01 0
es |1 0 1 2(0 0 0 0 1

A generdlod rendszer elemei pontosan olyan sorrendben vannak felsorolva, amilyen indexi egységvektorral
reprezentaltuk azokat. Ennek kovetkeztében kezdetben a generalé vektorok felsorolasa megegyezik az
egységvektorok felsorolasaval. A vektorok kicserélése soran ez a tulajdonsdg megmarad, azaz a példaul a
masodik general6 vektort, mindég a masodik egységvektorral reprezentaljuk, de megjegyezziik azt, hogy melyik

A vektor szerepel masodikként a general6 rendszerben. Ebben az esetben, a fajs T € T grigkek jelolik majd

az & vektor linearis kombinacioként valo eléallitasiban, a masodik generald vektor, &k , egyiitthatojat.
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(Hasonldan, ha taj. JEL , akkor ez lesz a masodik generalé vektor, &k egyiitthatéja, az € egységvektor
eléallitasaban, a jelenlegi general6 rendszert hasznalva.)

Az algoritmusunk az els6 oszlopban reprezentalt &1 vektort szeretné kicserélni valamelyik general6 rendszerben

szerepld €i egységvektorral. Ennek az a feltétele, hogy tij # 0 teljesiiljon. A lehetséges pivot poziciok koziil
az els6t (legkisebb sor indexiit) valasztjuk. Tehat az 81 és €2 vektorok cseréjét szeretnénk elvégezni, a t21 = 1
pivot pozicio felhasznalasaval. A kicserélés végén, az @1 a generald rendszer masodikként reprezentalt eleme
lesz, azaz az @1 vektor oszlopiban a masodik egységvektor keriil. Ehhez a kévetkezd szamitasokat kell
elvégezniink:

* apivot pozicion szerepld elemet 1 -re kell transzformalni,

* atdbbi pozicion 1évd, nem nulla elemeket, nulla értékiivé kell transzformalni.

Ezeket a transzformacidkat, természetesen, ki kell terjeszteni a teljes pivot tabla, megfeleld sordra (soraira). Az
elimindcié soran hasznalt tarnszformaciokat e\-le\-mi sor transzformdcioknak nevezziik. (Ezeket a
transzformaciokat, matrixos formaban is megadhatjuk. Az elemi sor transzformaciokhoz tartoz6 matrixokat,
elemi matrixoknak nevezziik. Segitségiikkel, a pivotalas miveletét, elemi matrixokkal valdo matrixszorzasok
sorozataként is megadhatjuk a teljes pivot tablan.)

Mivel a f21 = 1| ezért a pivot sor transzformalaséara nincsen sziikség.

Figyelembe véve, hogy f31 = 2 ¢és fs1 = 1 és az 0j general6 rendszerben ezek helyén nulla kell, hogy 4lljon a
kovetkezd elemi sor transzformaciokat kell végrehajtanunk:

+ a masodik sort megszorozzuk —2-vel és hozzaadjuk a harmadik sorhoz,
+ a masodik sort megszorozzuk —1-gyel és hozzaadjuk az 6todik sorhoz.

Ezek elvégzése utan jutunk ahhoz az 1.31. Példa masodik teljes pivot tdblajahoz, amelyben a generald rendszer
elemei rendre €1, a1, €3, €4, €5,

A linearis algebra alapvet6 tétele, a Steinitz-féle kicserélési lemmaként ismerté valt allitas, amelyet a pivotalas
segitségével igazolunk.

1.32. Tétel (Steinitz-tétel, 1913.) Legyen {a; | €T} vektorrendszer, és jelolje Jr egy tetsz8leges
linearisan fiiggetlen, mi g J& egy tetszéleges generald rendszerének az indexhalmazat. Ekkor

| T | <

JTe |
teljesiil.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy J = J& U Jr (ugyanis, haa Jo U Jr € T, de Jo U Tr # T lenne, akkor a
Je: természetesen a Jo U Jr index halmazhoz tartozé vektoroknak is a generald rendszerét alkotja). A
vektorrendszert reprezentaljuk a rovid generalo tablajaval.

T Ta

i,

T N T

L“?;: r .’-'I L?J ;‘.' LI IFU
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A fenti tabla az 185 | J € T} vektorok eléalli tasat mutatja az 12 | 1 € Ja} generalo vektorokkal.

Pivotaljunk a fii # O helyen, ha i € Ja N Jr ¢s J € Jo N Tr. Ismételjik addig amig lehet, jelsle & az
ekkor kapott generalo rendszer indexhalmazat:

TJenNTsE Ten T4
TN Tr | '
k-?trl' r \?! 0

Ha 1€ J5 N Tk ¢ J'_'E Tr N T¢ akkor a tii = 0 hiszen az eljaras leallt. Elvileg, ekkor két eset lehetséges:
..7;,' M \.ﬂ" = m vagy \./-‘T[f,' M ..TI" ;J E'j . Ha

TN Te =0, (1.29)
akkor készen vagyunk, mert az 6sszes Jr -beli vektor benne van a generalo rendszerben, vagyis |Tr| < [Tal .
- )
Bebizonyitjuk, hogy a masodik eset Je N Je # 0 nem lehetséges.

1 —
Ismét eset szétvalasztast alkalmazunk, hiszen ujra két esetet kell megvizsgalnunk: JeNTr =1 vagy

/ - ;
ToNTe # 0 Az elsé esetben Jo (1 Tk # b ¢s JoNTr =10 , igy a kovetkezdé rovid pivot tablahoz
jutunk

T N Te; Jr N JE

TN T 0

- )
azaz Jo NIk # B miatt a zérusvektor eleme lenne a fliggetlen vektorok rendszerének, ami ellenmondast ad.

JeNTr#0 ¢ TeNTr# 0 Osszefiiggéseket felhasznalva azt kapjuk, hogy a T NV Tr indexekhez

tartozé vektorokat a ¢ [ JF indexekhez tartozokkal lli tottuk el8, ami ellentmond a /¥ indexhalmazhoz
tartozo vektorok fiiggetlenségének. [QED]

Miutan megteremtettiik, egy adott véges vektorrendszer, linearisan fiiggetlen és generald rendszereinek az
elemszama kozotti kapcsolatot a Steinitz-tétel igazolasaval, készen allunk a bdzis fogalmanak a bevezetésére.

1.33. Definicié6 Legyenek {a1,a2,...,a,} CR™ tetszéleges vektorok és J = {L.2,...,n}  index
halmazuk, valamint Js € J . Az {ai | 1€ s} vektorrendszert, az {ai | J €7} vektorrendszer
bazisanak nevezziik, ha linearisan fliggetlen és generald rendszere az {a; | €T} vektorrendszernek.

A Steinitz-tételbdl kovetkezik az alabbi tétel a bazisok elemszamara.

1.34. Kovetkezmény (Bazis tétel.) Legyen adott {a1,a2,...,a,} CR™ véges vektorrendszer és jeldlje a
vektorok indexeinek a halmazat J . Ha J&»Jg C T ket tetszOleges bazisdnak az indexhalmaza, akkor

| T 1=l T5 |-

A bazis elénye a general6 rendszerrel szemben az, hogy a bazis segitségével a nem bazis vektorok eléallitasa
egyértelmil. Ez a bazis vektorok linearis fiiggetlensége miatt van igy.

Mivel a bazisok elemszama azonos, bevezethetjiik a véges vektorrendszer rangjat.

1.35. Definici6é Egy vektorrendszer rangja egyenld egy tetszdleges bazisanak elemszamaval.
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Legyen adott {ar,az,....a.f CR™ végqqmgl&q‘ryendszer és jelolje a vektorok indexeinek a halmazat J .
Ekkor az adott véges vektorrendszer rangjat jeloli.

A generadld rendszerek, linedrisan fliggetlenség, bazis és rang fogalmak targyalasat két érdekes, a véges
vektorrendszerek linearis fiiggetlenségével és rangaval kapcsolatos feladattal zarjuk le.

1.36. Feladat Legyen Ti- T © T linearisan fliggetlen vektorok két, kiillonb6z6 index halmaza. Bizonyi tsa
be, hogyha

NARSN A

akkor 1étezik olyan ke J¢\ Ty index, hogy T ULk} is linearisan figgetlen részrendszerét definialja az
adott vektorrendszernek.

1.37. Feladat Legyen adott az {a1,a2, ;a0 ) CR™ yektorrendszer és az indexhalmazat jelolie J .
Tetszoleges N CT s T2 © T esetén

rang( 9 U 7)< rang( 7)) + rang( 7).,
sOt
rang( 1 U J2) + rang(h M) < rang (T ) + rang( =)
egyenl6tlenség is fennall.

2.6. 1.6 Vektor rendszerek rangja

Az el6z0 részben targyalt fontos fogalmakat (generdldé remdszer, linedris fliggetlenség, bazis és rang)
kiterjeszthetjiik nem véges elemszamu vektorrendszerekre is.

Az egyik lehetséges mddja a kiterjesztésnek, a benniinket érdekld esetben, a I&™ vektortér esetén, a végesen
generalt linearis vektorterek fogalman keresztiil torténhet meg. Tekintettel arra, hogy nem célunk a linearis
algebra felépitése, hanem csak a szadmunkra fontos fogalmak és eredmények, minél rovidebb Osszefoglalasa,

ezért a felépités részleteit nem dolgozzuk ki. Az érdekl6dé olvasd figyelmét felhivjuk a Tankdnyvtdrban
elérheté Wettl Ferenc, Linearis algebra cimii konyvére.

Megmutatjuk, hogy ha a generald rendszernek egy bazist valasztunk, akkor pivotalasokkal at tudunk térni egy
tetsz6leges masik bazisra.

1.38. Lemma Legyen adott az {a1,a2,....a,} CR™ yektorrendszer és az indexhalmazat jelolie J . A
Ts CT & TsCT gz {a; | j €T} CR™ yektorok két kiilonbozé bazis index halmaza. Ekkor a J&

bazisrdl egy pivotalassal attérhetiink, olyan T bazisra, amelyre
| Te N T |=| Te N T | +1,
teljesiil.
Bizonyitas. Adjuk meg a véges vektorrendszer rovid pivot tablajat, a T bazisa segitségével.

Ha talalunk egy tig # 0 elemet, ahol ke g\ T e € TpNTb , akkor ezen az elemen pivotalva egy 1j
i (IR . . 1 . 0 .
bazishoz jutunk: Tg = (T \ Ak} UL} | Erre abazisra |75 N Tsl = [Te 0 Ts| + 1 adodik.

Indirekt tegyiik fel, hogy barmely ¥ € J5 \ T8 & € T8 N T eseten ti = 0.
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N AW/ 0
\.?.;; A \.TH

Ekkor két eset lehetséges: JsNJTe =) vagy TeNTe # 0,

Az els6 esetben, mivel TJeNTe =10 akkor, &t = 0.l JzNJs , ami ellentmondas, mert a J& bézisnak
nem lehet eleme a nullvektor.

A mésodik esetben, J& N T # B & a tablan lathato allapot all fenn, akkor barmely & | € J5 1 T vektor,
: i
kifejezhet6, az B> ! € I8 T8 vektorok linedris kombinaciéjaként, ami ellentmond J& fiiggetlenségének.

[QED]

Az el6z6 lemma ismételt alkalmazasaval lathatod, hogy a bazisok pivotaldsokkal egymasba transzformalhatok.
Ennek szamos hasznos kdvetkezménye lesz.

Az R™ tér, tetszbleges, véges vektorrendszere éltal generalt lineéris altér, a véges vektorrendszer barmelyik
bazisanak segitségével, egyértelmiien megadhato.

1.39. Definici6é Az olyan generalo tablat, amelyben a generald rendszer egy bazis, bazis tdblanak nevezzik.

1.40. Példa Tekintsiik az 121> 82, -+ . as} C B? yektorrendszert, amelyet a J5 = 11.2.3} (rovid) bazis

tablaval adtunk meg. El szeretnénk jutni a Ti = {4.7.8} pazissal adott rovid pivot tablahoz. Ezt elérhetjiik a
kovetkezdképpen.

A; A Aag Ar ag a; ay &g ar as
ay 3 3 -3 3 .2 ay 1 -3 -1 1 2
Ao 3 -5 2 0 2 s 1 -2 -1 3 0
Ay 2 -3 1 -2 1 ag 2 3 3 0 -3

a, a; &g Aa; ay a, a a; a, ay
Ay 1 -3 -1 1 2 ay 4/3 -11/3 -4/3 13 2
a, 1 1 0 4 -2 a; 1/3  -2/3 -1/3 1/3 0 |
A 2 -3 1 2 1 as -2 B 3 0 3

A pivot tabldkon vastagon szedett szimmal jeldltik a pivot elemet, amelyek rendre tss: tias o7 ahol a Lij
elemek esetén € Jr ¢s J € JTB

A bazis tablak egymasba pivotalasat idonként kényelmesebb lehet hosszu tablan elképzelni. Egy hosszu tablan
az, hogy egy elem a bazisban van, onnan latszik, hogy a neki megfelelé oszlopban egy egységvektor talalhato.
fgy, ha @i vektort be szeretnénk cserélni a bazisban 1év6 @i helyére, akkor elemi sor transzformaciokkal el kell
érniink, hogy az @i oszlopaban azt az egységvektort kapjuk meg, amelyik eddig & oszlopaban allt.

A kovetkez6 lemma igazolasat az olvaséra bizzuk.

1.41. Lemma Legyen a J& €5 Jer az 185 | 1 €T} vektorok két kiilonbozé bazisindex halmaza és
J C T tetszdleges, akkor

LY | ieTe)= L") | i€ Ta).

ahol a t"*/ ¢s t"1 vektorokat az alabbi dbra mutatja
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i L ":_Jm \]
T Tar

i | tu._, ] ,'l

(-t'fl:..l':l :IJ' =1 [:.i:fh",r ) JJ' — f.:fll . ,ﬂ c .jf .

i
ahol ij és
A linearis algebra egy kozismert és fontos tétele a matrix rang tétel. Miel6tt kimondanank €s bizonyitanank a
tételt, nézziik meg egy konkrét példan a jelentését.

p Ay, Ay, Az, A4, A A Ax5 fo o e qlll g2 g3l = 14
1.42. Példa Legyen &1,82,83.84.85 g7 A € R matrix oszlop vektorai, és jelolje J J az
A matrix sor vektorait. E18szor irjuk fel a matrix oszlopvektoraibol képzett vektorrendszerhez tartozd teljes
pivot tablat, ami azt jelenti, hogy az egységvektorokat hozzaadjuk a vektorrendszerhez. Az eljaras a szokasos:
cseréljiink ki annyi € vektort & vektorral, amennyit csak lehet. Az aldbbi, induld bazis tablabol pivotalassal
allitjuk eld az oszlop vektorokbol készitett vektorrendszer bazisat.

A A Az Ay Ay €] € 8y A; Ax Az Ay A €] By ey

e; 1 1 1 2 41 0 0] as[0 0 1 1 301 1 0
e; 1 1 0 3 110 1 0] a1 1 0 3 1|0 1 0
e 1 0 O —4 =110 0 1 e; 1 0 0 —4 -1 | () 0 1

a, a; a; a; Aa; e € ey
a; [0 0 1 =1 3
a= |0 1 0 T 210 1 -1
a, 1 0 0 1 1 |10 0 1

Az els6 bazis tablan az €1 és &3 vektorok cseréjénél nem volt sziikség elemi sor transzformaciokra, mert az a3
vektor az 1. egységvektor. Ezen a tablan, egy masik pivotalasra is sor keriilhetett, az €2 és az a2 vektorok
cseréjére. A pivot pozicio a f22 és a pivotalas végrehajtasa, egy elemi sor transzforméacioval elvégezhetd (a 2.
sor kell kivonni az 1. sorbol). A masodik bazistablan az €3 és az @1 vektorok cseréje a 31 pivot pozicio
segitségével, és egy elemi sor transzformaci6 alkalmazasaval végrehajthato.

18 - ~ (2 - (3 . . .
Legyen & = = (0,0,1,—1.3), ¢s hasonléan definialjuk az a'? ¢s al” vektorokat is a harmadik bazistabla
sorainak a segitségével. Ekkor

Lia'V a® a™) = £aV, a? a?), ésigy rang(a'.a'?, a®) = 3.
Masfeldl, {a1.a2. a3} vektorok az {@1.82.83. 21,85} vektor rendszer bazisat alkotjak, tehat
rangla), as, ag, a4, as) = 3.

Ezzel belattuk, hogy az adott A € R¥5 matrix oszlop illetve sor vektoraibol alkotott vektorrendszerek rangja
egyenld.

B—,,‘ c RBm

Tetszéleges A € R™ ™ matrix esetén, két véges vektorrendszert, az oszlop vektorokbol allé 7

elemd, illetve az ' € B" sor vektorokbol allé 7 elemii vektorrendszert tudjuk kiolvasni. A matrix rang
tételt, az el6z6 példa altalanositasaval a kovetkez6 modon fogalmazhatjuk meg: a sor illetve oszlop vektorokbol

all6 vektorrendszerek rangja egyenld.

1.43. Tétel (Matrix rang tétel.) Tetsz6leges
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matrix esetén
r ¢ 11y ()
ranglag, asz, ..., a,) = rangla*”’.a">", ..., a
azaz a matrix sor rangja megegyezik a matrix oszloprangjaval.

Bizonyités. Az A matrixot, az 31> 22 - - > A, €1, € € BR™ yeporokbol allé vektorrendszer (révid) pivot
tablajanak tekinthetjiik, amikor az egység vektorok alkotjak a vektorrendszer bazisat.

Alkalmazzuk a szokésos eljarasunkat, azaz cseréljiink ki annyi bazisbeli € vektort, bazison kiviili @ vektorral,
amennyit csak lehet. Amikor az eljarasunk leéll, az alabbi teljes pivot tablahoz jutunk.

[ «f B I g £
1
N[ L I t* ] 0
]
]
Iy 0 0

] (rm )

. - 2 alll gl ), .
Az 4bran lathaté tabla mutatja, hogy az A matrix, sor vektoraibol & > &7 .- - A7 kégzitett véges

vektorrendszer bazisa | JB | elemszama (ennyi linearisan fliggetlen vektor van kozottiik) és egy lehetséges

. (k) n . y1e s rq: e 3 :
bazisat, a ' € R", k€ Tg vektorok reprezentaljak. Felhasznaljuk az el6z0, 1.41. Lemmat, amely szerint az

(1) Ll2) (i) -"Jﬂi' . , L1, ,
at,al, . al g tW e R ke T véges vektorrendszerek ugyanazt az alteret generaljak. Az altér

dimenzidja, megegyezik a bazis vektorok elemszamaval, és igy a sor vektorokbdl alkotott véges vektorrendszer
bazisanak az elemszamaval is, ami nem mas, mint a sor vektorokbol allé véges vektorendszer rangja, tehat

rang(a'', a'? .., a'™) =| TJg|.
Masfell, az A matrix, oszlop vektoraibol &1s@2.....8n  kégzitett véges vektorrendszerrdl, az eldallitott
teljes pivot tdbla mutatja, hogy a bazisinak elemszdma | T | | hiszen @k € R™, ke Js vektorok

segitségével az A matrix sszes oszlop vektorai eldallithatok. Osszegezve,

T _f,l(;i'l". a? ..., a'™) =| Jg |= rang(a;, az.....a.).
. [QED]
Részrendszerek rangjanak meghatdrozasa. Tekintsiik az 21:82s---: 8, CR™ Vektorrendszert és az

indexhalmazat a </ halmazt. Legyen J" € J annak a vektorrendszernek az indexhalmaza, amelynek a rangjat
meg akarjuk hatérozni. Legyen a Je C j_a vektorrendszer egy ismert bazisinak az indexhalmaza, és
Te =T\ e jelslie Jo = T N Js ¢s Je = T N Ts Nyilvan I = T5U T5

frjuk fel a J& indexhalmazhoz tartalmazo6 bazis tablat:
Ti Je\J’
J& .
Je \Jg #

t

A szokasos modon, cseréljiink ki minél tobb vektort, azokon a "7 poziciokon keresztiil, amelyek esetén

i€ Ts\T5 ¢s 1 € T8 Ezzel az eljarassal maximalizélni szeretnénk az &+ J € T bazis vektorok szamat.
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Amikor az eljardsunk leall, akkor az aktudlis bazis tablan vagy (T8 \ Tg) % T részmatrix minden eleme
z€rus, vagy T\ Ji = . Mindkét esetben

rang( 7)) = |Tg|.

A vektorrendszerek bazisaval és rangjaval kapcsolatos részt zarjuk két feladat kitlizésével. A masodik
feladatban bevezetjiik a co-bazis fogalmat, és ehhez tartozé két allitast mondunk ki.

1.44. Feladat Legyen a T ¢ Ty az {2 | 7 €T CR™ yektorok két kiilonbozé bazis indexhalmaza.
Bizonyi tsa be, hogy legfeljebb 1 pivotalassal egymasba transzformalhatok a bazisok.

1.45. Feladat Legyen adott az @1:82:--..an C J_Rm vektorrendszert és az indexhalmaza a J halmaz.
Valamely J5 C J bazis esetén az 1311 € JB} vektorrendszert, az 18i:J € J} vektorok egy

cobazisanak nevezziik. Tegyiik fel, hogy Te: s TBa két cobazisa az adott vektorrendszernek, ekkor
« barmely 5 € T8 \ TBs esetén létezik 7 € TB2 \ TB1 qgy, hogy (T \ 18} UAT} cobazis, és
o barmely 7 € IB2 \ TB1 esetén létezik © € T8: \ T2 qigy, hogy (JB2 \AsH UATT cobazis.

2.7. 1.7 Merblegesség

A merblegesség (ortogonalitds), a matematikdban altalaban, illetve a vektorok merblegessége az Euklideszi
terekben, a linearis algebra fontos és sokat hasznalt fogalma. A mi targyalasmodunkban is kozponti szerepet fog
jatszani az ortogonalitasi tétel, amelyet véges vektorrendszerekkel kapcsolatban mondunk ki. Az ortogonalitasi
tétel, hatékony eszkdze lesz, tételek bizonyitasanak illetve algoritmusok végességének igazolasakor. A
kompoziciés tulajdonsaggal kiegészitve, nagyméretli linearis programozasi feladatok szimplex moddszerrel,
altalaban pivot algoritmussal, valo megoldasban, iterdcionként, akar tobbszor is, hasznaljak. A mddositott
szimplex modszer megfogalmazasa és mikodése az ortogonalitasi tételre és kompozicios lemmara épiil.

1.46. Definicio Az & P € B™ yektorokokat merdlegesnek (ortogonalisnak), nevezziik, ha a skalaris szorzatuk
nulla, azaz

T .
ab=aly4+ale +...4a,b, =1

Legyen adott @1>8z:---:8x € B™ yekiorrendszer, és egy hozzatartozé bazistabla. Jelolie J a véges

vektorrendszer indexhalmazat. Minden bazisbeli & vektorhoz definidlunk egy tW e R i€ Jp vektort (a
teljes bazis tabla megfeleld soranak a segitségével), amelynek J . eleme legyen tij .

Hasonléan, minden nem bazisbeli 27 vektorhoz definidlunk egy tie B, jeJe vekiort (a teljes bazis tabla
megfeleld oszlopanak a segitségével), a kovetkez6 modon: a t; vektor . eleme, ahol k € 7 legyen

.f,l\__,. ha ke JTs
tiky =4 -1, ha k=] (0.1)

0, kiilonben

ahol 78 € J a bézis vektorok index halmaza és J8 = J \ J5 |

A teljesség igénye miatt, megadjuk a t e R", 1 € T8 vektor formalis definiciojat is, a tj.J €Js
vektorokéhoz hasonldan

. ti. ha ke Tg
t'k' = 1. ha k=1 (0.1)
0, kulonben
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Figyelni kell arraghogy példaul f23 nem feltétleniil a bazistabla masodik soranak harmadik eleme, hanem az a2
egyiitthatoja az  eldallitasaban. A kdvetkez6 példan szemléltetjiik az elobb definialt vektorokat.

1.47. Példa Tekintsiik az a1: 82, - - - a5 € R? yektor rendszernek az alabbi bazis tablajat.

i) A Ay iy iy,
az |0 0 1 -1 3
a; |0 1 0 T 2
a [ 1 0 0 1 1

A fent definialt vektorok a kovetkezok lesznek:

1 0 0 l 1

[y ] 0 i 2

til) = 0 |.t%¥ =10, t¥= 1 t;= | -1 ty = 3

1 T 1 1 il

-1 2 3 0 1
Megfigyelhetjiik, hogy t.f ¢ =0 teljesiil, barmely i€ Jp s J € JIn esetén.

Az ¢el6z6 példa altal illusztralt jelenséget altalanositja az ortogonalitasi tétel, Klafszky és Terlaky altal bevezetett
valtozata.

1.48. Tétel (Ortogonalitasi tétel.) Tetszéleges 125 | J € T} vektorrendszerhez tartozé 13’ ¢s B bazisokra
igaz a kdvetkezd 0sszefiiggés

t-” = (], Wi & .C.;'r”" &5 I':’J £ .:.r“-".
ahol Ju' és Ju indexhalmazok a B’ illetve B" bazisokhoz tartoznak.

Bizonyitas. El3szor megmutatjuk, hogy egy tablan beliil igaz az alli tas, vagyis a 3" bazishoz tartozd pivot
tabla esetén

JITrJ [ T # fo o=
£ t. =10 Vi e Lj'lr“” s I'-:"J & L.l-'r“"'.

]

Ugyanis a két vektor a kovetkez6képpen néz ki:

i J
t"@ =0 - 0| 1 |0 -+ Of* «or F|E; | F ... #
T ,.TH”
t"¥ = W L. W e S 0 e 1) 1 0 -« 0

J 0y

ﬂ':-":'.‘{l "wo_ o "o o
azaz b t; =1t; +(=1)t; =0. Ebbdl adodik, hogy a t; merSleges a 3" bazis tabla sorterére, de mivel

a bazisok egymasba transzformalhatok, (1.38. Lemma miatt), ezért a 53 bazishoz tartozd pivot tabla sor
"
vektorai, a " bazis tabla sorvektorainak a linearis kombinaciéjaként allithatok eld. Ennek koszonhetden, a t;

vektorok merSlegesek a t'"*! vektorokra. [QED]

Végiil kovetkezzen az ortogonalitasi tétel hasznos kovetkezménye, a kompoziciés lemma.
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1.49. Kévefkezn®ny (Kompoziciés lpmma.) Legyenck adottak az @15 @z2s - - -5 @ns €q5: 1 78 © R™ Vektorok

és jelolje az Vg}gocr_okyilletwﬁ a7 egységveg,t'm‘.og indexhalmazat. Legyen tetszOleges bazis
index halmaza, ahol , és . Legyen a masodik bazis tablan lathatd sor vektor:
n U Ty
= | ¥ ) ]
Ekkor
.
f; _1,;"' a;, ahol ke TeUIp & j 7.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az ortogonalitasi tételt (1.48. Tétel), az elsé bazis tabla J € J nem bézis vektorara és
a masodik bazis tabla ¥ € T U I bazis vektorara. Tekintsiik ezek struktarajat

t; 0 0-11]0 0 a;
N T
tr.' k) — e - " 'h-«.'ul * L * \_r"l"
¢tk ,-J\.:,I' .
ekkor 0= (t5) " = —t; + ¥y a; 1oep

3. 2 Linearis egyenletrendszerek

Ebben a fejezetben tobb valtozos linearis egyenletrendszerek megoldhatosagaval, altaldnos és bazis
megoldasaval, a megoldashalmaz struktarajaval, a megoldas modszerével (Gauss-Jordan eliminacid) és a bazis
megoldasok méretével foglalkozunk.

A linearis egyenletrendszerek megoldhatosaganak targyalasakor a szokasostol eltéré modon egy alternativa tétel
megfogalmazasara keriil sor. A tételt eldszor a véges vektorrendszerek korében, bazis tablak strukturalis
tulajdonsagaléppen fogalmazzuk meg. Klafszky és Terlaky javaslatara Farkas-Minty lemmanak nevezzik el,
utalva arra, hogy Farkas Gyula illetve George J. Minty matematikusok ma mar egyszertinek tekintett alternativa
tételeket dolgoztak ki. Farkas Gyula (1894) linearis egyenlGtlenségekre illetve George J. Minty (1957) iranyitott
grafokon megfogalmazott alternativa tételt kozolt.® A  Farkas-Minty lemmanak, a linearis
egyenldtlenségrendszerek megoldhatdsaganak a targyalasanal, lesz egy un. eldjeles valtozata. Valojaban ez a
lemma lesz a Farkas illetve a Minty lemmak kdzos altalanositasa.™

Ebben a fejezetben targyalt Farkas-Minty lemmabol vezetjitkk le a RouchéKroneckerCapellilemmanak nevezett
alternativa tételt, amely a linearis egyenletrendszerek megoldhatosagarol szol.

3.1. 2.1 Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga

wKlafszky Emil Halézati folyamok cimii konyvének a 20. oldalan mondja ki és bizonyitja be a Minty-féle alternativa tételt.
“Persze ehhez, egy kicsit bele kellene bonyolédnunk az irdnyitott matroidok és azokkal kapcsolatos optimalizalasi feladatok vilagaba.
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Bevezetjiik a linearis egyenletrendszer és a linearis egyenletrendszer megoldhatésaganak a fogalmat.

2.1. Definici6 Legyen adott az A € BR™*" matrix ésa b € ™ vektor. Az

Ax=b (2.1)
egyenletet n -valtozds, m  egyenletbdl 4llo linearis egyenletrendszernek (vagy rdviden lineéris
egyenletrendszernek) nevezziik. Az X vektort, a linearis egyenletrendszer, ismeretlen (vagy valtozo) vektoranak
hivjuk.

Azt mondjuk, hogy a (1) linearis egyenletrendszer megoldhaté, ha létezik S € I&" vektor, amelyre

sya; 4 sz8p 4+ 4 S8, =hb

teljesiil, ahol az @ az A matrix 7. oszlop vektora. Az x =s vektort, a lineris egyenletrendszer
megoldasanak nevezziik.

Amennyiben, b = 0 teljesiil, akkor homogén lineéris egyenletrendszerrdl beszélink. A homogén linearis
egyenletrendszernek mindég van megoldasa, mert az x = 0 nyilvanvaloan megoldasa az egyenletrendszernek.

A kovetkez6é moédon megfogalmazhatjuk a (1) linearis egyenletrendszer megoldas halmazat
A={seR": As=bh}.
Megmutathato, hogy a linearis egyenletrendszer megoldas halmaza, eltolt altér (vagy masnéven affin altér).

2.2. Feladat Igazoljuk, hogy barmely A € R™"" matrix esetén a
M={scR"|As =0}
linearis alteret alkot.
Az Ax=h megoldhatosagat az alabbi modon jellemezhetjiik, a klasszikus

RouchéKroneckerCapellilemmaval, felhasznalva a generalt altér illetve a véges vektorrendszerek (matrixok)
rangjanak a fogalmat.

2.3. Feladat Legyen A € ™™™ ¢s b € R™ Az alabbi alli tasok ekvivalensek:

+ az Ax = b megoldhato;

. beLianas - .a.) ahol & az A matrix i. oszlop vektora;

. ranglai,az, -+ .a,) = rang(a.az, -+ . a,. b),

Capelli munkaiban, a 2.3. Feladat (iii) tulajdonsagat nem teljesité linearis egyenletrendszereket, inkonzisztens
(nem megoldhatd) linearis egyenletrendszereknek nevezte el. Ezt a gondolatmenetet kovetve jutunk el annak a
kérdésnek a vizsgalatdhoz, hogy milyen tovabbi informaciot nyerhetiink az inkonzisztens linearis
egyenletrendszerek vizsgalataval.

Miel6tt a 2.3. Feladat (i) és (iii) tulajdonsaganak az ekvivalencigjat, a konzisztens és inkonzisztens (megoldhato
és nem megoldhatd) linedris egyenletrendszerek egységes targyaldsanak érdekében atfogalmazzuk, egy
alternativa tétellé, tegylink egy kis kitérdt a véges vektorrendszerek vilagaba és fogalmazzunk meg azokra egy
alternativa tételt.

2.4. Lemma (FarkasMinty tipusi lemma.) Legyenek {aras,....a0, b} CR™ 401t vektorok és

{enez.....enf CR™ a7 R™ ¢r egységvektoraibol allo bazisa. Jelolie J az @ és T az € vektorok index
halmazat. Az alabbi két (rovid) bazis tabla koziil pontosan az egyik fordulhat el6:
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Jg b {g
N[T
{
T ]
]
Jgr I g
Te
b0 - 0
Ly 0
ahol B’ &s B” két kiilonbozé bazis az 121:a2,....an, be1,es ... en} yektorrendszernek és a

T Ter © T illetve a Lo Lo C :Er a B’ ¢ B" bazisokhoz tartozd megfelel§ index halmazok. A nem

bazis vektorok index halmazat rendre J&'» Jo, Lo, g5 Lur jeloli.

Bizonyitas. El6szor azt kell igazolnunk, hogy a két bazis tabla egyszerre nem fordulhat elé. Ennek igazolasahoz
az 1.48. Tételt (ortogonalitasi tételt) hasznaljuk fel. Mindkét bazis tablabol, a kitiintetett szerepli b vektor

oszlopabdl (nem bazis vektor) illetve sorabol (bazis vektor) kiindulva hatdrozzuk meg a t és ty vektorokat.

i i
Az ortogonalitasi tétel szerint a két vektor meréleges egymasra. A th ¢s th vektorokat az alabbi abrakkal
illusztraljuk

Ty Jg b Ly g
t' = | # 0 0f(-1|0 00 0
t,"= | 0 00 0o nf(1* * () [ # *
N Ign
Harom lényeges dolgot kell észrevenniink a bazis tablak struktirajanak értelmezésekor illetve a th & th

vektorok meghatarozéasakor:

« At vektor esetén, ti, =0 teljesiil, barmely i € —_I indexre. Ha © € g akkor az elsd bézis tabla
struktraja miatt igaz, hogy ti, =0 Mig, amikor ? € L& akkor a th vektor definicidja miatt lesz a ty, =0

=10

t Lt o : . Lo T T
« A %b vektor esetén, “bi teljesiil, barmely J J indexre. Ha J € JB” akkor a masodik bazis tabla

11 . M
struktaraja miatt igaz, hogy by = ”. Mig, amikor J € Tun akkor a s vektor definicioja miatt lesz a
th.o=10
J .
ty=—1 4t =1 ot « t] f e
o A Fbb és “hb ,a “b és “b vektorok meghatarozasa miatt igaz.
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Ekkor a
bty =Yty U+ Ui + Y thith = thth, = —1,
JET icL
de ez ellentmond az ortogonalitdsi tételnek, tehat egyetlen egy {a1,as,....a,,b} CR"™ véges

vektorrendszer esetén sem fordulhat el6 mindkét bazistabla.

Két tabla koziil az egyik fennall: alkalmazzuk a szokasos eljarasunkat, azaz cseréljiink ki € (bézis) vektort i
vektorral ameddig lehet

._|r|r; h ;H

Js

Amikor a kicserélési eljarasunk ledll, akkor két eset lehetséges: Is=1W0 vagy Ls # B . Az elsd esetben
nyilvan a lemmaban szerepld elsé bazistablahoz jutottunk. (A b vektor el8allitisdéhoz nem sziikséges az €i

egységvektorok kozill egy sem. Ezt ugy is megfogalmazhatnank, hogy b e Liai.az, - .a.) )
HaZe # 0 akkor is két eset lehetséges:
« Barmely * € Lg esetén tiv = 0, Ekkor az elsd bazis tablahoz jutunk.

o Létezik ¥ € Ig ugy, hogy tew # 0 Ekkor a tis pozicion pivotalva a b vektor bekeriil a bazisba és a
masodik bazis tablahoz jutunk.

Ertelemszertien, ha /& = 0 6s a 2. eset fordul eld, akkor b vektor nem 4llithato eld az &1:8z:°°* &y,
vektorok segitségével. (Ezt az esetet kizarhatjuk a targyalasunkbol, ha feltessziik, hogy ™ = 71t )

Ezzel belattuk, hogy a két tabla koziil pontosan az egyik fordulhat el. [QED]

Ennyi elékészités utdn, készen allunk, hogy megadjuk egy inkonzisztens (nem megoldhatd) Ax = b linearis
egyenletrendszer, konzisztens (megoldhatd) parjat, amelyet ugyanazon az adatoknak a felhasznalasaval
készitiink el.

2.5. Lemma (Rouché-Kronecker-Capelli lemma.) Legyen adott az A € R™"*" matrix és a b € 2™ vektor. Az
alabbi két linearis egyenletrendszer koziil pontosan az egyik oldhaté meg:

.
R o vy A 0 e
ax =b} (&) el G

Bizonyitis. A kett$ egyszerre nem allhat fenn (indirekt bizonyitas): tegyiik fel, hogy létezik X € I&" vektor,
amelyik megoldja az (€1) linearis egyenletrendszert és létezik ¥ € B™ vektor, amelyik megoldja az (£2)
linedris egyenletrendszert. Induljunk ki az (€1) linearis egyenletrendszerbdl, és annak minden egyenletét

T — T
szorozzuk meg, a megfeleld Ui értékkel és véglil Osszegezziik az egyenleteket, ekkor az ¥ Ax=y"b
egyenlethez jutunk. A matrix szorzas asszociativitasat felhasznalva a jobboldali kifejezést megbelelden

csoportositva €s az (€2) rendszer feltételeit kihasznalva a kivetkezot kapjuk

0=0"x=(y"Alx=y"(Ax)=y'b=1
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Az ellentmondas mutatja, hogy az (€1) ¢s (&2) linedris egyenletrendszereknek egyszerre nem lehet
megoldasuk.

Alkalmazzuk a Farkas-Minty tipusti lemmat, 2.4. Lemma, az £l matrix oszlop vektoraira és a b vektorra. Ha az

els6 bazis tablat kapjuk, akkor abbdl kiolvashato az (€1) linearis egyenletrendszer X megoldasa, a kovetkezd
formaban

tin. ha i€ Ty
(0, ha i€ Ty

Ha a mésodik bazis tablat kapjuk, akkor azt célszerti kiegésziteni a teljes bazis tablava

Jg b I

Je

f

Ty 0 0

NI T Ly Ly

A teljes bazis tablabol kiolvashato az (€2) linearis egyenletrendszer ¥ megoldasa. Legyen

[, ha 1 € ITge
1 § o
s |r|'|._.. II:-'I = Ij,"'

A kompozicios lemméval, 1.49. Kovetkezmény, megmutathaté, hogy az ¥ megoldja az (€2) linearis
egyenletrendszert. (Kiolvashato az €16z6 teljes tabla i -vel indexelt sorabdl.) [QED]

Eddig inkabb a linearis egyenletrendszerek megoldhatosagaval foglalkoztunk, annak ellenére, hogy egy
egyszerli eljarast a linearis egyenletrendszerek megoldéasara, 1ényegében, vazoltunk a Farkas-Minty tipust
lemma (2.4. Lemma) bizonyitasaban. Ha azt a gondolatmenetet pontositjuk egy algoritmussa, akkor a Gauss-
Jordan elimindcios modszer egy valtozatat kapjuk. Miel6tt ezt az algoritmust bemutatnank és egy példan
illusztralnank, el6szor ujabb rovid kitérdt kell tenniink linearis algbera teriiletére.

3.2. 2.2 Gauss-Jordan eliminaciéos modszer

Eldszor foglalkozzunk olyan linearis egyenletrendszerek megoldaséaval, ahol az egyenletek szama megegyezik a
valtozok szamaval, azaz legyen A € ™™ adott matrix és b € ™ tetszéleges vektor. Ha az A matrix
oszlop vektorairdl feltessziik, hogy linearisan fiiggetlenek akkor kdnnyen megmutathato, hogy az B™ vektortér
egy bazisat alkotjak. Mivel egy 1 * 71t -es matrixnal lényeges, hogy az oszlop vektorai linearis fliggetlenek
vagy sem, célszerii bevezetni a kdvetkezd fogalmakat.

2.6. Definicio Legyen az A € B™*™ matrix.

+ Az A matrixot szingularisnak nevezziik, ha az oszlop vektorai linedrisan &sszefiiggnek. A nem szingularis
A matrixot, regulérisnak nevezzik.

« Az A matrixot invertdlhatonak nevezziik, ha létezik egy 53 € IR™*™ matrix, amelyre
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AB=DB A=]
teljesiil, ahol az I € R™*™ egység matrix. A 3 matrixot az A matrix inverzének nevezziik.

¢ 0.22,0.22,0.86determinansan a

I'Ff 1 I' .'jl' Z I:—]. ..--.-?'- E1a(1y A22({?) *** Oenaim)

TESm

szamot értjiik, ahol Sm az {L.2.---.m} clemek permutacidinak a halmazat jeloli, o egy adott permutacid

ésilo) ao permutacid inverzidinak a szama.

Az egység matrix diagonalis elemei 1 -esek, a tobbi eleme nulla. Oszlop vektorai pedig megegyeznek az [&™ tér
Osszes egység vektoraval, azaz €1 €2.---. €m vektorokkal.

A permutacio és inverzid fogalmak ismeretét feltételezziik. Ugyantigy, ahogyan a szingularis- és regularis
matrixok, az inverz matrix és a determindns fogalmanak ismeretét is. Ezeket a fogalmakat, azért vezettiik be,
mert az un. négyzetes linedris egyenletrendszerek megoldhatdsaganal és megoldas modszerénél, eldkeriilnek és
a tovabbiakban hasznalni fogjuk.

2.7. Feladat Legyen A € R™*™ A kovetkezd alli tasok ekvivalensek:

+ Az A matrix reguléris.

+ Az A matrix invertalhato.

o det(A)# 0

« Az A x = b lineéris egyenletrendszer, barmely b € I&™ vektor esetén, megoldhaté.

Regularis A matrix, inverz madtrixat, A~' jeloljik. Az el6z8 feladat (iv) pontjaban kimondott
megoldhatésagnal tobbet tudunk, elvileg, konnyen kiszamolhatjuk a megoldast, azaz x = A~ 1 b. (Az elvileg
szOt ugy értettiilk, hogy az inverz matrix kiszamitasa, numerikusan érzékeny, szamitasi eljards, tehat a
gyakorlatban, koriiltekint6en kell eljarni.)

Az A € R™*™ regularis matrix inverzét a kovetkezd modon is kiszamolhatjuk: Tekintsiik az A matrix oszlop
vektoraibol &1: A2 s & 416 véges vektorrendszert és egészitsiik ki ezt az R™ tér egység vektoraival, azaz az
€1, €2..--, € vektorokkal. Az igy eléalldo 2m elemi véges vektorrendszernek irjuk fel a teljes bazis tablajat,
ugy, hogy kezdetben az egység vektorok legyenek a bdzis elemei. Mivel az A matrix reguldris, igy oszlop
vektorai linearisan fiiggetlenek, ezért az Gsszes @i vektor m pivotalas segitségével bevonhaté valamely €i
helyére a bazisba. Amikor a szamitast befejeztiik, akkor az &7 vektorokat megfelelé egység vektorok
reprezentaljak. Ha a bazis tabla elsd 7 X 71 -es részén nem az egység matrix all, hanem valamilyen
permutacidja, akkor a sorok megfeleld felcserélésével (elemi sor transzformaciokkal), egység matrixsza

tarnszformalhaté. Az igy kapott bazis tabla masodik 772 % 771 -es részén ekkor az A~ matrix all.

Az A matrix determininsinak a kiszamitdsival, még annyit se foglalkozunk, mint az inverzének a
kiszamitasaval. Ehelyett, feladat formajaban megfogalmazunk egy modszert, amellyel a determinans
kiszamithato illetve ezzel az eljarassal kapcsolatos érdekes tulajdonsagot, amely felhivja a figyelmet a hibazas
lehetdségére.

2.8. Feladat Legyen A € B™ ™ matrix és jeldlie C

a kovetkezo alli tasokat:

il a matrix i eleméhez tartozé eldjeles minort. Igazoljuk

det(A) = i a; Cpy € det(A) = i ;5 Cip
i=1 i=

=1 teljesiil, barmely 1 =l k = m

esetén.

¥ri

- - , Y a; Cy =0.
. Legyen 1 =1 k<m g l#k rogzi tett indexek, ekkor =1
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Benniinket, elsé sorban, nem a négyzetes linearis egyenletrendszerek megoldéasa érdekel, hanem az altalanos
eset. Azon beliil is a kovetkezd

mm

Ax=b, ahad AcRE"" beR™ &m<n. (2.2)

Tegyiik fel azt, hogy "@79{A) =M  Ekkor az A € R™"" matrix 7 X 7 -es regularis, A5 részmatrixat
bazisnak nevezziik. A (2) linearis egyenletrendszert a kovetkez6 alakban irhatjuk fel

Ax .-h; Xg .-l_'-.'.‘:_'..' b,

/ =i ) o . . ;
ahol az Ay € R 57 4 matrix, nem bazis részmatrixa €és X jel6li a nem bazis valtozok vektorat, mig

— A1 — . -
az X5 a bazsiviltozokét. Ekkor az X8 = Ag b, xy =0 megoldast, a linearis egyenletrendszer bazis
megoldasanak nevezziik.

A linearis egyenletrendszer 4ltalanos megoldéasat ugy szamithatjuk ki, hogy az Xnv = 1 € R tetszéleges
vektort, behelyettesitjilk a nem bazis valtozok helyére, majd rendezziikk az egyenletet és kifejezziik a bazis
valtozok értékét
e .-'l”I (b — Ay u).
Az
X = (xXp.xyx) [.-’.HII'LI:-— Ay u),u)
megoldast a (2) lineéris egyenletrendszer altalanos megoldasanak hivjuk.

Az Ax = b egyenlet adatait az alabbi médon foglalhatjuk (révid) pivot tdbldba

a; a3 ey a, b
e 11 112 ‘o n Iy
B LT 13 il b

=l -

i LT O 0 e Wn | !".'.l.'

A Gauss-Jordan eliminaciéos moédszert a kovetkezé6 moédon magyarazhatjuk el: Az altalanossag korlatozasa
nélkiil felteheté, hogy az /A matrixnak nincsen nulla oszlopa. Tekintsiik az A matrix elsé oszlopat. Ebben az
oszlopban talalhaté nem nulla elem. Ha az a nem nulla elem, amelyet pivot pozicionak valasztottunk ki nem az
elsé helyen all az oszlopaban, akkor elemi sor transzformacioval, két sor felcserélésvel, az els poziciora
hozzuk. Ezutan az els6 pozicion elvégezziik a pivotalast, a teljes bazis tablara nézve. Ugy is elmondhatjuk a
szamitasi eljarast, hogy elemi sor transzformaciokkal, az els6 helyen allo elem segitségével, eliminaljuk az
oszlopban talalhaté nem nulla elemeket.

Ez a 1épés utan, az elsd sort és elsd oszlopot, a kdvetkezd pivot elem kivalasztasakor mar nem hasznaljuk.

Ha a masodik oszlopban, az elsé sor elemén kiviil, van nem nulla elem, akkor ezek koziil valasztunk pivot
elemet. A pivot elemet a vizsgalt részmatrix bal fels6 sarkaba transzformaljuk (a teljes matrixra nézve ez a 2. sor
2. eleme), sorok felcserélésével. Ezutan, az eliminaciot, a masodik oszlop segitségével, a teljes pivot tablara
nézve végezziik el.

Ha a masodik oszlopban, az els6 sor elemén kiviil, minden elem nulla, ez az el6z6 eliminaciok miatt
el6fordulhat, akkor a masodik oszlopot is elhagyjuk a vizsgalandd részmatrixbol (tehat az elsé két oszlopot
kihagyjuk és az elsd sort is). Az igy keletkezd részmatrixra megismételjiik a pivot elem kivalasztasanak az
eljarasat.

A pivot elem kivalasztasat mindaddig folytatjuk, amig (i) minden egyenlethez rendeltiink pivot poziciot vagy
kimutattuk, hogy az egyenlet redundans; (ii) talaltunk egy ellentmondasos egyenletet.
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Targyalasunk teljessé tétele érdekében bemutatjuk a Gauss-Jordan eliminacids algoritmus un. pszeudo-kodjat és
illusztraljuk egy példan is.

Alzoritmus: Gauss—Jordan elimindcid

Bemend adatok: m.ne N; 7 = {1.2,--- ,n} index halmaz; A € R™*" és b € R™.
Begin
k:=1¢és JTg =10
while & < m do
ifa,; =0(¥jeJ)és by =0 then
a pivot tabla k. sorat toroljiik:
legven m:=m — 1;
else
ifa,; =0(YjeJ)ésly #0 then
stop: Ax € B": Ax = b:
else
e T:ay#;
pivotdljunk a (k,{) elemen és Jg := Tp U {l};
k:=k+1:
endif
endif
endwhile
stop: dx € B": Ax = b: End.
Redundansnak neveziink egy egyenletet, ha az elimindciés eljaras soran, egy aktualis tablan, minden valtozo

egyiitthatoja nulla és a jobboldalon is nulla all. Az ilyen egyenletet vizsgalatunkbol kihagyhatjuk, mert a mar
vizsgalt egyenletek linearis kombinacidjaval eldallithatd, azaz fligg az el6zbleg vizsgalt egyenletektol.

Egy egyenletet ellentmondasos egyenletnek neveziink, ha az eliminacios eljaras soran, egy aktualis tablan,
minden valtozoé egyiitthatdja nulla, de a jobb oldalon nem nulla all. (Ezt az esetet irja le a 2.4. Lemma masodik
tablaja és ez fordul elé a 2.5. Lemma bizonyitdsaban, akkor amikor azt mutatjuk meg, hogy a masodik
egyenletrendszernek van megoldasa.)

Vilagosan latszik, hogy a Gauss-Jordan eliminacids algoritmus véges. (Legfeljebb 7 oszlop vizsgalata torténik
meg, mire m egyenlethez pivot poziciot rendeliink.) Erdekes, hogy 1965-ben igazoltak azt, hogy az algoritmus

polinomialis komplexitassal rendelkezik. Az algoritmus végrehajtdsa sordn O(m) pivotalast kell

végrehajtanunk, és egy pivotalas O(mn) aritmetikai miiveletbél all. Tehat az algoritmus futasideje: O(m?n)

Kovetkezzen a példa a Gauss-Jordan eliminacios algoritmus illusztralasara. Ebben a példaban azt (is) kérdezziik,
hogy a Gauss-Jordan eliminacios eljaras azon til, hogy megoldja a linearis egyenletrendszert, ha elvaras, hogy a
valtozok nem negativak legyenek akkor automatikusan talal ilyen megoldast vagy sem.

2.9. Példa Oldjuk meg az alabbi feladatot:

T — T +r3 +2ry + T = 0
Iy } 3.1'1 { -‘Lﬂ‘_r, Ty

o &N

2 =212 413 { Ty - Ts =I5 = =
ahol T I2,r3,T4, 5, 5 2 0.

Induljunk ki a linearis egyenletrendszerekhez tartozd (révid) pivot tablabol és alkalmazzuk a Gauss-Jordan
eliminacids modszert. Az els6 oszlop elsé eleme alkalmas lesz pivot elemnek.
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Az elsé oszlop harmadik elemét kell eliminalni, elemi sor tarnszformacio segitségével. (Az elsé sort szorozzuk

meg —2-vel és adjuk hozza a harmadik sorhoz.) Az eliminacié végrehajtisa utdn jutunk a kovetkezd pivot
tablahoz.

Ezen a tablan, az algoritmus a harmadik oszlop, masodik soraban all6 elemet jeldli ki pivot elemnek. A
harmadik oszlop, harmadik elemét kell eliminalni, elemi sor tarnszformaci6 segitségével. (A masodik sort adjuk
hozz4 a harmadik sorhoz.)

7 re Tg T4 Tu Tg b
r, |1 =1 1 2 1 00
0 o 1 3 3 1 5

Végiil eliminaljuk az els6é sor, harmadik elemét, azaz vonjuk ki a masodik sort az els6bdl. Ekkor az alabbi
tablahoz jutunk.

Ty Ia Ty T4 Ty T b
|1 =1 0 =1 =2 =1 =53]
xg | 0 0 1 3 3 1

( i { J 1] 0

Lathato, hogy a harmadik egyenlet redundéns, tehat ekhagyhatd. Ekkor az alabbi bazis tablahoz jutunk.

Iy Ta Is Ty Tg g f.l

n|[1 -1 0 -1 -2 —-1]-5]
ry | 0 ( l 3 3 ] | o

Kiolvashatjuk a kdvetkez6 bazis megoldast
rp=—-50r3=5 m=ry=a5=a5=I[L

3.3. 2.3 Megoldasok mérete

Ebben a részben az a célunk, hogy egy A x = b rendszer, tetsz6leges, bazis megoldasanak méretére felsé
illetve also6 korlatot adjunk. Az eredmény eléréséhez fel kell eleveniteniink néhdny linearis algebrai definicidt és
tételt.

2.10. Definicié Legyen A € R™™ matrix. Az A matrixbol az i. sor és a J- oszlop torlésével nyert

(m— 1) % (m — 1) es métrixot ‘b jeloli. A Cy = (—1)"7 det(Ay) greket az @i elemhez tartozé eldjeles
minoranak nevezziik. Legyen
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Cu Ci ... Cu
(1_"1 (.'_-'_-' K ':I'_-'.'.'.I
M= " _
(1.'.'.-] ( .rni B s { ..ll.-rn

az el6jeles minorokbdl elkészi tett matrix. Az adj(A) = M natrixotaz A matrix adjungaltjanak nevezziik.

A kovetkezo allitast, az eddig atismételt linearis algebrai fogalmak és allitasok felhasznalasaval lehet igazolni.
2.11. Feladat Legyen A € IR™"™ regularis matrix. Igazoljuk a kovetkez6 alli tast:

- adj( A)
rf-r.l'[.-’.l.

Kovetkezzen a Cramer-szabaly felelevenitése, amely segitségével négyzetes linearis egyenletrendszert, (m
valtoz6 és mt egyenlet), tudunk megoldani, abban az esetben, ha a linearis egyenletrendszer matrixa regularis.

2.12. Tétel(Cramer-szabaly.) Legyen A € R™*™ matrix és b € I&™ tetsz6leges vektor. Ekkor az
Ax=b
linearis egyenletrendszer megoldhato, ha az A matrix regularis, és ekkor az
e ?'-'l.-l,l |

e det(A)’

teljesiil, barmely ? = 1,2, .7 indexre, ahol az A € B™™ matrixot tigy nyertiik az A matrixbél, hogy
az . oszlopat, az & vektort, kicseréltiik a b vektorral.

A Cramer-szabaly bizonyitasat a kedves olvasora bizzuk.

2.13. Definici6 Legyen A € Z™*" ‘b € Z™ g m. 1 € N Definigljuk az alabbi médon az L értéket

L= i i-: |:|uj.;_.|:
=1

i=1 ]

ai;|+1)+1) 4 Z-:ln:.'_,_n: bl +1)+1).
i=1

Ez az értek egy fels6 korlatot ad az egész egyiitthatos linedris egyenletrendszer adatainak a binaris tarolasahoz
sziikséges szamitogépes memoria teriiletre. A feladat adatainak a tarolasahoz sziikséges memodria teriiletet a
feladat tarigényének nevezziik és bitekben mérjiik.

Vildgosan lathatd, hogy az altalunk definialt L fels6korlat, hiszen egy elem tarolasdhoz sziikséges bitek
szdmara

loga(|ei| + 1) + 1

értéket adtuk meg. Ha az % = 0 akkor ez pontosan 1 bitet jelent, és lathatjuk, hogy a log, fiiggvény
argumentumaban a +1 szerepe az, hogy kiszamolhato legyen a logaritmikus fiiggvény. Ezzel szemben, ha

az; # 0 , akkor nem volna sziikség a log, fliggvény argumentumaban a +1-re. A kiilsé +1 szerepe, altalaban

az, hogy a szam el6jelének a tarolasahoz biztositson egy bitet.

Erzékelhetjiik, hogy az L. meghatérozasakor hasznalt adat tarolasi modell, a legrosszabb lehetséges esetre
probal felkésziilni, amikor a lehetd legegyszeriibben taroljuk az adatokat, 1ényegében egymasutan felsorolva.
Annak ellenére, hogy linearis egyenletrendszerek adatainak tarolasara létezik hatékonyabb modszer is, ez
benniinket nem érdekel, mert céljainknak elméleti szamitasok elvégzése, az el6zbleg meghatarozott L. tarigény
fels6korlat, bédven, megfelel.
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T
&

2.44. Lemma Legyen az Axekb linearis egyenletrendszer, ahol A € métrix és b € Z™ vektor. Jelolje

a az  matrixnak egy -as négyzetes részmatrixat, ekkor

|det (C)] < 2%,

cres

| det(C) |

| Z I_] .III.”-. Cla{l)y C2x(2)y =" Chaik) |
FES,
3 el less] - | erop |

Fed} _‘1_1

1A

L m "n

k
HH”} ".'_Jlllc-l_[

i=1 j=1 i=1 j

[Fa?

(14 | aij |) < 25,
1

ahol az Sk a k -ad rendfi permutaciok halmaza, és az () a & permutéci6 inverzidinak a szama. Az elsd
egyenl6tlenség nyilvanvald (szamok abszolut értékének Osszegére és szorzatara vonatkozo szabalyok alapjan).
A masodik egyenl6tlenség, azért igaz, mert a jobboldalon all6 szorzat kifejtésével adodo Gsszeg a baloldalon
4ll6 6sszeg minden tagjat tartalmazza. A harmadik egyenlétlenség egy durva felsSbecslés, hiszen egy a '
matrixot részmatrixként tartalmazé matrixra irjuk fel a szorzatokat. A negyedik egyenldtlenség pedig
nyilvanval6 az L defini ci6jabol. [QED]

Az elbkésziiletek utan, kimondjuk és igazoljuk a megoldasok méretére vonatkoz6 tételt.

2.15. TételTegyiik fel, hogy rang(A) =m  Ekkor az Ax =b linearis egyenletrendszer barmely B
bazisahoz tartoz6 x megoldas koordinataira

, I T TR kL
=0 wvagy 27" <|z;| <2

teljesiil.

Bizonyitas. A bazis megoldas miatt X = 0 ¢s { gy az egyenletrendszer az Ap Xp = b alaka lesz. A Cramer-
szabaly miatt

o det{ A;)
JI -I'!I' |‘|[.'1”|

ahol i € In ¢s az Ai matrixot az A5 matrixbél ugy nyertiik, hogy az i. oszlopat a b vektorral cseréltiik ki.
Ha *i 7 0 akkor
|det{A;)]

|.J'| = m "_-u |r’|r4'.|'[..'*|...:ll 'E EL.

ahol 1 < [det(Ag)| ssszefiigeést hasznaltuk, ami az A5 elemeinek az egészértékiiségebsl adodik. A masodik
becslés pedig az el6z6 lemma miatt igaz. A forditott becsléshez hasonléan jutunk:

|det(A;)| 1 L

x| = . _ > 2
|r|'!r|'[_'1.”|_ - :’.llrfl:'_-!.“_l .

. [QED]
4. 3 Linearis egyenloétlenségrendszerek

Konnyen belathat6, hogy barmelyik lineéris egyenlétlenségrendszer, az
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Ax=b. x>0 (3.1)

alakiira hozhato, ahol A € ™™™ matrix és b € B™ vektor. Tehat elegendd, az ilyen tipusu lineéris
egyenl6tlenségrendszerek, megoldhatésaganak a vizsgélatara koncentralnunk és elegendd az ilyen tipusu
linearis egyenl6tlenségrendszerekre kidolgozni megoldasi eljarasokat.

Az X = 0 feltételt miatt azt mondjuk, hogy a valtozok, eléjelkotott valtozok.
Ehhez minddssze harom esetet kell megvizsgalnunk:

» Valamelyik feltétel egyenlétlenség.

» Valamelyik valtozé eléjelkdtetlen valtozo.

* Valamelyik valtozé also és/vagy felsdkorlattal rendelkezik.

Elészor az egyenlbtlenséges feltételeket alakitjuk at egyenldségekké. Tekintsiik a kdvetkezd egyenldtlenséget,
mondjuk az i. feltételt

1+ ap e+ ...+F GinTa <0 (3.2)

vezessiik be az Si eltérés valtozot, amely méri az eltérést jobboldal és a baloldal kdzott. Ekkor az el6zd
egyenl6tlenséget az alabbi mddon irhatjuk le

i1 X1 +aieTe + .. in T + 8 = b, 5 = 0.

Hasonldéan jarunk el a nagyobb-egyenld tipust egyenldtlenségek esetén is, csak ott az eltérés valtozot, annak
érdekében, hogy egyenléséges feltételt kapjunk, levonjuk a baloldalbol. Nyilvanvalo, hogy ilyen modon kezelni
tudjuk a valtozokra kirdtt alsé és/vagy felsé korlatokat is.

Tegylik fel, hogy az ¥k egy olyan eldjelkotetlen valtozo, amelyik egy vagy tobb linearis feltételben szerepel.
Eldszor az Osszes egyenlGtlenséget alakitsuk at egyenletté. Tekintsiink egy olyan egyenletet, amelyben U«
egyiitthatdja nem nulla. (Ilyen egyenlet nyilvan van, mert kiilonben Y -t nem sorolnank fel, mint valtozot.)
Ebben az esetben az egyenlet a kovetkez6 alaku lehet,

i1 1 + @ia L2+ ...+ Qin Tn + XY b

ahol @ # 0 Ekkor az ¥k valtozo kifejezhetd az egyenletbdl a tobbi valtozd segitségével a kovetkezé mddon

hl il Uy Uin
e = o T2 = ... T
il [} il il
Az Uk kifejezés értéke, az -F1.-I'2.....:I'n viltozok barmilyen helyettesitési értéke mellett elfogadhatd lesz,
hiszen nincsen ra eldjelkotés. Ha az Yk valtozonak tovabbi linedris egyenletekben is van nem nulla
egyiitthatoja, akkor az Wk kifejezését behelyettesitjiik, és a sziikséges szamolasok elvégzése utan olyan linearis
egyenleteket kapunk, amelyik nem tartalmazza az ¥+ valtozot.

Ezt az eljarast megismételve az Osszes eldjelkotetlen valtozoéra, egyesével eliminalhatjuk azokat az
egyenletrendszerb6l. Minden egyes el6jelkotetlen valtozohoz meg kell jegyezniink egy egyenlGséget,
amelyiknek a segitségével végiil kiszamolhatjuk az értékét. Cserébe, minden egyes eldjelkotetlen valtozo
eliminalasakor a linearis egyenletrendszeriinkben az egyenletek szdma (legalabb) eggyel csokken.

Az eljaras végén, csak eldjelkotott valtozok maradnak az egyenletrendszeriinkben, tehat a kivant alakra hoztuk a
linedris egyenldtlenségrendszeriinket.

Tekintsiink egyetlen linearis egyenldtlenséget, ahogyan azt a (2) feltétellel megadtuk. A (2) megoldasainak a
halmazat affin féltérnek (vagy egyszeriien féltérnek) nevezziik, ha % 7 U és az alabbi formaban adjuk meg

F={xeR":anx1+aizxa+... 4+ tin Tn = bi}.
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A (1) linearis egyenl6tlenségrendszer struktiraja a kovetkezd: egy linearis egyenletrendszer és eldjelkotott
valtozok.

Az eldjelkotott valtozok halmazat a kdvetkezd modon definidljuk
R = {x € R" : x > 0}
és pozitiv ortansnak nevezziik. (Pontosabb lenne, ha nem negativ ortansnak neveznénk.)

A linearis egyenletrendszer megoldasairol elmondtuk mar, hogy un. affin teret alkotnak és a megoldas halmazt
tomoren a kovetkez6 médon adhatjuk meg

A={xeR": Ax = b},

ahol A € ™" matrix és b € B™ vektor.

Nyilvan, ekkor a (1) linearis egyenlétlenségrendszer megoldashalmazat ugy adhatjuk meg, hogy
M={xeR":Ax=b, é&sx>0} = ANR..

Miel6tt folytatnank a (1) linearis egyenl6tlenségrendszer megoldashalmaza tulajdonsadgainak az elemzését,
elevenitsiink fel néhany egyszerii fogalmat.

3.1.  DefinicioLegyen adott az {an,az,...,a,} CR™ véges  vektorrendszer.  Ekkor a
b = sia; + ssas + ... + s.a, vektort, ahol 1+ 82+ ... + 8u = 1 teljesiil, az @1: A2: - - -, &n vektorok

« affin kombinacidjanak nevezziik, ha az 5i valos szamok;
» konvex kombinaciojanak nevezziik, ha az 5i nemnegativ valos szamok.

Egy B € R™ halmazt affin illetve konvex halmaznak nevezziik, ha zért az affin- illetve konvex kombinaci6
képzésére.

Koénnyen megmutathatd, hogy elegendd a konvex halmazokat a kdvetkez6 modon definialni.

3.2. Definici6 A B C R™ halmazt, konvex halmaznak nevezziik, ha barmely bi.b: €B ¢ A€ [0,1] esetén
(1=A)b1 + Ab2 € B teljesiil.

Egyszert érdekes tulajdonsagok a kdvetkezok.

3.3. Feladat

. Legyenek > A RE, M CR™
definialtunk. Igazolja, hogy a Fo AR M onvex halmazok.

halmazok azok, amelyeket a (2) és a (1) feltételek segitségével

» Legyenek By Bs,... By CR™ 1onvex halmazok. Bizonyitsa be, hogy

k
N5 cr"
i=1

is konvex halmaz, azaz véges sok konvex halmaz metszete is konvex halmaz.

Mieldtt a (1) linearis egyenlétlenségrendszer, M megoldas halmazanak, érdekes, de elemi strukturalis
tulajdonsagait megfogalmazzuk, sziikségiink lesz még néhany (geometriai) fogalomra.

3.4. DefinicioLegyen & € R™ halmaz.

« A K halmazt kipnak nevezziik, ha barmely A = 0 ¢s X € K esetén Ax € K|
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+ A K kupot 0 -csticst kiipnak nevezziik, ha nem tartalmaz az origdn ki viil egyetlen egy alteret sem.

+ A K halmazt konvex ktipnak (0 -csticsti konvex kipnak) nevezziik, ha konvex halmaz és kap (0 -csticst
kap) is egyben.

[
Ezek utan koénnyen igazolhatd, hogy a nemnegativ ortans, az R halmaz, 0 -cstcsu konvex kuap.

Most mar készen allunk arra, hogy tisztazzuk az M halmaz struktiralis tulajdonsagait. Ehhez mar csak egy
definiciora van sziikségiink.

3.5. Definicié Véges sok (affin) féltér metszetét konvex poliédernek nevezzik.

Egyszerlien meggondolhatd, hogy a (1) lineéaris egyenlétlenségrendszer, M megoldas halmaza, eléall, mint

Tl
2m+n fltér metszete, hiszen az R% halmaz n darab féltér metszete és az A halmaz tgy is megadhato,

hogy
A {xEE":.-lx*’Ch s Ax > b},

azaz 2m darab (zart) féltér metszeteként. Tehat a a (1) linearis egyenlétlenségrendszer, /M megoldds halmaza,
konvex poliéder.

Ezentul, a (1) linearis egyenlStlenségrendszer, megoldas halmazat P jeloli, utalva arra, hogy poliéderrdl van
szo.

4.1. 3.1 Konvex poliéderek geometriai jellemzése

Belattuk, hogy a (1) linearis egyenlétlenségrendszer megoldas halmaza, konvex poliéder, P . Sziikségiink lesz a

crer

3.6. Definicio Legyen @ € R\ {0} vektor, ésa b € R adott szam. Ekkor a
H={xeR": a'x=b}
halmazt hipersiknak nevezziik.

Egy poliéder csucsait azzal a tulajdonsagukkal tudjuk precizen definialni, hogy minden cstcshoz talalhato olyan
a csucsot tartalmazo hipersik, amely nem vagja ketté a poliédert.

3.7. Definici6 ~ Legyen xeP | Az xXx a P konvex  poliéder  cslcsa, ha
Jae R"\ {0}: a'x>a'z, VYze P\ {x}

Ez a definici6 megfelel a szemléletes képnek, ahol az emlitett hipersik a a’x = a’x lesz. Ekkor a

H = {x eR":alx= alx} hipersikot tamaszhipersiknak nevezziik. Tamaszhipersiknak, altalaban, lehet
tobb kozos pontja egy P konvex poliéderrel, a 1ényeges tulajdonsag, az, hogy a tdmaszhipesik éltal definialt
zart félterek egyikében helyezkedjen el a konvex poliéder. A tamaszhipersik a konvex poliédert, valamelyik
lapjaban metszi, de csak a nulla dimenzids lapja (cstics) esetén igaz, hogy van olyan hipersik, amelyik csak az
adott cstcsot tartalmazza a konvex poliéderbol.

3.8. Definici6 Egy X € P pontot a P poliéder extremalis pontjanak nevezziikk, ha nem all eld,
X1, X € P, X1 # X2 pontok konvex kombinacidjaként.

Egy X € P pont esetén azt mondjuk, hogy az X megoldas hasznalja az A matrix ® oszlop vektorat, a b

=

vektor eldallitasa soran, ha i -

Az XeP={xeR": Ax=b, x>0}  cset¢én vezessik be a kovetkezd jeloléseket:

Tp ={j 7 >0} ¢ Jo:={j|%; =0} AT+ azon @i oszlop vektorok indexeinek halmaza, amelyeket
az X megoldas a b vektor eldallitasakor hasznal.
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34, Detimicio; .ézj*'j_‘ }E P={xeR": Ax=bh, x>0} pontot bazis megoldasnak nevezziik, ha az
vektorok lineérisan fiiggetlenek.

A kovetkez6 tétel kapcsolatot teremt a konvex poliéder cstcsa, extremalis pontja és a konvex poliédert definiald
(1) linearis egyenl6tlenségrendszer bazis megoldasa kozott.

3.10. Tétel Az X € P={x € R": Ax=b, x>0} pontra az alabbiak allitisok ekvivalensek:
e az X csucsaa P konvex poliédernek,
+ az X extremalis pontjaa P konvex poliédernek,

 az X bazis megoldésa a (1) linearis egyenlStlenségrendszernek.

Bizonyitas. (1) = (2) o Mivel X csucsa a P konvex poliédernek, ezért
Jae R\ {0}: a'x>a'z ¥z P\ {x}

Tegyik  fel, hogy X=AzZi+{l1—-A)lz2,  anol Z1.Z2€P.Ac(0.1) | Ekkor
Te _ y T T _ T T
ax=Ada'zm+(1-Aaz ayipsl 21 = Z2 =X Kjvetkezik, mert kiilonben az @' X > a'z vagy

T . T ,
a’ X = a Zz e]lentmondast okozna.

(2) = (3) . Indirekt tegyiik fel, hogy az X nem bazis megoldasa a (1) linearis egyenl6tlenségrendszernek.

Ekkor
b = Z.r_, a; = Z T a; 4 Z I;a; = Z Tj ay

T

JET JETo JET4 JET+

adodik az Jo defini cidja miatt. Mivel az X nem bézis megoldas, ezért az {aj | J € J+} vektorok linedrisan

osszefliggnek. Tehat léteznek Yi € R hem mind nulla szamok, amelyekre

Z y; a; = ), adadik. és ekkor b= (Z: + Awyi) &,
T

T+ e,
teljesiil, barmely A € B szam esetén. Definidljuk a P egy tj X{A) pontjat az alabbi modon
rij(A)=x; +Ay;, ha je T, (e xj(A) =0, ha je T

Ekkor a linedris egyenletek teljesiilnek, de az eldjelkstés, X(A) = O biztositasahoz, olyan A € B szamot kell
meghataroznunk, amelyre

ri(A)=Zj+Ay; =20, Yje T, (3.3)
teljesiil. Az ¥i el6jele alapjan két halmazt definialhatunk:
Ki={jeT:|y=>0} é K_:={jeTi|y <0} (3.4)
Vizsgaljuk meg a (3) egyenldtlenséget el6szor a JeK, , ekkor

I
TN =&+ Ay 20 = —-2 <)
o]

adédik az ¥i = U miatt. Ezeket az Osszefiiggéseket felhasznalva definialhatjuk a
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max —=., ha K, #0
Ni={ jeky W (0.1)
0, ha Ki=0

valés szamot. Nyilvan A < 0 & N = 0 csak akkor teljesiil, ha Ko+ =0 | Masfelsl, tekintsiik a J € K
esetet, ekkor

rilA) =i+ Ay 20 =

adodik az ¥ < U miatt. Ezeket az Osszefiiggéseket felhasznalva definialhatjuk a

min ——, ha K_ #0
A jeK- ¥ (0.1)
0, ha K_ =0
valés szamot. Nyilvan A = 0 & V' = 0 csak akkor teljesiil, ha K~ = 0 Nyilvanvaloan a A" és A" szamok

koziil legalabb az egyik szam nem nulla, hiszen az vi (1€ J+) szamok koziil legalabb egy nem nulla és igy a
K.+ illetve K- index halmazok koziil legalabb az egyik nem fires.

Ha A és A" egyike sem nulla, akkor legyen A := min{—A", A"} ellenkezé esetben pedig legyen A egyenld,
a nem nulla értéket felvevé korlat (A* vagy A” ) abszolut értékével.

Az igy kivalasztott A > 0 valos szam segitségével eléallitott X(A):X(—A) vektorok elemei a P konvex
poliédernek. Masfel6l, kdnnyen belathatd, hogy

X(A) + x(—=A)

2

ami ellentmond az X extremalis pont tulajdonsaganak, tehat az indirekt feltevésiinket el kell vetniink, azaz X
bazis megoldasa a (1) linearis egyenlétlenségrendszernek.

(3) = (1): Mivel az X bazis megoldasa a (1) linearis egyenlétlenségrendszernek, ezért az {a;: je Ji}
véges vektor rendszer linearisan fiiggetlen vektorokbol all. Definialjuk az @ € " vektort a kovetkezé médon

3 oa i€ T,
=1
-M =

a; =

b= >3 b
ahol M € B, egy megfelelen rogzitett nagy szam, és legyen k=1 . (Ha racionalis egyiitthatos lenne a
(1) lineéris egyenlétlenségrendszer, akkor M > 1 2" alkalmas vélasztas lenne, ahol L a feladat tarigényére
adott felsGkorlat és 1. a valtozok szama.)

_ o o d e _
Megmutatjuk, hogy a H={xeR":a'x =0} hipersik, tamaszhipersik az X € P pontban, ez pedig azt
jelenti, hogy az X a P konvex poliéder csucsa.

Nyilvanvalé, hogy @ 7 0. Elgszér belatjuk, hogy X € M. teljesiil, azaz

i m m m
alx = E ia; T; = E ;I = E ( E iy | O = E E i T | = E by, = b
k=1

i=l 1ET4 1= 7y k=1 k=1 PET

42
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

Legyen Z &, 2 és Adgyiikcfefy hogy Z 7 X, valahiptazg is, hogy 2 € H , azaz a’z = b, Hafi € Jo : 2 > 0
1 akkay, az vélasztasa miatt adédik. Tehat sziikségképpen teljesiil, barmely
esetén, de ekkor a feltevésiink miatt azt kapjuk, hogy

Iy

m
2 b, =h= alz = 2 a; % = 2 2 Qs g
k=1 k=1

iE T4 1T

=h, =

I

Figyelembe véve, azt, hogy Z € P , azaz Az 0 ¢s az 12j: J € T} véges vektor rendszer

linedrisan fiiggetlen vektorokbdl all, a
b = Z T a;

||'1_.r.
linedris egyenletrendszernek két kiillonb6z6 megoldasa volna, X és z, ami ellentmond az egyenletben szerepld
a; oszlop vektorok linedris fiiggetlenségének. Tehat

PNH={x}.

ami pontosan azt jelenti, hogy a ‘H hipersik a P konvex poliéder timasz hipersikja az X pontban, vagyis az X
csticsa a P konvex poliédernek. [QED]

A bizonyitasban az LilA) =T; + AU =0 elgjelkototség vizsgalatanal, az Yi eldjelétd] fiiggden, két
hanyados teszt elvégzésével definialtuk a A" és A" valos szamokat, lasd (4) illetve (4) kifejezéseket. Az
eléjelkotottség teljestilését vagy a megorzésének a biztositasat, a tovabbiakban is, hanyados teszt (variansainak)
a segitségével érjiik el.

Annak ellenére, hogy a harom fogalom ekvivalens, mégis egy érdekes fontos esetet fogalmaz meg a kovetkezd
definicio.

3.11. Definici6 Ha |[J+| <rang(A) ¢ az {8, €R™: j € T} vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor
tobbféleképpen is kiegészi thetok bazissa. Ekkor tobb bazis alli tja elé ugyanazt az extremalis pontot (cstcsot).

Ilyen esetben azt mondjuk, hogy az Ax =b, x = 0 rengszer degeneralt.
Egy érdekes specialis esethez jutunk, amikor b = 0 teljesiil.

3.12. Definicié Egy Ay =0, y = 0 jlaka rendszert homogén linearis egyenlétlenség rendszernek neveziink.
Ennek megoldashalmazat jeldlje

H={yeR"|Ay =0,y >0}.

Azonnal lathatd, hogy a homogén linearis egyenl6tlenség rendszernek, mindég van megoldédsa, ugyanis az
¥ = 0 mindég eleme a H halmaznak.

A homogén linearis egyenl6tlenség rendszer tovabbi fontos strukturalis tulajdonsagait mondja ki a kovetkezd
allitas, amelynek a bizonyitasat az olvasora bizzuk.

3.13. Allitas A H # 0| poliedrikus, konvex kip. Ha X € P ¢s¥ € H akkor X + £ Y € P teljesiil, barmely
€ Re egeten.

A konvex poliéderek geometriai tulajdonsagainak a bemutatasat egy olyan tétel kimondasaval és bizonyitasaval
folytatjuk, amelyik a konvex poliéder tetszbleges pontjanak strukturajat, eléallitasinak a modjat fogalmazza
meg.

3.14. Tétel Barmely X € P={x€R": Ax=b, x>0} cqetén létezik X1,Xz: X € P bazis

}"lr)‘is"'r)‘ ZA’:]'

megoldas, ~ nemnegati v valds szdmok, amelyekre i=1 Y EH ugy, hogy
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X = Z MNx, + ¥ (3.5)
=1

Bizonyitas. Legyen X € 7 adott. Alkalmazzunk indukciot a | T+ alapjan:

Kezdélépés: ha |T+| =0 akkor X = 0. Mivel a nullvektor egyrészt trivialisan bazis megoldas, masrészt
eleme H halmaznak, ezért adodik X eldallitasa. (Mellesleg, ebben az esetben b = 0 is teljesiil.)

Indukciés 1épés: legyen X € P olyan, hogy |7+ =# . Ha az {a; € R™ : J € J+} vektorok linearisan
fiiggetlenek akkor készen vagyunk, mert ekkor X bazis megoldas, azaz az X = X + 0 ¢lsallitas megfelel§.

Ellenkez6 esetben léteznek ¥1: %2, - -+ ¥k nem mind nulla valds szamok, amelyekre
Z yi a; =0
=T+

Ekkor barmely A € £ esetén
Z (Ti+ Ayj)a;j=Db
JET+

adodik. Az Yi szamok elGjeleitdl fiiggben két eset adodhat: 1. az eldjelek megegyeznek, 2. az elbjelek
kiilonboznek.

A 3.10. Tétel bizonyitasaban definialt K s K halmazok (4), segitségével vizsgalhatjuk meg az el6z6 két
esetet. Amikor az 1. esetnél vagyunk akkor valamelyik halmaz iires, mig a masodik esetnél, mindkét halmaz

nem tres.

1. Az Ui valés szamok eldjelei megegyeznek. Tekintsikk azt az esetet, hogy Ki#D g nyilvan ekkor
K- =10 Ebben az esetben N értéke negativ és valamelyik ke Ky esetén

i Tk
A= LR F(NV =T+ XNy = Ty 4 i e =1,
e Wk

teljesiil. Az x(A) =0 eléjelkotést igazoltuk a 3.10. Tétel bizonyitasdban, a hanyados teszt felhasznalasaval.
: P
El8zéleg igazoltuk, hogy legalabb egy olyan J I+ index van, amelyik esetén Ti(AN) =0 lesz, azaz az
=iyt _
x(A) megoldashoz tartozo pozitiv elemek szama legalabb eggyel kisebb, mint az X vektor pozitiv elemeinek a
szdma. Az
F(AN)y=7;+XNy;, ha jeT, é #H(A)=0, ha je R
moddon adhaté meg. Definialhatjuk az ¥ vektort a kdvetkez6 modon
ji=—ANyj, ha jeJ, é §; =0, ha je T
Ekkor az X(A'). X, ¥ definicioja miatt a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk
x(N)=x—-¥%, alolyeH (3.6G)

adodik. Masfel6l, az indukcids feltétel miatt
X(XN)=) ANxi+7y, (3.7)
=1

ahol az Xi vektorok, bazis megoldasok és ¥ € H _ Felhasznalva a (6) és (7) kifejezéseket, kapjuk, hogy
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L

X -y =Z,L X; + V., azaz x=zf'~, x;+(y+¥)
=1

i=1

amit igazolni kellett, hiszen ¥ +¥ € H teljesiil.

Hasonloéan lehetne bizonyitani azt az esetet, amikor Ko #D g nyilvan ekkor Ki=1 teljesiilne, mert ebben
az esetben az eljelek azonosak.

2. Az Ui valés szamok eléjelei nem egyeznek meg, tehat o+ 7 B e Ko # 1) teljesiil. Ekkor a A" < 00, mert
Ki# D g5V > 0, mert K- # 0. Most egy helyett, két olyan vektort x(A) €P ¢ x(A") € P tudunk
definialni, amelyeknek legalabb eggyel kevesebb pozitiv eleme van, mint a X megoldasnak.

Elegend6 azt belatni, hogy x(\N)eP. (Hasonl6an indokolhato a x(A") eP is.)

Az el6jelkotottséget kell igazolni, de a konstrukcié miatt, ez nyilvan igaz a kovetkezd két egyszerlibb esetben:
(AN, T E T g Ti(N), JEK: | Amikor JEK , akkor i = 0 ¢s mivel XN <0 , ezért
T N) =35+ Ny > [), hiszen J € K.cJ, miatt az sszeg mindkét tagja pozitiv.

Kihasznalva a P halmaz konvexitasat, megmutathato, hogy

”.f-' ..fhl =X ."” ;
- Jl\-xfr{;;: ) &N _ 33 () + (1 = B) ("), (3.8)

. . Afi ) . ) .
adodik, ahol B=5x és nyilvan 0<pg<1 teljesiil. A (8) egyenldség, nyilvan igaz a J € Jo indexekre.

Tekintsik J € J+ indexet, ekkor
BlE;+Ny) + (1 =8z + Ny) =3 + (BN +(1 = B) X') ;.

BN+(A=-AN =N+ A =0

adodik és AN AN miatt igaz az allitas.

Mivel X(A'). X(A") € P ¢s mindkét vektornak legalabb eggyel kevesebb pozitiv eleme van, mint a X € P
vektornak, ezért ezekre alkalmazhat6 az indukcids feltevés, és igy

x{}tr::l - x_l + FJ_ :!;:If.-"l.'”:l' x

¥
F

Fy?, (3.9)

eléallitasokat kapjuk, ahol xt, x*€P vektorok, amelyek megengedett bazis megoldasok konvex kombinacioi
]
illetve ¥+ ¥° € H vektorok,

Felhasznalva a (8) és (9) kifejezéseket, azt kapjuk, hogy

x=Ax'"+y )+ (1 -8 (X+y)=Bx"+ 1 -+ (By' +(1 - A) ¥y,

teljesiil, ahol (X' +(1—=3)x°) €P  megengedett bazis megoldisok konvex kombindciéi és
(Ay'+(1-p)y*)cH vektorok. igy X egy kivant el8allitasahoz jutottunk. [QED]

Nem foglalkoztunk eddig a konvex poliéderek korlatossagaval. Az el6z6 tétel allitdsdban, egy tetszOleges
megoldas eldallitasat adjuk meg, (5). Konnyen belathatd, hogy

X(A) =) Ax, + Ay €P, biarmely >0,
=1

esetén. Ha az eldallitisban szerepls ¥ € H vektor, nem a nulla vektor, akkor belathato, hogy az X(A)
vektornak legalabb egy koordinataja végtelenbe tart, amikor A —* +0C |
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Ez azt mutatja, hogy érdemes megfogalmaznunk a konvex poliéderek korlatossagara kritériumot. Mieldtt ezt
megtennénk definidljuk a korlatos, konvex poliédereket.

3.15. Definicio Legyen € CR™ . A @ halmazt (konvex) politopnak nevezziik, ha végesen sok,
ar, Az, .., a8 CR™ yetor konvex burka, azaz

Q = conv(a,fs.....a8,.)
= {welR": w= E A a;, E Ai =1, A =0, barmely 7 index esetén}.
=1 i=1

Nyilvan, a politop korlatos, konvex és nemiires halmaz. Masfeldl a

e

we Q — Ax=w,. e'x=1. x>0
egyenl6tlenségrendszer megoldhato.

3.16. Feladat (Caratheodory tétel, 1911.) Legyen tetszélegesen, véges sok, A={anaz... a}CR"
vektor, és legyen Q = conv(ai,az, ... ,a) Béarmely X € @ vektor esetén, létezik A" C A halmaz, ugy,
hogy X € @ = conv(A") g5 A’ |egfeljebb m + 1 vektort tartalmaz az A halmazbl.

A 3.14. Tétel bizonyitasaban, az indukcios 1épés elfedi, hogy a (5) kifejezésben szereplé megengedett bazis
megoldasok eldallitasat, amelyeket az adott megengedett megoldasbol kiindulva szamolhatunk ki.

Ennél egy kicsit egyszeriibb feladattal foglalkozunk, azaz tetszéleges megengedett megoldasbdl eldallitunk egy
olyan megengedett bazis megoldast, amelynek a pozitiv elemeinek az index halmaza, részhalmaza az eredetileg
adott megengedett megoldas pozitiv elemei index halmazanak.

Algoritmus: megengedett bazis megoldas eloalli tasa adott megengedett megoldashol

Bemend adatok: m.n € M, b € B™ vektor:

az {aj, as,..a,} C R™ vektorok és a 7 ={1,2.--- . n} index halmazuk;
az B™ tér, e; egység vektorainak az index halmaza legven T

adott az X megoldds és a T = [A|b] (rdvid) pivot tdbla.

Begin

T ={jeT|z;>0}.Ig:=T é Tg, :=
if {a;|j € 7.} linearisan figgetlen then STOP
else

while (3i€ Js, ¢és je T\ Js, : ti; #0) do

1

pivotalas a #;; pozicion, Ig:=Tg'\ {i}, és JTs, = Ts, U{j}:
endwhile
while (i€ Jp, ¢és j€ T, \Tn, :t; #0) do
A := min {—Jr*— | 4 < [J} = I
if k # j then
pivotalds a #y; pozi cion és Jg, = (Tg, \ (kP u{s};
endif
x:=x+At; é&s TJo:={jeJ|x >0}
endwhile

endif

Az el6z6 algoritmus helyes miikddését és komplexitasat a kovetkezo allitas bizonyitasaban tisztazzuk.
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%]@.PAL_H{@@ dggyen Aadott ];qzxf%@#%mx” matrix és a b€ R™ vektor. Az eldzt nplgoritmus  egy
O(m n?) adott mequdésq_él kiindulva, legfeljebb 1épésben ¢és
legfeljebb aritmetikai miivelettel, el6alli t egy bazis megoldast.

Bizonyitas. Az elsé while ciklus utan a kovetkezo pivot tdblahoz jutunk.

.l I.h

n.l'r."i. . r‘|

TJs., Ja.

A maésodik while ciklusban, sorra megvizsgaljuk annak a lehetdségét, hogy valamely J € T+ \ T8 indexhez
tartozo valtozo értékét 1. vagy nullava tegyiik, 2. vagy az *i valtozo keriiljon be a bazisba, valamely Tk véltozo
helyére és az -k valtozo értéke az 01j bazisban legyen nulla.

A két eset egyikének a bekovetkezése attol fiigg, hogy a A érték kiszamitasakor hasznalt hAnyados nevezdjében
a k index megegyezik a J indexszel vagy sem.

Ha ¥ =J akkor az els6 esetet kapjuk és az i megoldasban ©7 = U lesz.

Amennyiben k# teljesiil, akkor a %i elemen pivotalunk és
Tg, = (Te, \ {1k} Ui}
adodik. Megmutatjuk, hogy az uj megoldasban T = 0 lesz.

Nyilvan | Ts [ =, teljesiil. Az els6 while ciklusban legfeljebb 7% mig a masodikban legfeljebb | Ts | —m,
pivotalasra keriil sor. gy Gsszesen legfeljebb 1 pivotalast hajt végre az algoritmus. Egy pivotalas aritmetikai
miiveletigénye, az 1.25. Lemma alapjan, legfeljebb n1m . Ezzel az algoritmus komplexitasaval kapcsolatos
eredményt megkaptuk.

Végezetiil lassuk be, hogy az algoritmus altal minden iteracidban eldallitott megoldas, megengedett megoldasa
az adott linearis egyenldtlenségrendszernek.

Az els6 while ciklusban, az adott X megengedett megoldas nem valtozik, hiszen ennek a célja egy olyan induld
bazis eléallitasa, amelyben minél tobb J € T+ indexti & vektor szerepel.

A masodik while ciklusban, az adott X megengedett megoldas, minden iterdcioban megvaltozik, minden
iteracioban, az 1j megoldas megengedett megoldas lesz és legalabb eggyel csdkken a pozitiv elemeinek a szama.
Igazoljuk elészor, hogy az 1j megoldas

x'=x+ (\'I.'I'.J. ahol A := min i |f” <) = Tk .
— ! "y

g

megengedett megoldas lesz,
Ax’ Ax+At;)) =Ax+ M At;j=b,

hiszen az ortogonalitasi tétel (1.48. Tétel) alapjan J € T+ \ Iby nem bazis indexhez tartozé i merdleges az
A matrix al* sor vektoraira. (A kezdeti bazis tabla esetén, az [R"™ tér egység vektorai voltak a bazis vektorok.)
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Be kell latnunk azt is, hogy ¥ () = 0 teljesiil. Vizsgaljuk meg egy tetszéleges [ index esetén az Ty elojelét,
figyelembe véve azt, hogy , tehat

i =3+ Al =0,

tij = 0

barmely { € J esetén, amikor . Tehat elegendd, azokra a J € J indexekre megviszgalni, amikor

by < f)’ de pontosan ilyen indexek esetén alkalmaztunk hanyados tesztet és hatiroztuk meg a A = 0 értéket.

Osszegezve, X = 0 teljesiil.

Végiil, meg kell mutatnunk, hogy az 0j megoldasnak legalabb eggyel kevesebb pozitiv koordinataja van.

Hal € T\ (T U{J}) , akkor fi = 0 tehat ¥ = 71 teljesiil, vagyis a koordinatak nem véltozhatnak meg

az 1j megoldasban, kivéve, ha L€ T, UJ} , de ez egyben azt is jelenti, hogy az uj megoldasnak nem lehet
tobb pozitiv eleme, mint amennyi a régi megoldasnak volt.

Ha® =J: J € T+ akkor

= o L —
Ty =14 f'nf_,._,. = T (_r) tij =0,
13

tehat az uj megoldasnak legalabb eggyel kevesebb pozitiv koordinataja lesz.

Ammenyiben k#3,7€Te \Tsy és k€ Ja, , akkor a pivotalas miatt @ tavozik a bazisbol és i belép a
bazisba. Tovabba

. _ L
T =TI+ Al = T 4 _.f_ tr; = 0,

kj
teljesiil. Ebben az esetben is azt kaptuk, hogy eggyel kevesebb pozitiv eleme van az 1j megoldasnak. [QED]

Azzal az implicit feltevéssel éltiink, hogy a A értékét a hanyados teszt egyértelmiien definidlja. Természetesen
ez egy komoly megkétés, hiszen eléfordulhatnak olyan esetek, amikor a A értékét ketté vagy tobb hanyados is
meghatarozza. Ekkor nyilvan az j megoldasban kett6 vagy tobb pozitiv elem valik az j megoldasban nullava,
s6t az 4j bazisban is lesz olyan @ vektor, amelyikhez tartozé valtozo értéke nullava valik. Ebben az esetben

modositani kellene az algoritmust oly modon, hogyha tij # 0, 1€ Tns J € To \ T8y egetén akkor az &
bézis vektort cseréljiik ki, az &7 bazison kiviili vektorral. Ezt tegyilk meg mindaddig, amig megfelel$ pivot
pozicié van.

Ez a modositas nem befolyasolja az el6z6 eredményiinket, csak pontositja az algoritmus mitkodését.

4.2. 3.2 Farkas-lemma

Ebben a részben a linearis egyenldtlenségrendszerek megoldhatosagaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a
2.4. és a 2.5. Lemmakat altaldnosithatjuk a (1) alakt lineéris egyenlétlenségrendszerek vizsgalatara.

A lemma megfogalmazasakor, ket 0j jeldlest vezetiink be: a nem negativ valos szamokat & , mig a nem
pozitivakat = jeloli a bazis tiblakon. Ezzel a jeloléseket késébb is hasznaljuk, amikor optimalitasi- és nem
megengedettségi kritériumokat, un. majdnem leallasi tablakat mutatunk be.

3.18. Lemma (El6jeles FarkasMinty tipusu lemma.) Legyenek {ar.az.....an. b} CR™ a4ott vektorok és

{er,ex,....ent CR™ g7 Bm t¢r egységvektoraibol allo bazisa. Jelolje J az @ és T az ©i vektorok index
halmazat. Az alabbi két (rovid) bazis tadbla koziil pontosan az egyik fordulhat el6:
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= = Frdld = i
. . Ni I
Jg b B B B
T
Ljrjr
P il
L-rh!
- b
0
Ty : TH
(l : i {
{l
ahol B' ¢s B” két kiilonbozé bazis az 1a1.82,....an,b.ere2....en} vektorrendszernek és a

Tp. Tp T T lletve a Lo Lo C :Er a B’ ¢ B" bazisokhoz tartozd megfelelé index halmazok. A nem
bazis vektorok index halmazat rendre J& Ja. Lo, ¢s Lo jeloli.

Bizonyitas.Az el6jeles FarkasMinty tipusu lemma bizonyitasa kdveti a 2.4. Lemmanal alkalmazott
gondolatmenetet, azaz eldszor az 1.48. Tétel felhasznalasaval megmutatjuk, hogy a két tabla nem fordulhat el6
egyszerre, majd pedig megadunk egy algoritmust, amelynek a leallasi tablai a lemmaban megadott tablak. Az
algoritmusrél nem lesz az sem nyilvanvald, hogy véges, ezért a végességét igazolnunk kell.

Mindkét bazis tablabdl, a Kkitiintetett szerepli b vektor oszlopabol (nem bazis vektor) illetve sorabol (bazis

! M
vektor) kiindulva hatarozzuk meg a th ¢s U vektorokat. Az ortogonalitasi tétel szerint a két vektor merdleges
! N
egymasra. A th ¢s T vektorokat az alabbi abrakkal illusztraljuk
‘ e L I =
T Js b B Iy
= | ®...® | 0 ... 0 | 1[0 ... 0 [0 ... 0
y = . . .
t) 1 * "
N[ T

! "
Négy lényeges dolgot kell észrevenniink a bazis tablak strukturajanak értelmezésekor illetve a t ¢ by

vektorok meghatarozasakor:

« A th vektor esetén, iy = 0 teljesiil, barmely # € L indexre. Ha i € Ip akkor az elsé bézis tabla

I
struktaraja miatt igaz, hogy ti, =0 . Mig, amikor i€lp akkor a t}, vektor definicidja miatt lesz a ty =0

"o - . o 7 . .
t; < 0 teljesﬁl barmely J € J indexre. Ha J € JB” akkor a mésodik bézis tabla

. o
<0 .Ha J € Js~ akkora b vektor definicioja miatt lesz a by = [)

tﬂ ,
« A "b vektor esetén,

struktiraja miatt igaz, hogy fu =

(0

« At vektor eseten az els6 bazis tabla strukturajat figyelembe véve, fJfJ =V teljesiil, barmely JE Tpr

indexre. Tovabba, ty =0 adodik, amikor J € T |

AN ! N
o Al =1 gty = 1, a by és th vektorok meghatarozasa miatt igaz.

Ekkor figyelembe véve az eldz6 megallapitasokat
t t) = Z thi s + Lo ths + Z thi thy < tiaty = —1, (3.10)

de ez ellentmond az ortogonalitési tételnek, hiszen

I T

[] Ln'l Tr - F::'Ir;'lll. _]' = [] I.'-{-I]-b
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kifejezést kapjuk, tehat egyetlen egy {ar,a2....,a,, by CR™ véges vektorrendszer esetén sem fordulhat el6
mindkét bazis tabla.

Két tabla koziil az egyik fennall: alkalmazzuk a szokasos eljarasunkat, azaz cseréljiink ki € (bézis) vektort i
vektorral ameddig lehet és hasznaljuk fel a 2.4. Lemmat. Ha a lemma masodik bazis tablajat kapjuk akkor az
allitasunkban megfogalmazott masodik bazis tdbla specidlis esetét kapjuk, hiszen a nem negativ elemek =
helyett nulla elemek allnak. Ha viszont a 2.4. Lemma els6 tablajahoz jutunk, akkor az alabbi tablat kapjuk

NG, ] Is

-.T-." ¥

Lp () :
0
Ha tib = 0 teljesiil barmelyik J € b esetén, akkor a lemméban megfogalmazott elsé bazis tablat kapjuk.

Kiilonben létezik J € Jb index, amelyre tin < 0 adodik. A masodik esetben az alabbi algoritmust (Criss-cross
algoritmus) alkalmazzuk:

1. Ha b vektor nincs a bazisban és a b oszlopdban a J& indexekhez tartozo egyiitthatok kozott csupa nem
negati v szam van, akkor készen vagyunk: az els6 tablat kaptuk.

2. Ha b vektor nincs a bézisban és valamely o < 0. 7 € Jg | akkor egy ilyen t+ elemen pivotdlunk: a b
vektor ekkor bekeriil a bazisba, és az &+ vektor tavozik.

3. Ha a b vektor a bazisban van és a sordban a JB oszlopaiban csupa nem poziti v egyiitthato talalhatd, akkor
készen vagyunk: a masodik tablat kaptuk.

4. Ha a b vektor a bazisban van és valamely fvs = 0. s € J& akkor ezen az elemen pivotalunk: a b vektor
ekkor tavozik a bazisbol, és az &s vektor bekeriil. Visszatériink az 1. ponthoz.

Azt kell még belatnunk, hogy a fenti algoritmus véges. A végesség igazolasahoz az el6z6 koncepcionalis
algoritmust finomitanunk kell, azaz a 2. 1épésben legyen

r=min{i:1 € Jp é& fy < 0}
Hasonlban, a 4. 1épésben legyen
s=min{j:j€ Tp és fh; >0}

Moédositasunk 1ényege: a minimal index szabadly alkalmazasaval a pivot elem kijeldlése a 2. és 4. 1épésekben
egyértelmil.

A minimal indexes criss-cross algoritmus végességét indirekt moédon bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy ciklizal az algoritmus egy adott vektorrendszer esetén. Az ilyen ciklizalos példak koziil
vegylink egy minimalis méretli példat. A példa minimalitdsa miatt a ciklus sordn minden valtozé belép, majd
(kés6bb) tavozik a bazisbol. Vizsgaljuk azokat az allapotokat, amikor a legnagyobb index(i &n vektor belép a
bazisba, illetve amikor tavozik onnan. Ekkor a kovetkez6 un. majdnem leéllési tablat kapjuk.
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T i
..?}_g h I}; Ller B
f Ts
N/
— 1] }
0
y i 0 : T 0

3
¥

A 1.48. Tétel (Ortogonalitasi tétel) felhasznalasaval megmutatjuk, hogy a két tabla nem fordulhat el ugyanarra
a véges vektorrendszerre. A t' és t” oszlop illetve sor vektorokat kiolvasva az elsé illetve a masodik bézis
tablabol, majd a (10) és a (11) dsszefliggéseket esetiinkre végigszamolva, a by < 0 65 T = 0 elemeket
kiemelve, a kovetkez6 0sszefiiggést kapjuk

T .
0=ty ty =D thth+ ity + > Loty < thty + iyt < ths ty = —1,
JET icT

ami ellentmondés. Ezzel belattuk, hogy a minimal indexes criss-cross algoritmus nem ciklizalhat, azaz véges
sok 1épésben leall, mert csupan véges sok lehetséges bazisunk van. A criss-cross algoritmus leallasi tablait, az
eléjeles Farkas-Minty lemma allitasaban szerepeld elsé €s masodik bazis tablaval adtuk meg az algoritmus 1. és
3. 1épésében.

Osszegezve, tetszOleges {ai,az,...,a,, b} CR™ véges vektor rendszer esetén az allitasban bemutatott két
tabla koziil pontosan az egyik fordulhat eld, és azt, amelyik eléfordul, a minimal indexes criss-cross algoritmus
bemutatott variansaval, véges sok 1épésben eldallithatjuk. [QED]

Az eclojeles Farkas-Minty lemma bizonyitdsdban, a Gauss-Jordan eliminacios modszernél, a valtozok
elojelkotésének a teljesitése illetve az alternativ linedris egyenl6tlenségrendszer egyenldtlenségeinek a
kielégitése érdekében, egy koriiltekintdbben megfogalmazott eliminaciés modszert, pivot algoritmust, kellett
definidlnunk. Ezt az algoritmust, a minimal indexes criss-cross mddszert, Klafszky Emil és Terlaky Tamas
fogalmaztak meg és publikaltak 1991-ben.

A kovetkez pszeudo-kod formaban 6sszegezziik az algoritmust.
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Minimal indexes eriss-cross algoritmus (elsd varidns)

Bemend adatok: m.n € M, b € B™ vektor;
az {ay, ay,..a,} C R™ vektorok és a J = {1.2,--- . n} index halmazuk;
az R™ tér, e; egység vektorainak az index halmaza legyven T;
adott Ty C 7, Tp C T bazis index halmazok é& T = [A|b] (révid) bdzis tabla.
Begin
while (Ji € Jg: t;, <0)or (Ij € Tg: ty; > 0) do
ifbe Jp
then
begin
r=min{i:i € Jg és 1y < 0},
pivotdilds a f,, elemen,
Jg = (Te\ {r}) U{b}
end
else
begin
s=min{j:j€ Jn és to; > 0}.
pivotalas a i, elemen,
Jg = (Tp \ {b}) U {s}
el

A 2.5. Lemma az els6, klasszikus, un. alternativa tétel, amelyet linedris egyenletrendszerek megoldhatésagaval
kapcsolatban bizonyitottunk. Az el6z6 lemma igazolasa utan, készen allunk arra, hogy a Farkas-lemmdt
kimondjuk és kidolgozott eszkdzeinkkel igazoljuk. Farkas Gyula eredményét 1894-ben publikalta eldszor
magyar nyelven, majd 1902-ben, az un. Farkas-tétellel egyiitt, németiil is.

3.19. Lemma (Farkas lemma, 1894, 1902.) Legyen adott az A € ™" matrix és a b € B™ yektor. Az alabbi
két linearis egyenlétlenségrendszer koziil pontosan az egyik oldhatd meg:

Ax = b _ yiA <0
x = u} (&1) y'b = 1 } (&2)

Bizonyitas. A kett6 egyszerre nem oldhaté meg, mert kiilonben a kovetkezo ellentmondasra jutnank:
" T
D=y Ax=y" b=1

Az egyik megoldhato: alkalmazzuk az el6z6 allitast (3.18. Lemma), a matrix oszlop vektoraibol és a b
vektorbol allo {an,a2....,a,, b} véges vektor rendszerre.

Ha az el6jeles farkas-Minty lemma els6 bazis tablaja fordul eld, akkor

Z tiwa; = b,

1T
adédik, ahol fis = 0. Ebbél az (€1) linearis egyenlStlenségrendszer megoldasét a kovetkezé modon irhatjuk fel

{ ta. ha i€ Tg.
I=

(. hﬂ i f—_ jg._;
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Amennyiben a masodik bazis tabla fordul eld, akkor tobb informaciora lesz sziikségiink, ezért irjuk ki a teljes
pivot tablat

T b I
74

TG 0 0

T T i P L
"-"?.ff "-'IH IH IH

amely segitségével az (£2) rendszert megoldo ¥ e ™ vektort, a kdvetkezd dsszefiiggéssel adjuk meg

tr;i. ha i€ T},
pu{ e 0 ieT

. S i
ha i € Ij.

A kompozicids tulajdonsdg felhasznalasaval, 1.49. Kovetkezmény alapjan, az ¥ megoldja az (£2) linearis
egyenl6tlenségrendszert. [QED]

Miel6tt lezarnank a (1) linearis egyenl6tlenségrendszer megoldhatosaganak a vizsgalatat, figyelembe véve
korabbi megjegyzésiinket, hogy barmelyik linearis egyenl6tlenségrendszer ilyen alakra hozhatd, nézziik meg,
hogy a Farkas-lemma hogyan alkalmazhato, formailag mas alaku, linearis egyenl6tlenségrendszerek
megoldhatésaganak a vizsgalatara. Tekintsiink egy nagyon egyszerii esetet.

3.20. Kovetkezmény Legyen adott az A € R™"" matrix és a b € R™ vektor. Az alabbi két linedris
egyenl6tlenségrendszer koziil pontosan az egyik oldhatd meg:

yiA =0
y'b =1 (€2)

Ax = b} (&)

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Farkas-lemmat, de ehhez az (€1) rendszert olyan formara kell hoznunk, amilyen a
3.19. Lemma (€1) rendszere. A gondot az okozza, hogy a feltételeink nem egyenléséges feltételek, ezért

beveztve a z eltérés vektor valtozot, az allitasunk (€1) rendszerét az alabbi formaban irhatjuk fel
Ax—z=Db, z>10.
Ez mar majdnem olyan, mint Farkas-lemma (&1) rendszere, csupan az a probléma, hogy az X eldjelkotetlen
valtozo. Tudjuk, hogy barmely valos szam felirhato két nem negativ valoés szam kiilonbségeként, igy
X=X —X ., ghol X X =0 teljesiil. Ezt behelyettesitve az eléz8 kifejezésbe és a sziikséges
atalakitasokat elvégezve kapjuk, hogy
Ax" —x J—z=h, x",x ,2=0

és az 0j valtozok segitségével az (€1) linearis egyenldtlenségrendszert, az alabbi formara transzformaltuk

Ax " —Ax —z=hb. x".x .z2>10.
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amely pontosapsglyan, mint (1), a Farkas-lemma elsé linearis egyenlétlenségrendszere. Bevezetve az y € R™

valtozokat, az alternativ parjat, a Farkas-lemma felhasznalasaval a kovetkezd formaban irhatjuk le

Az elsd és masodik linearis egyenldtlenségrendszerbdl kovetkezik az ¥ A = 0 Jinesris egyenletrendszer, mig a

harmadikbol, a valtozéra vonatkozd elbjelkotés, azaz Y = 0 . Osszegezve, az (£2)  linearis
egyenl6tlenségrendszert kapjuk meg. [QED]

Szamos szerz6, fontosnak tartja megfogalmazni a linedris egyenlOtlenségrendszerek megoldhatosagara
vonatkozo altalanos alakt alternativa tételt. Az allitast gy értjiik, hogy a matrixok és vektorok mérete olyan,
hogy az el6irt matrix szorzas és 6sszeadas milveleteket elvégezhetjiik.

3.21. Feladat Az alabbi két rendszer koziil pontosan az egyik oldhaté meg:

Yo P —yiQ@=0

Pxg+ Ax; = by 2 e

‘o YoAd=yiB<=0 .
{ FBx; < b £y ) L (E4)
- Xy > J[J_ | . Yobo—yib, =1 o

yi =0

Térjiink vissza a 3.18. Lemmahoz és tegyiik fel, hogy az A x = b linearis egyenletrendszer megoldhaté, ekkor
a 2.4. Lemma elsé bazis tablaja fordul eld. Kérdés: milyen el6jelstruktira jellemzi azt a tablat, amelyik
kimutatja, hogy a linearis egyenletrendszernek nem lehet olyan megoldasa, amelyben minden valtozo
eldjelkotott, azaz nem negativ.

3.22. Feladat Legyenek 121:az,....an, bt CR™ a4t vektorok és az B™ tér egység vektoraibol 4lld

bazisa, {er.ea,....ent CR™ Jelolje J az & és I az € vektorok index halmazat. Tegyiik fel tovabba
azt, hogy a

rang(a, as. ....a,) = rang(ay, as. ..., a,. b),

ekkor az alabbi két bazis tablabol pontosan egyik fordulhat elé

T: b I|l T L
v B B JH b B

Jp Tg
0| ' ' 0
Iy 0 : Ig 0 :
' L0 0
A masodik bazis tdblan lathatd eléjel struktarat primal nem megengedettségi kritériumnak nevezziik és fontos

szerepet fog jatszani a linearis programozasi feladatok targyalasa soran. Konnyen beldthatd, hogy barmely
x > 0 vektorral megszorzva a tablan jelzett i. sor t'*) sor vektorat, akkor

() x = Z tiyx; =0
JET
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adodik, ezzel szemben a Di (jelenlegi bazisban felirt) értéke negativ. Figyelembe véve, hogy a bazisok
egymasba transzformalhatok (1.38. Lemma), a kiilonbdzé bazisokban reprezentalt linearis egyenletrendszerek,
ugyanazt a megoldas halmazt (affin alteret) irjak le. A jelenlegi bazis reprezentacio pedig egyértelmiien azt
mutatja, hogy az affin altér nem metszhet bele a nem negativ ortansba, azaz a (1) linearis
egyenl6tlenségrendszernek, ebben az esetben, nincsen megoldasa.

A kovetkez6 bazis tabla par, az alternativ rendszer megoldhatdsagat elemzi.

3.23. Feladat Legyenek 121:az,....a., bt CR™ aqott vektorok és az B™ tér egység vektoraibol allo

bazisa, 1€1.€2,. ... €m} CR™ jelslie J az @ ¢s T az © vektorok index halmazat. Tegyik fel tovabba
azt, hogy a

ranglag, asz, ..., 8,) rarnglag, A, ..., A, b).

ekkor az alabbi két bazis tablabol pontosan egyik fordulhat eld

N/ Ty Fn Fn
2 B hy f- i3
LA 7
b i . | b
Iz| U Iy | J

Az el6z6 feladat elsé bazis tablajan lathatd eldjel struktirat dual nem megengedettségi kritériumnak szokas
nevezni. Ez is fontos szerepet fog jatszani linearis programozasi feladatok soran.

A linearis alternativa tételek néhany specialis esete nagyobb érdeklddésre tett szert, mint mas variansok. Az
els6, azért érdekes, mert nemlinearis programozasi algoritmusok elemzése soran fordul el6.

3.24. Feladat (Goldman tétel) Legyen az A € R™*" matrix és a b € B™ ¢ € E" vektorok. Ekkor az alabbi
két linearis egyenl6tlenségrendszer koziil pontosan az egyiknek van megoldasa:

e Ax=bh,clx=-1, x>0,

cylA<e

A kovetkez6 linearis alternativa tétel azért érdekes, mert az elsé linearis egyenl6tlenségrendszere olyan alaku,
amilyen megengedett megoldas halmazon a Karmarkar-féle projektiv skdldazdsiu belsépontos algoritmus (1984),

linearis programozasi feladatot polinomialis Iépésszamban megtud oldani.

Masfeldl, azért is érdekes az elsé linearis egyenldtlenségrendszer, mert a valtozirdl szigoru eldjelkotottséget,
azaz pozitivitast kovetel meg.

3.25. Feladat Legyen A € ™" tetsz8leges matrix, X € B" | ¥ € ™ yekiorok ¢s Y0 € B 1gazolja, hogy a
kovetkezd két linearis egyenldtlenségrendszer koziil pontosan az egyik oldhaté meg

« Ax =0, e'x=1,x>0,
Ay teyp<0,y0>0,

ahole=(1.1.....1) € R".

A linearis egyenl6tlenségrendszerek megoldhatdsagaval kapcsolatos vizsgélatok szempontjabol érdekes a
kovetkezd allitas, mivel azt mutatja, hogy
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« atételek alternativa forma helyet ekvivalens allitasokként is felirhatok, és

* az a tény, hogy vektorok kozotti egyenlétlenségek, idonként ugy is teljesiilhetnek, hogy egy-egy koordinata
esetén szigori egyenlbtlenséggel teljesiilnek, az alternativ rendszer esetén, szigortan el6jelkotott valtozot
eredményez.

3.26. Feladat Legyen B € R™", C e R*" D e R™" xeR" y e R™, 2z€R* ¢sue R . Bizonyi
tsa be, hogy a kovetkezo6 két alli tas ekvivalens:

. dx: Bx<0, Bx#0, Cx <0, Dx =0
. Ay zou): Bly+ Tz+ D'a=0,y >0,z >0.

4.3. 3.3 Az MBU-szimplex algoritmus

A (1) linearis egyenl6tlenségrendszer megoldhatosagat targyaltuk az el6z6 részben. A 3.19. Farkas-lemmaval,
mint alternativa tétellel, jellemeztik a (1) rendszer megoldhatosdgat. Amennyiben a linearis
egyenl6tlenségrendszernek nincsen megoldasa, az alternativ rendszer megoldasat allitottuk elé. A 3.18. Lemma
bizonyitasaban megfogalmaztuk a criss-cross algoritmust, amellyel megoldhatok a linearis egyenletrendszerek.
A criss-cross modszer végességét igazoltuk.

A (1) linearis egyenldtlenségrendszert, (linearis) megengedettségi feladatnak nevezziik. Az altalanossag

korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy rang(A) =m ugyanis a linearis feltételrendszer megoldhatosagat
ellendrizhetjiik, illetve a redundans linearis egyenleteket elhagyhatjuk a Gauss-Jordan eliminacio segitségével.

A megengedettségi feladatok legismertebb megoldatlan kérdése az, hogy 1étezik-e er6sen polinomialis futds
idejii pivot algoritmus a (1) probléma megoldasara.

A kovetkezd részben bemutatunk egy algoritmust, amelynek nem csak a végességét tudjuk igazolni, hanem
bizonyos nem degeneraltsagi feltételek mellett, az algoritmus 1épés szamara is adhatunk egy fels6korlatot. A
felsdkorlatunk egészegyiitthatos linearis egyenlétlenségrendszerek esetén fiiggni fog a feladat adatainak a
leirasahoz sziikséges tarigénytdl (2.13. Definicio), az L értékétol.

Ebben a részben megmutatjuk, hogy az Anstreicher-Terlaky monoton szimplex algoritmusnak (vagy MBU-
szimplex algoritmusnak) megfogalmazhat6 egy olyan varidnsa az (1) feladatra, amelynek a 1épésszamat az 1.
adja meg, ahol A a feladat adataib6l kiszamithaté konstans. Annak ellenére, hogy a /A konstans, a feladat
leirasdhoz sziikséges szamitogépes tarigénynek az adatok bithosszanak egy polinomjaval nem mindig
korlatozhato, és egy specialis nem degeneraltsagi feltevéssel is élniink kell az elemzésiink soran, eredményiink
mégis érdekes, hiszen hasonlé nem ismert a szakirodalombol.

A (1) linearis egyenl6tlenségrendszer és a linedris programozasi feladat kozott, amelyet késobb részletesen
targyalunk majd, a Iényeges kiilonbség, hogy a linearis programozasi feladat esetén a linedris megkotések
mellett, linedris célfiiggvényt szeretnénk optimalizalni (minimalizalni vagy maximalizalni). Mivel a linearis
programozasi feladat esetén, a megengedett megoldasok halmazat konvex poliéder irja le, ezért szokas a (1)
feladatot, linearis egyenldtlenségrendszert, megengedettségi feladatnak nevezni. Amennyiben, a linearis
programozasi feladat esetén a linearis célfiiggvény minden egyiitthatdja nulla, tigy a megengedettségi feladatot,
mint specialis esetet kapjuk vissza.

Visszatérve a monoton szimplex algoritmus varidnsanak a 1épésszam elemzéséhez, azt is kiemelhetjiik, hogy a
linearis programozasi feladatra, a Dantzig-féle szimplex algoritmus felfedezése Ota sem ismert olyan pivot
algoritmus, amelynek a 1épésszam becslését (Iépészsamara felsdkorlatot) az algoritmus elemzésébdl nyernénk.
A linearis programozasi feladat megoldasara definialt pivot algoritmusok nagy tobbségérdl megmutattak, hogy a
Klee-Minty feladaton, vagy valamely azzal nagyon hasonlé strukturaju exponencialis ellenpéldan, egy adott
bazisbdl indulva exponencialisan sok bazis csere segitségével allitjak eld az optimalis megoldast. A pivot
algoritmusok tobbségénél, a végesség bizonyitasan kiviil, ez az egyetlen elméleti jellegii timpont az algoritmus
elméleti hatékonyséagara, altalanos linedris programozasi feladat esetén.

Lineéris programozas esetén, a célfiiggvénynek jelentds szerepe van abban, hogy a Klee-Minty feladaton a
szimplex moédszer az origobodl indulva, a Klee-Minty kocka minden csucsat meglatogatja. Ennek ellenére, nem
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kétséges az, hogy a 3.18. Lemmaban definialt criss-cross mddszer illetve ebben a részben bemutatasra keriil6
monoton szimplex algoritmus varians, a (1) linearis egyenl6tlenségrendszer megoldasa soran exponencialis
1épésszamu lehet. (Természetesen, matematikai szempontbol az allitds akkor lenne teljesen korrekt, ha az
emlitett algoritmusokra, a Klee-Minty feladathoz hasonléan, megadhato lenne egy jol leirhaté megengedettségi
feladat, tetszGleges dimenzidban, amelyen az emlitett algoritmusok valamely adott bazisbol indulva
exponencialisan sok iteracioval jutnanak el egy megenegedett bazisba. Annak ellenére, hogy ezekre az
algoritmusokra ilyen példat nem ismeriink, a szakmai kozmegegyezés szerint, ezek az algoritmusok nem
lehetnek polinomialis komplexitasuak.)

A bemutatasra keriild6 monoton szimplex algoritmus varians, rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy ha
valamelyik valtozd a szamitasi eljards soran megengedetté valt, akkor ezt a megengedettséget mindvégig
megorzi, tehat a feladat megoldasa a valtozok megengedettségének az elérése monoton modon torténik.

Az MBU-szimplex algoritmusrol egy nem degeneraltsagi feltétel mellett kimutatjuk, hogy mA iteraciéra van
sziikségiink a feladat megoldasahoz. Tekintettel arra, hogy a nem degeneraltsagi feltétel teljesiilését nem lehet
apriori bizonyitani, igy minimal-index szabaly segitségével bizonyitjuk hogy az MBU-szimplex algoritmus
végességet.

Az MBU-szimplex algoritmus geometriai tulajdonsagai, hasonléak a criss-cross modszeréhez, abban az
értelemben, hogy az algoritmus a megengedettségi feladat feltételei altal alkotott metszésrendszer szomszédos
metszéspontjain nem megengedett bazisokon- - halad keresztiil. Eltér azonban a criss-cross algoritmust6l abban,
hogy ha valamely iteracido soran az aktualis bazis megoldas egy adott feltétel altal meghatarozott hipersik
megengedett oldalara kertilt, akkor a tovabbi iteraciokban eléallitott bazis megoldasok sem fognak ezen feltétel
nem megengedett oldalara keriilni.

Az MBU-szimplex algoritmus altaldnos bevezetdjét talan célszerti azzal befejezni, hogy az altaldnos, nem nulla
alsokorlatl, (maximalis) halézati folyam feladathoz, a most ismertetésre keriild6 MBU-szimplex algoritmus egy
egyszerli modositasaval eléallo 0j variansaval (lllés T. és Molndr-Szipai R., 2012), er6sen polinom 1épésben
lehet, a halozati folyam feladat egy tetszbleges se nem primal, se nem dual megengedett bazis megoldasbol,
primal megengedett bazis megoldast eléallitani.

Egy rogzitett £ bazis esetén, az MBU-szimplex algoritmus targyaldsakor a kovetkezd particiokat fogjuk
hasznalni:

Ig=IoUIgUI,,

ahol

Ip={icIp:7i>0}. In={icIp:5i=0} é Igz={ieIp:x<0}.
Idénként, ha csupan a megengedettségét szeretnénk hangsulyozni bizonyos bazisvaltozoknak, akkor az

Ip=IpU Ig’ jelolést hasznaljuk. A particionak megfeleld bazistabla a kovetkezd

¢ - : } I
J Ifl }I?s
k ; }I B

1. dbra. A bézis particionalisa,

A legtobb szakirodalombol ismert pivot modszer primal megengedett sorban csak pozitiv elemen végez
baziscserét (pl. primal szimplex), illetve primal nem megengedett sor esetén negativ elemen végez baziscserét
(pl. dual szimplex) esetleg a kétféle stratégiat 6tvozi (pl. criss-cross modszer). Ezt felismerve Fukuda és Terlaky
(1997), bevezették az igynevezett elfogadhato pivot fogalmat. Az MBU-szimplex algoritmus ennél altalanosabb
feltétellel definialt pivot valasztast is hasznalni fog. A pozitiv értékli valtozo soraban pozitiv pivot elemen
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végzett pivotalas, felfoghatd az elfogadhaté baziscserék dudl oldali pivotjanak megengedettségi feladatokra
vonatkoz6 megfeleldjeként. A degeneraltasag kezelésekor a degeneralt sorokban pozitiv, illetve negativ elemen
is végezhetiink baziscserét.

3.27. Definici6 Egy adott 3 bazis és T pivot tabla esetén a Lij elemet altalanositott elfogadhaté pivot elemnek
nevezzik, ha

1. = IB és f,‘_,‘ < [), vagy
2 1€LH g5 tij > 0 \agy
3. 1€T gstij 7 0,

Algoritmusunkban, és a késGbbiekben bevezetett részfeladatok megoldasakor altalanositott elfogadhatd
baziscseréket hasznalunk. Az algoritmus megfogalmazasahoz sziikségilink lesz a degeneraltsag fogalmanak a

finomitasara. Vezessiik be ¢ € Ln esetén a
K,={ieI}:t,>0}
jelolést.

3.28. Definici6 Egy I3 bazist nem degeneraltnak neveziink, ha Xz egyik komponense sem nulla. A B bazis
degeneralt, ha az X5 bazismegoldasnak van nulla komponense.

A degeneraltsag jelensége az aktualis bazistol is fiigg, oly modon, hogy az adott bazismegoldas eldallithatd a

crer

megkiilonboztetni.

3.29. Definici6 A I degeneralt bazist lokalisan gyengén degeneraltnak nevezzik az S € Iy indexre
vonatkozoan, ha Ke=10 , illetve lokalisan erdsen degeneraltnak nevezziik az s indexre vonatkozoan, ha

Ke# 0.

Tegyiik fel hogy egy adott 3 bazis esetén eldontottiik, hogy a bazistdbla s. oszlopdban kivanunk nem
degeneralt sorban altalanositott elfogadhaté baziscserét végezni olymddon, hogy a degeneralt valtozok ne

valjanak nem megengedetté. Figyeljiik meg, hogy ez pontosan akkor lehetséges, ha Ko=1, Egy ilyen, az s
indexre nézve lokalisan gyengén degeneralt tablat mutat a 2. abra.

&

2. abra. Lokdlisan gvengén degeneralt pivot tabla.

3.30. Definicié Legyen adott egy &3 bazis és egy €7Ts index. A megfelelé bazis tabla egy Lij elemén

végzett pivotalast ¥ noveldonek neveziink, ha
1. alii elem altalanositott elfogadhato pivot elem,
2. Lp €Iy ¢

3. Tp = Ty teljesiil,
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ahol X az aktualis megoldést, 53 az 0j bazist és X az 1j bazismegoldast jelli.
Az 'r noveld pivotalasra mutatunk egy egyszertii példat.
3.31. P¢lda Tekintsiik a kovetkez6 rovid pivot tablat.

I i .J'_-I
T 0 -1 0
| 1 —1 ]

'y J. () -a

A tabla egyetlen nem megengedett valtozojanak a soraban egy negativ elem talalhato, igy a vezérvaltozo az '3,
és az T4 oszlopaban végziink pivotalast. A vezérvaltozod soraban a pivotalas nem lenne noveld, mert az 2
valtoz6 nem megengedetté valna, ellentmondva a definici6 2. feltételének. Mivel a tabla gyengén degeneralt (

Ka=10 ), igy van -3 ndveld baziscsere, azaz az 2 tavozik és az ¥4 belép a bazisba.

Ts T,
i 0 =1 i
Ty 1 -1 1

ry | 1 1 1

Célunk -Fr noveld pivotalasokat végrehajtod algoritmust megfogalmazni. Ismereteink szerint a szakirodalombol
egyetlen I'r noveld pivotalasokat végz6 algoritmus ismert, Anstreicher és Terlaky (1994) altalanos, primal
illetve dual megengedett megoldasbdl induld linearis programozasi feladatokra megfogalmazott primal illetve
dual oldali monoton-szimplex algoritmusa.

Sajnos léteznek olyan bazistablak, melyen nincs r noveld pivotalas, ahogyan azt a 3. abra példaja is mutatja. A
probléma egy megengedett megoldasa az T1 = T2 = 0,13 = 11 = 1 m¢g sincs az egyetlen negativ értékii
sorhoz néveld pivotalas.

Ty T4
, [-1 0 -1
TIa 1 =1 0

3. abra. Lokdlisan erdsen degeneralt tabla, melyen ninesen x, niveld pivotalas, ahol r = 1.

Ebben az esetben, az MBU-szimplex algoritmus, degeneralt pivot lépésre kényszeriil majd, az 2 és T3
valtozok kicserélésével.

Algoritmusunk a monotonitas elérése érdekében a kovetkezd szemléletes képet koveti. Kivalaszt egy, az adott
megoldasban nem megengedett valtozot, melyet az elkovetkezd iteraciok soran megengedetté kivan tenni.
Mindaddig, mig ezen valtozé megengedetté nem valik, ezt a valtozot vezér valtozonak fogjuk nevezni. Az I'r
vezérvaltozd megengedettségét monoton modon javitjuk -I'r noveld baziscserék segitségével. Latni fogjuk, ha
az algoritmus csupan nem degeneralt, vagy lokalisan gyengén degeneralt bazistablakon halad, akkor ez mindig
megtehetd.

Az T'r noveld baziscsere megtalalasanak érdekében a baziscserére kivalasztott oszlopban két hanyadostesztet
kell végezni, melyek értékének viszonyabol allapithatd meg hogy végezhetd-e baziscsere a vezérvaltozo
soraban, vagy altalanosabb I+ noveld baziscserére van-e sziikség.

Az algoritmus leirasaban a két hanyadosteszt értékét e’l-gyel és O2-vel jeloltiik. A definicidjukbol kdnnyen
lathato, hogy 1 >0 ¢ 220 , tovabba ha a megfeleld bazis lokalisan nem erdsen degeneralt, akkor
By >0 Az algoritmus belso ciklusanak célja a vezérvaltozé megengedettségének eldallitasa.

Megmutatjuk, hogy az algoritmus kizarolag “r noveld baziscseréket végez, ha az adott 5 bazis a kivalasztott
nem bazis valtozora nézve nem erdsen degeneralt. A kovetkez6 allitasban azt az esetet vizsgaljuk, amikor éppen
a vezérvaltozo tavozik a bazisbol.
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MBU-szimplex algoritmus megengedettségi feladatokra

Bemend adatok: A € ™" be R™,
B e R™™™ az A regularis részmatrixa,
T:=B'Ab:=B"'bI;:={ieT|b <0}

Begin
while (I, # () do
Legyven r € I tetszoleges (vezér valtoza), rDone := false.
while (rDone = false) do
J; ={j € In|t,; <0}
if (7 =) then
nincs megengedett megoldas, return
endif
Legven s € 7 tetszileges, K, := {i € I | t;, > 0}.
if (K,+#0) then
(T.1) = DegEljaras(T,Ig.r).
if (I €Zx) then
8=l
clse
endwhile
x megengedett megoldas,

End.

3.32. l%llités Az MBU szimplex algoritmus egy adott 1épésében az aktuéalis I3 bazis esetén legyen " €1y ¢
qelp .ty >0 Tegyiik fel, hogy

f ;
i:HEE‘H1= x =1,

t g8 ra

ahol by <0t <0, by 20 g5 tas > 0 Exkor az algoritmus a %rs elemen végez béziscserét. Jelolje a
baziscsere utani 4j bazist 13" . Ekkor

teljesiil, és igy

|Z5| > |Zs]-
Bizonyits. A trs elemen végzett baziscsere soran az Tr valtozé tavozik a bazisbol, és igy Uj értéke nulla, mig
az T's valtozo belép a bazisba. Jeldlje az 1j bazishoz tartozé megoldast és igy az 0j bazistabla jobboldalat b™ .

Bizonyitasunk esetszétvalasztason alapszik.

v b
+ Az s index esetén a megfeleld jobboldal b = s 0, >0

megengedett lesz.

vagyis a vezérvaltozo helyére belépd valtozo
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PRI b f b ~
c Azt€Ig,1# s gsetén) ag j jpbboldalt b =bi -4, képlgttel szdmolhaté ki. Ha fis =0, akkor
felhasznalva, hogy , és adodik, hogy mivel cgy Ilel}me(gatlv szgl ot adunk a
b tis =0 L
mar amigy is pozitiv ~ jobboldalhoz. Egyébként, ha akkor a atalakitas
alapjan, mivel a vezérvaltoz6 soraban torténik a baziscsere, ezért a

L !
% > 0, > 0, LAy

LE ra

feltétel alapjan U = 0.
: =0 _ JAEL by @, =
. Legyen i € T% Az Gj jobboldal értéke U = Ui Mivel s = 9270 g E . vagyis a
= _tib _ _ >
Ks=1 ¢ igy a tis < 0, Figyelembe véve a b = 0 felételt i is, a b= = tia©1 2 teljesﬁl.

Mivel minden esetet szamba vettiink, igy megmutattuk hogy megengedett valtozé nem valik negativva a

=

baziscsere folyaman, de az ¥+ korabban nem megengedett vezérvaltozdé megengedetté valt, igy |:Lr B IB' .

Ezzel allitasunkat belattuk. [QED]

A kovetkez6 allitas azzal az esettel foglalkozik, amikor nem a vezérvaltozé soraban valasztunk pivot poziciot.
Ha az aktualis bazisunk nem lokalisan er6sen degeneralt a vizsgalt nem bazis valtozora nézve, akkor az
algoritmus altal valasztott baziscsere tovabbra is *r noveld lesz.

3.33. Allitas Az algoritmus egy adott Iépésében az aktualis 13 bézis esetén legyen 7 € L& ¢s 4 € Li tgs = 0
. Tegyiik fel, hogy

b b,

0<-2L=0,<0, =

T E] r&

ahol by <0t < 0, by 20 g5 te >0 Eppen az esetben az algoritmus a ‘o5 elemen végez baziscserét.

Jelolje a baziscsere utani bazist 5" . Ekkor Ip\q S Ip\ist & 0> b7 = b,

degeneralt, vagy lokalisan gyengén degeneralt az s indexre nézve, akkor by > ¢

Amennyiben a bazis nem

Bizonyitas.Az el6z6 allitasban bevezetett jeloléseket és gondolatmenetet hasznalva a hanyadostesztekbdl

adodik, hogy tetszoleges ¢ € Ty index esetén ! € Lpy teljesiil ? 7 4 esetén.

I

1 )
- B
Tovabba, mivel s = ,igy 5 € Th ¢

I:r~{"f - Iy, {}

biztositja, hogy egy mar megengedett valtoz6 ne valjon negativva. A vezérvaltozd megvaltozasat

F=b— o b > §
br=b - formula adja meg, ahol 1= hiszen trs < 0, Tas = 0 gg b, 20 a0, <0, feltevés
e

miatt bqs adodik, és igy

t..h

0>b=b — =1

I'FJ"!

Amennyiben a bazis nem degenerélt vagy lokélisan gyengén degenerdlt az $ € Ly indexre, akkor definicio
>0 —tragt >0
szerint ©2 > 0 teljesiil, tehat ’r L , igy
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L
0>b"=0b,— r;—“ = b

(il
1

r

teljesiil. Ezzel allitasunkat belattuk. [QED]

Geometriailag a 3.33. Allitast ugy lehet értelmezni, hogy a baziscsere sordn a vezérvéltozé altal kijeldlt
feltételhez kozelebbi megoldast kapunk.

A 3.32. és 3.33. Allitasokat 6sszefoglalva kapjuk az alabbi kovetkezményt.

3.34. Kovetkezmény Az MBU szimplex algoritmus megengedettségi feladatokra, ha lokalisan nem erésen
degeneralt bazisokon halad, akkor minden 1épésben 'r ndveld baziscserét hajt végre a vezérvaltozora nézve, és

igy véges.

Bizonyitds. Mivel a lehetséges bazisok szama véges, igy elég megmutatni hogy az algoritmus nem ciklizal,
vagyis ugyanaz a bazis nem fordulhat elé kétszer. Mivel feltettiik, hogy a bazisok, amelyeken az algoritmus
végighalad nem lehetnek lokalisan erdsen degeneraltak, ezért a 3.32. és 3.33. Allitasokbol kovetkezik, hogy az
algoritmus minden 1épésben '+ ndveld baziscserét hajt végre a vezérvaltozora nézve, igy minden 1épésben vagy
egy Ujabb valtozd valik megengedetté, vagy pedig a vezérvaltozo értéke novekszik, igy kétszer ugyanaz a bazis
megoldas nem fordulhat eld. [QED]

A 3.31. Példa folytatasaként bemutatunk egy a vezérvaltozé soraban torténd pivotaldst is. Ezzel az MBU
szimplex algoritmusunk mindkét, nem degeneralt pivot fajtajara (£~ ndveld pivotalasra) példat adunk.

3.35. Példa Pivotalasra a vézérvaltozo soraban keriil sor, mert B =1 ¢ By = +o0.

.I"! .f-:'l
| 0 =11 0
el 1 =1 1

Ty 1 1 1
A tabla tovabbra is degeneralt, a baziscsere oszlopa egyértelmii, hiszen az -'s vezérvaltozo soraban csak egy
negativ elem van. A gyengén degeneraltsag miatt és a hanyados teszt értelmében, a vezérvaltozd soraban

elvégezhetd a baziscsere.

Fa Ty

r|=-1 =1[1]
| 0 =12
T 1 1|1

A 3.32. és 3.33. Allitasok és a 3.34. Kovetkezmény az MBU-szimplex algoritmus pivotalasi szabalyat jellemzé
eredények. Anstreicher és Terlaky cikkiikben linearis programozasi feladatra definialt primal MBU-szimplex
algoritmusukra hasonlé eredményeket igazoltak.

A tovabbiakban a vezérvaltozo értékének a novekedésére also korlatot adunk, és igy az algoritmus Iépésszamara
felso korlatot allitunk eld.

A rovid pivot tabla és a bazismegoldas definicidja alapjan a rovid pivot tabla egy oszlopara és az aktualis
bazismegoldasra teljesiil, hogy t« = B 'a. és b = B~'b, vagyis a t« és b vektorok a B = a, jlletve
Bv = b lineéris egyenletrendszerek egyértelmii megolddsai. A Cramer szabély alapjan tetszoleges * € Ig
index esetén

det(B;,) . < det( B;)

“E et (B) T den(B)”

ahol a Bis € R™™™ matrixot ugy kapjuk, hogy a B bazis i. -ik oszlopat kicseréljiik az @ vektorra, és
hasonléan, a Di matrix a B i. oszlopanak b vektorra cserélésével keletkezik. Egy olyan ¥+ noveld pivot
soran, mely nem a vezérvaltozo soraban torténik, a 3.33. allitdsban bizonyitottak alapjan
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bo g teby _ det(B,) SeiB s det(B,)  det(B,,)det(B,)
=1 as  det(B) lltTf_j}-_ll  det(B) det(B,,) det(B)

ahol

_1|.{‘l (.. det( H.,; |
det(B,,) det(B) ~

teljesiil a bazis lokalisan nem erésen degeneralt volta miatt. Jelolje

A , det(B..)det(B,) B az A reguldris részmatrixa és
Ay o= min § — _ ; b odet(Brs) _ o det(Bg)  n det(Bg) o
det [;‘i'r*-“h\“- '”] det( B) - 0, det( By ~ 0, det{ B 7 0
a vezérvaltozo értékének minimalis novekedését. Felhasznalva hogy csak lokalisan nem erdsen degeneralt
bazisokat vizsgalunk adodik, hogy Ay=0 véges, és

t.b, 3 det(B,) det(B,,)det(5,) " det(B,)
fgs det(f3) det( B ) det(2) — det( )

hjl = -!.JJ — A

Osszefoglalva, az T+ noveld pivot vagy megengedetté teszi a vezérvaltozot, vagy annak értékét legalabb Ay-
val noveli. Habar a végesség bizonyitdsahoz ez mar elegendd lenne, a 1épésszam felsé becsléséhez meg kell
becsiilniink a vezérvaltozok lehetséges legnagyobb abszolut értékét. Legyen

_ll'iul:u-: = INax _‘—](\l{!;r] H '\_"i'”_l:."lill:.‘{'i' :I}I . _Hﬁ”“l“”:f?.}}- l:fl:‘ ; N
det( 13 BeR az A egy regularis részmatrixa
a lehetséges legnagyobb abszolutértékii jobboldal a Cramer szabaly alapjan. Ha a feladat nem trivialis, és van
P— AIIIID‘
olyan bazis mely esetén van negativ jobboldal, akkor Aoy pozitiv és véges. Legyen AeZ g™ [ 24 ]

A kovetkezd allitasban felsé korlatot adunk az algoritmus belsd ciklusinak maximalis hosszara, vagyis azon
iteraciok szamara, melyek soran a vezérvaltozo értéke ndvekszik ugyan, de nem valik megengedetté.

3.36. Allitas Tegyiik fel, hogy az algoritmus lokalisan nem erdsen degeneralt bazisokon halad végig. Legyen

"€ 1lg a7 aktualis vezérvaltozé indexe. Ekkor az algoritmus legfeljebb /A baziscserét végez mieldtt a
vezérvaltozd6 megengedetté valik, vagy legfeljebb A baziscsere alatt kimutatja hogy a megengedettségi
feladatnak nincs megoldasa.

Bizonyitas.A definiciok alapjan a vezérvaltozo legkisebb értéke —Auax lehet, melynek értéke minden

iteracioban legalabb Ay -val novekszik, igy legfeljebb A iteraciot végezhet az algoritmus mieldtt a kovetkezd
Tr noveld pivot a vezérvaltozot megengedetté tenné, vagy elallit egy primal infizibilis tablat. [QED]

Készen allunk az algoritmus 1épésszamanak becslésére.

3.37. Tétel Tekintsiik az (1) megengedettségi feladatot, és tegyiik fel hogy az algoritmus lokalisan nem erésen
degeneralt bazisokon halad végig. Ekkor az MBU-szimplex algoritmus legfeljebb mA baziscserét végez a
feladat megoldésa soran.

Bizonyitis.A 3.36. Allitas alapjan az algoritmus legfeljebb A baziscserét végez egy-egy vezérvaltozo
megengedettségének bedllitasa eldtt, vagy elér egy infizibilis tablat. Az algoritmus induldsakor a
nemmegengedett valtozok maximalis szama megegyezhet a sorok szamaval. A 3.32. és 3.33. Allitasok alapjan,
ha egy valtozd megengedett egy iteracid soran akkor az is marad, igy az algoritmus nem ciklizalhat, és
legfeljebb mA 1épésben vagy megoldja a feladatot, vagy kimutatja, hogy a feladatnak nincs megoldésa. [QED]
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Megmutattuk, hogy a nemdegenraltsagi feltétel teljesiilése esetén az algoritmus véges, és korlatot tudtuk adni a
sziikséges baziscserék maximalis szamdra. Ez a fels korlat gyakran nagyon durva, igy érdekes kérdés lenne
dlyan feladatosztalyokat keresni, amelyek esetén a korlat jol szdmithat6, vagyis konnyen meghatarozhatok a

és szamok. Egy nyilvanvalé mdédon felmertiild ilyen feladatosztaly a teljesen unimodularis matrixok
osztalya, azonban a legtobb ilyen tulajdonsagu feladat er6sen degeneralt, igy a becslés csak a lokalisan nem
erbsen degeneralt jhazigsoserék szamara ad egyszerli felsc”b korlatot. Ezen fels6 korlatra a det@nﬁla}mﬂl}

meghatarozasabol esetén egyszerii szamolassal a  oszlopa szerinti kifejtést hasznalva
adodik.

Eddig azzal az esettel foglalkoztunk, amikor a Ks = @ (gyengén degeneraltsag) teljesiilt az MBU-szimplex

algoritmus 4ltal meglatogatott dsszes tablan, figyelembe véve az & € Ix index kivalasztasat is. Nem ez az
altalanos esete, hiszen a degeneraltsag (er6s degeneraltsag), természetesen el6forduld jelenség a linearis
egyenlrendszek és linearis egyenl6tlenségrendszerek megoldasa soran.

Egy lehetséges degeneraltsag elleni DegEljaras, a minimal index szabaly felhasznalasaval a kovetkezd
(T 1) = DegEljaras(T. I}, r)
Bemend adatok: 7, :={j €Iy :1,; < 0}

begin

while (7~ #0) do
Legyen k € Joa minimalis index.
Legven I, = {i € I | tu > 0})
if (I, 1 then

A hivé tabla gyengén degeneralt, Return(T', k).

endif
Legyen [ € Z,) a minimalis index.
Pivotalas a . elemen,

endwhile

A hivd tabla nem megengedett, Return (T, —1).

end

Lo | 0

Gyengen degeneralt Nem megengedett

4. dbra. A degenericid elleni eljards ledlldsi tabldai a degenerilt részfeladatra és a

vezcrvaltozo sorara megszoritva.,

A degeneraltsagi eljaras nyilvan a pivot tablanak csupan azt a részét hasznalja, amely a degeneralt sorokbol és a

vezér valtozo sorabol (Ib’ uA{r} ) all. Ennek kovetkeztében a degeneracios eljaras leallasi tablai a kovetkezok:
1. gyengén degeneralt tdbla, 2. nem megengedett tdbla. A degeneraltsagi eljaras leallasi tablait a degeneralt
sorokra és a vezérvaltozo sorara megszoritva a 4. dbra mutatja be.

Figyeljiik meg, hogy a degeneracio elleni eljards mindkét leallasi tablaja biztositja az teljes algoritmus
végességét, hiszen a teljes tablara nézve az egyik esetben noveld pivot lehetséges, mig a masik esetben nem
megengedettség miatt az algoritmus véget ér. Igy elegendd bizonyitani hogy a degeneraci6 elleni eljaras véges.

3.38. Tétel Ha a degeneracios eljaras a minimal indexes pivot elem valasztasi szabalyt alkalmazza akkor véges.
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Bizonyitas. A DegEljards ogee 5 teljes feladat csupan a degeneralt sorokbdl és a vezérvaltozo sorabol all.

Tegytik fel indirekt hogy a degeneracio elleni eljards nem véges. Mivel a bazisok szdma véges, igy ez csak ugy
lehetséges, ha az eljaras ciklizal. Tekintsiink egy minimalis méretli ciklizalo példat. Az ilyen tulajdonsagu
feladat esetén minden valtozo a vezérvaltozo kivételével végtelen sokszor mozog.

Jelolje I a legnagyobb mozgd indexii valtozot és legyen a [3' bazis olyan, amely esetén az Tt bazison kiviili
valtozd. Mivel az algoritmus a lehetséges i valtozok koziil a legkisebb indexiit valasztja ki, ez csak ugy

lehetséges, hogy ha a B’ bazishoz tartozo ) vektorra frt < U jlletve ti = 0, barmely # € T — {1} esetén.

Tekintsiik most azt a 13" bazist, mikor az 71 véltozo legkdzelebb kilép a bazisbol. A belépé valtozo legyen az
M

Tk . Mivel a minimdl indexes szabaly, a maximalis indexti elemet valasztja ki kilépésre, ezért a “k vektor esetén

th >0 ), <0 th <0, i€ I\ {1} ¢s ik =0, 1 €Iyw teljesiil.

Az elmondottak alapjan, nyilvanvald, hogy a skaldris szorzatot, a masodik bazis szerinti index halmazok
i M .

Litic =0 barmely # € Ino esetén az ©
t

"
segitségével kell felirni, mert ik vektor tulajdonsdgai miatt.

o N
Figyelembe véve az 1.48. Ortogonalitasi tételt, t"""/ és Yk merdlegesek egymasra, azaz

fr|T i r P r ri [} r [ P [
0=t""t{= > it + ittt <ttt 8
ie%,,\ {1}

Figyelembe véve a by < 0 gt = 0 lletve Trr = 1 6s Tk < 0 feltételeket

eyl ]
0=t"""tf <, 1 +1

r [}
th, <0

adodik, ami ellentmond az ortogonalitasi tételnek. [QED]

Most mar készen allunk arra, hogy tetszéleges estre igazoljuk az MBU-szimplex algoritmus végességét a
DegEljaras végességének a felhasznalasaval.

3.39. Tétel Ha az MBU-szimplex algoritmus a minimal indexes pivot elem valasztasi szabalyt alkalmazza akkor
véges.

Bizonyitas. Nem erésen degeneralt feladatok esetén a noveld baziscserék biztositjak hogy egy adott bazis ne
térhessen vissza. Erdsen degeneralt pivot tablat a degeneracio elleni eljaras a 3.38. Tétel alapjan véges 1épésben
gyengén degeneralttd konvertdlja vagy kimutatja hogy a feladat nem megengedett anélkiil, hogy a tabla
jobboldalat megvaltoztatna. [QED]

Gyakorlati szempontbdl, az MBU-szimplex algoritmus hasznalata soran elegend6, akkor alkalmazni a minimal
indexes pivot elem vélasztasi szabalyt, amikor a DegEljaras
egyetlen korabbi bazis sem térhet vissza.

elindul, hiszen azon kiviil biztositott, hogy
Az MBU-szimplex algoritmus hasznalatat a kovetkez6 példan illusztraljuk és azonnal dssze is hasonlitjuk a
criss-cross algoritmus egy variansanak iteracioival.

3.40. Példa Oldjuk meg a a kovetkezé megengedettségi feladatot a criss-cross illetve az MBUszimplex
algoritmusokkal

I F2rs+ a4+ x5 = 80
2y +xs = 40

&Iy, Ig, Ly, Ly, Ly > {
Az indul6 bazistabla eldallitasa érdekében a kdvetkezo atalakitdsokat végezziik el:

+ A masodik sort osztottuk 2 -vel, igy az 3 valtozd a masodik béazis véltozo lett.
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+ A harmadik sort szoroztuk — ! -gyel annak érdekében, hogy kisebb egyenld tipust egyenlétlenséget kapjunk.

* Az els6 és harmadik egyenldtlenségeket, az 51 és 53 eltérés valtozok bevezetésével egyenletekké alakitottuk
at. Az 51 ¢és 33 eltérés valtozok, természetesen eldjelkotott valtozok lesznek, hiszen az egyenldtlenség bal- és
a jobboldala kozotti eltérést méri. As 51 és 53 az els6 illetve harmadik bazisvaltozo lesz. Mivel rovid bazis
tablaval dolgozunk ezért az oszlopaikkal (els6 illetve harmadik egységvektor) nem egészitettiik ki a bazis
tablat.

.I'l o ol T .|"|_ Te IrJ

1 30 |
% 10
—1 | —40

Z61d illetve piros szinekkel az MBU-szimplex illetve a criss-cross algoritmusnak megfelelé pivot poziciokat
jeloltiik ki. Azonnal lathatd a két algoritmus kozotti 1ényeges kiilonbség: a criss-cross modszer mohd modon
probal pivotalni, egyetlen célt tartva szemel6tt, hogy az éppen nem megengedett feltételt megengedetté tegye.
Ezzel szemben, az MBU-szimplex algoritmus, els6dlegesen azokat a feltételeket, amelyek mar megnegedettek,
szeretné megengedettként megtartani és ha lehetdség kinalkozik, akkor egy nem megengedett feltételt
megengedetté tenni.

Elészor végezziik el a criss-cross algoritmus altal kijelolt pivotot: figyelembe véve a minimal index szabalyt, a

pivot pozicié f32 = —2 és ekkor az 53 tavozik és az T2 belép a bazisba. A kovetkezé bazis tablahoz jutunk.
.I'l .."__l .J';‘ .|"l .I"' Ir.l
8 10 0 - 0 —10 |
Ty o0 1 3 3| 40
0 1 0 o Il 20

Az 0j bazis tablan, az els6 feltétel nem megengedetté valt. Alkalmazzuk a criss-cross algoritmust: egyetlen
sz0bajévé pivot pozicié van a t14 = —1. Ezen pivotalva 51 tavozik a bazisbol és T4 bekeriil a bazisba, igy a
kovetkezd megnegdett bazis tablahoz jutunk:

Iy 'y Iy Iy Tr IrJ
10 |
o
20

._
|
i
o

Bed | i |

A criss-cross algoritmus az S1.:'3. 53 bazisbol, az 51.:I3.:Iz bazison keresztill jutott el az -F4.:I'3..d'2
megengedett bazishoz.

A megengedett bazis megoldas T1 = rs = 0,22 = 20,75 = 35 g5 11 = 10| Mivel az 51 és 53 tavoztak a
bazisbol, igy nem bazis valtozoként 81 = 83 = () adédik, ami egyben azt is jelenti, hogy az els6 és a harmadik
feltétel is egyenldséggel teljesiil.

Annak érdekében, hogy megvizsgaljuk milyen bazisokon keresztiil jut el megengedett bazis megoldasig az
MBU-szimplex algoritmus, térjiink vissza az indul6 bazis tablahoz.

Az MBU-szimplex algoritmus vezér valtozonak az <3 (nem megengedett) valtozot jeldli ki. (Mivel csak egy
nem megengedett valtozo volt, ezért nem kellett minimal index szabalyt alkalmazni.) A vezér valtozé soraban
két lehetséges pivot pozicio volt, ezért a minimal index szabaly segitségével a 32 elemet jeldltik ki lehetséges
pivot pozicidnak. Az algoritmusnak megfeleléen ki kell szamolnunk a O1 értéket illetve a ©2 értéket a
részleges hanyados teszt alkalmazéséaval. Esetiinkben

40 30
O =—=20 é Oy=— =15,

— o
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azaz 92 < O1 ¢sezértatiz =2 lesza pivot pozicio, vagyis 51 tavozik a bazisbol és helyére 2 1ép be. Mivel
nem a vezér valtozésgoraban tortént a pivotalas, ezért a vezér valtozo értéke tovabbra is nem megengedett lesz,
de értéke nétt és az  valtozatlanul vezér valtozo lesz a kdvetkezd bazis tablan.

f
15 |
1)
—1()

-
Ry

Iq

e =t
o
= e

i =t |
=

L ]

A harmadik egyenlet nem megengedett (a vezér valtozohoz tartozo feltétel) és a soraban egyetlen szobajovo
pivot pozicid, a t34 = —1 talalhaté. Az MBU-szimplex algoritmus el3irasanak megfeleléen kiszamitjuk a 0,
és Oz értékeket

=10 40
e, = J =10 68 B, = = 8,

| =

azaz ©1 < Oz ¢ igy a 31 = —1 lesz a pivot pozicio. Elvégezve a pivotalast a harmadiknak megadott
bazistablahoz jutunk, igaz, olyan formaban, amikor az elsé as a harmadik feltételeknek megfelelé egyenletek
helyet cseréltek.

Az MBU-szimplex algoritmus az S1:+3: 53 bazisbol, az 2.3, 53 bazison keresztiil jutott el az ¥2,T3,.T4
megengedett bazishoz, tehat a masodik bazis a criss-cross és az MBU-szimplex algoritmusok esetén eltérd volt,
annak elelnére a kiindulasi bazis tabla és a megtalalt megengedett bazis tabla azonos.

4.4. 3.4 Kapok

A 0 -csucst, konvex, kip fogalmat mar a poliéderek targyalasakor bevezettiik.

3.41. Definicio A C € " poliedrikus kup, (vagy metszet-kup), ha 1étezik egy A € R™"" matrix, amelyre
C={xeR"|Ax <0}
Az A € R™*" matrix oszlop vektorai segitségével, definialhatunk egy masfajta kapot is.

3.42. Definicié Legyen A={aras....a.} CR"™ gqott véges vektor rendszer és jeldlje J a vektorok
indexhalmazat. A

i

C(A)=C(aj.as.....a,)={beR™ |b= X ra;, r; =0, ¥j e J}

J=1
halmazt, végesen generalt kiipnak nevezziik.

Mindkét definicid esetén konnyen megmutathatd, hogy jogosan hasznaljuk a kap elnevezést, sot az is konnyen
belathatd, hogy konvex, zart kipot kapunk mindkét esetben.

A végesen generalt kup elemei tehat, olyan b € IE™ vektorok, amelyek elallnak az @i vektorok nem negativ
linearis kombinacidjaként. Nyilvanvald, kapcsolat all fenn a (1) linearis egyenldtlenségrendszer megoldhatosaga

¢sa P € C(A) kozstt, amikor az A € R™*" matrix oszlop vektoraibél all az A halmaz.

Az A € R™™" matrix oszlop vektoraibol 4116 .A halmaz segitségével, egy tjabb kupot definialhatunk.

3.43. Definicio A C(A) =Clai.az.....a,) C R™ végesen generalt kup poldrisan a kdvetkezdé poliedrikus
kuapot értjiik
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e FFL

CHA)=C"ay,a0...., a, ) - {y e R™ | }-‘I‘l.:l_J <0, ¥jeJd}
Nyilvén, tgy is felirhtjuk a végesen generalt kup polarisat, hogy
C*(A) ={y e R" | ATy <0},
¢és ebbdl az alakbdl latszik, hogy poliedrikus kiprol van sz6.
Az A={aa... a,} CR" véges vektor rendszert egészitsik ki az IR™ tér egység vektoraival,
€1,€2.. ... 8n vektorokkal. Az egység vektorok index halmaza legyen I . Majd az igy el6allo 7 + 11t elemil
véges vektorendszernek készitsiik el az indul6 bazis tablajat, amelynél a bazis vektorok az egység vektorok és a

bézison kiviili vektorok pedig az @i vektorok. A szokasos médon cseréljiink ki annyi € vektort, & vektorral,
amennyit csak lehet. Ekkor a kdvetkezd bazis tablahoz jutunk.

F I
1..?:":.'
Ig 0
Mivel az €; és @i vektorok kézott a pivotalas leallt, ezért tudjuk, hogy | T8| az A = {a,as,... a.} C R™
véges vektor rendszer rangja. Az {ar,az,... a0, €1, €2,... €0} véges vektor rendszer sszes olyan bazis

tablajat, amely maximalis szama @/ vektort tartalmaz a bazisban, egyszerlien maximalis bazis tablaknak
nevezziik. Az dsszes ilyen bazis tablat pivotalassal el allithatjuk.

v, 1, c R

Ezek a maximalis bazis tablak segitségével definialhatjuk az vektorokat, a kdvetkez6 modon

thi=tn, t€X,. v T &5 Ugi = ai, 1E€ET, s €Tg.
Definialjuk tovabba az
Uh={tu,|s€lpg} & Us={-V.|reTp ést;>0, ViecJT}
véges, az R™ térbe tartozo vektor rendszereket.
3.44. Feladat Bizonyitsa be, hogy
« az U1 vektor rendszer 4ltal generalt kiip egy altér,

« az Uz vektor rendszer altal generalt kup nem tartalmaz egyenest.

Figyelembe véve az Ws és Vr vektorok konstrukcidjat, a bazisok egymasba transzformalhatosagat (1.38.
Lemma) és a kompozicios lemmat (1.49. Kovetkezmény) az alabbi egyenldtlenségek adodnak

I:ITEIJ =1, Yuelf, VjeJ Cs \-’THJ <0, VYwelh ¥VjeJ.
Legyen

y WUl ha Uy #0 vagy %0
' 0, kiilonben

a maximalis bazis tablak segitségével definialt véges, az [R™ térbe tartozo vektor rendszer. Ilyen értelemben, az
A CR™ yeges vektor rendszerhez rendeltitk az V' C R™ véges vektor rendszert.
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Ennyi bevezet6 utan készen allunk arra, hogy a Farkas-lemmara (3.19. Lemma) épitve, harom hires tételt, Weyl-
tétel (1935), Minkowski-tétel (1896) és Farkas-tétel (1898, 1902) bebizonyitsuk.

Hermann Weyl tételének igazolasakor és publikalasakor nem ismerte Farkas Gyula munkassagat, viszont
hivatkozik Minkowski-tételére és kifejti, hogy nem érti, Minkowski miért nem vette észre a tétele
megfordithatosagat. Nyilvan, Minkowski tisztdban volta azzal, hogy Farkas Gyula nem csak a tétele
megfordithatosagat, hanem, amint késébb latni fogjuk ennél, tobbet is igazolt. Furcsa, hogy Weyl nem ismerte
Farkas Gyula német nyelvii 1902-es dolgozatat, hiszen ugyanabban a folydiratban jelent meg, mint Minkowski
tétele.

A modern szakirodalomban pedig sokan Minkowski-Farkas tételr6l beszélnek, megfeledkezve Weyl
eredményérdl. Szerintliink mindharom allitas nagyon érdekes és szép tétel. Bizonyitasunk nyilvan eltér az eredeti
Minkowski és Weyl bizonyitasoktol, hiszen mi mindharom hires tételt 1ényegében a Farkas-lemmara felépitve
igazoljuk.

3.45. Tétel (Weyl-tétel, 1935.) Legyen A={aras,....a,} CR" adott, véges vektor rendszer, ekkor
létezik olyan 2 C ™ véges vektor rendszer, amelyre

ClA) =C"2)
=z

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a Z véges vektor rendszernek megfelel az altalunk bazis tablak segitségével
megkonstrualt Y=A{yu.¥y2.. ., ¥} véges vektor rendszer. A kovetkezo két allitast kell igazolnunk:

* barmely b € C{A) vektor esetén P € C7(V) teljesiil,
« barmely P € C"(V) vektor esetén P € C(A) teljesiil.

1. Tegyiik fel, hogy P € Clai.a,....an) azaz az AX = b, X2 0 rendszer megoldhato. Ekkor az U1 ¢s
az U2 halmazok konstrukcidja miatt, a kompozicids tulajdonsagot (1.49. Kdvetkezmény) felhasznalva, azt

Il =
kapjuk, hogy az ¥i & = U teljesiil barmely ¥i € V s & € A vektorokra. Ekkor az

yv.b= Z[}’f'u‘, jx; <0
=1

b ¢ C(ay, as, ... a,) esetén, a végesen generalt kiip definicidja alapjan, az

Ax=h. x =1

linearis egyenlétlenségrendszer nem oldhatdé meg. Két eset lehetséges: a) a linearis egyenletrendszernek sincsen
megoldasa, b) a linearis egyenletrendszernek nincsen nem negativ megoldasa.

a) Az Ax = b lineéris egyenletrendszer sem oldhat6 meg. Alkalmazzuk a Farkas-Minty (2.4. Lemma) és
Rouché-Kronecker-Capelli (2.5. Lemma) lemmakat, és nyilvanvalo lesz, hogy az U1 halmazba az Ssszes olyan
vektort bevalasztottuk, amely szoba johet, a linearis egyenletrendszer valamely ellentmondasos egyenlete
esetén. (Ne felejtsiik el, hogy az ellentmondasos egyenletrdl egy alkalmasan megvalasztott bazis esetén valik
nyilvanvalovéa, hogy nem lehet megoldésa.)

Részletesebben kifejtve, az @1:82:-- -2, D, €1.€2,. .. €0 ygoes vektor rendszernek barmely maximalis
szami @7 bazis vektort tartalmazo (rovid) bazis tablija a kovetkezé alaki lesz

69
XMLmind XSL-FO Converter


http://en.wikipedia.org/wiki/Weyl

Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

Jg l Ig

hf‘-lr B

és valamely € L5 esetén tip 7 0 teljesiil, mivel a linedris egyenletrendszer nem oldhaté meg. Ebben az
esetben Wi: —1; € Uy vektorok koziil, a kompoziciés tulajdonsag (1.49. Kovetkezmény) alapjan, valamelyik

b) Az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldhatd, de nem létezik nem negativ megoldédsa, azaz létezik az
alabbi struktraja pivot tabla

Jge b Iy

Jge

Ig 0

azaz "€ Jp eseten i = 0 VI ET g5ty <0 teljesiil. Pontosan az ilyen sorokhoz rendeltik az U2

]l el .
halmazba tartozo vektorokat, tgy, hogy —Vr & = U teljesiiljon barmely J € J esetén. Figyelembe véve a
kompozicids tulajdonsagot (1.49. Kovetkezmény) és azt, hogy a megfelelé vektor ellentetjét vettiik be az Uy

halmazba, ezért —V+ P = 0 teliesiil. Mivel Yo € V| ezért D € C*(y1,¥2, -, ¥k) | [QED]

Weyl-tétel bizonyitdsanak a 2. pontjat, miutdn megallapitottuk, hogy b Cla,a,....a.) | a7a7 a (1)
linearis egyenldtlenségrendszer nem oldhaté meg, akkor természetesen a Farkas-lemma a (3.19. Lemma) alapjan
nyilvanvald, hogy az alternativ rendszernek van ¥ € ™ megoldasa. Mar csak azt kell meggondolni, hogy

¥ €Y de ez a konstrukcio miatt igaz, és igy a kivant eredményt kapjuk. Az el6z6 részletes gondolatmenetet
igy lehetne lerdviditeni.

Nem idérendi sorrendben igazoljuk a végesen generalt kipokkal kapcsolatos harom hires tételt, inkabb arra
toreksziink, hogy egymashoz fiz6d6 kapcsolatukat kidomboritsuk illetve olyan logikai sorrendbe allitsuk,
amelyben a legrovidebb és legegyszeriibb bizonyitasokhoz juthatunk. Most kovetkezzen Hermann Minkowski
tétele.

3.46. Tétel (Minkowski-tétel, 1896.) Legyen -4 = {ar.az.....an} CR™ 4401t véges vektor rendszer, ekkor
létezik olyan 2 C ™ véges vektor rendszer, amelyre

C*(A) =C(2).
Bizonyités. Belatjuk, hogy Z véges vektor rendszernek valaszthatjuk az Y={y1¥2. . ¥k} véges vektor
rendszert, amelynek a konstrukcidjat a Weyl-tétel (3.45. Tétel) elott megadtuk. A kovetkezd két allitast kell

igazolnunk:

. C’[ﬂ.l,ﬂg,...,a”) g C(yl.-.')"z.----.-yk]
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A masodik allitas igazolasa pontosan ugyanugy torténik, mint a Weyl-tétel (3.45. Tétel) bizonyitasdban
megfogalmazott elsd allitasé, azaz legyen

z e C(y1.¥y2,..., Yi)

ekkor a

n
Z = E yiri, r; = 0
=1

rendszer megoldhat6. Az Uy ¢s az Ua halmazok konstrukciéja miatt, a kompoziciés tulajdonsagot (1.49.
Kovetkezmény) felhasznalva, azt kapjuk, hogy az

T -
a;y; = ]

teljesiil, barmely 7 és J indexekre, tehat
a_':'z = Z{a_':'}',}.r, < (),
i=1

barmely J esetén, ami pontosan azt jelenti, hogy
ze (M ay,as,....8,).
Az elso allitast a kdvetkezd formaban igazoljuk: tetszéleges
z2&€ Clyi.va.. ... yi) esetén 2 & C7 (ag, as. ..., Ay

teljesiil. A Z € C(¥1.¥2.-- .. ¥k): azt jelenti, hogy a

.
2=y, 1; >0
=1

linearis egyenldtlenségrendszernek nem 1étezik megoldasa, tehat a Farkas-lemma (3.19. Lemma) alapjan 1étezik
olyan b € ™ vektor, amelyre

b y: <0 teljesiil, barmely i indexre (3.12)
és
biz = 1. (3.13)
A (12) miatt
be iy ya..., ¥i)
vagyis

be C(a,as:,....a,) (3.14)

adodik a Weyl-tétel alapjan. Osszegezve, ha inderekt modon feltételezziik, hogy
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zeC (ay, a8, ...,8,)
akkor a végesen generalt kip polérisanak a definicidja (3.42. Definicid) miatt
-

z a; = 0

teljesiil, barmely J index esetén. Figyelembe véve a (14) osszefiiggést, azt kapjuk, hogy

Ax=h x>0

linedris egyenl6tlenségrendszer megoldhatd. Ezekutan szamoljuk ki a b és z vektorok skaldris szorzatat
z'h = Z‘ [zlﬂ_r lx; <0
=1

teljesiil az indirekt feltételiink alapjan, de ez ellentmond a (13) egyenletnek, tehat az indirekt feltevésiinket el
kell vetniink, azaz

z& (A, an,...,8,)
adodik, teljessé téve a bizonyitasunkat. [QED]
Az el6z6 tétel alabbi megfogalmazasat is szoktak Minkowski-tételnek nevezni.
3.47. Kovetkezmény Tetszdleges kup pontosan akkor poliedrikus, ha végesen generalt.

Farkas Gyula, lemméja segitségével, a kovetkez6 tételt igazolta és publikalta 1898-ban magyar nyelven, majd
négy évvel késdbb, egy Uj bizonyitassal németiil is.

3.48. Tétel (Farkas-tétel, 1898, 1902.) Tetsz6leges A C B™ vektor rendszer esetén C(A) végesen generalt
kap polarisanak polarisa 6nmaga.

Bizonyitds. A Weyl-tétel (3.45. Tétel) alapjan tudjuk, hogy az .4 véges vektor rendszer altal generalt kup
eldall, mint az ' rendszer ltal generalt kup polarisa. Masrészt, a Minkowski-tétel (3.46. Tétel) miatt az V'

altal generalt kiip megegyezik az A 4ltal generalt kiip polarisaval, vagyis C(A) polarisanak polarisa 6nmaga.

[QED]

Egy érdekes feladat el6készitéseként vezessiik be a halmazok Minkowski-féle 6sszegét.

3.49. Definici6 Legyenek az A.B CR™ jemiires halmazok. Az
A+B={at+b|ac A be B},

halmazt, a két halmaz Minkowski-féle sszegének nevezziik.

A kovetkezo feladat azt mondja ki, hogy adott Euklideszi tér végesen generalt kupjainak a halmaza, a
Minkowski-Gsszegre, a szokdsos metszet képzésre és a polaris kiip képzésére nézve algebrat alkot.

3.50. Feladat Legyen K:={CCR"|[C végesen generalt kup P Bizonyitsa be, hogy barmely C,Cr ek
esetén a kovetkezo allitasok igazak

O ek,
. ClﬂCQEK:’

. Ciek
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O = Cl’
(GO =CINGE
. (CiNC) =0y +C5

Az el6z6 feladat megoldasa soran is eldjon a végesen generalt kipok konvexitasa. A kovetkezd, egyszerii
feladat, azt mutatja be, hogy tetszdleges linedris egyenl6tlenségrendszer is konvex halmazt definial.

3.51. Feladat Legyenek az A € R**" E ¢ R™" B R*™ F < R™™ matrixok, és ab € R* ¢ c R/
vektorok. Bizonyitsa be, hogy

S={x.y)eR"" | Ax+ By =b,Ex+ Fy>e¢c, x>0}
konvex halmaz.
Ezt a fejezetet a Motzkin-tétellel vagy mas néven a konvex poliéderek alaptételével, fejezziik be.
Korédbban, a 3.14. Tételben kimondtuk és konstruktivan igazoltuk, hogy egy poliéder barmelyik megoldasa
eléall mint véges sok bazismegoldas konvex kombinacidja és egy irdny (nem negativ, homogén linearis
megoldas) 6sszegeként. Ez igazabdl a Motzkin-tétel egyik iranya.

3.52. Tétel (Motzkintétel, 1936.) Legyen adott a P C IE" halmaz. A P pontosan akkor poliéder, ha
P=@Q+C  ahol € egy politop és C egy végesen generalt kiip (vagyis poliedrikus kip).

Bizonyitas. 1. Ha P poliéder, akkor felirhaté @ +C alakban. Legyen P := {xeR"|[Ax < b} CR"
poliéder, ahol A € R™*" ¢s b € R™  Tekintsiik a kovetkezé poliedrikus kupot:

Pr={(x,xns1) ER" : 2,41 € Ry, Ax — z01b <0},

Ko6lcsonosen megfeleltethetdk az
. X .
x £ P pontok az ( ) = =

pontoknak. A Py poliedrikus kup, igy a Minkowski-tétel alapjan 1éteznek

(L) ()
Uy ) N vn )7 "\ Vo
1 ,_." -
r =] y b’ }‘
Py =C . A A
l ((-”,I.-J> (-*-"E-l) (-’Lr--l))

a P1 elsall, mint végesen generalt kup.

vektorok, amelyekkel

Az éltalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy ¥ ni1 egyenld 0 vagy 1. Legyen

Q, - ”””I{(Hi’.l ) R l} és () C({(!El.1> D Y o I]}).

ekkor {x € Pi| tniy =1} = Q1 + C1 geljesiil. Ezt R" térre megszoritva kapjuk a kivant elgallitast.

2. Ha P felithato P = Q+C alakban, akkor poliéder. Legyen Q = conv{Xi, X2, ..., X} g
C=Cly,y2.-- ¥, Legyen
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re({(3) () () (0) (%) (%))

1

cP
Ekkor a Z € P pontosan akkor teljesiil, ha ( ) . A Weyl-tétel alapjan, a végesen generalt

P, C R kap felirhato, mint egy masik véges vektor rendszer altal generalt kup polarisa. Legyenck a

_ z )
: : . zZ=
=) (i) AT 1 C_ , ORI LT F
generald vektorok & = (@™ b)" € B"™ oor vektorok # = 1,2, .. .7 esetén és jelolje “n+l /3
P elemeit. A P1 kap reprezentacioja egy végesen generalt kup polarisaként a kdvetkezd lesz

P={zcR": Az <0}
A linearis egyenlOtlenségrendszert részletesen kiirva kapjuk, hogy
Az=Az+z,.b<0
Tehata z € P C IR" pontokat az egy-egyértelmii megfeleltetés miatt
Az+1-b<0 jellemz, azaz Az < —b.
Osszefoglalva, a P halmazt a kdvetkezd médon lehet megadni
P={zcR": Az < —b},
tehata P < 2" halmaz, poliéder. [QED]

A fejezet lezarasaként emlitsiik meg, hogy Motzkin ujra felfedezte Fourier eliminaciés modszerét, amelyet
linearis egyenl6tlenségrendszerek megoldasara dolgozott ki és ma Fourier-Motzkin elimindcios médszerként
tarja szamon a szakirodalom. A Fourier-Motzkin eliminaciés modszernek, ma mar elméleti jelentdsége sincsen,
hiszen ebben a fejezetben bemutatott modszerek mind egyszeriibbek és mindnek jobb a komplexitasa altalanos
esetben is. Gyakorlati jelentdsége a Fourier-Motzkin eliminaciés mdédszernek, soha sem volt.

4.5. 3.5 Végesen generalt kupok: illusztracié és kapcsolat a
Farkas-lemmaval

Tekintsiik ujra a végesen generalt kup definicidjat és a Farkas-lemmat.

Legyen A=A{apas,... 8.} CR™ 3q54 véges vektor rendszer és jelolje J a vektorok indexhalmazat. A

ClA) = Claj.as,....a,) = {b eR™|b= Z_‘_ Ijag. T = 0,vj e n.'?l'
=1
{be R" | Ax =b, x > 0 megoldhaté }

halmazt, végesen generalt kiipnak nevezziik.

Farkas lemma. Az alabbi két linearis egyenldtlenségrendszer koziil pontosan az egyik oldhaté meg:

Ax b yiA =0
x >0 y'b =1

74
XMLmind XSL-FO Converter


http://en.wikipedia.org/wiki/Theodore_Motzkin
http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier-Motzkin_elimination

Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

ahdh az B"€ R™™ matrix oszlopvektorai az *4 = {a1.az,....an} ©R™ 5401 véges vektor rendszer elemei
és egy tetszdleges vektor.

A Farkas-lemma egy egyszerli, szép és geometriai jellegli bizonyitasa (vazlatosan) a kovetkezd:

* Megmutatjuk, hogy a C(A) végesen generalt kap, tulajdonképpen, a nemnegativ ortans linearis
transzformaltja, ahol a linedris transzformacié matrixa, az A matrix.

« Barmely b € "™ vektor esetén két lehetséges eset van: P € C(A) yagy b € C(A)
« Ha b € C(A) akkor a Farkas-lemma elsé rendszerének van megoldasa.

« Hab & C(A) akkor alkalmaznunk kell a Minkowskitél szirmazé szepardcios tételt és ekkor létezik egy
y e R™ vektor, amelyik segitségével definidlt hipersik elvélasztja a b vektort és a C(A) konvex, zart
kapot. Algebrailag kifejezve, ez pontosan azt jelenti, amit a Farkas-lemma masodik egyenlétlenségrendszere
fejez ki.

Ennek a bizonyitasnak a szépsége a geomatriai jellegébdl adodik. Ezt a geometriai jelleget illusztralja a
kovetkezO animacid. Az animacid soran felhasznalt adatok a kovetkezok:

001221 2 2
A=112 21001}, by=| 2 b, = -2
21001 2 2 2

Az animéci6 elinditdsdhoz kattintson az animacidé szamara fenntartott teriiletre (a vektor kornyékére).

A bizonyitas 2.a. esete az A matrixszal és by vektorral:

A bizonyitis 2.b. esete az Al matrixszal és bs vektorral:
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A fenti két animdacidra épiil6 Farkas-lemma bizonyitast a kdvetkezd videon bemutatja a szerzo.

A video angol nyelvii. A videon szerepel még az erGs dualitas tétel bizonyitasa is, amelyet az olvasd a 4.
fejezetben ismerhet meg.

5. 4 Linearis programozas dualitas elmélete

Linearis programozas (linearis optimalizalas), az operaciokutatas alapvetd fontossagu témakdore, amelynek az
alap feladata linedris egyenl6tlenségrendszer esetén, linearis célfiiggvény minimalizalasa. Geometriai
szempontbol egy linearis fliggvény sz¢éls6értékére vagyunk kivancsiak, egy konvex poliéder esetén.

Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetd, hogy a linearis egyenldtlenségrendszer a (1) formaban adott. Ebben
az esetben a linearis programozasi feladatot

min ¢’ x feltéve, hogy Ax=b, x>0, (4.1)

alakban fogalmazhatjuk meg, ahol 4 € R™™", e, x € R" ¢s b € ™

Tobben foglalkoztak annak a tudomanytorténeti kérdésnek a vizsgalataval, hogy mikor és ki irta fel az els6
linearis optimalizalasi feladatot. A valaszok koziil két érdekeset emelnék ki. Az elsd, francia hadmérnokdk a
XVIII. szazadban, erdd épitési feladatok kapcsan foglalkoztak az optimalis anyag szallitas kérdésével. A masik
érdekes linearis programozasi feladtara vezeté probléma megfogalmazasa az un. pénzvaltasi feladta volt,
amelyet a XII. szdzadi Italidban jegyeztek le pénzvaltok.

A modern linearis programozas sziiletéséhez tobben is hozzajarultak. Farkas Gyula nevét, és eredményeit mar
korabban emlitettiik. A Farkas-lemman kiviil a legismertebb eredmény a linearis programozas megoldasara
szolgald szimplex-algoritmus, amelyet George B. Dantzig fedezett fel.

Az operacidkutatas teriiletén elért eredményekért szdmos kozgadasagi Nobel-dijat osztottak ki. Ezek kozott is
elokeld helyen szerepel a linedris programozds kézgazdasagi alkalmazasaiért 1975-ben kiadott Nobel-dij,
amelyet Kantorovich és Koopmans kaptak megosztva.

A (1) feladatban megfogalmazott linearis optimalizalasi feladat egyszeriisége ellenére szamos érdekes kérdés
fogalmazhat6 meg. Ezek koziil a feltételek megoldhatdsagaval kapcsolatos kérdéseket az elézé fejezetben
vizsgaltuk meg és (pivot) algoritmusokat fogalmaztunk meg a megengedettségi feladat megoldéasara. Felmertil a
kérdés, hogy a linearis programozasi feladat megoldasara hasznalhatok lesznek-e korabbi, a megengedettségi
feladat megoldasara megfogalmazott algoritmusok vagy esetleg tovabb fejleszthetok leszenek az optimalizalasi
feladat megoldasara is. Megmutatjuk, hogy mind a criss-cross algoritmusnak, mind pedig az MBU-szimplex
algoritmusnak létezik linedris programozas feladat megoldasara alkalmas valtozata is.
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Természetes modon meriil fel a pivot algoritmusok (elméleti) hatékonysaganak kérdése is, amelyet ebben a
jegyzetben csak részben érintiink majd. Az els6é fontos témakor, amelyet megfogalmazunk és megvizsgalunk az
un. dualitds kérdése. A kérdés roviden ugy fogalmazhatdé meg, hogyha szeretnék egy linedris célfiiggvényt
optimalizalni egy poliéderen akkor van-e véges minimuma ? Ha van véges minimuma a linedris programozasi
feladatnak, akkor annak mi az oka ? Egyik magyarazat lehet az, hogy a poliéder, politop vagyis korlatos €s zart
halmaz. Azt is latni fogjuk, hogy nem mindég ez a magyarazata az optimum végességének.

5.1. 4.1 Linearis programozas dual feladata

A (1) feladatot fogjuk primal linearis programozasi feladatnak nevezni. Kdnnyen megmutathato, hogy
tetsz6leges linedris programozasi feladat, a (1) feladat forméjara hozhatd, hasonléan, mint a linearis
egyenl6tlenségrendszerek esetén, amelyek a (1) alakt feladatra transzformalhatok.

4.1. Definicid A linearis programozasi primal és dudl feladatok legyenek a kovetkezd alakban adottak

min ¢’ x

B d
Ax = by (P) o h}v} (D)

ATy <

ahol A€ER™" exeR" & ¥.bER™ A, iltalanossag korlatozdsa nélkiil feltehets, hogy

rang(A) =m Legyen a primal illetve a dual megengedett megoldasok halmaza rendre

P:={xe€Rl | Ax=Db} és D:={yecR™ | ATy <e¢}.

A P és D halmazok nyilvan poliéderek és igy a primal- illetve dudl linearis programozasi feladat egy 1t -
illetve m -valtozos linearis feltételes, linearis célfiiggvényes optimalizalasi feladat.

A dual feladatot, szokas a kovetkezé modon atalakitani az S € B" eltérés vektor (eltérés valtozok)
bevezetésével

max b’y
Aly +s c (12},
s = 0

ekkor a megengedett megoldas halmazt az alabbi moédon adhatjuk meg
D:={(y.s) e R"™" | ATy +s=¢. s> 0}.
Az eltérés vektor, az eredeti dontési valtozo segitségével, kifejezhetd
s=c— Ay é& s>0,
ahol ¥ € ™
Most pedig megfogalmazhatjuk az elsé eredményt a linearis programozasi feladatparral kapcsolatban.

4.2. Allitas (Gyenge dualitas tétel.) Legyenek adottak a (F) & (L) feladatok. Ekkor barmely X P &
Y ED esetén ¢ x > bly g egyenl8ség pontosan akkor 4ll fenn, ha x’s = 0, ahol 8 = € — Aly,

Bizonyitas. El6szor belatjuk az egyenlétlenséget, feltételezve, hogy adott egy tetsz6leges X € P primal illetve
Y €D qual megemgedett megoldas. Ekkor a dudl feladat eredeti formajat hasznaljuk és az n darab lineéris
egyenl6tlenség mindegyikét, a megfeleld indexii, nem negativ ¥ valtozoéval megszorozzuk. Az egyenldtlenség
iranya a nem negativitds miatt nem valtozik meg. A kovetkezd lépésben ezeket az egyenlétlenségeket
Osszeadjuk és matrix alakban az alabbi modon irhatjuk le
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x> (viA)x=y"(Ax) =y"b.

Az elsé egyenldség kovetkezik a matrix szorzas tranzitivitasabol, mig a masodik egyenléség megfelel az x
primal megengedettségének.

Egyenléség esetén, a célfliggvények kiilonbségét szamoljuk ki. Felhasznalva a primal megengedettséget
O=c'x—y'b=cx—y"(Ax)=(c -y AT x=5"x, (4.2)
azt kapjuk, hogy a nemnegativ X és s vektorok merélegesek egymasra. [QED]

A (2) feltételt a linearis programozas komplementaritasi feltételének nevezziik. Figyelembe véve azt, hogy az X
primal megengedett megoldas és az s dual eltérés valtozod, eldjel kotott vektorok, a linearis komplementaritasi
feltételt a kovetkezd formaban irhatjuk fel

0=xs=(r;s.1252,....: I'nSn) . (4.3)

ahol xs az x és az s vektorok Hadamard-szorzatat (koordindtankénti szorzatdt) jeloli. Ezek alapjan a
komplementaritasi feltétel a kdvetkezd format nyeri

Bevezethetjiik a primal

P ={x"eP:c'x <e'x, ¥xeP}
illetve a dual

D':={y'€D:b'y" >b'y, ¥yecD}L

optimalis megoldasok halmazat. Az optimalis megoldasok jellemzésére szolgal a kovetkezd allitas, amelyet a
gyenge dualitas tételbdl egyszeriien levezethetiink.

4.3. Allitas (Gyenge equilibrium tétel) Legyenek adottak a (P) s (D) feladatok. Legyen tovabba X € P ¢s
¥ €D amelyek esetén c'X =b'y ekkor X € P* ¢sy € D"

Bizonyités. Legyen ¥ € D tetsz6leges és alkalmazzuk a gyenge dualitas tételt. Ekkor B’y = ¢'x = bly |
azazy € D"

Tetszéleges X € P megoldasbol kiindulva, alkalmazva a gyenge dualitas tételt az X és ¥ € D vektorokra,
valamint felhasznalva az allitas feltételét, az el6z6hdz hasonlé modon kapjuk az X € P* §sszefiiggést. [QED]

A gyenge dualitds- és gyenge equilibrium tételek kovetkezményeit foglaljuk Ossze a kovetkezd feladatban,
amelyeknek a bizonyitasait az olvasora bizzuk.

4.4. Feladat Legyenek adottak a () és (£7) feladatok.

« Barmely X € F esetén a (£) feladat célfiiggvényértéke, ¢’ x, felsékorlat a (D) feladat optimum értékére.
+ Barmely ¥ € D eseténa (L) feladat célfiggvényertéke, b'y , alsokorlat a () feladat optimum értékére.
« HaP # 0 ¢sa (P) feladat célfiiggvénye alulrél nem korlétos a P poliéderen, akkor a I = 0.

« HaD# 0 ¢sa (D) feladat célfiiggvénye feliilrol nem korlatos a D poliéderen, akkor a P = 0.

c HaD =0 ¢sP#0 , akkor a (") feladat célfiiggvénye alulrél nem korlatos a P poliéderen.
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« HaD# 0 ¢sP =1, akkora (£) feladat célfiiggvénye feliilr6l nem korlatos a I poliéderen.
A primal linearis programozasi feladathoz, bevezethetjiik a (primal) pivot tablat az alabbi médon

A |b

1:,.l' *

Koénnyen lathatdo, hogy a tabla fels6 része megfelel a (1) megengedettségi feladat (linearis
egyenlGtlenségrendszer) alap feladatahoz tartozé pivot tablanak. Az alsé rész pedig a célfiiggvényt
reprezentdlja, mint egy linedris egyenletrendszert. A b oszlop és a ¢ sor keresztez6désében allo #* azt
reprezentalja, hogy még nem szamoltunk ki megoldasat a megengedettségi feladat, igy a célfiiggvény
helyettesiti értékét sem ismerhetjiik.

4.5. Definicio Az A € IR™" matrix 7 X 71 -es nem szinguléris, 18 részmatrixét bazisnak nevezziik.
Az
Ax = b
linearis egyenletrendszert, az Ag bazis segitségével az alabbi alakban irhatjuk fel
Apgxg 4+ Anvxy b,

ahol az x vektort a bazis és nem bézis viltozok szerint particionaltuk és ugyanezt tettiik az A matrixszal is.
Ekkor a linearis egyenletrendszer (altalanos) megoldasa a kdvetkez6 vektor lesz

xv=ucR"™, é xpg _-l”’ b — .-1”|_-I yueR™,

Az XE abazis valtozok vektora, mi g az X~ a nem bazis valtozoké.
Vezessiik be a kdvetkez6 definiciokat:
4.6. DefinicioLegyen adott a () ¢s (D) primal-dual lineéris programozasi feladatpar.

_ A4-1 _
e AzXs=Agb, xy =0 megoldast az Ax = b linearis egyenletrendszer bazis megoldisanak nevezziik.

— A-1 ;
« HaazXe=Ag b= 0 gor az (X8,%x) megoldast (primal) megengedett bazis megoldasnak és az Ap
matrixot pedig primal megengedett bazisnak nevezziik.

« AzY = Cg-"‘l Bl € R™ Vektort (dual) bazis megoldasnak nevezziik.
. HaaChAs'Av < cf) teljesiil akkor az 4B bézis dual megengedett bazis.
Az A5 bazis segitségével az eltérés valtozot a kdvetkezé modon is kifejezhetjiik
s=c—y A=c— t'..}-r.r.-lnl A
tehat a dual megengedettség feltétele az S = 0, azaz egy adott Ap bazis esetén
5= (sg,sy)=(cg— [‘_}'?__1”1 Ag.ey — -:'..:,:_-1 HI Ax)=1(0,cx — :.'.}I;.-l_,fl Axl
a dual megengedettség feltétele az
Al Ay < eh,

Sy = Cn — t'.j;.-lﬁl Aw =0, azaz f..'}l.

1

ahogyan azt az el6z6 definicioban megfogalmaztuk
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Eszrevehetjiik, hogy adott bazis esetén a dudl bazis megoldast pont Gigy valasztjuk meg, hogy
c¢'x =chxp +ehxy = chAL'b = by,

teljesiiljon, azaz bazis megoldas esetén a primal és dual feladatok célfiiggvényértékei megegyeznek. Azt is
megmutathatjuk, hogy bazis megoldas esetén a megoldasok a megengedettségtdl fliggetleniil komplementarisak,
ugyanis

x''s Kl'.r;h'-,l; + xi-ﬁ_x 0

figyelembe véve az Xnv = 0 és S5 = 0 feltételeket.

A feladatunkat pivotalast hasznalé algoritmusokkal szeretnénk megoldani, ehhez jol hasznalhat6 az Ag
bazishoz tartozo teljes illetve rovid pivot tabla:

1 T 1
ATA A
{.,.I' - ['.fg.'!n .'1 _'L".ri.-"lH I'.I'

T T 1
Ay Ay A
cy —cpAs Ax | —cpAg b

ahol az elvégzett transzformaciokat a kdvetkezd modon értelmezhetjiik:
 Eléallitottuk a linedris egyenletrendszernek az Ag bazishoz tartozé megoldasat.

» Eliminaltuk a célfiiggvény sordban a bazis valtozok célfiiggvény egyiitthatoit. Ezt ugy tettiikk meg, hogy az i
bazisvaltozo egyenletét megszoroztuk Ci célfiiggvény egyiitthatoval majd kivontuk a célfiiggvény sorbol.

Tehat az el6z6 (teljes) pivot tablat, az eredeti tablabol elemi sor transzformaciokkal allitottuk eld. Vezessiik be a
kovetkezo jeloléseket

T .-1”1_-1, b _-'l”lh, C: {'.—{'.,r;_-*lnl_-lx { —::;;.-!_,;ll} (4.4)

Az aktualis nem feltétleniil megengedett X5 bazismegoldas, megegyezik a tablabol kiolvashato b vektorral. Az
_ 4-1
aktualis nem feltétleniil megengedett bazis megoldashoz tartozo célfiiggvény értéket a (=—cpdpb jeloli. A

T matrix {7+ J) indexekhez tartozé eleme Lij . Az A& bazishoz tartozé bazis valtozok indexeinek a halmazat
jelolje Iy mi g a nem bazis valtozokét Iy,

Baziscserét a kovetkez6 mdodon terjeszthetjiik ki linearis programozasi feladatra:
* elemi sor transzformaciokkal egységvektort képeziink a becserélendd vektor oszlopaban,

* a bazisba belépd valtozo, aktudlis célfiiggvény egylitthatojat is eliminaljuk megfelelé elemi sor
transzformacio segitségével, azaz a célfiiggvény sor megfelel elemét is kinullazzuk,

* azutolso oszlop értéke (a célfiiggvény érték) is modosul az elemi sor tarnszformacio kdvetkeztében.

Megfogalmazunk harom allitast: a primdal- illetve dudl nem megengedettségi kritériumot és az optimalitdsi
kritériumot.

Primal nem megengedettségi kritérium
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Duél nem megengedettségi kritérium

Az el6z0 pivot tablakat mar lattuk az eldjeles Farkas-Minty lemma kovetkezményeként megfogalmazva a 3.22.
és 3.23. Feladatokban. A hozzajuk tartozd6 nem megengedettségi kritériumokat a kdvetkezé feladatban
fogalmazzuk meg.

4.7. Feladat Legyen adott a () ¢s (D) linedris programozasi feladatpar.

+ Ha a ‘& bazis esetén valamely b <0, i€ Iy ¢s tij = 0 barmely J € In fennall akkor nem létezik
megengedett megoldasa a () feladatnak.

« Haa As bazis esetén G < Us J € Iy ¢ tij < 0, barmely * € {5 fennall akkor nem létezik megengedett
megoldasa a (D) feladatnak.

A () ¢s (D) linearis programozasi feladatparhoz tartozd optimalis bazis tablat az alabbiaknak megfeleléen
adhatjuk meg

€s az optimalitasi kritériumot az alabbi feladatban mondjuk ki.

4.8. Feladat Legyen adott a (F) & (D) linearis programozasi feladatpar. Ha az Ap primal és dual

— S|
megengedett bazis akkor az X = (xp,xy) = (A b, 0) optimalis megoldasa a (P} feladatnak és

y' = Cg-’flb'l optimalis megoldasa a (D) feladatnak.

Tovabba,
c'x=bly
teljesiil.

A 4.7. és 4.8. Feladatok bizonyitasat az olvasora bizzuk.

Az optimalitési kritériumot kifejezd bazis tabla jelentését a kovetkez6 méfon fogalmazhatjuk meg: Az aktudlis
bazis megoldas,

* primal megengedett bazis megoldas;
* dudl megengedett bazis megoldas;
» ¢s a megoldasok célfiiggvény értékei egyenldek.

Az 1-3. tulajdonsagok pontosan a 4.3. Allitas alapjan biztositjak a megoldasok optimalitasat, azaz X € P* és

yeD' Az tulajdonsag a 4.2. Allitas kovetkeztében a célfiiggvények egyenldségébdl levezethetd a (2)
komplementaritasi feltétel.
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Osszefoglalva, a (£) &5 (L) linearis programozasi feladatpar megoldasainak optimalitdsdhoz sziikséges €s
elegendd

« primal megengedettség, X € P, azaz Ax=h, x=0

« duil megengedettség, (¥-8) €D aza7 y' A+s=c,s>0

» komplementaritas, azaz x's=10.

Természetes modon meriil fel két kérdés:
» Hogyan oldhatjuk meg a (F) ¢s (D) linearis programozasi feladatparokat ?

* Barmelyik (F) ¢s (D) linearis programozasi feladatparnak van megoldasa ?

Ezekre a kérdésekre keressiik a valaszt a kovetkez6 részben.

5.2. 4.2 Criss-cross algoritmus

Linearis programozasi feladat megoldasara szolgald pivot algoritmusok koziil egyértelmiien a legegyszeriibb a
criss-cross algoritmus. A criss-cross algoritmus otlete S. Ziontstol (1969) szarmazik, aki azzal kérdéssel
foglalkozott, hogy megoldhato-e az altalanos linearis programozasi feladat egy fazisban vagy sziikség van a két
fazisu szimplex modszerre. Két fazisu szimplex modszer elsd fazisanak a célja (primal) megengedett bazis
eléallitasa, amelyrdl a szimplex mddszer elindithato.

Zionts kutatasait nem koronazta siker, habar megfogalmazta a criss-cross algoritmus prototipusat, de nem
sikeriilt algoritmusanak a végességét altalanos esetben bizonyitani. (Ma az az altalanos vélekedés, hogy a
Zionts-féle criss-cross algoritmus nem véges, habar ezt senki se mutatta meg.)

Ziontsot érdekld kérdést, Terlaky Tamas valaszoltam meg 1985-ben, megfogalmazva és minimal index szabaly
segitségével igazolva, eljarasanak a végességét. A Terlaky-féle criss-cross algoritmus, ma mar a klasszikus pivot
algoritmusok koziil, a szimplex modszer mellett, az egyik legismertebb.

Farkas Gyula alapvet fontossagli lemmajanak egy bazis tablas formajara, a Farkas-Minty el6jeles lemmara
(3.18. Lemma), a criss-cross algoritmus linearis egyenldtlenségrendszerek megoldasara kidolgozott valtozataval
adtunk konstruktiv bizonyitast. Ma mar a criss-cross modszer egyértelmiien egy algoritmus csaladot takar,
amelynek egyik klasszikus algoritmusat a Terlaky-féle, linearis programozasi feladat megoldasara szolgald
criss-crossalgoritmust megfogalmazzuk és minimal indexes szabaly segitségével a végességét igazoljuk.

Legyen adott a (P) &5 () linearis programozasi feladatpar és tegyiik fel, hogy ismert egy tetszéleges Ap
bazisa. A feladat eredeti adatainak és az aktualis & bazis segitségével kiszadmolhatoak az aktualis bazistabla
adatai a (4) képletek segitségével. Ebbol kiolvashaté az aktualis primal

x = (xp.xx) = (A5'b,0) = (b,0)

illetve dual bazis megoldas

e el A7l e e— o= — o]
y=cgdy, éss=c=c—cgd

‘A

8

ahol
s =(sp.sy) = (cg.cy)=(0,en — -:1}-[;1_-1”1 Ax ).

Figyelembe véve, hogy tetszéleges bézis esetén a primal Ax = b feltétel és a dudl ¥ YA+ s = feltétel
teljesiil, az optimalitasi kritérium teljesiiléséhez az kell, hogy X = 0 és s = 0 ¢lgjelkotések teljesiiljenek. A
béazis megoldasok struktirajabol lattuk, hogy Xn = 0 ¢és sz = 0 adodik, igy elegendd olyan bazist talalni,
amelyek esetén
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b=xg>0 é ey=s85v =0

teljesiil. A Terlaky-féle criss-cross algoritmus a linearis programozasi () ¢s (D) feladatok megoldasa soran
csupan arra torekszik teljesen figyelmen kiviil hagyva a célfiiggvény értékét és annak a valtozéasat, hogy mohd
modon talaljon egy olyan Ap bazist, amely

* primal és dual megnegdett bazis, vagy

* igazolja, azt, hogy nem létezik ilyen bazis, azaz vagy eldallit egy primal nem megengedett bazist, vagy
eléallit egy dudl nem megengedett bazist.

Fogalmazzuk meg a minimal indexes criss-cross algoritmust a linearis programozasi (F) ¢s () feladatok
megoldasara.

Bemen6 adatok: AeR™" beR™ ceR" Legyenadottegy <& bazis és a bazishoz tartozé tibla adatai
T, b, ¢. ¢ valamint az index halmazok Z: Zg. Ly .

« Hab=0 ¢ ¢ >0 teljesiil, akkor az optimalitasi kritérium alapjan optimalis megoldasnal vagyunk,
kiilonben menjiink a 2. 1épésre.

« Legyen Ib’ = {!: = Ib' : IJ,- < [)} és IN = {JI €Iy €; < ”} Nyilvén I = IB LJ I‘-\; # E’j és legyen
r = min k

keI-  és menjink a 3. 1épésre.

* Két eset lehetséges:
- Dual iteracié: 7 € L& ekkor hatirozzuk meg a
o {7 €In:ty <0}
index halmazt. Ha 7+ = ¥ akkor a primal nem megengedettségi kritérium alapjan

P =0.

&= min k
Ellenkez6 esetben legyen ke és menjlink a 4. 1épésre.

« Primal iteracio: ” € Ln ekkor hatdrozzuk meg a
T, 11 €lp:ty = 0}
index halmazt. Ha J» = U akkor a dul nem megengedettségi kritérium alapjan

D=0

&= min k
Ellenkez0 esetben legyen kET  és menjiink a 4. Iépésre.

« Pivotalas: dual iteracio esetén (3. a.), pivotaljunk a frs elemen, mig primal iteraci6 esetén (3. b.), pivotaljunk
a lsr elemen. Hatdrozzuk meg az Ig ¢sIn index halmazokat és menjiink az 1. 1épésre.

Tehat a linearis programozasi (P) ¢s (D) feladatok megoldasara megfogalmazott criss-cross algoritmus
valoban a lehetséges eredmények (primal- vagy dual nem megengedettségi kritérium illetve az optimalitasi
kritérium) valamelyikével all meg.
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5. abra. Criss-cross algoritmus.

Mostmar csak az a kérdés, hogy véges-e az algoritmus, azaz véges sok iteracio alatt eléri-e valamelyik leallasi

tablat. Figyelembe véve, hogy a (#) feladatnak véges sok bazisa van, ezért a criss-cross algoritmus csak ugy
lehetne nem véges, hogy valamelyik bazis tabla, az iteraciok soran, végtelen sokszor el6fordul. Tekintettel arra,
hogy az algoritmus determinisztikus és a bazis tablak egymasba transzformalhatok, egy bazis csak akkor
térhetne végtelen sokszor vissza, ha legalabb két bazis végtelen sokszor eléfordul, hiszen az a valtozo, amelyik
az egyik bazis esetén tavozik, valamely késébbi masik bazis esetén be kell, hogy 1épjen a bazisba, annak
érdekében, hogy az elsének megfigyelt bazis visszatérhessen. Ezt a jelenséget ciklizalasnak nevezziik, vagyis a
ciklizalas esetén egy olyan jelenséggel allunk szembe, hogy valamely By. By, ... By bazis oly moédon
ismétlodik, hogy a Biev1 = B pazissal és mivel determinisztikus az algoritmus, ezért egymasutan, ujra és ujra
végig jarja ugyanazokat a bazisokat.

Miel6tt bebizonyitanank a linearis programozasi (P) & (D) feladatok megoldasara megfogalmazott criss-
cross algoritmus végességét, foglaljuk dssze az algoritmus pszeudokddjat:
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Criss-cross algoritmus linedris programozisi feladatokra

Bemend adatok:
coy (P) feladat rivid (bazis) tdblaja, nem megengedett valtozdk T indexhalmaza
(azon i indexek halmaza, amelyekre b < () vagy ¢; < 0)
Begin
while T # (0 do
begin
pr=min{i € Ig : b; <0}; p:=min{j € In:¢; < 0}; r:=min{p,q}:
ifr=p
then
if t'7) > 0 then STOP:a P =1
else legyen ¢ == min{j € Iy : t,; < O}
endif
else (ie. r=gq)
if t, < 0 then STOP: a D =10
else legyen p := min{i € I : t;, > 0};
endif
endif

pivotilas a (p.q) pozicion; Iy :=IgU{g}"\ {p})

Ennyi el6késziilet utan készen allunk bizonyitani a minimal indexes criss-Cross algoritmus végességét a (F) &s

(L) linedris programozasi feladatokra.

4.9. Tétel Legyenck adottak a (F) ¢s (D) linearis programozasi feladatok. A minimal indexes criss-Cross

algoritmus véges sok iteracidban megoldja a (£) ¢s (D) linedris programozasi feladatokat és leall a kdvetkezo
leallasi tablak valamelyikével:

* egy primal nem megengedettségi tabla, vagy
» egy dual nem megengedettségi tabla, vagy
* egy optimalis tabla.

Bizonyitas. A minimal indexes criss-cross algoritmus megfogalmazasabol vilagos, hogy az algoritmus megallasi
kritériumai pontosan megegyeznek a tételben felsorolt leallasi tablakkal, azaz az algoritmus leallasakor vagy azt
mutatja meg, hogy nem Iétezik primal megengedett megoldas, vagy azt mutatja meg, hogy nem létezik dual
megnegedett megoldas, vagy pedig eléallit egy optimalis, primal-dual megoldas part.

A kérdés most mar csak az, hogy véges sok Iépésben leall-e a minimal indexes criss-cross algoritmus ?

Indirekt médon tegyiik fel, hogy a minimal indexes criss-cross algoritmus nem véges. Ez azt jelenti, hogy
létezik olyan példa, amelyen ciklizal, hiszen a lehetséges bazisok szdma véges. A minimal indexes criss-Cross
algoritmus ciklizalasi ellenpéldai koziil vegyiink egy olyat, amelyet minimalis ciklizalasi ellenpéldanak
neveziink, abban az értelemben, hogy minden valtozo a ciklus soran belép a bazisba, majd onnan tavozik.

Barmely ciklizalasi ellenpéldabol készithetiink, minimalis ciklizalasi ellenpéldat, ugy, hogy azoknak a
valtozoknak megfelelé vektorokat, amelyek a ciklus soran vagy végig bazis valtozok voltak, vagy végig nem
bazis valtozok, azaz azokat, amelyek a ciklus sordn nem mozogtak, a hozzéjuk tartozé oszlop vektorkkal egyiitt
toroljiik a véges vektor rendszeriinkbdl (az A matrix oszlopai koziil).
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A példa minimalitasa miatt, a ciklus soran minden valtozo6 belép,;majd (késébb) tavozik a bdzisbol. Vizsgaljuk
azokat az allapotokat, diflikor a legnagyobb indexti valtozo, az  indexli valtozé belép a bazisba, illetve
amikor tavozik onnan ( bazis). Az alabbi négy eset lehetséges:

+ primal iteracional keriil be az 3" bazisba és primal iteracional tavozik az B" bazisbol;

+ primal iteracional keriil be az 3" bazisba és dual iteracional tivozik az 5" bazisbol;

* dudl iteracional keriil be az 53" bazisba és primal iteracional tavozik az B” bazisbol;

* dudl iteracional keriil be az 53" bazisba és dual iteraciondl tavozik az 8" bazisbol.

A kovetkezd abran lathatjuk az n indexii valtozé lehetséges mozgasait figyelembe véve a minimal index
szabalyt, azaz azt, hogy ha a minimdl index szabaly a legnagyobb indexli valtozot valasztja ki, akkor minden

mas valtoz6 adatanak az el6jele megfeleld kell, hogy legyen mar. Ezeket az eseteket az un. majdnem leallasi
tablak irjak le, azaz

* primal iteracional belép a bazisba,

* dudl iteracional belép a bazisba,

* primal iteracional tdvozik a bazisbol, és
* dual iteracional tavozik a bazisbol.

“-J‘i . (:

[
.
e

T TE

.
Az (1.) (4.) tablakon lathato el6jelstruktira alapjan az (a) eset vizsgalata az (1.) és (3.), a (b) eseté az (1.) és (4.),
a(c)esetéa(2.)és(3.), mi ga(d)esetéa(2.)és (4.) tablak vizsgalatat jelenti.

A bizonyitis menete a kovetkez6 lesz: az (1.) (4.) tablakrol t' sor (oszlop) illetve t” oszlop (sor) vektorokat
olvasunk ki, az (a) (d) lehetséges eseteknek megfeleléen. Megmutatjuk, hogy a t' illetve t” vektorok egyiittes
el6fordulasa ellentmond az ortogonalitasi tételnek. Ebbol pedig az kovetkezik, hogy az (a) (d) esetek egyike sem
fordulhat eld, azaz a criss-cross algoritmus nem ciklizalhat, tehat véges, ha pedig véges, akkor valamelyik
leallasi tablajaval ér véget az algoritmus.

Most pedig térjiink ra az (a) (d) esetek targyalasira. Az ortogonalitasi tételt a bazis tabla (7 + 1) darab
(7 + 1) dimenzios vektoraira alkalmazzuk. Ehhez az aldbbi strukturdji vektorokat fogunk kiolvasni a
tablakbol:

t=Ig\{n} In\{n} | n b|e

A vektorok a 3" bazishoz tartozé tablak esetén a kovetkezok: (1.) tabla:

"' =[0 ... 0f® .. @[-[{]1
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(2.) tabla:

() 0 ««« 01 0 «-- ”_... ...:_:__[;.

A B" bazishoz tartozo tablak esetén a kiolvasott vektorok a kovetkezék: (3.) tabla:

t’ S o [0« 0 =10 -+ 0|+|0]-

L

(4.) tabla:

Természetesen ne felejtsiik el, hogy Li # Liv tehat ovatosan kell elemezziik az eseteket.

Az (a) esetben, ha az (1.) és a (3.) bazis tabla el6fordulhat, akkor a t' & t; vektorok ortogonalisak.

Szamoljuk ki a két vektor skalarls szorzatat, figyelembe véve, hogy i 20 s 1 = ”, barmely i€\ {n}

=10

esetén, valamint azt, hogy b = adodik az els6 egyenl6tlenség

0=(t))"¢" = N Lt + L bt th b <t b+t <0,

d iF e nr 0 [ el

eI\ {n}

A masodik egyenl6tlenség teljesiil, mert tee =115 < 0,1, <0, >0 446dik az (1.) és (3.) tabla
struktrajabol, ellentmondva az ortogonalitasi tételnek (1.48. Tétel), tehat az (a) eset nem fordulhat eld.

A (c) esetben, ha az (2.) és a (3.) bazis tabla el6fordulhat, akkor at'™ g t; vektorok ortogonalisak. Szamoljuk
ki a két vektor skalarls szorzatat figyelembe véve, hogy “si =0 gt <0 , barmely i €I\ {n} esetén,
valamint azt, hogy e = U gs By = 0 adodik az elsé egyenldtlenség

= llt:r}-;-t.--j-.- Z i'“ " g .- ‘IH. 4 j" .fr'f : j.,,l.";:l. < If.- ,|’” < ).

a..u I, at Yoy = bam bnr
ieI\{n}

A masodik egyenlétlenség teljesiil, mert e <0 ¢s thr =0 adodik a (2.) és (3.) tabla struktrajabol,
ellentmondva az ortogonalitasi tételnek (1.48. Tétel), tehat a (c) eset nem fordulhat el6.

A (d) esetben, ha az (2.) és a (4.) bazis tabla el6fordulhat, akkor a t'" & t} vektorok ortogonélisak
Szamoljuk ki a két vektor skalarls szorzatat, figyelembe véve, hogy i 20 gty 20 , barmely ? € I\ A{n}
=1

esetén, valamint azt, hogy “se , adodik az els6 egyenlbtlenség

‘r = ri;.llf t'fl\l = z '|Ilu lf.llll + lf\n If.ll’.ll T ‘l':" f:'}' 1 lil:nll 'f;:'.l :\I: l|II’J«-_u 'lll::l'.l + fJ\u'l'f::fJ .'} I]
iceI\{n}

A masodik egyenl6tlenség teljesiil, mert b < 0, Ty < 0,8, < 0 ¢ thy, = —1 adodik a (2.) és (3.) tabla
strukturajabol, ellentmondva az ortogonalitasi tételnek (1.48. Tetel), tehat a (c) eset nem fordulhat eld.
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A (b) esetben, ha az (1.) és a (4.) bazis tabla eléfordulhat, akkor a t""” ¢s T vektorok illetve a t”' ¢s t
vektorok ortogonalisak. Ez az eset ﬁ% e_ié?)@elg}le_z Kép@gtj_;oﬁ)yoluﬁjatlb.[ﬁzémoljuk ki _lgét-]{ég}pér vektor skalaris
szorzatat, ;ﬁgyﬁl@fpbﬁ Y_é\{_%h hﬂgzﬁ =1 i:_ y = ¢’ és i:_’h = (! barmely esetén, valamint
azt, hogy , tovabba és adodik az els6 egyenl6tlenség mindkét
skalaris szorzat esetén

{th}‘liiil = Z f:.'flfi + li.-r| f‘lrl:h } f“ r.': i ":ll'.:f:n '_ i‘Jrl !.ufr 1 l';” - ';;-"
i€\ {n}

illetve

()7t = N ittt ittt > — (",
i€\ {n}

mivel Tne = Ton = 0 A ket skalaris szorzat kiilsn-kiilon is nulla kell, hogy legyen, igy az Osszegiik is nyilvan
nullanak kell lennie, azaz

T .l-e.- kel

[] {t’h}l + I:tl'.lb t — 'lll T r::l'l -+- '::” - {:r -+- L:J - ':‘1-” : f‘:rl "::.'l = “

teljesiil, mert tay < 0. T <0 miatt a skalaris szorzatok Osszege szigorian pozitiv, ellentmondva annak, hogy

a két skalaris szorzat kiilon-kiilon nulla az ortogonalitasi tétel (1.48. Tétel) miatt, tehat a (b) eset sem fordulhat
eld.

Mivel az (a) (d) esetek egyike sem fordulhat eld, ezért a minimal indexes criss-cross algoritmus nem ciklizalhat.

[QED]

Végezetil illusztraljuk egy linearis programozasi feladat megoldasaval a minimal indexes criss-cross algoritmus
miikodését.

4.10. P¢élda Legyen adott a kdvetkezd linedris programozasi (primal) feladat

min —xy —2xs —3rz —2x8 —338
Iy + 2.]: } Iy Ls £Lg - 11”
1 +2r3 + T4 + Ts — 80
3T + Ty + T4 + T4 = 70
— 2, — ta; = — 40

ahol 1. 72..... 77 = 0 Ekkor a duél feladatot az alabbi formaban 4lli thatjuk eld:

max 110y +80y +T0y —40uy

n o+ w < 1

2 3y — 2 < =2

22 + W < -3

o+ Y U < =2

m iy + B - Yy < =3

LE < 0

w = 0

Az adott (°) feladathoz tartozé pivot tabla
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1 2 0 1 1 1 0110
1 0 2 1 1 0 0 80
0 3 1 1 1 0 0| 70
0 -2 0 0 -1 0 1/]-40
1 -2 3 2 30 0] '

Valasszuk {5 -t {1r4rﬁ- 7} -nek és Iw-t {2.~ 3,5} -nek. Ekkor kiszmolhatd az ezen bazishoz tartozé rovid
bazis tabla

Ty Ty (| 7]
T | -3 1 (0 11)
ry | 3 1 1| 70
I 2 -2 { a0
rr | =2 0 1 1{)
1 ] 1 1)

b* =(10,0, 0, 70,0, 30, —40)
¥y =chAg' = (0, -1, -1, 0)
el =e¢' —efAGA=(0.1,0,0, —-1,0,0)

Ekkor 7 = by = —40 < 0 és ¢s = —1 < 0 azaz az T7 primal és az T5 dual nem megengedett valtozo. A
minimal index szabaly alapjan s belép a bazisba és ¥4 tavozik a bazisbol. Ekkor a kdvetkezd pivot tablahoz
jutunk

Ta Ty T4 Db
-3 1 0 10
e |3 1 1| 70
T | 2 -2 0| 30
Iy 1 1 1 30
4 1 1220
Figyelembe véve, hogy az aktualis pivot tabla esetén az I.=0 , optimalis tablahoz jutottunk,

x! =(10,0,0,0,70,30, 30 e P, y' =(0,—-1,-2, 0D

illetve € = (0,4, 1,1,0,0,0),

T -1 R
A célfiiggvényértek, €88 "D amely helyett a tablaban a ¢ = ~Ce5 D ek talalhato a tabla bal also
sarkaban. Tehat az optimalis célfiiggvényérték —220

A tabla optimalitasat az X = 0 ¢s s = ¢ = 0 jgazoljak.

5.3. 4.3 Eros dualitastétel

Az er6s dualitas tétel a linedris programozas alapvet6 tétele, amely kapcsolatot teremt a primal és dual feladatok
kozott. A dualitas tételnek és kovetkezményeinek, a dual valtozoknak kdzgazdasagi jelentésiik van, amelyek
magyarazataval szamos cikk és konyv foglalkozik. A dualitas tételnek ma mar szdmos bizonyitdsa ismert. A
fontosabb bizonyitasi médok a kdvetkezok:

 Farkas-lemma felhasznalasaval igazoljuk az erds dualitas tételt. (Egyébként az erés dualitas tétel ekvivalens a
Farkas-lemmaval.)
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* A konvex halmazok szeparacios tételének a felhasznalasaval lehet igazolni az erds dualitas tételt. (A
szeparacios tétellel a Farkas-lemma is igazolhato.)

* Konstruktiv modon igazoljuk az erds dualitds tételt valamely pivot algoritmus végességének a
felhasznalasaval. Ha a bizonyitast a szimplex modszer végességre épitjiik fel, akkor néhany geometriai jellegii
tételre (pl. Motzkin-tétel) is sziikségiink van az igazolaskor.

Mi a harmadik modszert alkalmazzuk, de a szimplex algoritmus helyett, amelyet még mindig nem targyaltunk,
inkabb a minimal indexes criss-cross algoritmust hasznaljuk fel, amelynek a végességét az ortogonalitasi tétel
segitségével, az el6z6 részben lattuk be.

4.11. Tétel (Erés dualitastétel.) Legyen adott a (F) & (QJ linedris programozasi feladatpar. Ha a P#0 ¢sa
D# 0 akkor létezik X € P 6s ¥ €D | amelyekre ¢ X =b'¥ | tehat az X és ¥ megoldasok, primal- és
dual optimalis megoldasok.

Bizonyités. Alkalmazzuk a minimal indexes criss-cross algoritmust a (£”) feladatra. A 4.9. Tétel alapjan a
minimal indexes criss-cross algoritmus véges és a lehetséges harom leallasi tablajanak valamelyikével leall. A

tétel feltételei, © 7 B esaD#0 , kizarjak annak a lehetdségét, hogy nem megengedett tablaval alljon le a
minimal indexes criss-Cross algoritmus. Tehat a tétel feltételeit kielégitd linearis programozasi feladatok esetén
a minimal indexes criss-cross algoritmus véges sok 1épésben a kovetkezd tulajdonsaghi bazis megoldast allit el
xeP &y <D, ahol

X=(Xpg.Xn)=| .-ll.;l b.0) &3 s=c=(cp.cy)=(0,cy — {.'.::: .-1‘..] A

1 ¥

= — oT 4-1 _
Tovabba ¥ = ¢z Ap €D , mert 8 =0 Az eldallitott primal- és dual megengedett bazis megoldasrol
megmutatjuk, hogy a célfiiggvényértékeik egyenldek és igy a gyenge equilibrium tétel (4.3. Allitds) miatt
Xx€P &Y ED azaza megoldasok optimalisak.
Tehat csak azt kell belatnunk, hogy a primal- és dual célfiiggvényértékek azonosak, azaz
el c:.l‘,';x,r_; } t{_ X ;}I: .-1“1 b 4 r.-_{,;. 0 “}r'r _-‘|”| b - }.i"h.

- [QED]

A linearis programozas er0s dualitas tételének tobb formaja is ismeretes. Kimondjuk a kdvetkez6 két alakjat és
az olvasora bizzuk az allitasok igazolasat.

4.12. Feladat Legyenek adottak a (") ¢s () linedris programozési feladatok.

« Ha a ") feladatnak 1étezik optimalis megoldasa akkor a (L) feladatnak is létezik és az optimum értékek
megegyeznek.

« HaaD # 0 akkora P* # 0 ¢saz optimum értékei a két feladatnak, megegyeznek.

A Farkas-lemmahoz hasonl6an a dualitastétel is kimondhat6 altalanosabb alakban. Legyen adott a primal- és
dudl linearis programozasi feladat a kovetkezd alalkban.

nm.\c{t:'{'x] 4 t.':‘z".ﬂ:g} |ui|1{h";'y1 - Il{}":}
_ T T _
.-1“}:| } .'11_;}(-: — l}l I_I[illl }rf,.‘.lll } _}?%-;'!.-_..J — Cy |f}||'|
Az X + Agpa Xz < by ' Yidiz+yiAn 2 ¢ '
X2 2 0 y2 <00

Tegyiik fel, hogy a feladatban megadott matrixokkal és vektorokkal a kijel6lt miiveletek elvégezhetdk. Jelolje a

megnegdett megoldas halmazokat rendre Pu s Da illetve az optimalis megoldas halmazokat Pi¢s Da
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Ekkor kimondhat6 és igazolhato, a gyenge €s erds dualitas tételek is, az altalanos alakt (Fie) ¢s (Da) linearis
programozasi feladatparokra.

4.13. Feladat Legyenek adottak a (£) és (1a) linearis programozasi feladatok.

« (Gyenge dualitas tétel.) Ekkor barmely (X1:X2) € Pu &5 (¥1.¥2) € Da egetén

bly, 4 h.::yz > elx 4 r.:;x_-.

o (Erés dualitis tétel.) Haa Pa # 0 ¢sa Do # 0 akkor létezik (X1-X2) € Pa g5 (¥1.¥2) € Da amelyekre
el 4 c:!x: by, + hg-_}'_a.
tehat az (X1.X2) ¢s (¥1,¥2) megoldasok, primal- és dual optimalis megoldasok.

6. 5 Linearis programozas pivot algoritmusai

Lineéris programozasi feladat megoldasiara Dantzig 1947-ben vezette be a szimp\-lex mddszert. Dantzig
szimplex modszerének sziiksége van megengedett, induld bazis megoldasra, ezért eleinte csak a kdvetkez6 alaka
linedris programozasi feladatokra miikodott az algoritmusa:

max ¢l x Imin Il.'r.l‘!r'
Ax < b (P.) ATy > ¢ (D)

ahol A € R™" e.x € R” ¢ ¥, b € B™ Tovsbba tegyiik fel, hogy b = 0.

A () ¢s (Dr) linearis programozasi feladatpar esetén, a linearis egyenldtlenségrendszer feltéeteleket az un.
eltérés valtozok bevezetésével egyenlGséges feltételekké tudjuk transzformalni, igy a (Fr) feladat egy

megnegedett induld bazisat konnyen elétudjuk allitani. Legyenek az S CRY ¢ aZCRY 5 (P) ¢ (D)
feladatok eltérés vektorai. Ekkor a feladatokat az alabbi, médon irhatjuk fel

max c' x +0's min b’y + 0%z
Ax 4+ s =Db (F) ATy — 7z =c¢ (DL)
X, 5 = 0 ¥, = E. 0

A (F) primal linearis programozasi feladatbol azonnal kiolvashato egy induld bazis megoldas

x=0 és s=h=>0,

ahol a bazis valtozok az s vektorba Osszefoglalt eltérés valtozok, mig a nem bazis valtozok, az eredeti dontési
valtozok, amelyek az x vektorban szerepelnek.

Az induld, megengedett bazis megoldas (és indulé megengedett bazis) 1étezése a feladat struktirajabol és a
feltevésekbsl (P = 0 adodik.

5.1. Definicié6 A (£') primal linearis programozasi feladatot kanonikus feladatnak nevezziik, ha az Ax = b

linearis egyenletrendszer matrixa tartalmaz egy (77 % 1) _es egység matrixot és ha az aktudlis jobb oldal vektor
b nem negativ.

A
Koénnyen belathato, hogy a (F) feladat, kanonikus linearis programozasi feladat, azaz a (F) feladat, eltérés
valtozok bevezetésével, kanonikus feladattd transzformalhaté. Kanonikus linedris programozasi feladat esetén
egyszeriien megadhatd egy megengedett induld bazis €s a hozza tartozé megengedett, bazis megoldas.
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A Dantzig-féle primal szimplex algoritmus kizarolag kanonikus linearis programozasi feladatot képes
megoldani.

A () &5 (Dk) linedris programozasi feladatpar esetén, konnyen megfogalmazhatjuk a gyenge dualitas tételt.

5.2. Feladat (Gyenge duahtas tétel.) Legyenek adottak a (Fk) ¢s (D) feladatok Ekkor barmely X € P ¢s

¥ € D esetén c'x <b’ .Y ¢és egyenldség pontosan akkor all fenn, ha x'z + .Y s=0 ,ahol s =b — Ax ¢
z=Aly

Az allitas bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

Figyelembe véve, hogy a (F%) maximalizalasi feladat, a (Fk) ¢s (Dr) linedris programozasi feladatpar esetén,
az optimalis bazis tabla el6jel struktiraja a kovetkezo lesz

¢és a dudl nem megengedettségi kritériumon kiviil ez lesz a masik megallasi feltétele a Dantzig-féle primal
szimplex algoritmusnak.

6.1. 5.1 Primal szimplex algoritmus

A primal szimplex algoritmus elinditasahoz, ahogyan azt mar emlitettiik, sziilkség van egy primal megengedett

bazisra, ezért a primal szimplex algoritmus kanonikus linearis programozasi feladatrol (pl. a (£%) feladat)
indithato el. A primal szimplex algoritmus, primal megengedett bazisrdl, primal megengedett bazisra 1ép és
kozben, maximalizalasi feladat esetén, igyekszik novelni a célfiiggvény értékét. (Minimalizalasi feladat esetén,
megengedett bazisokon haladva, természetesen minden iteracioban igyekszik csokkenteni a célfiiggvény
értékét.)

Ha az adott linearis programozasi feladat nem kanonikus feladat, akkor indulé megengedett bazis megoldas
eléallitasdhoz un. két-fazisu szimplex modszert kell alkalmazni, amelyet kés6bb mutatunk be.

Tekintsiik a (£*) linearis programozasi feladatot, (1), alakban és tegyiik fel, hogy ismert egy megengedett bazis,
Ap a hozza tartozé s és In index halmazokkal, b és C transzformalt jobboldali illetve célfiiggvény

(redukalt koltség) vektorokkal. A tabla belsejét T=Ag A jeloli.

Legyen Fs: & #Ip: 0 < gkkor az s bazis, nem lehet dudl megengedett (nem optimalis). Legyen
Tp ={11.92,-- .. im} abazis indexek halmaza és

{ =[x L.'}I;x“ t'._fl..-’.th

a bazis megoldas célfiiggvényérteke. A teljes pivot tabla Ip x (ZsU{s.b}) részét az alabbi linearis
egyenletrendszer fejezi ki

Tiy b s Ts I
T, Fla, ¥, = JIJ_.

Ti tmaTs = by
L Sl z(X)

ahol az utols6 sor a célfliggvény sort reprezentalja. Mivel a feladatunk minimalizalasi feladat, ezért a negativ
redukalt koltségli Ts valtozot szeretnénk bevonni a bézisba, pozitiv A értéken, mert ekkor a célfiiggvény
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aktudlis értéke, Cs A negativ szammal csokkenne. Végezziik el a kivant transzformaciot, azaz legyen £s = A
és fejezziik ki a bazis valtozok értékét a A fliggvényében. Ekkor a kovetkezd linedris egyenletrendszerhez
jutunk

Ta A

I, = Ir.J| - f|_\)'|
.f'l.;_ h_l - .I’-_..,J'-
T = by — A

A linedris egyenletrendszer matrixanak oszlopai affin fliggetlen vektorok és igy
A= Ale e ... .60t ).
egy szimplex. Err6l, a bazis cseréhez rendelt szimplexrol, kapta a modszer a nevét.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor az s véltozot bevonjuk a bazisba és az értékét A = 0 noveljik és
barmely J & ZoU{s} esetén 75 =0 teljesiil, azaz a tobbi nem bazis valtozé értéke valtozatlanul nulla

marad. (Ezért nem kellett azokat feltiintetni az elsé (78 % (78 + 1)) _es linedris egyenletrendszer esetén.)

Amikor az Ts valtozo felveszi a A = 0 ¢rtéket, akkor az el8zé linearis egyenletrendszer segitségével
fejezhetjiik ki a bazis valtozok értékét a A érték fiiggvényében. Azt kell biztositanunk, hogy “ix = U legyen,
ahol # =1.2.....1 K4t esetiink lehet:

o tks < 0: barmely A = U esetén az Tix = by =t A 20 teljesiil;

A

(IS

s .

et > 0: Ti 2 0 pontosan akkor teljesiil, ha

Az els6 esetben, mivel a fks nem pozitiv, igy barmely pozitiv A esetén, Tix = 0 lesz. Ezzel szemben, ha tis

pozitiv, akkor a A= 0 grieket a e torttel (hanyadossal) lehet feliilrdl korlatozni. Ezt az elemzést
kiterjeszthetjiik az s valtozd Osszes egyiitthatojara, vagyis a pivot tabla teljes ts oszlopara. igy jutunk el a
szimplex modszer legfontosabb épitdkovéhez, a hanyados-teszthez, amely biztositja, hogy iteraciordliteraciora
primal megnegdetett bazis megoldasokon keresztiil, a poliéder csucsain, haladjon a primal szimplex algoritmus.

Vezessiik be a J« =17 € Is t tie > 0} jndex halmazt. Két eset lehetséges

1. ha J: # 0 akkora

L ;
A = min —L és T = {‘. eT A= j}.-' }
is

JET &

és barmely 7 € Ji esetén (r,8) megfeleld pivot pozi ci6 és

b

i

v
]
lrr.n.

zZix(A)j=C + 6, A=0( + ¢ < (= z(%),

2. haJs =1 akkor a A értékre nincsen korlat és figyelembe véve a célfiiggvénynek az Ap bézishoz tartozé
alakjat, azt kapjuk, hogy

lim z{x(A)) = lim ({ + . A)=( + lim &A= —occ,
A= g A =g A=r g

mivel Cs < 0 ¢gg A = 0,
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Ha valamely J € Zg esetén bi =0 akkor A = 0, azaz #(x[(A)) = z(X])  Ekkor (primal) degeneralt megoldast
kapunk és degeneralt iteraciorol beszéliink, mert a célfiiggvény érték valtozatlan maradt.

Ab; =0, valamely J € Zg esetén, pedig azt jelenti, hogy a b vektor az R™ tér valamelyik valodi alterében
fekszik. Ez a geometriai jelenség all a degeneralt megoldas hatterében és okozza azt, hogy bizonyos esetekben,
ha a pivot algoritmust nem eléggé koriiltekintéen fogalmaztuk meg, ciklizalas 1éphet fel. A ciklizalas
jelenségével késobb részletesebben foglalkozunk még.

Visszatérve az el6z0 vizsgalat két esetéhez, észrevehetjiik, hogy az elsé esetben a hanyadostesztet alkalmaztuk,
mig a masodik esetben, azonositottunk egy olyan iranyt, amelyik mentén a célfiiggvény korlatozas nélkiil
csokkenthetd volt. A gyenge dualitas tétel egyik kovetkezménye alapjan, a primal minimalizalési célfiiggvény

alulrél nem korlatos, ez pontosan akkor fordulhat el8, ha a D = 0, azaz teljesiil a dudl nem megengedettségi
kritérium. Az eddigi elemzést a kovetkezo allitas foglalja 6ssze.

5.3. FeladatLegyen adott a (£’) ¢s (L2} linearis programozasi feladat és s & EIs:0a< 0 anol Is az

aktudlis bazis véltozok index halmaza. Vezessik be a ¢ = 1 € Zg : tis = 0} jindex halmazt. Ekkor a
kovetkezo allitasok ekvivalensek

. ._,;ZE'j,

« a (] feladat célfiiggvénye alulrol nem korlatos,
e D=1,
Foglaljuk 6ssze a primal szimplex algoritmust, amelyet Dantzig, 1947-ben fogalmazott meg.

Legyen adott a (F) (minimalizalasi) linearis programozasi feladat és egy hozza tartozé primal megengedett
Ap bazis, a rovid bazis tablaval egyiitt.

. Legyen - = {i€Iv|e <0} HaZ-=1 , akkor készen vagyunk, mert az 45 duédl megengedett bézis
is egyben. (Teljesiilnek az optimalitasi kritérium feltételei, azaz eldallitottunk egy optimalis megoldast,
optimalis bazis tablat.) Kiilonben menjiink a 2. 1épésre.

« Legyen 7€ 4 tetsz6leges és hatarozzuk meg a Ty :=1{1€Tp 1 tiy > 0} index halmazt. Ha Js = 0
akkor készen vagyunk, mert teljesiil a dudl nem megengedettségi kritérium, P = (! . (Ebben az esetben
nincsen optimalis megoldasa a feladatnak.) Kiilonben menjiink a 3. 1épésre.

« HaJs # 0 akkor alkalmazzuk a hanyados-tesztet:
b, .
U :=min{— :1 € T}
i)

by

=4 . . a1 "
és legyen P € Iy tetsz6leges, amelyre ‘ra . Pivotaljunk tpan és térjlink vissza az 1. 1épéshez.

Adjuk meg a szimplex algoritmus folyamatabrajat, amelyben a dontési helyzeteket pivot tablakon magyarazzuk.

94
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

CSTART

J-,

L meghatbdrozisa

1 - I |
- RN T =0
L,: - - . .1
Optimahis megoldis

L
—_—

sTop

v
/ |ll'.’n|'.|l.|.

piros

Duél nem megengedettsiy

|

STOopP

6. abra. Szimplex algoritmus.

Majd illusztraljuk a miikodését egy példan.

5.4. Példalnduljunk ki a kdvetkezd rdvid bazistablabol:

Iy T3 T4 Iy Ty Iy f
-4 1 -2 4 -2 6| 4]
e [-3 3 1 4 -4 11|12 |
|1l -2 2 1 0 -2 1

122 6 9 -18 13 -35|-20|

A szimplex modszerrel a dual nem megengedett valtozok koziil barmelyik kivalaszthato.
1. Amennyiben az 3 valtozot valasztjuk belépének akkor a hanyados teszt alapjan

LT 1‘!] 4 . Iy h‘g
= — =4 é5 . = = .
1z t1z | faa taz 3

adodik, azaz 7 illetve ¥6 is valaszthatd lenne tavozonak.
2. Az ‘I's valtozot valasztva belépd valtozonak akkor a hanyados teszt alapjan

I.h 12 . . Iy ) !.H . 1 i

Ir ﬁl 1 Ig &
—_—e—=—=], —=—=—=3 é& —= -
t14 e 4 t24 faq 4 34 a4 1

két valtozo koziil -F7 és 'l valaszthatunk belépd valtozot.

3. Beléponek valaszthatjuk az T8 valtozot is. Ennek a valtozonak az oszlopara alkalmazva a hanyados tesztet

I7 !!1 4 _j . {Ig !}‘_ 1 2
_—— = == = s — O — O —
g tig 6 3 fon G 11

a tavozo valtozot, 7, egyértelmiien valaszthatjuk ki.

Valasszuk az els6 pivot pozicionak 13 -at. Ekkor az aldbbi (r6vid) pivottablat kapjuk:
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Yo ¥y Ty Iy Iy Ty b
rz -4 1 -2 4 -2 6/[4]
r | 9 -3 7T 8 2 70
»n|-7T 2 -2 9 -4 109
2 6 3 6 1 1|4

A tobbi pivot 1épést a pivot pozi cidval, a bazis valtozok bazisban elfoglalt sorrendjével, a primal megengedett
megoldassal és a célfiiggvény értékével jellemezziik, ahelyett, hogy a teljes pivot tablakat kozolnénk.

# | bazis val, bizis megoldas célfv. érték | piv. poz | megjegvegveds
1| &7, 2. 2y | (1.0.0,0,0.12,4.0.0) y =20 tis |

2. | oy, g, 1y (9,0,4,0,0,0,0,0.0) (3= —4 tog degeneralt

3. my. ey (9.0.4.0.0.0.0.0.0) | G=-—4 taz degeneralt
4, | a3, x4, 11 | (9,0,4,0,0,0,0,0,0) (y=—4 tos

5. | mg, g, 7wy | (1L,0,0,1,0,0,0,0,1) | (5= -6 . optimalis

Végezetiil, adjuk meg a szimplex algoritmus pszeudokddjat:

Primél szimplex algoritmus { Dantzig, 1947)

Bemend adatok:
a (7)) feladat Ag primal megengedett bazisahoz tartozo Ty (rovid) bazis tabla,
Begin
I ={icIy|g <0}
while T # () do
begin
legven g € I tetszoleges;
if t, < 0 then STOP: a D = ) (dudl nem megengedettségi kritérium)
else
begin
legyven 4 = mi”{r_:,: i € Ig és by, > 0}; (hanyados teszt)

legven p € I tetszileges, amelyre !i,:_ =
end
endif
pivotalas: Ty :=Tg U {g}"\ {p}:
az I_ index halmaz meghatarozdsa;
end
endwhile

I = akkor optiméilis megoldasnal vagyvunk; (optimalitasi kritérium)

6.2. 5.2 Modszerek a ciklizalas elkertilésére

A primal szimplex algoritmusban lathattuk az el6z6 példan is tobb helyen is volt valasztasi szabadsagunk.
El6fordulhat olyan példa, amely megoldasakor a pivot poziciok rossz megvalasztasa esetén, végtelen ciklusba
keriiliink, azaz a bazisoknak egy véges sorozata, végtelen sokszor visszatér. Ezekben az esetekben, amikor az
algoritmusunk ciklizal, nem tudjuk eldonteni, hogy az adott linearis programozasi feladatnak van-e megoldasa
vagy sincs. Tekintsiik az alabbi, A. W. Tuckert6l szarmazé példat:
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5.5. Példg (A. W. Tucker) Legyen adott az alabbi rovid bazis tabla. Tekintettel arra, hogy az F'1 és F2 bazis
valtozok  értéket vesznek fel, az adott bazis tabla (primal) degeneralt és az adott linearis programozasi feladat
is degeneralt.

Az els bazis tablan, a pivot oszlopot, a legnegativabb redukalt koltségli valtozo segitségével valasztjuk ki, igy
az s 1ép be a bazisba és a hanyadosteszt felhasznalasaval az T2 valtozot valasztottuk ki tdvozonak. A pivot
pozici6 a 25 lesz és degeneralt pivotra keriil sor, mert a 2 = 0 A degeneralt pivot miatt a jobb oldali vektor
értékei nem valtoztak meg, de a bazis és nem bazis vektorok halmaza megvaltozott. A két kiilonb6z6 bazis,
mégis ugyanazt a primal megengedett megoldast adja, vagyis annak ellenére, hogy a bazis megvaltozott, a
poliéderen kijelolt extremélis pont, ugyanaz maradt. fgy, természetesen, a célfiiggvény értéke sem valtozott
meg.

r, |1 9 0 1 0 2 90|
|0 1 0 1/3 1 -1/3 -2
s |0 -1 1 2/3 0 4/3 31

(e 10 3 0 1 0 0 60|

A 2. primal megengedett bazis tablan, mar csak egy dual nem megengedett valtozo talalhatd, az ¥4, hiszen
€4 = —1 ezért a pivot oszlop kivalasztasa egyértelmii. A bazisba belépd valtozo az 71 lesz és a hanyados-teszt

3
alkalmazasaval valasztunk tavozoé valtozot. A hanyados-teszt alkalmazasaval 0.0 ¢s 2 adodik, igy a lehetséges

=L
tavozé bézis valtozok, az 1 és az 5. Figyelembe véve a pivot pozicidk értékét: f14 = 1 ¢s t24 = 3 racionalis

dontésnek tiinik a t14 poziciot valasztani pivot pozicionak, kiilondsen azért, mert a f14 értéke 1. Elvégezve a
pivotalast az -I'4 valtozo belép a bazisba a tavozo 'l valtozd helyére. Tekintettel arra, hogy degeneralt pivotra
kertilt sor a jobboldal vektor nem valtozik és igy a megoldas sem.

(3. ] T To Tg Tq4 Tn T re [6]
'z 1 9 0 1 0 -2 90
Is /3 -2 0 0 1 1/3 10

T3 |-2/3 T 1 0 0 8/3 ¢

b
py
—_
b
i

c | 1T
A 3. bazis tablan két dual nem megengedett valtozo van, az T6é és az ¥7. Mivel az 7 redukalt koltsége
negativabb, mint az 6 valtozoé, ezért az L7 valtozo legyen a bazisba belép6 valtozd. A hanyados-teszt ebben

az esetben, a 7. oszlopra alkalmazva egyértelmiien kijeloli a pivot poziciét, amelyik a 27 lesz, azaz a masodik
bazis valtozo tavouik, ez pedig az -I's. Ismét degeneralt pivotra keriilt sor.

(4. [ v a2 a3 x4 a8 36 7|0
'y 2 9 0 1 9 1 00|
rr[-1/3 -2 0 0 1 1/3 1|0
[7/3 11 1 0 -9 -1/3 0 |1
c|l 0 6 0 0 3 1 00|

A 4. primal megengedett bazis tdblan egyértelmi a pivot oszlop kivalasztasa, mivel egyetlen nem bazis valtozo
redukalt koltsége negativ, azaz az -6 valtozo 1ép be a bazisba. A hanyados-teszt két lehetséges pivot poziciot
jelol ki, a fi6 és f26 elemeket. Az eddigi dontéseinkkel Osszhangban, a tortekkel valo szamolas
minimalizaldsanak az érdekében a 16 = 1 elemet valasztjuk pivot elemnek és ebben az esetben a bazisban az
els6 poziciot elfoglalo ¥4 valtozo tavozik. Ez alkalommal is degeneralt pivotra keriilt sor.
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5. | 1 Ta Iy T4 Is I X7 5]
el 2 9 0 1 9 1 0.0
r7|1/3 1 0 -1/3 2 0 1|0
3 [5/3 8 1 1/3 6 0 01
‘el 2 3 0 1 12 0 0]/0]

Az 5. primal megengedett bazis tablan ismét két lehetséges belépd valtozo van, hiszen az F1 és 2 valtozok
redukalt koltségei rendre €1 = —2 és €2 = —3 | Ismét mohé modon és lokélisan dontiink, azaz a negativabb
arnyékart valtozot, -2 jeloljik ki belépd valtozonak, majd oszlopara alkalmazzuk a hanyados-tesztet. A
hanyados-teszt egyértelmiien jeloli ki a pivot poziciot, f22 = 1 és igy a bazis méasodik véltozéja, ¥7 tavozik a
bazisbol. Az 2 és I'T valtozok kozotti bazis csere is egy degeneralt pivottal valosult meg.

G. | ] Ia Iy T4 Ts Ig I7 [ ]
'z | 1 0 0 -2 9 1 90|
2 | 1/3 1 (0 1/3 -2 0 1 |0
g -1 (1] 1 3 1y 0 -5 |
' 0O 0 0 6 0 30

i

A 6. primal megengedett bazis tablan ismét egyértelmii a pivot oszlop kivalasztisa, mivel egyetlen nem bazis
valtozo6 redukalt koltsége negativ, azaz az 'l valtozo 1ép be a bazisba. A hanyados-teszt két lehetséges pivot
poziciot jeldl ki, a f16 és 26 elemeket. Az eddigi dontéseinkkel Gsszhangban, a tortekkel vald szamolas
minimalizaldsanak az érdekében a t16 = 1 elemet valasztjuk pivot elemnek és ebben az esetben a bazisban az
elsd poziciot elfoglald 16 valtozo tavozik. Ez alkalommal is degeneralt pivotra keriilt sor.

Ebben az esetben visszakapjuk az 1. primal megengedett bazis tablat.
A kovetkez6képpen alakultak a bazis index halmazok:

Ip, =1{1,2,3} ,Ib'g = {1,3,5} ’IB:; = {3,4,5} ,Ibh =1{3.4,7} 7Ib'5 = {3.6,7} ,I&J ={2,3,6} ,
és Lo, = {1,2,3} =Tp,

Tehat a D1, B2, By, By, By, Bs. Bi bazis sorozat ciklust alkot, vagyis a szimplex modszer a degeneralt
feladat esetén ciklizalhat, igy nem feltétleniil véges.

Az 5.5. Példan bemutaott jelenséget szeretnénk megvizsgalni, ezért tekintsiik a 4.1. Definicioban megadott (P),

primal lineéris programozasi feladatot és tegyiik fel, hogy a feladat, kanonikus feladat, azaz ismert egy Ap
primal megengedett bazisa.

5.6. Definicio Legyen adott a () linearis programozasi feladat és az Ap primal megengedett bazisa. Az Ap
i AR — | -
primal megengedett bazis, pontosan akkor nem degeneralt bazis, ha '8 = Agb=b>0 teljesil.

Egy bazist degeneraltnak neveziink, ha l1étezik i€lp: bi=10, Eszrevehetjiik, hogy Tucker feladata esetén, a
ciklizalasra, degeneralt linearis programozas feladat esetén keriilt sor.

A (P) linearis programozasi feladatot teljesen (primal) nem degeneraltnak nevezziik, ha a feladat dsszes bazisa
nem degeneralt.

5.7. Feladat Legyen adott a (P) linearis programozasi feladat. Bizonyitsa be, hogy a (F) pontosan akkor
teljesen (primal) nem degeneralt linedris programozasi feladat, ha barmely X € P megoldas esetén legaldbb m

nem nulla eleme van.

Legyen adott a () linearis programozasi feladat. Ha degenerdlt a (£) feladat, akkor a jobb oldalat
modosithatjuk, Ggy, hogy

bi(z) = by + &7,
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ahol £ > 0.

5.8. Feladat Legyen adott az A € R™"" matrix és a b € ™ vektor. Tegyiik fel, hogy a (1) lineéris
egyenl6tlenségrendszer degeneralt, ekkor létezik £1 = U agy, hogy barmely ) << £ < £1 esetén az

Ax=hl(z), x=0
linearis egyenldtlenségrendszer nem degeneralt.

Az eldz6 feladat mutatja, hogyha a () feladat degeneralt, akkor a jobb oldal perturbalasaval elvileg elérhetd
lenne az, hogy a mddositott jobb oldal mellett a feladat teljesen (primal) nem degeneralt legyen.

Erre a perturbalasi modszerre hivatkozva, a linearis programozasi feladatot megoldd professzionalis
optimalizalasi szoftverek gyartoi azt allitjak, hogy a gyakorlati feladatok esetén, amelyek alapvetéen primal (és
dual) degeneralt feladatok, szoftvereik mégsem ciklizalnak. A gyakorlati tapasztalat azt mutatja, hogy
professzionalis optimalizalasi szoftverekkel torténd szamolasoknal, ritkan talalkoznak ciklizalassal.

Elméletileg persze kérdés, az, hogy hogyan kell meghatarozni az £1 értéket. Gyakorlatban viszont az a gond,

hogyha =1 = 107% akkor € in =10 m, azaz 1 = 10 esetén, a b vektor 9. koordinatdjanak a perturbacioja
mar nem is adhaté meg lebegépontos szamabrazolassal, vagyis a gyakorlatban az emlitett perturbacié nem is
fordulhat el6. Tehat ez a perturbaciés modell nem ad magyarazatot arra a (tapasztalati) allitdsra, hogy a
professzionalis szoftverek nem (vagy inkabb ritkan) ciklizalnak gyakorlati feladatok esetén.

A szimplex algoritmus ciklizalasanak a kérdése, az 1950-es évek egyik sokat kutatott témakore volt. Az elmélet
szempontjabol, un. ciklizalast megakadalyozé pivotaldsi szabalyokat kerestek. Az 1950-es években ilyen
szabalyokat nem sikeriilt felfedezniiik, ehelyett Dantzig, Orden és Wolfe, a lexikografikus szimplex médszer *
megfogalmazasaval adtak meg egy olyan szimplex algoritmus varidnst, amely esetén a végességet sikeriilt
igazolniuk degeneralt feladtok esetén is. A lexikografikus szimplex mddszer végességének a bizonyitasa
bonyolult és olyan technikdkat hasznal (lexikografikus sorrend, lexikografikus tabla), amelyek idegenek a
linearis programozasi feladatok témakorében illetve gyakorlati megvaldsitasuk is nagyon nehézkes.

Bland 1977-ben kozolte, hiressé valt, nagyon egyszeri ciklizalas ellenes szabalyat, a minimal index szabalyt ®,
amelynek segitségével, egyszeri bizonyitast adott a szimplex modszer végességére. A szimplex mddszernek a
kovetkezd egyszerli modositasara kényszeriilt:

* Ha a redukalt koltségek kozott tobb negativ van, akkor az legyen a pivot oszlop, amelyikhez tartozo valtozo
indexe a legkisebb.

* Ha a hanyados-teszt tobb lehetséges tavozo valtozot jeldlne ki, akkor azok koziil a legkisebb indexii valtozot
kell tavozonak valasztani.

Korébban a criss-cross és az MBU-szimplex algoritmusok megengedettségi feladatra definialt valtozatainak a
végességét is a Bland-féle minimal indexes szabaly alkalmazasaval bizonyitottuk be. A 4. fejezetben a linearis
programozasi feladat megoldasara megfogalmazott criss-cross algoritmus végességét is a minimal index szabaly
hasznalata biztositotta.

A mi felépitésiink mellett, Bland 1977-es hires eredménye, egy egyszerii feladatta valik. (Fogalmazzuk meg a
majdnem leallasi tablakat, amelyeket a minimal index szabaly logikaja definial. Ciklizalas feltételezése esetén,
ezeknek a majdnem leallasi tablaknak egyidejlleg elé kell fordulniuk az algoritmus altal meglatogatott bazis
tablak kozott, ellentmondva az ortogonalitasi tételnek.)

5.9. Feladat Legyen adott a () linearis programozasi feladat. Bizonyitsa be, hogy a Dantzig-féle (primal)
szimplex algoritmus, ha a pivot pozicié meghatarozasakor, a Bland-féle minimal index szabalyt alkalmazzuk,
akkor degeneralt feladat esetén is véges.

A ciklizalast megakadalyoz6 pivotéléasi szabdlyok vizsgalatanak 0jabb korszakat S. Zhang inditotta el 1999-es
dolgozataval, amelyben két olyan szabalyr6l, a LIFO és a MOSV szabalyokrdl, amelyeket kombinatorikus
optimalizalasi algoritmusokban eldszeretettel hasznaltak, mutatta meg, hogy a criss-cross algoritmus esetén,

“http://projecteuclid.org/DPubS?verb=Display&version=1.0&service=UI&handle=euclid.pjm/1103044531&page=record
Shttp://www.jstor.org/discover/10.2307/3689647?uid=3738216&uid=2&uid=4&sid=21101836712341
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mint ciklizalast megakadalyozé pivotalasi szabalyok, biztositjdk a végességét. Zhang bizonyitasai a kelleténél
bonyolultabbak voltak. Illés és Mészaros az 1.48. Tétel felhasznaldsaval és a majdnem ledllasi tablak
definialasaval igazoltak a megengedettségi- és a linearis programozasi feladatokra megfogalmazott criss-cross
algoritmusok végességet felhasznalva a LIFO és MOSV index valasztasi szabalyokat, s6t a 3.18. Lemma ¢és a
4.11. Tétel bizonyitasai a jegyzetiinkben kdzoltekhez nagyon hasonloak.

Vezessiik be a LIFO és a MOSV index valasztasi szabalyokat. Legyen adott a () linearis programozasi feladat
és jelolje L a valtozok indexeinek a halmazat. Tekintsiik a kovetkezd leképezéseket: S * I Ny, e legyen

T _
Sop = (0,0,-,0) vektor. Az s vektort szamlalo vektornak hivjuk és ez koveti, adminisztralia a pivot
poziciokat a kovetkezé modon:

Leggyakrabban valasztott valtozo (MOSV):

(i) sp1(t) + 1, haaz i viltozd mozoz az r. iteracidban
Sl T seges
' seqli),  kilénben.

A Sr—1 vektorban tartjuk nyilvan, hogy az 7. iteracioig, melyik valtozo, hanyszor véltoztatott béazis allapotot,
azaz hanyszor Iépett be illetve tavozott a bazisbol.

LIFO:

. T ha az 1. valtozd mozog az r. iterdcioban
8r(i) : o e
s 1(1), kilonben.

A Sr-1 vektorban tartjuk nyilvan, hogy az 7. iteracidig, melyik valtozd, mikor valtoztatott bazis allapotot
utoljara.

Az Sr—1 szamlalo vektor segitségével definialhatjuk a ciklizalast megakadalyozo index valasztasi szabalyokat:

* LIFO (Last In First Out). Belépésnél, az r. iteracidban, valasszuk azt az -k valtozot a lehetségesek koziil,
amelyik utoljara keriilt ki a bazisbol, azaz

Sr—1(k) = s.1(i), teljesiil Wi € Ty.
Kilépéskor valasszuk azt az -1 valtozot a lehetségesek koziil, amelyik utoljara keriilt be a bazisba, azaz
Sr—1(l) = 5.1 (i), teljesill Wi € Ip.

» Leggyakrabban valasztott valtozé (MOSV). Mindig a leggyakrabban valasztott valtozot valasztjuk, azaz az r.
iteracioban belépdnek valasszuk azt az -k valtozot a lehetségesek koziil, amelyik esetén

S 1lk) = s.1(1), teljesiil Vi € Ty,
A kilépé Tt valtozot, a lehetségesek koziil, gy valasztjuk ki, hogy
S 11} = 8.1 (i), teljesitl Wi € Tg,

Idénként, példaul az iteracios sorozat kezdetén, eléfordulhat az az eset, hogy sem a LIFO, sem pedig a MOSV
nem jeloli ki egyértelmiien a belépd illetve a tavozod valtozokat. Ebben az esetben a maximalis értékii
szamlaloval rendelkezé valtozok koziil tetszOlegesen valaszthatunk. Ez a valasztdsi szabadsag latszolag az
eredeti Dantzig-féle szimplex algoritmus pivot pozicid megvalasztasdnak a szabadagahoz hasonld, és ezért
ciklizalast eredményezhet. Ez a szabadsag miatt, pivot algoritmusok végesség bizonyitdsa a minimal indexes
szabalynal kicsit bonyolultabb gondolatmenetet kivan.

s

“http://www.cs.elte.hu/ csisza/index_english.htm
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5.10. Feladat Legyen adott a (£) linedris programozasi feladat. Bizonyitsa be, hogy a Dantzig-féle (primal)
szimplex algoritmus degeneralt feladatok esetén is véges, ha a pivot pozicid6 meghatarozasakor, a

» LIFO,
+ MOSV
ciklizalast megakadalyozo pivotalasi szabalyt hasznalja.

Az el6z6hoz hasonlo allitds fogalmazhatd meg a linedris programozasi feladat megoldasara definialt Terlaky-
féle criss-cross algoritmus esetén is, azzal, hogy a minimal indexes szabalyt lecseréljiik a LIFO illetve a MOSV
ciklizalast megakadalyozo szabalyra.

5.11. Feladat Legyen adott a (£”) linedris programozasi feladat. Bizonyitsa be, hogy a criss-cross algoritmus
degeneralt feladatok esetén is véges, ha a pivot poziciéo meghatarozasakor, a

* LIFQ,
+ MOSV
ciklizalast megakadalyozd pivotalasi szabalyt hasznalja.

Tekintettel arra, hogy a minimal indexes szabaly hasznalata, numerikus feladatok esetén, a kotottsége miatt,
nem kecsegtet nagyon nagy sikerrel, érdekes kérdés a kevésbé kotott, ciklizalas megakadalyozasara szolgald
szabalyok gyakorlati feladatok megoldasakor vald viselkedésének a vizsgalata. A LIFO és MOSV szabdlyok
gyvakorlati hasznalhatosagat, (primal) szimplex és (primal) MBUszimplex algoritmusok esetén Illés Tibor és
Nagy Adrienn vizsgaltak.

Elméleti szempontbo6l érdekes, hogy hany ciklizalas ellenes szabaly lehet. Csizmadia, I1lés és Nagy, megadtak a
Bland-féle minimal index, a LIFO és MOSV ciklizalas ellenes szabalyok kozos altalanositasat, az un. s-monoton
index valasztasi szabalyokat és megmutattak, hogy ez a ciklizalas ellenes szabaly osztaly, végtelen sok elemet
tartalmaz.

Igazoltak tovabba, hogy a szimplex, MBUszimplex és criss-cross algoritmusok mindegyike véges, tetszéleges s-
monoton index valasztasi szabaly esetén, egységesitve a pivot algoritmusok végesség bizonyitasait.

6.3. 5.3 Kétfazisu szimplex algoritmus

Emlitettiik, hogy a primal szimplex algoritmus elinditdsahoz sziikségiink van egy kezdeti primal megengedett
bazisra. Ha kezdetben nem rendelkeziink ilyennel, akkor hasznalhatjuk a kétfazisi szimplex algoritmust,
amelynek els6 fazisa egy primal megengedett bazist keres.

Legyen adott a kdvetkez6 linearis programozasi feladat:

min ¢'x
Ax
X

b ()
0

(A

ahol A€R™" exeR" & ¥.bER™ A, ilalanossag korlatozdsa nélkil feltehets, hogy
rang(A) =m ¢ b >0 Haaz A matrix tartalmaz egy Tt X 1M -es egységmatrixot részmatrixként, akkor a

() feladatot kanonikus feladatnak nevezziik és kiolvashatunk egy induld, megengedett bazis megoldast és a
hozza tartozd L5 és Ln index halmazokat.

Ha a (£') feladat nem kanonikus, akkor mesterséges valtozok, 1 € IR™ bevezetésével kanonikus feladatta
transzformalhatjuk:
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min 0'x+e'n
Ax+Iun=b (Fy)
x.u=0

Mivel a (£1) kanonikus feladat, van induld megengedett bazis megoldasa és a célfiiggvénye alulrdl korlatos,

ezért megoldhatd szimplex mddszerrel. A mesterséges valtozok egy primal megengedett bazisat alkotjak a (1)
feladatnak, mivel

(x.u) = (0. b) = (0,0).

Ekkor az eredeti (£”) linedris programozasi feladatnak nem kapjuk meg egy megoldasat, kivéve, ha b = 0.
Tovabba, nyilvanvald, hogy a (F1) feladat célfiiggvény értéke, minden megoldasra nem negativ lesz.

Koénnyen igazolhat6 a kdvetkezd allitas.

5.12. Feladat Legyen adottak a (£”) ¢s (1) linedris programozasi feladatok. A £ # ! pontosan akkor igaz, ha
a (1) feladat optimumértéke nulla.

Ezek utdn megfogalmazhatjuk a kétfazisi szimplex modszert, altalanos linedris programozasi feladat
megoldasara.

Kétfazisu szimplex mddszer:
« Vizsgaljuk meg a (") feladatot. Ha kanonikus a feladat, akkor oldjuk meg a szimplex algoritmussal. STOP

» Els6 fazis: Kiilonben irjuk fel a (1) feladatot. A (1) kanonikus feladat. Oldjuk meg a primal szimplex

médszerrel Ha a (1) feladat optimumértéke pozitiv akkor nincsen megengedett megoldasa a (P)
feladatnak. Primal nem megengedettség. STOPKiilonben menjiink a masodik fazisra.

« Maésodik fazis: Mivel a ({1) feladat optimumértéke nulla, akkor megkaptuk a (£) feladatnak egy

megenegedett bazisat (Kanonikus alakra transzformaltuk a feladatot).Oldjuk meg a (P) feladatot primal
szimplex modszerrel, az els6 fazisban eldallitott bazisrél indulva. STOP

6.4. 5.4 MBU-szimplex algoritmus

Az MBU-szimplex algoritmust Anstreicher és Terlaky fogalmaztak meg 1991-ben. A 3. fejezetben az MBU-
szimplex algoritmusnak egy egyszerGsitett dudl valtozatat hasznaltuk fel arra, hogy tetszéleges bazis
megoldasbol indulva megoldjuk a linearis megengedettségi feladatot (linearis egyenldtlenségrendszert), vagy
kimutassuk azt, hogy nincsen megoldasa. Azt az MBU-szimplex algoritmust részletesen elemeztiik. Most
bemutatjuk az eredeti, Anstreicher és Terlaky altal megfogalmazott (primal) MBU-szimplex algoritmust.

MBUszimplex algoritmus (AnstreicherTerlaky, 1991): Legyen adott a (£) linearis programozasi feladata és
egy primal megengedett bazisa, Ap , a hozza tartozo bazis tablaval. Jeldlje € a redukalt koltségeket.

« Ha az Ar bazis dudl megengedett is, akkor készen vagyunk: taldltunk egy optimalis megoldast.
STOPKiilonben valamelyik ciklizalas ellenes pivotalasi szabaly segitségével (minimal index, LIFO vagy
MOSV), valasszuk ki az s dual nem megengedett valtozot (azaz s << ) és legyen T« az un. vezér valtozo.

« Ha az Ts véltozé oszlopaban, minden elem nem pozitiv, akkor {2 =} . Dudl nem megengedettségi
kritérium. STOPKiilénben a hdnyados-teszt alkalmazasaval hatirozzuk meg a tdvozo valtozot Trs T € Tg .
(Amennyiben a hanyados tobb helyen is felvétetett, akkor a ciklizalas elkeriilésének az érdekében,
hasznaljunk ciklizalas ellenes pivotalasi szabalyt.)

¢ Vezessiik be a kovetkez6 index halmazt
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T ={icel|a=0é t;<0}
Szémitsuk ki a ©1 ¢s ©2 paraméterek értékét

o |I"_...| - a = C; A
= 0= b 1= i = .
! . iedr |te]  |teql

.t_r

Ha a ©:2 paraméter értékének a kiszamitdsakor a minimum tobb helyen is felvétetik, akkor alkalmazzuk a
ciklizalas ellenes pivotalasi szabalyt, a @ € Zn M7, index kivélasztasakor.

Ha €1 = 92, akkor pivotaljunk frs elemen, és térjiink vissza az 1. 1épéshez (0 fazis kezd3dik).

Ha €1 > ©2, akkor pivotaljunk trg elemen, ahol 4 € Zx M 7 . Térjiink vissza a 2. 1épéshez.

STAKI
'

I weghatiarozisa |

gen 2 2 . Do

Optimalis megoldas

nem

M
~

P‘[\n»?
SsTOp vitlasztis/

el

e - - "'i\"r‘llnl:. >
Dual nem megengoedet tség .

STOP

7. abra. MBU-szimplex algoritmus.

Legyen adott a (£) linearis programozasi feladat egy induld primal megengedett bazissal. Jeldlje a szokasos
modon L& a bazis valtozok, mig Zn a bazison kiviili valtozok index halmazait. Legyen

I, ={j€In:¢; =0} 6 I,:={j€In:¢ =0},
a megengedett illetve nem megengedett dual valtozok index halmaza.

A szokésos moédon megadjuk az MBU-szimplex algoritmus pszeudokodjat is.
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MBU-szimplex algoritmus linedris programozisi feladatokra

Bemend adatok: a kanonikus (P) feladat Ag primal megengedett bazisdhoz tartozd
Ty (rivid) bazis tabla,
Begin
I ={iely|c <0}
while 7_ # (I do
vezetd valtozo: legyen s €. tetszbleges;
while s € T do
legven K, ={icTg: ¢, =0}
if I, = B then STOP: a D = 0 {dudl nem megengedettségl kritérium)

else
legyen of ;= tnirl{;’: :1 € K, }: (hanvados-teszt)
legyen r € Iy tetszoleges, amelyre = =14 é ©,: Ir—
legyen J,={i€T|& =0 és ;< 0}
if 7, = () then 8, := +0c
else B :=minicy, = 6 qEIy:0 ==

|::-| r_..l
endif

if &, < &, then pivotdlias a f,, clemen
else pivotalas a ¢, elemen

endif

Az MBU-szimplex algoritmus elemzéséhez, végességének a bizonyitasdhoz megfogalmazunk néhany feladatot.

5.13. FeladatLegyen adott a () linedris programozasi feladat. Az MBUszimplex algoritmus alkalmazasakor,
ha ©1 < 2 akkor a dual megengedett valtozok indexek halmaza szigoruan nd, €s nem csdkken, ha 6, > 0,

Ha ©1 > ©2 akkor csak azt tudjuk, hogy az IV index halmaz nem csokken. A végesség bizonyitasdhoz az
kellene, hogy szigorGian ndjon, ezért sziikséges azokat a pivotdlasokat részletesebben elemezni, amikor
01 > O3 411 fenn.

5.14. Feladat Legyen adott a (P) linearis programozasi feladat. Tekintsiink az MBUszimplex algoritmus
alkalmazésaval, egy primal megengedett bazisbol, egy '« vezér valtozo segi tségevel eldalli tott, tetsz8leges
pivotsorozatot. Ekkor a kdvetkezd pivotalds, amelyre a B > Oy feltétel mellett keriil sor, a kovetkezé harom
tulajdonsag teljesiil:

. o= 0
« ha bi < 0 akkor tis < 0, ¢s

max{h—"ﬂi,-{ﬂ}Smin{:%u;ﬁbﬂ}.

tis
Az MBU-szimplex algoritmus nagyon fontos tulajdonsagat fogalmazza meg a kdvetkezd feladat.

5.15. Feladat Legyen adott a () linedris programozasi feladat. Az MBUszimplex algoritmus alkalmazasakor a
bézis primal megengedettsége helyreall amikor a vezér valtozé belép a bazisba.

Az el6zd feladat egyben azt is jelzi, hogy amikor ©1 > 02 feltétel mellett keriil sor pivotalasra és nem a vezér
valtozo 1ép be a bazisba, akkor a kovetkezd bazis primal megengedettsége elromolhat, vagyis az MBU-szimplex
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algoritmus primal megengedett bazisbol indulva, meglatogathat olyan bazisokat is, amelyek se nem primal, se
nem dudl megengedett bazisok.

5.16. Feladat Legyen adott a (P) linedris programozasi feladat. Tegyiik fel, hogy az MBUszimplex algoritmus

barmely pivot 1épése nem degeneralt, azaz min{©1. 02} >0 Exkor az algoritmus véges sok lépésben a
kévetkezo két allapot valamelyikével ér véget:

« a (D) feladatnak nincsen megengedett megoldasa, vagy
» az MBUszimplex algoritmus optimalis megoldast talal.

A nem degeneraltsagi feltétel mellett tobb is igazolhatd, a megengedettségi feladathoz hasonléan igazolhato,
hogy 1j vezér valtozo legfeljebb 1 alkalommal valaszthato és egy-egy alkalommal legfeljebb & € I jteracio
lehetséges, miel6tt 4j vezér valtozo valasztasara kertil sor. A /' szam hasonldan a 3. fejezetben targyalT MBU-
szimplex algoritmushoz fiigg a feladat adataitdl. Ez egyben azt is jelenti, hogy az algoritmus nem degeneraltsagi
feladatok esetén sem lesz polinomialis.

Degeneralt () feladatok esetén, a ciklizalas elkeriilése végett, ciklizalast akadalyozo index valasztasi szabalyt
(pl. minimal index, LIFO, MOSV) kell alkalmazni, azokban a helyzetekben, ahol a valasztas nem egyértelmd.

Az MBU-szimplex algoritmussal kapcsolatban felmeriil egy érdekes kérdés. Megfogalmazhato az MBU-
szimplex algoritmusnak olyan variansa, amelyik tetszdleges, se nem primal, se nem dual bazisrol elindithato és
véges ? Masképpen fogalmazva, egy se nem primal, se nem dual bazis esetén meg tudunk-e adni egy primal
[vagy dual] vezér valtozot (dual [vagy primal] nem megengedett valtozot), ugy, hogy az véges sok 1épésben
megengedetté valjon és amikor megengedetté valik, akkor a bazis primal [illetve dual] megengedett lesz ?

A kérdés pozitiv eldontése esetén az MBU-szimplex algoritmushoz nem kellene elsé fazis, jelentGsen
megnovelve az alkalmazhatdsagat.

6.5. 5.5 Mdédositott szimplex algoritmus

Targyalasunk eddigi részében fontos szerepet jatszott a pivot tabla. A pivot tablat, a feladat egy olyan
tablak, a bazis tablak, pivot oszlop és pivot sor kivalasztasanak a feltételei és egyéb az algoritmusok
értelemezésében és elemzésében segitd fontos részletek. A pivot tabla segitséget nyujtott numerikus feladatok
megoldasanak a bemutatasaban. A pivot tabla hasznossaga ellenére, természetesen, a linedris programozasi
pivot algoritmusok szamitégépes implementacidja soran kevés szerep jut a pivot tablanak, hiszen iteraciorol-
iteraciora nem szamoljuk ki a pivot tablat. Megmutathatd, a kompoziciés tulajdonsag (1.49. Kovetkezmény)
segitségével, hogy elegendd az eredeti adatainkat és az aktualis bazis inverzét ismerni és ezekbdl kiszamithato a
jobb oldal transzformalt vektora, a redukalt koltségek, amelyek segitségével a primal és dual emegengedettség
eldonthetd illetve a pivot sor (oszlop) elemei kiszamithatok.

Felmertil a kérdés, hogy ha primal szimplex modszer esetén az aktualis bazis inverze, a jobb oldal transzformalt
vektora, a redukalt koltségek, a pivot oszlop és a pivot pozicido adottak, akkor hogyan hatarozhaté meg a

kovetkezd primal megengedett bazis, bazis inverze ?

A kérdés megvalaszolasahoz a szomszédos bazisokat kell eldszor tanulmanyoznunk.

5.17. Definici6 Legyen adott az A= lanaz,. . ] €R™" nagix. Az A matrix oszlop vektorai altal

alkotott két bazisat, D1 és B2 bazisokat, szomszédos bazisoknak nevezziik, ha minddssze egy vektorban térnek
el egymastol.

Az egyik bazist jelolje B és az A matrixnak azt az oszlop vektorat, amelyben a két bazis eltér, a. Ekkor
nyilvan a 5 bazis volta miatt
a=[Hwv, azaz a Z ;A

JEly
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teljesiil, valamely Vv € I&™ vektor esetén. Haa 'r 7 U akkor az @ a kévetkez6 modon fejezhetd ki

1 — 1
a,=—a y Za..
L T v, 7

F¥ _f'-!,-;. {f-'} P
A Bi matrix, az A matrix kovetkezé oszlopaibol all
{a;: j€ Igésj# ptU{a}
ésaz A matrix oszlop vektoraibol all6 véges vektor rendszer bazisat alkotja.

Nyilvan, a Ba pontosan akkor nem szingularis matrix, ha » 7 0 Ekkor az el6z6 egyenlet

. . : 1
a,= B,v alakban irhatd, ahol vi=|——,.... - T — -
i

. I - . L
Definialjuk a P=len,....ep1,V,€41,..., €0 pivot matrixot. Ekkor

B=B,P ésigy B'=P'B' azaz B '=pPB"

Tehat egyik bazisrol attérni valamelyik szomszédosra, ha az elsé bazis az inverz matrixaval adott, akkor egy
pivot matrixszal balrol vald szorzassal térhetiink 4t a szomszédos bazis inverzére.

Ezzel megadtuk azt, hogyan térhetiink 4t szomszédos bazisra. Ha a pivot pozicié (amelyik esetiinkben a U» 7 0
elem volt), a hanyados-teszt segitségével keriil kijeldlésre egy pivot algoritmus sordn és a kiindulasi bazisunk is
primal megengedett bazis volt, akkor az 1j szomszédos bazis is primal megengedett bazis lesz.

Ennyi elokészités utan, megfogalmazhatjuk a primal szimplex algoritmus un. modositott valtozatat, amelyik
esetén nem sziikséges a teljes pivot tablat kiszdmolni, hanem csak a kdvetkez6 informacidkra lesz sziikségiink:
eredeti adatok A € B™"" matrix, b € R™ jobb oldal vektor, ¢ € R a c¢lfiiggvény egyiitthatoinak a vektora,
az aktualis primal megengedett bézis inverze B!, a jobb oldal transzformalt vektora b = B~ 'b, a dual

r1e y T — C‘{IB 1 , . r e g— —_ I.A -
feladat (aktudlis) megoldas vektora ¥ B , a redukalt koltségek € = € — ¥ A vektora. Hatarozzuk
meg az

I ={ielx|ci<}
halmazt.

Ezekbdl az adatokbol kiindulva a médositott (primal) szimplex algoritmus meghatarozza a pivot oszlopot, majd
pedig a hanyados-teszt segitségével a pivot poziciét. Ezek utan elkésziti a /7 pivot matrixot, kiszamolja az 1j
bazis matrix inverzét, az uj transzformalt jobb oldal vektort és az 0j redukalt kdltségeket.

Madositott (primal) szimplex algoritmus linedris programozasi feladatokra
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Bemend adatok: a kanonikus (P) feladat. az A matrix, b és © vektorok., Adott
tovabba egy primal megengedett B bazis, az I index halmazzal és a B! matrixszal.
Tovabba ismertek a bazis inverz segitséeével transzformdalt vektorok b és €, illetve az
aktudlis dual megoldas v is.

Begin

while T # () do
begin legyen g € I_ tetszoleges;
ift,= 8 'a, <0

then STOP: a D = 0 (dual nem megengedettséel kritérium)

else
begin
) := min { —': 1j=12,....mést;, > I]} : (hanvados teszt)
ii- = l": pe Xy azaz r, ak. bazis valtozd;
Toi=1 x;=x; —Uty, i € lg ésaz x; ak;. bazis valtozd:
iy 1= t U= —gtye, J=12,....m, j#Ek é& B = pPB!
end
endif

pivatdlas: Ts :=ZgU {q}\ {p}. b:= Pb,
szamitsuk ki az wy, ¢y vektorokat és az [ index halmaszt
end
rn vl

Természetesen a primal szimplex modszerhez hasonléan, a médositott MBU-szimplex illetve a modositott criss-
cross algoritmus variansok is elkészithetok. A modositott variansoknal az egyik kulcskérdés az, hogy melyik
valtozo6t melyik feltételhez rendeltiik bazis valtozoként.

A szamitogépes implementaciok soran a modositott nem pivot tablas algoritmus valtozatokat hasznaljuk.

Legyen adott az (SP) feladat, tegyiik fel, hogy FU# D ¢s tekintsiik a feladat optimalitasi kritériumait

—Mx+ s=q,
x=0  s=0,
xs=10.

Lathato, hogy az els¢ feltétel, az affin linedris feltétel, mig a masodik a valtozok eldjel kotdttsége és a harmadik,
a megfeleld valtozo parok komplementaritasi feltétele. A komplementaritési feltétel belsé pontok esetén nyilvan
nem teljesiil, hiszen X € FU esetén a hozza tartozo eltérés valtozo § > 0, és igy

w=1x5 >0,

adodik. Ez alapjan bevezethetjiik az optimalitasi kritériumoknak egy olyan relaxaltjat, amelyet belsé pontok és
hozzajuk tartozé eltérés valtozok mar teljesithetnek

—Mx+ s=q,
x>0 s=0 ( RelOpt K'rit)
XE=W,

ahol W € BT Korébban, a G halmazba az olyan W € RY yektorokat gyljtottiik Ossze, amelyek esetén az

el6z6 rendszernek van megoldasa. Egyenl6re, nem tudjuk, hogy minden W € kY esetén megoldhat6-e az el6z6
rendszer vagy sem illetve azt sem, hogy egy-egy w esetén hany megoldasunk lehet.
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Az el6z0 részt egy koncepcionalis algoritmussal fejeztiifgbe. Ott az a kérdés fogalmazodott meg, hogyan lehetne
a 6.20. Kovetkezmény bizonyitasaban megfogalmazott pontsorozatot eldallitani.

Tekintsiik a relaxalt optimalitasi kritériumoknak egy specialis valtozatat, azt amelyiknél W = 1€ ahol p = 0
valos szam és az € a csupa egyesbdl allo n -vektor. Ekkor a kdvetkezd

- Wx+ s=q,
x=0 s=0 (Centlt)

Xs=je,
rendszert kapjuk és bevezethetjiik a kdvetkez6 fogalmat.
5.18. Definici6é Legyen adott az (S5P) feladat, tegyiik fel, hogy FU# D Ekkor
C:= {(x(p).s(x(p))) : x(p) € F'. x(p)s(x(p)) = pe, u >0}

az (9P) feladat centralis utjanak nevezziik.

A centralis ut fogalmat, egymastol fiiggetleniil, Sonnevend Gydrgy (1986) és Nimrod Meggido (1989) vezették
be. Mindketten igazoltak a centralis Ut 1étezését és egyértelmiiségét. Sonnevend a centralis ut felhasznalasaval
un. utkdvetd

Ujra felmeriil a kérdés, hogy a centralis ut létezik-e, azaz barmely H = 0 valés szam esctén, létezik-e
megoldasa a (Centlt) feltétel rendszernek illetve a megoldas egyértelmiiségének a kérdésése is.

Mielétt kimondjuk és igazoljuk a centralis Gt 1étezését és egyértelmiiségét bizonyitd tételt, elészor igazoljunk
egy olyan technikai jellegli lemmat, amelyet az egyértelmtiség bizonyitadsakor hasznalni fogunk.

5.19. Lemma Legyen M € R"*" ¢gy ferdén szimmetrikus métrix. Ekkor minden % € I W0} Letezik olyan
J index, melyre % 7 U g5 2zj(Mz); = 0

Bizonyits. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan 2 # D, hogy minden J indexre, amelyre Z # ”,

Zi(Mz); <0 Ez esetben

1

0=2z"Mz = Z i(Mz); = Z ilMz); <0,

j=1 J:EF0
ami nyilvanval6 ellentmondas. [QED]

Készen allunk arra, hogy a bels6pont feltevés mellett igazoljuk, hogy barmely ™ S

hogy a (RelOptKTit) jletve barmely H = 0 valos szam esetén a (CentUt) feltétel rendszereknek 1tezik és
egyértelmil a megoldasa.

vektor esetén igazoljuk,

5.20. Tétel Legyen adott az (5P) feladat és tegylik fel, hogy F #0 | Ekkor a kovetkezs allitasok
ekvivalensek:

o FOFED

e TWERYT opgn 3 (x,8) >0 MX+q=545xs=w
o V120 ggepgn ! (x.5) =0 @ Mx +q =5 ggxXs = pe
Bizonyitas. Az (iii) az (ii) allitas specialis esete, igy (ii) = (iii).

A (i) feltételbSIb8] kovetkezik (i) ugyanis X(1t) (1) = € eseren X (1) € F7 teljesiil.
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Az (i) = (ii) implikaciot indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
IweR! : IxeF & s=Mx+q.
Lo NRZ 40

amire teljesiilne w = x 5. Mivel teljesiil a belsd pont feltétel, Ly kompakt halmaz és

. _ T
Legyen f:Lly — R, fliggvény, f(%,8) =X7S. Az indirekt feltevésiink miatt

f(x.s)=x"s <e’w. minden (x.58) € Lu.

esetén. Az | folytonos fiiggvény, igy Weierstrass tétele miatt felveszi a maximumat az Ly kompakt halmazon
Tw=x"s=f(%8 = max f(x.s)= max x's<e'w, (5.1)
' (8l g

=]
(x,8)¢ Ly

ahol W :=X5 ¢s W = W. de W # W a7 indirekt feltevésiink miatt.

Két eset lehetséges:

1. Ha T (W, W) # 0 axkor alkalmazhatjuk a 6.15. Tételt és azt kapjuk, hogy

Tew fs o w o =xX'8",

Jw e T(w.w):w < w

ahol x* € F7. fgy €' W < €' W", ¢ ellentmond a (10) egyenlétlenségnek hiszen (X -87) € Lw

2. Ha it T (W, W) =, akkor legyen 0 := € (W — W) > 0 & definialjuk
L
W oW W — =8,

w e R"
d n

Ekkor a W vélasztasi szabalya miatt it T(W. W) # 0, a7z létezik W' € T (W, W) ugy, hogy

w o =x's5., X =x+adx, s =s5+als
ahol x* € F? ¢s @ € (0.1). A tovabbiakban megmutatjuk, hogy € W' > €' W, ami ellentmondés (10)
miatt. Felhasznalva a &%, AS vektorok ortogonalitasat, illetve a Newton-rendszer masodik feltételét, az

BAX 4+ xAs =W —X§
egyenléséget, a kovetkez6t kapjuk

xs+a(s’Ax+xTAs) +a’ (Ax)TAs — xTs
(5.2)

ET[w T —w)
ael (w—w)

a (8" Ax + x' As)
S A 5
ésa W definicioja miatt W — W = (w—w)— e igy
. _ - 5 .
ew—w)>e (w—w)——ee=0—-0=I,
n

adodik. A (11) egyenldséget figyelembe véve
e'w' = e'w,

egyenldtlenséget kapjuk, amit igazolni szerettiink volna, azaz ellentmondésra jutottunk.
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Osszefoglalva, az el6z6ekben belattuk, hogy barmely ™ € kY esetén, 1étezik

(x.5) =0: Mx+qgq=5 w=xs

R."I

Az egyértelmiiség igazolasihoz, indirekt modon, tegyiik fel hogy W € L vektornak létezik két kiilonbozo

elballitasa, azaz 1étezik (x!.8') > 045 (x*,8%) > 0, ugy, hogy

(. 2 2.2

Mx'+g=s' w=x's' & Mx*+q=s5" w=x’s"

tovabba (X':8') # (x*.8%). |egyen 2 = X' —x* # 0. A ¢l626, 6.23. Lemma felhaszndlasa miatt, tudjuk,
. ol f 2
hogy létezik J index, Gigy, hogy i 7 i és

- fm 2 1 IR . | LAY 2y
0 < (x; —x;)(M(x" —x7)); = (x; —aj)s; —s3).

P .
.?J =

2
Az altalanossag korlatozasa nélkiil, feltehetd, hogy > T igy az el6z0 Osszefiiggés alapjan

1l -, 2 =
5, = 8 (2.3)

Cr Niong Ti8E = w; = 2?8,
adodik. Mivel *i7i 0T TN ezért
I'I I
. 5
- d . k] alars id A - o2
l < 2= alapjan s; < s7,
: §;

adodik és figyelembe véve a (12) Ossefliggést, azt kapjuk, hogy

I | 2
8T S 8, < 8
J="21 "3

ami ellentmondas, theat tetszéleges ™ € Ry esetén, a megoldas egyértelmil. [QED]

Ezzel belattuk, hogy a centralis Ut 1étezik és egyértelmii az (5P) feladat esetén.

7. 6 Linearis programozas belsépontos médszereinek
az elmélete

A KleeMinty-féle linearis programozasi feladat segitségével, a szerz6k megmutattak, hogy a primal szimplex
modszer szamara, az optimalis megoldas el6allitasahoz sziikséges 1€pés szam (pivot), a valtozok szamanak
exponencialis fiiggvénye is lehet *. Hasonl6 eredmény ismert a criss-cross algoritmusra is, amelyet Roos kdzolt
1990-ben. Az 1970-es évek masodik felében és az 1980-as években tobbféle, un. exponencialis ellenpéldat
készitettek pivot algoritmusok viselkedésének bemutatasara.

Ma mar nyilvanvalo, hogy a szimplex algoritmus elméleti és gyakorlati viselkedésében jelentds eltérés
mutatkozik, azaz a tapasztalat szerint a szimplex algoritmus nem nagyon mutat exponencialis 1épés szamot
gyakorlati feladatok esetén, st az ismert optimalizalasi szoftverek a Klee-Minty-féle feladatot és az ezekhez
hasonl6 exponencialis ellenpéldakat, igen kevés 1épésben megoldjak. Ez egyértelml bizonyiték arra is, hogy a
mai linearis programozasi szoftverekben, a szimplex algoritmusnak nem az elméleti variansat kodoltak be,
hanem nagyon sok numerikus kutatas és programozasi munka aran egy sokkal kifinomultabb és természetesen
Osszetettebb algoritmus mikdodik hatékonyan a jelentdsebb linedris programozasi szoftverekben. Ezek az
algoritmusok felkésziilnek numerikus problémak megfigyelésére, észlelésére és természetesen a kezelésiikre is.
A degeneralt feladatok esetén a ciklizélas elkeriilésére kiilon stratégidkat alkalmaznak, konnyedén valtanak a
priméal és a dudl szimplex moddszer hasznalata kozott. Elméleti szempontbol ezek a modszerek nagyon

shttp://oai.dtic.mil/oai/oai?verb=getRecord&metadataPrefix=html&identifier=AD0706119

110
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

Osszetettek, sokszor haszndlnak a tapasztalat altal aldtdmasztott heurisztikus eljarasokat, igy ezeknek az
Osszetett, de szimplex algoritmus variansoknak az elméleti elemzése, reményteleniil bonyolult eset lenne.

Az exponencidlis ellenpéldak nyoman két érdekes megfigyelés alakult ki:

* Minden ismert, linearis programozasi feladat megoldasara kidolgozott pivot algoritmusrél még akkor is ha
konkrétan nem mutattdk meg azt gondoljuk, hogy 1étezik olyan példa, amelyen exponencialisan sok lépést
tesz.

* Az exponencialis ellenpéldak nagyon specialis példak a kovetkezd két szempont alapjan: (i) az
exponencialisan hosszu utvonal akkor mutathatd ki, ha megfeleléen valasztjuk ki a kiindulasi megengedett
bazis megoldast és a célfiiggvényt is; (ii) az exponencialis ellenpéldak tapasztalataink szerint ritkak, nagyon
specidlis modon felépitett, mesterséges feladatok.

A masodik megfigyelés, elsé pontjat igaz linedris komplementaritasi feladatok egy pivot algoritmusa esetén,
Fukuda és Namiki (1994) megvizsgaltak és azt talaltak, hogyha egy exponencialis ellenpélda esetén, az Gsszes
lehetséges bazisbol elinditjdk az algoritmust és meghatarozzak a megoldasig (amely ebben az esetben
egyértelmil volt) az iteraciok szamat, majd pedig az Osszes bazisra Osszegzik az iteraciok szamat és az dsszeget
elosztjak a bazisok szamaval, akkor azt kaptak, hogy az atlagos 1épésszama az algoritmusnak az exponencialis
ellenpéldan a valtozok szamanak linearis fliggvénye. Ez az jelenti, hogyha az exponencialis ellenpélda esetén
véletlenszerlien vesziink fel egy lehetséges induld bazist, akkor az iteracidk varhatd szama nem lesz
exponencialis.

A linearis programozas igazi, hossza ideig megoldatlan kérdése a kdvetkez6 volt: 1étezik-e olyan algoritmus,
amelyik a linearis programozas barmelyik feladatat megoldja olyan sok iteracioban, amely a feladat méreteinek
(feltételek szama és valtozok szama) egy polinomjaval korlatozhaté ? A kérdés tehat az volt, hogy 1étezik-e
polinomialis algoritmus linedris programozasi feladatok megoldasara ?

Az igenl6 valaszt Hacsian adta meg, az ellipszoid algoritmus komplexitas elemzésének a kozlésével, 1979-ben.
Hacsian a nemlinedris programozasbodl ismert ellipszoid mddszert specializalta linearis programozasi feladatok
megoldasara ¢és sikeriilt kimutatnia, hogy az ellipszoid mddszer polinomialis algoritmus a lineéris programozasi
feladatok megoldasara. Hacsian algoritmusa, annak ellenére, hogy elméletileg polinomialis 1épés szdm ¢&s
aritmetikai mivelet komplexitasa igazolt, gyakorlati feladatok megoldasara alkalmas szamitogépes
megvaldsitast senkinek sem sikeriilt 1étrehozni.

A belsépontos modszerek torténte igen érdekes. Az els6 olyan algoritmus, amelynek polinomialis komplexitasat
a szerzbje igazolta, Karmarkar nevéhez fliz6dik. Néhany évvel késobb kideriilt, hogy mar joval korabban is
sziilettek olyan algoritmusok linearis programozasi feladatok megoldasara, amelyekrdl igazolni lehet, hogy
polinomialis komplexitastuak (R. Frisch, 1957 illetve 1. Dikin, 1967).

A bels6pontos modszerek tobb alapvetd algoritmusardl kideriilt, hogy nem csak kivalé elméleti tulajdonsagaik

vannak (iteracié szamuk O(L v/n) ), hanem gyakorlati linearis programozasi feladatok megoldasara is nagyon
hatékonyan alkalmazhatok. A belsépontos algoritmusok, kivétel nélkiil megtalalhatok a legjobb professzionalis
optimalizalasi szoftverekben a szimplex moddszer mellett. Kozepes és nagyméretii linearis programozasi
feladatok esetén a megoldasra forditott id6 bels6pontos modszer esetén joval kisebb, mint a szimplex
algoritmussal.

Ebben a fejezetben felépitjik a linearis programozasi feladatok belsOpontos elméletét egy specialis
feladatosztalyra az un. ferdén szimmetrikus Ondualis linearis programozasi feladatok osztalyara. Ezek a

feladatok elsé latasra nagyon specialisnak tiinnek, de késébb megmutatjuk, hogy tetszdleges (Pe) s (D)
linedris programozasi feladatparbol (5. fejezet) megkonstrualhatd egy ferdén szimmetrikus ondudlis linedris
programozasi feladat, amelyet a primal-dudl tipusu belsépontos modszerek a megoldasuk soran hasznalnak.

Ebben a jegyzetben kizarolag primal-dudl tipusi belsépontos modszereket targyalunk. Igazolni fogjuk
polinomialis komplexitasukat.

7.1. 6.1 A ferdén szimmetrikus ondualis feladat

Targyalasunkat kezdjiik egy példaval.
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6.1. P¢lda Legyen adott a kdvetkezd linearis programozasi (primal) feladat

min 2+ 2uy;
Jus + wa

= (F.q)
3, —2yy > —1 (g )

- +2y > —2

ahol az Y1 ¥2- ¥3 = 0 Ennek a feladatnak az alakja megegyezik az 5. fejezetben targyalt (L) feladat
formajaval,

min b’y feltéve, hogy A’y > e, y >0,
tehat a dudl feladata

max ¢’ x feltéve, hogy Ax <h, x> 0.
A (Fid) feladata adatai ekkor a kovetkezok

0 —3 ] 0 (0

i = 3 n -2 C= -1 5 b= 1

1 2 0 2 2
Az A matrixrol kénnyen lathato, hogy ferdén szimmetrikus matrix, azaz 4 = —AT , tovabba megallapithato,
hogy b=—-c=0j teljesiil. Felhasznalva az adatokra kapott dsszefiiggéseket a feladat dualjat (altalanosan) a

kovetkez6 alakban irhatjuk fel
max —b’'x feltéve, hogy — A'x< —e. x>0,
vagyis
min b'x  feltéve, hogy A"x>e, x>0,
adodik. Az x dontési valtozokat atnevezve ¥ vektornak, kapjuk a kiindulasi feladatot.

Osszefoglalva, ha adott egy (Dk) alaku feladat mint a példankban és azt tudjuk, hogy az A matrix ferdén

szimmetrikus és b = —¢ = 0 teljesiil, ekkor a (Dk) feladat dualisa, 6nmaga. Vagyis ebben az esetben a (D)
feladatot ferdén szimmetrikus 6ndualis feladatnak nevezziik.

Egyszerlien megmutathatd, hogy ekkor az x = 0 optimalis megoldésa esetiinkben a (Fud) feladatnak és
alatlaban a ferdén szimmetrikus 6ndualis (£%) feladatnak.

A megadott (Fad) feladat esetén megmutathatd, hogy
vyl =(2,1.325) és s =(ATy—e)T = (0.25.0.5.2)
szigori megengedett megoldasa a feladatnak. (BelsOpontja.)

Itt szeretnénk megjegyezni, hogy nem minden ferdén szimmetrikus 6ndudlis lineéris programozasi feladatnak
van belsOpontos megoldasa.

Az el6z6 példa utan készen allunk arra, hogy bevezessiik altalanos formaban a ferdén szimmetrikus dndualis
linearis programozasi feladatot. Az ilyen tipusu linearis programozasi feladatok vizsgélata lesz a fejezetiink
targya.

6.2. Definicio A kovetkez6 specialis strukturaju linedris programozasi feladatot ferdén szimmetrikus dndualis
linedris programozasi feladatnak nevezziik
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min q'x
Mx > -—q (SP),
X = 0

ahol M € R™™" ferdén szimmetrikus matrix és 9 € 2% vektor.
Az (SP) feladat megengedett megolddsainak a halmaza
Fi={xeR" : x>0 Mx>—-q}={x.se€R;: Mx-s5=—q},
ahol az 5 = 0 az eltérés valtozo, mig az optimalis megoldasok halmaza
Fli={x'€F : qx"<q'x, ¥x F},
lesz.
A kovetkezd feladat, harom konnyen igazolhato, alapvet6 allitast fogalmaz meg az (SP) feladatra.
6.3. Feladat Legyen adott az (SP) linearis programozasi feladat. Bizonyitsuk be, hogy
. az (SP) dualisa, 6nmaga (azaz az (SP) feladat 5ndualis feladat);
« az azonosan nulla vektor x = 0 megengedett és egyben optimalis megoldasa az (SP) feladatnak;
.« az (5P) optimalis megoldasainak a halmaza
F={x"eF: q'x" 0}, (G.1)
alakban is megadhato.
Elemezziik tovabb az (91) linearis programozasi feladat optimalis megoldasainak a tulajdonsagait. Az el6z6
feladatban azt kaptuk, hogy az optimalis megolddshalmaz, amelyik a megengedett megoldashalmaznak egy
lapja, konnyen leirhato, mint a célfiiggvénynek, a nulla értékhez tartozé szinthalmaza, azaz X € F pontosan
akkor optimalis megoldas, ha
q.r.'s-: (.

q=s— M=x.

Mindezeket figyelembe véve, az kapjuk, hogy X € J pontosan akkor optimalis megoldasa az (SP) linearis
programozasi feladatnak, ha ortogonalis az s eltérés vektorra, ugyanis

DN=x"gq=x"(s - Mx)=x"s—x"Mx=x"s,

és az utolso egyenl8ség azért kovetkezik, mert az M matrix ferdén szimmetrikus.

Konnyen igazolhat6 a kdvetkezd allitas:

6.4. Feladat Legyen adott X+ 5 € RE ket vektor. Az x ¢és s vektorok pontosan akkor ortogonalisak egymasra,
ha

s =10, teljesil 1=1,2,..., n (G.2)

esetén.
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Az el6z6 feladatban megfogalmazott feltétel segitségével bevezethetjiik a kdvetkezd fogalmat.

6.5. Definici6 Legyen adott két tetszéleges vektor, a,b e R az mondjuk, hogy az a és b vektorok
komplementarisak, ha

aily =0, teljesiil 1 =1,2,....n
teljesiil.

Tehat az (SF) linearis programozasi feladat optimalis megoldasai esetén a dontési valtozok X vektora és az

eltérés valtozok s vektora, komplementaris vektorok. Ez egyben azt is jelenti, hogy az (SP) linearis
programozasi feladat optimalis megoldasainak a halmazat harmadik féleképpen is megadhatjuk

Fr=|{x'eF : (x")7's" =0, ahols’ q— Mx"}. (G.3)
Bevezethetjiik tetsz6leges megengedett megoldashoz tartozdéan a dualitas rés fogalmat.

6.6. Definici6 Legyen adott az (SP) linearis programozasi feladat. Legyen tovabba X € JF ¢&s az
s =q — MX az adott megoldashoz tartozo eltérés valtozo. Az

x's q'lx

értéket az X és s vektorokhoz tartozo dualitas résnek nevezziik.

Az el6z6 példaban megadott megoldashoz kiszamolhatjuk a dualitas rést, azaz
y's=2.0,254+1-0,543,25-2=17,5.
Természetes modon meriil fel az a kérdés, hogyan tudnank eldallitani olyan uj megoldasokat, amelyek esetén a

dualitas rés kisebb lesz, mint a jelenlegi. Ilyen megoldasok létezését biztositja az az allitas, hogy az optimalis
megoldas esetén a dualitas rés nulla és van ilyen megoldasunk, az azonosan nulla vektor.

Az egyik kérdésiink az, hogy az (5P) linearis programozasi feladatnak van-e az azonosan nulla vektoron kiviil,
optimalis megoldasa ? Erdekel benniinket az a kérdés is, hogy valamely belsd pontbdl (szigorGian pozitiv
megoldasbol) kiindulva, javitd 1épések sorozatan keresztiil eljuthatunk-e optimalis megoldashoz, gy, hogy

minden iteracidban csdkken a dualitas résiink ? Hogyan lehet ilyen algoritmusokat megfogalmazni és mennyire
lehetnek ezek hatékonyak ?

Kérdéseink megvalaszolasara a jegyzet tovabbi fejezeteiben keriil majd sor.

El6szor bizonyitsuk be, hogy az (SP) linearis programozasi feladat megengedett megoldéasainak a kiilonbsége
ortogonalis a hozzajuk tartoz6 eltérés vektorok kiilonbségére.

6.7. Allitas Legyen adott az (SP) linearis programozasi feladat. Tegyiik fel, hogy X:¥ € Fo¢s jeldlje a
hozzajuk tartozo eltérés vektorokat s(x) g5 s(¥) . Ekkor

(x—w V(s(x) — sly)) = 0.

Bizonyitas. Mivel X, ¥ € F ezért s(r) =q+Mx¢gsly) =q+ M ¥, tehat

(x—y)(s(x)—s))=(x—y)(q+ Mx—q-My)=(x—y) ' M(x—y)=0
teljesiil az M matrix ferdén szimmetrikussaga miatt. [QED]

Annak érdekében, hogy az (SP) linedris programozasi feladat optimalitasi kritériumait megfogalmazzuk,
sziikségiink lesz az optimalis megoldasok tovabbi jellemzésére is.
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6.8. Allitis Legyen adott az (51 % linedrig proﬂrgynpz@n fela}ga&x degyiik fel, hogy X:¥ €F ¢ jeldlje a
hozzajuk tartozo eltérés vektorokat és . Az pontosan akkor, ha

xs(y) = ysl(x)
Bizonyitas. Figyelembe véve az X; ¥ € F feltételt és felhasznalva az eléz6 allitast
x"s(y) +y"s(x) = x"s(x) + y"s(y),
amely pontosan akkor nulla, ha X.¥ € F". Ekkor azt kaptuk, hogy
x.".:-:[..',rl } }-'.j..‘-ill.i'l (0,
amibdl figyelembe véve, hogy X: s(x), ¥, sy} 2 0 kgvetkezik az allitasunk. [QED]

z (5P) linearis programozasi feladat optimalitasi kritériumait a kovetkez6 alakban is megadhatjuk

—Mx+ s5=q
x>0 s=0 (LC Pgp),
xs=10

amelyet az (SP) linearis programozasi feladathoz tartozé linedris komplementaritasi feladatnak neveziink.

Ezt a részt két fontos definicioval zarjuk.

6.9. Definicio Legyen adott az (5P) linearis programozasi feladat. A megengedett megoldasoknak definialjuk
egy specialis részhalmazat

Fli={xeF : (x,s(x)) >0}
amelyet belsé pontok halmazanak neveziink.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy egy (SP) feladatnak nem feltétleniil van belsé pontja. Arrol, hogy mit kell
tenniink, ha nincsen belsé pontja vagy nem ismeriink a feladatnak belsé pontjat késébb részletesen lesz szo.

Most pedig vezessiik be a szigoruan komplementaris megoldas fogalmat.

6.10. Definicio Legyen adott az (SP) linearis programozasi feladat. Tekintsink egy X € /" optimalis

megoldast, a hozza tartozo eltérés vektorral s(r), Az (x.8(x)) part szigortian komplementarisnak nevezziik,
ha X +s(r) >0,

A tovabbiakban, amennyiben nem megy az érthetdség rovasara, az egyszerliség kedvéért az () eltérés vektor
helyett, egyszeriien csak s vektort irunk.

7.2. 6.2 Newton iranyok

Ebben a részben elkezdjiik felépiteni az algoritmusunkat. Tegyiik fel, hogy az (SP) linearis programozasi
feladat esetén ismeriink egy X € F¥ belss pontot, a hozza tartozo 5 = Mx+q >0 ¢ltérés vektorral egyiitt.

Célunk, hogy adott W > 0 vektorra meghatarozzuk a (Ax, As) 1épést ugy, hogy

Mx+Ax)+q = s+ As
(X + Ax) (8 + As) w.
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teljesiiljon. Ekkor a (Ax. As) jsmeretlenckre vonatkozoan a kovetkezd nem linedris egyenletrendszert kapjuk:

M Ax As

xAs+sAx+ AxAs = w— XS
Ez a rendszer még mindig nem linearis.

A masodrendi Ax As tag elhagyasaval az alabbi linearizalt egyenletrendszerhez, un. Newton-rendszerhez
jutunk

MAx— As = 0
SAxX+NAs = w—X8,
ahol X és S olyan diagondlis matrixok, melyek f84tloiban az X illetve § vektorok talalhatok.

A Newton-rendszer egy linearis egyenletrendszer, ahol masodrendi tagokat elhanyagoltuk és az
X +Ax, 5+ As uj megoldasokrol, egyenldre, nem negativitast (pozitivitast) sem koveteliink meg.

Figyelembe véve, hogy az X ¢ S pozitiv diagonalis matrixok, megmutatjuk, hogy a Newton-rendszer matrixa
regularis és igy a Newton-rendszernek egyértelmii megoldéasa lesz. (Ez volt az egyszerlsitések értelme, a
Ax, As yektorokat egyértelmiien megtudjuk hatarozni.)

6.11. AllitasTekintsiik a Newton-rendszer matrixat

M I\ _ onean
M - ( - )F

ahol az X és S pozitiv diagonalis métrixok. Ekkor az M matrix regularis, azaz a Newton-rendszer megoldésa
egyértelmil.

Bizonyitas. Indirekt moédon bizonyitunk, azaz tegyiik fel, hogy az M matrix szingularis. Ez azt jelenti, hogy
létezik z € R™ : Mz=0,de27 0,

Legyen Z = (W. V] alakg, és ekkor az M z = 0 egyenletet

Mu-1v 0
Su+Xv = 0

alakban i rhatjuk. Ekkor nyilvan v = M u lesz.

Mivel a Z 7 O vektor, ezért nyilvan az 1 7 O gsszefiiggés is teljesiil, vagyis létezik olyan 1 < i < 7 index,
amelyre Ui 7 0 Figyelembe véve az X és S matrixok diagonalitasat

S+ riv=10

teljesiil barmely i indexre. Mivel az Ti > 0 és az 3 > 0 ezért, ha i = 0 teljesiilne, akkor i =0
kovetkezne. Tudjuk, hogy legaldbb egy i indexre i 7 U akkor

i 5j
—— === )
iU, T

teljesiil, azaz az Wi és Vi eljele kiilonbozd, ha Ui 7 0, Az M matrix ferdén szimmetrikussaga miatt
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O=u Mu=u'v= Z u; v; < 0,

i=1
ellentmondas adédik, tehat az M métrix regularis. [QED]

A Newton-rendszer egyértelmii megoldasat Newton-iranyoknak nevezziik és a kdvetkezé modon fejezhetjiik ki

Ax (S+XM) ' (w—-x5) & As M{(S+X M) I-:_w — %5, (G.4)

A Newton-iranyok kiszamitasa masként is levezethetd, igazolhaté lenne, ugyanis, ha az els6 egyenletet
behelyettesitjiik a masodik egyenletbe akkor a kovetkezd dsszefiiggést kapjuk

(5 4+X M) Ax=w — X5,
Ez alapjan megfogalmazhato a kdvetkezo allitas, amelynek a bizonyitasat az olvasora bizzuk.

6.12. FeladatLegyenek adottak az M .'_‘(_;: ):_ € B™™" matrixok, ahol M ferdén szimmetrikus illetve S ¢és X
pozitiv diagonalis matrixok. Ekkor az S+ X M matrix, pozitiv definit matrix.

Fontos alkalmazasai lesznek a kdvetkez6 allitasnak.
6.13. Allitas A Newton-rendszer egyértelmii megoldasai, a Ax és As Newton-iranyok, ortogonalisak.

Bizonyitas. Tekintsiik a Newton-rendszer elsd egyenletét és szorozzuk meg 2Ax vektorral balrol, azaz
(Ax) As = (Ax)"M Ax =0,
figyelembe véve az M matrix ferdén szimmetrikussagat. [QED]

Geometriai szempontbdl a Newton-rendszerrel kapcsolatos eredményeket a kovetkez6 modon értelmezhet;jiik:
az indul¢ adatainkat, az (5P) Yinearis programozasi feladat esetén ismerjiik, azaz adott egy X < F¥ belsd pont,
a hozza tartozd 8 = M X+ q > 0 ¢jtérés vektorral egyiitt. Célunk olyan X F7 belss pont és hozza tartozo
s' =Mx" +q >0 elggrés vektor eldallitasa, amelyre vagy W =X s, vagy pedig az w és X' s’
vektorok legyenek kozel egymashoz.

Mivel (X, ) pozitiv vektorok ezért barmilyen iranyba létezik olyan o 1épéshosz, amelyik esetén
X' =x+adx &5 s =s5+als, (G.5)
pozitiv vektorok lesznek €s
x'=x+alAxe F’
teljesiil és az 57 lesz az eltérés vektora, mert a Newton-rendszerbdl szamitottuk ki az iranyt.
Miutan a Newton iranyban egy ¢ 1épéshosszu 1épést tesziink, az Uj (x7.s7) megoldasra a kovetkezo

kifejezést kapjuk:

x's = (x+alAx)(5+alAs)=xs5+a(xAs+5Ax) 4 a” Ax As
X5+ a(w—X5) 4 a’ Ax As.

Ez az 6sszefiiggés vilagossa teszi, hogy az X § vektor lokalis megvaltozasat a W — XS vektor hatarozza meg.

Annak a célnak a vizsgalata szempontjabol, hogy milyen v [épéshossz segitségével kozelithetjik meg
legjobban a célul kitlizott w > 0 vektort, sziikségiink lesz a kovetkezd fogalomra.
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6.14. Definicio Legyen & b€ R" \ektorok. Az a ¢s b vektorok altal meghatarozott téglan a kovetkezo
halmazt értjiik

Tia, b) : {l:l ER"  tm<w<b vagy b <uwi <y, Vi)

Azt mondjuk, hogy a T(a, b) tégla belseje nem iires, ha nem létezik olyan i index, amelyre @i = b; teljesiil.
A kovetkezé tétel megmutatja azt, hogy létezik olyan « = ([} 1épéshossz, amelyre a W = XS pontbdl

elléphetiink a W pont felé, ugy, hogy a T(w, w) téglaban maradjunk, feltéve, hogy a tégla belseje nem {ires.

6.15. Tétel Legyen adott az (5P) linearis programozasi feladat. Tekintsiink egy X € F? belss pontot, a hozza

tartozé 5 = M X +q > 0 ¢ltérés vektorral egyiitt és legyen W = X8 € " vektor. Tetszéleges ™ < R

esetén, amelyre 1PET (W, W) # 0 jstezik @ € (0,1) gy hogy
¥ =X+ 0Ax, s =s54+als, w o=x 5,

ahol Ax ¢és As a w vektorhoz tartozé Newton-rendszer megoldasai, a Newton-iranyok, és X € F7 5% = 0
teljesiil, valamint W € 7 T(w, w),

Bizonyitas. A Newton-irinyok meghatarozasara a (4) osszefiiggés szolgal. Az 1j megoldas vektorok X - §°

esetén (5), mar korabban allitottuk, hogy az «v 1épéshossz meghatarozhato, ugy, hogy ezek a vektorok pozitivak
legyenek. Ennek a teljesiilése érdekében az v = () 1épéshosszra a kovetkezd fels6korlatok szamithatok ki

D Ar < []} .
- . . - '\'1 . l.“h., = “ .
< (rg mm{ As }

a hozzajuk tartozo eltérés valtozok esetén. Nyilvan, ha Ax; = 0 jlletve As; = 0, akkor ezekhez az indexekhez
tartozo esetek nem adnak korlatozo feltételt az cv = () értékére.

0=y

ll.
.
b

a dontési valtozok illetve

A
Il

Ezzel, az x* € F”, 5" > 0 allitasok teljesiilését belattuk, figyelembe véve azt, hogy Ax és As Newton-

iranyok. A tovabbiakbana W € int T(W. W) allitas igazolasa torténik. El6szor is fogalmazzuk at, egy kicsit
az allitast, azt kell igazolnunk, hogy a kovetkez6 egyenlétlenségek

min{wy, wi} < w = x5 < max{w;, wi}, (G.G)

i i

teljesiilnek. Az el6z6 egyenlStlenségek elemzéséhez vezessiik be az alabbi index halmazokat
Lo =41 : uy < i} 65 Ly := {i DD < i}

Ha ? € Zw akkor az alabbi feltételeket kell ellendrizniink,

o Wiy és

. Wy < w;

Kezdjiik az 1. esettel, ekkor a

w; < 1w rl sl =(mi+oldr)i(si+ods) =w + alw; —uwy) + o Ar; Asg,
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kvadratikus egyenlétlenség adodik, amely a
0 < iy —wy + o Ay Asy,

egyvaltozos linearis egyenlotlenségre egyszeriisddik, mivel ¢ > (0. Ebbdl az

uwry — W
a<ayg:=ming————: Ar; As; < 0
= i { Ar; As; }

pozitiv, felsé korlatot szamithato ki. A 2. eset elemzésekor induljuk ki a kdvetkezd egyenldtlenségbdl

= x; 8] = (i + o Ax;) (s +ads) = w4+ o (w; —wy) + a® Az As;.

0 < (w; —uy) — o (i —wy) — a’ Ax; As;

egyenlétlenséget kapjuk, amely az o véltozoban masodfokd. Ha a &% As; < 0 akkor barmely @ € (0. 1)

esetén az el6z6 egyenlbtlenség teljesiil. Ellenkezd esetben, amikor Ax; As; > 0, a kdvetkez6 pozitiv, felsé
korlat adodik

i -

) (w; — wi) — /(05 — w;)? + 4 (0; — wy) Ax; As;
< = —_ AT As >0y,
a < ay |mu{ 5 Ar A r; As;

Hasonloan elemezhetd ki az ¢ € Lw eset is. EKkor az

2 Ar; As;

FE Lo

I| - ..'. - ' I| - -.'..-r - I I| - L."' j'Ir'i"“';r
= g u:iu{w i) — v i) u i) B A As; < H}

illetve

wy —
a<ag:=mins ——— : Ar;As; > 0
= ..,r,,{ Az; As; - }

pozitiv fels6 korlatokat kapjuk. Legyen az a’ = min{l, a1, a0,..., a5} , ekkor barmely @ € (0,a")
1épéshossz esetén

x'eF & wieint T(w, w) teljesiil.
- [QED]
7.3. 6.3 Szinthalmazok és tulajdonsagaik

Az optimalis megoldas halmaz két kiilonbozo alakjanak a segitségével, kétféle szinthalmazt definialhatunk.

Vezessiik be eldszor a kovetkez6 szinthalmazt
Lx={xeF: x's(zr) < K}={xeF: q'x < K},

+ 113
ahol 1 € B ¢ barmely W € 2% Vektor esetén az alabbi altalanosi tott szinthalmazt
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Low={(x.8)eR : s=Mx+q é xs€(w—R2)}

is. Nyilvanvalo, hogy ha az (X S) € Lw teljesiil, akkor X5 < W.

A célfiiggvény értekével definialt Lk szinthalmaz kovetkezd fontos tulajdonsagait mondja ki a kovetkezd
lemma.

6.16. Lemma Legyen adott az (SF) feladat és tegyiik fel, hogy " # ¥ . Ekkor barmely K € B | K =
szém esetén az Lx szinthalmaz nem iires és korlatos, zart, azaz kompakt.

Bizonyitas. Az Li #0 | hiszen az X =0E€ F ¢ 5= a hozza tartozd eltérés vektorral megfelel a

Az FU#D gzaz X € F i (x.8(2)) > 0 pelgs pont. Az egyszerliség kedvéért, az () vektor helyett, S
vektort hasznéljuk. Mivel az M matrix ferdén szimmetrikus, igy

O=(x—x"Mx-%)=(x—-%)"s—8=x"s+x's—x"'s-s"%, (G.7)

aholaz X € Lx & F tetszOleges vektor és az s a hozzatartozo eltérés vektor.

Ebbdl, az Lk szinthalmaz defini cidja alapjan azt kapjuk, hogy

Tj8 = x's+s'x=x"s+x's <K +x"s,

ésigyaz (X 8) > 0 pelsgpont feltétel miatt, barmely 1 < J < 7 indexre

K +x's ) K+x's
. < : . hasonléan 8; < - "
=

i X

azaz az £k szinthalmaz korlatos. A zartsaga egyszerl kovetkezménye a szinthalmaz masodik feli rasanak, azaz
annak, hogy véges sok zart féltér metszete. [QED]

Az éltalanositott szinthalmaz Lw esetén is az eléz8hoz hasonld allitas igaz.

6.17. Lemma Legyen adott az (SP) feladat és tegytk fel, hogy FO# D | Ekkor barmely W € kY , vektor
esetén az Lw szinthalmaz nem iires, és korlatos, zart, azaz kompakt.

Bizonyitas. Az Lw definiciéja miatt az X =0 € F ¢s 5 = a hozzé tartozd eltérés vektorra igaz, hogy
(x,8) € EW, azaz Lw # (0 teljestil.

Legyen (X 8) € Lw  azaz X € F ¢s X8 < W Mivel M ferdén szimmetrikus, ezért a (7) osszefliggés
alapjan

{x—x]?.{h'—""] (. ahol .‘CEPI
és ekkor,
x's+s'x=x"s+x"s,
azaz

Ti8; = x's < x's+x's=e (xs) + t!‘r{x:-;] = E‘.'I[‘W + W),

ahol W = X 8. Ekkor barmely 1 = J = 7 index esetén
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el (w+w)

Ty -y
e’ W+ W)
T; < - \ i

illetve 5 < .
! T;

£

teljesiil, tehat az Ly szinthalmaz korlatos.

Legyen
F {(x,s) ER*™ : x€F, é&8 s=Mx+q}CR*"
korlatos, zart halmaz ¢s az Jf R?*" — R, f(x, s) =xs folytonos leképezés. Ekkor az
JI"[‘,";-"] C 2 zart halmaz és 1 gy az _,I"[..T-'] Miw —RE)  is zart,

tehat az ésképe Lw halmaz is zart. [QED]

Vezessiik be a kovetkezé halmazt,
G:={weR : d(x,s) € F amelyre xs=w}, (G.8)

amely azokat a w vektorokat tartalmazza, amelyek eldallithatok, mint (x,8) € .F (elemenkénti) szorzataként.

Ezt, ugy értelmezhetjiik, hogy W € G vektorok eldallithatok, az (5P) feladat megengedett megoldasainak és a
hozzajuk tartozo6 eltérés vektorok szorzataként.

6.18. Lemma Legyen adott az (5P) feladat és tegyiik fel, hogy F'# D Ekkora G halmaz nem iires és zart.

Bizonyitas. Ebben az esetben a G halmaz nem trességétdl egy kicsit tobbet igazolunk, azt mutatjuk meg, hogy

van olyan W €GNR; vektor, amelyik eldall (x,5) €F vektorok (elemenkénti) szorzataként. Mivel
FU#ED  epert1étezik (5 5) > 0 gsx € FO tehat XS =w > 0,6sigy WE G .

Azt kell belatni még, hogy a G halmaz tartalmazza az osszes limeszpontjat is. Legyen W = 0 amelyhez
létezik W* € G sorozat, ugy, hogy M o W =W Legyen tovabba W olyan, hogy W > w* teljesiil,
barmely k indexre és W > W is igaz. Az el6z8 lemma és az Lw szinthalmaz konstrukciéja alapjan, L£w nem
iires és kompkat halmaz.

: kook . b _
A konstrukcionk és a W* € G sorozat definiciéja miatt 1étezik (X + 5" ) € Lo, amelyekre x*s* = w* . Az

. ke ky _ fa
L% halmaz kompaktsdga miatt, az 4ltalanossag korlatozasa nalkiil feltehetd, hogy 11%-rec(X", 87) = (X, 5).

Figyelembe véve a szorzas folytonossagat és a pontsorozatok defini cidjat kapjuk, hogy

- . I; .
x5 = lim x"s* = lim w* = w.
f - [ —

azaza & halmaz zart, mert tartalmazza a limeszpontjait. [QED]

Most mar készen allunk arra, hogy a 6.17. Lemma élesitését is igazoljuk azaz, azt, hogy a belsopont feltétel
mellett, £w nem csak nem iires halmaz, hanem van benne szigoruan pozitiv vektor is.

6.19. Tétel Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy FO £ . Ekkor barmely W € R , vektor esetén
létezik [X! 5] = Ew M R'_{n .

Bizonyitas. A 6.17. Lemma szerint az Ly halmaz kompkat.

A i - o 2n
Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik egy W € B vektor, amelyre nem létezik (X:8) € Lo R

Az FU# 1 Jazaz Ax € F' : w = x5 > 0, Ekkor az Lo NRY #0 és Lw kompakt halmaz.
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. - no. LT P A
Legyen W' AW &s w' > W . Ekkor az A={weRy e'w —“je ,,H”H Gnem[Hites ¢s kompakt halmaz.
Tovabba az halmaz is nem iires és kompakt. Definidljuk az fiiggvényt a kovetkezd
kifejezéssel

L 0, ha wy <<y
filw) = { » .

i — iy, killdnben

Az LF )]l folytonos fliggvény, hiszen a norma és az Fis folytonos fliggvények. Ekkor a Weirstrasstétele
miatt, 1étezik

loc

Y= 1f(Wllee = min |lf(W)]leo < [If(W)
Mivel az £w MBY =0 Giodirekt feltevés), ezért 7 = [F(W)llso > 0, vagyis (X.5) € L de W € ANG,
W2 Wesw=X5>0,
Definialjuk a 7 (W, W) téglat és alkalmazzuk a 6.15. Tételt.
Ha intT (W, W) # 0 akkor l6tezik @ € (0,1), amelyre
X =X+o0Ax 8 =854+a0As
olyan vektorok, hogy W' = X's" € intT(W, W) a7a7
F W)l < ()]l =7 (6.9)

ami ellentmond a Weirstrasstételnek.

Ha tT(Ww. w)=0 akkor legyen W € Bys(w) 0antT(0, W) yepior, amely  esetén
intT (W, w') # 0 megismételhetjiik az el6z6 gondolatmenetet, azzal egylitt, hogy az cx 1épés hosszra még

igaz legyen az a korlat is, amely biztositja, hogy ebben az esetben (x",s") & Lw teljestiljon.

Osszegezve a W > w' é&s (X .87 ) & ‘:w, tehat 1/ (W7 )|l = 0 & (9) Osszefiiggés ismét teljesiil, ami
ellentmond a Weirstrasstételnek.

Mindkét eset arra vezetet, hogy az indirekt feltevésiinket el kellett vetniink, azaz barmely ™ € kY , vektor

Zn
esetén létezik (X:8) € Lo MRS . [QED]

A tételiinknek igaz az alabbi egyszer(i kovetkezménye.

6.20. Kovetkezmény Legyen adott az (SP) feladat. Az F* halmaz nem iires, konvex poliéder. S6t, ha az
FU#0 akkor az F* halmaz kompakt is.

Bizonyitas. Mivel 0 € F* | ezért az optimalis megoldasok halmaza nem iires. Az, hogy az F* konvex poliéder
kovetkezik az egyik felirdsabol.

i m - 1 .
Legyen W' € BE ¢ w' > wt! | valamint
lim w' = 0.
§ =

Ekkor

teljesiil. Ebbol
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F =Lo =02 Ly

adodik, azaz az F* halmaz zart és mivel F* € Ly kovetkezik barmely ¢ indexre, ezért korlatos is. Tehat az
JF* kompakt halmaz is. [QED]
w' £ R"

Ez a kovetkezmény értelmezheté 1wgy is, hogy egy esetén a 6.19. Tétel miatt létezik

@ 5 . o

(x',s") € Ly NRY , sOt az 4ltalanossag korlatozasa nélkiil az is feltehetd, hogy W' = X's" | Tekintsiik ekkor
) R P _t

a w'>w>0 vektort, amelyre Ly MR () teljesil az el6z6 tétel miatt és igy létezik

i+l it n ) . )
(", 80) € Lo NRY Legyen w''! = x'*1s""! vagyis a 6.19. Tétel segitségével, amely a Newton-

rendszer megoldasan alapul, generalni tudunk egy wh e I pontsorozatot, amelyhez tartozé

(x',s') € Ly CF megoldas vektorok sorozat, optimalis megoldds parhoz konvergal. Tehat igy egy
koncepcionalis algoritmust kaptunk. Fontos részletek kidolgozasra szorulnak még, de annyi bizonyos ez alapjan
is, hogy (i) belsé pontokat lehet generalni Newton-rendszerek sorozatanak a megoldasaval, (ii) az igy eléallitott
belsé pontok, optimalis megoldashoz konvergalnak. A koncepcionalis algoritmus kiilonb6z6 valtozatainak a
kidolgozasa a kovetkez6 fejezetek témaja lesz.

Az el6z6 allitasokat az alabbi modon Gsszegezhetjiik.

6.21. Kovetkezmény Legyen adott az (SP) feladat és tegytk fel, hogy FU# W | Ekkor az alabbi alli tasok
igazak:

w e R" Ly MR

* Barmely esetén, az Lw kompakt és nem tres halmaz.

Lx NRY

* Barmely X = () esetén az L kompakt és nem lres halmaz.

« Az F" kompakt, nem iires halmaz.

7.4. 6.4 Centralis ut

Legyen adott az (SF) feladat, tegyiik fel, hogy FU#D ¢ tekintsiik a feladat optimalitasi kritériumait

—Mx+ s=q.
x>0 s>0,
xs=10.

Lathato, hogy az elsé feltétel, az affin linearis feltétel, mig a masodik a valtozok el6jel kotottsége és a harmadik,
a megfeleld valtozo parok komplementaritasi feltétele. A komplementaritasi feltétel bels6 pontok esetén nyilvan

nem teljesiil, hiszen X € F* esetén a hozza tartozo eltérés valtozo § > 0, és igy
w=2xs5 >0,

adodik. Ez alapjan bevezethetjiik az optimalitasi kritériumoknak egy olyan relaxaltjat, amelyet belsé pontok és
hozzajuk tartozo eltérés valtozok mar teljesithetnek

—Mx+ s=q.
x=0 s=0 (RelOpt Krit)
X 5= W,

ahol W € BT Korébban, a G halmazba az olyan W € RY yektorokat gyljtottiik Ossze, amelyek esetén az

el6z6 rendszernek van megoldasa. Egyenlére, nem tudjuk, hogy minden W € Ry esetén megoldhato-e az el6z6
rendszer vagy sem illetve azt sem, hogy egy-egy w esetén hany megoldasunk lehet.

Az el6z6 részt egy koncepcionalis algoritmussal fejeztiik be. Ott az a kerdes fogalmazodott meg, hogyan lehetne
a 6.20. Kdvetkezmény bizonyitasdban megfogalmazott W' pontsorozatot eldallitani.
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Tekintsiik a relaxalt optimalitasi kritériumeknak egy specialis valtozatat, azt amelyiknél W = /1€ ahol ft = 0
valds szdm és az  a csupa egyesbol all6  -vektor. Ekkor a kdvetkezd

—Mx+ s=q.
x>0 s=0 (Centl’t)
Xs=je,

rendszert kapjuk és bevezethetjiik a kovetkezd fogalmat.

6.22. Definici6 Legyen adott az (5P) feladat, tegyiik fel, hogy FU#0 | Exkor
C = {(x(p),s(x(p))) : x(p) € F', x(p)s(x(p)) = pe, u =0}

az [9P) feladat centralis utjanak nevezziik.

A centralis Ut fogalmat, egymastdl fliggetleniil, Sonnevend Gyorgy (1986) és Nimrod Meggido (1989) vezették
be. Mindketten igazoltak a centralis ut létezését és egyértelmiiségét. Sonnevend a centralis ut felhasznalasaval
un. utkdvetod

Ujra felmeriil a kérdés, hogy a centralis ut létezik-e, azaz barmely / = 0 valés szam esctén, létezik-e
megoldasa a (CentUt) feltétel rendszernek illetve a megoldés egyértelmiiségének a kérdésése is.

Miel6tt kimondjuk és igazoljuk a centralis it 1étezését és egyértelmiiségét bizonyitd tételt, elészor igazoljunk
egy olyan technikai jellegli lemmat, amelyet az egyértelmiiség bizonyitasakor hasznalni fogunk.

6.23. Lemma Legyen M € R"™" egy ferdén szimmetrikus métrix. Ekkor minden Z € " WO} 1stezik olyan
J index, melyre % 7 U g5 2;(Mz); = 0

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan Z # D, hogy minden J indexre, amelyre % # ”,
zi(Mz); <0 Ez esetben

11

0=2"Mz=Y z(Mz); = Y z(Mz); <0,

=1 JeEF#E0
ami nyilvanvalo ellentmondas. [QED]

Készen allunk arra, hogy a belsdpont feltevés mellett igazoljuk, hogy barmely W € kY

hogy a (/ 2elOptiTit) jlletve barmely # > U valos szam esetén a (CentUt) feltétel rendszereknek létezik és
egyértelmil a megoldasa.

vektor esetén igazoljuk,

6.24. Tétel Legyen adott az (5P) feladat és tegyiik fel, hogy F #0 | Ekkor a kovetkezd allitasok
ekvivalensek:

. FUED

W ERT oen A (xs) >0 Mx+q=5¢sxs=w

o 120 ggeten A (x.5) >0 1 Mx+q=s g x5 =pe

Bizonyitas. Az (iii) az (ii) allitas specialis esete, igy (i) = (iii).

A (iii) feltételb8Ib61 kovetkezik (i) ugyanis X(1) S(11) = 1€ eseten X(1t) € F7 ejesiil.
Az (i) = (ii) implikaciot indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy

weR! : IxeF & s5=Mx+aq.
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amire teljesiilne w = x 5. Mivel teljesiil a bels6 pont feltétel, L kompakt halmaz és

: _ T
Legyen J Ly =R, fiiggvény, J (X 8) = X' S. Az indirekt feltevésiink miatt

fix.s)=x"s <e’'w. minden (x.5) € L.
esetén. Az | folytonos fiiggvény, igy Weierstrass tétele miatt felveszi a maximumat az Ly kompakt halmazon:
Tw=x"s=f(x8) = max f(x.8)= max x's<e w, (6.10)

I:I_HII-_EW

e
T .I'_'.w

ahol W 1= X5 ¢s W = W. de W # W a7 indirekt feltevésiink miatt.

Két eset lehetséges:

1. Ha it T(W. W) # 0 aikor alkalmazhatjuk a 6.15. Tételt és azt kapjuk, hogy

w s w o =x"g"

=

Jw’ e T(w.w):w < w

ahol x* € FU. fgy e'w < e"w". ¢ cllentmond a (10) egyenlétlenségnek hiszen (X +87) € L

2. Ha intT(w,w) =, akkor legyen di=e (W—w)>0 g definialjuk
4

weR] :w>w>w-——e
Tt

Ekkor a W valasztési szabalya miatt 7 T (W, W) # 0. azaz 1etezik W' € T (W. W) ugy, hogy

W o=xs5. x x+alAx, 5 =8+ als,
ahol x* € F0 g5 @ € (0.1). A tovabbiakban megmutatjuk, hogy e'w’ =e'w, ami ellentmondas (10)
miatt. Felhasznalva a &%, As yektorok ortogonalitasat, illetve a Newton-rendszer masodik feltételét, az

EAX 4+ xAS =W - X8
egyenléséget, a kovetkez6t kapjuk

s+ al(s'Ax+ xTAs) +a’ (Ax)TAs — xT5
(6.11)

ellw —w)
ael (w—w)

a (87 Ax + x' As)

8

¢ésa W definicioja miatt W — W & (W—w)— e igy
)

{;"!-{W —w) > el (w— w)—— ele=4d—-4d=10,
n

adodik. A (11) egyenldséget figyelembe véve
e'w' = e'w,

egyenl6tlenséget kapjuk, amit igazolni szerettiink volna, azaz ellentmondasra jutottunk.
Osszefoglalva, az eléz6ekben belattuk, hogy barmely ™ € R} esetén, létezik

(x.5) =0: MUx+q=s5 w=xs
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Az egyértelmiiség igazq}égéhb;,:jrrqlirek(tﬁéf,?qn;,tqg_yiik fel hogy W € kY vektornak létezik két kiillonb6zo

eléallitasa, azaz 1étezik és ugy, hogy

_? ]

Mx'+g=s' w=x's' & Mx*+q=s5" w=x*s"

tovabba (X':8') # (x*.8%). |egyen 2 = X' —X* # 0. A ¢l626, 6.23. Lemma felhaszndldsa miatt, tudjuk,
. ol f 2
hogy létezik J index, Gigy, hogy i 7 i és

- Fal a2 1 b SR . | LY 2y
0 < (x; - ..-_,I-:_Hr_x —x7)); = (x; — a5 )(s; —85)-

2l = g2 .,
Az altalanossag korlatozasa nélkiil, feltehetd, hogy T = Ty igy az el6z0 0sszefiiggés alapjan

1 - 2
e R
i =

5

(6.12)

. . el = . = g2 ,
adodik. Mivel 5% Wi = T585 ezért

by
(8
S, B
b

l < —= = alapjan "i < &7,

B
N

adodik és figyelembe véve a (12) Ossefliggést, azt kapjuk, hogy

~ 1 2
BT S8 < 5
= d J

L

ami ellentmondas, theat tetszéleges ™ € kY esetén, a megoldas egyértelmt. [QED]

Ezzel belattuk, hogy a centralis Ut 1étezik és egyértelmii az (5P) feladat esetén.

8. 7 Az optimalis megoldashalmaz tulajdonsagai

A centralis ut belsOpont feltétel melletti 1étezése €s egyértelmiisége, lehetové teszi azt, hogy megvizsgaljuk hova
tart a centralis ut, ha a # paraméter értéke, pozitiv szamokon keresztiil nullahoz tart azaz a relaxalt optimalitasi
kritérium tart az optimalitasi kritériumhoz.

Megvizsgaljuk a centralis Gt és az optimalis megoldids halmaz kapcsolatat (Goldmann-Tucker- illetve
Sonnevend-tétele). Kideriil, hogy a centralis Gt mentén haladva megismerheté az optimalis megoldas halmaz

struktaraja, de ehhez be kell vezetniink az (S5P) feladat kondiciészamat. Mivel a kondicié szam meghatarozasa
az optimalis megoldas kiszamitasaval ekvivalens feladat, ezért fontos lesz a kondicié szamot becsiilni. Ehhez a
Hadamard-egyenlétlenséget hasznaljuk majd.

Annak ellenére, hogy a centralis Ut létezik és egyértelmli, nem tudjuk a # -centrumokat numerikusan
meghatarozni, ezért a centralis ut egy kdrnyezetében fogunk dolgozni.

8.1. 7.1 Goldmann-Tucker illetve Sonnevend tételek

A centralis at, adott # > U paraméterhez tartozé (X(/1),8(p)) € ¢ egyértelm{i megoldasat, # -centrumnak
nevezziik. Adott (1) feladat esetén, tekintsiink egy H& szigoruan monoton nulldhoz tartd sorozatot, a hozza

tartozd Mk -centrumok (X(/tk ). S(14k)) belsd pontos, megoldas sorozataval. Igazolni fogjuk, hogy M -
centrumok sorozata tart egy optimalis megoldashoz.

7.1. Allitas Legyen adott az (5P) feladat, melyre FU# D Ekkor létezik (X":5") az alabbi tulajdonsagokkal
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[:u:'.:-:"]:Iiniilix{_u},:-i[lri‘_li, és x" e JF°.
pr

Bizonyités. Legyen #k — 0 (k=1,2,...) egy monoton csdkkend sorozat. Ekkor barmely & indexre fenndll,
hogy (X(#4),s{ptk)) € Lws ghol w® = x"s. Mivel az £wo halmaz kompakt, létezik a sorozatnak legalabb
egy (X".5") torlodasi pontja. Az 4ltaldnossag korlatozésa nélkiil feltehetd, hogy

(x°,8%) = lim (x(px),s(pe)) .
ke

Tegytik fel, hogy e =~ 0 (k=1,2,...) egy monoton csokkend sorozat, amelyik eltér az el6z6 sorozattdl és

tekintsiik az ehhez tartozo (X(f1k),S{ftk)) € Lwo [k -centrumok sorozatit. Az altalanossag korlatozasa nélkiil
feltehetjiik, hogy ez a sorozat konvergens.

cres

1

(x(ji ), s(fu)) — (x°,8%).

Tehat a centralis uton definialt barmely # -centrumok sorozatara igaz az, hogy a hatarértékiik az (x",s") pont,
ezért

(x".8") = lim (x(p).s(p)) .
[TE ]
teljesiil. A masodik allitas nyilvanvald, ugyanis
x's" = lim x(pg) s{pp) = lim ppe =0,
P el

teljesiil a komplementaritasi feltétel az (x",s") megengedett megoldasra, tehat X* € F*. [QED]

Goldmann és Tucker (1956) bebizonyitottak, hogy tetszéleges primal €s dual linearis programozasi feladatok
esetén létezik szigortian komplementaris megoldasok. A kovetkezé tételben, Goldmann és Tucker eredményét
mondjuk ki 6ndualis linearis programozasi feladatara.

7.2. Tétel (Goldmann-Tucker-tétel.) Legyen adott az (SP) feladat, melyre FU#0 | Ekkor létezik (X'.8")
szigoruan komplementaris megoldasa az (SP) feladatnak.

Bizonyitas. Legyen ~ € kY és jelolje a(x) ={i : x>0} a7 x vektor tartojat.

Legyenek (x(per ), s(zx)) a pt -centrumok, adott = 0 esetén, mint a 7.1. Allitasban és jeldlje most is az
(x",5") a centralis ut limesz pontjat, amelyre X* € F* és x*s* = 0 azaz komplementaris megoldas.

Felhasznalva az M matrix ferdén szimmetrikussagat

0= (x"— x“‘”'{' (" —s(p)) = (x")'s" +x(p) s(p) — (x")s(p) — (") x(p)

WA w T _
egyenlet adodik. Mivel (x7)78" =0 g X(t)801) = pns ezt

pn o= (x")s(p) + (s*) x(p) = Z xf silp) + Z s; Tilp)

prxt =l .':'-;' =1
 Sil 1) i) T
n = r,———+ 5 = ¥ .
t :;-IJ j‘ i :;*—H '“ i :;*—H Irl{'“} ] :?*—‘H ."I[IH:I
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Az utolso dtalakitdsndl 4(#1) 5i(1) =(k* dsspefiiggest haszndliuk. Ha 1t — O akkor [0/(x7)] + |o(s7)[ = n

adodik, ami csak tigy teljesiilhet, ha az egy szigortian komplementaris megoldas. [QED]

Felhasznalva a Goldmann-Tucker tételt, a kovetkez6 meglepd, specialis eredményt tudjuk igazolni.

7.3. Allitas Legyen adott az (SP) feladat, melyre FU# 0 Exkor x = 0 az (5P) feladat egyetlen optimalis
megoldasa akkor és csak akkor, ha 9 = 0,

Bizonyitas. Ha 94 = 0 akkor csak x = 0 esetén lesz qrx =10,

Ha x =0 az egyetlen optimilis megoldds, akkor ez egy szigoran komplementaris megoldas, azaz
six)=q>0 [QED]

Az optimalis megoldasok segitségével érdekes indexhalmazokat tudunk definialni, amelyek a késdbbiek soran
tobbszor is (pl. az optimalis megoldashalmaz vizsgalatakor), fontos szerepet jatszanak majd.

7.4. Definicio Legyen

B: = {iel :dxeF , amirex; >0}
N liel : I3xe F', amire s; >0}

Az indexeknek a (2 V) felbontasat optimalis particionak nevezziik.

st

7.5. Allitas Legyen adott az (SP) feladat, és tegyiikk fel, hogy FO# . Ekkor I =1{1.2,....n}
indexhalmaznak a (£ V) valgban particidja.

Bizonyitds. 831U N = I, mert a Goldmann-Tucker tétel miatt létezik (x",s") szigoriian komplementaris
megoldas.

A BN N =10 is teljesiil az optimalis megoldasok komplementaritasat targyalo Goldmann-Tucker tétel
alapjan. [QED]

Sonnevend 1986-ban definialta az analitikus centrum fogalmat, amelyet a kovetkez6 definicidban, az (SF)
feladatra, mi is megadunk.

7.6. Definicid Legyen adott az (5P) feladat és tekintsik az X € F optimalis megoldas vektorokat. Az
X € F" optimalis megoldast, amelyre

H_r, Ha, > H: ]1 si.

iEB  iEN iEB
teljesiil, barmely X € F" esetén, az F* optimalis megoldas halmaz analitikus centrumanak nevezziik.

Bizonyitsuk be a Sonnevend-tételt.

7.7. Tétel Legyen adott az (SP) feladat, tegyiik fel, hogy FO#D és legyen (X",5") limesz pontja a centralis
utnak. Ekkor x* az F* halmaz analitikus centruma.

Bizonyitas. Legyen X +5" egy tetszleges torlodasi pont és legyen X € F" tetszbleges, és s =s(x) M
ferdén szimmetrikussadga miatt

0 {x—x(ga]]lliﬁ—s[ﬂ]],

A Goldmann-Tucker-tétel bizonyitasaban leirtakhoz hasonloan az alabbi 6sszefliggésre jutunk
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T &
E F t E ‘1—‘ = T.
ichH "t ieN Tt

A szamtanimértani kdzép kozti egyenlStlenséget alkalmazva:

(Mzms) <i(sZexs)-

ichB Tt jeN ieg !
fgy

I IEE H_;-: 11

iEB iEN ick ieN

tehat X" € JF" analitikus centruma az optimalis megoldas halmaznak. [QED]
8.2. 7.2 A (B.N) optimalis particié tulajdonsagai
Legyen adott az (5P) feladat és definialjuk a B: N © 7 halmazokat az optimalis megoldasok segitségével,
ugy ahogyan azt tettiik a 7.4. Definicidban, azaz
B={ielT:x;>0, IxeF'} és N:={ieT:s(x)i>0, Ixe F"},

esetén, ahol " halmaz az (SP) feladat optimalis megoldas halmaza. A 7.5. Allitas bizonyitasaban igazoltuk,

srer

Ezutan belathatjuk a kovetkez6 egyszert allitast.

7.8. Feladat Legyen adott az (SP) feladat. Az x € F vektorra pontosan akkor igaz, hogy X € /" | ha az
xn =0 ¢ssp =0 teljesiil.

Tetszbleges X € F* optimalis megoldasra fennall az
xslz)=0 é x+s(x)=0

Osszefiiggés. Definidljuk az (5P) feladat kondicioszamat, amely az F* optimalis halmazon a nemnulla
koordinatak nagysagrendjét jellemzi, azaz

minmax{x;}, ha B#{ ) minmax{s;}., ha N #{
oip i€B xeF* o &a ohp i€ N xEF- -
{oc, kiilinben Foa, kiilimben
7.9. Definicio Legyen adott az (5P) feladat. A
Top = min{ogp, ogpt = nin_ 1:.“_;?5{'“ b osif.

szamot az ':Sj ’) feladat kondicidszamanak nevezziik.

Az eddig kialakult kép alapjan, ha a centralis utat, a csokkend / paraméter értékek mellett, az egyértelmi

x{yt), 8(#) j1 -centrumok mentén bejarhatnank, akkor azt kellene tapasztalnunk, hogy a # -centrumok bizonyos
koordinatai, a centralis Git mentén csokken, ahogyan a H értéke csokken, vagyis amikor kdzelediink az optimalis
megoldas halmazhoz. Ennek a jelenségnek komoly numerikus kovetkezményei is lesznek. A kovetkezd
lemmaban, igazoljuk az elképzelésiinket.
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(40« ) Lerpmp <Legyen -adptt az (SP) feladat, a B. N particio és a feladat 5P kondicidoszama. Barmely
, esetén igazak az alabbi egyenldtlenségek:

T o . y Tl . .
xi(p) > = ie 3, rip) < f ie N,
n Top
n s .
g(p) < e, silp) = =L te N
s n

Bizonyitas. Legyen X" € J" tetszéleges. Ekkor az ortogonalitasi tulajdonsag miatt
(x(p) —x )V (s(p)—s") =0, azaz x(p)'s" +s(p)'x" =np.
Amibdl kovetkezik az

ailp) 8] < x-:_;:b-r:-i' < np, l<i<n.

Mivel a B. N partici6 definiciéja miatt 5i = 752 teljesiil, és Lil#t) sili) = o minden i € N esetén, igy
i T . T . ;
li -‘_ : ||l Fa _\;Ji.“] i- . ."\nr.. 1 e :'l._‘
&7 Tgp i

Tilp) <

i

A tobbi korlat hasonloan bizonyithat6. [QED]

Az el6z6 lemmaban lathattuk, hogy bizonyos koordinatdk a H paraméter értékével aranyosan csokkennek a
centralis Gt mentén, masok, pedig egy elméleti korlat felett maradnak. Bevezethetjiik a kdvetkezd definiciot.

7.11. Definici6 Legyen adott az (SP) feladat, a 5.V particio és a feladat s kondicioszama. Tovabba
tekintsik, a # > 0 centralitds Gt paramétert és az (x(p1).8(n)) € C p centrumokat. Ekkor az Tilp)

koordinatat nagynak mondjuk, ha i € I3 | illetve az Sil/*) koordinatét nagynak mondjuk, ha € N . Ellenkezd
esetben kicsinek nevezziik.

Felmertiil az a kérdés, hogy a centralis Gt mentén megadhato-e egy olyan # centralitasi paraméter, amelyiknél a
B és N index halmazok el8allithatok.

7.12. Kovetkezmény Legyen adott az (SP) feladat és a feladat 5P kondicioszima. Ha H < n? centralis at

paraméterhez ismert egy (X(/4):8(t)) € ¢ megoldas, akkor meghatdrozhatjuk a (5 V) particiét.

Bizonyitas. A megadott # érték mellett

i TGP

TFap T

teljesiil, azaz a kicsi és nagy koordinatdk a (X(/t).s(jt)) € ¢ megoldas esetén mar szétvalaszthatok. igy a
kovetkezd szétosztas egyértelmil és megfeleld

B = {f' sorilp) 2 H'L'IP} és N := {:‘ Dosi(p) 2 rT'H"“}.
I ]

8.3. 7.3 A ¢s» kondicioszam becslése

-[QED]

Vezessiink be egy fogalmat és egy egyenldtlenséget, amelyre ebben a részben sziikségiink lesz.
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7.13. Definicio Az X € &I | tartdja a supp(x) ={j € I : 2; > 0} halmaz, ahol { = {1.2.....n}
Determinansok becsléséhez sziikségiink lesz a Hadamard-egyenl6tlenségre.

7.14. Feladat (Hadamard-egyenlétlenség.) Legyen < € ™™™  Ekkor bizonyitsa be, hogy a

|det(A)| < 1'[||=J||

ahol & vektor az A matrix J- oszlop vektora.

Két lemma igazolasan keresztiil eljutunk a 757 kondicidszam becsléséig, alsd korlatot adunk majd a
kondicioszadmra.

7.15. Lemma Tekintsiik a kovetkez6 megengedettségi feladatot
M={xeR" : Ax="b, x =0},

ahol az A € ™" matrix ¢s a PER™D# 0 yepor ¢s tegyitk fel, hogy M # ! halmaz és az A

matrixnak nincsen azonosan nulla oszlopa. Legyen X € M olyan vektor, amely esetén SUPP (X) minimalis.
Ekkor az

{a; : j € supp(x)} ={a; : 7; >0,j €I}
vektor rendszer elemei linedrisan fiiggetlen vektorok.

Bizonyitas. Indirekt, tegyiik fel, hogy az {a; : j € supp(X)} vektorok linearisan Osszefiiggbk. Mivel az
x#0 vektor, ezért a SUPp(X) # B, Exkor 16tezik 2 € R", 2 # 0, ugy, hogy

Z zia; =0 és 2, =0, ha k € supp(x), azaz Az =0,

jEsupp(x)
Nyilvan
Alx+cz)=Ax+:4z=b,
azaz, barmely £ € £ esetén az affin linedris feltétel teljesiil. S6t, megvalaszthato az £ € & gy, hogy
supplX + £ 2) = supp(X) legyen, és &; +2z; =0, ha j € supp(x).

Mivel a Z 7 0: ezért 1étezik J € supp(X) gy, hogy % < Us vagy % > 0- Ekkor pedig az

I I
£ =min {— o z; = E]} =0 (: = max {——" P2y > {h} < H)
<j <j

esetén a SUPP(X + £2) < supp(X) ellentmond annak feltevésnek, hogy a SUPP(X) minimalis. [QED]

Most pedig ratérhetiink annak a lemménak a kimondésara és bizonyitasara, amely egy megengedettségi feladat
esetén megbecsiili alulr6l, a koordinatankénti maximumot.

7.16. Lemma Tekintsiik a kovetkez6 megengedettségi feladatot
M={xeR" : Ax=b, x >0},

ahol az A € Z™*" matrix és P € Z™, b # 0 yektor. Legyen az M halmaz korltos és tegyiik fel, hogy van
szigorian pozitiv vektora. Ekkor barmely ? € I index esetén
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1
11 | “J'“
i=l

max r; =
xE M
Bizonyitas. Az M halmaz korlatos, ezért az Al métrixnak nem lehet azonosan nulla oszlopa.
Két eset lehetséges:
. rang(A) =m (igy sziikségképpen 1 = 10);
. g=rang(A) < m.
1. eset: 7ang(A) = m (igy sziikségképpen 11 < 1),

Az M halmaz korlatossagat és belsGpont 1étezését is figyelembe véve, barmely rogzitett ¢ € I index esetén
létezik X € M gy, hogy

T = max a; =),
XEM

Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetd, hogy X bazis megoldas, és jelolje I3 a bazis matrixot. Ekkor a
Cramer-szabaly miatt

_ det(B;)
T et (B) T

ahol a i matrixot a B matrixbol ugy nyertiik, hogy az i. valtozohoz tartozo oszlop helyére a b vektort
raktuk be. Az Ti = 0 feltétel és az egészértékii adatok miatt det(Bi)| =2 1 Mastelsl

det(B) < |det(B) < ] lall < []llayl
JEsupp R} 1=l

egyenl6tlenségeket nyerjiik, a Hadamard-egyenl6tlenség alkalmazasaval. Az eddigiek alapjan

-

_ det(B;) _ |det(B})| _ 1 l

xem T Get(BY T [det(B)| < |det(B)] = &

I llayll

=1

2. eset: ¢ = rang(A) < m.

A redundéns feltételek elhagyasaval egy A" € Z7" b’ € Z9 feladatot kapunk, ahol a matrixunk mar teljes
rangu, azaz az elso esethez jutottunk. Vegyiik észre, hogy

1%l < llaj|l (= 1.2....n),

igy a masodik esetben is igaz az allitdsunk. [QED]

Készen allunk arra, hogy a 75F kondicio szamot, a Hadamard-egyenl6tlenség felhasznalasaval megbecsiiljiik.
Ez pedig mar elméletileg szdmolhatova teszi a B, N partici6 indexhalmazat.

7.17. Tétel Legyen adott az (5] feladat, melyre FU#D Haaz M € Z"™" matrix és a 4 € Z™ vektor,
akkor az () feladat kondici6szaméra a kovetkezd also becslés teljesil,

. 1
Oogp =~ ————,

n

I:[l o
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (£ V) particié ismert és ennek megfelelden bontsuk fel a feladat lineris

feltételeit
sy Mg Mpy XgB qe
=\ Mys M t
Sy Myg MyN XN L Y
Legyen x egy szigorian komplementaris, optimalis megoldas, azaz

r T T
U=q x=qgXp+ qQuyXy.

mivel Xg > 0 & xn =0 ezért 98 = 0 Ekkor

( 0 )_ ( Mps Mpy ) XEB ) _|_( 0
Sy Mye Myx 0 qn

elvégezve a kijeldlt szamolasokat és figyelembe véve az X és s optimalis megoldas komplementaritasat is, azt

kapjuk, hogy
0 ) _ Mppxp
SN Mypxp +qnx J°

Atalakitva, azoptimalis megoldas halmaz leirasat kapjuk

Mps Ogn Xg \ _ Oz o — .
( Myp =Ixx ) ( SN ) ( gLt B ) X8 20, X8 =0, 88 =0, & 20.

Az utdbbi rendszer éppen az F™ leirdsa, ami nem lires és tartalmaz szigortian komplementaris megoldast, igy az

4 — ( Mps Ogn ) y = ( XB b = 0z
: Myg —Ivx ) sv /'’ B

valasztassal alkalmazhatjuk az el6z6 lemmat. Tehat

1 1
max Ir; = . %ie B, é5 ma s; = ., Yie N.
xEF* [T [jmy|] xEF* [T [yl
jEB jER
Ebbdl kovetkezik, hogy
IS
P = ] = n -
[T ljmy]|

[T [lmy]]

Ty
i =

A masodik, rosszabb also korlat elénye az, hogy nincsen sziikség a (B,N) particio ismeretére. [QED]

Mieldtt lezarnank ezt a fejezetet, mondjunk ki feladatként két segédlemmat, amelyeket a Dikin-féle affin
skalazasu algoritmus targyaldsa soran hasznalunk majd.

7.18. Feladat

+ Legyen a D € R"™" pozitiv definit, és az M € R"™" ferdén szimmetrikus matrix. Ekkor a £ + M ¢s az
I'+ DMD pozitiv definit matrixok.

« Legyenek . B € R"™" pozitiv definit métrixok. Ekkor az A~ ' B € R™™" is pozitiv definit matrix.
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9. 8 Dikin-féle affin skalazasu algoritmusa

Dikin 1967-ben linearis programozasi feladat megoldasara egy iterativ, primal belsé pontos algoritmust, un.
primal affin skalazast algoritmust vezetett be, és bizonyitotta, hogy az algoritmusa altal generalt szigortian
megengedett megoldasok egy optimalis megoldashoz konvergalnak.

Dikin algoritmusat az 1980-as évek végén ujra felfedezték és az algoritmus komplexitasa szempontjabol
elemezték. Terlaky Tamads és szerzo6tarsai az affin skaldzasu algoritmus, primal-dual valtozatat készitették el és
Dikin el6tt tisztelegve, Dikin-féle affin skalazasa algoritmusnak nevezték el.

Ebben a fejezetben ezt az algoritmust mutatjuk be.

9.1. 8.1 Dikin iranyok

Tekintsiink az (51°) feladatot, legyen x € F7 ¢s 8 =5(x) > 0. Keressiink olyan (Ax, As) iranyt, amelyre
a kovetkezo elvarasok teljesiilnek

e xt=x+Axe F" és st =s+As>0,
* minél jobban csdkkenjen a dualitasrés az 1j megoldas esetén.

Tegyiik fel, hogy (Ax, As) irany olyan, amelybe megengedett 1épést lehet tenni és a dualitds rés csokken is.
Ekkor az 01 dualitasrés értékét az alabbi modon szamithatjuk Ki

r|-f'x' = (x" Vs = (x+Ax) s+ As)=x"s+s"Ax+xTAs + (Ax) As =
x's+s'Ax+x"As=q'x+s" Ax + x" As, (8.1)

ahol az Gj megoldas az (X . 87) = (x+ Ax. s + As) |gg7.

8.1. Definici6 Legyen adott az (SP) feladat, x € FV, ¢s s =s(x) = 0 megoldas. A (Ax, As) vektorpart
csokkenési iranynak nevezziik, ha

q'x" < q'x.

teljesiil, ahol (X » 87 ) = (X + Ax, s+ As) ggx' € F0, T >0 , vagyis a dualitds rés csokken, amikor
attériink az 0j megoldasra.

Az el6z6 definicio és a (1) sszefiiggés alapjan (Ax, As) pontosan akkor lesz csokkenési irany, ha
Ay I Ao
s Ax 4 x As

kifejezés negativ lesz. A legjobb csokkenési irany keresését linearis programozasi feladatként is
megfogalmazhatjuk:

min {.'-LT_\x 4 x.ri.‘-i}
- MAx+As=10 (I F),
X+Ax =0, s+As=0

ahol x € F” adott megoldds és s > 0 hozzé tartozé eltérés vektor. Az (1F') az eredeti feladattal azonos
feladatosztalyba tartozik, ezért kénytelenek vagyunk egy modositott feladatot megoldani. Dikin (1967) otlete
alapjan keressiink egy konnyebben megoldhat6 feladatot, amely kozeliti (approximalja) az eredeti feladatot.
Tegylik ezt ugy, hogy a pozitivitasi megkotést elhagyjuk, és helyette egy (konvex) zart ellipszoidon keressiik az
elérhetd legjobb csokkenési iranyt. Eléfordulhat, hogy ekkorat lépve nem megengedett megoldashoz jutunk,

134
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

ezért csak egy késdbb meghatdrozandd o hosszisagu 1épést fogunk tenni ebbe az irdnyba. Dikin otletét
hasznalva felirhatjuk a

min {HT'_"'-.J-: 4 x-j.jHJL

MAx+As=0 (SF)
Ax  As|| W25
X s .

feladatot. A segéd feladatban megjelend nem linedris feltételr6l megmutathatd, hogy valdban ellipszoid, és ezt a
specialis strukturaji ellipszoidot, Dikin-féle ellipszoidnak nevezziik. Belathato a kovetkezd allitas.

8.2. Feladat

1. Legyen adott az (5P) feladat, x € FU ¢s 8 =5(r) = 0 megoldés. Az
Ax } j..‘-i:

X 5 |

Ep = {(Ax,As) e R*" < 1}

halmaz ellipszoid, azaz egy pozitiv szemidefinit matrixhoz tartoz6 konvex kvadratikus fliggvény szinthalmaza,
amely korlatos és zart is, azaz kompakt.

2. Megmutathatd, hogy az ({F) feladat atalakithat6 a kdvetkezd alakra

min {s’ Ax + x" M Ax} )
[[S=HX-18 + M)Ax|| <1 \ '

ahol X = diag(x), S = diag(s) pozitiv diagonalis matrixok. Az (LF) linearis célfiiggvény minimalizélasa
(szigoruan) konvex, kompakt, nemiires halmaz felett.

Térjiink vissza az (SF) feladatra. Azt allitjuk és késobb ezt meg is mutatjuk, hogy az (5F) feladat,
atparaméterezheté egy gombon vald linedris optimalizalasi feladatta, amely az alabbi allitas alapjan kénnyen
megoldhato.

8.3. Feladat Tekintsiik a kovetkezd optimalizalasi feladatot
min{e’x: ||x|l2 < 1}

ahol ¢ € IE" egy nem azonosan nulla vektor. A feladat optimuma

C

vt = — .
||z

lesz.

Ez azt jelenti, hogy az iranykeres6 (IF) feladat relaxalasa az (51 feladattal, majd pedig annak az atskalazasa
a 8.3. Feladatban talalhaté optimalizaldsi problémava, lehet6vé teszi csokkenési irany eldallitdsat egyetlen
1épésben, iterativ eljaras nélkiil. Dikin Gtlete alapjan tehat a csokkenési irdny, az un. Dikin-irany meghatarozasa
egyszerl feladattd valt.

Mutassuk be Dikin eljarasanak az utolsé elemét, az un. atskalazast.

Felhasznalva a Hadamardszorzashoz (vektorok koordindtinkénti szorzasa), hasonldéan az osztast is, arra
természetesen vigyazva, hogy a vektorral valé osztas csak nem nulla (esetiinkben pozitiv) vektorral torténjen.

Az atskalazas megvaldsitasahoz sziikségiink lesz az alabbi 0j adatokra illetve valtozokra

X's o [x xS

= — .= 4/— m:=,/—.

g ] "\ s \" i
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Ekkor, nagyon egyszeriien, a kovetkezd osszefliggések vezethetdk le

Vxs = Vi ésod lx = Vi =ds.
Vezessiik be a Pr és Ps vektorokat ugy, hogy

d 'Ax = /up. & dAs= pup.,

teljesiiljon. Ekkor az alabbi osszefliggéseket vezethetjiik le

i\ﬁ - d 'Ax B Vr];pJ . és £ _ dAx _ \,"’.l'fl'l.\ _ Ps
x_d’x_v“';_ru_u ) :-s_d:u;_,,_fﬁu_u

és ezek utan a Dikin-ellipsoid feltétel argumentumara azt kapjuk, hogy

Ax  As_p:tp

X 5 u
Vezessiik be a P = Px T P jelolést, az el6z6 egyenletet, tovabb egyszeriisithetjiik

Ax As_P:+P: _P
x s om o’

adodik. Az (5F) iranykeres6 feladat célfiiggvénye az atskalazas utan

sAx +xAs = (sd)(d 'Ax) + (xd ') (dAs) = Viuyps + g/ ups = pup,

lesz. Mivel az (9F) feladatban szerepld linearis egyenletet a /AX meghatarozasakor felhasznaljuk, igy a P=x
meghatarozasakor is felhasznalasra keriil majd, tehat az atskalazott feladatbol kihagyhato, amikor a P vektor

kiszamitasa a cél. Az (9F') feladat atskalazasakor elészor a kovetkezd optimalizalasi feladatot irhatjuk fel

min pu’p
IENl < 1,
majd egy Ujabb valtozoé cserével
p
) ==
I 11

az alabbi végleges alakot nyerjiik

min p(u®)’ p
Ipll < 1,

ahol a déntési valtozo a P € " vektor, a feladat célfiiggvénye linedris és a célfliggvény egyiitthaté vektora a

pu® € B yekior. Bz a feladat pontosan azt fejezi ki, hogy az egység gomb felett szeretnénk optimalizalni egy
linearis célfliggvényt, és a 8.3. Feladat alapjan azonnal felirhatjuk az egyértelm optimalis megoldasat
_ u’ u’
P= -, azaz pP=——
[|ua® u?|

és kiszamithatjuk az atskalazott feladat optimum értékét

o iy AT ]|_'J 1[3 2 v 1]
p(u?)'p = p(u?)’ ( ) = —:f“ . D —pljut]l = —p

e a2

- —|[xsf].  (8.2)
i
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Mivel az optimum értéke negativ, igy az atskalazott irany egy csokkenési iranyt ad. A skalazasban csak pozitiv
vektorok és szamok szerepeltek, tehat a vissza skalazott valtozok esetén is csokkenési iranyt kapunk.

Nyilvanvald, hogy a
0=—-MAx + As

linedris egyenletrendszert is at kell skaldznunk, Gigy, hogy a dontési valtozok a Pr és Ps vektorok legyenek.
Ekkor a kovetkez 0sszefiiggést kapjuk

—MAX 4+ As = —MD(D'Ax) + D Y DAs) = -/ (MDp:-D ]]1_..].
és igy az el6z0 linedris egyenletrendszert felhasznalva a
p. = DU Dp,.
adodik, ahol £ = diag(d) pozitiv diagonalis matrix. Tehat a P vektor az alabbi médon fejezheté ki
P=p:+ps=1+DMD)p..
Mivel, esetiinkben az I + DM D matrix pozitiv definit
pe = +DMD)'p  é&  p.=DMD{I+DMD) 'p,
adodik. Figyelembe véve a
d'Ax = v HPx. ©s dAs = /up.
dsszefiiggéseket, kiszamolhatjuk az egyértelmii Ax és As csokkenési irdnyokat

Ax = uD(I+DMD) 'p  é  As=/uMD{ +DMD) 'p.

Végezetiil, az (SF) specidlis iranykereso feladatra hivatkozva bevezethetjiik a Dikin-iranyok fogalmat.

8.4. Definici6 Legyen adott az (SP) feladat, x € F, ¢s s =s(z) >0 megoldas. Az (SF) specialis
iranykeresé feladat megoldasat, a (Ax, As) vektorokat, Dikin-iranynak nevezziik.

Mivel a Dikin-iranykeresé feladat optimumarél megmutattuk, hogy negativ, (2), ezért a Dikin-iranyok,
csokkenési iranyok. A levezetés soran felhasznaltuk a kovetkez6 eredményt.

8.5. Feladat Bizonyitsa be, hogy az { + DM D matrix pozitiv definit, ahol M ferdén szimmetrikus, [
pozitiv diagonalis és I az egység matrix. Ez egyben azt is jelenti, hogy az { + DM D matrix regularis, azaz
invertalhato.

A Dikin-iranyokat ki lehet szamolni egy masik képlettel is, amely nem hasznalja az atskalazas vektorait.

8.6. Feladat Legyen adott az (5F) feladat, x € 77, ¢s 5 = S(x) > 0 megoldas. Jelolie X ¢és S, az x és s
vektorokbol készitett pozitiv diagonalis matrixokat, ekkor a Ax és As Dikin-iranyok az aldbbi moédon is
kiszamolhatok

és  As=—M(S+XM) '%
Xs

2al
] X8

Ax = —(S +XM)

xs||’

A Dikin-iranyok fontos tulajdonsagat fejezi ki a kovetkez6 allitas, amelynek az igazolasat az olvasora bizzuk.
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8\% Feladat Legyen adott az (9F) feladat, x € F, ¢s s =s(z) > 0 megoldds. Legyenek tovabba a Ax és
Dikin-iranyok. Ekkor

Ax"As = 0,
teljesiil és természetesen az atskalazas is megorzi ezt a tulajdonsagot, azaz
]l.f.[}, (.

9.2. 8.2 Dikin-féle affin skalazasu algoritmus

Az eddigiek soran megmutattuk, hogy a Dikin-ellipszoid segitségével elkészitheté egy iranykeresé segédfeladat,
amelynek egyértelmii megoldéasa, ahogyan azt az el6z0 részben bemutattuk konnyen kiszamolhat6. Egy
felmeriil6 kérdés maradt: megléphet6-¢ a teljes 1épés a Dikin-iranyban vagy annak érdekében, hogy a poliéder
belsejében maradjunk €s az algoritmus menetét jol tudjuk elemezni, roviditeni kell a 1épéshosszt ?

El6szor, megfogalmazzuk a Dikin-féle affin skalazasu algoritmust, a centralis ut egy kornyezetét, és igazolunk
harom lemmat.

Dikin-féle affin skaliazasii algoritmus

Bemend adatok:

megallasi paraméter: £ > 0
Iépéshossz paraméter: a

indulé megoldds: x° € F°, s(x%) = 0,

kezdeti dualitasrés: x?'s.

Begin

(| r
Legyen x :=x", s:= s(x);

while x's > - do
begin
Ax:=—(5+ XM) l%
X:i=x+alx, s:=s(x);
Szamitsuk ki az x's dualitdsrést:
end

end.

Mivel tudjuk, hogy a centralis ut létezik és egyértelmii, szeretnénk mérni egy-egy megoldas tavolsagat a
centralis Uttol, ezért bevezetjiik az un. centralitas mértékeét.

8.8. Definicié Legyen adott az (SP) feladat, x € F°, 45 s =s(z) >0 megoldas. Definidljuk a

o
max;|x; - 5 Tax; u;

d(x) =

I

min;(x; - 8;) min; u?
szamot. Azt mondjuk, hogy a 0(x) az x € FY megoldas centralitas mértéke.

A 0(X) valgban az x € F7 megoldas tavolsagat méri a centralis uttdl, hiszen o(x) =1 pontosan akkor
teljesiil, ha X5 = H € vagyis, ha a megoldasunk a centralis aton van.
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Vilagos az is, hogy minél tavolabb kertiliink a centralis uttdl, annél nagyobb lesz a 0(x) ¢rteke.

8.9. Definici6 Legyen adott az (SP) feladat, x € F¥, ¢s s =s(x) >0 megoldds. A centralis Ut 7 -
kornyezetén a kovetkez6 halmazt értjiik

Cr={xeF :dx) <7},
ahol 7 > 1, valds szdm.

AdX) =T feltételbdl, az u vektor definicidjat is figyelembe véve a kovetkez6t kapjuk

]
max u” o .
—— < 7 4 maxu < Tminu’,
i =

dx) =

Ebbdl az sszefliggésbol kovetkezik, hogy 1étezik T1- 72 = U g5 72 = 771 amelyekre

ne <u’ < ne, (8.3)
teljesiil.
Késobb sziikségiink lesz a kovetkezd allitasra.

8.10. Lemma Legyen adott az () feladat, x € F°, ¢s S =S(x) > 0 megoldas. Legyen Pr és Ps az
atskalazott Dikin-irAnyok, amelyeket a P vektorbol szamoltunk ki. Ekkor a

: - Ipl” @4

. I
|f== E ]”Pr + ]]-‘

Ip: s

egyenl6tlenségek teljesiilnek.

Bizonyitas. frjuk fel a Px+Ps szorzatot a kovetkez6 alakban

|

PP, = - ((p:+ p.)* = (P — p)7)

ekkor trivialis also és felso becslések nyerhetok

1 N 1 y
—3 P P S PaPs S (P H P
vagyis
| 5 1 5
_][{Pa]u - [p.x}l.'.:l_ E [P:L[P.L}r E _I[[PJL t ':p‘nj':]_m
tehat
ax | (PP 1< maxd 23 (Pa)i + 0% S (e — (B
ul:”“ | |:.I].r ilPali | = max 4 I[{[]J-I L § 2.5 1 l [:]_l 1 Psli L]
igy

1% <llp: -
"1 P: — Ps

. . 2 — 2 . .
Mivel a P= és a Ps vektorok ortogonalisak, ezért Ip: + Psll® = [[p: — P:l , tehat az el6z6 egyenldtlenség
alapjan

|
[Pspslls < max {1”"‘ - P
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el
4 °

1 9
|]]J ]]\ll"lﬂ. = _||I]J + F'_-u” =
4

adédik. [QED]

Az el6z6 lemmat egyszertibb feltevések mellett is igazolni lehet, hiszen nem az a 1ényeges ebben a lemmaban,

hogy 4tskalazott Dikin-iranyokrél van szé, hanem az, hogy a PPz Ps € " yektorokra a kovetkezd két
tulajdonsag teljesiil

plp.=0 e P=p:+ P
Ezek a feltételek mellet is igaz a 8.10. Lemma.

Tobbszor sziikségiink lesz az ij megoldas és a hozza tartozd eltérés vektoroknak a Hadamard-szorzatara
(koordinatankénti szorzatara).

8.11. Lemma Legyen adott az (SP) feladat, x € F*, & 8 =s(z) >0 megoldas, valamint @ € R, Az
(5F) segédfeladatbol kiszamitott Dikin-irdnyokat jeldlje Ax és As, az Gj megoldas legyen X = X +a Ax
és a hozzé tartozé eltérés vektor pedig s° = s + a As, Ekkor

F ot 2 u' 2 =
e (" T P ') =
Bizonyitas. Mivel az
x'=x+aldx=d/put+ad/jup: = /pndu+ap,.)
és
s  =s+als= ,va";”i J[u o Pa)
ezért

x's = (x+aldAx)(s+ads)=plutap:)(ut+ap)
a4 a(pe +pu+ o’ peps).

Figyelembe véve a
u?

]|

P=P:tP:=

Osszefliggést,

I]1

4 4 ¥ > %
X's =p(unt —o—+ " pPePs)

||
adodik. [QED]

A 8.11. Lemmaban szereplé (5) egyenl6ség jobboldalan allo zardjeles kifejezes els6 két tagja segitségevel a
kovetkezs [ 1 B = R fiiggvényt definialhatjuk
% ?‘-E ~
fl:_f_.l_f—rl—_’. {HJ'

Igazolhatjuk a kdvetkez6é lemmat.

140
XMLmind XSL-FO Converter



Linearis optimalizalas elmélete és
algoritmusai

8.12. Lemma Legyen adott az frle =R fiiggvény a (7) képlettel. Ha

b
- el
o s —,

I

akkor az | fliggvény monoton né a [0.%] intervallumon,

Bizonyitas. Derivaljuk a fiiggvényt és elemezziik a monoton novekedés feltételét

f
|[u?]]

teljesiil, a lemma feltételében megadott o értékre. [QED]

filth=1-2n

> (),

9.3. 8.3 Megengedett Iépéshossz

Folytatjuk a Dikin-féle affin skalazasu algoritmus elemzését. Definialjuk a megengedett 1épéshosszt, majd pedig
meghatarozzuk azt az o értéket, amellyel az algoritmus haladni fog. Végiil az algoritmus komplexitas elemzése
kovetkezik.

8.13. Definici6 Legyen adott az (9F) feladat, x € F7, ¢s 8 =S() > 0 megoldas, valamint @ € B+ Az
(SF) segédfeladatbol kiszamitott Dikin-irdnyokat jeldlje Ax és As, az (j megoldas legyen X = X +a Ax

és a hozza tartozo eltérés vektor pedig s° =s+ a As, Ekkor az o értéket megengedett 1épéshossznak
nevezzik, ha az

¥+ afx =10, 65 s+ als =0,

Induljunk ki abbdl az allapotbdl, hogy egy X < F0 megoldasunk adott az (5P) feladatra és tegyiik fel, hogy
O(X) =7 azaz az x megoldds a centrdlis at 7 -kornyezetében van, ahol 7 > 1. A 7T -kdrnyezetet
megfogalmaztuk az atskalazott vektorokra is, a (3) egyenlotlenség segitségével. Szamoljuk ki a Dikin-iranyokat,

majd hatarozzuk meg az v Iépéshosszt, Gigy, hogy az 0j megoldas X~ € F is a centralis 0t T -kornyezetében
legyen.

A kovetkez6 tételben korlatot adunk a megengedett 1épéshosszra, amelyek biztositjak a ox") <7 teljesiilését.
8.14. Tétel Legyen adott az (1) feladat, x € F¥, &5 S = 8(x) > 0 megoldas. Tovabba, legyen @ € R |
TER 7> 1 ¢ tegyiik fel, hogy 0(X) =7 Az (51) segedfeladatbol kiszamitott Dikin-iranyokat jeldlje

Ax és As, az Gj megoldas legyen X = X + a AX és a hozza tartozé eltérés vektor pedig 8™ = s + a As,
Ekkor barmely v 1épéshossz amely kielégiti az

&5 min n i ] "I-l }
= Lk "- T . T i T
275 [fu=]] 2] |u?| V

egyenlétlenségeket, megengedett 1épéshossz és az X' 1= x + aAx € F" vektorra ox") <7 teljesil.

|5.!__-_| =

Bizonyitas. Mivel az X € F0 megoldasra teljesiil a o(x) = T, ezért (3) egyenlStlenség teljesiil az atskalazott
vektorokra, azaz létezik 7172 = U ¢s T2 = 771 amelyekre

I
e < u” = me,

igaz. Tekintsiik a 8.11. Lemmaban szereplo (5) egyenldség, atalakitott forméajat, azaz

| =y 2 xIHI ( z “1 2
| = = U — a5 T0 PePs ) -
Iz ||
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Az el6z6 képlet azt mutatja, hogy az j megoldas atskalazott valtozata, az, (u*)? elgallithato az qlfizd)megoldas

atskalazott valtozatabol és a kiszamitott Dikin-iranyokbol és az ¢ =dpéshosszbol. Az vektort
meghataroz6 kifejezésben egyedill az  a valtazd= Nyilvanvald, hogy visszaadja az el6zd atskallazott
megoldast, amely egy pozitiv vektor volt. Az fejezi azt ki, hogy a Rikin-iranyok segitségével, 4j, a
régit6l kiilonbozod smegoldast allitottunk eld. Feladatunk, meghatdrozni az szamra olyan felsé korlatot,
amelyik mellett az 1j megoldasra az elvarasok teljesiilnek.

Alkalamazzuk a 8.12. Lemmat, figyelembe véve a (3) korlatot, azaz a 72 = U korlatot. Ekkor azt kapjuk, hogy

||u"

r =
27,
d

esetén az | fiiggvény monoton nd a [0. 72 intervallumban.
Azx" €Cr teljesiilésének az igazolasahoz, a kdvetkezd 1épéseken keresztiil jutunk el:

* A (3) vektor egyenldtlenség minden koordindtajara alkalmazzuk a (7) feltétellel definialt f fliggvényt,

figyelembe véve, hogy mar igazoltuk az I monotonitasat a (072 intervallumban. Az [ fiiggvény
monotonitdsanak kdszonhetden, a transzformalt koordinatakra is teljesiil az eredeti relacid. Végiil az el6alld
egyenl6tlenséget olyan formara hozzuk, hogy a kozéps6 tagja x's" legyen.

* Az x's” vektorra eldallitott also és felsdkorlat, a centralitas mérték definicioja szerint (8.8. Definicid) és a

centralis ut T-koérnyezetének, a C: halmaznak a definicioja alapjan a ox") <7 pontosan akkor teljesiil, ha
az als6 korlat T -szorosa nagyobb vagy egyenld lesz, a fels6 korlatnal. Ebbdl az &sszefliggésbal,
meghatarozhat6 lesz egy ijabb korlat az v 1épéshossz értékére.

1. Iépés: A (3) vektor egyenlStlenség minden koordinatajara alkalmazzuk az f fuggvényt, ekkor

7 “I =2

1 2 2
T uw—-ag—=<|m—a—]e
(’ ||u—||) |[u?|] ( ||u-’||)

adodik és hozzaadva az egyenl6tlenséghez a a’p.ps vektortt, majd / = 0 szammal szorozva és figyelembe

véve, hogy a kozépso tag
- x u’ a
X5 =p(w —ag— +a PP
|

lesz, a

[T ((T. —nf—lp)n i rtj]:-Jp_\) —X's" < }'I((;—g—!l fj, )n I rnjp;]h)
|| ||u?]]

egyenl6tlenséget nyerjiik. A bal oldalon all6 vektornak szigortan pozitivnak kell lennie, ahhoz, hogy az
xt e FY teljesiilhessen.

2. 1épés: Az eldzd egyenlétlenség pontosan akkor fejezi ki azt, hogy o(x") < T, ha az als6 korlat T-szorosa
nagyobb vagy egyenld lesz, a fels6 korlatnal,

i 2 - T3 2
TH 1 — O pn e+ pPPs) =M To — O 5 e+ a p.P.
(( ||u-|) v ) (( ) e o )

akkor 0(x7) = 7 igaz lesz. Az el6z0, x's" vektorra adott egyenl6tlenség also és fels6 korlatjat figyelembe
véve, a kovetkezd Osszefiiggés adodik
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i 2 : T 2 .
TH n—a— e 4+ n p,p,) =7 ((T. - O ) e+ a pJ]_,) . (8.9)
(( Ill'll) ||

amelyik azért lesz mar szigoru egyenl6tlenség, mert a jobb oldalon allé vektor, a baloldalon all6 elvarasaink
szerint pozitiv vektor T-szorosa, ahol 7 > 1. Az el6z6 egyenl6tlenséget egyszerisithetjiik, hiszen a jobb oldalt
kivonva, majd T — 1 = 0 szammal osztva az egyenl6tlenséget

X's = ((rl — rrﬁ)ﬂ + nzp,p,) =10 (8.10)
m-

az o 1épéshossz megengedettségét kikotdé egyenldtlenséget kaptunk. Igaz az av értékére még nem allitottunk
el6 korlatot.

Végezetiil a (9) egyenl6tlenségb6l meghatarozhatjuk az cv 1épéshossz értékét. A (9) egyenlétlenséget osszuk el

p=0 szammal, majd szorozzuk be a baloldalon 4all6 kifejezést, a T szammal, ekkor a kovetkezd
egyenl6tlenséget kapjuk

. T 7
e+ Ta PP, = T8 —a——=e + 0 PP

[lu®|| [[ee2]]

TT1L = T2, a > (0, igy ezekkel egyszertisithetiink. Atrendezés utan elegendd a kovetkez6t bizonyitani:

TT

[}

T — O

w

el
3 —TTy

e +alr—1)p.p. = 0.

-

Mivel 73 — 777 = (T — 1)TiTa g5 7 > 1, ezért (T —1) > 0 szammal eloszthatjuk az egyenlétlenséget és igy,
az alabbi egyszeriibb egyenl6tlenséget nyerjiik
TiT28 p
— + ap:ps = 0. (8.11)
[u?||

A baloldalon 4ll6 kifejezés elsd tagja biztosan pozitiv, mig a masodik tagban szerepldé P=Ps vektor nyilvan
tartalmazhat negativ koordinatat. A negativ koordinatak koziil a legkisebbet szeretnénk megbecsiilni, majd
pedig ennek segitségével felsGkorlatot adni az a = () 1épéshossz értékére.

Felhasznaljuk a 8.10. Lemmaban szerepld (4) becslést, a P+Ps vektor végtelen normdjara adott fels6 korlatot, a
masodik tagra als6 korlatot adhatunk. Az igy modositott, gyengébb egyenlétlenségtdl is pozitivitast varunk el,
azaz

T

Ta T1T2 al|pl|?
—— e ap.p. = o — =}
[uzf] © PP e T

Ezt kiirhatjuk koordinatanként

= ] (8.12)

s

és felhasznalva a P vektor definiciojat, egyszerlien adhatunk felsd korlatot a P vektor norméajéara

- 3
u

lIpll = ‘— -

]

=¥
n- ]
A~nﬁx5¢a

< [l

ahol az utolsé egyenlétlenség abbol adodik, hogy x € F pont a C:- halmaz eleme. Utolsé becslésiinket
felhasznalva a (12) egyenl6tlenségtdl is egy sziikebbet koveteliink meg, azaz

T &Ta

[[u?] 4
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Osszefliggeést kapjuk, amelybdl

'IT]

< ||“2|

(8.13)

ik

adodik.

Tekintettel arra, hogy a (10) egyenlétlenség v 1épéshosszra nézve konkav masodfoku fiiggvényt ad, célszerii
lesz Osszehasonlitani az abbo6l adodo korlattal az el6z6t. A (10) egyenlbtleségbdl, a (9) egyenltleséghez
hasonloan a PxPs vektor becslésével, tobb elemi 1épés utan, levezethetd a koévetkezd kvadratikus
egyenl6tlenség

2
N 2T

J_l — Xy — & —
u?] 4

Egyszer(i szamolassal kapjuk, hogy

T1 f 1 i ?_. "I l
M= o] (l_yl ! Ty T:) =T (l-+ VI } T ':)-

s

Nyilvan

Tl I T .
0 <o < e = = 1+,/1+=]. (%.14)
2 [Ju?| ( \ Tf)

lesz a (10) egyenl6tlenségbdl nyerhetd pontos felsd korlat.
A (13) és (14) felsokorlatok koziil a kisebb, megfeleld lesz az cv 1€épéshossz meghatarozasara. [QED]

Erdemes az v 1épéshosszra kapott (13) és (14) felsékorlatokat dsszehasonlitani. Vizsgaljuk meg azt az esetet,
hogy az egyszerlibb szamolassal kapott (13) felsdkorlat, milyen feltétel mellett lesz kisebb vagy egyenld a
masikkal, azaz azt tessziik fel, hogy

47 T ( / r)
LI S G
[a®]] = 2]Ju?|] V' =

Egyszer( szamitas utan azt kapjuk, hogy az el6z6 egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil, ha

877 <7,
Osszefiiggés igaz.
HaT=2¢s ™1~ T akkor 2 = 5 és igy az el6z6 egyenlétlenség teljesiil.
9.4. 8.4 Dikin-féle affin skalazasu algoritmus komplexitasa
Ebben a részben el6szor megvizsgaljuk megengedett 1épéshossz esetén a dualitas rés csokkenésének a mértékét.
Ezek utan a 8.14. Tételben adott korlatok mellett megmutatjuk, hogy iteracioroliteraciora a Dikin-féle affin

skalazast algoritmus bels6pontokon halad. Végiil specialisan megvalasztott 1épéshossz esetén igazoljuk az
algoritmus polinomialis komplexitdsat.
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8.15. Tétel Legyen adott az (SP) feladat, x € F7, ¢s 5 =s(x) > 0 megoldas. Tovabba, legyen @ < R,
megengedett 1épéshossz, azaz

¥ i=x4adx=0 s g =84 a8 =0

teljesiil, ahol Ax és As jeldli a Dikin-iranyokat. Ekkor

{x"].'rﬁ' E ([ B i )};IIH_
W

Bizonyitas. A 8.11. Lemma és a (5) egyenldség alapjan

1
! A Falp.p
x's =p v —a— ..
/ [[u?]| P-1

adodik és ekkor a két vektor skalaris szorzata

3

Y T..2 e'u’ 2T
(x*)'sT=p|en - A atpopy ) = p(|lu

I [* — ]

),

lesz, ahol felhaszndltuk a P és Ps vektorok ortogonalitasat, valamint elvégeztiik a kijelolt miiveleteket. A
CauchySchwarzBunyakovszkij egyenldtlenség alapjan

. el'u? ul|?
Il?l > <= = 258,

l._,-"'rﬂ \,r.'"r It

’ l
[e®|| = —
WV

i

teljesiil, ezért

(x*)s* = p(lul]* —a|ju?]) < g (' - ——) [Julf? = (' - '—'—) x"s,
W 1L W 1L

adodik és pontosan ezt kellett igazolnunk. [QED]

Most mar készen allunk arra, hogy egy specialis T kdrnyezet paraméter és & megengedett 1épéshossz esetén
igazoljuk azt, hogy az x szigorian megnegdett vektor lesz.

8.16. Lemma Legyen adott az (1) feladat, X0 € F°, s 50 = S(x) > 0 kezdeti induldé megoldas. Tovabba,
legyen

r = min{d(xg), 2 5 = ——,
{ ! :. T+/1
ahol 1 a feladat véltozdinak a szama. Ha ™ = 2| akkor a Dikin-féle affin skalazasu algoritmus altal eldallitott

pontsorozat az (SP) feladat, szigorian megengedett megoldasai.

Bizonyitas. Be kell latnunk, hogy a lemma feltételei alapjan, az & 1épéshosszra teljesiilnek a 8.14. Tételben

megadott korlatok és igy a Dikin-féle affin skalazasu algoritmus altal eléallitott pontsorozat, valdban, az (SP)
feladat, szigorian megengedett megoldésai. Igazolnunk kell tehat, azt, hogy

) ||u‘!|| ) 41y
o = ;_ 08 0 < —
]
Mivel 1t = 2 ezért
- 1 7 o Tivn _ |ell - [|ua?|
Tqv."'ﬁ Ty qv.""ﬂ - ET-‘:_- 2_-‘:_- - ?_-3 ’
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Masfeldl,
4T 4 4T 4
: _E 1 = - L = - — - |
|"'“ ‘__’f'-” 7_;-.,_,."': Ty1

adodik, azaz a lemma feltételeiben megadott 1épéshossz megengedett. [QED]

Ennyi el6készités utan igazolhatjuk, hogy a Dikin-féle affin skaldzast algoritmus lépésszama, a feladat
méretének és az induld megoldas adataibol szamolt értékek és a pontossagi paraméter polinomjaval
korlatozhato.

8.17. Tétel Legyen adott az (5P) feladat, Xo € F°, ¢s S0 = S(x) > 0 kezdeti indulé megoldas. Tovabba,
legyen

r = min{d(x,). 2} 5 o=

Tv’;'

ahol . a feladat véltozoinak a szdma. Ha 7t = 2, akkor a Dikin-féle affin skaldzésu algoritmus az (SP)
feladatot legfeljebb

[l'.f'xll

]

[Tn log

'x <

1épésben megoldja, azaz talal egy X € F* pontot, amelyre 0X) S Tgq x<e,

N 0 e FO i duls o 0(xXY) < T g e P g
Bizonyitas. Az X" € indulé megoldasra = T psszefliggés teljesiilt és a célfiiggvény értéke 9
volt. A tétel feltételei és az el6z0 lemma alapjan az o megengedett 1épéshossz, tehat a Dikin-féle affin
skalazasu algoritmus az (SP) feladatnak egy

Mo, X1 X2, -oo o Xko ous

szigoruan megnegedett pontsorozatat generalja, amelyek esetén a célfiiggvényértékek, a 8.15. Tétel alapjan,
monoton csokkend sorozatot alkotnak

X.,E': =50, X.|I 51. X.i: -1 .‘CJ{ Sky o0

lesz és

.‘I.q.; - 1 — ik T .
Xy 5 = E Xy Sk—1-

Tehat az v megengedett 1épéshosszt behelyettesitve, a dualitas rés értékére a k . iterdcio utan, a kdvetkezé alsd

korlatot kapjuk
1\* .
(l ) q’x".
nT

.0
.- - X ,
k= [rnlog 4] esetén

k
(I - -l') q'x" <=
nr

teljesiil. Vegyiik a logaritmusat az el6z0 kifejezésnek, ekkor

vagyis be kell latnunk, hogy

1 o .
f log (I - —) 1 lngl_q"x“] < loge,

nr
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Mivel barmely
it < 1 értékre —log(l —a) < a,
teljesiil, ezért
1 1
log (l - —) > ——
nr nr
Vagyis
k q’x"
— = log 1

Ebbdl kovetkezik a tétel alli tasa. [QED]
[lusztraljuk a Dikin-féle affin skdlazast algoritmust egy példan.

8.18. Példa Tekintsiik a kovetkezd ferdén szimmetrikus linearis programozasi feladatot:

0o 0 1 -1 1 1 0 %

0 0 0 01 T 0 Za

min 5 zg =1 0 0 210 I } 0 =10, Z
1 0 -2 0n 2 24 z

-1 -1 0 =20 Y

I I"l'.l
=

Természetesen z = e és S(Z) = € megoldasa a feladatnak.

= __ « PR y T
Megmutathatd, hogy a 2= (3/2,1,3/4.3/4.0) megengedett megoldasa a feladatnak ¢és az

— . :{‘ o _
$(2) = (0,0,0,0.,1)7 4, eltérés valtozo. A feladat célfiiggvényértéke q'z2=0, tehat a z optimalis
megoldasa a feladatnak, s6t

z+ s(z) =(3/2.1,3/4.3/4.1)" >0,

azaz a (2.5(2)) szigortian komplementaris optimalis megoldas.

Legyen 7 = 2 és i = 5, ekkor az algoritmus legfeljebb

’VH]' ][]f,."l_—_}“

iteracioban megoldja a linearis programozasi feladatot. Ha £ = 102 akkor

log > = log 500 = 6.2146,

¢s igy az iteraciok szamara 63 adodik, mint felsdkorlat. Amennyiben a megadott ¢ pontossaggal oldjuk meg a
feladatot akkor 58 iteraciora lesz sziikségiink. A megolddsunk

z = (1.5985,0.0025,0.7998, 0.8005,0.0020)" & g'z = 25 = 0.0020
lesz és az eltérés valtozonk

s(z) = (0.0012,0.8005,0.0025, 0.0025, 1.0000)" .
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Megﬁgy@hﬁ(}, hogy na é%zé,s",}a <5 valtozok értéke kicsi lesz, ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a
és az lesz.

9.5. 8.5 A (B,N) particié meghatarozasa a centralis ut
kornyezetében

0NT0 T 0 D —
Legyen adott x” € 77 s° > 0 amelyek esetén (X )°5 = Q"X =t =7 (eliesiil, azaz a =1,
Legyen T =2, ekkor a Dikinféle affin skalazast algoritmus a ferdén szimmetrikus, oOndualis linearis

. 2 i 11 _— < . Ty « = . L
programozasi feladatnak [2n10g 21 jieracioban clallit egy X € F7 1 3(x) <2 g5 q"x < £ ylajdonsagn

pontjat.

8.19. Lemma Legyen adott az (9F) feladat és x € F°, s > 0, amelyekre 0(X) < T Ekkor

_ Oep . x's
> 22 JeB, r; < — i€N
™ Ogp
T .
5 = ie B, g, > 20 ie N
ﬂ-_..;j: TTL

ahol 7sF a feladat kondicidszama.

Bizonyitds. Mivel a T > 1, tehat létezik T1: 72 = 0 hogy T2 = 7TT1 & T1 <= TiS; < T teljesiil barmely 7
. = W o - T - - . .
indexre. Legyen X € F* | 8> 0 olyan, amelyre i maximalis, azaz ¥i = Psp >0 | ezart i€ B

- . _own T oEy .
Felhaszndlva az X% komplementaritisit ¢s az (X~ X) (8= 8 =0 covenigséget, adodik, hogy

X' 5+ X 8 =X 5, Figyelembe véve a vektorok nem negativitasat, kapjuk a lemma harmadik allitasat

. T -
e . - ) o x's _ x's
<s'x<x's+x"s=x"s tehit s, < — <

& T :
Fi Osp

hiszen i € B esetén ¥i = U Ezt az eredményt és a T1 = TiSi = To egyenlétlenséget felhasznalva, egyszeriien
adodik az els6 egyenl6tlenség

, TiOgp _ Ogp
tehit =z, > —EL = _&F

= i '
T; TP T2 nT

A masodik és a negyedik allitds hasonléan bizonyithatd. [QED]

Most pedig készen allunk arra, hogy a centralis Gt egy C; kornyezetében 1év6 pontok alapjan elkészitsiik a
(B, N) particiét.

8.20. Lemma Legyen adott az (S°) feladat és x € F¥, s > 0, amelyekre 3(X) < 7. Ha

akkora (8. N) particidja az (SP) feladatnak a kovetkezé modon kaphaté meg
B:={i: x> s} s N:={i: x< s}
Bizonyitas. A kicsi és nagy valtozokat szét tudjuk valasztani, ha

i . 2
X' 5 I'T_.\-P T i ﬁ_,;‘rn-
- - - - AEAE X 85 < - o
Tgp T Tn
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Tehata I3 és N halmazok jol definiéltak, és az indexhalmaz particiojat adjak (el6z6 lemma). [QED]

Az el6z6 lemma kdvetkezményét egy feladatban fogalmazzuk meg, amelynek a bizonyitasat az olvasora bizzuk.
(SP) s xU 0 (x0) <7 4 (X)) =mn

8.21. Feladat Legyen adott az |+ feladat és x” € F7 s” > 0, melyekre =T és ,

T = 2. Ekkor a Dikinféle affin skalazas algoritmus a ferdén szimmetrikus, 6nduélis linearis programozasi

feladat esetén
2nt
2nlog —
-'T;-P

1épésben megtalal egy olyan X € F° megoldast, amely esetén (B.N) particiot meg tudjuk hatarozni.

Végezetiil az (5P) feladatnak egy nagyon specialis esetét vizsgaljuk meg.

8.22. Allitas Legyen FP#D Az x =0 az (SP) feladat egyetlen optimalis megoldasa pontosan akkor, ha
q > 0 Ezazeset pontosan akkor fordul el8, ha B = 0.

Bizonyitas. Ha 8 = {} | akkor x = 0 optimalis, sét szigoruan komplementaris is az FO £ mellett, azaz
s(x) =g > U kell hogy teljesiiljon.

Masfelsl $(0) = 4 s 8(0) > 0 miatt 9 > 0 jgy x = 0 egyértelmii optimum. [QED]

10. 9 Erésen polinomialis kerekitési eljaras

Az eddigiek soran belattuk, hogy a belsOpontos feltevés mellett, a Dikin-féle affin skalazasu algoritmusra,
polinomialis iteracié szamban el8éllithatunk egy tetszéleges & = () szdmitasi pontossagi paraméterhez, egy un.
£ -optimalis megoldast.

A belsépontos modszerek linedris programozasi feladatparra altalaban £ -optimalis megoldast allitanak el
polinomialis iteracid szamban. Sokan 1ugy gondoljak, hogy a belsépontos modszerek elméletileg is
alkalmatlanok pontos optimalis megoldas eldallitasara. Ebben a fejezetben, ezt a tévhitet cafoljuk meg, az un.
kerekitési eljaras megadasaval és miikodésének az igazolasaval.

A kerekitési eljarasunk fliggetlen attol, hogy az = -optimalis megoldast milyen belsépontos mddszerrel allitottuk
eld. Kizarolag attol figg, hogy az = értékét megfelelden kicsire valasszuk illetve a centralis Ut kornyezetétdl.

A kerekitési eljarsunk altalaban nem optimalis bazis megoldast allit eld, ezért nem keverendd az un. cross-over
modszerekkel, amelynek az a célja, hogy = -optimalis megoldasbol, optimalis bazis megoldast szamoljon ki.

10.1. 9.1 A kerekitési eljaras alkalmazasanak a feltételei

Legyen adott az (S5P) feladat és tekintsiink egy olyan X € FO s(x) =s>0¢ -optimalis megoldast, amely

esetén az £ kelléen kicsi ahhoz, hogy a (B, N) particio ismert legyen. Ebben az esetben az affin
egyenletrendszer a kovetkez6 alaku lesz

55 .”H,rg .”,l;_'-,' Xn L83 i
i 1 ) (9.1)
B My Myy X g

ahol az x ¢és s az adott = -optimalis megoldasunk.

Az optimalis megoldas meghatorazdsa szempontjabol két Iényegesen eltérd esetiink van

« B=1 ¢s
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. B#£0

Az 1. esetet mar targyaltuk kordbban, és ekkor X" =0 € F" ¢s 8" = Tehat ebben az esetben nem
sziikséges kerekitési eljarast alkalmazni.

A B#D esettel is foglalkoztunk mar korabban és tudjuk x* ¢és s* optimalis megoldas parok esetén a
kovetkezOk biztosan teljesiilnek

Xy =0, sip=0 &z qp=0

Az el6z6 egyenletet felirhatjuk tgy, hogy a nagy valtozok a baloldalra keriilnek, mig a kicsi valtozok a jobb
oldalra. Ekkor a kovetkez6 egyenleteket kapjuk

Mpexe =85 — Man Xy, (9.2)
ahol figyelembe vettitk a 458 = 0 tulajdonsagot, illetve
sy — MneXs —qn = My~ XN, (9.3)

adodik. Ha az X" és 8" optimalis megoldas par, szigorian komplementaris is akkor az (2) a kovetkezd alaka
lesz

Mppxy=0.
Ez pontosan azt jelenti, hogy az M55 matrix szinguléris, tehat az
Mgpp& =sg — Man Xn, (9.4)

egyenletnek végtelen sok S megoldasa van. Legyen a S tetszOleges megoldasa a (4) egyenletnek, ekkor
definialhatjuk, az X8 = X8 — & Xy = 0 megoldast és 5 = S(X) eltérésvaltozot, ahol

0 =38 =MpeXp+ MpnXn +q8 = Mpr (X8 — §).
Tehét az (X, §) komplementaris megoldas, de nem feltétleniil pozitiv vektorok.
Az (X,5) pozitivitasahoz sziikséges
Xp=xp— & =,

illetve

Sn = MyegXp + MynXv +qv = Mypxe — My +qn
az MneXp +qy tagokat kifejezziik a (3) egyenletbdl és ekkor a kovetkezo kifejezést kapjuk

v =8y — Mynvxy — Mypé>0

ami egyben az optimalitds sziikséges feltétele is, hiszen nemnegativ és komplementaris megoldds egyben
optimélis megoldas is. Tehat az = = () alkalmas (kicsi) értéke mellett eld tudjuk allitani az (x,5) vektort, az
(S5P) feladat optimélis megoldasat, egy X € Flos=s(x)>0, ¢ optimalis megoldasbal.

Egyetlen kérdés maradt: milyen kicsire kell megvalasztani £ értékét annak érdekében, hogy a vazolt eljaras
miikodjon? Erre a valaszt a kdvetkezo részben adjuk meg.

10.2. 9.2 Pontos megoldas eldallitasa
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Ebben a részben meghatarozzuk azt az £ > () szamot, amely nyilvan kisebb lesz, mint az a szdm, amely ahhoz
sziikséges, hogy a (B V) particiot megismerjik.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket

w = || M||x , B*:={ie B : Mg oszlop vektor nem azonosan nulla }.

Definialjuk a & € I szamot a kévetkezd médon

1, ha B* =1

Ty i [T |Mg;ll. kilénben
JjEB*

A kovetkez6 lemmaban megadjuk azt az £ pontossagot, amely esetén az = -optimalis megoldasbol, az el6z6

részben leirt médon meghatarozhatjuk a megfeleld S megoldast, amellyel médositva a £ -optimalis megoldast,
eléallithatunk optimalis megoldast. A kerekitési eljards, erdsen polinomialis eljaras, hiszen egy linearis
egyenletrendszer megoldasanak eldallitasara vezethetjiik vissza az optimalis megoldas eldallitasat, = -optimalis
megoldasbol.

9.1. Lemma Legyen adott egy egész egylitthatos (SP) feladat, x € F” ¢s's = 0, melyekre ox)<7=2 p
definiciokbol kovetkezik, hogy @ [Bls T8 2 1 szamok. Ha

9
Tep
x's=<gz ahol == +
Gnw=+/|B|rg

akkor a kerekitési eljaras O(IB"F)  aritmetikai mivelettel eléallitja az (SP) feladat egy szigoruan
komplementaris megoldasat.

Bizonyitds. A definiciokbol kozvetlenill kovetkezik, hogy s TH: Bl=1, A pontunk a centralis ut T
kornyezetében van, valamint

2 2 2
Tap _ Osp Tap

© 6nw?y/|B|rs 2n TN

azaz az £ elegendden kicsi ahhoz, hogy a (B.N) particiot meg tudjuk hatarozni. Mivel a particié ismert, és
B#0 miattqs =0 , ezért a kovetkezd, a (4) linearis egyenletrendszert fel tudjuk irni

Mgpgf =sp — Mpnvxy.

Ennek az egyenletnek az egyik megoldasa az X& vektor, az Mpgg matrixa szingularis, tehat végtelen sok
megoldasa van a (4) linearis egyenletrendszernek.

Megmutatjuk, hogy létezik olyan S megoldasa is a (4) linearis egyenletrendszernek, amelyre
Xp:=Xg—EL=>0 &8 sy =8y — Myyvxy — My =0 (9.5)

is teljesiil. Amennyiben X~ := 0 ¢s S5 := 0 akkor egyszeri szamolassal belathaté, hogy (X S) szigortian
komplementaris megoldas.

Két eset lehetséges

. _-'Illfb'b' = ”, és
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. .-'1133 ;J 0

Az 1. esetben, az Mep =0 miatt valasszuk a £=0 megoldast. Ebben az esetben (5) feltételben
megfogalmazott els6 elvaras teljesiil, mig a masodik a kovetkezore redukalodik

By =8y — Myyxy = 0.

Ha Mwn = 0 akkor az eléz8 feltétel mindig igaz. Ellenkezd esetben, My #0 , elegendd az

Tgp
sy = e > Mynxn
2n

., JsP

- ; 8 = . T .
egyenl6tlenségeket belatni. Tudjuk, hogy ¢ € N esetén T , tehat az els6 teljesiil. A végtelen norma
tulajdonsaga miatt

I Munxw|e < || Muw||sclxnllee < w

I'Th'jl
mivel [ Myl < [[M||x = w A lemma feltétele miatt

a@ o
T5p o5p

{imr-'-"\k_.-“r| Blrg 2nw

tehat

Fap

u <

rI_.\-;- g” '
azaz a masodik egyenlétlenség is igaz, tehat Sn > 0.

A 2. esethen, az Mpg # ”, ekkor oldjuk meg a (4) linearis egyenletrendszert GaussJordan eliminacioval (ez a
kerekitési eljaras szamitas szempontjabol 1ényeges része).

Mivel az M s szingularis matrix, ezért hatarozzuk meg az Mpp maximalis regularis részmatrixat, és jelolje

ezt a métrixot az ! B1 B2 Ezzel a métrixszal, és a hozza tartozd 51. 82 C B index halmazokkal irjuk fel a (4)
linearis egyenletrendszerbdl levezethetd linedris egyenletrendszert

Mg,p, p =88, — Mp,nXNn. (9.6)

Mivel |B1| = B , ezért ez a linearis egyenletrendszer megoldhaté a Cramer-szaballyal, amely rendelkezik
azzal az elemzés szempontjabdl kedvezd tulajdonsaggal, hogy a determinansok becsiilheték a Hadamard-
egyenl6tlenséggel.

Az el6z6 linearis egyenletrendszer megoldasat Cramer-szaballyal a kovetkez6 modon adhatjuk meg

det(Mg/s,)

— W vie
1!i'll:'.lllff‘a.__r;_.] e

i =

ahol i, 5, az a matrix, amelyet ugy kapunk, hogy az Mpg,

kicseréljiik. Legyen

£: matrix 1. oszlopat a jobb oldal vektordval

e ) pi. haie b:
s 0. kilonben.

Nyilvanval6, hogy a < vektor megoldasa a (4) linearis egyenletrendszernek €s mar csak azt kell megmutatnunk,
hogy a (5) elgjelkotések is teljesiilnek.
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Hﬂb’f gz By akkor Xi — & =x; =0 ellenkead sesethen- f vektorra kell fels6 becslést adnunk. Mivel az
matrix egész szamokbol all, ezért . A Hadamard-egyenl6tlenséget hasznalva

loi| < |det(Mg)p,)| < llss, — Me,vxnll [ IIMsill < llss, — Ma,xxx|7s,
JEB2\{i}

s

Ise — Menxn|| < VI|Blllse — Menxnll= < VB[ (|lssll=< + | Menxx||=)
— & £ 3 2we /| B
< mm(' * ””ML)E VIBI( +w) < 218l
LR o gsp FLp LR o

Ezt felhasznalva a # komponenseire a kdvetkezd becslést kapjuk,

2"':_ VJ-WF”

pi =
Tgp

i € B,

azaz X8 — £ = 0 ¢lagséges feltétele

S er-.,_,x |.Ir_flﬁf; )

2n Tgp

= ().

Ez a lemmaban megadott £ értékre teljesiil, hiszen az el6z6 egyenl6tlenségbdl, az £ értékére nagyobb korlatot
kapunk

2
I’.F_r‘:lu

h 4w 1,‘,/{| ”l.Fb' )

mint amekkorat a lemmaban elGirtunk.

A masodik eléjelkotés akkor teljesiil, ha
Sy =8y — Mynvxy — Myt =0

igaz lesz. Ennél egy erdsebb feltétel a

aJgp -
2%: — My xxn|lx = [|MygE]le > 0 (9.7)

teljesiilését vizsgaljuk meg, azaz az S~ vektor koordinatai helyett az als6 korlatjukat irjuk be, mig a negativ
egyiitthatos vektorok koordinatai helyett, a vektorok végtelen normajat hasznaltuk fel. A kifejezés 2. és 3.
tagjara fels6korlatot adunk, azaz

[ Myxxnlloo < [|ManllollXnlle < 0=,
Tz

Y/ | Bl
[Mys€lle < [Myslleliéll < w58

S

Ezeket a felso korlatokat behelyettesitve a (7) egyenl6tlenségbe, az & értékére, még inkabb korlatozo feltételt
kapunk, azaz

Tsp w 2w, /| B|w Tep w -
osp _ w __2V\Blrs _osp (1+ 2wy/|Blrs)e > 0.
2n s g 2n Tz
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Ebbdl a kifejezésbol az & értékére nyerhetd felso korlat

2
T5p

2wl 4 '_Jr."\,f'r|Fi’|:;;]

Egyszerti szamolassal belathatd, hogy ez teljesiil a megadott £ érték mellett. Tehat, valoban, a kezdeti (x,8) = -
optimalis megoldasbdl kiindulva a kerekitési eljarassal, a feladat egy (x.s) optimalis megoldasat allitottuk eld.

Figyelembe véve azt, hogy a kerekitési eljaras leginkabb szamitasigényes része a GaussJordan eliminacio, a
kerekitési eljaras miiveletigényére adddik a lemmaban elvart eredmény. [QED]

Osszefoglalva, a kerekitési eljaras a kovetkezd:

* Induljunk ki egy megfelelden pontos (x,8) = -optimalis megoldasbol. Az £ értéke miatt a (B, N) particio
ismert.

+ A particionak megfeleléen, a kicsi koordinatékat nulldzzuk le, azaz Xv = 0 és 85 =0,

« Megallapithaté, hogy az Mes matrix szingulris, ezért a (4) linearis egyenletrendszernek végtelen sok

megoldasa van. Legyen az egyik megoldasa <,

* A (4) linearis egyenletrendszert oldjuk meg Gauss-Jordan eliminaciés modszerrel, azaz allitsuk el egy
tetszOleges P bazis megoldasat. Legyen ez a megoldas, ezentul a € vektor.

« A& vektorésa (2) linearis egyenletrendszer segitségével definialjuk a Xz > 0 és Sw > 0 vektorokat.

A lemma legfontosabb 1épései azt céloztak meg, hogy a meghatarozott £ pontossag mellett igazoljuk a X8 és

SN vektorok pozitivitasat, amellyel belattuk, hogy barmely megfelelé = pontossighoz tartozo (x.8) ¢ -
optimalis megoldasbol, szigortan komplementaris megoldas allithato eld erdsen polinomidlis 1épésszammal és
aritmetikai mivelettel.

Tehat a belsépontos modszerek, a kerekitési eljarassal kiegészitve, egész (illetve racionalis) egyiitthatds linearis
programozasi feladatok esetén, polinomialis 1épésszamban €s polinomidlis aritmetikai miivelet alkalmazasaval
eléallitanak egy optimalis megoldast.*

A most megfogalmazott sszegzést, a Dikin-féle affin skalazasu algoritmus esetére, egy tételben is kimondjuk,
amelynek a bizonyitdsa az £ -optimalis megoldas polinom id6ben torténd eldallithatésagan és az eléz6 lemman
alapul.

9.2. Tétel Legyen adott a racionalis egylitthatos (SP) feladat. Tovabba legyen az x'e FU. 8" =0
04T .0
x')'s

megengedett indulé megoldas, amelyre 0(x%) <7 =2 ¢ = T teljesiil. Legyen az = > () szamolasi

pontossagi paraméter megfeleléen megvalasztva. Ekkor a Dikinféle affin skalazasi algoritmussal, az (SP)
feladatnak egy szigorian komplementaris megoldasa

O(n L) iterdcidban, és  O(n® v/n L) aritmetikai miivelet

segitségével elballithatd, ahol L a feladat leirdsahoz sziikséges tarigényre adott fels6korlat.

A tételiink kimondasa és eredménye eltér a korabban megszokottaktol, mert itt Gjra a feladat leirdsdhoz
sziikséges tarigényre adott fels6korlatot hasznaljuk. Jegyzetiinkben nem tériink ki erre, de megmutathato, hogy

az L értéke és a (B, V) particid megismeréséhez sziikséges szamitasi pontossag, nagysagrendje (amelyet a

(SP)

3 >
igazolni fogjuk, hogy tetszbleges U ) és [:U ) linearis programozasi feladat parok beagyazhatok egy (S‘; ) feladatba Goldmann-

Jgaz egyenlére ezt csak, az feladatra igazoltuk és a belsépont feltételre is sziikségiink volt. A kovetkezd fejezetben azonban

»
Tucker-tétel. Egy tovabbi beagyazas pedig biztositani fogja, hogy az 1j [:S-'; ) feladatnak a csupa 1-esbél allo vektor, megnegedett
megoldasa legyen. Ezzel az §sszes, elméleti akadaly elharul a bels6 pontos modszerek alkalmazhatosaga szempontjabol.
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logaritmikus tag tartalmazott a korabbi tételekben), azonos. Ez teszi lehet6vé, hogy racionalis egyiitthatds
feladatok esetén eredményiinket, igy is megfogalmazhassuk.

Ebben a formdban, mar egy érdekes Osszehasonlitds kinalkozik a linedris programozési és linearis
egyenletrendszerek megoldasanak iteracidé szam és miivelet igényére nézve, amikor azt feltételezziik, hogy a
feltételek és valtozok szama kozel azonos. Ekkor iteracié szamban a Dikin-féle affin skalazasi algoritmus
iteracidé szdma, a Gauss-Jordan elimindcids modszer iteracidé szamatol csak a feladatra jellemz6 L konstans

szorzdban tér el. Ezzel szemben, az aritmetikai miiveletigénynél ez a szorzd mar L/n |esz.

Nem tévediink nagyot, ha ezek a nagyon egyszerisitett 6sszehasonlitasok alapjan azt mondjuk, hogy racionalis
egyiitthatos feladatok esetén, egy linedris programozasi feladat megoldédsa, egy linedris egyenletrendszer
megoldasahoz képest az algoritmus komplexitas vizsgalata szempontjabol csak egy kicsit nehezebb feladat.”’

11. 10 A Goldman-Tucker modell

Az eddigiekben a ferdén szimmetrikus 6nduadlis feladatosztallyal foglalkoztunk. A fejezet célja megmutatni,
hogy tetszéleges primaldual feladatparnak megfeleltethetd egy specialis alaki ferdén szimmetrikus feladat,
melyet a feladatparhoz tartoz6 GoldmanTucker modellnek neveznek. Belatjuk, hogy elegendé a
GoldmanTucker modellt vizsgalni, ugyanis az erdsen komplementaris megoldasaibdl kovetkeztetni tudunk a
primal és dual feladat megoldasaira, illetve a nem megoldhatosagukra.

Ezt kovetéen feloldjuk az igen erésnek tiinG belsd pont feltételt (}:ﬂ # 0 ), mely az eddig ismertetett
eredmények szinte mindegyikéhez sziikséges. Ezt a problémat a GoldmanTucker modell beagyazasaval oldjuk
meg ugy, hogy a kapott feladatnak a csupa egyesekbdl allo vektor belsé pontja lesz.

Befejezésiil pedig a jol ismert Erds dualitas tételre mutatunk egy ujabb bizonyitast a fejezet eredményeinek
segitségével.

11.1. 10.1 Gyenge dualitas tétel

A GoldmanTucker modell eléallitisahoz legegyszeriibb, ha a kdvetkezd, un. szimmetrikus primal-dual linearis
programozasi feladatparbol indulunk ki

(P) min{e’x : Ax>b, x> ﬂ} .
(D) max {b'y : ATy <c¢, y >0},

ahol A € B™" matrix, Y € R™ g5 €, X € R" vezessiik be a primal-
P={xeR": Ax>2b, x20}={(x,2) e R™ : Ax—z = b},
illetve a dudl megengedett megoldasok halmazat

T

D={yeR™: Ay <ec, y>0}={(y.s) eRE": ATy + s =c},

s e R

()
ahol 2 € I % a dudl eltérés valtozok.

@ a primal-, és

Ekkor kimondhatjuk, ehhez a (P)¢s (D) feladatparhoz tartozo gyenge dualitas tételt. Ennek az alaknak, az az
érdekessége, ahogyan a  komplementaritdsi feltételeket a  Hadamard-szorzas  felhasznalasaval
megfogalmazhatjuk.

10.1. Tétel (Gyenge dualitas tétel.) Tegyiik fel, hogy X € R™ ¢s ¥ € B™ 4 primal () &s dual () feladatok
megengedett megoldasai. Ekkor

Az persze igaz, hogy ehhez a kdvetkeztetéshez, egy sokkal bonyolultabb algoritmust kellett kitalalni és elemezni, mint amilyen a Gauss-
Jordan eliminécioés modszer.
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e'x> by,
ahol egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha a komplementaritasi feltételek
x(e— Aly) =0, (3 yviAx —b) =0,
teljesiilnek.

Bizonyitds. Az X és ¥ vektorok primal és dual megengedettségét hasznalva kapjuk, hogy

(e—A"y) x>0 és v (Ax—b) = 0. (10.1)
A két egyenlbtlenséget 0sszeadva a kivant

0<(e— .-17.}-'].‘]..1( 4 }'T[ Ax —b)=c¢'x — I:T}' (10.2)

egyenl6tlenség adodik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a () primal feladat célfiiggvénye, tetszéleges primal

megengedett megoldas esetén nagyobb egyenld, mint a (D) dual feladat célfiiggvénye, tetszOleges dual
megengedett megoldas esetén.

A komplementaritasi feltételek teljesiilése esetén a (1) feltételek egyenléséggel teljesiilnek, igy az dsszegiik is
egyenl6 nullaval, azaz

c¢'x=hb'y.
adodik.

Megforditva, a celfuggvenyek egyenlOsége esetén, a (2) feltétel egyenldséggel teljesiil, figyelembe véve az
x,y, Ax —

[QED]

A gyenge dualitas tétel egyszer(i kovetkezménye fogalmazhatd meg.

¢s € — ATy vektorok nem negativitasat is a (1) egyenl6tlenségei, egyenldséggel teljesiilnek.

10.2. Kovetkezmény (Gyenge equlhbrlum tetel) Legyenck X € " ¢g ¥ € ™ olyan primal és dual

megengedett megoldasok, melyekre c'x =b"y . Ekkor az x vektor a primal feladat és az ¥ vektor a dual
feladat egy optimalis megoldasa.

Az el6z6 tétel tehat azt jelenti, hogy

* aprimal megengedettség,

* a dual megengedettség, és

* a komplementaritas

egyiitt, a megoldisok optimalitisat garantalja. Mésként kifejezve, az X € B™ ¢s ¥ € B™ primal és dual

megengedett megoldasok, optimalitdsanak a sziikséges és eclégséges kritériuma a kovetkezd forditott
egyenl6tlenség

"« < by,
amely a C eltérés valtozo bevezetésével, az alabbi alakra hozhato
by —e'x—(=0. (10.3)

Ebbdl viszont az kdvetkezik, hogy az optimalitashoz (=0 teljestilése kell.
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11.2. 10.2 GoldmanTucker modell

Célunk a linearis programozasi feladat olyan megoldasainak eldallitasa, melyekre a dualitasi rés nulla, igy azt az
egyenl6tlenségrendszert kell megoldanunk, amely a primal és dual feltételekbdl all, valamint elirjuk, hogy a
dual célfiiggvény értéke legalabb akkora, mint a primal célfiiggvény értéke (bl.‘)" = l'313"). Ekkor ugyanis az
10.1. Gyenge dualitas tétel miatt ezen rendszer minden megengedett megoldasa primal és dual megengedett
megoldast ad, amelyre a célfiiggvényértékek sziikségképpen egyenldk, igy az 10.2. Kdvetkezmény szerint
optimalis megoldasok.

A primal- és dudl megengedett megoldashalmazok masodik, eltérés valtozok segitségével felirt egyenldséges
feltételek és a (3) egyenlet segitségével, felirhatjuk az alabbi egyenl6tlenségrendszert

Ax — z b, x>0, z>=0
- .«l"'_'}’ ts = ¢. y=>0. s=0
bl'y—e¢'x—¢ =0, (=0

ahol az (2.5,€) valtozok az eltérés véltozok. Homogenizalva az egyenleteket az un. Goldman-Tucker feladatot
kapjuk

— ATy bEC -5 = 0,
b'y —e'x —{ (0,

Konnyen igazolhato a kdvetkez6 egyszert feladat.

10.3. Feladat A (") ¢s (D) feladatok tetszéleges x, és ¥ optimalis megoldas parja, melyre a dualitasi rés

nulla, a megfelel6 Goldman-Tucker rendszer egy megoldasat adja a £=1¢ ¢ =0 yglasztassal.
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket

0 A —-b
M= — AT 0 c|. u=
b —¢© 0

Sy o e

ekkor az alabbi
min{0"u : Mu>0, u>0} (SPpp)

(homogén) ferdén szimmetrikus, ondualis linearis programozasi feladatot kapjuk, amelyik tehat ekvivalens a
(GT) feladattal.

Osszegezve, tehat azt kaptuk, hogy barmely primaldual linedris programozasi feladatbél el lehet allitani egy
veliik ekvivalens (1) feladatot.

Vegyiik észre, hogy az M ferdén szimmetrikus matrixnak van harom nulldkkal kit61tott diagonalis blokkja, és
ezek mérete, rendre megfelel primal- és dual feltételek szamanak, mig az utols6 blokknak a mérete 1. (Ez
tartozik a célfiiggvényhez.)

10.4. Feladat Megmutathat6, hogy ennek a (£”) ¢s () linedris programozasi feladatokbél levezetett (SPrp)
ferdén szimmetrikus, 6ndualis linearis programozasi feladatnak soha sem lehet belsdpontja.

Felhivndm a figyelmet, hogy a 6.1. Példdban, szerepld (SPud) ferdén szimmetrikus, Ondudlis linearis
programozasi feladat nem egy primal- és dual linearis programozasi feladat parbol vezettiik le.
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Az (SPrD) ferdén szimmetrikus, ondualis linedris programozasi feladat, megengedett megoldas halmazat a
kovetkez6 alakban irhatjuk fel

F={uelR": Mu>0,u>0}={(u.v)eRY: Mu—-v=0}
ahol v a feladat eltérés valtozoja és NV = m +mn + 1,

11.3. 10.3 Beagyazas

Ebben a részben a (GT) feladatot beagyazzuk egy, egy dimenzioval nagyobb, ferdeén szimmetrikus, 6ndualis

linedris programozasi feladatba oly médon, hogy az eléallo 4j (SP) ferdén szimmetrikus, ondualis linearis
programozasi feladatnak a csupa egyes vektor mar szigor belsé pontja lesz.

Konnyen belathato, hogy altaldban a (GT) feladat esetén, az (0. V) = (e.€) € F  annak ellenére, hogy

_ 2N
(u,v) = (e,e) € RS teljesiil, hiszen ahhoz, hogy

Me—e=10

teljesiiljon, az M matrixnak nagyon specialisnak kellene, hogy legyen. Tehéat az (u,v) = (e.e) vektor
behelyettesitésekor egy hibavektort kapunk, amelyet jeloljon az r vektor és legyen

r=e— \e

Készitsiik el az M ferdén szimmetrikus matrixot az alabbi modon

— M o r

Ekkor az M matrix segitségével definialhatunk egy (SP) ferden szimmetrikus, dndualis linearis programozasi

(SP)

feladatot. Miutdn meghataroztuk az M matrixot, az feladat megkonstrualasdhoz még meg kell

— N+l
hataroznunk a 4 € F& vektort, ugy, hogy az 0j feladatnak legyen szigoru belsé pontja.

_ Ty 1 — N1
10.5. Tétel Legyen adott az M € RV papix. Haa 9 € & vektorra igaz, hogy

;=0 ha i=12,...,! N, 05 g =N +1,

i — —y 2(N+1) N
ahol N =m+n+1, akkor az (V) = (e e) R vektor megengedett belsé pontja az (5F)
feladatnak.

Bizonyitas.Végezziik el az (0, V) = (e, €) yektorral a megadott miiveleteket és ellendrizziik le hogy az

Mu-—-v = —q,

teljesiil. Végezziik el a részletes szamitasokat, azaz

M r i e\ Me+r—e \ Me + (e — Me) —e

-7 0 1 1 —rfe -1 —(e — Me)'e — 1 '
elvégezve a miiveleteket, figyelembe véve az M matrix ferdén szimmetrikusagat, azaz ' M e = 0 kifejezést,
kapjuk, hogy
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(% 5)(5)-(5)=(coen)=-a

(SP)

tehat a (V) = (e.e) € RV
pontja is. [QED]

vektor megengedett megoldasa az feladatnak és igy nyilvan bels6
Osszefoglalva, tetszéleges, szimmetrikus primal-dual linearis programozasi feladat parbél kiindulva feltudjuk

irni a GoldmanTucker modellt, majd pedig a (GT) modellt beagyazhatjuk az el6z6ekben megkonstrualt (SF)
ferdén szimmetrikus, 6ndualis linearis programozasi feladatba, amelyiknek ismert az

(3,7) = (e,¢) € RZV*D

(SP) (SP)

feladatra, barmely belsépont alkalmazhato az (0. ¥) indul6 belsé ponttal és polinomialis idében eléallithatd

egy £ -optimalis megoldasa az (SP) feladatnak illetve megfelelden megvalasztott, a feladat adataitdl fiiggd
£ = () esetén az £ -optimalis megoldasbol a kerekitési eljardssal, polinomialis id6ben optimalis, szigortan
komplementaris megoldas allithato eld.

bels6 pontja. Ez a pont a konstrukcio alapjan rajta van az feladat centralis Gtjan. Tehat erre az

frjuk fel az (5F) feladat
min g’ u
Mu—-v ] (SP),
u,v = 0

és vizsgaljuk meg a tulajdonsagait. Ehhez el6szor is irjuk ki részletesen, azaz

min (N + 1) Exs

(o) (o )~ (an ) == (W50) | &»

nv=o

Mivel létezik az (OF) feladatnak szigorian komplementaris megoldasa, és tudjuk, hogy az (SP) feladat
optimum értéke nulla, ezért kdvetkezik, hogy

UN 1 (0, &5 sy = 1)
igaz, barmely optimalis megoldasra. Tehat belattuk a kovetkezo allitast.
4 T "‘II i ] |l [ 4 bl . = I “'\; T l -
10.6. Allitas Legyen adott az M € ZIWVHDEIND atrix. Tegyiik fel, hogy a 4 € Zs " vektorra igaz, hogy

q; =10, ha i =1,2,....] N, i Onel = N +1,

akkor az (9F) feladatnak létezik optimédlis megoldasa, (W:V) = (W Tn+1), (ViUn+1)) | amelyet
polinominalis iteracioban el6 tudunk allitani és

a1 =0, 5 Uwvar =0,
azaz, az (u,v) megoldasa lesz a (GT) modellnek.

11.4. 10.4 Goldman-Tucker tétel és kovetkezményei
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Tekintsiik a szimmetrikus primaldual linearis programozasi feladatpart

() min {e'x : Ax>b, x> ﬂ} 1
(D) max {by : Ay <c. y >0},

ahol A € R™ " matrix, - ¥ € B™ ¢ €. X € B" Toyabba, az ezekbdl a feladatokbol levezethetd Goldman-
Tucker modellt

z =
5 =
=

0, ¢

x >0,
ATy Hc —s = y = 0.
" ;
£

0
. 1] (GT).
b'y —e'x —{ = 10, ),

IV vy

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy a A () ¢s (1) feladatok tetszéleges (x,¥) optimalis megoldas parja,

melyre a dualitasrés nulla, a megfeleld6 GoldmanTucker rendszer egy megoldasat adja £=1,¢=0
valasztassal.

10.7. Tétel Legyen adott egy szimmetrikus primal és dudl linearis programozasi feladatpar. Tekintsiik a hozza
tartozé Goldman-Tucker modell egy (¥:X:&. 2,5, C) megoldasat. Az alabbi allitasok igazak:

1. Vagy & = 0 vagy ¢ =0 azaz £€¢ > U nem lehet igaz.

- _ x ¥
2.Ha £ >0 g (= [)’ a primal (F) ¢s dual () feladatok egy [:E’ 3) optimalis megoldas parjat adja,
amelyre a dualitasrés nulla.

3. Ha 5_ =0 g C_ >0 akkor vagy a (F), vagy a (D) feladat, vagy mindkett6 nemmegengedett.

Bizonyitas. Az elsé allitast indirekt bizonyitjuk. Ha q¢ pozitiv lenne, akkor

T

0< & = .Eh"'y - Er..-"'x = Ay — zTy —x'a’ !

y—sx=—-z'y—¢

x <0
egyenl6tlenséget kapnank, ami nyilvanvald ellentmondas. Felhasznaltuk a
(=b'y—c'x, th=Ax-2z, é& —fe=-Aly-s
, X.SER”' Z.yERm L,
egyenleteket és az *: illetve #: vektorok nem negativitasat.
A masodik allitas behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetd.

A harmadik 4llitds igazolasanal a & = 0 feltételbol kovetkezik, hogy A% 0 ¢s ATY< 0 Tovabba, ha ¢ > 0
, akkor vagy bl?‘!’{'.”, vagy X0 , vagy mindkettd fennall. Ha b*y;0 , akkor, feltételezve, hogy a ()
feladatnak van egy X = 0 megoldasa a
0 < b"
v < xf'_.!l

y <0

ellentmondashoz jutunk. Tehat, ha by, 0, akkor (£’) nem megengedett. Hasonloan, ha CII—Kin, akkor a dual
feladat nem megengedettségét kapjuk. [QED]

Az el6z6 tételbdl levezethetd az eredeti Goldman-Tucker tétel. Vegyiik észre, hogy a (GT) feladat a kivetkezé
egyenldtlenségrendszer formaban is megadhatd

Mu>=0, v>0, ahol v = Mnu.
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Eﬁ&)z@lj{dﬁ” A GoldmanTucker egyenldtlenségrendszernek van szigoruan komplementaris megoldasa

, azaz olyan megoldasa, melyre
u+ v = 0.

Bizonyitas. Az (SP) feladatnak van belsé pontja, ezért meg tudjuk taldlni az el6z6 fejezetben ismertetett
primal-duél Dikin-féle affin skaldzast belsd pontos algoritmussal. Az optimalis, szigorian komplementaris

e RN

megoldasabol elballithatunk egy vektort, (. v) , amelyre igaz, hogy W+ V > 0 Tovabba

(0, v) = ((yv.x.£). (2.8.()).

A szigorii komplementaritas miatt € ¢s € kogzil pontosan az egyik 0, a masik hatarozottan nagyobb, mint 0.

[QED]
Az eldz6 allitasbol, az azt megeldzo tétel segitségével igazolhatd a kimondasra keriilé kdvetkezmény.

10.9. Kovetkezmény (Erés dualitas tétel.) Legyen adott egy (szimmetrikus) primaldual linearis programozasi
feladatpar. Az alabbi két allitas koziil pontosan az egyik igaz:

1. Vagya (F), vagy a (D) feladat, vagy mindkett6 nem megengedett.

L

2. Létezik X" € P g ¥ €D megoldasok, amelyekre c'x" =hly

12. Utoszo

Be lehet-e fejezni egy jegyzet irasat ? Nekem nem sikeriilt. Inkabb lekerekitettem a témat ¢s lezartam,
abbahagytam, felfiiggesztettem. Remélem, hogy ennek ellenére is egy hasznos, oktatisban hasznalhaté anyag
allt ossze.

A kozel 50 oldalas linearis algebrai bevezetd, majd az azt kdvetd majdnem 100 oldalas linearis programozas
klasszikus fejezetei és végiil a belsé pontos modszerek elemi és teljes felépitésére forditott 70 oldal, reményeim
szerint j6 kiinduld pontjat jelenti a linedris optimalizalas tanulmanyozasaban.

Mi maradt ki ebbdl a jegyzetbdl ? Felsorolni se tudom. Azt azonban leirhatom, hogy egy hosszabb pihenés utan,
ha atdolgozni szeretném a jegyzetet, mirdl irnék biztosan.

A linearis programozas klasszkius fejezeteinek a targyalasabol hianyzik néhany nagyon fontos téma: a Hirsch-
sejtés, a Klee-Minty illetve mas exponencialis ellenpéldak témakore vagy éppen az érzékenységvizsgalat
elméleti vagy gyakorlati alkalmazasai. Ezekrdl a lineéris programozas eléadasaimon beszélni szoktam, igaz nem
hosszasan. Egyik-masik témardl szakdolgozatot is vezettem, vagy doktoranduszaimmal foglalkoztunk veliik és
2000 o6ta, csiitortokonként megtartott szeminariumaink visszatérd témai voltak.

A pivot algoritmusok kapcsan nagyon sok mindenrdl lehetne még irni, hiszen az elméleti algoritmusok,
amelyeket targyaltam, és a gyakorlatban hasznalt, szamitogépen megvaldsitott algoritmusok kdzott eléggé nagy
a szakadék. Talan az elméletibb jellegli linearis programozasi eléadés sorozatoknak is tartalmazni kellene olyan
orakat, a jegyzeteknek olyan fejezeteket, amelyek fényt deritenek arra, hogy milyen numerikus és szamitogépes
technikakat programoznak be annak érdekében, hogy nagy méretii linearis programozasi feladatokat hatékonyan
oldjanak meg. Ezek koziil, a linearis programozasi modell eléfeldolgozasa (preprocessing) és az eredményen
elvégzett utdbmunkalatok témakore bizonyara egy ilyen teriilet.

A bels6 pontos modszerek teriiletét, elméleti szempontbdl feldolgoztam, de csak egy, a primal-dual Dikin-féle
affin skalazast algoritmus bemutatasara keriilt sor. Akiknek ezen a teriileten hianyérzetiik van olvassik el
Mariannaval és Tamassal irt konyv fejezetiinket.™

#]1lés T., Nagy M. és Terlaky T., Belsdpontos modszerek a linearis optimalizalasban. In: A Ivanyi (szerk.) Informatikai algoritmusok, 2.
kotet (pp. 1230-1297.), Budapest, E6tvos Kiado, 2005.
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Sajnos ez sem poétolhatja azt a tényt, hogy az eléadasaimon minden évben elmondom a belsé pontos primal-dual
teljes Newton-1épéses logaritmikus barrier algoritmust és az eléadas folidimon az algoritmu teljes és részletes
elemzése megtalalhatd. Ez egy olyan algoritmus, amely az elméleti alapjat képezi azoknak az algoritmusoknak,
amelyek vezetd linedris programozasi megoldokban keriiltek implementalasra, igaz nem ez, hanem az infizibilis
variansuk."” Biztosan ez lesz az a fejezet, amely jegyzetem elsé bévitését képezni fogja.

Természetesen ennek az algoritmusnak vannak un. prediktorkorrektor tipusil tovabb fejlesztett valtozatai illetve
ezeknek a dinamikus variansai, amelyek szintén helyet kdvetelnek maguknak a jegyzetben.

Az infizibilis inditasu bels6 pontos algoritmusokkal ebben a jegyzetben nem foglalkoztunk, annak ellenére nem,
hogy a vezetd linearis optimalizalasi szoftverekbe ilyen tipusu algoritmust épitettek be. Az alapétletiik a
kovetkezd: tekintsliink egy szigoruan pozitiv vektort, még akkor is, ha az nem eleme a kérdéses feladat
megengedett megoldas halmazanak. Az algoritmus olyan pontsorozatot general, amelyik optimalis megoldas
létezése esetén, iteraciorol-iteraciora csokkenti a dualitas rést és a nem megengedettség (infizibilitas) mértékeét.
Ilyen pontsorozaton keresztiil eldallit £ -optimalis megoldast, amely bizonyos feltételek megléte esetén nem
feltétleniil lesz megengedett megoldas, annak ellenére, hogy bizonyitja optimalis megoldas 1étezését. Az igy
eléallitott = -optimalis megoldasbdl, a kerekitési eljarashoz hasonlé modszerrel megengedett megoldas allithatd
eld, amelyiknek a dualitds rése nem rosszabb az infizibilis inditast belsé pontos algoritmus altal generalt £ -
optimalis megoldas, dualitds résénél. Az igazi kérdés persze az, mi torténik akkor, ha a lineédris programozasi
feladatnak nincsen megengedett megoldasa. Ekkor az infizibilis inditast belsé pontos algoritmus altal generalt
pontsorozat divergens lesz. Ha kozelebbrdl megvizsgaljuk az algoritmus altal generalt pontsorozatot és a hozza
tartozo infizibilitdsi mértéket, akkor azt észleljilk, hogy a fizibilis linedris feladatokhoz hasonléan, nagyon
gyorsan csokken az infizibilitas mértéke egy pozitiv szintig, majd a csokkenés leall, és a kovetkezé néhany
iteracioban az adott szint kdzelében ingadozik az infizibilitds mértéke, €s utana nagyon gyorsan divergalni kezd
a pontsorozat.

Mi tortént az algoritmussal ? Mi a geometriai oka a viselkedésének ? Tart-e a generalt pontsorozat egy un.
irreducibilis infizibilis rendszerhez, amelyik bizonyitéka a feladat megoldhatatlansaganak ? Majd észlelve a
feladat nem megoldhatosagat, az algoritmus altal generalt tovabbi pontok egy divergens pontsorozatot alkotnak,
ezzel mutatva ki, hogy a linearis programozasi feladat nem megoldhato ? Ezen a teriileten, legjobb tudomasom
szerint, megoldatlan az a kérdés, hogy be lehet-e azonositani egy irreducibilis infizibilis rendszert, az infizibilis
inditasu belsé pontos algoritmus segitségével annak érdekében, hogy olyan pontot allitsunk el6, amelyik linearis
idében leellendrizheté bizonyitékat adja a linearis programozasi feladat megoldhatatlansaganak. Az
elmondottakbol, mindenki érzékelheti, hogy az infizibilis inditasu belsé pontos algoritmusok részletes és elemi
targyaldsa nem lenne megoldhatd 60-80 oldalnal révidebben. Ez a legfontosabb ok, amiért a jegyzetbdl kimaradt
ez a témakor. Komolyabb erdfeszitést igényld feladat lenne ezeknek az algoritmusoknak a reprezentansait is
targyalni, de el6bbutobb erre is sort kellene keritenem. Legalabb egy-egy kedvenc infizibilis bels6 pontos
algoritmusomat bemutatni.

Szamos olyan témakdr van, amelyek a belsOpontos modszerek szamitdgépes implementacidjanal
nélkiilozhetetlenek. Ilyenek példaul a Choleskyfaktorizacio, amelynek kiemelt jelentésége van a csokkenési
iranyok kiszamitasakor vagy az un. cross-over eljarasok, amelyek segitségével = -optimalis megoldasbol,
optimalis bazis megoldas allithato eld. Hasonloan fontos témakdrdk, a centralitds mérésére szolgalo fliggvények
elmélete és hatasa a csokkenési irany meghatarozasara. Nagyon fontos a centralis Gt kdrnyezetének a kérdése
illetve az, hogyan jeldljiik ki az elérni kivant célpontot a centralis uton.

Hatalmas témakor, amelyik egyértelmiien til mutat egy mester szakos kurzuson a centralis Ut sziik kdrnyezetei
altal definialt rovid 1épéses? algoritmusok illetve a centralis Gt tag kornyezete altal megengedett un. hossza
1épéses algoritmusok vildga és ezeknek a komplexitas kérdései. Természetesen egy-egy jol kivalasztott, hosszi
1épéses algoritmust 1-2 fejezetben fel lehetne dolgozni, de ez még eléggé sok munkat igényelne.

Fontos lenne két klasszikus polinomialis algoritmust a Hacsian-féle ellipszoid modszert illetve a Karmar-féle
projektiv skalazasu algoritmust bemutatni. Mindkét algoritmusnak érdekesek a geometriai tulajdonsagai is. A
jegyzet kiegészitése ezekkel a tudomany torténeti jelentdségli eredményekkel kdnnyen, egy-két havi munkaval
megtehetd és a jegyzet valamelyik tovabb fejlesztése soran megvalositom. Ehhez illeszkedne, a linearis

Ezzel kapcsolatban érdekes olvasmany Mészdaros Csaba PhD disszertacidja (1996), amelyben egy infizibilis inditasu primal-duél belsé
pontos algoritmust mutat be és elemzi annak gyakorlati hatékonysagat.

®A jegyzetiinkben kozolt primél-dual Dikin-féle affin skalazasi algoritmus egy rovid 1épéses valtozatat elemeztiik, hiszen a T <2

paraméterrel hataroztuk a centralis ut, CT kicsi kornyezetét.
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optimalizalas torténetérdl szol6, tudomany torténeti rész is. Azonban egy ilyen fejezet (tanulmany) elkészitése
nagyon iddigényes munka, de azért remélem, hogy valamikor elkészitek majd egy ilyen részt is.

A hallgatok szempontjabol, valoszintileg fontos lenne, tobb, kidolgozott példaval illusztralni a tananyagot illetve
a fejezetek végén, a targyalt témakorokhoz kapesolddd gyakorld példakkal illetve gondolkodtatd feladatokkal
kiegésziteni az anyagot.

Jelenleg, a TAMOP kiiras feltételeihez igazodva, szamos dolgozat illetve témakér hiper hivatkozason keresztiil
érhetd el, azaz internet és a cikkekhez letdltési lehetdség is sziikséges. A jovoben célszerti lenne, klasszikus
értelemben vett hivatkozasi listat is kialakitani, habar ez Iényegében az egész jegyzet alapos atdolgozasat
jelentené, éppugy, ahogyan a targymutato is, a tanulast segitd, gyorsitd fontos eszkdz lenne. Ezek kialakitasa
csak egy komolyabb atdolgozés alkalmaval lesz lehetséges. Terveim szerint, el6szor a témakorok bovitésével
foglalkoznék és csak azutan szannék id6t arra, hogy a klasszikus értelemben vett matematika tankonyvvé
alakitsam at a jegyzetet.
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