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Előszó 

A jelen digitális tananyag a TÁMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0025 számú, "Interdiszciplináris és komplex 

megközelítésű digitális tananyagfejlesztés a természettudományi képzési terület mesterszakjaihoz" című projekt 

részeként készült el. 

A projekt általános célja a XXI. század igényeinek megfelelő természettudományos felsőoktatás alapjainak a 

megteremtése. A projekt konkrét célja a természettudományi mesterképzés kompetenciaalapú és módszertani 

megújítása, mely folyamatosan képes kezelni a társadalmi-gazdasági változásokat, a legújabb tudományos 

eredményeket, és az info-kommunikációs technológia (IKT) eszköztárát használja. 
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Lineáris optimalizálás elmélete és 
algoritmusai 

1. Bevezetés 

 

Nem adhatok mást csak mi lényegem. 

Dícsér eléggé e hitvány sereg, 

És illik is, hogy ők dícsérjenek 

Madách Imre: Az ember tragédiája 

1.1. Néhány az operációkutatási tanulmányokkal kapcsolatos 
emlék. Jegyzetírási tervek 
 

Az 1985-87-es időszakban nagyon jól szervezett oktatás folyt a matematikus képzés, operációkutatási szakján, 

az újonnan megalapított Operációkutatási Tanszék irányításával és az MTA SZTAKI Alkalmazott Matematika 

Főosztály munkatársainak a hathatós segítségével. Ma úgy látom, hogy alapos és sokrétű képzést kaptunk nagy 

tudású, kiváló tanároktól. Oktatói és kutatói kvalitásukat az is igazolja, hogy később többen híres egyetemek 

professzorai lettek, például Terlaky Tamás a kanadai McMaster University (később az amerikai Leigh 

University), Maros István az Imperial College, Mayer János a Zürichi Egyetem illetve Szántai Tamás a BME 

professzora. Operációkutatási szakirányon, rajtuk kívül a többi tanárunk is nagyon lelkes, komoly tudású, 

szakmai fejlődésünket meghatározó egyének voltak. 

Érdeklődési köröm kialakulását jelentősen befolyásolta és meghatározta az, hogy Terlaky Tamás 

témavezetésével készítettem el szakdolgozatomat, amely nemlineáris programozás egy érdekes területével 

általánosított geometriai programozás foglalkozott. Annak ellenére, hogy Terlaky Tamás 1989 óta folyamatosan 

külföldön él, több közös dolgozatot készítettünk, amelyek eleinte az 1986-1989-es időszakban folytatott közös 

kutatásainkra épültek, majd később, rövidebb-hosszabb idejű látogatásaink alkalmával sikerült együtt 

dolgoznunk. 

Terlaky Tamás doktori és kandidátusi témavezetőjével, Klafszky Emillel 1987-ben ismerkedtem meg. Terlaky 

Tamás mutatott be neki. Az 1990-es évek első felében, amikor Terlaky Tamás a Delfti Műszaki Egyetemen 

dolgozott és így sűrűbben járt haza illetve mi is könnyebben látogattuk őt, hárman elhatároztuk, hogy egy új 

szemléletű, magyar nyelvű lineáris programozási könyvet írunk. Ennek a könyvnek a kiindulási pontja, Terlaky 

Tamás lineáris programozási criss-cross algoritmusa illetve Klafszky Emilnek és Terlaky Tamásnak a pivot 

technikával kapcsolatos észrevételei, eredményei voltak. Közben persze zajlott a lineáris programozás 

belsőpontos forradalma, így az újabb és újabb ismeretek megértése, a témakör alakulásának a folyamatos 

követése illetve saját kutatásaink nagyon sok időnket és energiánkat kötötték le. Annak ellenére, hogy Emillel a 

BME K. épületében lévő szobájában sokat beszélgettem arról, hogy milyen is kell, hogy legyen egy ilyen könyv 

felépítése, a könyv írása maga, nem nagyon haladt. Klafszky Emil egy-egy beszélgetésünk után annyira lelkes 

volt, hogy egy-egy részt ki is dolgozott. Ezeket a lapokat ma is őrzöm, időnként átnézem. Sajnos Klafszky Emil 

ma már nem érvelhet egy-egy állítás, egy-egy szép bizonyításnak az anyagban való elhelyezése érdekében. Egy 

alkalommal, talán 1992 nyarán, Klafszky Emilék házában, Terlaky Tamással hármasban, a fejezet címeket is 

kitaláltuk, a könyv struktúráját is felírtuk, de az évek során a legépelt és elkészült részek mérete nem 

növekedett, alig tett ki pár oldalt. 

1.2. A jegyzet anyaga 
 

A jegyzet vázát azok az előadás fóliák alkotják, amelyeket az elmúlt 15 évben készítettem, illetve azok, amelyek 

szemináriumi vagy konferencia előadásaimhoz, cikkeimhez kapcsolódnak. Az anyag felépítése teljesen az 
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alapoktól indul, így azt remélem, hogy érdeklődő és kitartó középiskolást, aki lineáris egyenletrendszerek 

megoldásáról már tanult, végig tudom vezetni a lineáris programozás érdekes és szép témakörein.1 

A lineáris algebrai bevezető célja, hogy a közös kiindulási alapokat lerakja, rávilágítson a pivot technika 

szerepére; a pivot tábla, mint modell szerepére és előkészítse a következő fejezetek anyagát. A második fejezet a 

lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságával és megoldásával foglalkozik. Ebben a fejezetben jelenik meg az 

első alternatíva tétel a RouchéKroneckerCapelli lemma. Kedvencem a Klafszky Emiltől származó un. Farkas-

Minty-féle pivot táblás változat, amely tömören, képszerűen foglalja össze az állítást, ha az olvasó már 

megbarátkozott a pivot táblák világával. A lemma elnevezése is Klafszky Emiltől származik és akkor válik 

igazán érthetővé, amikor a következő fejezetben a lemma előjeles változatát fogalmazzuk meg. Klafszky Emil, 

ennek a lemmának a kapcsán többször beszélt arról, hogy a Farkas-Minty előjeles lemma a Farkas lemmának és 

a Minty-féle színezési lemmának egy szép közös megfogalmazása, ha az előjeleket a Minty lemma esetén 

megfelelően értelmezzük. 

A második fejezetben a megoldások méretével kapcsolatos eredmények nem szerepeltek a Klafszky Emillel és 

Terlaky Tamással elképzelt jegyzet témakörei között. Ezek szerepe a harmadik fejezetben található MBU-

szimplex algoritmus elemzéséhez kapcsolódnak először, amelyik szintén az elmúlt évek alatt jelent meg a 

jegyzet témakörei között. A harmadik fejezet geometriai jellegű része az új struktúrában került előre. Így a 

harmadik fejezet már jelentősen eltér az eredeti tervektől, annak ellenére, hogy a jegyzet egyik legérdekesebb 

feladata (3.50. Feladat) Klafszky Emiltől származik. 

A 4. és az 5. fejezetek annak ellenére, hogy klasszikus eredményeket tárgyalunk bennük, mégis a mai napig is 

újszerű tárgyalásról van szó hiszen a végtelenül egyszerű, Terlaky-féle criss-cross algoritmus végességének a 

bizonyításán alapul az erős dualitás tétel konstruktív bizonyítása. A criss-cross algoritmus végesség bizonyítása 

egyszerűbb, mint Terlaky Tamás eredeti, az 1980-as évek közepéről származó bizonyítása és Klafszky Emil egy 

észrevételén alapul. 

1.3. Egy kis kitérő, amelyik hatott a jegyzet tartalmára 
 

A jegyzet második része a lineáris programozás belső pontos módszereibe nyújt egy rövid bevezetést.2 Az első 

szakdolgozóm az ELTE-n, aki lineáris programozás belsőpontos módszereiből írta a diplomamunkáját, Edvi 

Tibor Illés volt, és 1992-ben végzett. Abban az időben az egyik fontosnak hitt eszköz a Padberg-lemma volt. Ma 

ez a témakör partikuláris jelentősége miatt már nem fért bele a jegyzetbe. 

Az 1996/97-es tanévet a Delfti Műszaki Egyetem SSOR (Stochastics, Statistics and Operations Research) 

Tanszékén töltöttem vendég kutatóként. Amikor megérkeztem Delftbe Terlaky Tamás és Kees Roos épp a 

könyvük utolsó simításán dolgoztak. Természetes dolog volt, sőt örömmel töltött el, hogy engem is megkértek 

hiba vadászatra. Őszinte érdeklődéssel olvastam a könyvet, amely már egy eléggé letisztult, kiforrott elméletet 

mutatott be. Ma is azt gondolom, hogy ez az egyik legjobb könyv a lineáris optimalizálás belső pontos 

témakörében, nem hiába jegyez 528 hivatkozást a John Wiley eredeti kiadásuk és száznál is többet a későbbi, 

módosított és már a Springer által kiadott változat. 

A vendég kutatói évem során, több témakörrel kívántam foglalkozni, így annak ellenére, hogy tanítanom 

egyáltalán nem kellett ebben a tanévben ez volt az egyetlen ilyen évem 1990 óta mégis rövidnek tűntek a delfti 

irodámban naponta eltöltött 7-9 órák. Terlaky Tamással, Kees Roosszal és Etienne de Klerkkel,3 sokat 

beszélgettünk lineáris programozási, lineáris komplementaritási és szemidefinit optimalizálási feladatokról, 

algoritmusokról. Terlakyékhoz, akkoriban rendszeresen jártak a témakör legnevesebb kutatói. Abban a tanévben 

megfordult ott a világhírű Nemirovskij, Nesterov, Todd, Kojima épp úgy, mint a feltörekvő új nemzedék tagjai 

Jarre vagy Kočvara, illetve a kezdők Glineur vagy éppenséggel én. Nekem szerencsém volt egy év alatt 15-20 

kiváló szemináriumi előadást végig hallgatnom Delftben a belső pontos módszerekről, a témakör legjobbjaitól. 

Ebben a légkörben nagyon sokat és nagyon sok mindenkitől lehetett tanulni a belső pontos módszerekről. 

                                                           
1Ha ez mégsem sikerül, az inkább az én hibám, mint az övé, mert ha ez a helyzet, akkor még mindég nem tudom eléggé egyszerűen 

elmondani a lineáris programozást. 
2Rövid bevezetésen nem az oldalszámokban kifejezett mennyiséget értem, - mert akkor talán nem is nevezhetném rövidnek, hanem a lineáris 

programozás belsőpontos szakirodalmának a szerteágazó, sokszínű voltához képest. 
3Etienne de Klerk, Kees Roos és Terlaky Tamás aktuális doktorandusza volt abban az időben. Az éppen elkészült PhD disszertációjának a 
kéziratát olvasgattam Delftben és többször beszélgettem Etienne de Klerkkel a szemidefinit programozás belsőpontos algoritmusairól. 
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1.4. Miről szólnak a belső pontos fejezetek ? 
 

A jegyzet 6. és 7. fejezete, Terlaky Tamásék könyve4 mellett, és sokszor attól eltérően a centrális út létezésének 

és egyértelműségének az egyszerűen bizonyíthatóságára épül. Felhasználtam ötleteket Terlaky Tamás 

megközelítéséből is, de több helyen eltérve attól, inkább követve azt az utat, amely sok állítás elégséges lineáris 

komplementaritási feladatokra történő általánosításához is elvezet. 

Mivel Dikin, affin skálázású belső pontos algoritmusának primál-duál változatával sokat foglalkoztam és végül 

az elégséges lineáris komplementaritási feladatokra az általánosítás elkészült és publikáltuk, világos volt 

számomra, hogy a módszertani szempontból is szép algoritmus része legyen a jegyzetemnek. Ez a 8. fejezet a 

Kees Roostól származó átskálázás ötletén túl, a ma már nem használt, de a centrális út környezetének egyszerű 

(mondhatnám naiv), de egyben természetes fogalmának a tulajdonságaira építő bizonyításokat mutatok be. Ez a 

fejezet, a különbségei mellett, sok hasonlóságot mutat Nagy Mariannával és Terlaky Tamással írt könyv 

fejezetünkkel5 és Terlaky Tamásék könyvének megfelelő részével is. 

A 9. fejezet Terlaky Tamásék egy szép eredménye, amelyet később általánosítottunk elégséges lineáris 

komplementaritási feladatokra6. Tapasztalatom az, hogy a kerekítési eljárást a hallgatóim egy része nem szereti, 

túlságosan számolósnak tartja, pedig az üzenete nagyon fontos elméleti szempontból, racionális együtthatós 

lineáris programozási feladatokon, minden híresztelés ellenére, a (polinomiális komplexitású) belső pontos 

módszerek nem csak -optimális, hanem optimális megoldást is előállítanak. Sőt, a legrosszabb eset elemzésére 

épülő komplexitási eredményeik, a szimplex módszerrel (és a többi ismert pivot algoritmussal) szemben, 

igazolják azt, hogy a lineáris programozási feladatok polinomiális időben megoldhatók. 

A 10. fejezet rövidsége ellenére egy fontos fejezet. Néhány évig a 90-es évek elején érdekes kérdés volt, hogy 

mennyire korlátozó feltételezés az, hogy a belső pontos módszereknek szükségük van induló belső pontra. 

Karmarkar cikkének a megjelenése óta ez, azaz a belső pont létezésének és ismeretének a feltételezése, volt az 

egyik legtöbbet kritizált és vitatott pontja Karmarkar projektív skálázású algoritmusának. Nyilván könnyen 

felírhatunk olyan feladatot, amelyiknek nincsen belső pontja csak relatív belső pontja van illetve mi van azokkal 

a feladatokkal, amelyek esetén vagy a primál vagy a duál feladat nem megoldható.7 Mindezek mutatják, hogy 

szükséges volt elméleti és gyakorlati szempontból egyaránt tisztázni, mennyire nélkülözhetetlen információ a 

belső pont létezése és ismerete, az új, belső pontos algoritmusok részére. A kutatások két eltérő irányban 

folytak: (i) un. infizibilis indítású belső pontos algoritmusok kifejlesztése; (ii) a beágyazási technika 

kidolgozása. 

A második lényeges ok a beágyazási technika léte és eleganciája. A beágyazási technikát közel egyidőben, 

nagyon hasonló formában, közölte két kutatócsoport (Terlakyék illetve Yinyu Ye és társszerzőik) a 90-es évek 

elején. A mi tárgyalásunk Terlakyék megoldásához áll közelebb. A beágyazási technika egy nagyon régi 

eredmény felelevenítésével, a Goldmann-Tucker modellel indul. Első lépésben egy homogenizálást, majd pedig 

egy beágyazást hajt végre. Az eredmény, egy ferdén szimmetrikus, önduális lineáris programozási feladat, 

amelynek létezik induló belső pontja, méghozzá az  és az  azaz a csupa egyesből álló pont és így 

nem csak egy a beágyazott feladat un. -centrumát kapjuk, hanem eléggé kicsi  értékről, a  értékről 

indíthatjuk el az algoritmusunkat. A beágyazás ára, a komplexitás szempontjából, elhanyagolható. Strukturális 

szempontból azt a kérdést, hogy mit is jelentenek a beágyazáskor bevezetett egy pár változó megoldásban 

felvett értékei, pedig a Goldmann-Tucker tétel belsőpontos változata megválaszolja. 

A jegyzetet Utószó zárja. 

1.5. Mit, hol és kiknek tanítottam lineáris programozásból ? 
 

                                                           
4Cornelis Roos, Tamás Terlaky, Jean-Philippe Vial, Theory and algorithms for linear optimization: an interior point approach., John Wiley 
and Sons, 1997. 
5Illés T., Nagy M. és Terlaky T., Belsőpontos módszerek a lineáris optimalizálásban. In: A Iványi (szerk.) Informatikai algoritmusok, 2. 

kötet (pp. 1230-1297.), Budapest, Eötvös Kiadó, 2005. 
6Illés T., J. Peng, C. Roos and Terlaky T., A Strongly Polynomial Rounding Procedure Yielding a Maximally Complementary Solution for 

 Linear Complementarity Problems, SIOPT, 2000. 
7A primál- vagy a duál feladat nem megoldhatóságát a szimplex és a pivot algoritmusok jól kezelik, elindításukhoz a feladatról extra 
információra nincsen szükség. 
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A jegyzet teljes anyagát, az ELTE TTK matematikus és alkalmazott matematikus, 4. és 5. éves hallgatóinak két 

2 órás előadás keretében adtam elő az elmúlt 15 év során, majdnem minden évben. Az előadásaimon 

természetesen felhasználtam azt a több száz előadás fóliát, amelyet az évek során készítettem és amelyek a 

jegyzet első latex változatának tekinthetők. Az ELTE-n, a mesterképzés bevezetése előtt programtervező 

matematikus hallgatóim is voltak, akik az első lineáris programozás kurzusomat vették fel. (Lényegében a 

tananyag felét tanulták: az 1-5. fejezeteket és a jegyzetből kimaradt un teljes lépéses, belső pontos primál-duál 

büntetőfüggvényes Newton módszert.) Előadásaimat időnként olyan doktorandusz hallgatók is látogatták, akik 

egyetemi diploma megszerzése előtt, 4. és 5. éves korukban nem vették fel az óráimat. Az elmúlt 12 tanévben, 

amióta ez az anyag képezi előadásaim nagy részét, a mester szintű lineáris programozás kurzusaimon, közel 200 

hallgatót vizsgáztattam az ELTE-n. Néhány éve, egész pontosan 2010 tavasza óta a BME-n, első éves 

Alkalmazott Matematikus/Matematikus mester képzésben résztvevő hallgatóknak tartok Lineáris programozás 

előadást heti 4 órában (3 előadás, 1 gyakorlat). A jegyzet anyaga képezi az előadásaim anyagának 80-90%-át. A 

BME TTK-n 2012 őszén, rekord mennyiségű hallgatóm volt, több, mint 40-en vették fel a Lineáris Programozás 

tárgyat. (Remélem nem bánták meg.) 

Lineáris programozás előadást az 1990/91-es tanévben tartottam először az ELTE-n. Később az Eastern 

Mediterranean University-n, a Strathclyde University-n, majd pedig a BME-n is tanítottam, jelenleg is tanítok, 

lineáris programozást. Az ELTE TTK-n, egy évfolyam az 1997/98-as ELTE matematikus és alkalmazott 

matematikus kivételével, kizárólag 4. és 5. éves alkalmazott matematikus és matematikus, később mester szakos 

illetve doktorandusz hallgatókat oktattam. A jegyzet anyagának most elkészült változata az elmúlt több, mint 20 

év alatt tisztázódott le, alakult ki. Az utolsó 10-15 évben a tananyag formálói igényeikkel és kritikájukkal 

mindinkább a tehetséges alkalmazott matematikus, matematikus hallgatóim, doktoranduszaim lettek. Számos 

lineáris optimalizálási témában vezettem szakdolgozatot. Legsikeresebb doktoranduszaimmal Csizmadia Zsolt, 

Eisenberg-Nagy Marianna, Nagy Adrienn vagy a fiatalabbak közül Molnár-Szipai Richárd, Egri Attila a lineáris 

optimalizálás témakörében közösen értünk el eredményeket, amelyeknek egyikétmásikát beépítettem a 

tananyagba illetve egy bővített jegyzet anyagába biztosan beépíteném eredeti formájukban vagy lineáris 

programozási feladatra specializáltan. 

1.6. Köszönetnyilvánítás 
 

Kedves kötelességem köszönetet mondani azoknak a tanáraimnak, akik tanulmányaim során tudásukkal, 

emberségükkel és segítőkészségükkel jelentősen hatottak rám, hozzájárultak tanulmányaim sikeréhez, 

munkáról, tehetségről, kitartásról alkotott elképzeléseim kialakulásához, akik sokszor, különösen középiskolás 

időszakomban, segítettek eligazodni a bonyolult világunkban, a kisebbségi lét hétköznapjaiban. 

Köszönetet mondok Tóth Marica általános iskolai matematika tanáromnak, akinek a szakkörén szerzett tudással 

sikerült az első matematika versenyt, amelyen elindultam, megnyernem (1975 tavaszán). Halász József és Szabó 

Magda, matematika óráin, érdekes, de nehéz feladatok sokaságával bombázta osztályunkat. Halász József 

matematika szakkörei a Bolyai-geometria elemei mellett, a Gödel-tétel izgalmas gondolatait is érintették. Halász 

tanár úr kiváló, felkészült matematika tanár volt már az 1978/79-es tanévben is, épp olyan, akire minden 

matematika iránt érdeklődő diák vágyik. 

A jegyzet struktúráján és tartalmán is felfedezhetők Klafszky Emil és Terlaky Tamás hatásai, elképzelései, 

ahogyan az említett doktoranduszaim ötletei, egyszerűsített indoklásai egyaránt. Nehéz lenne pontosan 

megfogalmazni, hogy ennek a jegyzetnek, ki vagy kik is a szerzője/szerzői. A legegyszerűbb feloldása ennek a 

kérdésnek, az, hogy az összes hibáért, pontatlanságért engem terhel a felelősség. Köszönettel tartozom viszont 

sokaknak a jegyzet elkészítéséhez nyújtott közvetlen vagy közvetett segítségükért. 

Nagyon sokat tanultam Terlaky Tamástól és Klafszky Emiltől a lineáris optimalizálás témaköreiből. Köszönöm 

szépen a segítségüket, amelyet a jegyzet anyagának kialakítása során, a közös kutatások alkalmával kaptam. 

Szakdolgozókkal és doktoranduszokkal azért szeretek foglalkozni, mert ezekben az együttműködésekben 

kétirányú az információ csere, sikeres együttműködés során kölcsönös a hatás. Köszönettel tartozom számos 

szakdolgozómnak és közülük is leginkább azoknak, akik doktoranduszaimmá váltak és évekig dolgozhattunk 

együtt, akik kutatását a kezdeti időszakban segítettem kibontakozni, akikkel évekig dolgoztam együtt és ma is 

örömmel tölt el, amikor velük dolgozhatok. Köszönet Arif A. Akkelesnek, Csizmadia Zsoltnak, E.-Nagy 

Mariannának, Nagy Adriennek, Molnár-Szipai Richárdnak és Lovics Gábornak. A velük elért eredmények egy 

része, közvetlenül hatottak a jegyzet kialakulására illetve beillesztettem a jegyzet szövegébe. 
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Köszönettel tartozom két tanítványomnak, Tardos Zsófiának és Györgyi Péternek, akik az előadás fóliáimat, 

amelyek a jegyzet szövegéhez képest sokszor igen tömörek voltak, időnként elírásokat vagy hibákat 

tartalmaztak, átfésülték és javítgatták. Hasznos javaslattal éltek a jegyzet struktúrájára nézve, egy-egy részt 

letisztáztak, más részeket kritikai megjegyzésekkel illettek. Igyekeztem a megjegyzéseiket és kritikájukat 

megfogadni, a jegyzetbe beépíteni. 

Őszintén el kell mondanom, hogy nem minden tanácsukat fogadtam meg, de minden alkalommal komolyan 

elgondolkodtam észrevételeiken. Időnként több éves tapasztalataimra építve, máskor az idő rövidsége miatt nem 

dolgoztam át részeket, nem valósítottam meg a javaslataikat. Nagyon hasznosak voltak a konzultációink és 

kifejezetten fontosak voltak azok a beszélgetések, amelyeket már nem terhelt a vizsga légköre, és így 

szabadabban és egyben kritikusabban is fejtették ki a véleményüket a tananyagról, a jegyzet témaköreiről. 

A jegyzetet, most, biztosan nem írtam volna még meg, ha Fried Katalin kolléganőm, a TÁMOP-4.1.2.A/1-11/1-

2011-0025 hivatkozási számú, Interdiszciplináris és komplex megközelítésű digitális tananyagfejlesztés a 

természettudományi képzési terület mesterszakjaihoz című pályázat benyújtásakor nem győzött volna meg arról, 

hogy az előadás fóliákon, amúgy is meglévő anyagból" lineáris optimalizálás jegyzetet készítsek 

mesterképzésben résztvevők számára. Kati a pályázat vezetésbe 2012 nyarán tért vissza, sok munkával újra 

élesztette a pályázatot, és munkára sarkalta a pályázat szerzőit.8 Fried Katalinnak, őszintén köszönöm a pályázat 

lebonyolításában nyújtott segítségét, munkáját és velünk a szerzőkkel szemben tanusított türelmét. 

Egy ilyen léptékű pályázat elképzelhetetlen profi adminisztrátori segítség nélkül, amelyet Gecse Mónikától, 

mindannyian megkaptunk. Segítségét nagyon szépen köszönjük. 

Tóth László munkája, számomra, és a pályázat szerzőinek a többsége számára azt hiszem, nélkülözhetetlen volt. 

Latex anyagainkat, a pályázatot kiíró elvárásai miatt docbookXML formátumban kellett transzformálnia. Ha 

nekem kellett volna ezt a transzformálást elvégezni, sohasem vállaltam volna el a jegyzet megírását. Tóth László 

nélkülözhetetlen segítségét nagyon szépen köszönjük. 

A jegyzet írás nehéz és háládatlan feladatához mérhető a lektori munka is. A jegyzetemnek két lektora volt. E.-

Nagy Marianna, volt tanítványom, aki részleteiben követve igyekezett segíteni a munkámat. Precízen bejelölve, 

a javítandó, szépítendő részeket. Igyekeztem a javításokat elvégezni, de azt hiszem, kihasználom a jegyzet 

elektronikus voltának az előnyeit, és a bennmaradó hibák javításával időről-időre foglalkozom majd. E.-Nagy 

Marianna segítségét és kitartó munkáját őszintén köszönöm. 

Maros István, volt tanárom a hivatalos szakmai lektora a jegyzetemnek, amely nagy megtiszteltetés a számomra. 

Maros professzor úr maga is két könyv szerzője.9 Szakmai véleménye, észrevételei és megjegyzései mindig is 

fontosak voltak a számomra. Maros professzor úrnak, a jegyzetem lektorálásával eltöltött idejét és munkáját, 

hasznos tanácsait nagyon szépen köszönöm. 

Természetesen, hozzá kell tennem, hogy a jegyzetben megmaradó pontatlanságok és hibák kizárólag a szerző 

munkáját minősítik. Ahogyan észlelem ezeket, vagy felhívják a figyelmemet ilyenekre, folyamatosan javítani 

fogom a jegyzetemet és a pontosított változatokat a honlapomon is nyilvánosságra hozom. 

Végül őszinte köszönetemet fejezem ki szüleimnek, akik gyermekkorom és középiskolás időszakom boldog 

korszakában, egy olyan társadalomban, amelyben kisebbségiként, kellett helytálnunk, biztosították a család 

védőburkát, nekem és bátyámnak. Az elmúlt egy-két évtizedben, leginkább Anikóra, a feleségemre és 

gyermekeimre hárult az a feladat, hogy türelemmel viseljék el időnként a jelenlétemet, máskor a hiányomat. A 

munkával töltött napok, éjszakák, hetek és hónapok alatt, sokszor talán kisebb mértékben vettem ki részemet a 

családi munkamegosztásból, mint az egy (átlagos) családban elvárható lenne. Türelmükért, szeretetükért jár a 

köszönet. 

Budapest, 2012. október - 2013. március 

2. 1 Lineáris algebra: rövid összefoglaló 

 

                                                           
8Nekem erre külön szükségem volt, mert egy-egy érdekes konzultációra való felkészülés, egy-egy érdekes cikk elolvasására fordított idő, 

mind értékesebbnek tűnt, mint a jegyzet írásának sziszi-fuszi munkája. 
9A Computational Techniques of the Simplex Method című Kluwer kiadónál 2003-ban megjelent könyve, nem csak a szimplex, de általában 

a lineáris programozás pivot algoritmusaival kapcsolatos számítási technikákat összefoglaló, legteljesebb mű az operációkutatás 

szakirodalmában. Sajnálattal jegyzem meg, hogy hasonló, a belső pontos algoritmusok számítási technikáinak a tárházát összefoglaló mű, 
még nem létezik. 
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A lineáris algebra a matematikának az a területe, amely a következő két alapvető matematikai objektum, a 

lineáris egyenletrendszerek és vektorok, vizsgálatából született. 

A lineáris egyenletrendszerek első ismert alkalmazása, földterület nagyságának a meghatározásáról szól, és az 

ókori babiloni matematika szövegekben található meg. A lineáris algebra történetéről számos érdekesség ismert. 

A négyzetes lineáris egyenletrendszerek megoldására szolgáló első eljárást, A matematikai művészet kilenc 

fejezete című kínai könyvből ismerjük, amely feltehetően egy időszámításunk előtt 2000 évvel kidolgozott 

módszert ír le. Az eljárás kidolgozásának az alapja a mátrix fogalom, ahogyan a kínaiak nevezték, fang-cseng 

bevezetése volt. A fang-cseng négyzetes táblázatra utal, amelyben a négyzetes lineáris egyenletrendszer 

együtthatóit rendezték el. 

Ebben a fejezetben, összefoglaljuk a lineáris algebra alapvető fogalmait és állításait, amelyek ismerete 

szükséges lineáris egyenletrendszerek, lineáris egyenlőtlenségrendszerek és lineáris programozási feladatok 

tárgyalásához. Tárgyalásmódunk követi Klafszky Emil és Terlaky Tamás által kidolgozott, a pivotálás 

műveletén alapuló, konstruktív felépítést. 

2.1. 1.1 Vektorterek 
 

A szakirodalomban szokásos módon vezessük be a vektortér fogalmát. 

1.1. Definíció Az összeadással és skalárral való szorzással ellátott  nem üres halmaz vektorteret (más szóval 

lineáris teret)alkot a  számtest felett, ha bármely  és  esetén a következő feltételek 

mindegyike teljesül: 

 

 

 

létezik ún. nullelem, , amelyre 

 

minden  elemnek létezik ellentett eleme , amelyre 

 

teljesül. Továbbá 

 

 

 

 

ha  a test egységeleme, akkor 

 

Természetes módon megadható a vektortér alterének a fogalma. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_algebra
http://en.wikipedia.org/wiki/System_of_linear_equations
http://en.wikipedia.org/wiki/Vector_space
http://hu.wikipedia.org/wiki/Lineáris_algebra
http://en.wikipedia.org/wiki/The_Nine_Chapters_on_the_Mathematical_Art
http://en.wikipedia.org/wiki/The_Nine_Chapters_on_the_Mathematical_Art
http://dx.doi.org/10.1016/0024-3795(91)90356-2
http://dx.doi.org/10.1016/0024-3795(91)90356-2
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1.2. Definíció Egy  nem üres részhalmazt az  lineáris tér alterének nevezzük, ha az  maga is eleget 

tesz a lineáris térrel szemben támasztott követelményeknek. 

Az előző két definíció felhasználásával könnyen igazolható a következő állítás. 

1.3. Állítás Legyen  lineáris tér a  számtest felett. Az  nem üres részhalmaza pontosan akkor altere 

az  lineáris térnek, ha bármely  és  esetén  és  teljesül. 

A vektortér definíciójában megfogalmazott tulajdonságok (összeadás és skalárral való szorzás zártsága; az 

összeadás asszociativitása) segítségével, a vektorok összege kiterjeszthető több, mint két tagra. Ezt felhasználva, 

bevezethetjük a végesen sok vektor által generált altér fogalmát. 

1.4. Definíció Legyen  vektortér és  altér és  tetszőleges vektorok. A 

 

halmazt, amely az  vektorok által generált altérnek nevezzük, és -val 

jelöljük. 

Az előző definícióban szereplő  vektorokat, generáló vektoroknak nevezzük. 

Az előző definícióban meghatározott  vektorokat az  vektorok lineáris kombinációjának 

nevezzük. 

Egyszerűen igazolható, hogy a végesen generált altér, lineáris altere a generáló vektorokat tartalmazó 

vektortérnek. 

1.5. Állítás A  lineáris altér. 

Az előző állítást kicsit másképpen is megfogalmazhatjuk: egy vektortérből tetszőlegesen kiválasztott véges sok 

vektor, lineáris kombinációinak a halmaza, az eredeti vektortérnek egy alterét határozza meg. 

A vektortérrel kapcsolatos alapvető fogalmak bevezetése után, három feladatot fogalmazunk meg a korábbi 

definíciók illusztrálására. 

1.6. Feladat Legyen . Tekintsük az  folytonos függvényeknek az  halmazát. Az 

 függvények összegét értelmezzük az alábbi módon: 

 

teljesül, bármely  esetén. Függvény és valós szám szorzata pedig legyen 

 

bármely  és tetszőleges  esetén. Bizonyí tsa be, hogy az  halmaz vektorteret alkot az 

összeadásra és szorzásra nézve. 

Legyen  az  vektortér, két adott altere. A két altér összegét az alábbi módon értelmezhetjük 

 

Ezek után igazolhatók a következő feladat állításai. 

1.7. Feladat Legyen  vektortér és az  alterei. Bizonyí tsa be, hogy 

•  altér; 

•  altér és 
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•  altér. 

A lineáris egyenletrendszerek, lineáris egyenlőtlenségrendszerek és lineáris programozás tárgyalása során olyan 

vektortereket, altereket használunk, amelyek esetén a  test, a valós számok, , alkotta test. A vektortér 

elemei, vektorai pedig a valós szám m-esek lesznek. A valós szám m-esek halmazát  jelöli. Könnyen 

belátható, hogy a valós szám m-esek halmaza, ha a , azaz a valós szám test, akkor teljesíti a vektortér 

definíciójában szereplő összes feltételt. 

A következő feladatban, a valós szám m-esek által meghatározott vektortér végesen generált altereire vonatkozó 

tulajdonságokat kell igazolni. 

1.8. Feladat Legyen  vektorrendszer. Bizonyí tsa be, hogy 

• , ahol , és 

• , ahol  

2.2. 1.2 Skaláris szorzat 
 

Szükségünk lesz a vektorok közötti szorzás skaláris szorzás műveletére. A skaláris szorzás, egy olyan leképezés, 

amelyik tetszőleges vektor párhoz egy skalárt rendel és rendelkezik néhány tulajdonsággal 

1.9. Definíció 

Legyen adott egy  vektortér a  számtest felett. Tekintsük a 

 

leképezést, amely az  elempárjaihoz egy számot rendel. A  leképezést skaláris szorzásnak nevezzük, 

ha teljesí ti az alábbi feltételeket: 

 

ahol  tetszőleges elemei a vektortérnek,  és  a vektortér nulleleme. 

Gyakran fogjuk használni az  vektortér, elemeinek a skaláris szorzatát, amelyet az előző általános 

definíciónál egyszerűbben értelmezünk. 

1.10. Definíció Legyen . Az  és  vektorok (valós szám m-esek) skaláris szorzatát a következő 

módon definiáljuk: 

 

A következő állítás igazolja, hogy az  vektortér, esetén definiált leképezésre jogosan használjuk a skaláris 

szorzás elnevezést. 

Az állítás bizonyításában, az 1.9. definícióban elvárt feltételek teljesülését kell kimutatni. 

1.11. Állítás Az  téren a (15) képlettel adott leképezés valóban skaláris szorzás. 
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A Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlőtlenség alkalmazására többször kerül majd sor a lineáris programozás 

belsőpontos módszereinek az elemzése során. 

1.12. Tétel (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlőtlenség.) Legyen adott az  vektortér az  számtest 

felett, és két tetszőleges  vektor, akkor 

 

és egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha , valamely  esetén. 

Bizonyítás. A negyedik tulajdonság alapján 

 

és egyenlőség akkor és csakis akkor teljesül, ha . Átalakítások után 

 

teljesül bármely  számra. Az előző egyenlőtlenségből következik, hogy a -ban másodfokú kifejezés 

diszkriminánsa nem pozití v, azaz 

 

. [QED] 

Az 1.6. feladatban bevezettünk egy érdekes vektorteret, az adott, zárt intervallumon folytonos, valósértékű 

függvények halmazáról mutattuk meg, hogy a feladatban értelmezett összeadásra és a valós számokkal való 

szorzásra nézve, vektorteret alkotnak. 

Az alábbi feladattal azt szeretnénk illusztrálni, hogy a skaláris szorzás fogalma számos helyen például az 1.6. 

feladatban megadott vektortéren fordulhat elő. 

1.13. Feladat Legyen adott az  intervallumon definiált folytonos függvények  halmaza. Az  

függvényeknek a valós számok halmazára történő leképezését értelmezzük az alábbi módon: 

 

Bizonyí tsa be, hogy a (17) képlettel értelmezett leképezés skaláris szorzat az  halmazon definiált vektortéren. 

A skaláris szorzatról szóló rövid összefoglalónkat, a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlőtlenség megfelelő, 

az adott, zárt intervallumon folytonos, valósértékű függvények vektorterén, az előző feladatban értelmezett 

skaláris szorzatára vonatkozóan fogalmazzuk meg. 

1.14. Feladat Legyenek , ahol az  halmazt az előző feladatban definiáltuk. 

• Bizonyí tsa be a következő egyenlőtlenséget 

 

• Írja fel annak a szükséges és elégséges feltételét, hogy a (18) egyenlőtlenség egyenlőséggel teljesüljön. 

2.3. 1.3 Vektornorma, távolság 
 

A valós szám m-esek vektorterén,  és  esetén, már középiskolában értelmeztük a vektor hosszát, 

intenzitását. A vektorok hosszához hasonló fogalmat vezetünk be most általános esetre. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Schwarz_inequality
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1.15. Definíció Legyen adott egy  vektortér a  skalárok teste felett. A  leképezést (vektor) 

normának nevezzük, ha rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal: 

 

és egyenlőség akkor és csak akkor áll fenn az utolsó egyenlőtlenségben, ha  valamely  számra. 

Az általános vektornorma definícióját kielégítő speciális leképezést értelmezünk. 

1.16. Definíció Az alábbi normát euklideszi normának nevezzük: 

 

Szükséges igazolnunk, hogy az euklideszi normának elnevezettleképezés valóban teljesít a vektornorma 

tulajdonságait. A bizonyítás egyszerű, az 1.15. Definícióban elvárt tulajdonságok teljesülését kell leellenőrizni. 

1.17. Állítás Az euklideszi normára teljesülnek a vektornormákra vonatkozó feltételek. 

Az 1.16. Definíció és az 1.17. Állítás alapján, az euklideszi normával ellátott vektortereket Euklideszi tereknek 

nevezzük. 

Ezek után értelmezhetjük a vektorok közötti távolságot. 

1.18. Definíció Legyen adott egy  vektortér a skalárok  teste felett. Egy 

 

leképezést távolságnak (metrikának) nevezünk, ha teljesülnek az alábbi feltételek: 

 

minden  vektorra. 

Távolságot (metrikát), könnyen definiálhatunk norma segítségével. 

1.19. Definíció Az alábbi leképezést norma által generált távolságnak nevezzük 

 

Természetesen igazolnunk kell, hogy a norma segítségével definiált leképezés teljesíti a távolsággal (metrikával) 

szemben támasztott követelményeket. 

1.20. Állítás A norma által generált távolságra teljesülnek az előbbi feltételek. 

Ha egy halmazon adott egy olyan leképezés, amely a halmaz elempárjaihoz számot rendel és teljesí ti a 

metrikától elvárt tulajdonságokat, akkor metrikus térről beszélünk. 

2.4. 1.4 Generáló táblák, pivotálás 
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A jegyzet további részében, a valós számok feletti vektortérre szűkítjük le vizsgálatainkat. Először bevezetjük a 

generáló rendszer fogalmát, majd a pivotálást és ezen keresztül a generáló táblákat. 

1.21. Definíció Egy vektorhalmaz részhalmazát generáló rendszernek nevezzük, ha a vektorhalmaz minden 

eleme előáll mint a generáló rendszer elemeinek lineáris kombinációja. 

Legyenek adottak az  vektorok és jelölje  az indexeik halmazát. Az adott véges 

vektorhalmaz valamely generáló rendszerét megadhatom a generáló rendszerben szereplő  vektorok 

indexhalmazának,  megadásával. 

Ekkor 

 

ahol  az  vektor együtthatója az  vektor előállí tásában. A  együtthatókból készített 

mátrixot (hosszú) generáló táblának nevezzük: 

 

Mivel az  generáló elemek triviálisan is kifejezhetők (előállításukhoz nincsen más generáló elemre szükség 

önmagukon kívül), ezért gyakran csak az alábbi rövid generáló táblát írjuk fel, ahol  (a nem 

generáló vagy másnéven generált vektorok halmaza): 

 

A következő egyszerű példa mutatja, hogy egy generáló rendszerhez tartozó generáló tábla nem feltétlenül 

egyértelmű. Legyenek adottak az  

 és  vektorok. Ekkor a 

 generáló rendszerhez az alábbi két generáló tábla is tartozhat: 

 

A generáló rendszer egy egyszerű tulajdonsága a bővíthetősége. Ezt fogalmazza meg a következő feladat. 

1.22. Feladat Legyen adott az  véges vektorrendszer. Jelölje  a generáló vektorok 

index halmazát és  a generáló rendszerhez nem tartozó vektorokét. Tegyük fel, hogy  
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és legyen  tetszőleges, nem üres részhalmaza a  index halmaznak. Igazolja, hogy a  indexek 

halmazzal meghatározott vektorrendszer is generáló rendszere az  vektoroknak. 

A gneráló rendszer bővíthetőségének egy másik módját írja le az alábbi feladat. 

1.23. Feladat Legyen adott az  véges vektorrendszer. Jelölje  illetve  a generáló 

vektorok két, különböző index halmazát. Bizonyí tsa be, hogyha 

 

akkor létezik olyan  index, hogy  is generáló részrendszerét definiálja az adott 

vektorrendszernek. 

Az előző feladatokban generáló rendszerek konstruálására adtunk eljárásokat. Érdekesebb tulajdonsága a 

generáló rendszereknek az, hogy bizonyos feltételek mellett egymásba transzformálhatók. A következő tétel, azt 

mutatja meg, hogy egy adott generáló rendszerből, milyen feltételek melett és hogyan lehet előállítani egy újabb 

generáló rendszert. 

1.24. Tétel Legyen adott az  véges vektorrendszer, ahol  a valós számok teste feletti 

vektortér. Ha  akkor a  generáló rendszerben lévő  vektort kicserélhetjük a generáló rendszerben 

nem szereplő  vektorral az alábbi módon: 

 

ahol  az új generáló rendszer indexhalmaza és  az előállí tásban szereplő új 

együtthatók. 

Bizonyítás. Kiinduló generáló táblát az alábbi formában adhatjuk meg 

 

A tételben leírtaknak megfelelően, az  vektor távozik a generáló rendszerből és az  vektor pedig bekerül az 

új generáló rendszerbe. A vektorok felcserélése után, az új generáló táblához jutunk: 
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Induljunk ki az  vektor előállí tásából, amelyet a kiinduló generáló táblából olvashatunk ki: 

 

Felhasználva azt a feltételt, hogy , fejezzük ki az  vektort: 

 

A kifejezésben szereplő együtthatók már az új generáló rendszerben megadott együtthatók, azaz 

 

Ezzel beláttuk a 3. és 4. összefüggéseket. 

Az  vektor felírásából kiindulva hasonlóan igazolható az 1. és 2. összefüggés is. [QED] 

Az előző tételben megfogalmazott számítási eljárást az  generáló vektor és az  generált vektor 

kicserélésnek vagy a  pozíción való pivotálásnak nevezzük. A  elemet pivot elemnek, míg az  indexszel 

jelölt sort pivot sornak, az  indexszel jelölt oszlopot pedig pivot oszlopnak nevezzük. 

A pivotálási tételt, valós vektorterek esetére fogalmaztuk meg és igazoltuk. A bizonyítás során semmilyen 

speciális, a valós számokra jellemző tulajdonságot nem használtunk ki, tehát az állítás tetszőleges testek feletti 

vektorterekre is megfogalmazható és a test illetve a vektortér axiómákat felhasználva igazolható. 

A pivotálás során elvégzett aritmetikai műveletek számát, nagyságrendjét határozzuk meg a következő 

lemmában. 

1.25. Lemma Legyen adott az  véges vektorrendszer, ahol  a valós számok teste 

feletti vektortér. Legyen adott a  (rövid) pivot tábla, ahol  és . 

Ekkor egy pivotálás elvégzéséhez legfeljebb  összeadást és legfeljebb 

 szorzást kell elvégezni. 

Bizonyítás. Az 1.24. Tétel négy képletéből csak az elsőben szerepel összeadás. Tehát a rövid pivot tábla 

elemeinek kiszámítása esetén, legfeljebb egy összeadásra kerül sor azon együtthatók kiszámításakor, amelyek 

nem szerepelnek sem a pivot sorban, sem a pivot oszlopban. Ilyen elemből összesen  

van, tehát legfeljebb ennyi összeadás lehetséges a pivotálás végrehajtása során. 

A rövid tábla, pivot sorában és pivot oszlopában összesen 
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elem van, amelyekhez egy osztás tartozik. Azoknak az elemeknek a kiszámítása során, amelyek nem a pivot 

sorban vagy pivot oszlopban vannak két szorzást kell elvégeznünk. Így a szorzások száma legfeljebb 

 

lehet. (A megadott érték, azért felső korlát, mert a rövid táblában szereplő nulla értékű elemek csökkentik a 

szükséges szorzások számát.) [QED] 

A következő feladatban megfogalmazott kérdések segítségével leellenőrizheti, hogy jól értette-e meg a 

bevezetett alapvető fogalmakat és eltudja-e végezni a pivotálást az 1.24. Tétel felhasználásával. 

1.26. Feladat Legyenek adottak az 

 

 

vektorok. 

• Vizsgálja meg, hogy az adott rövid pivot táblák közül melyik az  vektorrendszerhez 

tartozó pivot tábla. 

• Hány helyen pivotálhatunk a  táblán ? 

• Adja meg a  (illetve a ) rövid pivot tábla felhasználásával a  és  (illetve a  és ) pivot 

elemek értékét. 

• Végezze el a pivotálást a  táblán a  elemen. 

 

2.5. 1.5 Lineáris függetlenség, bázis 
 

Az előző részben bevezettük egy adott véges vektorrendszer genráló részrendszerét. A generáló rendszernek, 

néhány jó tulajdonsága mellett, van egy kifejezetten rossz is, az, hogy adott generáló rendszer esetén, az is 

előfordulhat, hogy a generált vektorok előállítása nem egyértelmű. 

A lineáris függetlenség és a bázis fogalmának bevezetésével, már olyan generáló rendszereket kereshetünk, 

amelyek lineárisan független vektorokból állnak és így bázist alkotnak. A lineárisan függetlenség illetve a bázis 

fogalma, a további fejezetekben rendszeresen használt, fontos fogalmak. 
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1.27. Definíció A legalább két elemből álló  vektorrendszert lineárisan függetlennek nevezzük, 

ha nem létezik olyan  vektor, amely előáll a többi (azaz az ) vektor lineáris 

kombinációjaként. 

Jelölje  az egységvektorokat, amelyeket úgy készítünk el, hogy a valós szám m-esek, 

indexszel jelölt helyére -es kerül, míg a többi  helyre, . Könnyen belátható, hogy az így konstruált 

 darab vektor (valós szám m-es), lineárisan független lesz. 

Egy  vektorrendszert lineárisan összefüggőnek mondunk, ha nem teljesí ti az előző definí ciót. 

Ha az előző gondolatmenetben szereplő  egységvektorokat, kiegészítjük, egy tetszőleges 

valós szám m-essel, , akkor az így előálló  véges vektorrendszer (  elemű, 

valós szám m-es), már lineárisan összefüggő lesz, hiszen 

 

ahol  a valós szám m-es első, második, ... m. pozícióján álló valós szám. 

A következő két lemma az 1.27. Definíció, egyszerű, következménye. 

1.28. Lemma A legalább két elemből álló  vektorrendszer akkor és csakis akkor lineárisan 

független, ha valamely  vektort előállí t lineáris kombinációként, akkor azt egyértelműen állí tja elő. 

A következő lemma állításának a tagadását szokták a lineáris összefüggőség fogalmának a meghatározására 

használni. 

1.29. Lemma Az  vektorrendszer pontosan akkor lineárisan független, ha a 

 

előállí tásból következik, hogy bármely  esetén  teljesül. 

Egy  vektorrendszer lineáris függetlenségét pivotálás segítségével a következő 

módon tesztelhetjük: egészítsük ki az  egységvektorokkal, és válasszuk az így keletkező 

 elemű vektorrendszer , generáló rendszerének az egységvektorokat, azaz  lesz. 

 

Az  vektorokat egyesével próbáljuk kicserélni a generáló rendszerben található  egységvektorokkal. A 

későbbiekben be látjuk, hogy ha sikerül minden  vektort kicserélni valamely  egységvektorral, akkor a 

kezdeti vektorrendszerünk, , lineárisan független vektorokból áll. Ha nem sikerült, akkor az alábbi rövid pivot 

táblához jutunk, 

http://en.wikipedia.org/wiki/Linearly_independent
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ahol  és  jelöli a  véges vektorrendszernek a táblán jelölt generáló 

részrendszerét. A rövid pivot tábla  összes olyan pozícióján, amely esetén  és  nulla áll, ami 

pontosan azt jelenti, hogy egyetlen egy  vektor sem cserélhető ki valamely  vektorral. 

Sőt az is látható, hogy tetszőleges  vektor esetén 

 

A második egyenlőség pontosan, azért igaz, mert  teljesül, bármely  és  esetén. 

Tehát, ha az  vektorok  vektorokkal történő kicserélés folyamatában az előző típusú tábla előfordul, akkor 

az  vektorrendszer lineárisan összefüggő vektorokból áll. 

Előfordulhat az az eset is, hogy az összes  vektort kicseréltük valamely  vektorral, azaz a  

elemű vektorrendszer aktuális generáló rendszerének minden eleme a  vektorrendszer elemei közül kerül ki. 

Ekkor két eset lehetséges:  vagy . A második esetben létezik olyan  vektor, amelyik előáll 

a többi vektor lineáris kombinációjaként, tehát a  vektorrendszer, vektorai lineárisan összefüggők. 

Ha , akkor az összes  vektor bekerült a generáló vektorok közé. Az egységvektorokból álló generáló 

rendszere a  vektorrendszernek lineáris független vektorokból állt. Tehát, annak az igazolása marad 

hátra, hogy a pivotálás során előálló generáló rendszer vektorai a kicserélések után is lineáris független 

vektorokból állnak. 

Most vizsgáljuk meg az előbbiekben vázolt eljárás műveletigényét. Nyilvánvaló, hogy legfeljebb  

pivotálásra lesz szükség. Korábban láttuk, hogy egy pivotálás műveletigénye . Összegezve, az előző 

eljárás művelet igénye . 

Ezzel beláttuk a következő lemmát. 

1.30. Lemma Egy adott  vektorrendszer lineáris függetlenségének a tesztelése legfeljebb 

 lépésben elvégezhető és az algoritmus művelet igénye 

 

A leírt számolási eljárást a következő algoritmusban foglaljuk össze. 
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Az algoritmus alapötlete, az hogy cseréljünk ki annyi  vektort, a generáló rendszerben szereplő 

valamely  vektorral, amennyit csak lehet, visszatérő eleme lesz több később tárgyalásra kerülő, állítás, 

konstruktív bizonyításnak illetve különböző algoritmusoknak. 

A lineáris függetlenség tesztelését mutatjuk be az alábbi példában, felhasználva a pivotálási tételt. Az eljárást a 

teljes pivot táblán mutatjuk be. 

1.31. Példa Döntsük el, hogy az adott  mátrix oszlop vektorai lineárisan függetlenek-e vagy sem, ahol 

 

Készí tsük el az  és az  vektorokból álló teljes pivot táblát. (Alkalmazzuk az 1.24. 

Tételt a számítások elvégzésekor.) 

 

Most legyen  és . Kicserélhetjük az  és  

vektorokat, a  elemen keresztül. 
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Ekkor a  és  lesz. Egy lehetséges pivot pozí ció, amely megfelel 

algoritmus szabályának a . 

 

A pivotálással nyert új táblán  és . Egy újabb lehetséges pivot pozí ció a 

. 

 

Végül  és . De  és , ezért az  vektorok 

lineárisan összefüggők, és í gy 

 

adódik. 

A teljes pivot táblán történő számolásnak az a legfontosabb (és talán egyetlen) előnye, hogy nem szükséges az 

1.24. Tételben szereplő transzformációs képletekre emlékezni, hanem elegendő azt megérteni, hogy mit 

reprezentál a teljes pivot tábla és egy generáló illetve generált elem kicserélés milyen számításokat igényel. 

Mivel a pivotálás műveletének a megértése alapvetően fontos lineáris egyenletrendszerek, lineáris 

egyenlőtlenségrendszerek és lineáris programozási feladatokat megoldó algoritmusok megértése és alkalmazása 

során, ezért az előző példa első lépését kielemezzük részletesebben is. Ennek érdekében tekintsük újra az előző 

példa, első teljes pivot tábláját. 

 

A generáló rendszer elemei pontosan olyan sorrendben vannak felsorolva, amilyen indexű egységvektorral 

reprezentáltuk azokat. Ennek következtében kezdetben a generáló vektorok felsorolása megegyezik az 

egységvektorok felsorolásával. A vektorok kicserélése során ez a tulajdonság megmarad, azaz a például a 

második generáló vektort, mindég a második egységvektorral reprezentáljuk, de megjegyezzük azt, hogy melyik 

 vektor szerepel másodikként a generáló rendszerben. Ebben az esetben, a  értékek jelölik majd 

az  vektor lineáris kombinációként való előállításában, a második generáló vektor, , együtthatóját. 
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(Hasonlóan, ha , akkor ez lesz a második generáló vektor, , együtthatója, az  egységvektor 

előállításában, a jelenlegi generáló rendszert használva.) 

Az algoritmusunk az első oszlopban reprezentált  vektort szeretné kicserélni valamelyik generáló rendszerben 

szereplő  egységvektorral. Ennek az a feltétele, hogy  teljesüljön. A lehetséges pivot pozíciók közül 

az elsőt (legkisebb sor indexűt) választjuk. Tehát az  és  vektorok cseréjét szeretnénk elvégezni, a  

pivot pozíció felhasználásával. A kicserélés végén, az  a generáló rendszer másodikként reprezentált eleme 

lesz, azaz az  vektor oszlopában a második egységvektor kerül. Ehhez a következő számításokat kell 

elvégeznünk: 

• a pivot pozíción szereplő elemet -re kell transzformálni, 

• a többi pozíción lévő, nem nulla elemeket, nulla értékűvé kell transzformálni. 

Ezeket a transzformációkat, természetesen, ki kell terjeszteni a teljes pivot tábla, megfelelő sorára (soraira). Az 

elimináció során használt tarnszformációkat e\-le\-mi sor transzformációknak nevezzük. (Ezeket a 

transzformációkat, mátrixos formában is megadhatjuk. Az elemi sor transzformációkhoz tartozó mátrixokat, 

elemi mátrixoknak nevezzük. Segítségükkel, a pivotálás műveletét, elemi mátrixokkal való mátrixszorzások 

sorozataként is megadhatjuk a teljes pivot táblán.) 

Mivel a , ezért a pivot sor transzformálására nincsen szükség. 

Figyelembe véve, hogy  és  és az új generáló rendszerben ezek helyén nulla kell, hogy álljon a 

következő elemi sor transzformációkat kell végrehajtanunk: 

• a második sort megszorozzuk -vel és hozzáadjuk a harmadik sorhoz, 

• a második sort megszorozzuk -gyel és hozzáadjuk az ötödik sorhoz. 

Ezek elvégzése után jutunk ahhoz az 1.31. Példa második teljes pivot táblájához, amelyben a generáló rendszer 

elemei rendre . 

A lineáris algebra alapvető tétele, a Steinitz-féle kicserélési lemmaként ismerté vált állítás, amelyet a pivotálás 

segítségével igazolunk. 

1.32. Tétel (Steinitz-tétel, 1913.) Legyen  vektorrendszer, és jelölje  egy tetszőleges 

lineárisan független, mí g  egy tetszőleges generáló rendszerének az indexhalmazát. Ekkor 

 

teljesül. 

Bizonyítás. Feltehetjük, hogy  (ugyanis, ha a , de  lenne, akkor a 

 természetesen a  index halmazhoz tartozó vektoroknak is a generáló rendszerét alkotja). A 

vektorrendszert reprezentáljuk a rövid generáló táblájával. 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Elementary_row_operations
http://en.wikipedia.org/wiki/Steinitz_exchange_lemma
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A fenti tábla az  vektorok előállí tását mutatja az  generáló vektorokkal. 

Pivotáljunk a  helyen, ha  és  Ismételjük addig amíg lehet, jelöle  az 

ekkor kapott generáló rendszer indexhalmazát: 

 

Ha  és  akkor a  hiszen az eljárás leállt. Elvileg, ekkor két eset lehetséges: 

 vagy . Ha 

 

akkor készen vagyunk, mert az összes -beli vektor benne van a generáló rendszerben, vagyis . 

Bebizonyítjuk, hogy a második eset  nem lehetséges. 

Ismét eset szétválasztást alkalmazunk, hiszen újra két esetet kell megvizsgálnunk:  vagy 

. Az első esetben  és , így a következő rövid pivot táblához 

jutunk 

 

azaz  miatt a zérusvektor eleme lenne a független vektorok rendszerének, ami ellenmondást ad. 

 és  összefüggéseket felhasználva azt kapjuk, hogy a  indexekhez 

tartozó vektorokat a  indexekhez tartozókkal állí tottuk elő, ami ellentmond a  indexhalmazhoz 

tartozó vektorok függetlenségének. [QED] 

Miután megteremtettük, egy adott véges vektorrendszer, lineárisan független és generáló rendszereinek az 

elemszáma közötti kapcsolatot a Steinitz-tétel igazolásával, készen állunk a bázis fogalmának a bevezetésére. 

1.33. Definíció Legyenek  tetszőleges vektorok és  index 

halmazuk, valamint . Az  vektorrendszert, az  vektorrendszer 

bázisának nevezzük, ha lineárisan független és generáló rendszere az  vektorrendszernek. 

A Steinitz-tételből következik az alábbi tétel a bázisok elemszámára. 

1.34. Következmény (Bázis tétel.) Legyen adott  véges vektorrendszer és jelölje a 

vektorok indexeinek a halmazát . Ha  két tetszőleges bázisának az indexhalmaza, akkor 

 

A bázis előnye a generáló rendszerrel szemben az, hogy a bázis segítségével a nem bázis vektorok előállítása 

egyértelmű. Ez a bázis vektorok lineáris függetlensége miatt van így. 

Mivel a bázisok elemszáma azonos, bevezethetjük a véges vektorrendszer rangját. 

1.35. Definíció Egy vektorrendszer rangja egyenlő egy tetszőleges bázisának elemszámával. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Basis_(linear_algebra)
http://en.wikipedia.org/wiki/Rank_(linear_algebra)
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Legyen adott  véges vektorrendszer és jelölje a vektorok indexeinek a halmazát . 

Ekkor az adott véges vektorrendszer rangját  jelöli. 

A generáló rendszerek, lineárisan függetlenség, bázis és rang fogalmak tárgyalását két érdekes, a véges 

vektorrendszerek lineáris függetlenségével és rangával kapcsolatos feladattal zárjuk le. 

1.36. Feladat Legyen  lineárisan független vektorok két, különböző index halmaza. Bizonyí tsa 

be, hogyha 

 

akkor létezik olyan  index, hogy  is lineárisan független részrendszerét definiálja az 

adott vektorrendszernek. 

1.37. Feladat Legyen adott az  vektorrendszer és az indexhalmazát jelölje . 

Tetszőleges  és  esetén 

 

sőt 

 

egyenlőtlenség is fennáll. 

2.6. 1.6 Vektor rendszerek rangja 
 

Az előző részben tárgyalt fontos fogalmakat (generáló remdszer, lineáris függetlenség, bázis és rang) 

kiterjeszthetjük nem véges elemszámú vektorrendszerekre is. 

Az egyik lehetséges módja a kiterjesztésnek, a bennünket érdeklő esetben, a  vektortér esetén, a végesen 

generált lineáris vektorterek fogalmán keresztül történhet meg. Tekintettel arra, hogy nem célunk a lineáris 

algebra felépítése, hanem csak a számunkra fontos fogalmak és eredmények, minél rövidebb összefoglalása, 

ezért a felépítés részleteit nem dolgozzuk ki. Az érdeklődő olvasó figyelmét felhívjuk a Tankönyvtárban 

elérhető Wettl Ferenc, Lineáris algebra című könyvére. 

Megmutatjuk, hogy ha a generáló rendszernek egy bázist választunk, akkor pivotálásokkal át tudunk térni egy 

tetszőleges másik bázisra. 

1.38. Lemma Legyen adott az  vektorrendszer és az indexhalmazát jelölje . A 

 az  vektorok két különböző bázis index halmaza. Ekkor a  

bázisról egy pivotálással áttérhetünk, olyan  bázisra, amelyre 

 

teljesül. 

Bizonyítás. Adjuk meg a véges vektorrendszer rövid pivot tábláját, a  bázisa segítségével. 

Ha találunk egy  elemet, ahol  és , akkor ezen az elemen pivotálva egy új 

bázishoz jutunk: . Erre a bázisra  adódik. 

Indirekt tegyük fel, hogy bármely  és  esetén . 

http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/browsep.jsp
http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/pdf/14.pdf
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Ekkor két eset lehetséges:  vagy . 

Az első esetben, mivel  akkor, , ami ellentmondás, mert a  bázisnak 

nem lehet eleme a nullvektor. 

A második esetben,  és a táblán látható állapot áll fenn, akkor bármely  vektor, 

kifejezhető, az  vektorok lineáris kombinációjaként, ami ellentmond  függetlenségének. 

[QED] 

Az előző lemma ismételt alkalmazásával látható, hogy a bázisok pivotálásokkal egymásba transzformálhatók. 

Ennek számos hasznos következménye lesz. 

Az  tér, tetszőleges, véges vektorrendszere által generált lineáris altér, a véges vektorrendszer bármelyik 

bázisának segítségével, egyértelműen megadható. 

1.39. Definíció Az olyan generáló táblát, amelyben a generáló rendszer egy bázis, bázis táblának nevezzük. 

1.40. Példa Tekintsük az  vektorrendszert, amelyet a  (rövid) bázis 

táblával adtunk meg. El szeretnénk jutni a  bázissal adott rövid pivot táblához. Ezt elérhetjük a 

következőképpen. 

 

A pivot táblákon vastagon szedett számmal jelöltük a pivot elemet, amelyek rendre , ahol a  

elemek esetén  és . 

A bázis táblák egymásba pivotálását időnként kényelmesebb lehet hosszú táblán elképzelni. Egy hosszú táblán 

az, hogy egy elem a bázisban van, onnan látszik, hogy a neki megfelelő oszlopban egy egységvektor található. 

Így, ha  vektort be szeretnénk cserélni a bázisban lévő  helyére, akkor elemi sor transzformációkkal el kell 

érnünk, hogy az  oszlopában azt az egységvektort kapjuk meg, amelyik eddig  oszlopában állt. 

A következő lemma igazolását az olvasóra bízzuk. 

1.41. Lemma Legyen a  az  vektorok két különböző bázisindex halmaza és 

 tetszőleges, akkor 

 

ahol a  és  vektorokat az alábbi ábra mutatja 
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ahol  és . 

A lineáris algebra egy közismert és fontos tétele a mátrix rang tétel. Mielőtt kimondanánk és bizonyítanánk a 

tételt, nézzük meg egy konkrét példán a jelentését. 

1.42. Példa Legyen  az  mátrix oszlop vektorai, és jelölje  az 

 mátrix sor vektorait. Először írjuk fel a mátrix oszlopvektoraiból képzett vektorrendszerhez tartozó teljes 

pivot táblát, ami azt jelenti, hogy az egységvektorokat hozzáadjuk a vektorrendszerhez. Az eljárás a szokásos: 

cseréljünk ki annyi  vektort  vektorral, amennyit csak lehet. Az alábbi, induló bázis táblából pivotálással 

állítjuk elő az oszlop vektorokból készített vektorrendszer bázisát. 

 

Az első bázis táblán az  és  vektorok cseréjénél nem volt szükség elemi sor transzformációkra, mert az  

vektor az 1. egységvektor. Ezen a táblán, egy másik pivotálásra is sor kerülhetett, az  és az  vektorok 

cseréjére. A pivot pozíció a  és a pivotálás végrehajtása, egy elemi sor transzformációval elvégezhető (a 2. 

sor kell kivonni az 1. sorból). A második bázistáblán az  és az  vektorok cseréje a  pivot pozíció 

segítségével, és egy elemi sor transzformáció alkalmazásával végrehajtható. 

Legyen  és hasonlóan definiáljuk az  és  vektorokat is a harmadik bázistábla 

sorainak a segítségével. Ekkor 

 

Másfelől,  vektorok az  vektor rendszer bázisát alkotják, tehát 

 

Ezzel beláttuk, hogy az adott  mátrix oszlop illetve sor vektoraiból alkotott vektorrendszerek rangja 

egyenlő. 

Tetszőleges  mátrix esetén, két véges vektorrendszert, az  oszlop vektorokból álló  

elemű, illetve az  sor vektorokból álló  elemű vektorrendszert tudjuk kiolvasni. A mátrix rang 

tételt, az előző példa általánosításával a következő módon fogalmazhatjuk meg: a sor illetve oszlop vektorokból 

álló vektorrendszerek rangja egyenlő. 

1.43. Tétel (Mátrix rang tétel.) Tetszőleges 
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mátrix esetén 

 

azaz a mátrix sor rangja megegyezik a mátrix oszloprangjával. 

Bizonyítás. Az  mátrixot, az  vektorokból álló vektorrendszer (rövid) pivot 

táblájának tekinthetjük, amikor az egység vektorok alkotják a vektorrendszer bázisát. 

Alkalmazzuk a szokásos eljárásunkat, azaz cseréljünk ki annyi bázisbeli  vektort, bázison kívüli  vektorral, 

amennyit csak lehet. Amikor az eljárásunk leáll, az alábbi teljes pivot táblához jutunk. 

 

Az ábrán látható tábla mutatja, hogy az  mátrix, sor vektoraiból , készített véges 

vektorrendszer bázisa  elemszámú (ennyi lineárisan független vektor van közöttük) és egy lehetséges 

bázisát, a  vektorok reprezentálják. Felhasználjuk az előző, 1.41. Lemmát, amely szerint az 

 és  véges vektorrendszerek ugyanazt az alteret generálják. Az altér 

dimenziója, megegyezik a bázis vektorok elemszámával, és így a sor vektorokból alkotott véges vektorrendszer 

bázisának az elemszámával is, ami nem más, mint a sor vektorokból álló véges vektorendszer rangja, tehát 

 

Másfelől, az  mátrix, oszlop vektoraiból , készített véges vektorrendszerről, az előállított 

teljes pivot tábla mutatja, hogy a bázisának elemszáma , hiszen  vektorok 

segítségével az  mátrix összes oszlop vektorai előállíthatók. Összegezve, 

 

. [QED] 

Részrendszerek rangjának meghatározása. Tekintsük az  vektorrendszert és az 

indexhalmazát a  halmazt. Legyen  annak a vektorrendszernek az indexhalmaza, amelynek a rangját 

meg akarjuk határozni. Legyen a  a vektorrendszer egy ismert bázisának az indexhalmaza, és 

. Jelölje  és . Nyilván . 

Írjuk fel a  indexhalmazhoz tartalmazó bázis táblát: 

 

A szokásos módon, cseréljünk ki minél több vektort, azokon a  pozíciókon keresztül, amelyek esetén 

 és . Ezzel az eljárással maximalizálni szeretnénk az  bázis vektorok számát. 
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Amikor az eljárásunk leáll, akkor az aktuális bázis táblán vagy  részmátrix minden eleme 

zérus, vagy . Mindkét esetben 

 

A vektorrendszerek bázisával és rangjával kapcsolatos részt zárjuk két feladat kitűzésével. A második 

feladatban bevezetjük a co-bázis fogalmát, és ehhez tartozó két állítást mondunk ki. 

1.44. Feladat Legyen a  az  vektorok két különböző bázis indexhalmaza. 

Bizonyí tsa be, hogy legfeljebb  pivotálással egymásba transzformálhatók a bázisok. 

1.45. Feladat Legyen adott az  vektorrendszert és az indexhalmaza a  halmaz. 

Valamely  bázis esetén az  vektorrendszert, az  vektorok egy 

cobázisának nevezzük. Tegyük fel, hogy  és  két cobázisa az adott vektorrendszernek, ekkor 

• bármely  esetén létezik  úgy, hogy  cobázis, és 

• bármely  esetén létezik  úgy, hogy  cobázis. 

2.7. 1.7 Merőlegesség 
 

A merőlegesség (ortogonalitás), a matematikában általában, illetve a vektorok merőlegessége az Euklideszi 

terekben, a lineáris algebra fontos és sokat használt fogalma. A mi tárgyalásmódunkban is központi szerepet fog 

játszani az ortogonalitási tétel, amelyet véges vektorrendszerekkel kapcsolatban mondunk ki. Az ortogonalitási 

tétel, hatékony eszköze lesz, tételek bizonyításának illetve algoritmusok végességének igazolásakor. A 

kompozíciós tulajdonsággal kiegészítve, nagyméretű lineáris programozási feladatok szimplex módszerrel, 

általában pivot algoritmussal, való megoldásban, iterációnként, akár többször is, használják. A módosított 

szimplex módszer megfogalmazása és működése az ortogonalitási tételre és kompozíciós lemmára épül. 

1.46. Definíció Az  vektorokokat merőlegesnek (ortogonálisnak), nevezzük, ha a skaláris szorzatuk 

nulla, azaz 

 

Legyen adott  vektorrendszer, és egy hozzátartozó bázistábla. Jelölje  a véges 

vektorrendszer indexhalmazát. Minden bázisbeli  vektorhoz definiálunk egy  vektort (a 

teljes bázis tábla megfelelő sorának a segítségével), amelynek . eleme legyen . 

Hasonlóan, minden nem bázisbeli  vektorhoz definiálunk egy  vektort (a teljes bázis tábla 

megfelelő oszlopának a segítségével), a következő módon: a  vektor . eleme, ahol  legyen 

 

ahol  a bázis vektorok index halmaza és . 

A teljesség igénye miatt, megadjuk a  vektor formális definícióját is, a  

vektorokéhoz hasonlóan 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Ortogonal
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Figyelni kell arra, hogy például  nem feltétlenül a bázistábla második sorának harmadik eleme, hanem az  

együtthatója az  előállításában. A következő példán szemléltetjük az előbb definiált vektorokat. 

1.47. Példa Tekintsük az  vektor rendszernek az alábbi bázis tábláját. 

 

A fent definiált vektorok a következők lesznek: 

 

Megfigyelhetjük, hogy  teljesül, bármely  és  esetén. 

Az előző példa által illusztrált jelenséget általánosítja az ortogonalitási tétel, Klafszky és Terlaky által bevezetett 

változata. 

1.48. Tétel (Ortogonalitási tétel.) Tetszőleges  vektorrendszerhez tartozó  és  bázisokra 

igaz a következő összefüggés 

 

ahol  és  indexhalmazok a  illetve  bázisokhoz tartoznak. 

Bizonyítás. Először megmutatjuk, hogy egy táblán belül igaz az állí tás, vagyis a  bázishoz tartozó pivot 

tábla esetén 

 

Ugyanis a két vektor a következőképpen néz ki: 

 

azaz  Ebből adódik, hogy a  merőleges a  bázis tábla sorterére, de mivel 

a bázisok egymásba transzformálhatók, (1.38. Lemma miatt), ezért a  bázishoz tartozó pivot tábla sor 

vektorai, a  bázis tábla sorvektorainak a lineáris kombinációjaként állíthatók elő. Ennek köszönhetően, a  

vektorok merőlegesek a  vektorokra. [QED] 

Végül következzen az ortogonalitási tétel hasznos következménye, a kompozíciós lemma. 
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1.49. Következmény (Kompozíciós lemma.) Legyenek adottak az  vektorok 

és jelölje  az  vektorok illetve  az egységvektorok indexhalmazát. Legyen  tetszőleges bázis 

index halmaza, ahol , és . Legyen  a második bázis táblán látható sor vektor: 

 

Ekkor 

 

Bizonyítás. Alkalmazzuk az ortogonalitási tételt (1.48. Tétel), az első bázis tábla  nem bázis vektorára és 

a második bázis tábla  bázis vektorára. Tekintsük ezek struktúráját 

 

ekkor . [QED] 

3. 2 Lineáris egyenletrendszerek 

 

Ebben a fejezetben több változós lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságával, általános és bázis 

megoldásával, a megoldáshalmaz struktúrájával, a megoldás módszerével (Gauss-Jordan elimináció) és a bázis 

megoldások méretével foglalkozunk. 

A lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságának tárgyalásakor a szokásostól eltérő módon egy alternatíva tétel 

megfogalmazására kerül sor. A tételt először a véges vektorrendszerek körében, bázis táblák struktúrális 

tulajdonságaléppen fogalmazzuk meg. Klafszky és Terlaky javaslatára Farkas-Minty lemmának nevezzük el, 

utalva arra, hogy Farkas Gyula illetve George J. Minty matematikusok ma már egyszerűnek tekintett alternatíva 

tételeket dolgoztak ki. Farkas Gyula (1894) lineáris egyenlőtlenségekre illetve George J. Minty (1957) irányított 

gráfokon megfogalmazott alternatíva tételt közölt.10 A Farkas-Minty lemmának, a lineáris 

egyenlőtlenségrendszerek megoldhatóságának a tárgyalásánál, lesz egy un. előjeles változata. Valójában ez a 

lemma lesz a Farkas illetve a Minty lemmák közös általánosítása.11 

Ebben a fejezetben tárgyalt Farkas-Minty lemmából vezetjük le a RouchéKroneckerCapellilemmának nevezett 

alternatíva tételt, amely a lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságáról szól. 

3.1. 2.1 Lineáris egyenletrendszerek megoldhatósága 

                                                           
10Klafszky Emil Hálózati folyamok című könyvének a 20. oldalán mondja ki és bizonyítja be a Minty-féle alternatíva tételt. 
11Persze ehhez, egy kicsit bele kellene bonyolódnunk az irányított matroidok és azokkal kapcsolatos optimalizálási feladatok világába. 

http://hu.wikipedia.org/wiki/Farkas_Gyula_(matematikus)
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Farkas.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Rouche.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Rouche.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Capelli.html
http://www.math.bme.hu/~hujter/klafszky.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Oriented_matroid


 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 28  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

 

Bevezetjük a lineáris egyenletrendszer és a lineáris egyenletrendszer megoldhatóságának a fogalmát. 

2.1. Definíció Legyen adott az  mátrix és a  vektor. Az 

 

egyenletet -változós,  egyenletből álló lineáris egyenletrendszernek (vagy röviden lineáris 

egyenletrendszernek) nevezzük. Az  vektort, a lineáris egyenletrendszer, ismeretlen (vagy változó) vektorának 

hívjuk. 

Azt mondjuk, hogy a (1) lineáris egyenletrendszer megoldható, ha létezik  vektor, amelyre 

 

teljesül, ahol az  az  mátrix  oszlop vektora. Az  vektort, a lineáris egyenletrendszer 

megoldásának nevezzük. 

Amennyiben,  teljesül, akkor homogén lineáris egyenletrendszerről beszélünk. A homogén lineáris 

egyenletrendszernek mindég van megoldása, mert az  nyilvánvalóan megoldása az egyenletrendszernek. 

A következő módon megfogalmazhatjuk a (1) lineáris egyenletrendszer megoldás halmazát 

 

Megmutatható, hogy a lineáris egyenletrendszer megoldás halmaza, eltolt altér (vagy másnéven affin altér). 

2.2. Feladat Igazoljuk, hogy bármely  mátrix esetén a 

 

lineáris alteret alkot. 

Az  megoldhatóságát az alábbi módon jellemezhetjük, a klasszikus 

RouchéKroneckerCapellilemmával, felhasználva a generált altér illetve a véges vektorrendszerek (mátrixok) 

rangjának a fogalmát. 

2.3. Feladat Legyen  és . Az alábbi állí tások ekvivalensek: 

• az  megoldható; 

•  ahol  az  mátrix  oszlop vektora; 

• . 

Capelli munkáiban, a 2.3. Feladat (iii) tulajdonságát nem teljesítő lineáris egyenletrendszereket, inkonzisztens 

(nem megoldható) lineáris egyenletrendszereknek nevezte el. Ezt a gondolatmenetet követve jutunk el annak a 

kérdésnek a vizsgálatához, hogy milyen további információt nyerhetünk az inkonzisztens lineáris 

egyenletrendszerek vizsgálatával. 

Mielőtt a 2.3. Feladat (i) és (iii) tulajdonságának az ekvivalenciáját, a konzisztens és inkonzisztens (megoldható 

és nem megoldható) lineáris egyenletrendszerek egységes tárgyalásának érdekében átfogalmazzuk, egy 

alternatíva tétellé, tegyünk egy kis kitérőt a véges vektorrendszerek világába és fogalmazzunk meg azokra egy 

alternatíva tételt. 

2.4. Lemma (FarkasMinty tipusú lemma.) Legyenek  adott vektorok és 

 az  tér egységvektoraiból álló bázisa. Jelölje  az  és  az  vektorok index 

halmazát. Az alábbi két (rövid) bázis tábla közül pontosan az egyik fordulhat elő: 

http://en.wikipedia.org/wiki/Affine_space
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ahol  és  két különböző bázis az  vektorrendszernek és a 

 illetve a  a  és  bázisokhoz tartozó megfelelő index halmazok. A nem 

bázis vektorok index halmazát rendre  és  jelöli. 

Bizonyítás. Először azt kell igazolnunk, hogy a két bázis tábla egyszerre nem fordulhat elő. Ennek igazolásához 

az 1.48. Tételt (ortogonalitási tételt) használjuk fel. Mindkét bázis táblából, a kitüntetett szerepű  vektor 

oszlopából (nem bázis vektor) illetve sorából (bázis vektor) kiindulva határozzuk meg a  és  vektorokat. 

Az ortogonalitási tétel szerint a két vektor merőleges egymásra. A  és  vektorokat az alábbi ábrákkal 

illusztráljuk 

 

Három lényeges dolgot kell észrevennünk a bázis táblák struktúrájának értelmezésekor illetve a  és  

vektorok meghatározásakor: 

• A  vektor esetén,  teljesül, bármely  indexre. Ha  akkor az első bázis tábla 

struktúrája miatt igaz, hogy . Míg, amikor  akkor a  vektor definíciója miatt lesz a . 

• A  vektor esetén,  teljesül, bármely  indexre. Ha  akkor a második bázis tábla 

struktúrája miatt igaz, hogy . Míg, amikor  akkor a  vektor definíciója miatt lesz a 

. 

• A  és , a  és  vektorok meghatározása miatt igaz. 
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Ekkor a 

 

de ez ellentmond az ortogonalitási tételnek, tehát egyetlen egy  véges 

vektorrendszer esetén sem fordulhat elő mindkét bázistábla. 

Két tábla közül az egyik fennáll: alkalmazzuk a szokásos eljárásunkat, azaz cseréljünk ki  (bázis) vektort  

vektorral ameddig lehet 

 

Amikor a kicserélési eljárásunk leáll, akkor két eset lehetséges:  vagy . Az első esetben 

nyilván a lemmában szereplő első bázistáblához jutottunk. (A  vektor előállításához nem szükséges az  

egységvektorok közül egy sem. Ezt úgy is megfogalmazhatnánk, hogy .) 

Ha  akkor is két eset lehetséges: 

• Bármely  esetén . Ekkor az első bázis táblához jutunk. 

• Létezik  úgy, hogy . Ekkor a  pozíción pivotálva a  vektor bekerül a bázisba és a 

második bázis táblához jutunk. 

Értelemszerűen, ha  és a 2. eset fordul elő, akkor  vektor nem állítható elő az  

vektorok segítségével. (Ezt az esetet kizárhatjuk a tárgyalásunkból, ha feltesszük, hogy .) 

Ezzel beláttuk, hogy a két tábla közül pontosan az egyik fordulhat elő. [QED] 

Ennyi előkészítés után, készen állunk, hogy megadjuk egy inkonzisztens (nem megoldható)  lineáris 

egyenletrendszer, konzisztens (megoldható) párját, amelyet ugyanazon az adatoknak a felhasználásával 

készítünk el. 

2.5. Lemma (Rouché-Kronecker-Capelli lemma.) Legyen adott az  mátrix és a  vektor. Az 

alábbi két lineáris egyenletrendszer közül pontosan az egyik oldható meg: 

 

Bizonyítás. A kettő egyszerre nem állhat fenn (indirekt bizonyítás): tegyük fel, hogy létezik  vektor, 

amelyik megoldja az  lineáris egyenletrendszert és létezik  vektor, amelyik megoldja az  

lineáris egyenletrendszert. Induljunk ki az  lineáris egyenletrendszerből, és annak minden egyenletét 

szorozzuk meg, a megfelelő  értékkel és végül összegezzük az egyenleteket, ekkor az  

egyenlethez jutunk. A mátrix szorzás asszociativitását felhasználva a jobboldali kifejezést megbelelően 

csoportosítva és az  rendszer feltételeit kihasználva a következőt kapjuk 
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Az ellentmondás mutatja, hogy az  és  lineáris egyenletrendszereknek egyszerre nem lehet 

megoldásuk. 

Alkalmazzuk a Farkas-Minty tipusú lemmát, 2.4. Lemma, az  mátrix oszlop vektoraira és a  vektorra. Ha az 

első bázis táblát kapjuk, akkor abból kiolvasható az  lineáris egyenletrendszer  megoldása, a következő 

formában 

 

Ha a második bázis táblát kapjuk, akkor azt célszerű kiegészíteni a teljes bázis táblává 

 

A teljes bázis táblából kiolvasható az  lineáris egyenletrendszer  megoldása. Legyen 

 

A kompozíciós lemmával, 1.49. Következmény, megmutatható, hogy az  megoldja az  lineáris 

egyenletrendszert. (Kiolvasható az előző teljes tábla -vel indexelt sorából.) [QED] 

Eddig inkább a lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságával foglalkoztunk, annak ellenére, hogy egy 

egyszerű eljárást a lineáris egyenletrendszerek megoldására, lényegében, vázoltunk a Farkas-Minty típusú 

lemma (2.4. Lemma) bizonyításában. Ha azt a gondolatmenetet pontosítjuk egy algoritmussá, akkor a Gauss-

Jordan eliminációs módszer egy változatát kapjuk. Mielőtt ezt az algoritmust bemutatnánk és egy példán 

illusztrálnánk, először újabb rövid kitérőt kell tennünk lineáris algbera területére. 

3.2. 2.2 Gauss-Jordan eliminációs módszer 
 

Először foglalkozzunk olyan lineáris egyenletrendszerek megoldásával, ahol az egyenletek száma megegyezik a 

változók számával, azaz legyen  adott mátrix és  tetszőleges vektor. Ha az  mátrix 

oszlop vektorairól feltesszük, hogy lineárisan függetlenek akkor könnyen megmutatható, hogy az  vektortér 

egy bázisát alkotják. Mivel egy -es mátrixnál lényeges, hogy az oszlop vektorai lineáris függetlenek 

vagy sem, célszerű bevezetni a következő fogalmakat. 

2.6. Definíció Legyen az  mátrix. 

• Az  mátrixot szingulárisnak nevezzük, ha az oszlop vektorai lineárisan összefüggnek. A nem szinguláris 

 mátrixot, regulárisnak nevezzük. 

• Az  mátrixot invertálhatónak nevezzük, ha létezik egy  mátrix, amelyre 

http://en.wikipedia.org/wiki/Gauss-Jordan_elimination
http://en.wikipedia.org/wiki/Gauss-Jordan_elimination


 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 32  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

 

teljesül, ahol az  egység mátrix. A  mátrixot az  mátrix inverzének nevezzük. 

• 0.22,0.22,0.86determinánsán a 

 

számot értjük, ahol  az  elemek permutációinak a halmazát jelöli,  egy adott permutáció 

és  a  permutáció inverzióinak a száma. 

Az egység mátrix diagonális elemei -esek, a többi eleme nulla. Oszlop vektorai pedig megegyeznek az  tér 

összes egység vektorával, azaz  vektorokkal. 

A permutáció és inverzió fogalmak ismeretét feltételezzük. Ugyanúgy, ahogyan a szinguláris- és reguláris 

mátrixok, az inverz mátrix és a determináns fogalmának ismeretét is. Ezeket a fogalmakat, azért vezettük be, 

mert az un. négyzetes lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságánál és megoldás módszerénél, előkerülnek és 

a továbbiakban használni fogjuk. 

2.7. Feladat Legyen . A következő állí tások ekvivalensek: 

• Az  mátrix reguláris. 

• Az  mátrix invertálható. 

• . 

• Az  lineáris egyenletrendszer, bármely  vektor esetén, megoldható. 

Reguláris  mátrix, inverz mátrixát,  jelöljük. Az előző feladat (iv) pontjában kimondott 

megoldhatóságnál többet tudunk, elvileg, könnyen kiszámolhatjuk a megoldást, azaz . (Az elvileg 

szót úgy értettük, hogy az inverz mátrix kiszámítása, numerikusan érzékeny, számítási eljárás, tehát a 

gyakorlatban, körültekintően kell eljárni.) 

Az  reguláris mátrix inverzét a következő módon is kiszámolhatjuk: Tekintsük az  mátrix oszlop 

vektoraiból  álló véges vektorrendszert és egészítsük ki ezt az  tér egység vektoraival, azaz az 

 vektorokkal. Az így előálló  elemű véges vektorrendszernek írjuk fel a teljes bázis tábláját, 

úgy, hogy kezdetben az egység vektorok legyenek a bázis elemei. Mivel az  mátrix reguláris, így oszlop 

vektorai lineárisan függetlenek, ezért az összes  vektor  pivotálás segítségével bevonható valamely  

helyére a bázisba. Amikor a számítást befejeztük, akkor az  vektorokat megfelelő egység vektorok 

reprezentálják. Ha a bázis tábla első -es részén nem az egység mátrix áll, hanem valamilyen 

permutációja, akkor a sorok megfelelő felcserélésével (elemi sor transzformációkkal), egység mátrixszá 

tarnszformálható. Az így kapott bázis tábla második -es részén ekkor az  mátrix áll. 

Az  mátrix determinánsának a kiszámításával, még annyit se foglalkozunk, mint az inverzének a 

kiszámításával. Ehelyett, feladat formájában megfogalmazunk egy módszert, amellyel a determináns 

kiszámítható illetve ezzel az eljárással kapcsolatos érdekes tulajdonságot, amely felhívja a figyelmet a hibázás 

lehetőségére. 

2.8. Feladat Legyen  mátrix és jelölje  a mátrix  eleméhez tartozó előjeles minort. Igazoljuk 

a következő állí tásokat: 

•  teljesül, bármely  esetén. 

• Legyen  és  rögzí tett indexek, ekkor  

http://hu.wikipedia.org/wiki/Permutáció
http://hu.wikipedia.org/wiki/Invertálható_mátrix
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Bennünket, első sorban, nem a négyzetes lineáris egyenletrendszerek megoldása érdekel, hanem az általános 

eset. Azon belül is a következő 

 

Tegyük fel azt, hogy . Ekkor az  mátrix -es reguláris,  részmátrixát 

bázisnak nevezzük. A (2) lineáris egyenletrendszert a következő alakban írhatjuk fel 

 

ahol az  az  mátrix, nem bázis részmátrixa és  jelöli a nem bázis változók vektorát, míg 

az  a bázsiváltozókét. Ekkor az  megoldást, a lineáris egyenletrendszer bázis 

megoldásának nevezzük. 

A lineáris egyenletrendszer általános megoldását úgy számíthatjuk ki, hogy az  tetszőleges 

vektort, behelyettesítjük a nem bázis változók helyére, majd rendezzük az egyenletet és kifejezzük a bázis 

változók értékét 

 

Az 

 

megoldást a (2) lineáris egyenletrendszer általános megoldásának hívjuk. 

Az  egyenlet adatait az alábbi módon foglalhatjuk (rövid) pivot táblába 

 

A Gauss-Jordan eliminációs módszert a következő módon magyarázhatjuk el: Az általánosság korlátozása 

nélkül feltehető, hogy az  mátrixnak nincsen nulla oszlopa. Tekintsük az  mátrix első oszlopát. Ebben az 

oszlopban található nem nulla elem. Ha az a nem nulla elem, amelyet pivot pozíciónak választottunk ki nem az 

első helyen áll az oszlopában, akkor elemi sor transzformációval, két sor felcserélésvel, az első pozícióra 

hozzuk. Ezután az első pozíción elvégezzük a pivotálást, a teljes bázis táblára nézve. Úgy is elmondhatjuk a 

számítási eljárást, hogy elemi sor transzformációkkal, az első helyen álló elem segítségével, elimináljuk az 

oszlopban található nem nulla elemeket. 

Ez a lépés után, az első sort és első oszlopot, a következő pivot elem kiválasztásakor már nem használjuk. 

Ha a második oszlopban, az első sor elemén kívül, van nem nulla elem, akkor ezek közül választunk pivot 

elemet. A pivot elemet a vizsgált részmátrix bal felső sarkába transzformáljuk (a teljes mátrixra nézve ez a 2. sor 

2. eleme), sorok felcserélésével. Ezután, az eliminációt, a második oszlop segítségével, a teljes pivot táblára 

nézve végezzük el. 

Ha a második oszlopban, az első sor elemén kívül, minden elem nulla, ez az előző eliminációk miatt 

előfordulhat, akkor a második oszlopot is elhagyjuk a vizsgálandó részmátrixból (tehát az első két oszlopot 

kihagyjuk és az első sort is). Az így keletkező részmátrixra megismételjük a pivot elem kiválasztásának az 

eljárását. 

A pivot elem kiválasztását mindaddig folytatjuk, amíg (i) minden egyenlethez rendeltünk pivot pozíciót vagy 

kimutattuk, hogy az egyenlet redundáns; (ii) találtunk egy ellentmondásos egyenletet. 
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Tárgyalásunk teljessé tétele érdekében bemutatjuk a Gauss-Jordan eliminációs algoritmus un. pszeudo-kódját és 

illusztráljuk egy példán is. 

 

Redundánsnak nevezünk egy egyenletet, ha az eliminációs eljárás során, egy aktuális táblán, minden változó 

együtthatója nulla és a jobboldalon is nulla áll. Az ilyen egyenletet vizsgálatunkból kihagyhatjuk, mert a már 

vizsgált egyenletek lineáris kombinációjával előállítható, azaz függ az előzőleg vizsgált egyenletektől. 

Egy egyenletet ellentmondásos egyenletnek nevezünk, ha az eliminációs eljárás során, egy aktuális táblán, 

minden változó együtthatója nulla, de a jobb oldalon nem nulla áll. (Ezt az esetet írja le a 2.4. Lemma második 

táblája és ez fordul elő a 2.5. Lemma bizonyításában, akkor amikor azt mutatjuk meg, hogy a második 

egyenletrendszernek van megoldása.) 

Világosan látszik, hogy a Gauss-Jordan eliminációs algoritmus véges. (Legfeljebb  oszlop vizsgálata történik 

meg, mire  egyenlethez pivot pozíciót rendelünk.) Érdekes, hogy 1965-ben igazolták azt, hogy az algoritmus 

polinomiális komplexitással rendelkezik. Az algoritmus végrehajtása során  pivotálást kell 

végrehajtanunk, és egy pivotálás  aritmetikai műveletből áll. Tehát az algoritmus futásideje: . 

Következzen a példa a Gauss-Jordan eliminációs algoritmus illusztrálására. Ebben a példában azt (is) kérdezzük, 

hogy a Gauss-Jordan eliminációs eljárás azon túl, hogy megoldja a lineáris egyenletrendszert, ha elvárás, hogy a 

változók nem negatívak legyenek akkor automatikusan talál ilyen megoldást vagy sem. 

2.9. Példa Oldjuk meg az alábbi feladatot: 

 

ahol  

Induljunk ki a lineáris egyenletrendszerekhez tartozó (rövid) pivot táblából és alkalmazzuk a Gauss-Jordan 

eliminációs módszert. Az első oszlop első eleme alkalmas lesz pivot elemnek. 
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Az első oszlop harmadik elemét kell eliminálni, elemi sor tarnszformáció segítségével. (Az első sort szorozzuk 

meg -vel és adjuk hozzá a harmadik sorhoz.) Az elimináció végrehajtása után jutunk a következő pivot 

táblához. 

 

Ezen a táblán, az algoritmus a harmadik oszlop, második sorában álló elemet jelöli ki pivot elemnek. A 

harmadik oszlop, harmadik elemét kell eliminálni, elemi sor tarnszformáció segítségével. (A második sort adjuk 

hozzá a harmadik sorhoz.) 

 

Végül elimináljuk az első sor, harmadik elemét, azaz vonjuk ki a második sort az elsőből. Ekkor az alábbi 

táblához jutunk. 

 

Látható, hogy a harmadik egyenlet redundáns, tehát ekhagyható. Ekkor az alábbi bázis táblához jutunk. 

 

Kiolvashatjuk a következő bázis megoldást 

 

3.3. 2.3 Megoldások mérete 
 

Ebben a részben az a célunk, hogy egy  rendszer, tetszőleges, bázis megoldásának méretére felső 

illetve alsó korlátot adjunk. Az eredmény eléréséhez fel kell elevenítenünk néhány lineáris algebrai definíciót és 

tételt. 

2.10. Definíció Legyen  mátrix. Az  mátrixból az  sor és a  oszlop törlésével nyert 

-es mátrixot  jelöli. A  értéket az  elemhez tartozó előjeles 

minorának nevezzük. Legyen 
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az előjeles minorokból elkészí tett mátrix. Az  mátrixot az  mátrix adjungáltjának nevezzük. 

A következő állítást, az eddig átismételt lineáris algebrai fogalmak és állítások felhasználásával lehet igazolni. 

2.11. Feladat Legyen  reguláris mátrix. Igazoljuk a következő állí tást: 

 

Következzen a Cramer-szabály felelevenítése, amely segítségével négyzetes lineáris egyenletrendszert, (  

változó és  egyenlet), tudunk megoldani, abban az esetben, ha a lineáris egyenletrendszer mátrixa reguláris. 

2.12. Tétel(Cramer-szabály.) Legyen  mátrix és  tetszőleges vektor. Ekkor az 

 

lineáris egyenletrendszer megoldható, ha az  mátrix reguláris, és ekkor az 

 

teljesül, bármely  indexre, ahol az  mátrixot úgy nyertük az  mátrixból, hogy 

az  oszlopát, az  vektort, kicseréltük a  vektorral. 

A Cramer-szabály bizonyítását a kedves olvasóra bízzuk. 

2.13. Definíció Legyen ‚  és . Definiáljuk az alábbi módon az  értéket 

 

Ez az érték egy felső korlátot ad az egész együtthatós lineáris egyenletrendszer adatainak a bináris tárolásához 

szükséges számítógépes memória területre. A feladat adatainak a tárolásához szükséges memória területet a 

feladat tárigényének nevezzük és bitekben mérjük. 

Világosan látható, hogy az általunk definiált  felsőkorlát, hiszen egy elem tárolásához szükséges bitek 

számára 

 

értéket adtuk meg. Ha az , akkor ez pontosan  bitet jelent, és láthatjuk, hogy a  függvény 

argumentumában a  szerepe az, hogy kiszámolható legyen a logaritmikus függvény. Ezzel szemben, ha 

, akkor nem volna szükség a  függvény argumentumában a -re. A külső  szerepe, általában 

az, hogy a szám előjelének a tárolásához biztosítson egy bitet. 

Érzékelhetjük, hogy az  meghatározásakor használt adat tárolási modell, a legrosszabb lehetséges esetre 

próbál felkészülni, amikor a lehető legegyszerűbben tároljuk az adatokat, lényegében egymásután felsorolva. 

Annak ellenére, hogy lineáris egyenletrendszerek adatainak tárolására létezik hatékonyabb módszer is, ez 

bennünket nem érdekel, mert céljainknak elméleti számítások elvégzése, az előzőleg meghatározott  tárigény 

felsőkorlát, bőven, megfelel. 
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2.14. Lemma Legyen az  lineáris egyenletrendszer, ahol  mátrix és  vektor. Jelölje 

a  az  mátrixnak egy -as négyzetes részmátrixát, ekkor 

 

Bizonyítás. A deteremináns definí cióját használva 

 

ahol az  a -ad rendű permutációk halmaza, és az  a  permutáció inverzióinak a száma. Az első 

egyenlőtlenség nyilvánvaló (számok abszolut értékének összegére és szorzatára vonatkozó szabályok alapján). 

A második egyenlőtlenség, azért igaz, mert a jobboldalon álló szorzat kifejtésével adódó összeg a baloldalon 

álló összeg minden tagját tartalmazza. A harmadik egyenlőtlenség egy durva felsőbecslés, hiszen egy a  

mátrixot részmátrixként tartalmazó mátrixra írjuk fel a szorzatokat. A negyedik egyenlőtlenség pedig 

nyilvánvaló az  definí ciójából. [QED] 

Az előkészületek után, kimondjuk és igazoljuk a megoldások méretére vonatkozó tételt. 

2.15. TételTegyük fel, hogy . Ekkor az  lineáris egyenletrendszer bármely  

bázisához tartozó  megoldás koordinátaira 

 

teljesül. 

Bizonyítás. A bázis megoldás miatt  és í gy az egyenletrendszer az  alakú lesz. A Cramer-

szabály miatt 

 

ahol  és az  mátrixot az  mátrixból úgy nyertük, hogy az  oszlopát a  vektorral cseréltük ki. 

Ha  akkor 

 

ahol  összefüggést használtuk, ami az  elemeinek az egészértékűségéből adódik. A második 

becslés pedig az előző lemma miatt igaz. A fordított becsléshez hasonlóan jutunk: 

 

. [QED] 

4. 3 Lineáris egyenlőtlenségrendszerek 

 

Könnyen belátható, hogy bármelyik lineáris egyenlőtlenségrendszer, az 
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alakúra hozható, ahol  mátrix és  vektor. Tehát elegendő, az ilyen típusú lineáris 

egyenlőtlenségrendszerek, megoldhatóságának a vizsgálatára koncentrálnunk és elegendő az ilyen típusú 

lineáris egyenlőtlenségrendszerekre kidolgozni megoldási eljárásokat. 

Az  feltételt miatt azt mondjuk, hogy a változók, előjelkötött változók. 

Ehhez mindössze három esetet kell megvizsgálnunk: 

• Valamelyik feltétel egyenlőtlenség. 

• Valamelyik változó előjelkötetlen változó. 

• Valamelyik változó alsó és/vagy felsőkorláttal rendelkezik. 

Először az egyenlőtlenséges feltételeket alakítjuk át egyenlőségekké. Tekintsük a következő egyenlőtlenséget, 

mondjuk az  feltételt 

 

vezessük be az  eltérés változót, amely méri az eltérést jobboldal és a baloldal között. Ekkor az előző 

egyenlőtlenséget az alábbi módon írhatjuk le 

 

Hasonlóan járunk el a nagyobb-egyenlő típusú egyenlőtlenségek esetén is, csak ott az eltérés változót, annak 

érdekében, hogy egyenlőséges feltételt kapjunk, levonjuk a baloldalból. Nyilvánvaló, hogy ilyen módon kezelni 

tudjuk a változókra kirótt alsó és/vagy felső korlátokat is. 

Tegyük fel, hogy az  egy olyan előjelkötetlen változó, amelyik egy vagy több lineáris feltételben szerepel. 

Először az összes egyenlőtlenséget alakítsuk át egyenletté. Tekintsünk egy olyan egyenletet, amelyben  

együtthatója nem nulla. (Ilyen egyenlet nyilván van, mert különben -t nem sorolnánk fel, mint változót.) 

Ebben az esetben az egyenlet a következő alakú lehet, 

 

ahol . Ekkor az  változó kifejezhető az egyenletből a többi változó segítségével a következő módon 

 

Az  kifejezés értéke, az  változók bármilyen helyettesítési értéke mellett elfogadható lesz, 

hiszen nincsen rá előjelkötés. Ha az  változónak további lineáris egyenletekben is van nem nulla 

együtthatója, akkor az  kifejezését behelyettesítjük, és a szükséges számolások elvégzése után olyan lineáris 

egyenleteket kapunk, amelyik nem tartalmazza az  változót. 

Ezt az eljárást megismételve az összes előjelkötetlen változóra, egyesével eliminálhatjuk azokat az 

egyenletrendszerből. Minden egyes előjelkötetlen változóhoz meg kell jegyeznünk egy egyenlőséget, 

amelyiknek a segítségével végül kiszámolhatjuk az értékét. Cserébe, minden egyes előjelkötetlen változó 

eliminálásakor a lineáris egyenletrendszerünkben az egyenletek száma (legalább) eggyel csökken. 

Az eljárás végén, csak előjelkötött változók maradnak az egyenletrendszerünkben, tehát a kívánt alakra hoztuk a 

lineáris egyenlőtlenségrendszerünket. 

Tekintsünk egyetlen lineáris egyenlőtlenséget, ahogyan azt a (2) feltétellel megadtuk. A (2) megoldásainak a 

halmazát affin féltérnek (vagy egyszerűen féltérnek) nevezzük, ha , és az alábbi formában adjuk meg 
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A (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer struktúrája a következő: egy lineáris egyenletrendszer és előjelkötött 

változók. 

Az előjelkötött változók halmazát a következő módon definiáljuk 

 

és pozitív ortánsnak nevezzük. (Pontosabb lenne, ha nem negatív ortánsnak neveznénk.) 

A lineáris egyenletrendszer megoldásairól elmondtuk már, hogy un. affin teret alkotnak és a megoldás halmazt 

tömören a következő módon adhatjuk meg 

 

ahol  mátrix és  vektor. 

Nyilván, ekkor a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldáshalmazát úgy adhatjuk meg, hogy 

 

Mielőtt folytatnánk a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldáshalmaza tulajdonságainak az elemzését, 

elevenítsünk fel néhány egyszerű fogalmat. 

3.1. DefinícióLegyen adott az  véges vektorrendszer. Ekkor a 

 vektort, ahol  teljesül, az  vektorok 

• affin kombinációjának nevezzük, ha az  valós számok; 

• konvex kombinációjának nevezzük, ha az  nemnegatív valós számok. 

Egy  halmazt affin illetve konvex halmaznak nevezzük, ha zárt az affin- illetve konvex kombináció 

képzésére. 

Könnyen megmutatható, hogy elegendő a konvex halmazokat a következő módon definiálni. 

3.2. Definíció A  halmazt, konvex halmaznak nevezzük, ha bármely  és  esetén 

, teljesül. 

Egyszerű érdekes tulajdonságok a következők. 

3.3. Feladat 

• Legyenek  halmazok azok, amelyeket a (2) és a (1) feltételek segítségével 

definiáltunk. Igazolja, hogy a  konvex halmazok. 

• Legyenek  konvex halmazok. Bizonyítsa be, hogy 

 

is konvex halmaz, azaz véges sok konvex halmaz metszete is konvex halmaz. 

Mielőtt a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer,  megoldás halmazának, érdekes, de elemi struktúrális 

tulajdonságait megfogalmazzuk, szükségünk lesz még néhány (geometriai) fogalomra. 

3.4. DefinícióLegyen  halmaz. 

• A  halmazt kúpnak nevezzük, ha bármely  és  esetén . 
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• A  kúpot -csúcsú kúpnak nevezzük, ha nem tartalmaz az origón kí vül egyetlen egy alteret sem. 

• A  halmazt konvex kúpnak ( -csúcsú konvex kúpnak) nevezzük, ha konvex halmaz és kúp ( -csúcsú 

kúp) is egyben. 

Ezek után könnyen igazolható, hogy a nemnegatív ortáns, az  halmaz, -csúcsú konvex kúp. 

Most már készen állunk arra, hogy tisztázzuk az  halmaz struktúrális tulajdonságait. Ehhez már csak egy 

definícióra van szükségünk. 

3.5. Definíció Véges sok (affin) féltér metszetét konvex poliédernek nevezzük. 

Egyszerűen meggondolható, hogy a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer,  megoldás halmaza, előáll, mint 

 féltér metszete, hiszen az  halmaz  darab féltér metszete és az  halmaz úgy is megadható, 

hogy 

 

azaz  darab (zárt) féltér metszeteként. Tehát a a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer,  megoldás halmaza, 

konvex poliéder. 

Ezentúl, a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer, megoldás halmazát  jelöli, utalva arra, hogy poliéderről van 

szó. 

4.1. 3.1 Konvex poliéderek geometriai jellemzése 
 

Beláttuk, hogy a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldás halmaza, konvex poliéder, . Szükségünk lesz a 

hipersík definíciójára. 

3.6. Definíció Legyen  vektor, és a  adott szám. Ekkor a 

 

halmazt hipersíknak nevezzük. 

Egy poliéder csúcsait azzal a tulajdonságukkal tudjuk precízen definiálni, hogy minden csúcshoz található olyan 

a csúcsot tartalmazó hipersík, amely nem vágja ketté a poliédert. 

3.7. Definíció Legyen . Az  a  konvex poliéder csúcsa, ha 

 

Ez a definíció megfelel a szemléletes képnek, ahol az említett hipersík a  lesz. Ekkor a 

 hipersíkot támaszhipersíknak nevezzük. Támaszhipersíknak, általában, lehet 

több közös pontja egy  konvex poliéderrel, a lényeges tulajdonság, az, hogy a támaszhipesík által definiált 

zárt félterek egyikében helyezkedjen el a konvex poliéder. A támaszhipersík a konvex poliédert, valamelyik 

lapjában metszi, de csak a nulla dimenziós lapja (csúcs) esetén igaz, hogy van olyan hipersík, amelyik csak az 

adott csúcsot tartalmazza a konvex poliéderből. 

3.8. Definíció Egy  pontot a  poliéder extremális pontjának nevezzük, ha nem áll elő, 

 pontok konvex kombinációjaként. 

Egy  pont esetén azt mondjuk, hogy az  megoldás használja az  mátrix  oszlop vektorát, a  

vektor előállítása során, ha . 

Az  esetén vezessük be a következő jelöléseket: 

 és . A  azon  oszlop vektorok indexeinek halmaza, amelyeket 

az  megoldás a  vektor előállításakor használ. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Polyhedron
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3.9. Definíció Az  pontot bázis megoldásnak nevezzük, ha az 

 vektorok lineárisan függetlenek. 

A következő tétel kapcsolatot teremt a konvex poliéder csúcsa, extremális pontja és a konvex poliédert definiáló 

(1) lineáris egyenlőtlenségrendszer bázis megoldása között. 

3.10. Tétel Az  pontra az alábbiak állítások ekvivalensek: 

• az  csúcsa a  konvex poliédernek, 

• az  extremális pontja a  konvex poliédernek, 

• az  bázis megoldása a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszernek. 

Bizonyítás. : Mivel  csúcsa a  konvex poliédernek, ezért 

. 

Tegyük fel, hogy  ahol . Ekkor 

, amiből  következik, mert különben az  vagy 

 ellentmondást okozna. 

: Indirekt tegyük fel, hogy az  nem bázis megoldása a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszernek. 

Ekkor 

 

adódik az  definí ciója miatt. Mivel az  nem bázis megoldás, ezért az  vektorok lineárisan 

összefüggnek. Tehát léteznek  nem mind nulla számok, amelyekre 

 

teljesül, bármely  szám esetén. Definiáljuk a  egy új  pontját az alábbi módon 

 

Ekkor a lineáris egyenletek teljesülnek, de az előjelkötés,  biztosításához, olyan  számot kell 

meghatároznunk, amelyre 

 

teljesül. Az  előjele alapján két halmazt definiálhatunk: 

 

Vizsgáljuk meg a (3) egyenlőtlenséget először a , ekkor 

 

adódik az  miatt. Ezeket az összefüggéseket felhasználva definiálhatjuk a 



 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 42  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

 

valós számot. Nyilván  és  csak akkor teljesül, ha . Másfelől, tekintsük a , 

esetet, ekkor 

 

adódik az  miatt. Ezeket az összefüggéseket felhasználva definiálhatjuk a 

 

valós számot. Nyilván  és  csak akkor teljesül, ha . Nyilvánvalóan a  és  számok 

közül legalább az egyik szám nem nulla, hiszen az  számok közül legalább egy nem nulla és így a 

 illetve  index halmazok közül legalább az egyik nem üres. 

Ha  és  egyike sem nulla, akkor legyen , ellenkező esetben pedig legyen  egyenlő, 

a nem nulla értéket felvevő korlát (  vagy ) abszolut értékével. 

Az így kiválasztott  valós szám segítségével előállított  vektorok elemei a  konvex 

poliédernek. Másfelől, könnyen belátható, hogy 

 

ami ellentmond az  extremális pont tulajdonságának, tehát az indirekt feltevésünket el kell vetnünk, azaz  

bázis megoldása a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszernek. 

: Mivel az  bázis megoldása a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszernek, ezért az  

véges vektor rendszer lineárisan független vektorokból áll. Definiáljuk az  vektort a következő módon 

 

ahol  egy megfelelően rögzített nagy szám, és legyen . (Ha racionális együtthatós lenne a 

(1) lineáris egyenlőtlenségrendszer, akkor  alkalmas választás lenne, ahol  a feladat tárigényére 

adott felsőkorlát és  a változók száma.) 

Megmutatjuk, hogy a  hipersík, támaszhipersík az  pontban, ez pedig azt 

jelenti, hogy az  a  konvex poliéder csúcsa. 

Nyilvánvaló, hogy . Először belátjuk, hogy  teljesül, azaz 

 



 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 43  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

Legyen  és tegyük fel, hogy , valamint azt is, hogy , azaz . Ha 

, akkor az  választása miatt  adódik. Tehát szükségképpen  teljesül, bármely 

 esetén, de ekkor a feltevésünk miatt azt kapjuk, hogy 

 

Figyelembe véve, azt, hogy , azaz  és az  véges vektor rendszer 

lineárisan független vektorokból áll, a 

 

lineáris egyenletrendszernek két különböző megoldása volna,  és , ami ellentmond az egyenletben szereplő 

 oszlop vektorok lineáris függetlenségének. Tehát 

 

ami pontosan azt jelenti, hogy a  hipersík a  konvex poliéder támasz hipersíkja az  pontban, vagyis az  

csúcsa a  konvex poliédernek. [QED] 

A bizonyításban az  előjelkötöttség vizsgálatánál, az  előjelétől függően, két 

hányados teszt elvégzésével definiáltuk a  és  valós számokat, lásd (4) illetve (4) kifejezéseket. Az 

előjelkötöttség teljesülését vagy a megörzésének a biztosítását, a továbbiakban is, hányados teszt (variánsainak) 

a segítségével érjük el. 

Annak ellenére, hogy a három fogalom ekvivalens, mégis egy érdekes fontos esetet fogalmaz meg a következő 

definíció. 

3.11. Definíció Ha  és az  vektorok lineárisan függetlenek, akkor 

többféleképpen is kiegészí thetők bázissá. Ekkor több bázis állí tja elő ugyanazt az extremális pontot (csúcsot). 

Ilyen esetben azt mondjuk, hogy az  rendszer degenerált. 

Egy érdekes speciális esethez jutunk, amikor  teljesül. 

3.12. Definíció Egy  alakú rendszert homogén lineáris egyenlőtlenség rendszernek nevezünk. 

Ennek megoldáshalmazát jelölje 

 

Azonnal látható, hogy a homogén lineáris egyenlőtlenség rendszernek, mindég van megoldása, ugyanis az 

 mindég eleme a  halmaznak. 

A homogén lineáris egyenlőtlenség rendszer további fontos strukturális tulajdonságait mondja ki a következő 

állítás, amelynek a bizonyítását az olvasóra bízzuk. 

3.13. Állítás A , poliedrikus, konvex kúp. Ha  és  akkor  teljesül, bármely 

 esetén. 

A konvex poliéderek geometriai tulajdonságainak a bemutatását egy olyan tétel kimondásával és bizonyításával 

folytatjuk, amelyik a konvex poliéder tetszőleges pontjának struktúráját, előállításának a módját fogalmazza 

meg. 

3.14. Tétel Bármely  esetén létezik  bázis 

megoldás,  nemnegatí v valós számok, amelyekre  és  úgy, hogy 
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Bizonyítás. Legyen  adott. Alkalmazzunk indukciót a  alapján: 

Kezdőlépés: ha , akkor . Mivel a nullvektor egyrészt triviálisan bázis megoldás, másrészt 

eleme  halmaznak, ezért adódik  előállítása. (Mellesleg, ebben az esetben  is teljesül.) 

Indukciós lépés: legyen  olyan, hogy . Ha az  vektorok lineárisan 

függetlenek akkor készen vagyunk, mert ekkor  bázis megoldás, azaz az  előállítás megfelelő. 

Ellenkező esetben léteznek  nem mind nulla valós számok, amelyekre 

 

Ekkor bármely  esetén 

 

adódik. Az  számok előjeleitől függően két eset adódhat: 1. az előjelek megegyeznek, 2. az előjelek 

különböznek. 

A 3.10. Tétel bizonyításában definiált  és  halmazok (4), segítségével vizsgálhatjuk meg az előző két 

esetet. Amikor az 1. esetnél vagyunk akkor valamelyik halmaz üres, míg a második esetnél, mindkét halmaz 

nem üres. 

1. Az  valós számok előjelei megegyeznek. Tekintsük azt az esetet, hogy  és nyilván ekkor 

. Ebben az esetben  értéke negatív és valamelyik  esetén 

 

teljesül. Az  előjelkötést igazoltuk a 3.10. Tétel bizonyításában, a hányados teszt felhasználásával. 

Előzőleg igazoltuk, hogy legalább egy olyan  index van, amelyik esetén  lesz, azaz az 

 megoldáshoz tartozó pozitív elemek száma legalább eggyel kisebb, mint az  vektor pozitív elemeinek a 

száma. Az 

 

módon adható meg. Definiálhatjuk az  vektort a következő módon 

 

Ekkor az  definíciója miatt a következő összefüggést kapjuk 

 

adódik. Másfelől, az indukciós feltétel miatt 

 

ahol az  vektorok, bázis megoldások és . Felhasználva a (6) és (7) kifejezéseket, kapjuk, hogy 
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amit igazolni kellett, hiszen  teljesül. 

Hasonlóan lehetne bizonyítani azt az esetet, amikor  és nyilván ekkor  teljesülne, mert ebben 

az esetben az előjelek azonosak. 

2. Az  valós számok előjelei nem egyeznek meg, tehát  és  teljesül. Ekkor a , mert 

 és , mert . Most egy helyett, két olyan vektort  és  tudunk 

definiálni, amelyeknek legalább eggyel kevesebb pozitív eleme van, mint a  megoldásnak. 

Elegendő azt belátni, hogy . (Hasonlóan indokolható a  is.) 

Az előjelkötöttséget kell igazolni, de a konstrukció miatt, ez nyilván igaz a következő két egyszerűbb esetben: 

 és . Amikor , akkor  és mivel , ezért 

, hiszen  miatt az összeg mindkét tagja pozitív. 

Kihasználva a  halmaz konvexitását, megmutatható, hogy 

 

adódik, ahol  és nyilván  teljesül. A (8) egyenlőség, nyilván igaz a  indexekre. 

Tekintsük  indexet, ekkor 

 

adódik és  miatt igaz az állítás. 

Mivel  és mindkét vektornak legalább eggyel kevesebb pozitív eleme van, mint a  

vektornak, ezért ezekre alkalmazható az indukciós feltevés, és így 

 

előállításokat kapjuk, ahol  vektorok, amelyek megengedett bázis megoldások konvex kombinációi 

illetve  vektorok. 

Felhasználva a (8) és (9) kifejezéseket, azt kapjuk, hogy 

 

teljesül, ahol  megengedett bázis megoldások konvex kombinációi és 

 vektorok. Így  egy kívánt előállításához jutottunk. [QED] 

Nem foglalkoztunk eddig a konvex poliéderek korlátosságával. Az előző tétel állításában, egy tetszőleges 

megoldás előállítását adjuk meg, (5). Könnyen belátható, hogy 

 

esetén. Ha az előállításban szereplő  vektor, nem a nulla vektor, akkor belátható, hogy az  

vektornak legalább egy koordinátája végtelenbe tart, amikor . 
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Ez azt mutatja, hogy érdemes megfogalmaznunk a konvex poliéderek korlátosságára kritériumot. Mielőtt ezt 

megtennénk definiáljuk a korlátos, konvex poliédereket. 

3.15. Definíció Legyen . A  halmazt (konvex) politópnak nevezzük, ha végesen sok, 

 vektor konvex burka, azaz 

 

Nyilván, a politóp korlátos, konvex és nemüres halmaz. Másfelől a 

 

egyenlőtlenségrendszer megoldható. 

3.16. Feladat (Caratheodory tétel, 1911.) Legyen tetszőlegesen, véges sok,  

vektor, és legyen . Bármely  vektor esetén, létezik  halmaz, úgy, 

hogy  és  legfeljebb  vektort tartalmaz az  halmazból. 

A 3.14. Tétel bizonyításában, az indukciós lépés elfedi, hogy a (5) kifejezésben szereplő megengedett bázis 

megoldások előállítását, amelyeket az adott megengedett megoldásból kiindulva számolhatunk ki. 

Ennél egy kicsit egyszerűbb feladattal foglalkozunk, azaz tetszőleges megengedett megoldásból előállítunk egy 

olyan megengedett bázis megoldást, amelynek a pozitív elemeinek az index halmaza, részhalmaza az eredetileg 

adott megengedett megoldás pozitív elemei index halmazának. 

 

Az előző algoritmus helyes működését és komplexitását a következő állítás bizonyításában tisztázzuk. 
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3.17. Állítás Legyen adott az  mátrix és a  vektor. Az előző algoritmus egy 

 adott megoldásból kiindulva, legfeljebb  lépésben és 

legfeljebb  aritmetikai művelettel, előállí t egy  bázis megoldást. 

Bizonyítás. Az első while ciklus után a következő pivot táblához jutunk. 

 

A második while ciklusban, sorra megvizsgáljuk annak a lehetőségét, hogy valamely  indexhez 

tartozó változó értékét 1. vagy nullává tegyük, 2. vagy az  változó kerüljön be a bázisba, valamely  változó 

helyére és az  változó értéke az új bázisban legyen nulla. 

A két eset egyikének a bekövetkezése attól függ, hogy a  érték kiszámításakor használt hányados nevezőjében 

a  index megegyezik a  indexszel vagy sem. 

Ha  akkor az első esetet kapjuk és az új megoldásban  lesz. 

Amennyiben  teljesül, akkor a  elemen pivotálunk és 

 

adódik. Megmutatjuk, hogy az új megoldásban  lesz. 

Nyilván  teljesül. Az első while ciklusban legfeljebb  míg a másodikban legfeljebb  

pivotálásra kerül sor. Így összesen legfeljebb  pivotálást hajt végre az algoritmus. Egy pivotálás aritmetikai 

műveletigénye, az 1.25. Lemma alapján, legfeljebb . Ezzel az algoritmus komplexitásával kapcsolatos 

eredményt megkaptuk. 

Végezetül lássuk be, hogy az algoritmus által minden iterációban előállított megoldás, megengedett megoldása 

az adott lineáris egyenlőtlenségrendszernek. 

Az első while ciklusban, az adott  megengedett megoldás nem változik, hiszen ennek a célja egy olyan induló 

bázis előállítása, amelyben minél több  indexű  vektor szerepel. 

A második while ciklusban, az adott  megengedett megoldás, minden iterációban megváltozik, minden 

iterációban, az új megoldás megengedett megoldás lesz és legalább eggyel csökken a pozitív elemeinek a száma. 

Igazoljuk először, hogy az új megoldás 

 

megengedett megoldás lesz, 

 

hiszen az ortogonalitási tétel (1.48. Tétel) alapján  nem bázis indexhez tartozó  merőleges az 

 mátrix  sor vektoraira. (A kezdeti bázis tábla esetén, az  tér egység vektorai voltak a bázis vektorok.) 
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Be kell látnunk azt is, hogy  teljesül. Vizsgáljuk meg egy tetszőleges  index esetén az  előjelét, 

figyelembe véve azt, hogy , tehát 

 

bármely  esetén, amikor . Tehát elegendő, azokra a  indexekre megviszgálni, amikor 

, de pontosan ilyen indexek esetén alkalmaztunk hányados tesztet és határoztuk meg a  értéket. 

Összegezve,  teljesül. 

Végül, meg kell mutatnunk, hogy az új megoldásnak legalább eggyel kevesebb pozitív koordinátája van. 

Ha , akkor , tehát  teljesül, vagyis a koordináták nem változhatnak meg 

az új megoldásban, kivéve, ha , de ez egyben azt is jelenti, hogy az új megoldásnak nem lehet 

több pozitív eleme, mint amennyi a régi megoldásnak volt. 

Ha , akkor 

 

tehát az új megoldásnak legalább eggyel kevesebb pozitív koordinátája lesz. 

Ammenyiben  és , akkor a pivotálás miatt  távozik a bázisból és  belép a 

bázisba. Továbbá 

 

teljesül. Ebben az esetben is azt kaptuk, hogy eggyel kevesebb pozitív eleme van az új megoldásnak. [QED] 

Azzal az implicit feltevéssel éltünk, hogy a  értékét a hányados teszt egyértelműen definiálja. Természetesen 

ez egy komoly megkötés, hiszen előfordulhatnak olyan esetek, amikor a  értékét kettő vagy több hányados is 

meghatározza. Ekkor nyilván az új megoldásban kettő vagy több pozitív elem válik az új megoldásban nullává, 

sőt az új bázisban is lesz olyan  vektor, amelyikhez tartozó változó értéke nullává válik. Ebben az esetben 

módosítani kellene az algoritmust oly módon, hogyha  esetén akkor az  

bázis vektort cseréljük ki, az  bázison kívüli vektorral. Ezt tegyük meg mindaddig, amíg megfelelő pivot 

pozíció van. 

Ez a módosítás nem befolyásolja az előző eredményünket, csak pontosítja az algoritmus működését. 

4.2. 3.2 Farkas-lemma 
 

Ebben a részben a lineáris egyenlőtlenségrendszerek megoldhatóságával foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a 

2.4. és a 2.5. Lemmákat általánosíthatjuk a (1) alakú lineáris egyenlőtlenségrendszerek vizsgálatára. 

A lemma megfogalmazásakor, két új jelölést vezetünk be: a nem negatív valós számokat , míg a nem 

pozitívakat  jelöli a bázis táblákon. Ezzel a jelöléseket később is használjuk, amikor optimalitási- és nem 

megengedettségi kritériumokat, un. majdnem leállási táblákat mutatunk be. 

3.18. Lemma (Előjeles FarkasMinty tipusú lemma.) Legyenek  adott vektorok és 

 az  tér egységvektoraiból álló bázisa. Jelölje  az  és  az  vektorok index 

halmazát. Az alábbi két (rövid) bázis tábla közül pontosan az egyik fordulhat elő: 
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ahol  és  két különböző bázis az  vektorrendszernek és a 

 illetve a  a  és  bázisokhoz tartozó megfelelő index halmazok. A nem 

bázis vektorok index halmazát rendre  és  jelöli. 

Bizonyítás.Az előjeles FarkasMinty tipusú lemma bizonyítása követi a 2.4. Lemmánál alkalmazott 

gondolatmenetet, azaz először az 1.48. Tétel felhasználásával megmutatjuk, hogy a két tábla nem fordulhat elő 

egyszerre, majd pedig megadunk egy algoritmust, amelynek a leállási táblái a lemmában megadott táblák. Az 

algoritmusról nem lesz az sem nyilvánvaló, hogy véges, ezért a végességét igazolnunk kell. 

Mindkét bázis táblából, a kitüntetett szerepű  vektor oszlopából (nem bázis vektor) illetve sorából (bázis 

vektor) kiindulva határozzuk meg a  és  vektorokat. Az ortogonalitási tétel szerint a két vektor merőleges 

egymásra. A  és  vektorokat az alábbi ábrákkal illusztráljuk 

 

Négy lényeges dolgot kell észrevennünk a bázis táblák struktúrájának értelmezésekor illetve a  és  

vektorok meghatározásakor: 

• A  vektor esetén,  teljesül, bármely  indexre. Ha  akkor az első bázis tábla 

struktúrája miatt igaz, hogy . Míg, amikor  akkor a  vektor definíciója miatt lesz a . 

• A  vektor esetén,  teljesül, bármely  indexre. Ha  akkor a második bázis tábla 

struktúrája miatt igaz, hogy . Ha  akkor a  vektor definíciója miatt lesz a . 

• A  vektor esetén, az első bázis tábla struktúráját figyelembe véve,  teljesül, bármely  

indexre. Továbbá,  adódik, amikor . 

• A  és , a  és  vektorok meghatározása miatt igaz. 

Ekkor figyelembe véve az előző megállapításokat 

 

de ez ellentmond az ortogonalitási tételnek, hiszen 
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kifejezést kapjuk, tehát egyetlen egy  véges vektorrendszer esetén sem fordulhat elő 

mindkét bázis tábla. 

Két tábla közül az egyik fennáll: alkalmazzuk a szokásos eljárásunkat, azaz cseréljünk ki  (bázis) vektort  

vektorral ameddig lehet és használjuk fel a 2.4. Lemmát. Ha a lemma második bázis tábláját kapjuk akkor az 

állításunkban megfogalmazott második bázis tábla speciális esetét kapjuk, hiszen a nem negatív elemek  

helyett nulla elemek állnak. Ha viszont a 2.4. Lemma első táblájához jutunk, akkor az alábbi táblát kapjuk 

 

Ha  teljesül bármelyik  esetén, akkor a lemmában megfogalmazott első bázis táblát kapjuk. 

Különben létezik  index, amelyre  adódik. A második esetben az alábbi algoritmust (criss-cross 

algoritmus) alkalmazzuk: 

1. Ha  vektor nincs a bázisban és a  oszlopában a  indexekhez tartozó együtthatók között csupa nem 

negatí v szám van, akkor készen vagyunk: az első táblát kaptuk. 

2. Ha  vektor nincs a bázisban és valamely , akkor egy ilyen  elemen pivotálunk: a  

vektor ekkor bekerül a bázisba, és az  vektor távozik. 

3. Ha a  vektor a bázisban van és a sorában a  oszlopaiban csupa nem pozití v együttható található, akkor 

készen vagyunk: a második táblát kaptuk. 

4. Ha a  vektor a bázisban van és valamely , akkor ezen az elemen pivotálunk: a  vektor 

ekkor távozik a bázisból, és az  vektor bekerül. Visszatérünk az 1. ponthoz. 

Azt kell még belátnunk, hogy a fenti algoritmus véges. A végesség igazolásához az előző koncepcionális 

algoritmust finomítanunk kell, azaz a 2. lépésben legyen 

 

Hasonlóan, a 4. lépésben legyen 

 

Módosításunk lényege: a minimál index szabály alkalmazásával a pivot elem kijelölése a 2. és 4. lépésekben 

egyértelmű. 

A minimál indexes criss-cross algoritmus végességét indirekt módon bizonyítjuk. 

Tegyük fel, hogy ciklizál az algoritmus egy adott vektorrendszer esetén. Az ilyen ciklizálós példák közül 

vegyünk egy minimális méretű példát. A példa minimalitása miatt a ciklus során minden változó belép, majd 

(később) távozik a bázisból. Vizsgáljuk azokat az állapotokat, amikor a legnagyobb indexű  vektor belép a 

bázisba, illetve amikor távozik onnan. Ekkor a következő un. majdnem leállási táblát kapjuk. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Criss-cross_algorithm
http://en.wikipedia.org/wiki/Criss-cross_algorithm
http://en.wikipedia.org/wiki/Bland's_rule
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A 1.48. Tétel (Ortogonalitási tétel) felhasználásával megmutatjuk, hogy a két tábla nem fordulhat elő ugyanarra 

a véges vektorrendszerre. A  és  oszlop illetve sor vektorokat kiolvasva az első illetve a második bázis 

táblából, majd a (10) és a (11) összefüggéseket esetünkre végigszámolva, a  és  elemeket 

kiemelve, a következő összefüggést kapjuk 

 

ami ellentmondás. Ezzel beláttuk, hogy a minimál indexes criss-cross algoritmus nem ciklizálhat, azaz véges 

sok lépésben leáll, mert csupán véges sok lehetséges bázisunk van. A criss-cross algoritmus leállási tábláit, az 

előjeles Farkas-Minty lemma állításában szerepelő első és második bázis táblával adtuk meg az algoritmus 1. és 

3. lépésében. 

Összegezve, tetszőleges  véges vektor rendszer esetén az állításban bemutatott két 

tábla közül pontosan az egyik fordulhat elő, és azt, amelyik előfordul, a minimál indexes criss-cross algoritmus 

bemutatott variánsával, véges sok lépésben előállíthatjuk. [QED] 

Az előjeles Farkas-Minty lemma bizonyításában, a Gauss-Jordán eliminációs módszernél, a változók 

előjelkötésének a teljesítése illetve az alternatív lineáris egyenlőtlenségrendszer egyenlőtlenségeinek a 

kielégítése érdekében, egy körültekintőbben megfogalmazott eliminációs módszert, pivot algoritmust, kellett 

definiálnunk. Ezt az algoritmust, a minimál indexes criss-cross módszert, Klafszky Emil és Terlaky Tamás 

fogalmazták meg és publikálták 1991-ben. 

A következő pszeudo-kód formában összegezzük az algoritmust. 
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A 2.5. Lemma az első, klasszikus, un. alternatíva tétel, amelyet lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságával 

kapcsolatban bizonyítottunk. Az előző lemma igazolása után, készen állunk arra, hogy a Farkas-lemmát 

kimondjuk és kidolgozott eszközeinkkel igazoljuk. Farkas Gyula eredményét 1894-ben publikálta először 

magyar nyelven, majd 1902-ben, az un. Farkas-tétellel együtt, németül is. 

3.19. Lemma (Farkas lemma, 1894, 1902.) Legyen adott az  mátrix és a  vektor. Az alábbi 

két lineáris egyenlőtlenségrendszer közül pontosan az egyik oldható meg: 

 

Bizonyítás. A kettő egyszerre nem oldható meg, mert különben a következő ellentmondásra jutnánk: 

 

Az egyik megoldható: alkalmazzuk az előző állítást (3.18. Lemma), a mátrix oszlop vektoraiból és a  

vektorból álló  véges vektor rendszerre. 

Ha az előjeles farkas-Minty lemma első bázis táblája fordul elő, akkor 

 

adódik, ahol  Ebből az  lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldását a következő módon írhatjuk fel 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Farkas'_lemma
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Amennyiben a második bázis tábla fordul elő, akkor több információra lesz szükségünk, ezért írjuk ki a teljes 

pivot táblát 

 

amely segítségével az  rendszert megoldó  vektort, a következő összefüggéssel adjuk meg 

 

A kompozíciós tulajdonság felhasználásával, 1.49. Következmény alapján, az  megoldja az  lineáris 

egyenlőtlenségrendszert. [QED] 

Mielőtt lezárnánk a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldhatóságának a vizsgálatát, figyelembe véve 

korábbi megjegyzésünket, hogy bármelyik lineáris egyenlőtlenségrendszer ilyen alakra hozható, nézzük meg, 

hogy a Farkas-lemma hogyan alkalmazható, formailag más alakú, lineáris egyenlőtlenségrendszerek 

megoldhatóságának a vizsgálatára. Tekintsünk egy nagyon egyszerű esetet. 

3.20. Következmény Legyen adott az  mátrix és a  vektor. Az alábbi két lineáris 

egyenlőtlenségrendszer közül pontosan az egyik oldható meg: 

 

Bizonyítás. Alkalmazzuk a Farkas-lemmát, de ehhez az  rendszert olyan formára kell hoznunk, amilyen a 

3.19. Lemma  rendszere. A gondot az okozza, hogy a feltételeink nem egyenlőséges feltételek, ezért 

beveztve a  eltérés vektor változót, az állításunk  rendszerét az alábbi formában írhatjuk fel 

 

Ez már majdnem olyan, mint Farkas-lemma  rendszere, csupán az a probléma, hogy az  előjelkötetlen 

változó. Tudjuk, hogy bármely valós szám felírható két nem negatív valós szám különbségeként, így 

 ahol  teljesül. Ezt behelyettesítve az előző kifejezésbe és a szükséges 

átalakításokat elvégezve kapjuk, hogy 

 

és az új változók segítségével az  lineáris egyenlőtlenségrendszert, az alábbi formára transzformáltuk 
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amely pontosan olyan, mint (1), a Farkas-lemma első lineáris egyenlőtlenségrendszere. Bevezetve az  

változókat, az  alternatív párját, a Farkas-lemma felhasználásával a következő formában írhatjuk le 

 

Az első és második lineáris egyenlőtlenségrendszerből következik az  lineáris egyenletrendszer, míg a 

harmadikból, a változóra vonatkozó előjelkötés, azaz . Összegezve, az  lineáris 

egyenlőtlenségrendszert kapjuk meg. [QED] 

Számos szerző, fontosnak tartja megfogalmazni a lineáris egyenlőtlenségrendszerek megoldhatóságára 

vonatkozó általános alakú alternatíva tételt. Az állítást úgy értjük, hogy a mátrixok és vektorok mérete olyan, 

hogy az előírt mátrix szorzás és összeadás műveleteket elvégezhetjük. 

3.21. Feladat Az alábbi két rendszer közül pontosan az egyik oldható meg: 

 

Térjünk vissza a 3.18. Lemmához és tegyük fel, hogy az  lineáris egyenletrendszer megoldható, ekkor 

a 2.4. Lemma első bázis táblája fordul elő. Kérdés: milyen előjelstruktúra jellemzi azt a táblát, amelyik 

kimutatja, hogy a lineáris egyenletrendszernek nem lehet olyan megoldása, amelyben minden változó 

előjelkötött, azaz nem negatív. 

3.22. Feladat Legyenek  adott vektorok és az  tér egység vektoraiból álló 

bázisa, . Jelölje  az  és  az  vektorok index halmazát. Tegyük fel továbbá 

azt, hogy a 

 

ekkor az alábbi két bázis táblából pontosan egyik fordulhat elő 

 

A második bázis táblán látható előjel struktúrát primál nem megengedettségi kritériumnak nevezzük és fontos 

szerepet fog játszani a lineáris programozási feladatok tárgyalása során. Könnyen belátható, hogy bármely 

 vektorral megszorzva a táblán jelzett  sor  sor vektorát, akkor 
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adódik, ezzel szemben a  (jelenlegi bázisban felírt) értéke negatív. Figyelembe véve, hogy a bázisok 

egymásba transzformálhatók (1.38. Lemma), a különböző bázisokban reprezentált lineáris egyenletrendszerek, 

ugyanazt a megoldás halmazt (affin alteret) írják le. A jelenlegi bázis reprezentáció pedig egyértelműen azt 

mutatja, hogy az affin altér nem metszhet bele a nem negatív ortánsba, azaz a (1) lineáris 

egyenlőtlenségrendszernek, ebben az esetben, nincsen megoldása. 

A következő bázis tábla pár, az alternatív rendszer megoldhatóságát elemzi. 

3.23. Feladat Legyenek  adott vektorok és az  tér egység vektoraiból álló 

bázisa, . Jelölje  az  és  az  vektorok index halmazát. Tegyük fel továbbá 

azt, hogy a 

 

ekkor az alábbi két bázis táblából pontosan egyik fordulhat elő 

 

Az előző feladat első bázis tábláján látható előjel struktúrát duál nem megengedettségi kritériumnak szokás 

nevezni. Ez is fontos szerepet fog játszani lineáris programozási feladatok során. 

A lineáris alternatíva tételek néhány speciális esete nagyobb érdeklődésre tett szert, mint más variánsok. Az 

első, azért érdekes, mert nemlineáris programozási algoritmusok elemzése során fordul elő. 

3.24. Feladat (Goldman tétel) Legyen az  mátrix és a ,  vektorok. Ekkor az alábbi 

két lineáris egyenlőtlenségrendszer közül pontosan az egyiknek van megoldása: 

•  

•  

A következő lineáris alternatíva tétel azért érdekes, mert az első lineáris egyenlőtlenségrendszere olyan alakú, 

amilyen megengedett megoldás halmazon a Karmarkar-féle projektív skálázású belsőpontos algoritmus (1984), 

lineáris programozási feladatot polinomiális lépésszámban megtud oldani. 

Másfelől, azért is érdekes az első lineáris egyenlőtlenségrendszer, mert a változiról szigorú előjelkötöttséget, 

azaz pozitivitást követel meg. 

3.25. Feladat Legyen  tetszőleges mátrix, ,  vektorok és . Igazolja, hogy a 

következő két lineáris egyenlőtlenségrendszer közül pontosan az egyik oldható meg 

•  

•  

ahol  

A lineáris egyenlőtlenségrendszerek megoldhatóságával kapcsolatos vizsgálatok szempontjából érdekes a 

következő állítás, mivel azt mutatja, hogy 

http://retis.sssup.it/~bini/teaching/optim2010/karmarkar.pdf
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• a tételek alternatíva forma helyet ekvivalens állításokként is felírhatók, és 

• az a tény, hogy vektorok közötti egyenlőtlenségek, időnként úgy is teljesülhetnek, hogy egy-egy koordináta 

esetén szigorú egyenlőtlenséggel teljesülnek, az alternatív rendszer esetén, szigorúan előjelkötött változót 

eredményez. 

3.26. Feladat Legyen ,  és . Bizonyí 

tsa be, hogy a következő két állí tás ekvivalens: 

• , 

•  

4.3. 3.3 Az MBU-szimplex algoritmus 
 

A (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldhatóságát tárgyaltuk az előző részben. A 3.19. Farkas-lemmával, 

mint alternatíva tétellel, jellemeztük a (1) rendszer megoldhatóságát. Amennyiben a lineáris 

egyenlőtlenségrendszernek nincsen megoldása, az alternatív rendszer megoldását állítottuk elő. A 3.18. Lemma 

bizonyításában megfogalmaztuk a criss-cross algoritmust, amellyel megoldhatók a lineáris egyenletrendszerek. 

A criss-cross módszer végességét igazoltuk. 

A (1) lineáris egyenlőtlenségrendszert, (lineáris) megengedettségi feladatnak nevezzük. Az általánosság 

korlátozása nélkül feltehetjük, hogy , ugyanis a lineáris feltételrendszer megoldhatóságát 

ellenőrizhetjük, illetve a redundáns lineáris egyenleteket elhagyhatjuk a Gauss-Jordán elimináció segítségével. 

A megengedettségi feladatok legismertebb megoldatlan kérdése az, hogy létezik-e erősen polinomiális futás 

idejű pivot algoritmus a (1) probléma megoldására. 

A következő részben bemutatunk egy algoritmust, amelynek nem csak a végességét tudjuk igazolni, hanem 

bizonyos nem degeneráltsági feltételek mellett, az algoritmus lépés számára is adhatunk egy felsőkorlátot. A 

felsőkorlátunk egészegyütthatós lineáris egyenlőtlenségrendszerek esetén függni fog a feladat adatainak a 

leírásához szükséges tárigénytől (2.13. Definíció), az L értékétől. 

Ebben a részben megmutatjuk, hogy az Anstreicher-Terlaky monoton szimplex algoritmusnak (vagy MBU-

szimplex algoritmusnak) megfogalmazható egy olyan variánsa az (1) feladatra, amelynek a lépésszámát az  

adja meg, ahol  a feladat adataiból kiszámítható konstans. Annak ellenére, hogy a  konstans, a feladat 

leírásához szükséges számítógépes tárigénynek az adatok bithosszának egy polinomjával nem mindig 

korlátozható, és egy speciális nem degeneráltsági feltevéssel is élnünk kell az elemzésünk során, eredményünk 

mégis érdekes, hiszen hasonló nem ismert a szakirodalomból. 

A (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer és a lineáris programozási feladat között, amelyet később részletesen 

tárgyalunk majd, a lényeges különbség, hogy a lineáris programozási feladat esetén a lineáris megkötések 

mellett, lineáris célfüggvényt szeretnénk optimalizálni (minimalizálni vagy maximalizálni). Mivel a lineáris 

programozási feladat esetén, a megengedett megoldások halmazát konvex poliéder írja le, ezért szokás a (1) 

feladatot, lineáris egyenlőtlenségrendszert, megengedettségi feladatnak nevezni. Amennyiben, a lineáris 

programozási feladat esetén a lineáris célfüggvény minden együtthatója nulla, úgy a megengedettségi feladatot, 

mint speciális esetet kapjuk vissza. 

Visszatérve a monoton szimplex algoritmus variánsának a lépésszám elemzéséhez, azt is kiemelhetjük, hogy a 

lineáris programozási feladatra, a Dantzig-féle szimplex algoritmus felfedezése óta sem ismert olyan pivot 

algoritmus, amelynek a lépésszám becslését (lépészsámára felsőkorlátot) az algoritmus elemzéséből nyernénk. 

A lineáris programozási feladat megoldására definiált pivot algoritmusok nagy többségéről megmutatták, hogy a 

Klee-Minty feladaton, vagy valamely azzal nagyon hasonló struktúrájú exponenciális ellenpéldán, egy adott 

bázisból indulva exponenciálisan sok bázis csere segítségével állítják elő az optimális megoldást. A pivot 

algoritmusok többségénél, a végesség bizonyításán kívül, ez az egyetlen elméleti jellegű támpont az algoritmus 

elméleti hatékonyságára, általános lineáris programozási feladat esetén. 

Lineáris programozás esetén, a célfüggvénynek jelentős szerepe van abban, hogy a Klee-Minty feladaton a 

szimplex módszer az origóból indulva, a Klee-Minty kocka minden csúcsát meglátogatja. Ennek ellenére, nem 

http://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_time#Polynomial_time
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_time#Polynomial_time
http://or.journal.informs.org/content/42/3/556.short
http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/10556780701223541
http://en.wikipedia.org/wiki/Simplex_algorithm
http://en.wikipedia.org/wiki/Klee-Minty_cube
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kétséges az, hogy a 3.18. Lemmában definiált criss-cross módszer illetve ebben a részben bemutatásra kerülő 

monoton szimplex algoritmus variáns, a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldása során exponenciális 

lépésszámú lehet. (Természetesen, matematikai szempontból az állítás akkor lenne teljesen korrekt, ha az 

említett algoritmusokra, a Klee-Minty feladathoz hasonlóan, megadható lenne egy jól leírható megengedettségi 

feladat, tetszőleges dimenzióban, amelyen az említett algoritmusok valamely adott bázisból indulva 

exponenciálisan sok iterációval jutnának el egy megenegedett bázisba. Annak ellenére, hogy ezekre az 

algoritmusokra ilyen példát nem ismerünk, a szakmai közmegegyezés szerint, ezek az algoritmusok nem 

lehetnek polinomiális komplexitásúak.) 

A bemutatásra kerülő monoton szimplex algoritmus variáns, rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy ha 

valamelyik változó a számítási eljárás során megengedetté vált, akkor ezt a megengedettséget mindvégig 

megőrzi, tehát a feladat megoldása a változók megengedettségének az elérése monoton módon történik. 

Az MBU-szimplex algoritmusról egy nem degeneráltsági feltétel mellett kimutatjuk, hogy  iterációra van 

szükségünk a feladat megoldásához. Tekintettel arra, hogy a nem degeneráltsági feltétel teljesülését nem lehet 

apriori bizonyítani, így minimál-index szabály segítségével bizonyítjuk hogy az MBU-szimplex algoritmus 

végességét. 

Az MBU-szimplex algoritmus geometriai tulajdonságai, hasonlóak a criss-cross módszeréhez, abban az 

értelemben, hogy az algoritmus a megengedettségi feladat feltételei által alkotott metszésrendszer szomszédos 

metszéspontjain nem megengedett bázisokon- - halad keresztül. Eltér azonban a criss-cross algoritmustól abban, 

hogy ha valamely iteráció során az aktuális bázis megoldás egy adott feltétel által meghatározott hipersík 

megengedett oldalára került, akkor a további iterációkban előállított bázis megoldások sem fognak ezen feltétel 

nem megengedett oldalára kerülni. 

Az MBU-szimplex algoritmus általános bevezetőjét talán célszerű azzal befejezni, hogy az általános, nem nulla 

alsókorlátú, (maximális) hálózati folyam feladathoz, a most ismertetésre kerülő MBU-szimplex algoritmus egy 

egyszerű módosításával előálló új variánsával (Illés T. és Molnár-Szipai R., 2012), erősen polinom lépésben 

lehet, a hálózati folyam feladat egy tetszőleges se nem primál, se nem duál megengedett bázis megoldásból, 

primál megengedett bázis megoldást előállítani. 

Egy rögzített  bázis esetén, az MBU-szimplex algoritmus tárgyalásakor a következő partíciókat fogjuk 

használni: 

 

ahol 

 

Időnként, ha csupán a megengedettségét szeretnénk hangsúlyozni bizonyos bázisváltozóknak, akkor az 

 jelölést használjuk. A partíciónak megfelelő bázistábla a következő 

 

A legtöbb szakirodalomból ismert pivot módszer primál megengedett sorban csak pozitív elemen végez 

báziscserét (pl. primál szimplex), illetve primál nem megengedett sor esetén negatív elemen végez báziscserét 

(pl. duál szimplex) esetleg a kétféle stratégiát ötvözi (pl. criss-cross módszer). Ezt felismerve Fukuda és Terlaky 

(1997), bevezették az úgynevezett elfogadható pivot fogalmát. Az MBU-szimplex algoritmus ennél általánosabb 

feltétellel definiált pivot választást is használni fog. A pozitív értékű változó sorában pozitív pivot elemen 

http://mycite.omikk.bme.hu/doc/139062.pdf
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végzett pivotálás, felfogható az elfogadható báziscserék duál oldali pivotjának megengedettségi feladatokra 

vonatkozó megfelelőjeként. A degeneráltáság kezelésekor a degenerált sorokban pozitív, illetve negatív elemen 

is végezhetünk báziscserét. 

3.27. Definíció Egy adott  bázis és  pivot tábla esetén a  elemet általánosított elfogadható pivot elemnek 

nevezzük, ha 

1.  és , vagy 

2.  és , vagy 

3.  és . 

Algoritmusunkban, és a későbbiekben bevezetett részfeladatok megoldásakor általánosított elfogadható 

báziscseréket használunk. Az algoritmus megfogalmazásához szükségünk lesz a degeneráltság fogalmának a 

finomítására. Vezessük be  esetén a 

 

jelölést. 

3.28. Definíció Egy  bázist nem degeneráltnak nevezünk, ha  egyik komponense sem nulla. A  bázis 

degenerált, ha az  bázismegoldásnak van nulla komponense. 

A degeneráltság jelensége az aktuális bázistól is függ, oly módon, hogy az adott bázismegoldás előállítható a 

dimenziójánál kevesebb bázisbeli elem kombinációjaként. A későbbiekben a degeneráltság két fajtáját fogjuk 

megkülönböztetni. 

3.29. Definíció A  degenerált bázist lokálisan gyengén degeneráltnak nevezzük az  indexre 

vonatkozóan, ha , illetve lokálisan erősen degeneráltnak nevezzük az  indexre vonatkozóan, ha 

. 

Tegyük fel hogy egy adott  bázis esetén eldöntöttük, hogy a bázistábla  oszlopában kívánunk nem 

degenerált sorban általánosított elfogadható báziscserét végezni olymódon, hogy a degenerált változók ne 

váljanak nem megengedetté. Figyeljük meg, hogy ez pontosan akkor lehetséges, ha . Egy ilyen, az  

indexre nézve lokálisan gyengén degenerált táblát mutat a 2. ábra. 

 

3.30. Definíció Legyen adott egy  bázis és egy  index. A megfelelő bázis tábla egy  elemén 

végzett pivotálást  növelőnek nevezünk, ha 

1. a  elem általánosított elfogadható pivot elem, 

2.  és 

3.  teljesül, 
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ahol  az aktuális megoldást,  az új bázist és  az új bázismegoldást jelöli. 

Az  növelő pivotálásra mutatunk egy egyszerű példát. 

3.31. Példa Tekintsük a következő rövid pivot táblát. 

 

A tábla egyetlen nem megengedett változójának a sorában egy negatív elem található, így a vezérváltozó az , 

és az  oszlopában végzünk pivotálást. A vezérváltozó sorában a pivotálás nem lenne növelő, mert az  

változó nem megengedetté válna, ellentmondva a definíció 2. feltételének. Mivel a tábla gyengén degenerált (

), így van  növelő báziscsere, azaz az  távozik és az  belép a bázisba. 

 

Célunk  növelő pivotálásokat végrehajtó algoritmust megfogalmazni. Ismereteink szerint a szakirodalomból 

egyetlen  növelő pivotálásokat végző algoritmus ismert, Anstreicher és Terlaky (1994) általános, primál 

illetve duál megengedett megoldásból induló lineáris programozási feladatokra megfogalmazott primál illetve 

duál oldali monoton-szimplex algoritmusa. 

Sajnos léteznek olyan bázistáblák, melyen nincs  növelő pivotálás, ahogyan azt a 3. ábra példája is mutatja. A 

probléma egy megengedett megoldása az , még sincs az egyetlen negatív értékű 

sorhoz növelő pivotálás. 

 

Ebben az esetben, az MBU-szimplex algoritmus, degenerált pivot lépésre kényszerül majd, az  és  

változók kicserélésével. 

Algoritmusunk a monotonitás elérése érdekében a következő szemléletes képet követi. Kiválaszt egy, az adott 

megoldásban nem megengedett változót, melyet az elkövetkező iterációk során megengedetté kíván tenni. 

Mindaddig, míg ezen változó megengedetté nem válik, ezt a változót vezér változónak fogjuk nevezni. Az  

vezérváltozó megengedettségét monoton módon javítjuk  növelő báziscserék segítségével. Látni fogjuk, ha 

az algoritmus csupán nem degenerált, vagy lokálisan gyengén degenerált bázistáblákon halad, akkor ez mindig 

megtehető. 

Az  növelő báziscsere megtalálásának érdekében a báziscserére kiválasztott oszlopban két hányadostesztet 

kell végezni, melyek értékének viszonyából állapítható meg hogy végezhető-e báziscsere a vezérváltozó 

sorában, vagy általánosabb  növelő báziscserére van-e szükség. 

Az algoritmus leírásában a két hányadosteszt értékét -gyel és -vel jelöltük. A definíciójukból könnyen 

látható, hogy  és , továbbá ha a megfelelő bázis lokálisan nem erősen degenerált, akkor 

. Az algoritmus belső ciklusának célja a vezérváltozó megengedettségének előállítása. 

Megmutatjuk, hogy az algoritmus kizárólag  növelő báziscseréket végez, ha az adott  bázis a kiválasztott 

nem bázis változóra nézve nem erősen degenerált. A következő állításban azt az esetet vizsgáljuk, amikor éppen 

a vezérváltozó távozik a bázisból. 
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3.32. Állítás Az MBU szimplex algoritmus egy adott lépésében az aktuális  bázis esetén legyen  és 

. Tegyük fel, hogy 

 

ahol , ,  és . Ekkor az algoritmus a  elemen végez báziscserét. Jelölje a 

báziscsere utáni új bázist . Ekkor 

 

teljesül, és így 

 

Bizonyítás. A  elemen végzett báziscsere során az  változó távozik a bázisból, és így új értéke nulla, míg 

az  változó belép a bázisba. Jelölje az új bázishoz tartozó megoldást és így az új bázistábla jobboldalát . 

Bizonyításunk esetszétválasztáson alapszik. 

• Az  index esetén a megfelelő jobboldal  vagyis a vezérváltozó helyére belépő változó 

megengedett lesz. 
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• Az  esetén az új jobboldalt a  képlettel számolható ki. Ha , akkor 

felhasználva, hogy ,  és  adódik, hogy  mivel egy nemnegatív számot adunk a 

már amúgy is pozitív  jobboldalhoz. Egyébként, ha  akkor a  átalakítás 

alapján, mivel a vezérváltozó sorában történik a báziscsere, ezért a 

 

feltétel alapján . 

• Legyen . Az új jobboldal értéke . Mivel , ezért a , vagyis a 

 és így a . Figyelembe véve a  feltételt is, a  teljesül. 

Mivel minden esetet számba vettünk, így megmutattuk hogy megengedett változó nem válik negatívvá a 

báziscsere folyamán, de az  korábban nem megengedett vezérváltozó megengedetté vált, így . 

Ezzel állításunkat beláttuk. [QED] 

A következő állítás azzal az esettel foglalkozik, amikor nem a vezérváltozó sorában választunk pivot pozíciót. 

Ha az aktuális bázisunk nem lokálisan erősen degenerált a vizsgált nem bázis változóra nézve, akkor az 

algoritmus által választott báziscsere továbbra is  növelő lesz. 

3.33. Állítás Az algoritmus egy adott lépésében az aktuális  bázis esetén legyen  és , 

. Tegyük fel, hogy 

 

ahol , ,  és . Ebben az esetben az algoritmus a  elemen végez báziscserét. 

Jelölje a báziscsere utáni bázist . Ekkor  és  Amennyiben a bázis nem 

degenerált, vagy lokálisan gyengén degenerált az  indexre nézve, akkor . 

Bizonyítás.Az előző állításban bevezetett jelöléseket és gondolatmenetet használva a hányadostesztekből 

adódik, hogy tetszőleges  index esetén  teljesül  esetén. 

Továbbá, mivel , így  és 

 

biztosítja, hogy egy már megengedett változó ne váljon negatívvá. A vezérváltozó megváltozását 

 formula adja meg, ahol , hiszen ,  és . A  feltevés 

miatt  adódik, és így 

 

Amennyiben a bázis nem degenerált, vagy lokálisan gyengén degenerált az  indexre, akkor definíció 

szerint  teljesül, tehát  és , így 



 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 62  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

 

teljesül. Ezzel állításunkat beláttuk. [QED] 

Geometriailag a 3.33. Állítást úgy lehet értelmezni, hogy a báziscsere során a vezérváltozó által kijelölt 

feltételhez közelebbi megoldást kapunk. 

A 3.32. és 3.33. Állításokat összefoglalva kapjuk az alábbi következményt. 

3.34. Következmény Az MBU szimplex algoritmus megengedettségi feladatokra, ha lokálisan nem erősen 

degenerált bázisokon halad, akkor minden lépésben  növelő báziscserét hajt végre a vezérváltozóra nézve, és 

így véges. 

Bizonyítás. Mivel a lehetséges bázisok száma véges, így elég megmutatni hogy az algoritmus nem ciklizál, 

vagyis ugyanaz a bázis nem fordulhat elő kétszer. Mivel feltettük, hogy a bázisok, amelyeken az algoritmus 

végighalad nem lehetnek lokálisan erősen degeneráltak, ezért a 3.32. és 3.33. Állításokból következik, hogy az 

algoritmus minden lépésben  növelő báziscserét hajt végre a vezérváltozóra nézve, így minden lépésben vagy 

egy újabb változó válik megengedetté, vagy pedig a vezérváltozó értéke növekszik, így kétszer ugyanaz a bázis 

megoldás nem fordulhat elő. [QED] 

A 3.31. Példa folytatásaként bemutatunk egy a vezérváltozó sorában történő pivotálást is. Ezzel az MBU 

szimplex algoritmusunk mindkét, nem degenerált pivot fajtájára (  növelő pivotálásra) példát adunk. 

3.35. Példa Pivotálásra a vézérváltozó sorában kerül sor, mert  és  

 

A tábla továbbra is degenerált, a báziscsere oszlopa egyértelmű, hiszen az  vezérváltozó sorában csak egy 

negatív elem van. A gyengén degeneráltság miatt és a hányados teszt értelmében, a vezérváltozó sorában 

elvégezhető a báziscsere. 

 

A 3.32. és 3.33. Állítások és a 3.34. Következmény az MBU-szimplex algoritmus pivotálási szabályát jellemző 

eredények. Anstreicher és Terlaky cikkükben lineáris programozási feladatra definiált primál MBU-szimplex 

algoritmusukra hasonló eredményeket igazoltak. 

A továbbiakban a vezérváltozó értékének a növekedésére alsó korlátot adunk, és így az algoritmus lépésszámára 

felső korlátot állítunk elő. 

A rövid pivot tábla és a bázismegoldás definiciója alapján a rövid pivot tábla egy oszlopára és az aktuális 

bázismegoldásra teljesül, hogy  és , vagyis a  és  vektorok a  illetve 

 lineáris egyenletrendszerek egyértelmű megoldásai. A Cramer szabály alapján tetszőleges  

index esetén 

 

ahol a  mátrixot úgy kapjuk, hogy a  bázis -ik oszlopát kicseréljük az  vektorra, és 

hasonlóan, a  mátrix a  oszlopának  vektorra cserélésével keletkezik. Egy olyan  növelő pivot 

során, mely nem a vezérváltozó sorában történik, a 3.33. állításban bizonyítottak alapján 
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ahol 

 

teljesül a bázis lokálisan nem erősen degenerált volta miatt. Jelölje 

 

a vezérváltozó értékének minimális növekedését. Felhasználva hogy csak lokálisan nem erősen degenerált 

bázisokat vizsgálunk adódik, hogy  véges, és 

 

Összefoglalva, az  növelő pivot vagy megengedetté teszi a vezérváltozót, vagy annak értékét legalább -

val növeli. Habár a végesség bizonyításához ez már elegendő lenne, a lépésszám felső becsléséhez meg kell 

becsülnünk a vezérváltozók lehetséges legnagyobb abszolút értékét. Legyen 

 

a lehetséges legnagyobb abszolútértékű jobboldal a Cramer szabály alapján. Ha a feladat nem triviális, és van 

olyan bázis mely esetén van negatív jobboldal, akkor  pozitív és véges. Legyen  és 

. 

A következő állításban felső korlátot adunk az algoritmus belső ciklusának maximális hosszára, vagyis azon 

iterációk számára, melyek során a vezérváltozó értéke növekszik ugyan, de nem válik megengedetté. 

3.36. Állítás Tegyük fel, hogy az algoritmus lokálisan nem erősen degenerált bázisokon halad végig. Legyen 

 az aktuális vezérváltozó indexe. Ekkor az algoritmus legfeljebb  báziscserét végez mielőtt a 

vezérváltozó megengedetté válik, vagy legfeljebb  báziscsere alatt kimutatja hogy a megengedettségi 

feladatnak nincs megoldása. 

Bizonyítás.A definíciók alapján a vezérváltozó legkisebb értéke  lehet, melynek értéke minden 

iterációban legalább -val növekszik, így legfeljebb  iterációt végezhet az algoritmus mielőtt a következő 

 növelő pivot a vezérváltozót megengedetté tenné, vagy előállít egy primál infizibilis táblát. [QED] 

Készen állunk az algoritmus lépésszámának becslésére. 

3.37. Tétel Tekintsük az (1) megengedettségi feladatot, és tegyük fel hogy az algoritmus lokálisan nem erősen 

degenerált bázisokon halad végig. Ekkor az MBU-szimplex algoritmus legfeljebb  báziscserét végez a 

feladat megoldása során. 

Bizonyítás.A 3.36. Állítás alapján az algoritmus legfeljebb  báziscserét végez egy-egy vezérváltozó 

megengedettségének beállítása előtt, vagy elér egy infizibilis táblát. Az algoritmus indulásakor a 

nemmegengedett változók maximális száma megegyezhet a sorok számával. A 3.32. és 3.33. Állítások alapján, 

ha egy változó megengedett egy iteráció során akkor az is marad, így az algoritmus nem ciklizálhat, és 

legfeljebb  lépésben vagy megoldja a feladatot, vagy kimutatja, hogy a feladatnak nincs megoldása. [QED] 
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Megmutattuk, hogy a nemdegenráltsági feltétel teljesülése esetén az algoritmus véges, és korlátot tudtuk adni a 

szükséges báziscserék maximális számára. Ez a felső korlát gyakran nagyon durva, így érdekes kérdés lenne 

olyan feladatosztályokat keresni, amelyek esetén a korlát jól számítható, vagyis könnyen meghatározhatók a 

 és  számok. Egy nyilvánvaló módon felmerülő ilyen feladatosztály a teljesen unimoduláris mátrixok 

osztálya, azonban a legtöbb ilyen tulajdonságú feladat erősen degenerált, így a becslés csak a lokálisan nem 

erősen degenerált báziscserék számára ad egyszerű felső korlátot. Ezen felső korlátra a determinánsok 

meghatározásából  esetén egyszerű számolással a  oszlopa szerinti kifejtést használva  

adódik. 

Eddig azzal az esettel foglalkoztunk, amikor a  (gyengén degeneráltság) teljesült az MBU-szimplex 

algoritmus által meglátogatott összes táblán, figyelembe véve az  index kiválasztását is. Nem ez az 

általános esete, hiszen a degeneráltság (erős degeneráltság), természetesen előforduló jelenség a lineáris 

egyenlrendszek és lineáris egyenlőtlenségrendszerek megoldása során. 

Egy lehetséges degeneráltság elleni DegEljárás, a minimál index szabály felhasználásával a következő 

 

 

A degeneráltsági eljárás nyilván a pivot táblának csupán azt a részét használja, amely a degenerált sorokból és a 

vezér változó sorából ( ) áll. Ennek következtében a degenerációs eljárás leállási táblái a következők: 

1. gyengén degenerált tábla, 2. nem megengedett tábla. A degeneráltsági eljárás leállási tábláit a degenerált 

sorokra és a vezérváltozó sorára megszorítva a 4. ábra mutatja be. 

Figyeljük meg, hogy a degeneráció elleni eljárás mindkét leállási táblája biztosítja az teljes algoritmus 

végességét, hiszen a teljes táblára nézve az egyik esetben növelő pivot lehetséges, míg a másik esetben nem 

megengedettség miatt az algoritmus véget ér. Így elegendő bizonyítani hogy a degeneráció elleni eljárás véges. 

3.38. Tétel Ha a degenerációs eljárás a minimál indexes pivot elem választási szabályt alkalmazza akkor véges. 
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Bizonyítás. A  esetén a teljes feladat csupán a degenerált sorokból és a vezérváltozó sorából áll. 

Tegyük fel indirekt hogy a degeneráció elleni eljárás nem véges. Mivel a bázisok száma véges, így ez csak úgy 

lehetséges, ha az eljárás ciklizál. Tekintsünk egy minimális méretű ciklizáló példát. Az ilyen tulajdonságú 

feladat esetén minden változó a vezérváltozó kivételével végtelen sokszor mozog. 

Jelölje  a legnagyobb mozgó indexű változót és legyen a  bázis olyan, amely esetén az  bázison kívüli 

változó. Mivel az algoritmus a lehetséges  változók közül a legkisebb indexűt választja ki, ez csak úgy 

lehetséges, hogy ha a  bázishoz tartozó  vektorra  illetve , bármely  esetén. 

Tekintsük most azt a  bázist, mikor az  változó legközelebb kilép a bázisból. A belépő változó legyen az 

. Mivel a minimál indexes szabály, a maximális indexű elemet választja ki kilépésre, ezért a  vektor esetén 

, ,  és  teljesül. 

Az elmondottak alapján, nyilvánvaló, hogy a skaláris szorzatot, a második bázis szerinti index halmazok 

segítségével kell felírni, mert , bármely  esetén az  vektor tulajdonságai miatt. 

Figyelembe véve az 1.48. Ortogonalitási tételt,  és  merőlegesek egymásra, azaz 

 

Figyelembe véve a  és , illetve  és  feltételeket 

 

adódik, ami ellentmond az ortogonalitási tételnek. [QED] 

Most már készen állunk arra, hogy tetszőleges estre igazoljuk az MBU-szimplex algoritmus végességét a 

 végességének a felhasználásával. 

3.39. Tétel Ha az MBU-szimplex algoritmus a minimál indexes pivot elem választási szabályt alkalmazza akkor 

véges. 

Bizonyítás. Nem erősen degenerált feladatok esetén a növelő báziscserék biztosítják hogy egy adott bázis ne 

térhessen vissza. Erősen degenerált pivot táblát a degeneráció elleni eljárás a 3.38. Tétel alapján véges lépésben 

gyengén degenerálttá konvertálja vagy kimutatja hogy a feladat nem megengedett anélkül, hogy a tábla 

jobboldalát megváltoztatná. [QED] 

Gyakorlati szempontból, az MBU-szimplex algoritmus használata során elegendő, akkor alkalmazni a minimál 

indexes pivot elem választási szabályt, amikor a  elindul, hiszen azon kívül biztosított, hogy 

egyetlen korábbi bázis sem térhet vissza. 

Az MBU-szimplex algoritmus használatát a következő példán illusztráljuk és azonnal össze is hasonlítjuk a 

criss-cross algoritmus egy variánsának iterációival. 

3.40. Példa Oldjuk meg a a következő megengedettségi feladatot a criss-cross illetve az MBUszimplex 

algoritmusokkal 

 

Az induló bázistábla előállítása érdekében a következő átalakításokat végezzük el: 

• A második sort osztottuk -vel, így az  változó a második bázis változó lett. 
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• A harmadik sort szoroztuk -gyel annak érdekében, hogy kisebb egyenlő típusú egyenlőtlenséget kapjunk. 

• Az első és harmadik egyenlőtlenségeket, az  és  eltérés változók bevezetésével egyenletekké alakítottuk 

át. Az  és  eltérés változók, természetesen előjelkötött változók lesznek, hiszen az egyenlőtlenség bal- és 

a jobboldala közötti eltérést méri. As  és  az első illetve harmadik bázisváltozó lesz. Mivel rövid bázis 

táblával dolgozunk ezért az oszlopaikkal (első illetve harmadik egységvektor) nem egészítettük ki a bázis 

táblát. 

 

Zöld illetve piros színekkel az MBU-szimplex illetve a criss-cross algoritmusnak megfelelő pivot pozíciókat 

jelöltük ki. Azonnal látható a két algoritmus közötti lényeges különbség: a criss-cross módszer mohó módon 

próbál pivotálni, egyetlen célt tartva szemelőtt, hogy az éppen nem megengedett feltételt megengedetté tegye. 

Ezzel szemben, az MBU-szimplex algoritmus, elsődlegesen azokat a feltételeket, amelyek már megnegedettek, 

szeretné megengedettként megtartani és ha lehetőség kínálkozik, akkor egy nem megengedett feltételt 

megengedetté tenni. 

Először végezzük el a criss-cross algoritmus által kijelölt pivotot: figyelembe véve a minimál index szabályt, a 

pivot pozíció  és ekkor az  távozik és az  belép a bázisba. A következő bázis táblához jutunk. 

 

Az új bázis táblán, az első feltétel nem megengedetté vált. Alkalmazzuk a criss-cross algoritmust: egyetlen 

szóbajövő pivot pozíció van a . Ezen pivotálva  távozik a bázisból és  bekerül a bázisba, így a 

következő megnegdett bázis táblához jutunk: 

 

A criss-cross algoritmus az  bázisból, az  bázison keresztül jutott el az  

megengedett bázishoz. 

A megengedett bázis megoldás  és . Mivel az  és  távoztak a 

bázisból, így nem bázis változóként  adódik, ami egyben azt is jelenti, hogy az első és a harmadik 

feltétel is egyenlőséggel teljesül. 

Annak érdekében, hogy megvizsgáljuk milyen bázisokon keresztül jut el megengedett bázis megoldásig az 

MBU-szimplex algoritmus, térjünk vissza az induló bázis táblához. 

Az MBU-szimplex algoritmus vezér változónak az  (nem megengedett) változót jelöli ki. (Mivel csak egy 

nem megengedett változó volt, ezért nem kellett minimál index szabályt alkalmazni.) A vezér változó sorában 

két lehetséges pivot pozíció volt, ezért a minimál index szabály segítségével a  elemet jelöltük ki lehetséges 

pivot pozíciónak. Az algoritmusnak megfelelően ki kell számolnunk a  értéket illetve a  értéket a 

részleges hányados teszt alkalmazásával. Esetünkben 
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azaz  és ezért a  lesz a pivot pozíció, vagyis  távozik a bázisból és helyére  lép be. Mivel 

nem a vezér változó sorában történt a pivotálás, ezért a vezér változó értéke továbbra is nem megengedett lesz, 

de értéke nőtt és az  változatlanul vezér változó lesz a következő bázis táblán. 

 

A harmadik egyenlet nem megengedett (a vezér változóhoz tartozó feltétel) és a sorában egyetlen szóbajövő 

pivot pozíció, a  található. Az MBU-szimplex algoritmus előírásának megfelelően kiszámítjuk a  

és  értékeket 

 

azaz  és így a  lesz a pivot pozíció. Elvégezve a pivotálást a harmadiknak megadott 

bázistáblához jutunk, igaz, olyan formában, amikor az első ás a harmadik feltételeknek megfelelő egyenletek 

helyet cseréltek. 

Az MBU-szimplex algoritmus az  bázisból, az  bázison keresztül jutott el az  

megengedett bázishoz, tehát a második bázis a criss-cross és az MBU-szimplex algoritmusok esetén eltérő volt, 

annak elelnére a kiindulási bázis tábla és a megtalált megengedett bázis tábla azonos. 

4.4. 3.4 Kúpok 
 

A -csúcsú, konvex, kúp fogalmát már a poliéderek tárgyalásakor bevezettük. 

3.41. Definíció A  poliedrikus kúp, (vagy metszet-kúp), ha létezik egy  mátrix, amelyre 

 

Az  mátrix oszlop vektorai segítségével, definiálhatunk egy másfajta kúpot is. 

3.42. Definíció Legyen  adott véges vektor rendszer és jelölje  a vektorok 

indexhalmazát. A 

 

halmazt, végesen generált kúpnak nevezzük. 

Mindkét definíció esetén könnyen megmutatható, hogy jogosan használjuk a kúp elnevezést, sőt az is könnyen 

belátható, hogy konvex, zárt kúpot kapunk mindkét esetben. 

A végesen generált kúp elemei tehát, olyan  vektorok, amelyek előállnak az  vektorok nem negatív 

lineáris kombinációjaként. Nyilvánvaló, kapcsolat áll fenn a (1) lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldhatósága 

és a  között, amikor az  mátrix oszlop vektoraiból áll az  halmaz. 

Az  mátrix oszlop vektoraiból álló  halmaz segítségével, egy újabb kúpot definiálhatunk. 

3.43. Definíció A  végesen generált kúp polárisán a következő poliedrikus 

kúpot értjük 
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Nyilván, úgy is felírhtjuk a végesen generált kúp polárisát, hogy 

 

és ebből az alakból látszik, hogy poliedrikus kúpról van szó. 

Az  véges vektor rendszert egészítsük ki az  tér egység vektoraival, 

 vektorokkal. Az egység vektorok index halmaza legyen . Majd az így előálló  elemű 

véges vektorendszernek készítsük el az induló bázis tábláját, amelynél a bázis vektorok az egység vektorok és a 

bázison kívüli vektorok pedig az  vektorok. A szokásos módon cseréljünk ki annyi  vektort,  vektorral, 

amennyit csak lehet. Ekkor a következő bázis táblához jutunk. 

 

Mivel az  és  vektorok között a pivotálás leállt, ezért tudjuk, hogy  az  

véges vektor rendszer rangja. Az  véges vektor rendszer összes olyan bázis 

tábláját, amely maximális számú  vektort tartalmaz a bázisban, egyszerűen maximális bázis tábláknak 

nevezzük. Az összes ilyen bázis táblát pivotálással elő állíthatjuk. 

Ezek a maximális bázis táblák segítségével definiálhatjuk az  vektorokat, a következő módon 

 

Definiáljuk továbbá az 

 

véges, az  térbe tartozó vektor rendszereket. 

3.44. Feladat Bizonyítsa be, hogy 

• az  vektor rendszer által generált kúp egy altér, 

• az  vektor rendszer által generált kúp nem tartalmaz egyenest. 

Figyelembe véve az  és  vektorok konstrukcióját, a bázisok egymásba transzformálhatóságát (1.38. 

Lemma) és a kompozíciós lemmát (1.49. Következmény) az alábbi egyenlőtlenségek adódnak 

 

Legyen 

 

a maximális bázis táblák segítségével definiált véges, az  térbe tartozó vektor rendszer. Ilyen értelemben, az 

 véges vektor rendszerhez rendeltük az  véges vektor rendszert. 
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Ennyi bevezető után készen állunk arra, hogy a Farkas-lemmára (3.19. Lemma) építve, három híres tételt, Weyl-

tétel (1935), Minkowski-tétel (1896) és Farkas-tétel (1898, 1902) bebízonyítsuk. 

 Hermann Weyl  tételének igazolásakor és publikálásakor nem ismerte Farkas Gyula munkásságát, viszont 

hivatkozik Minkowski-tételére és kifejti, hogy nem érti, Minkowski miért nem vette észre a tétele 

megfordíthatóságát. Nyilván, Minkowski tisztában volta azzal, hogy Farkas Gyula nem csak a tétele 

megfordíthatóságát, hanem, amint később látni fogjuk ennél, többet is igazolt. Furcsa, hogy Weyl nem ismerte 

Farkas Gyula német nyelvű 1902-es dolgozatát, hiszen ugyanabban a folyóiratban jelent meg, mint Minkowski 

tétele. 

A modern szakirodalomban pedig sokan Minkowski-Farkas tételről beszélnek, megfeledkezve Weyl 

eredményéről. Szerintünk mindhárom állítás nagyon érdekes és szép tétel. Bizonyításunk nyilván eltér az eredeti 

Minkowski és Weyl bizonyításoktól, hiszen mi mindhárom híres tételt lényegében a Farkas-lemmára felépítve 

igazoljuk. 

3.45. Tétel (Weyl-tétel, 1935.) Legyen  adott, véges vektor rendszer, ekkor 

létezik olyan  véges vektor rendszer, amelyre 

 

Bizonyítás. Belátjuk, hogy a  véges vektor rendszernek megfelel az általunk bázis táblák segítségével 

megkonstruált  véges vektor rendszer. A következő két állítást kell igazolnunk: 

• bármely  vektor esetén  teljesül, 

• bármely  vektor esetén  teljesül. 

1. Tegyük fel, hogy , azaz az  rendszer megoldható. Ekkor az  és 

az  halmazok konstrukciója miatt, a kompozíciós tulajdonságot (1.49. Következmény) felhasználva, azt 

kapjuk, hogy az , teljesül bármely  és  vektorokra. Ekkor az 

 

adódik, bármely  vektor esetén, tehát a . Ezzel beláttuk, hogy 

 

2. Belátjuk, hogy a  feltevésből  következik. Tetszőleges 

 esetén, a végesen generált kúp definíciója alapján, az 

 

lineáris egyenlőtlenségrendszer nem oldható meg. Két eset lehetséges: a) a lineáris egyenletrendszernek sincsen 

megoldása, b) a lineáris egyenletrendszernek nincsen nem negatív megoldása. 

a) Az  lineáris egyenletrendszer sem oldható meg. Alkalmazzuk a Farkas-Minty (2.4. Lemma) és 

Rouché-Kronecker-Capelli (2.5. Lemma) lemmákat, és nyilvánvaló lesz, hogy az  halmazba az összes olyan 

vektort beválasztottuk, amely szóba jöhet, a lineáris egyenletrendszer valamely ellentmondásos egyenlete 

esetén. (Ne felejtsük el, hogy az ellentmondásos egyenletről egy alkalmasan megválasztott bázis esetén válik 

nyilvánvalóvá, hogy nem lehet megoldása.) 

Részletesebben kifejtve, az  véges vektor rendszernek bármely maximális 

számú  bázis vektort tartalmazó (rövid) bázis táblája a következő alakú lesz 

http://en.wikipedia.org/wiki/Weyl


 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 70  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

 

és valamely  esetén  teljesül, mivel a lineáris egyenletrendszer nem oldható meg. Ebben az 

esetben  vektorok közül, a kompozíciós tulajdonság (1.49. Következmény) alapján, valamelyik 

vektor skaláris szorzata, a  vektorral pozitív, vagyis . 

b) Az  lineáris egyenletrendszer megoldható, de nem létezik nem negatív megoldása, azaz létezik az 

alábbi struktúrájú pivot tábla 

 

azaz  esetén  és  teljesül. Pontosan az ilyen sorokhoz rendeltük az  

halmazba tartozó vektorokat, úgy, hogy  teljesüljön bármely  esetén. Figyelembe véve a 

kompozíciós tulajdonságot (1.49. Következmény) és azt, hogy a megfelelő vektor ellentetjét vettük be az  

halmazba, ezért  teljesül. Mivel , ezért . [QED] 

Weyl-tétel bizonyításának a 2. pontját, miután megállapítottuk, hogy , azaz a (1) 

lineáris egyenlőtlenségrendszer nem oldható meg, akkor természetesen a Farkas-lemma a (3.19. Lemma) alapján 

nyilvánvaló, hogy az alternatív rendszernek van  megoldása. Már csak azt kell meggondolni, hogy 

, de ez a konstrukció miatt igaz, és így a kívánt eredményt kapjuk. Az előző részletes gondolatmenetet 

így lehetne lerövidíteni. 

Nem időrendi sorrendben igazoljuk a végesen generált kúpokkal kapcsolatos három híres tételt, inkább arra 

törekszünk, hogy egymáshoz fűződő kapcsolatukat kidomborítsuk illetve olyan logikai sorrendbe állítsuk, 

amelyben a legrövidebb és legegyszerűbb bizonyításokhoz juthatunk. Most következzen Hermann Minkowski 

tétele. 

3.46. Tétel (Minkowski-tétel, 1896.) Legyen  adott, véges vektor rendszer, ekkor 

létezik olyan  véges vektor rendszer, amelyre 

 

Bizonyítás. Belátjuk, hogy  véges vektor rendszernek választhatjuk az  véges vektor 

rendszert, amelynek a konstrukcióját a Weyl-tétel (3.45. Tétel) előtt megadtuk. A következő két állítást kell 

igazolnunk: 

•  

http://en.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski
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•  

A második állítás igazolása pontosan ugyanúgy történik, mint a Weyl-tétel (3.45. Tétel) bizonyításában 

megfogalmazott első állításé, azaz legyen 

 

ekkor a 

 

rendszer megoldható. Az  és az  halmazok konstrukciója miatt, a kompozíciós tulajdonságot (1.49. 

Következmény) felhasználva, azt kapjuk, hogy az 

 

teljesül, bármely  és  indexekre, tehát 

 

bármely  esetén, ami pontosan azt jelenti, hogy 

 

Az első állítást a következő formában igazoljuk: tetszőleges 

 

teljesül. A  azt jelenti, hogy a 

 

lineáris egyenlőtlenségrendszernek nem létezik megoldása, tehát a Farkas-lemma (3.19. Lemma) alapján létezik 

olyan  vektor, amelyre 

 

és 

 

A (12) miatt 

 

vagyis 

 

adódik a Weyl-tétel alapján. Összegezve, ha inderekt módon feltételezzük, hogy 
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akkor a végesen generált kúp polárisának a definíciója (3.42. Definíció) miatt 

 

teljesül, bármely  index esetén. Figyelembe véve a (14) összefüggést, azt kapjuk, hogy 

 

lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldható. Ezekután számoljuk ki a  és  vektorok skaláris szorzatát 

 

teljesül az indirekt feltételünk alapján, de ez ellentmond a (13) egyenletnek, tehát az indirekt feltevésünket el 

kell vetnünk, azaz 

 

adódik, teljessé téve a bizonyításunkat. [QED] 

Az előző tétel alábbi megfogalmazását is szokták Minkowski-tételnek nevezni. 

3.47. Következmény Tetszőleges kúp pontosan akkor poliedrikus, ha végesen generált. 

Farkas Gyula, lemmája segítségével, a következő tételt igazolta és publikálta 1898-ban magyar nyelven, majd 

négy évvel később, egy új bizonyítással németül is. 

3.48. Tétel (Farkas-tétel, 1898, 1902.) Tetszőleges  vektor rendszer esetén  végesen generált 

kúp polárisának polárisa önmaga. 

Bizonyítás. A Weyl-tétel (3.45. Tétel) alapján tudjuk, hogy az  véges vektor rendszer által generált kúp 

előáll, mint az  rendszer által generált kúp polárisa. Másrészt, a Minkowski-tétel (3.46. Tétel) miatt az  

által generált kúp megegyezik az  által generált kúp polárisával, vagyis  polárisának polárisa önmaga. 

[QED] 

Egy érdekes feladat előkészítéseként vezessük be a halmazok Minkowski-féle összegét. 

3.49. Definíció Legyenek az  nemüres halmazok. Az 

 

halmazt, a két halmaz Minkowski-féle összegének nevezzük. 

A következő feladat azt mondja ki, hogy adott Euklideszi tér végesen generált kúpjainak a halmaza, a 

Minkowski-összegre, a szokásos metszet képzésre és a poláris kúp képzésére nézve algebrát alkot. 

3.50. Feladat Legyen  végesen generált kúp . Bizonyítsa be, hogy bármely  

esetén a következő állítások igazak 

• , 

• , 

• , 
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• , 

• , 

• . 

Az előző feladat megoldása során is előjön a végesen generált kúpok konvexitása. A következő, egyszerű 

feladat, azt mutatja be, hogy tetszőleges lineáris egyenlőtlenségrendszer is konvex halmazt definiál. 

3.51. Feladat Legyenek az , , ,  mátrixok, és a ,  

vektorok. Bizonyítsa be, hogy 

 

konvex halmaz. 

Ezt a fejezetet a Motzkin-tétellel vagy más néven a konvex poliéderek alaptételével, fejezzük be. 

Korábban, a 3.14. Tételben kimondtuk és konstruktívan igazoltuk, hogy egy poliéder bármelyik megoldása 

előáll mint véges sok bázismegoldás konvex kombinációja és egy irány (nem negatív, homogén lineáris 

megoldás) összegeként. Ez igazából a Motzkin-tétel egyik iránya. 

3.52. Tétel (Motzkintétel, 1936.) Legyen adott a  halmaz. A  pontosan akkor poliéder, ha 

, ahol  egy politóp és  egy végesen generált kúp (vagyis poliedrikus kúp). 

Bizonyítás. 1. Ha  poliéder, akkor felírható  alakban. Legyen  

poliéder, ahol  és . Tekintsük a következő poliedrikus kúpot: 

 

Kölcsönösen megfeleltethetők az 

 

pontoknak. A  poliedrikus kúp, így a Minkowski-tétel alapján léteznek 

 

vektorok, amelyekkel 

 

a  előáll, mint végesen generált kúp. 

Az általánosság korlátozása nélkül feltehetjük, hogy  egyenlő  vagy . Legyen 

 

ekkor  teljesül. Ezt  térre megszorítva kapjuk a kívánt előállítást. 

2. Ha  felírható  alakban, akkor poliéder. Legyen  és 

. Legyen 
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Ekkor a  pontosan akkor teljesül, ha . A Weyl-tétel alapján, a végesen generált 

 kúp felírható, mint egy másik véges vektor rendszer által generált kúp polárisa. Legyenek a 

generáló vektorok  sor vektorok  esetén és jelölje  a 

 elemeit. A  kúp reprezentációja egy végesen generált kúp polárisaként a következő lesz 

 

A lineáris egyenlőtlenségrendszert részletesen kiírva kapjuk, hogy 

 

Tehát a  pontokat az egy-egyértelmű megfeleltetés miatt 

 

Összefoglalva, a  halmazt a következő módon lehet megadni 

 

tehát a  halmaz, poliéder. [QED] 

A fejezet lezárásaként említsük meg, hogy Motzkin újra felfedezte Fourier eliminációs módszerét, amelyet 

lineáris egyenlőtlenségrendszerek megoldására dolgozott ki és ma Fourier-Motzkin eliminációs módszerként 

tarja számon a szakirodalom. A Fourier-Motzkin eliminációs módszernek, ma már elméleti jelentősége sincsen, 

hiszen ebben a fejezetben bemutatott módszerek mind egyszerűbbek és mindnek jobb a komplexitása általános 

esetben is. Gyakorlati jelentősége a Fourier-Motzkin eliminációs módszernek, soha sem volt. 

4.5. 3.5 Végesen generált kúpok: illusztráció és kapcsolat a 
Farkas-lemmával 
 

Tekintsük újra a végesen generált kúp definícióját és a Farkas-lemmát. 

Legyen  adott véges vektor rendszer és jelölje  a vektorok indexhalmazát. A 

 

halmazt, végesen generált kúpnak nevezzük. 

Farkas lemma. Az alábbi két lineáris egyenlőtlenségrendszer közül pontosan az egyik oldható meg: 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Theodore_Motzkin
http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier-Motzkin_elimination
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ahol az  mátrix oszlopvektorai az  adott véges vektor rendszer elemei 

és  egy tetszőleges vektor. 

A Farkas-lemma egy egyszerű, szép és geometriai jellegű bizonyítása (vázlatosan) a következő: 

• Megmutatjuk, hogy a  végesen generált kúp, tulajdonképpen, a nemnegatív ortáns lineáris 

transzformáltja, ahol a lineáris transzformáció mátrixa, az  mátrix. 

• Bármely  vektor esetén két lehetséges eset van:  vagy . 

• Ha  akkor a Farkas-lemma első rendszerének van megoldása. 

• Ha  akkor alkalmaznunk kell a Minkowskitól származó szeparációs tételt és ekkor létezik egy 

 vektor, amelyik segítségével definiált hipersík elválasztja a  vektort és a  konvex, zárt 

kúpot. Algebrailag kifejezve, ez pontosan azt jelenti, amit a Farkas-lemma második egyenlőtlenségrendszere 

fejez ki. 

Ennek a bizonyításnak a szépsége a geomatriai jellegéből adódik. Ezt a geometriai jelleget illusztrálja a 

következő animáció. Az animáció során felhasznált adatok a következők: 

 

Az animáció elindításához kattintson az animáció számára fenntartott területre (a vektor környékére). 

A bizonyítás 2.a. esete az  mátrixszal és  vektorral: 

 

A bizonyítás 2.b. esete az  mátrixszal és  vektorral: 

http://en.wikipedia.org/wiki/Separating_hyperplane_theorem
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A fenti két animációra épülő Farkas-lemma bizonyítást a következő videon bemutatja a szerző. 

A video angol nyelvű. A videon szerepel még az erős dualitás tétel bizonyítása is, amelyet az olvasó a 4. 

fejezetben ismerhet meg. 

5. 4 Lineáris programozás dualitás elmélete 

 

 Lineáris programozás  (lineáris optimalizálás), az operációkutatás alapvető fontosságú témaköre, amelynek az 

alap feladata lineáris egyenlőtlenségrendszer esetén, lineáris célfüggvény minimalizálása. Geometriai 

szempontból egy lineáris függvény szélsőértékére vagyunk kiváncsiak, egy konvex poliéder esetén. 

Az általánosság korlátozása nélkül feltehető, hogy a lineáris egyenlőtlenségrendszer a (1) formában adott. Ebben 

az esetben a lineáris programozási feladatot 

 

alakban fogalmazhatjuk meg, ahol  és . 

Többen foglalkoztak annak a tudománytörténeti kérdésnek a vizsgálatával, hogy mikor és ki írta fel az első 

lineáris optimalizálási feladatot. A válaszok közül két érdekeset emelnék ki. Az első, francia hadmérnökök a 

XVIII. században, erőd építési feladatok kapcsán foglalkoztak az optimális anyag szállítás kérdésével. A másik 

érdekes lineáris programozási feladtara vezető probléma megfogalmazása az un. pénzváltási feladta volt, 

amelyet a XII. századi Itáliában jegyeztek le pénzváltók. 

A modern lineáris programozás születéséhez többen is hozzájárultak. Farkas Gyula nevét, és eredményeit már 

korábban említettük. A Farkas-lemmán kívül a legismertebb eredmény a lineáris programozás megoldására 

szolgáló szimplex-algoritmus, amelyet George B. Dantzig fedezett fel. 

Az operációkutatás területén elért eredményekért számos közgadasági Nobel-díjat osztottak ki. Ezek között is 

előkelő helyen szerepel a lineáris programozás közgazdasági alkalmazásaiért 1975-ben kiadott Nobel-díj, 

amelyet Kantorovich és Koopmans kapták megosztva. 

A (1) feladatban megfogalmazott lineáris optimalizálási feladat egyszerűsége ellenére számos érdekes kérdés 

fogalmazható meg. Ezek közül a feltételek megoldhatóságával kapcsolatos kérdéseket az előző fejezetben 

vizsgáltuk meg és (pivot) algoritmusokat fogalmaztunk meg a megengedettségi feladat megoldására. Felmerül a 

kérdés, hogy a lineáris programozási feladat megoldására használhatók lesznek-e korábbi, a megengedettségi 

feladat megoldására megfogalmazott algoritmusok vagy esetleg tovább fejleszthetők leszenek az optimalizálási 

feladat megoldására is. Megmutatjuk, hogy mind a criss-cross algoritmusnak, mind pedig az MBU-szimplex 

algoritmusnak létezik lineáris programozás feladat megoldására alkalmas változata is. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_programming
http://en.wikipedia.org/wiki/Simplex_algorithm
http://en.wikipedia.org/wiki/George_Dantzig
http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/1975/presentation-speech.html
http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/1975/press.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Kantorovich
http://en.wikipedia.org/wiki/Tjalling_Koopmans
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Természetes módon merül fel a pivot algoritmusok (elméleti) hatékonyságának kérdése is, amelyet ebben a 

jegyzetben csak részben érintünk majd. Az első fontos témakör, amelyet megfogalmazunk és megvizsgálunk az 

un. dualitás kérdése. A kérdés röviden úgy fogalmazható meg, hogyha szeretnék egy lineáris célfüggvényt 

optimalizálni egy poliéderen akkor van-e véges minimuma ? Ha van véges minimuma a lineáris programozási 

feladatnak, akkor annak mi az oka ? Egyik magyarázat lehet az, hogy a poliéder, politop vagyis korlátos és zárt 

halmaz. Azt is látni fogjuk, hogy nem mindég ez a magyarázata az optimum végességének. 

5.1. 4.1 Lineáris programozás duál feladata 
 

A (1) feladatot fogjuk primál lineáris programozási feladatnak nevezni. Könnyen megmutatható, hogy 

tetszőleges lineáris programozási feladat, a (1) feladat formájára hozható, hasonlóan, mint a lineáris 

egyenlőtlenségrendszerek esetén, amelyek a (1) alakú feladatra transzformálhatók. 

4.1. Definíció A lineáris programozási primál és duál feladatok legyenek a következő alakban adottak 

 

ahol  és . Az általánosság korlátozása nélkül feltehető, hogy 

. Legyen a primál illetve a duál megengedett megoldások halmaza rendre 

 

A  és  halmazok nyilván poliéderek és így a primál- illetve duál lineáris programozási feladat egy - 

illetve -változós lineáris feltételes, lineáris célfüggvényes optimalizálási feladat. 

A duál feladatot, szokás a következő módon átalakítani az  eltérés vektor (eltérés változók) 

bevezetésével 

 

ekkor a megengedett megoldás halmazt az alábbi módon adhatjuk meg 

 

Az eltérés vektor, az eredeti döntési változó segítségével, kifejezhető 

 

ahol . 

Most pedig megfogalmazhatjuk az első eredményt a lineáris programozási feladatpárral kapcsolatban. 

4.2. Állítás (Gyenge dualitás tétel.) Legyenek adottak a  és  feladatok. Ekkor bármely  és 

 esetén  és egyenlőség pontosan akkor áll fenn, ha , ahol . 

Bizonyítás. Először belátjuk az egyenlőtlenséget, feltételezve, hogy adott egy tetszőleges  primál illetve 

 duál megemgedett megoldás. Ekkor a duál feladat eredeti formáját használjuk és az  darab lineáris 

egyenlőtlenség mindegyikét, a megfelelő indexű, nem negatív  változóval megszorozzuk. Az egyenlőtlenség 

iránya a nem negativitás miatt nem változik meg. A következő lépésben ezeket az egyenlőtlenségeket 

összeadjuk és mátrix alakban az alábbi módon írhatjuk le 
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Az első egyenlőség következik a mátrix szorzás tranzitivitásából, míg a második egyenlőség megfelel az  

primál megengedettségének. 

Egyenlőség esetén, a célfüggvények különbségét számoljuk ki. Felhasználva a primál megengedettséget 

 

azt kapjuk, hogy a nemnegatív  és  vektorok merőlegesek egymásra. [QED] 

A (2) feltételt a lineáris programozás komplementaritási feltételének nevezzük. Figyelembe véve azt, hogy az  

primál megengedett megoldás és az  duál eltérés változó, előjel kötött vektorok, a lineáris komplementaritási 

feltételt a következő formában írhatjuk fel 

 

ahol  az  és az  vektorok Hadamard-szorzatát (koordinátánkénti szorzatát) jelöli. Ezek alapján a 

komplementaritási feltétel a következő formát nyeri 

 

Bevezethetjük a primál 

 

illetve a duál 

 

optimális megoldások halmazát. Az optimális megoldások jellemzésére szolgál a következő állítás, amelyet a 

gyenge dualitás tételből egyszerűen levezethetünk. 

4.3. Állítás (Gyenge equilibrium tétel) Legyenek adottak a  és  feladatok. Legyen továbbá  és 

, amelyek esetén  ekkor  és . 

Bizonyítás. Legyen  tetszőleges és alkalmazzuk a gyenge dualitás tételt. Ekkor , 

azaz . 

Tetszőleges  megoldásból kiindulva, alkalmazva a gyenge dualitás tételt az  és  vektorokra, 

valamint felhasználva az állítás feltételét, az előzőhöz hasonló módon kapjuk az  összefüggést. [QED] 

A gyenge dualitás- és gyenge equilibrium tételek következményeit foglaljuk össze a következő feladatban, 

amelyeknek a bizonyításait az olvasóra bízzuk. 

4.4. Feladat Legyenek adottak a  és  feladatok. 

• Bármely  esetén a  feladat célfüggvényértéke, , felsőkorlát a  feladat optimum értékére. 

• Bármely  esetén a  feladat célfüggvényértéke, , alsókorlát a  feladat optimum értékére. 

• Ha  és a  feladat célfüggvénye alulról nem korlátos a  poliéderen, akkor a . 

• Ha  és a  feladat célfüggvénye felülről nem korlátos a  poliéderen, akkor a . 

• Ha  és , akkor a  feladat célfüggvénye alulról nem korlátos a  poliéderen. 
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• Ha  és , akkor a  feladat célfüggvénye felülről nem korlátos a  poliéderen. 

A primál lineáris programozási feladathoz, bevezethetjük a (primál) pivot táblát az alábbi módon 

 

Könnyen látható, hogy a tábla felső része megfelel a (1) megengedettségi feladat (lineáris 

egyenlőtlenségrendszer) alap feladatához tartozó pivot táblának. Az alsó rész pedig a célfüggvényt 

reprezentálja, mint egy lineáris egyenletrendszert. A  oszlop és a  sor kereszteződésében álló  azt 

reprezentálja, hogy még nem számoltunk ki megoldását a megengedettségi feladat, így a célfüggvény 

helyettesíti értékét sem ismerhetjük. 

4.5. Definíció Az  mátrix -es nem szinguláris,  részmátrixát bázisnak nevezzük. 

Az 

 

lineáris egyenletrendszert, az  bázis segítségével az alábbi alakban írhatjuk fel 

 

ahol az  vektort a bázis és nem bázis változók szerint partícionáltuk és ugyanezt tettük az  mátrixszal is. 

Ekkor a lineáris egyenletrendszer (általános) megoldása a következő vektor lesz 

 

Az  a bázis változók vektora, mí g az  a nem bázis változóké. 

Vezessük be a következő definíciókat: 

4.6. DefinícióLegyen adott a  és  primál-duál lineáris programozási feladatpár. 

• Az  megoldást az  lineáris egyenletrendszer bázis megoldásának nevezzük. 

• Ha az  akkor az  megoldást (primál) megengedett bázis megoldásnak és az  

mátrixot pedig primál megengedett bázisnak nevezzük. 

• Az  vektort (duál) bázis megoldásnak nevezzük. 

• Ha a  teljesül akkor az  bázis duál megengedett bázis. 

Az  bázis segítségével az eltérés változót a következő módon is kifejezhetjük 

 

tehát a duál megengedettség feltétele az , azaz egy adott  bázis esetén 

 

a duál megengedettség feltétele az 

 

ahogyan azt az előző definícióban megfogalmaztuk 
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Észrevehetjük, hogy adott bázis esetén a duál bázis megoldást pont úgy választjuk meg, hogy 

 

teljesüljön, azaz bázis megoldás esetén a primál és duál feladatok célfüggvényértékei megegyeznek. Azt is 

megmutathatjuk, hogy bázis megoldás esetén a megoldások a megengedettségtől függetlenül komplementárisak, 

ugyanis 

 

figyelembe véve az  és  feltételeket. 

A feladatunkat pivotálást használó algoritmusokkal szeretnénk megoldani, ehhez jól használható az  

bázishoz tartozó teljes illetve rövid pivot tábla: 

 

 

ahol az elvégzett transzformációkat a következő módon értelmezhetjük: 

• Előállítottuk a lineáris egyenletrendszernek az  bázishoz tartozó megoldását. 

• Elimináltuk a célfüggvény sorában a bázis változók célfüggvény együtthatóit. Ezt úgy tettük meg, hogy az  

bázisváltozó egyenletét megszoroztuk  célfüggvény együtthatóval majd kivontuk a célfüggvény sorból. 

Tehát az előző (teljes) pivot táblát, az eredeti táblából elemi sor transzformációkkal állítottuk elő. Vezessük be a 

következő jelöléseket 

 

Az aktuális nem feltétlenül megengedett  bázismegoldás, megegyezik a táblából kiolvasható  vektorral. Az 

aktuális nem feltétlenül megengedett bázis megoldáshoz tartozó célfüggvény értéket a  jelöli. A 

 mátrix  indexekhez tartozó eleme . Az  bázishoz tartozó bázis változók indexeinek a halmazát 

jelölje , mí g a nem bázis változókét . 

Báziscserét a következő módon terjeszthetjük ki lineáris programozási feladatra: 

• elemi sor transzformációkkal egységvektort képezünk a becserélendő vektor oszlopában, 

• a bázisba belépő változó, aktuális célfüggvény együtthatóját is elimináljuk megfelelő elemi sor 

transzformáció segítségével, azaz a célfüggvény sor megfelelő elemét is kinullázzuk, 

• az utolsó oszlop értéke (a célfüggvény érték) is módosul az elemi sor tarnszformáció következtében. 

Megfogalmazunk három állítást: a primál- illetve duál nem megengedettségi kritériumot és az optimalitási 

kritériumot. 

 

 

Primál nem megengedettségi kritérium 
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Duál nem megengedettségi kritérium 

Az előző pivot táblákat már láttuk az előjeles Farkas-Minty lemma következményeként megfogalmazva a 3.22. 

és 3.23. Feladatokban. A hozzájuk tartozó nem megengedettségi kritériumokat a következő feladatban 

fogalmazzuk meg. 

4.7. Feladat Legyen adott a  és  lineáris programozási feladatpár. 

• Ha a  bázis esetén valamely  és  bármely  fennáll akkor nem létezik 

megengedett megoldása a  feladatnak. 

• Ha a  bázis esetén  és , bármely  fennáll akkor nem létezik megengedett 

megoldása a  feladatnak. 

A  és  lineáris programozási feladatpárhoz tartozó optimális bázis táblát az alábbiaknak megfelelően 

adhatjuk meg 

 

és az optimalitási kritériumot az alábbi feladatban mondjuk ki. 

4.8. Feladat Legyen adott a  és  lineáris programozási feladatpár. Ha az  primál és duál 

megengedett bázis akkor az  optimális megoldása a  feladatnak és 

 optimális megoldása a  feladatnak. 

Továbbá, 

 

teljesül. 

A 4.7. és 4.8. Feladatok bizonyítását az olvasóra bízzuk. 

Az optimalitási kritériumot kifejező bázis tábla jelentését a következő mófon fogalmazhatjuk meg: Az aktuális 

bázis megoldás, 

• primál megengedett bázis megoldás; 

• duál megengedett bázis megoldás; 

• és a megoldások célfüggvény értékei egyenlőek. 

Az 1-3. tulajdonságok pontosan a 4.3. Állítás alapján biztosítják a megoldások optimalitását, azaz  és 

. A 3. tulajdonság a 4.2. Állítás következtében a célfüggvények egyenlőségéből levezethető a (2) 

komplementaritási feltétel. 
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Összefoglalva, a  és  lineáris programozási feladatpár megoldásainak optimalitásához szükséges és 

elegendő 

• primál megengedettség, , azaz , 

• duál megengedettség, , azaz , 

• komplementaritás, azaz . 

Természetes módon merül fel két kérdés: 

• Hogyan oldhatjuk meg a  és  lineáris programozási feladatpárokat ? 

• Bármelyik  és  lineáris programozási feladatpárnak van megoldása ? 

Ezekre a kérdésekre keressük a választ a következő részben. 

5.2. 4.2 Criss-cross algoritmus 
 

Lineáris programozási feladat megoldására szolgáló pivot algoritmusok közül egyértelműen a legegyszerűbb a 

criss-cross algoritmus. A criss-cross algoritmus ötlete S. Ziontstól (1969) származik, aki azzal kérdéssel 

foglalkozott, hogy megoldható-e az általános lineáris programozási feladat egy fázisban vagy szükség van a két 

fázisú szimplex módszerre. Két fázisú szimplex módszer első fázisának a célja (primál) megengedett bázis 

előállítása, amelyről a szimplex módszer elindítható. 

Zionts kutatásait nem koronázta siker, habár megfogalmazta a criss-cross algoritmus prototipusát, de nem 

sikerült algoritmusának a végességét általános esetben bizonyítani. (Ma az az általános vélekedés, hogy a 

Zionts-féle criss-cross algoritmus nem véges, habár ezt senki se mutatta meg.) 

Ziontsot érdeklő kérdést, Terlaky Tamás válaszoltam meg 1985-ben, megfogalmazva és minimál index szabály 

segítségével igazolva, eljárásának a végességét. A Terlaky-féle criss-cross algoritmus, ma már a klasszikus pivot 

algoritmusok közül, a szimplex módszer mellett, az egyik legismertebb. 

Farkas Gyula alapvető fontosságú lemmájának egy bázis táblás formájára, a Farkas-Minty előjeles lemmára 

(3.18. Lemma), a criss-cross algoritmus lineáris egyenlőtlenségrendszerek megoldására kidolgozott változatával 

adtunk konstruktív bizonyítást. Ma már a criss-cross módszer egyértelműen egy algoritmus családot takar, 

amelynek egyik klasszikus algoritmusát a Terlaky-féle, lineáris programozási feladat megoldására szolgáló 

criss-crossalgoritmust megfogalmazzuk és minimál indexes szabály segítségével a végességét igazoljuk. 

Legyen adott a  és  lineáris programozási feladatpár és tegyük fel, hogy ismert egy tetszőleges  

bázisa. A feladat eredeti adatainak és az aktuális  bázis segítségével kiszámolhatóak az aktuális bázistábla 

adatai a (4) képletek segítségével. Ebből kiolvasható az aktuális primál 

 

illetve duál bázis megoldás 

 

ahol 

 

Figyelembe véve, hogy tetszőleges bázis esetén a primál  feltétel és a duál  feltétel 

teljesül, az optimalitási kritérium teljesüléséhez az kell, hogy  és  előjelkötések teljesüljenek. A 

bázis megoldások struktúrájából láttuk, hogy  és  adódik, így elegendő olyan bázist találni, 

amelyek esetén 

http://en.wikipedia.org/wiki/Criss-cross_algorithm
http://mansci.journal.informs.org/content/15/7/426.short
http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/02331938508843067
http://link.springer.com/article/10.1007%5c%2FBF02614325?LI=true
http://link.springer.com/article/10.1007%5c%2FBF02614325?LI=true
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teljesül. A Terlaky-féle criss-cross algoritmus a lineáris programozási  és  feladatok megoldása során 

csupán arra törekszik teljesen figyelmen kívül hagyva a célfüggvény értékét és annak a változását, hogy mohó 

módon találjon egy olyan  bázist, amely 

• primál és duál megnegdett bázis, vagy 

• igazolja, azt, hogy nem létezik ilyen bázis, azaz vagy előállít egy primál nem megengedett bázist, vagy 

előállít egy duál nem megengedett bázist. 

Fogalmazzuk meg a minimál indexes criss-cross algoritmust a lineáris programozási  és  feladatok 

megoldására. 

Bemenő adatok: . Legyen adott egy  bázis és a bázishoz tartozó tábla adatai 

, valamint az index halmazok . 

• Ha  és  teljesül, akkor az optimalitási kritérium alapján optimális megoldásnál vagyunk, 

különben menjünk a 2. lépésre. 

• Legyen  és  Nyilván  és legyen 

 és menjünk a 3. lépésre. 

• Két eset lehetséges: 

• Duál iteráció:  ekkor határozzuk meg a 

 

index halmazt. Ha  akkor a primál nem megengedettségi kritérium alapján 

 

Ellenkező esetben legyen  és menjünk a 4. lépésre. 

• Primál iteráció:  ekkor határozzuk meg a 

 

index halmazt. Ha  akkor a duál nem megengedettségi kritérium alapján 

 

Ellenkező esetben legyen  és menjünk a 4. lépésre. 

• Pivotálás: duál iteráció esetén (3. a.), pivotáljunk a  elemen, míg primál iteráció esetén (3. b.), pivotáljunk 

a  elemen. Határozzuk meg az  és  index halmazokat és menjünk az 1. lépésre. 

Tehát a lineáris programozási  és  feladatok megoldására megfogalmazott criss-cross algoritmus 

valóban a lehetséges eredmények (primál- vagy duál nem megengedettségi kritérium illetve az optimalitási 

kritérium) valamelyikével áll meg. 
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Mostmár csak az a kérdés, hogy véges-e az algoritmus, azaz véges sok iteráció alatt eléri-e valamelyik leállási 

táblát. Figyelembe véve, hogy a  feladatnak véges sok bázisa van, ezért a criss-cross algoritmus csak úgy 

lehetne nem véges, hogy valamelyik bázis tábla, az iterációk során, végtelen sokszor előfordul. Tekintettel arra, 

hogy az algoritmus determinisztikus és a bázis táblák egymásba transzformálhatók, egy bázis csak akkor 

térhetne végtelen sokszor vissza, ha legalább két bázis végtelen sokszor előfordul, hiszen az a változó, amelyik 

az egyik bázis esetén távozik, valamely későbbi másik bázis esetén be kell, hogy lépjen a bázisba, annak 

érdekében, hogy az elsőnek megfigyelt bázis visszatérhessen. Ezt a jelenséget ciklizálásnak nevezzük, vagyis a 

ciklizálás esetén egy olyan jelenséggel állunk szembe, hogy valamely  bázis oly módon 

ismétlődik, hogy a  bázissal és mivel determinisztikus az algoritmus, ezért egymásután, újra és újra 

végig járja ugyanazokat a bázisokat. 

Mielőtt bebizonyítanánk a lineáris programozási  és  feladatok megoldására megfogalmazott criss-

cross algoritmus végességét, foglaljuk össze az algoritmus pszeudokódját: 
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Ennyi előkészület után készen állunk bizonyítani a minimál indexes criss-cross algoritmus végességét a  és 

 lineáris programozási feladatokra. 

4.9. Tétel Legyenek adottak a  és  lineáris programozási feladatok. A minimál indexes criss-cross 

algoritmus véges sok iterációban megoldja a  és  lineáris programozási feladatokat és leáll a következő 

leállási táblák valamelyikével: 

• egy primál nem megengedettségi tábla, vagy 

• egy duál nem megengedettségi tábla, vagy 

• egy optimális tábla. 

Bizonyítás. A minimál indexes criss-cross algoritmus megfogalmazásából világos, hogy az algoritmus megállási 

kritériumai pontosan megegyeznek a tételben felsorolt leállási táblákkal, azaz az algoritmus leállásakor vagy azt 

mutatja meg, hogy nem létezik primál megengedett megoldás, vagy azt mutatja meg, hogy nem létezik duál 

megnegedett megoldás, vagy pedig előállít egy optimális, primál-duál megoldás párt. 

A kérdés most már csak az, hogy véges sok lépésben leáll-e a minimál indexes criss-cross algoritmus ? 

Indirekt módon tegyük fel, hogy a minimál indexes criss-cross algoritmus nem véges. Ez azt jelenti, hogy 

létezik olyan példa, amelyen ciklizál, hiszen a lehetséges bázisok száma véges. A minimál indexes criss-cross 

algoritmus ciklizálási ellenpéldái közül vegyünk egy olyat, amelyet minimális ciklizálási ellenpéldának 

nevezünk, abban az értelemben, hogy minden változó a ciklus során belép a bázisba, majd onnan távozik. 

Bármely ciklizálási ellenpéldából készíthetünk, minimális ciklizálási ellenpéldát, úgy, hogy azoknak a 

változóknak megfelelő vektorokat, amelyek a ciklus során vagy végig bázis változók voltak, vagy végig nem 

bázis változók, azaz azokat, amelyek a ciklus során nem mozogtak, a hozzájuk tartozó oszlop vektorkkal együtt 

töröljük a véges vektor rendszerünkből (az  mátrix oszlopai közül). 
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A példa minimalitása miatt, a ciklus során minden változó belép, majd (később) távozik a bázisból. Vizsgáljuk 

azokat az állapotokat, amikor a legnagyobb indexű változó, az  indexű változó belép a  bázisba, illetve 

amikor távozik onnan (  bázis). Az alábbi négy eset lehetséges: 

• primál iterációnál kerül be az  bázisba és primál iterációnál távozik az  bázisból; 

• primál iterációnál kerül be az  bázisba és duál iterációnál távozik az  bázisból; 

• duál iterációnál kerül be az  bázisba és primál iterációnál távozik az  bázisból; 

• duál iterációnál kerül be az  bázisba és duál iterációnál távozik az  bázisból. 

A következő ábrán láthatjuk az  indexű változó lehetséges mozgásait figyelembe véve a minimál index 

szabályt, azaz azt, hogy ha a minimál index szabály a legnagyobb indexű változót választja ki, akkor minden 

más változó adatának az előjele megfelelő kell, hogy legyen már. Ezeket az eseteket az un. majdnem leállási 

táblák írják le, azaz 

• primál iterációnál belép a bázisba, 

• duál iterációnál belép a bázisba, 

• primál iterációnál távozik a bázisból, és 

• duál iterációnál távozik a bázisból. 

 

Az (1.) (4.) táblákon látható előjelstruktúra alapján az (a) eset vizsgálata az (1.) és (3.), a (b) eseté az (1.) és (4.), 

a (c) eseté a (2.) és (3.), mí g a (d) eseté a (2.) és (4.) táblák vizsgálatát jelenti. 

A bizonyítás menete a következő lesz: az (1.) (4.) táblákról  sor (oszlop) illetve  oszlop (sor) vektorokat 

olvasunk ki, az (a) (d) lehetséges eseteknek megfelelően. Megmutatjuk, hogy a  illetve  vektorok együttes 

előfordulása ellentmond az ortogonalitási tételnek. Ebből pedig az következik, hogy az (a) (d) esetek egyike sem 

fordulhat elő, azaz a criss-cross algoritmus nem ciklizálhat, tehát véges, ha pedig véges, akkor valamelyik 

leállási táblájával ér véget az algoritmus. 

Most pedig térjünk rá az (a) (d) esetek tárgyalására. Az ortogonalitási tételt a bázis tábla  darab 

 dimenziós vektoraira alkalmazzuk. Ehhez az alábbi struktúrájú vektorokat fogunk kiolvasni a 

táblákból: 

 

A vektorok a  bázishoz tartozó táblák esetén a következők: (1.) tábla: 
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(2.) tábla: 

 

A  bázishoz tartozó táblák esetén a kiolvasott vektorok a következők: (3.) tábla: 

 

(4.) tábla: 

 

 

Természetesen ne felejtsük el, hogy  tehát óvatosan kell elemezzük az eseteket. 

Az (a) esetben, ha az (1.) és a (3.) bázis tábla előfordulhat, akkor a  és  vektorok ortogonálisak. 

Számoljuk ki a két vektor skaláris szorzatát, figyelembe véve, hogy  és , bármely  

esetén, valamint azt, hogy  adódik az első egyenlőtlenség 

 

A második egyenlőtlenség teljesül, mert  adódik az (1.) és (3.) tábla 

struktúrájából, ellentmondva az ortogonalitási tételnek (1.48. Tétel), tehát az (a) eset nem fordulhat elő. 

A (c) esetben, ha az (2.) és a (3.) bázis tábla előfordulhat, akkor a  és  vektorok ortogonálisak. Számoljuk 

ki a két vektor skaláris szorzatát, figyelembe véve, hogy  és , bármely  esetén, 

valamint azt, hogy  és  adódik az első egyenlőtlenség 

 

A második egyenlőtlenség teljesül, mert  és  adódik a (2.) és (3.) tábla struktúrájából, 

ellentmondva az ortogonalitási tételnek (1.48. Tétel), tehát a (c) eset nem fordulhat elő. 

A (d) esetben, ha az (2.) és a (4.) bázis tábla előfordulhat, akkor a  és  vektorok ortogonálisak. 

Számoljuk ki a két vektor skaláris szorzatát, figyelembe véve, hogy  és , bármely  

esetén, valamint azt, hogy , adódik az első egyenlőtlenség 

 

A második egyenlőtlenség teljesül, mert  és  adódik a (2.) és (3.) tábla 

struktúrájából, ellentmondva az ortogonalitási tételnek (1.48. Tétel), tehát a (c) eset nem fordulhat elő. 
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A (b) esetben, ha az (1.) és a (4.) bázis tábla előfordulhat, akkor a  és  vektorok illetve a  és  

vektorok ortogonálisak. Ez az eset az előzőekhez képest bonyolultabb. Számoljuk ki a két-két pár vektor skaláris 

szorzatát, figyelembe véve, hogy  és , bármely  esetén, valamint 

azt, hogy , továbbá  és  adódik az első egyenlőtlenség mindkét 

skaláris szorzat esetén 

 

illetve 

 

mivel . A két skaláris szorzat külön-külön is nulla kell, hogy legyen, így az összegük is nyilván 

nullának kell lennie, azaz 

 

teljesül, mert  miatt a skaláris szorzatok összege szigorúan pozitív, ellentmondva annak, hogy 

a két skaláris szorzat külön-külön nulla az ortogonalitási tétel (1.48. Tétel) miatt, tehát a (b) eset sem fordulhat 

elő. 

Mivel az (a) (d) esetek egyike sem fordulhat elő, ezért a minimál indexes criss-cross algoritmus nem ciklizálhat. 

[QED] 

Végezetül illusztráljuk egy lineáris programozási feladat megoldásával a minimál indexes criss-cross algoritmus 

működését. 

4.10. Példa Legyen adott a következő lineáris programozási (primál) feladat 

 

ahol . Ekkor a duál feladatot az alábbi formában állí thatjuk elő: 

 

Az adott  feladathoz tartozó pivot tábla 
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Válasszuk -t -nek és -t -nek. Ekkor kiszmolható az ezen bázishoz tartozó rövid 

bázis tábla 

 

 

Ekkor  és , azaz az  primál és az  duál nem megengedett változó. A 

minimál index szabály alapján  belép a bázisba és  távozik a bázisból. Ekkor a következő pivot táblához 

jutunk 

 

Figyelembe véve, hogy az aktuális pivot tábla esetén az , optimális táblához jutottunk, 

 

illetve . 

A célfüggvényérték, , amely helyett a táblában a  érték található a tábla bal alsó 

sarkában. Tehát az optimális célfüggvényérték . 

A tábla optimalitását az  és  igazolják. 

5.3. 4.3 Erős dualitástétel 
 

Az erős dualitás tétel a lineáris programozás alapvető tétele, amely kapcsolatot teremt a primál és duál feladatok 

között. A dualitás tételnek és következményeinek, a duál változóknak közgazdasági jelentésük van, amelyek 

magyarázatával számos cikk és könyv foglalkozik. A dualitás tételnek ma már számos bizonyítása ismert. A 

fontosabb bizonyítási módok a következők: 

• Farkas-lemma felhasználásával igazoljuk az erős dualitás tételt. (Egyébként az erős dualitás tétel ekvivalens a 

Farkas-lemmával.) 
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• A konvex halmazok szeparációs tételének a felhasználásával lehet igazolni az erős dualitás tételt. (A 

szeparációs tétellel a Farkas-lemma is igazolható.) 

• Konstruktív módon igazoljuk az erős dualitás tételt valamely pivot algoritmus végességének a 

felhasználásával. Ha a bizonyítást a szimplex módszer végességre építjük fel, akkor néhány geometriai jellegű 

tételre (pl. Motzkin-tétel) is szükségünk van az igazoláskor. 

Mi a harmadik módszert alkalmazzuk, de a szimplex algoritmus helyett, amelyet még mindig nem tárgyaltunk, 

inkább a minimál indexes criss-cross algoritmust használjuk fel, amelynek a végességét az ortogonalitási tétel 

segítségével, az előző részben láttuk be. 

4.11. Tétel (Erős dualitástétel.) Legyen adott a  és  lineáris programozási feladatpár. Ha a  és a 

 akkor létezik  és , amelyekre , tehát az  és  megoldások, primál- és 

duál optimális megoldások. 

Bizonyítás. Alkalmazzuk a minimál indexes criss-cross algoritmust a  feladatra. A 4.9. Tétel alapján a 

minimál indexes criss-cross algoritmus véges és a lehetséges három leállási táblájának valamelyikével leáll. A 

tétel feltételei,  és a , kizárják annak a lehetőségét, hogy nem megengedett táblával álljon le a 

minimál indexes criss-cross algoritmus. Tehát a tétel feltételeit kielégítő lineáris programozási feladatok esetén 

a minimál indexes criss-cross algoritmus véges sok lépésben a következő tulajdonságú bázis megoldást állít elő 

 és , ahol 

 

Továbbá , mert . Az előállított primál- és duál megengedett bázis megoldásról 

megmutatjuk, hogy a célfüggvényértékeik egyenlőek és így a gyenge equilibrium tétel (4.3. Állítás) miatt 

 és , azaz a megoldások optimálisak. 

Tehát csak azt kell belátnunk, hogy a primál- és duál célfüggvényértékek azonosak, azaz 

 

. [QED] 

A lineáris programozás erős dualitás tételének több formája is ismeretes. Kimondjuk a következő két alakját és 

az olvasóra bízzuk az állítások igazolását. 

4.12. Feladat Legyenek adottak a  és  lineáris programozási feladatok. 

• Ha a  feladatnak létezik optimális megoldása akkor a  feladatnak is létezik és az optimum értékek 

megegyeznek. 

• Ha a  akkor a  és az optimum értékei a két feladatnak, megegyeznek. 

A Farkas-lemmához hasonlóan a dualitástétel is kimondható általánosabb alakban. Legyen adott a primál- és 

duál lineáris programozási feladat a következő alalkban. 

 

Tegyük fel, hogy a feladatban megadott mátrixokkal és vektorokkal a kijelölt műveletek elvégezhetők. Jelölje a 

megnegdett megoldás halmazokat rendre  és  illetve az optimális megoldás halmazokat  és . 
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Ekkor kimondható és igazolható, a gyenge és erős dualitás tételek is, az általános alakú  és  lineáris 

programozási feladatpárokra. 

4.13. Feladat Legyenek adottak a  és  lineáris programozási feladatok. 

• (Gyenge dualitás tétel.) Ekkor bármely  és  esetén 

 

• (Erős dualitás tétel.) Ha a  és a  akkor létezik  és , amelyekre 

 

tehát az  és  megoldások, primál- és duál optimális megoldások. 

6. 5 Lineáris programozás pivot algoritmusai 

 

Lineáris programozási feladat megoldására Dantzig 1947-ben vezette be a szimp\-lex módszert. Dantzig 

szimplex módszerének szüksége van megengedett, induló bázis megoldásra, ezért eleinte csak a következő alakú 

lineáris programozási feladatokra működött az algoritmusa: 

 

ahol  és . Továbbá tegyük fel, hogy . 

A  és  lineáris programozási feladatpár esetén, a lineáris egyenlőtlenségrendszer feltéeteleket az un. 

eltérés változók bevezetésével egyenlőséges feltételekké tudjuk transzformálni, így a  feladat egy 

megnegedett induló bázisát könnyen előtudjuk állítani. Legyenek az  és a  a  és  

feladatok eltérés vektorai. Ekkor a feladatokat az alábbi, módon írhatjuk fel 

 

A  primál lineáris programozási feladatból azonnal kiolvasható egy induló bázis megoldás 

 

ahol a bázis változók az  vektorba összefoglalt eltérés változók, míg a nem bázis változók, az eredeti döntési 

változók, amelyek az  vektorban szerepelnek. 

Az induló, megengedett bázis megoldás (és induló megengedett bázis) létezése a feladat struktúrájából és a 

feltevésekből ( ) adódik. 

5.1. Definíció A  primál lineáris programozási feladatot kanonikus feladatnak nevezzük, ha az  

lineáris egyenletrendszer mátrixa tartalmaz egy -es egység mátrixot és ha az aktuális jobb oldal vektor 

 nem negatív. 

Könnyen belátható, hogy a  feladat, kanonikus lineáris programozási feladat, azaz a  feladat, eltérés 

változók bevezetésével, kanonikus feladattá transzformálható. Kanonikus lineáris programozási feladat esetén 

egyszerűen megadható egy megengedett induló bázis és a hozzá tartozó megengedett, bázis megoldás. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Simplex_algorithm
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A Dantzig-féle primál szimplex algoritmus kizárólag kanonikus lineáris programozási feladatot képes 

megoldani. 

A  és  lineáris programozási feladatpár esetén, könnyen megfogalmazhatjuk a gyenge dualitás tételt. 

5.2. Feladat (Gyenge dualitás tétel.) Legyenek adottak a  és  feladatok. Ekkor bármely  és 

 esetén  és egyenlőség pontosan akkor áll fenn, ha , ahol  és 

. 

Az állítás bizonyítását az olvasóra bízzuk. 

Figyelembe véve, hogy a  maximalizálási feladat, a  és  lineáris programozási feladatpár esetén, 

az optimális bázis tábla előjel struktúrája a következő lesz 

 

és a duál nem megengedettségi kritériumon kívül ez lesz a másik megállási feltétele a Dantzig-féle primál 

szimplex algoritmusnak. 

6.1. 5.1 Primál szimplex algoritmus 
 

A primál szimplex algoritmus elindításához, ahogyan azt már említettük, szükség van egy primál megengedett 

bázisra, ezért a primál szimplex algoritmus kanonikus lineáris programozási feladatról (pl. a  feladat) 

indítható el. A primál szimplex algoritmus, primál megengedett bázisról, primál megengedett bázisra lép és 

közben, maximalizálási feladat esetén, igyekszik növelni a célfüggvény értékét. (Minimalizálási feladat esetén, 

megengedett bázisokon haladva, természetesen minden iterációban igyekszik csökkenteni a célfüggvény 

értékét.) 

Ha az adott lineáris programozási feladat nem kanonikus feladat, akkor induló megengedett bázis megoldás 

előállításához un. két-fázisú szimplex módszert kell alkalmazni, amelyet később mutatunk be. 

Tekintsük a  lineáris programozási feladatot, (1), alakban és tegyük fel, hogy ismert egy megengedett bázis, 

 a hozzá tartozó  és  index halmazokkal,  és  transzformált jobboldali illetve célfüggvény 

(redukált költség) vektorokkal. A tábla belsejét  jelöli. 

Legyen  ekkor az  bázis, nem lehet duál megengedett (nem optimális). Legyen 

 a bázis indexek halmaza és 

 

a bázis megoldás célfüggvényértéke. A teljes pivot tábla  részét az alábbi lineáris 

egyenletrendszer fejezi ki 

 

ahol az utolsó sor a célfüggvény sort reprezentálja. Mivel a feladatunk minimalizálási feladat, ezért a negatív 

redukált költségű  változót szeretnénk bevonni a bázisba, pozitív  értéken, mert ekkor a célfüggvény 
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aktuális értéke,  negatív számmal csökkenne. Végezzük el a kívánt transzformációt, azaz legyen  

és fejezzük ki a bázis változók értékét a  függvényében. Ekkor a következő lineáris egyenletrendszerhez 

jutunk 

 

A lineáris egyenletrendszer mátrixának oszlopai affin független vektorok és így 

 

egy szimplex. Erről, a bázis cseréhez rendelt szimplexről, kapta a módszer a nevét. 

Vizsgáljuk meg azt az esetet, amikor az  változót bevonjuk a bázisba és az értékét  növeljük és 

bármely  esetén  teljesül, azaz a többi nem bázis változó értéke változatlanul nulla 

marad. (Ezért nem kellett azokat feltüntetni az első -es lineáris egyenletrendszer esetén.) 

Amikor az  változó felveszi a  értéket, akkor az előző lineáris egyenletrendszer segítségével 

fejezhetjük ki a bázis változók értékét a  érték függvényében. Azt kell biztosítanunk, hogy  legyen, 

ahol . Két esetünk lehet: 

• : bármely  esetén az  teljesül; 

• :  pontosan akkor teljesül, ha . 

Az első esetben, mivel a  nem pozitív, így bármely pozitív  esetén,  lesz. Ezzel szemben, ha  

pozitív, akkor a  értéket a  törttel (hányadossal) lehet felülről korlátozni. Ezt az elemzést 

kiterjeszthetjük az  változó összes együtthatójára, vagyis a pivot tábla teljes  oszlopára. Így jutunk el a 

szimplex módszer legfontosabb építőkövéhez, a hányados-teszthez, amely biztosítja, hogy iterációróliterációra 

primál megnegdetett bázis megoldásokon keresztül, a poliéder csúcsain, haladjon a primál szimplex algoritmus. 

Vezessük be a  index halmazt. Két eset lehetséges 

1. ha  akkor a 

 

és bármely  esetén  megfelelő pivot pozí ció és 

 

2. ha  akkor a  értékre nincsen korlát és figyelembe véve a célfüggvénynek az  bázishoz tartozó 

alakját, azt kapjuk, hogy 

 

mivel  és . 



 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 94  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

Ha valamely  esetén  akkor , azaz . Ekkor (primál) degenerált megoldást 

kapunk és degenerált iterációról beszélünk, mert a célfüggvény érték változatlan maradt. 

A  valamely  esetén, pedig azt jelenti, hogy a  vektor az  tér valamelyik valódi alterében 

fekszik. Ez a geometriai jelenség áll a degenerált megoldás hátterében és okozza azt, hogy bizonyos esetekben, 

ha a pivot algoritmust nem eléggé körültekintően fogalmaztuk meg, ciklizálás léphet fel. A ciklizálás 

jelenségével később részletesebben foglalkozunk még. 

Visszatérve az előző vizsgálat két esetéhez, észrevehetjük, hogy az első esetben a hányadostesztet alkalmaztuk, 

míg a második esetben, azonosítottunk egy olyan irányt, amelyik mentén a célfüggvény korlátozás nélkül 

csökkenthető volt. A gyenge dualitás tétel egyik következménye alapján, a primál minimalizálási célfüggvény 

alulról nem korlátos, ez pontosan akkor fordulhat elő, ha a , azaz teljesül a duál nem megengedettségi 

kritérium. Az eddigi elemzést a következő állítás foglalja össze. 

5.3. FeladatLegyen adott a  és  lineáris programozási feladat és , ahol  az 

aktuális bázis változók index halmaza. Vezessük be a  index halmazt. Ekkor a 

következő állítások ekvivalensek 

• , 

• a  feladat célfüggvénye alulról nem korlátos, 

• . 

Foglaljuk össze a primál szimplex algoritmust, amelyet Dantzig, 1947-ben fogalmazott meg. 

Legyen adott a  (minimalizálási) lineáris programozási feladat és egy hozzá tartozó primál megengedett 

 bázis, a rövid bázis táblával együtt. 

• Legyen . Ha , akkor készen vagyunk, mert az  duál megengedett bázis 

is egyben. (Teljesülnek az optimalitási kritérium feltételei, azaz előállítottunk egy optimális megoldást, 

optimális bázis táblát.) Különben menjünk a 2. lépésre. 

• Legyen  tetszőleges és határozzuk meg a  index halmazt. Ha  

akkor készen vagyunk, mert teljesül a duál nem megengedettségi kritérium, . (Ebben az esetben 

nincsen optimális megoldása a feladatnak.) Különben menjünk a 3. lépésre. 

• Ha  akkor alkalmazzuk a hányados-tesztet: 

 

és legyen  tetszőleges, amelyre . Pivotáljunk -n és térjünk vissza az 1. lépéshez. 

Adjuk meg a szimplex algoritmus folyamatábráját, amelyben a döntési helyzeteket pivot táblákon magyarázzuk. 
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Majd illusztráljuk a működését egy példán. 

5.4. PéldaInduljunk ki a következő rövid bázistáblából: 

 

A szimplex módszerrel a duál nem megengedett változók közül bármelyik kiválasztható. 

1. Amennyiben az  változót választjuk belépőnek akkor a hányados teszt alapján 

 

adódik, azaz  illetve  is választható lenne távozónak. 

2. Az  változót választva belépő változónak akkor a hányados teszt alapján 

 

két változó közül  és  választhatunk belépő változót. 

3. Belépőnek választhatjuk az  változót is. Ennek a változónak az oszlopára alkalmazva a hányados tesztet 

 

a távozó változót, , egyértelműen választhatjuk ki. 

Válasszuk az első pivot pozíciónak -at. Ekkor az alábbi (rövid) pivottáblát kapjuk: 
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A többi pivot lépést a pivot pozí cióval, a bázis változók bázisban elfoglalt sorrendjével, a primál megengedett 

megoldással és a célfüggvény értékével jellemezzük, ahelyett, hogy a teljes pivot táblákat közölnénk. 

 

Végezetül, adjuk meg a szimplex algoritmus pszeudokódját: 

 

6.2. 5.2 Módszerek a ciklizálás elkerülésére 
 

A primál szimplex algoritmusban láthattuk az előző példán is több helyen is volt választási szabadságunk. 

Előfordulhat olyan példa, amely megoldásakor a pivot pozíciók rossz megválasztása esetén, végtelen ciklusba 

kerülünk, azaz a bázisoknak egy véges sorozata, végtelen sokszor visszatér. Ezekben az esetekben, amikor az 

algoritmusunk ciklizál, nem tudjuk eldönteni, hogy az adott lineáris programozási feladatnak van-e megoldása 

vagy sincs. Tekintsük az alábbi, A. W. Tuckertől származó példát: 
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5.5. Példa (A. W. Tucker) Legyen adott az alábbi rövid bázis tábla. Tekintettel arra, hogy az  és  bázis 

változók  értéket vesznek fel, az adott bázis tábla (primál) degenerált és az adott lineáris programozási feladat 

is degenerált. 

 

Az első bázis táblán, a pivot oszlopot, a legnegatívabb redukált költségű változó segítségével választjuk ki, így 

az  lép be a bázisba és a hányadosteszt felhasználásával az  változót választottuk ki távozónak. A pivot 

pozíció a  lesz és degenerált pivotra kerül sor, mert a . A degenerált pivot miatt a jobb oldali vektor 

értékei nem változtak meg, de a bázis és nem bázis vektorok halmaza megváltozott. A két különböző bázis, 

mégis ugyanazt a primál megengedett megoldást adja, vagyis annak ellenére, hogy a bázis megváltozott, a 

poliéderen kijelölt extremális pont, ugyanaz maradt. Így, természetesen, a célfüggvény értéke sem változott 

meg. 

 

A 2. primál megengedett bázis táblán, már csak egy duál nem megengedett változó található, az , hiszen 

, ezért a pivot oszlop kiválasztása egyértelmű. A bázisba belépő változó az  lesz és a hányados-teszt 

alkalmazásával választunk távozó változót. A hányados-teszt alkalmazásával , és  adódik, így a lehetséges 

távozó bázis változók, az  és az . Figyelembe véve a pivot pozíciók értékét:  és  racionális 

döntésnek tűnik a  pozíciót választani pivot pozíciónak, különösen azért, mert a  értéke . Elvégezve a 

pivotálást az  változó belép a bázisba a távozó  változó helyére. Tekintettel arra, hogy degenerált pivotra 

került sor a jobboldal vektor nem változik és így a megoldás sem. 

 

A 3. bázis táblán két duál nem megengedett változó van, az  és az . Mivel az  redukált költsége 

negatívabb, mint az  változóé, ezért az  változó legyen a bázisba belépő változó. A hányados-teszt ebben 

az esetben, a 7. oszlopra alkalmazva egyértelműen kijelöli a pivot pozíciót, amelyik a  lesz, azaz a második 

bázis változó távouik, ez pedig az . Ismét degenerált pivotra került sor. 

 

A 4. primál megengedett bázis táblán egyértelmű a pivot oszlop kiválasztása, mivel egyetlen nem bázis változó 

redukált költsége negatív, azaz az  változó lép be a bázisba. A hányados-teszt két lehetséges pivot pozíciót 

jelöl ki, a  és  elemeket. Az eddigi döntéseinkkel összhangban, a törtekkel való számolás 

minimalizálásának az érdekében a  elemet választjuk pivot elemnek és ebben az esetben a bázisban az 

első pozíciót elfoglaló  változó távozik. Ez alkalommal is degenerált pivotra került sor. 
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Az 5. primál megengedett bázis táblán ismét két lehetséges belépő változó van, hiszen az  és  változók 

redukált költségei rendre  és . Ismét mohó módon és lokálisan döntünk, azaz a negatívabb 

árnyékárú változót,  jelöljük ki belépő változónak, majd oszlopára alkalmazzuk a hányados-tesztet. A 

hányados-teszt egyértelműen jelöli ki a pivot pozíciót,  és így a bázis második változója,  távozik a 

bázisból. Az  és  változók közötti bázis csere is egy degenerált pivottal valósult meg. 

 

A 6. primál megengedett bázis táblán ismét egyértelmű a pivot oszlop kiválasztása, mivel egyetlen nem bázis 

változó redukált költsége negatív, azaz az  változó lép be a bázisba. A hányados-teszt két lehetséges pivot 

pozíciót jelöl ki, a  és  elemeket. Az eddigi döntéseinkkel összhangban, a törtekkel való számolás 

minimalizálásának az érdekében a  elemet választjuk pivot elemnek és ebben az esetben a bázisban az 

első pozíciót elfoglaló  változó távozik. Ez alkalommal is degenerált pivotra került sor. 

Ebben az esetben visszakapjuk az 1. primál megengedett bázis táblát. 

A következőképpen alakultak a bázis index halmazok: 

, , , , , , 

és . 

Tehát a  bázis sorozat ciklust alkot, vagyis a szimplex módszer a degenerált 

feladat esetén ciklizálhat, így nem feltétlenül véges. 

Az 5.5. Példán bemutaott jelenséget szeretnénk megvizsgálni, ezért tekintsük a 4.1. Definícióban megadott , 

primál lineáris programozási feladatot és tegyük fel, hogy a feladat, kanonikus feladat, azaz ismert egy  

primál megengedett bázisa. 

5.6. Definíció Legyen adott a  lineáris programozási feladat és az  primál megengedett bázisa. Az  

primál megengedett bázis, pontosan akkor nem degenerált bázis, ha  teljesül. 

Egy bázist degeneráltnak nevezünk, ha létezik . Észrevehetjük, hogy Tucker feladata esetén, a 

ciklizálásra, degenerált lineáris programozás feladat esetén került sor. 

A  lineáris programozási feladatot teljesen (primál) nem degeneráltnak nevezzük, ha a feladat összes bázisa 

nem degenerált. 

5.7. Feladat Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Bizonyítsa be, hogy a  pontosan akkor 

teljesen (primál) nem degenerált lineáris programozási feladat, ha bármely  megoldás esetén legalább  

nem nulla eleme van. 

Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Ha degenerált a  feladat, akkor a jobb oldalát 

módosíthatjuk, úgy, hogy 
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ahol . 

5.8. Feladat Legyen adott az  mátrix és a  vektor. Tegyük fel, hogy a (1) lineáris 

egyenlőtlenségrendszer degenerált, ekkor létezik  úgy, hogy bármely  esetén az 

 

lineáris egyenlőtlenségrendszer nem degenerált. 

Az előző feladat mutatja, hogyha a  feladat degenerált, akkor a jobb oldal perturbálásával elvileg elérhető 

lenne az, hogy a módosított jobb oldal mellett a feladat teljesen (primál) nem degenerált legyen. 

Erre a perturbálási módszerre hivatkozva, a lineáris programozási feladatot megoldó professzionális 

optimalizálási szoftverek gyártói azt állítják, hogy a gyakorlati feladatok esetén, amelyek alapvetően primál (és 

duál) degenerált feladatok, szoftvereik mégsem ciklizálnak. A gyakorlati tapasztalat azt mutatja, hogy 

professzionális optimalizálási szoftverekkel történő számolásoknál, ritkán találkoznak ciklizálással. 

Elméletileg persze kérdés, az, hogy hogyan kell meghatározni az  értéket. Gyakorlatban viszont az a gond, 

hogyha  akkor , azaz  esetén, a  vektor 9. koordinátájának a perturbációja 

már nem is adható meg lebegőpontos számábrázolással, vagyis a gyakorlatban az említett perturbáció nem is 

fordulhat elő. Tehát ez a perturbációs modell nem ad magyarázatot arra a (tapasztalati) állításra, hogy a 

professzionális szoftverek nem (vagy inkább ritkán) ciklizálnak gyakorlati feladatok esetén. 

A szimplex algoritmus ciklizálásának a kérdése, az 1950-es évek egyik sokat kutatott témaköre volt. Az elmélet 

szempontjából, un. ciklizálást megakadályozó pivotálási szabályokat kerestek. Az 1950-es években ilyen 

szabályokat nem sikerült felfedezniük, ehelyett Dantzig, Orden és Wolfe, a lexikografikus szimplex módszer 12 

megfogalmazásával adtak meg egy olyan szimplex algoritmus variánst, amely esetén a végességet sikerült 

igazolniuk degenerált feladtok esetén is. A lexikografikus szimplex módszer végességének a bizonyítása 

bonyolult és olyan technikákat használ (lexikografikus sorrend, lexikografikus tábla), amelyek idegenek a 

lineáris programozási feladatok témakörében illetve gyakorlati megvalósításuk is nagyon nehézkes. 

Bland 1977-ben közölte, híressé vált, nagyon egyszerű ciklizálás ellenes szabályát, a minimál index szabályt 13, 

amelynek segítségével, egyszerű bizonyítást adott a szimplex módszer végességére. A szimplex módszernek a 

következő egyszerű módosítására kényszerült: 

• Ha a redukált költségek között több negatív van, akkor az legyen a pivot oszlop, amelyikhez tartozó változó 

indexe a legkisebb. 

• Ha a hányados-teszt több lehetséges távozó változót jelölne ki, akkor azok közül a legkisebb indexű változót 

kell távozónak választani. 

Korábban a criss-cross és az MBU-szimplex algoritmusok megengedettségi feladatra definiált változatainak a 

végességét is a Bland-féle minimál indexes szabály alkalmazásával bizonyítottuk be. A 4. fejezetben a lineáris 

programozási feladat megoldására megfogalmazott criss-cross algoritmus végességét is a minimál index szabály 

használata biztosította. 

A mi felépítésünk mellett, Bland 1977-es híres eredménye, egy egyszerű feladattá válik. (Fogalmazzuk meg a 

majdnem leállási táblákat, amelyeket a minimál index szabály logikája definiál. Ciklizálás feltételezése esetén, 

ezeknek a majdnem leállási tábláknak egyidejűleg elő kell fordulniuk az algoritmus által meglátogatott bázis 

táblák között, ellentmondva az ortogonalitási tételnek.) 

5.9. Feladat Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Bizonyítsa be, hogy a Dantzig-féle (primál) 

szimplex algoritmus, ha a pivot pozíció meghatározásakor, a Bland-féle minimál index szabályt alkalmazzuk, 

akkor degenerált feladat esetén is véges. 

A ciklizálást megakadályozó pivotálási szabályok vizsgálatának újabb korszakát S. Zhang indította el 1999-es 

dolgozatával, amelyben két olyan szabályról, a LIFO és a MOSV szabályokról, amelyeket kombinatorikus 

optimalizálási algoritmusokban előszeretettel használtak, mutatta meg, hogy a criss-cross algoritmus esetén, 

                                                           
12http://projecteuclid.org/DPubS?verb=Display&version=1.0&service=UI&handle=euclid.pjm/1103044531&page=record 
13http://www.jstor.org/discover/10.2307/3689647?uid=3738216&uid=2&uid=4&sid=21101836712341 

http://dx.doi.org/10.1016/S0377-2217(98)00026-5
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mint ciklizálást megakadályozó pivotálási szabályok, biztosítják a végességét. Zhang bizonyításai a kelleténél 

bonyolultabbak voltak. Illés és Mészáros az 1.48. Tétel felhasználásával és a majdnem leállási táblák 

definiálásával igazolták a megengedettségi- és a lineáris programozási feladatokra megfogalmazott criss-cross 

algoritmusok végességét felhasználva a LIFO és MOSV index választási szabályokat, sőt a 3.18. Lemma és a 

4.11. Tétel bizonyításai a jegyzetünkben közöltekhez nagyon hasonlóak. 

Vezessük be a LIFO és a MOSV index választási szabályokat. Legyen adott a  lineáris programozási feladat 

és jelölje  a változók indexeinek a halmazát. Tekintsük a következő leképezéseket: , és legyen 

 vektor. Az  vektort számláló vektornak hívjuk és ez követi, adminisztrálja a pivot 

pozíciókat a következő módon: 

Leggyakrabban választott változó (MOSV): 

 

A  vektorban tartjuk nyilván, hogy az  iterációig, melyik változó, hányszor változtatott bázis állapotot, 

azaz hányszor lépett be illetve távozott a bázisból. 

LIFO: 

 

A  vektorban tartjuk nyilván, hogy az  iterációig, melyik változó, mikor változtatott bázis állapotot 

utoljára. 

Az  számláló vektor segítségével definiálhatjuk a ciklizálást megakadályozó index választási szabályokat: 

• LIFO (Last In First Out). Belépésnél, az r. iterációban, válasszuk azt az  változót a lehetségesek közül, 

amelyik utoljára került ki a bázisból, azaz 

 

Kilépéskor válasszuk azt az  változót a lehetségesek közül, amelyik utoljára került be a bázisba, azaz 

 

• Leggyakrabban választott változó (MOSV). Mindig a leggyakrabban választott változót választjuk, azaz az r. 

iterációban belépőnek válasszuk azt az  változót a lehetségesek közül, amelyik esetén 

 

A kilépő  változót, a lehetségesek közül, úgy választjuk ki, hogy 

 

Időnként, például az iterációs sorozat kezdetén, előfordulhat az az eset, hogy sem a LIFO, sem pedig a MOSV 

nem jelöli ki egyértelműen a belépő illetve a távozó változókat. Ebben az esetben a maximális értékű 

számlálóval rendelkező változók közül tetszőlegesen választhatunk. Ez a választási szabadság látszólag az 

eredeti Dantzig-féle szimplex algoritmus pivot pozíció megválasztásának a szabadágához hasonló, és ezért 

ciklizálást eredményezhet. Ez a szabadság miatt, pivot algoritmusok végesség bizonyítása a minimál indexes 

szabálynál kicsit bonyolultabb gondolatmenetet kíván. 

A következő állítások bizonyításai megtalálhatók Csizmadia Zsolt 14doktori (PhD) disszertációjában. 

                                                           
14http://www.cs.elte.hu/ csisza/index_english.htm 

http://yujor.fon.bg.ac.rs/index.php/journal/article/view/522
http://yujor.fon.bg.ac.rs/index.php/journal/article/view/522
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5.10. Feladat Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Bizonyítsa be, hogy a Dantzig-féle (primál) 

szimplex algoritmus degenerált feladatok esetén is véges, ha a pivot pozíció meghatározásakor, a 

• LIFO, 

• MOSV 

ciklizálást megakadályozó pivotálási szabályt használja. 

Az előzőhöz hasonló állítás fogalmazható meg a lineáris programozási feladat megoldására definiált Terlaky-

féle criss-cross algoritmus esetén is, azzal, hogy a minimál indexes szabályt lecseréljük a LIFO illetve a MOSV 

ciklizálást megakadályozó szabályra. 

5.11. Feladat Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Bizonyítsa be, hogy a criss-cross algoritmus 

degenerált feladatok esetén is véges, ha a pivot pozíció meghatározásakor, a 

• LIFO, 

• MOSV 

ciklizálást megakadályozó pivotálási szabályt használja. 

Tekintettel arra, hogy a minimál indexes szabály használata, numerikus feladatok esetén, a kötöttsége miatt, 

nem kecsegtet nagyon nagy sikerrel, érdekes kérdés a kevésbé kötött, ciklizálás megakadályozására szolgáló 

szabályok gyakorlati feladatok megoldásakor való viselkedésének a vizsgálata. A LIFO és MOSV szabályok 

gyakorlati használhatóságát, (primál) szimplex és (primál) MBUszimplex algoritmusok esetén Illés Tibor és 

Nagy Adrienn vizsgálták. 

Elméleti szempontból érdekes, hogy hány ciklizálás ellenes szabály lehet. Csizmadia, Illés és Nagy, megadták a 

Bland-féle minimál index, a LIFO és MOSV ciklizálás ellenes szabályok közös általánosítását, az un. s-monoton 

index választási szabályokat és megmutatták, hogy ez a ciklizálás ellenes szabály osztály, végtelen sok elemet 

tartalmaz. 

Igazolták továbbá, hogy a szimplex, MBUszimplex és criss-cross algoritmusok mindegyike véges, tetszőleges s-

monoton index választási szabály esetén, egységesítve a pivot algoritmusok végesség bizonyításait. 

6.3. 5.3 Kétfázisú szimplex algoritmus 
 

Említettük, hogy a primál szimplex algoritmus elindításához szükségünk van egy kezdeti primál megengedett 

bázisra. Ha kezdetben nem rendelkezünk ilyennel, akkor használhatjuk a kétfázisú szimplex algoritmust, 

amelynek első fázisa egy primál megengedett bázist keres. 

Legyen adott a következő lineáris programozási feladat: 

 

ahol  és . Az általánosság korlátozása nélkül feltehető, hogy 

 és . Ha az  mátrix tartalmaz egy -es egységmátrixot részmátrixként, akkor a 

 feladatot kanonikus feladatnak nevezzük és kiolvashatunk egy induló, megengedett bázis megoldást és a 

hozzá tartozó  és  index halmazokat. 

Ha a  feladat nem kanonikus, akkor mesterséges változók,  bevezetésével kanonikus feladattá 

transzformálhatjuk: 

http://www.optimization-online.org/DB_FILE/2013/02/3786.pdf
http://www.optimization-online.org/DB_FILE/2013/02/3786.pdf
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejor.2012.02.008
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejor.2012.02.008
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Mivel a  kanonikus feladat, van induló megengedett bázis megoldása és a célfüggvénye alulról korlátos, 

ezért megoldható szimplex módszerrel. A mesterséges változók egy primál megengedett bázisát alkotják a  

feladatnak, mivel 

 

Ekkor az eredeti  lineáris programozási feladatnak nem kapjuk meg egy megoldását, kivéve, ha . 

Továbbá, nyilvánvaló, hogy a  feladat célfüggvény értéke, minden megoldásra nem negatív lesz. 

Könnyen igazolható a következő állítás. 

5.12. Feladat Legyen adottak a  és  lineáris programozási feladatok. A  pontosan akkor igaz, ha 

a  feladat optimumértéke nulla. 

Ezek után megfogalmazhatjuk a kétfázisú szimplex módszert, általános lineáris programozási feladat 

megoldására. 

Kétfázisú szimplex módszer: 

• Vizsgáljuk meg a  feladatot. Ha kanonikus a feladat, akkor oldjuk meg a szimplex algoritmussal. STOP 

• Első fázis: Különben írjuk fel a  feladatot. A  kanonikus feladat. Oldjuk meg a primál szimplex 

módszerrel.Ha a  feladat optimumértéke pozitív akkor nincsen megengedett megoldása a  

feladatnak. Primál nem megengedettség. STOPKülönben menjünk a második fázisra. 

• Második fázis: Mivel a  feladat optimumértéke nulla, akkor megkaptuk a  feladatnak egy 

megenegedett bázisát (Kanonikus alakra transzformáltuk a feladatot).Oldjuk meg a  feladatot primál 

szimplex módszerrel, az első fázisban előállított bázisról indulva. STOP 

6.4. 5.4 MBU-szimplex algoritmus 
 

Az MBU-szimplex algoritmust Anstreicher és Terlaky fogalmazták meg 1991-ben. A 3. fejezetben az MBU-

szimplex algoritmusnak egy egyszerűsített duál változatát használtuk fel arra, hogy tetszőleges bázis 

megoldásból indulva megoldjuk a lineáris megengedettségi feladatot (lineáris egyenlőtlenségrendszert), vagy 

kimutassuk azt, hogy nincsen megoldása. Azt az MBU-szimplex algoritmust részletesen elemeztük. Most 

bemutatjuk az eredeti, Anstreicher és Terlaky által megfogalmazott (primál) MBU-szimplex algoritmust. 

MBUszimplex algoritmus (AnstreicherTerlaky, 1991): Legyen adott a  lineáris programozási feladata és 

egy primál megengedett bázisa, , a hozzá tartozó bázis táblával. Jelölje  a redukált költségeket. 

• Ha az  bázis duál megengedett is, akkor készen vagyunk: találtunk egy optimális megoldást. 

STOPKülönben valamelyik ciklizálás ellenes pivotálási szabály segítségével (minimál index, LIFO vagy 

MOSV), válasszuk ki az  duál nem megengedett változót (azaz ) és legyen  az un. vezér változó. 

• Ha az  változó oszlopában, minden elem nem pozitív, akkor . Duál nem megengedettségi 

kritérium. STOPKülönben a hányados-teszt alkalmazásával határozzuk meg a távozó változót . 

(Amennyiben a hányados több helyen is felvétetett, akkor a ciklizálás elkerülésének az érdekében, 

használjunk ciklizálás ellenes pivotálási szabályt.) 

• Vezessük be a következő index halmazt 
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Számítsuk ki a  és  paraméterek értékét 

 

Ha a  paraméter értékének a kiszámításakor a minimum több helyen is felvétetik, akkor alkalmazzuk a 

ciklizálás ellenes pivotálási szabályt, a  index kiválasztásakor. 

• Ha , akkor pivotáljunk  elemen, és térjünk vissza az 1. lépéshez (új fázis kezdődik). 

• Ha , akkor pivotáljunk  elemen, ahol . Térjünk vissza a 2. lépéshez. 

 

Legyen adott a  lineáris programozási feladat egy induló primál megengedett bázissal. Jelölje a szokásos 

módon  a bázis változók, míg  a bázison kívüli változók index halmazait. Legyen 

 

a megengedett illetve nem megengedett duál változók index halmaza. 

A szokásos módon megadjuk az MBU-szimplex algoritmus pszeudokódját is. 
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Az MBU-szimplex algoritmus elemzéséhez, végességének a bizonyításához megfogalmazunk néhány feladatot. 

5.13. FeladatLegyen adott a  lineáris programozási feladat. Az MBUszimplex algoritmus alkalmazásakor, 

ha  akkor a duál megengedett változók indexek halmaza szigorúan nő, és nem csökken, ha  

Ha  akkor csak azt tudjuk, hogy az  index halmaz nem csökken. A végesség bizonyításához az 

kellene, hogy szigorúan nőjön, ezért szükséges azokat a pivotálásokat részletesebben elemezni, amikor 

 áll fenn. 

5.14. Feladat Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Tekintsünk az MBUszimplex algoritmus 

alkalmazásával, egy primál megengedett bázisból, egy  vezér változó segí tségével előállí tott, tetszőleges 

pivotsorozatot. Ekkor a következő pivotálás, amelyre a  feltétel mellett kerül sor, a következő három 

tulajdonság teljesül: 

• , 

• ha  akkor , és 

•  

Az MBU-szimplex algoritmus nagyon fontos tulajdonságát fogalmazza meg a következő feladat. 

5.15. Feladat Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Az MBUszimplex algoritmus alkalmazásakor a 

bázis primál megengedettsége helyreáll amikor a vezér változó belép a bázisba. 

Az előző feladat egyben azt is jelzi, hogy amikor  feltétel mellett kerül sor pivotálásra és nem a vezér 

változó lép be a bázisba, akkor a következő bázis primál megengedettsége elromolhat, vagyis az MBU-szimplex 
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algoritmus primál megengedett bázisból indulva, meglátogathat olyan bázisokat is, amelyek se nem primál, se 

nem duál megengedett bázisok. 

5.16. Feladat Legyen adott a  lineáris programozási feladat. Tegyük fel, hogy az MBUszimplex algoritmus 

bármely pivot lépése nem degenerált, azaz . Ekkor az algoritmus véges sok lépésben a 

kővetkező két állapot valamelyikével ér véget: 

• a  feladatnak nincsen megengedett megoldása, vagy 

• az MBUszimplex algoritmus optimális megoldást talál. 

A nem degeneráltsági feltétel mellett több is igazolható, a megengedettségi feladathoz hasonlóan igazolható, 

hogy új vezér változó legfeljebb  alkalommal választható és egy-egy alkalommal legfeljebb  iteráció 

lehetséges, mielőtt új vezér változó választására kerül sor. A  szám hasonlóan a 3. fejezetben tárgyalT MBU-

szimplex algoritmushoz függ a feladat adataitól. Ez egyben azt is jelenti, hogy az algoritmus nem degeneráltsági 

feladatok esetén sem lesz polinomiális. 

Degenerált  feladatok esetén, a ciklizálás elkerülése végett, ciklizálást akadályozó index választási szabályt 

(pl. minimál index, LIFO, MOSV) kell alkalmazni, azokban a helyzetekben, ahol a választás nem egyértelmű. 

Az MBU-szimplex algoritmussal kapcsolatban felmerül egy érdekes kérdés. Megfogalmazható az MBU-

szimplex algoritmusnak olyan variánsa, amelyik tetszőleges, se nem primál, se nem duál bázisról elindítható és 

véges ? Másképpen fogalmazva, egy se nem primál, se nem duál bázis esetén meg tudunk-e adni egy primál 

[vagy duál] vezér változót (duál [vagy primál] nem megengedett változót), úgy, hogy az véges sok lépésben 

megengedetté váljon és amikor megengedetté válik, akkor a bázis primál [illetve duál] megengedett lesz ? 

A kérdés pozitív eldöntése esetén az MBU-szimplex algoritmushoz nem kellene első fázis, jelentősen 

megnövelve az alkalmazhatóságát. 

6.5. 5.5 Módosított szimplex algoritmus 
 

Tárgyalásunk eddigi részében fontos szerepet játszott a pivot tábla. A pivot táblát, a feladat egy olyan 

reprezentációjának tartottuk, amelyen könnyen megfogalmazhatók a megállási kritériumok, a majdnem leállási 

táblák, a bázis táblák, pivot oszlop és pivot sor kiválasztásának a feltételei és egyéb az algoritmusok 

értelemezésében és elemzésében segítő fontos részletek. A pivot tábla segítséget nyújtott numerikus feladatok 

megoldásának a bemutatásában. A pivot tábla hasznossága ellenére, természetesen, a lineáris programozási 

pivot algoritmusok számítógépes implementációja során kevés szerep jut a pivot táblának, hiszen iterációról-

iterációra nem számoljuk ki a pivot táblát. Megmutatható, a kompozíciós tulajdonság (1.49. Következmény) 

segítségével, hogy elegendő az eredeti adatainkat és az aktuális bázis inverzét ismerni és ezekből kiszámítható a 

jobb oldal transzformált vektora, a redukált költségek, amelyek segítségével a primál és duál emegengedettség 

eldönthető illetve a pivot sor (oszlop) elemei kiszámíthatók. 

Felmerül a kérdés, hogy ha primál szimplex módszer esetén az aktuális bázis inverze, a jobb oldal transzformált 

vektora, a redukált költségek, a pivot oszlop és a pivot pozíció adottak, akkor hogyan határozható meg a 

következő primál megengedett bázis, bázis inverze ? 

A kérdés megválaszolásához a szomszédos bázisokat kell először tanulmányoznunk. 

5.17. Definíció Legyen adott az  mátrix. Az  mátrix oszlop vektorai által 

alkotott két bázisát,  és  bázisokat, szomszédos bázisoknak nevezzük, ha mindössze egy vektorban térnek 

el egymástól. 

Az egyik bázist jelölje  és az  mátrixnak azt az oszlop vektorát, amelyben a két bázis eltér, . Ekkor 

nyilván a  bázis volta miatt 
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teljesül, valamely  vektor esetén. Ha a , akkor az  a következő módon fejezhető ki 

 

A  mátrix, az  mátrix következő oszlopaiból áll 

 

és az  mátrix oszlop vektoraiból álló véges vektor rendszer bázisát alkotja. 

Nyilván, a  pontosan akkor nem szinguláris mátrix, ha . Ekkor az előző egyenlet 

 

Definiáljuk a  pivot mátrixot. Ekkor 

 

Tehát egyik bázisról áttérni valamelyik szomszédosra, ha az első bázis az inverz mátrixával adott, akkor egy 

pivot mátrixszal balról való szorzással térhetünk át a szomszédos bázis inverzére. 

Ezzel megadtuk azt, hogyan térhetünk át szomszédos bázisra. Ha a pivot pozíció (amelyik esetünkben a  

elem volt), a hányados-teszt segítségével kerül kijelölésre egy pivot algoritmus során és a kiindulási bázisunk is 

primál megengedett bázis volt, akkor az új szomszédos bázis is primál megengedett bázis lesz. 

Ennyi előkészítés után, megfogalmazhatjuk a primál szimplex algoritmus un. módosított változatát, amelyik 

esetén nem szükséges a teljes pivot táblát kiszámolni, hanem csak a következő információkra lesz szükségünk: 

eredeti adatok  mátrix,  jobb oldal vektor,  a célfüggvény együtthatóinak a vektora, 

az aktuális primál megengedett bázis inverze , a jobb oldal transzformált vektora , a duál 

feladat (aktuális) megoldás vektora , a redukált költségek  vektora. Határozzuk 

meg az 

 

halmazt. 

Ezekből az adatokból kiindulva a módosított (primál) szimplex algoritmus meghatározza a pivot oszlopot, majd 

pedig a hányados-teszt segítségével a pivot pozíciót. Ezek után elkészíti a  pivot mátrixot, kiszámolja az új 

bázis mátrix inverzét, az új transzformált jobb oldal vektort és az új redukált költségeket. 
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Természetesen a primál szimplex módszerhez hasonlóan, a módosított MBU-szimplex illetve a módosított criss-

cross algoritmus variánsok is elkészíthetők. A módosított variánsoknál az egyik kulcskérdés az, hogy melyik 

változót melyik feltételhez rendeltük bázis változóként. 

A számítógépes implementációk során a módosított nem pivot táblás algoritmus változatokat használjuk. 

Legyen adott az  feladat, tegyük fel, hogy  és tekintsük a feladat optimalitási kritériumait 

 

Látható, hogy az első feltétel, az affin lineáris feltétel, míg a második a változók előjel kötöttsége és a harmadik, 

a megfelelő változó párok komplementaritási feltétele. A komplementaritási feltétel belső pontok esetén nyilván 

nem teljesül, hiszen  esetén a hozzá tartozó eltérés változó , és így 

 

adódik. Ez alapján bevezethetjük az optimalitási kritériumoknak egy olyan relaxáltját, amelyet belső pontok és 

hozzájuk tartozó eltérés változók már teljesíthetnek 

 

ahol . Korábban, a  halmazba az olyan  vektorokat gyűjtöttük össze, amelyek esetén az 

előző rendszernek van megoldása. Egyenlőre, nem tudjuk, hogy minden  esetén megoldható-e az előző 

rendszer vagy sem illetve azt sem, hogy egy-egy  esetén hány megoldásunk lehet. 
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Az előző részt egy koncepcionális algoritmussal fejeztük be. Ott az a kérdés fogalmazódott meg, hogyan lehetne 

a 6.20. Következmény bizonyításában megfogalmazott  pontsorozatot előállítani. 

Tekintsük a relaxált optimalitási kritériumoknak egy speciális változatát, azt amelyiknél , ahol  

valós szám és az  a csupa egyesből álló -vektor. Ekkor a következő 

 

rendszert kapjuk és bevezethetjük a következő fogalmat. 

5.18. Definíció Legyen adott az  feladat, tegyük fel, hogy . Ekkor 

 

az  feladat centrális útjának nevezzük. 

A centrális út fogalmát, egymástól függetlenül, Sonnevend György (1986) és Nimrod Meggido (1989) vezették 

be. Mindketten igazolták a centrális út létezését és egyértelműségét. Sonnevend a centrális út felhasználásával 

un. útkövető 

Újra felmerül a kérdés, hogy a centrális út létezik-e, azaz bármely  valós szám esetén, létezik-e 

megoldása a  feltétel rendszernek illetve a megoldás egyértelműségének a kérdésése is. 

Mielőtt kimondjuk és igazoljuk a centrális út létezését és egyértelműségét bizonyító tételt, először igazoljunk 

egy olyan technikai jellegű lemmát, amelyet az egyértelműség bizonyításakor használni fogunk. 

5.19. Lemma Legyen  egy ferdén szimmetrikus mátrix. Ekkor minden  létezik olyan 

 index, melyre  és . 

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy létezik olyan , hogy minden  indexre, amelyre , 

. Ez esetben 

 

ami nyilvánvaló ellentmondás. [QED] 

Készen állunk arra, hogy a belsőpont feltevés mellett igazoljuk, hogy bármely  vektor esetén igazoljuk, 

hogy a  illetve bármely  valós szám esetén a  feltétel rendszereknek létezik és 

egyértelmű a megoldása. 

5.20. Tétel Legyen adott az  feladat és tegyük fel, hogy . Ekkor a következő állítások 

ekvivalensek: 

•  

•  esetén  és  

•  esetén  és  

Bizonyítás. Az (iii) az (ii) állítás speciális esete, így (ii)  (iii). 

A (iii) feltételbőlből következik (i) ugyanis  esetén  teljesül. 
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Az (i)  (ii) implikációt indirekt bizonyítjuk. Tegyük fel, hogy 

 

amire teljesülne  Mivel teljesül a belső pont feltétel,  kompakt halmaz és . 

Legyen  függvény,  Az indirekt feltevésünk miatt 

 

esetén. Az  folytonos függvény, így Weierstrass tétele miatt felveszi a maximumát az  kompakt halmazon: 

 

ahol  és  de  az indirekt feltevésünk miatt. 

Két eset lehetséges: 

1. Ha  akkor alkalmazhatjuk a 6.15. Tételt és azt kapjuk, hogy 

 

ahol  Így  ez ellentmond a (10) egyenlőtlenségnek hiszen  

2. Ha  akkor legyen  és definiáljuk 

 

Ekkor a  választási szabálya miatt  azaz létezik  úgy, hogy 

 

ahol  és  A továbbiakban megmutatjuk, hogy  ami ellentmondás (10) 

miatt. Felhasználva a  vektorok ortogonalitását, illetve a Newton-rendszer második feltételét, az 

 

egyenlőséget, a következőt kapjuk 

 

és a  definíciója miatt  így 

 

adódik. A (11) egyenlőséget figyelembe véve 

 

egyenlőtlenséget kapjuk, amit igazolni szerettünk volna, azaz ellentmondásra jutottunk. 
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Összefoglalva, az előzőekben beláttuk, hogy bármely  esetén, létezik 

 

Az egyértelműség igazolásához, indirekt módon, tegyük fel hogy  vektornak létezik két különböző 

előállítása, azaz létezik  és  úgy, hogy 

 

továbbá  Legyen  Az előző, 6.23. Lemma felhasználása miatt, tudjuk, 

hogy létezik  index, úgy, hogy  és 

 

Az általánosság korlátozása nélkül, feltehető, hogy  így az előző összefüggés alapján 

 

adódik. Mivel  ezért 

 

adódik és figyelembe véve a (12) össefüggést, azt kapjuk, hogy 

 

ami ellentmondás, theát tetszőleges  esetén, a megoldás egyértelmű. [QED] 

Ezzel beláttuk, hogy a centrális út létezik és egyértelmű az  feladat esetén. 

7. 6 Lineáris programozás belsőpontos módszereinek 
az elmélete 

 

A KleeMinty-féle lineáris programozási feladat segítségével, a szerzők megmutatták, hogy a primál szimplex 

módszer számára, az optimális megoldás előállításához szükséges lépés szám (pivot), a változók számának 

exponenciális függvénye is lehet 15. Hasonló eredmény ismert a criss-cross algoritmusra is, amelyet Roos közölt 

1990-ben. Az 1970-es évek második felében és az 1980-as években többféle, un. exponenciális ellenpéldát 

készítettek pivot algoritmusok viselkedésének bemutatására. 

Ma már nyilvánvaló, hogy a szimplex algoritmus elméleti és gyakorlati viselkedésében jelentős eltérés 

mutatkozik, azaz a tapasztalat szerint a szimplex algoritmus nem nagyon mutat exponenciális lépés számot 

gyakorlati feladatok esetén, sőt az ismert optimalizálási szoftverek a Klee-Minty-féle feladatot és az ezekhez 

hasonló exponenciális ellenpéldákat, igen kevés lépésben megoldják. Ez egyértelmű bizonyíték arra is, hogy a 

mai lineáris programozási szoftverekben, a szimplex algoritmusnak nem az elméleti variánsát kódolták be, 

hanem nagyon sok numerikus kutatás és programozási munka árán egy sokkal kifinomultabb és természetesen 

összetettebb algoritmus működik hatékonyan a jelentősebb lineáris programozási szoftverekben. Ezek az 

algoritmusok felkészülnek numerikus problémák megfigyelésére, észlelésére és természetesen a kezelésükre is. 

A degenerált feladatok esetén a ciklizálás elkerülésére külön stratégiákat alkalmaznak, könnyedén váltanak a 

primál és a duál szimplex módszer használata között. Elméleti szempontból ezek a módszerek nagyon 

                                                           
15http://oai.dtic.mil/oai/oai?verb=getRecord&metadataPrefix=html&identifier=AD0706119 
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összetettek, sokszor használnak a tapasztalat által alátámasztott heurisztikus eljárásokat, így ezeknek az 

összetett, de szimplex algoritmus variánsoknak az elméleti elemzése, reménytelenül bonyolult eset lenne. 

Az exponenciális ellenpéldák nyomán két érdekes megfigyelés alakult ki: 

• Minden ismert, lineáris programozási feladat megoldására kidolgozott pivot algoritmusról még akkor is ha 

konkrétan nem mutatták meg azt gondoljuk, hogy létezik olyan példa, amelyen exponenciálisan sok lépést 

tesz. 

• Az exponenciális ellenpéldák nagyon speciális példák a következő két szempont alapján: (i) az 

exponenciálisan hosszú útvonal akkor mutatható ki, ha megfelelően választjuk ki a kiindulási megengedett 

bázis megoldást és a célfüggvényt is; (ii) az exponenciális ellenpéldák tapasztalataink szerint ritkák, nagyon 

speciális módon felépített, mesterséges feladatok. 

A második megfigyelés, első pontját igaz lineáris komplementaritási feladatok egy pivot algoritmusa esetén, 

Fukuda és Namiki (1994) megvizsgálták és azt találták, hogyha egy exponenciális ellenpélda esetén, az összes 

lehetséges bázisból elindítják az algoritmust és meghatározzák a megoldásig (amely ebben az esetben 

egyértelmű volt) az iterációk számát, majd pedig az összes bázisra összegzik az iterációk számát és az összeget 

elosztják a bázisok számával, akkor azt kapták, hogy az átlagos lépésszáma az algoritmusnak az exponenciális 

ellenpéldán a változók számának lineáris függvénye. Ez az jelenti, hogyha az exponenciális ellenpélda esetén 

véletlenszerűen veszünk fel egy lehetséges induló bázist, akkor az iterációk várható száma nem lesz 

exponenciális. 

A lineáris programozás igazi, hosszú ideig megoldatlan kérdése a következő volt: létezik-e olyan algoritmus, 

amelyik a lineáris programozás bármelyik feladatát megoldja olyan sok iterációban, amely a feladat méreteinek 

(feltételek száma és változók száma) egy polinomjával korlátozható ? A kérdés tehát az volt, hogy létezik-e 

polinomiális algoritmus lineáris programozási feladatok megoldására ? 

Az igenlő választ Hacsián adta meg, az ellipszoid algoritmus komplexitás elemzésének a közlésével, 1979-ben. 

Hacsián a nemlineáris programozásból ismert ellipszoid módszert specializálta lineáris programozási feladatok 

megoldására és sikerült kimutatnia, hogy az ellipszoid módszer polinomiális algoritmus a lineáris programozási 

feladatok megoldására. Hacsián algoritmusa, annak ellenére, hogy elméletileg polinomiális lépés szám és 

aritmetikai művelet komplexitása igazolt, gyakorlati feladatok megoldására alkalmas számítógépes 

megvalósítást senkinek sem sikerült létrehozni. 

A belsőpontos módszerek történte igen érdekes. Az első olyan algoritmus, amelynek polinomiális komplexitását 

a szerzője igazolta, Karmarkar nevéhez fűződik. Néhány évvel később kiderült, hogy már jóval korábban is 

születtek olyan algoritmusok lineáris programozási feladatok megoldására, amelyekről igazolni lehet, hogy 

polinomiális komplexitásúak (R. Frisch, 1957 illetve I. Dikin, 1967). 

A belsőpontos módszerek több alapvető algoritmusáról kiderült, hogy nem csak kiváló elméleti tulajdonságaik 

vannak (iteráció számuk ), hanem gyakorlati lineáris programozási feladatok megoldására is nagyon 

hatékonyan alkalmazhatók. A belsőpontos algoritmusok, kivétel nélkül megtalálhatók a legjobb professzionális 

optimalizálási szoftverekben a szimplex módszer mellett. Közepes és nagyméretű lineáris programozási 

feladatok esetén a megoldásra fordított idő belsőpontos módszer esetén jóval kisebb, mint a szimplex 

algoritmussal. 

Ebben a fejezetben felépítjük a lineáris programozási feladatok belsőpontos elméletét egy speciális 

feladatosztályra az un. ferdén szimmetrikus önduális lineáris programozási feladatok osztályára. Ezek a 

feladatok első látásra nagyon speciálisnak tűnnek, de később megmutatjuk, hogy tetszőleges  és  

lineáris programozási feladatpárból (5. fejezet) megkonstruálható egy ferdén szimmetrikus önduális lineáris 

programozási feladat, amelyet a primál-duál típusú belsőpontos módszerek a megoldásuk során használnak. 

Ebben a jegyzetben kizárólag primál-duál típusú belsőpontos módszereket tárgyalunk. Igazolni fogjuk 

polinomiális komplexitásukat. 

7.1. 6.1 A ferdén szimmetrikus önduális feladat 
 

Tárgyalásunkat kezdjük egy példával. 

http://link.springer.com/article/10.1007/BF02579150
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6.1. Példa Legyen adott a következő lineáris programozási (primál) feladat 

 

ahol az . Ennek a feladatnak az alakja megegyezik az 5. fejezetben tárgyalt  feladat 

formájával, 

 

tehát a duál feladata 

 

A  feladata adatai ekkor a következők 

 

Az  mátrixról könnyen látható, hogy ferdén szimmetrikus mátrix, azaz , továbbá megállapítható, 

hogy  is teljesül. Felhasználva az adatokra kapott összefüggéseket a feladat duálját (általánosan) a 

következő alakban írhatjuk fel 

 

vagyis 

 

adódik. Az  döntési változókat átnevezve  vektornak, kapjuk a kiindulási feladatot. 

Összefoglalva, ha adott egy  alakú feladat mint a példánkban és azt tudjuk, hogy az  mátrix ferdén 

szimmetrikus és  teljesül, ekkor a  feladat duálisa, önmaga. Vagyis ebben az esetben a  

feladatot ferdén szimmetrikus önduális feladatnak nevezzük. 

Egyszerűen megmutatható, hogy ekkor az  optimális megoldása esetünkben a  feladatnak és 

álatlában a ferdén szimmetrikus önduális  feladatnak. 

A megadott  feladat esetén megmutatható, hogy 

 

szigorú megengedett megoldása a feladatnak. (Belsőpontja.) 

Itt szeretnénk megjegyezni, hogy nem minden ferdén szimmetrikus önduális lineáris programozási feladatnak 

van belsőpontos megoldása. 

Az előző példa után készen állunk arra, hogy bevezessük általános formában a ferdén szimmetrikus önduális 

lineáris programozási feladatot. Az ilyen típusú lineáris programozási feladatok vizsgálata lesz a fejezetünk 

tárgya. 

6.2. Definíció A következő speciális struktúrájú lineáris programozási feladatot ferdén szimmetrikus önduális 

lineáris programozási feladatnak nevezzük 
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ahol  ferdén szimmetrikus mátrix és  vektor. 

Az  feladat megengedett megoldásainak a halmaza 

 

ahol az  az eltérés változó, míg az optimális megoldások halmaza 

 

lesz. 

A következő feladat, három könnyen igazolható, alapvető állítást fogalmaz meg az  feladatra. 

6.3. Feladat Legyen adott az  lineáris programozási feladat. Bizonyítsuk be, hogy 

• az  duálisa, önmaga (azaz az  feladat önduális feladat); 

• az azonosan nulla vektor  megengedett és egyben optimális megoldása az  feladatnak; 

• az  optimális megoldásainak a halmaza 

 

alakban is megadható. 

Elemezzük tovább az  lineáris programozási feladat optimális megoldásainak a tulajdonságait. Az előző 

feladatban azt kaptuk, hogy az optimális megoldáshalmaz, amelyik a megengedett megoldáshalmaznak egy 

lapja, könnyen leírható, mint a célfüggvénynek, a nulla értékhez tartozó szinthalmaza, azaz  pontosan 

akkor optimális megoldás, ha 

 

Figyelembe véve az  eltérés változó definícióját, a  vektor a következő módon adható meg 

 

Mindezeket figyelembe véve, az kapjuk, hogy  pontosan akkor optimális megoldása az  lineáris 

programozási feladatnak, ha ortogonális az  eltérés vektorra, ugyanis 

 

és az utolsó egyenlőség azért következik, mert az  mátrix ferdén szimmetrikus. 

Könnyen igazolható a következő állítás: 

6.4. Feladat Legyen adott  két vektor. Az  és  vektorok pontosan akkor ortogonálisak egymásra, 

ha 

 

esetén. 
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Az előző feladatban megfogalmazott feltétel segítségével bevezethetjük a következő fogalmat. 

6.5. Definíció Legyen adott két tetszőleges vektor,  Azt mondjuk, hogy az  és  vektorok 

komplementárisak, ha 

 

teljesül. 

Tehát az  lineáris programozási feladat optimális megoldásai esetén a döntési változók  vektora és az 

eltérés változók  vektora, komplementáris vektorok. Ez egyben azt is jelenti, hogy az  lineáris 

programozási feladat optimális megoldásainak a halmazát harmadik féleképpen is megadhatjuk 

 

Bevezethetjük tetszőleges megengedett megoldáshoz tartozóan a dualitás rés fogalmát. 

6.6. Definíció Legyen adott az  lineáris programozási feladat. Legyen továbbá  és az 

 az adott megoldáshoz tartozó eltérés változó. Az 

 

értéket az  és  vektorokhoz tartozó dualitás résnek nevezzük. 

Az előző példában megadott megoldáshoz kiszámolhatjuk a dualitás rést, azaz 

 

Természetes módon merül fel az a kérdés, hogyan tudnánk előállítani olyan új megoldásokat, amelyek esetén a 

dualitás rés kisebb lesz, mint a jelenlegi. Ilyen megoldások létezését biztosítja az az állítás, hogy az optimális 

megoldás esetén a dualitás rés nulla és van ilyen megoldásunk, az azonosan nulla vektor. 

Az egyik kérdésünk az, hogy az  lineáris programozási feladatnak van-e az azonosan nulla vektoron kívül, 

optimális megoldása ? Érdekel bennünket az a kérdés is, hogy valamely belső pontból (szigorúan pozitív 

megoldásból) kiindulva, javító lépések sorozatán keresztül eljuthatunk-e optimális megoldáshoz, úgy, hogy 

minden iterációban csökken a dualitás résünk ? Hogyan lehet ilyen algoritmusokat megfogalmazni és mennyire 

lehetnek ezek hatékonyak ? 

Kérdéseink megválaszolására a jegyzet további fejezeteiben kerül majd sor. 

Először bizonyítsuk be, hogy az  lineáris programozási feladat megengedett megoldásainak a különbsége 

ortogonális a hozzájuk tartozó eltérés vektorok különbségére. 

6.7. Állítás Legyen adott az  lineáris programozási feladat. Tegyük fel, hogy  és jelölje a 

hozzájuk tartozó eltérés vektorokat  és . Ekkor 

 

Bizonyítás. Mivel , ezért  és , tehát 

 

teljesül az  mátrix ferdén szimmetrikussága miatt. [QED] 

Annak érdekében, hogy az  lineáris programozási feladat optimalitási kritériumait megfogalmazzuk, 

szükségünk lesz az optimális megoldások további jellemzésére is. 
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6.8. Állítás Legyen adott az  lineáris programozási feladat. Tegyük fel, hogy  és jelölje a 

hozzájuk tartozó eltérés vektorokat  és . Az  pontosan akkor, ha 

 

Bizonyítás. Figyelembe véve az  feltételt és felhasználva az előző állítást 

 

amely pontosan akkor nulla, ha  Ekkor azt kaptuk, hogy 

 

amiből figyelembe véve, hogy  következik az állításunk. [QED] 

Az  lineáris programozási feladat optimalitási kritériumait a következő alakban is megadhatjuk 

 

amelyet az  lineáris programozási feladathoz tartozó lineáris komplementaritási feladatnak nevezünk. 

Ezt a részt két fontos definícióval zárjuk. 

6.9. Definíció Legyen adott az  lineáris programozási feladat. A megengedett megoldásoknak definiáljuk 

egy speciális részhalmazát 

 

amelyet belső pontok halmazának nevezünk. 

Meg kell azonban jegyeznünk, hogy egy  feladatnak nem feltétlenül van belső pontja. Arról, hogy mit kell 

tennünk, ha nincsen belső pontja vagy nem ismerünk a feladatnak belső pontját később részletesen lesz szó. 

Most pedig vezessük be a szigorúan komplementáris megoldás fogalmát. 

6.10. Definíció Legyen adott az  lineáris programozási feladat. Tekintsünk egy  optimális 

megoldást, a hozzá tartozó eltérés vektorral . Az  párt szigorúan komplementárisnak nevezzük, 

ha . 

A továbbiakban, amennyiben nem megy az érthetőség rovására, az egyszerűség kedvéért az  eltérés vektor 

helyett, egyszerűen csak  vektort írunk. 

7.2. 6.2 Newton irányok 
 

Ebben a részben elkezdjük felépíteni az algoritmusunkat. Tegyük fel, hogy az  lineáris programozási 

feladat esetén ismerünk egy  belső pontot, a hozzá tartozó  eltérés vektorral együtt. 

Célunk, hogy adott  vektorra meghatározzuk a  lépést úgy, hogy 
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teljesüljön. Ekkor a  ismeretlenekre vonatkozóan a következő nem lineáris egyenletrendszert kapjuk: 

 

Ez a rendszer még mindig nem lineáris. 

A másodrendű  tag elhagyásával az alábbi linearizált egyenletrendszerhez, un. Newton-rendszerhez 

jutunk 

 

ahol  és  olyan diagonális mátrixok, melyek főátlóiban az  illetve  vektorok találhatók. 

A Newton-rendszer egy lineáris egyenletrendszer, ahol másodrendű tagokat elhanyagoltuk és az 

 új megoldásokról, egyenlőre, nem negativitást (pozitívitást) sem követelünk meg. 

Figyelembe véve, hogy az  és  pozitív diagonális mátrixok, megmutatjuk, hogy a Newton-rendszer mátrixa 

reguláris és így a Newton-rendszernek egyértelmű megoldása lesz. (Ez volt az egyszerűsítések értelme, a 

 vektorokat egyértelműen megtudjuk határozni.) 

6.11. ÁllításTekintsük a Newton-rendszer mátrixát 

 

ahol az  és  pozitív diagonális mátrixok. Ekkor az  mátrix reguláris, azaz a Newton-rendszer megoldása 

egyértelmű. 

Bizonyítás. Indirekt módon bizonyítunk, azaz tegyük fel, hogy az  mátrix szinguláris. Ez azt jelenti, hogy 

létezik , de . 

Legyen  alakú, és ekkor az  egyenletet 

 

alakban í rhatjuk. Ekkor nyilván  lesz. 

Mivel a  vektor, ezért nyilván az  összefüggés is teljesül, vagyis létezik olyan  index, 

amelyre . Figyelembe véve az  és  mátrixok diagonalitását 

 

teljesül bármely  indexre. Mivel az  és az , ezért, ha  teljesülne, akkor  

következne. Tudjuk, hogy legalább egy  indexre , akkor 

 

teljesül, azaz az  és  előjele különböző, ha . Az  mátrix ferdén szimmetrikussága miatt 
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ellentmondás adódik, tehát az  mátrix reguláris. [QED] 

A Newton-rendszer egyértelmű megoldását Newton-irányoknak nevezzük és a következő módon fejezhetjük ki 

 

A Newton-irányok kiszámítása másként is levezethető, igazolható lenne, ugyanis, ha az első egyenletet 

behelyettesítjük a második egyenletbe akkor a következő összefüggést kapjuk 

 

Ez alapján megfogalmazható a következő állítás, amelynek a bizonyítását az olvasóra bízzuk. 

6.12. FeladatLegyenek adottak az  mátrixok, ahol  ferdén szimmetrikus illetve  és  

pozitív diagonális mátrixok. Ekkor az  mátrix, pozitív definit mátrix. 

Fontos alkalmazásai lesznek a következő állításnak. 

6.13. Állítás A Newton-rendszer egyértelmű megoldásai, a  és  Newton-irányok, ortogonálisak. 

Bizonyítás. Tekintsük a Newton-rendszer első egyenletét és szorozzuk meg  vektorral balról, azaz 

 

figyelembe véve az  mátrix ferdén szimmetrikusságát. [QED] 

Geometriai szempontból a Newton-rendszerrel kapcsolatos eredményeket a következő módon értelmezhetjük: 

az induló adatainkat, az  lineáris programozási feladat esetén ismerjük, azaz adott egy  belső pont, 

a hozzá tartozó  eltérés vektorral együtt. Célunk olyan  belső pont és hozzá tartozó 

 eltérés vektor előállítása, amelyre vagy , vagy pedig az  és  

vektorok legyenek közel egymáshoz. 

Mivel  pozitív vektorok ezért bármilyen irányba létezik olyan  lépéshosz, amelyik esetén 

 

pozitív vektorok lesznek és 

 

teljesül és az  lesz az eltérés vektora, mert a Newton-rendszerből számítottuk ki az irányt. 

Miután a Newton irányban egy  lépéshosszú lépést teszünk, az új  megoldásra a következő 

kifejezést kapjuk: 

 

Ez az összefüggés világossá teszi, hogy az  vektor lokális megváltozását a  vektor határozza meg. 

Annak a célnak a vizsgálata szempontjából, hogy milyen  lépéshossz segítségével közelíthetjük meg 

legjobban a célul kitűzött  vektort, szükségünk lesz a következő fogalomra. 
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6.14. Definíció Legyen  vektorok. Az  és  vektorok által meghatározott téglán a következő 

halmazt értjük 

 

Azt mondjuk, hogy a  tégla belseje nem üres, ha nem létezik olyan  index, amelyre  teljesül. 

A következő tétel megmutatja azt, hogy létezik olyan  lépéshossz, amelyre a  pontból 

elléphetünk a  pont felé, úgy, hogy a  téglában maradjunk, feltéve, hogy a tégla belseje nem üres. 

6.15. Tétel Legyen adott az  lineáris programozási feladat. Tekintsünk egy  belső pontot, a hozzá 

tartozó  eltérés vektorral együtt és legyen  vektor. Tetszőleges  

esetén, amelyre , létezik , úgy hogy 

 

ahol  és  a  vektorhoz tartozó Newton-rendszer megoldásai, a Newton-irányok, és ,  

teljesül, valamint . 

Bizonyítás. A Newton-irányok meghatározására a (4) összefüggés szolgál. Az új megoldás vektorok  

esetén (5), már korábban állítottuk, hogy az  lépéshossz meghatározható, úgy, hogy ezek a vektorok pozitívak 

legyenek. Ennek a teljesülése érdekében az  lépéshosszra a következő felsőkorlátok számíthatók ki 

 

a döntési változók illetve 

 

a hozzájuk tartozó eltérés változók esetén. Nyilván, ha  illetve , akkor ezekhez az indexekhez 

tartozó esetek nem adnak korlátozó feltételt az  értékére. 

Ezzel, az ,  állítások teljesülését beláttuk, figyelembe véve azt, hogy  és  Newton-

irányok. A továbbiakban a  állítás igazolása történik. Először is fogalmazzuk át, egy kicsit 

az állítást, azt kell igazolnunk, hogy a következő egyenlőtlenségek 

 

teljesülnek. Az előző egyenlőtlenségek elemzéséhez vezessük be az alábbi index halmazokat 

 

Ha  akkor az alábbi feltételeket kell ellenőriznünk, 

• , és 

• . 

Kezdjük az 1. esettel, ekkor a 
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kvadratikus egyenlőtlenség adódik, amely a 

 

egyváltozós lineáris egyenlőtlenségre egyszerűsödik, mivel . Ebből az 

 

pozitív, felső korlátot számítható ki. A 2. eset elemzésekor induljuk ki a következő egyenlőtlenségből 

 

azaz a 

 

egyenlőtlenséget kapjuk, amely az  változóban másodfokú. Ha a , akkor bármely  

esetén az előző egyenlőtlenség teljesül. Ellenkező esetben, amikor , a következő pozitív, felső 

korlát adódik 

 

Hasonlóan elemezhető ki az  eset is. Ekkor az 

 

illetve 

 

pozitív felső korlátokat kapjuk. Legyen az , ekkor bármely  

lépéshossz esetén 

 

. [QED] 

7.3. 6.3 Szinthalmazok és tulajdonságaik 
 

Az optimális megoldás halmaz két különböző alakjának a segítségével, kétféle szinthalmazt definiálhatunk. 

Vezessük be először a következő szinthalmazt 

 

ahol  és bármely  vektor esetén az alábbi általánosí tott szinthalmazt 



 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 120  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

 

is. Nyilvánvaló, hogy ha az teljesül, akkor  

A célfüggvény értékével definiált  szinthalmaz következő fontos tulajdonságait mondja ki a következő 

lemma. 

6.16. Lemma Legyen adott az  feladat és tegyük fel, hogy . Ekkor bármely ,  

szám esetén az  szinthalmaz nem üres és korlátos, zárt, azaz kompakt. 

Bizonyítás. Az , hiszen az  és  a hozzá tartozó eltérés vektorral megfelel a 

szinthalmaz definíciójának, mert . 

Az  azaz  belső pont. Az egyszerűség kedvéért, az  vektor helyett,  

vektort használjuk. Mivel az  mátrix ferdén szimmetrikus, így 

 

ahol az  tetszőleges vektor és az  a hozzátartozó eltérés vektor. 

Ebből, az  szinthalmaz definí ciója alapján azt kapjuk, hogy 

 

és í gy az  belsőpont feltétel miatt, bármely  indexre 

 

azaz az  szinthalmaz korlátos. A zártsága egyszerű következménye a szinthalmaz második felí rásának, azaz 

annak, hogy véges sok zárt féltér metszete. [QED] 

Az általánosított szinthalmaz  esetén is az előzőhöz hasonló állítás igaz. 

6.17. Lemma Legyen adott az  feladat és tegyük fel, hogy . Ekkor bármely , vektor 

esetén az  szinthalmaz nem üres, és korlátos, zárt, azaz kompakt. 

Bizonyítás. Az  definíciója miatt az  és  a hozzá tartozó eltérés vektorra igaz, hogy 

, azaz  teljesül. 

Legyen , azaz  és . Mivel  ferdén szimmetrikus, ezért a (7) összefüggés 

alapján 

 

és ekkor, 

 

azaz 

 

ahol . Ekkor bármely  index esetén 
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teljesül, tehát az  szinthalmaz korlátos. 

Legyen 

 

korlátos, zárt halmaz és az  folytonos leképezés. Ekkor az 

 

tehát az ősképe  halmaz is zárt. [QED] 

Vezessük be a következő halmazt, 

 

amely azokat a  vektorokat tartalmazza, amelyek előállíthatók, mint  (elemenkénti) szorzataként. 

Ezt, úgy értelmezhetjük, hogy  vektorok előállíthatók, az  feladat megengedett megoldásainak és a 

hozzájuk tartozó eltérés vektorok szorzataként. 

6.18. Lemma Legyen adott az  feladat és tegyük fel, hogy . Ekkor a  halmaz nem üres és zárt. 

Bizonyítás. Ebben az esetben a  halmaz nem ürességétől egy kicsit többet igazolunk, azt mutatjuk meg, hogy 

van olyan  vektor, amelyik előáll  vektorok (elemenkénti) szorzataként. Mivel 

, ezért létezik  és , tehát , és í gy . 

Azt kell belátni még, hogy a  halmaz tartalmazza az összes limeszpontját is. Legyen , amelyhez 

létezik  sorozat, úgy, hogy . Legyen továbbá  olyan, hogy  teljesül, 

bármely  indexre és  is igaz. Az előző lemma és az  szinthalmaz konstrukciója alapján,  nem 

üres és kompkat halmaz. 

A konstrukciónk és a  sorozat definíciója miatt létezik , amelyekre . Az 

 halmaz kompaktsága miatt, az általánosság korlátozása nálkül feltehető, hogy  

Figyelembe véve a szorzás folytonosságát és a pontsorozatok definí cióját kapjuk, hogy 

 

azaz a  halmaz zárt, mert tartalmazza a limeszpontjait. [QED] 

Most már készen állunk arra, hogy a 6.17. Lemma élesítését is igazoljuk azaz, azt, hogy a belsőpont feltétel 

mellett,  nem csak nem üres halmaz, hanem van benne szigorúan pozitív vektor is. 

6.19. Tétel Legyen adott az  feladat és tegyük fel, hogy . Ekkor bármely , vektor esetén 

létezik . 

Bizonyítás. A 6.17. Lemma szerint az  halmaz kompkat. 

Indirekt módon tegyük fel, hogy létezik egy , vektor, amelyre nem létezik . 

Az , azaz . Ekkor az  és  kompakt halmaz. 
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Legyen  és . Ekkor az  nem üres és kompakt halmaz. 

Továbbá az  halmaz is nem üres és kompakt. Definiáljuk az  függvényt a következő 

kifejezéssel 

 

Az  folytonos függvény, hiszen a norma és az  is folytonos függvények. Ekkor a Weirstrasstétele 

miatt, létezik 

 

Mivel az  (indirekt feltevés), ezért , vagyis , de , 

 és . 

Definiáljuk a  téglát és alkalmazzuk a 6.15. Tételt. 

Ha  akkor létezik , amelyre 

 

olyan vektorok, hogy , azaz 

 

ami ellentmond a Weirstrasstételnek. 

Ha  akkor legyen  vektor, amely esetén 

 és megismételhetjük az előző gondolatmenetet, azzal együtt, hogy az  lépés hosszra még 

igaz legyen az a korlát is, amely biztosítja, hogy ebben az esetben  teljesüljön. 

Összegezve a  és , tehát  és (9) összefüggés ismét teljesül, ami 

ellentmond a Weirstrasstételnek. 

Mindkét eset arra vezetet, hogy az indirekt feltevésünket el kellett vetnünk, azaz bármely , vektor 

esetén létezik . [QED] 

A tételünknek igaz az alábbi egyszerű következménye. 

6.20. Következmény Legyen adott az  feladat. Az  halmaz nem üres, konvex poliéder. Sőt, ha az 

 akkor az  halmaz kompakt is. 

Bizonyítás. Mivel , ezért az optimális megoldások halmaza nem üres. Az, hogy az  konvex poliéder 

következik az egyik felírásából. 

Legyen  és , valamint 

 

Ekkor 

 

teljesül. Ebből 
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adódik, azaz az  halmaz zárt és mivel  következik bármely  indexre, ezért korlátos is. Tehát az 

 kompakt halmaz is. [QED] 

Ez a következmény értelmezhető úgy is, hogy egy  esetén a 6.19. Tétel miatt létezik 

, sőt az általánosság korlátozása nélkül az is feltehető, hogy . Tekintsük ekkor 

a  vektort, amelyre  teljesül az előző tétel miatt és így létezik 

. Legyen . Vagyis a 6.19. Tétel segítségével, amely a Newton-

rendszer megoldásán alapul, generálni tudunk egy  pontsorozatot, amelyhez tartozó 

 megoldás vektorok sorozat, optimális megoldás párhoz konvergál. Tehát így egy 

koncepcionális algoritmust kaptunk. Fontos részletek kidolgozásra szorulnak még, de annyi bizonyos ez alapján 

is, hogy (i) belső pontokat lehet generálni Newton-rendszerek sorozatának a megoldásával, (ii) az így előállított 

belső pontok, optimális megoldáshoz konvergálnak. A koncepcionális algoritmus különböző változatainak a 

kidolgozása a következő fejezetek témája lesz. 

Az előző állításokat az alábbi módon összegezhetjük. 

6.21. Következmény Legyen adott az  feladat és tegyük fel, hogy . Ekkor az alábbi állí tások 

igazak: 

• Bármely  esetén, az  kompakt és  nem üres halmaz. 

• Bármely  esetén az  kompakt és  nem üres halmaz. 

• Az  kompakt, nem üres halmaz. 

7.4. 6.4 Centrális út 
 

Legyen adott az  feladat, tegyük fel, hogy  és tekintsük a feladat optimalitási kritériumait 

 

Látható, hogy az első feltétel, az affin lineáris feltétel, míg a második a változók előjel kötöttsége és a harmadik, 

a megfelelő változó párok komplementaritási feltétele. A komplementaritási feltétel belső pontok esetén nyilván 

nem teljesül, hiszen  esetén a hozzá tartozó eltérés változó , és így 

 

adódik. Ez alapján bevezethetjük az optimalitási kritériumoknak egy olyan relaxáltját, amelyet belső pontok és 

hozzájuk tartozó eltérés változók már teljesíthetnek 

 

ahol . Korábban, a  halmazba az olyan  vektorokat gyűjtöttük össze, amelyek esetén az 

előző rendszernek van megoldása. Egyenlőre, nem tudjuk, hogy minden  esetén megoldható-e az előző 

rendszer vagy sem illetve azt sem, hogy egy-egy  esetén hány megoldásunk lehet. 

Az előző részt egy koncepcionális algoritmussal fejeztük be. Ott az a kérdés fogalmazódott meg, hogyan lehetne 

a 6.20. Következmény bizonyításában megfogalmazott  pontsorozatot előállítani. 
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Tekintsük a relaxált optimalitási kritériumoknak egy speciális változatát, azt amelyiknél , ahol  

valós szám és az  a csupa egyesből álló -vektor. Ekkor a következő 

 

rendszert kapjuk és bevezethetjük a következő fogalmat. 

6.22. Definíció Legyen adott az  feladat, tegyük fel, hogy . Ekkor 

 

az  feladat centrális útjának nevezzük. 

A centrális út fogalmát, egymástól függetlenül, Sonnevend György (1986) és Nimrod Meggido (1989) vezették 

be. Mindketten igazolták a centrális út létezését és egyértelműségét. Sonnevend a centrális út felhasználásával 

un. útkövető 

Újra felmerül a kérdés, hogy a centrális út létezik-e, azaz bármely  valós szám esetén, létezik-e 

megoldása a  feltétel rendszernek illetve a megoldás egyértelműségének a kérdésése is. 

Mielőtt kimondjuk és igazoljuk a centrális út létezését és egyértelműségét bizonyító tételt, először igazoljunk 

egy olyan technikai jellegű lemmát, amelyet az egyértelműség bizonyításakor használni fogunk. 

6.23. Lemma Legyen  egy ferdén szimmetrikus mátrix. Ekkor minden  létezik olyan 

 index, melyre  és . 

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy létezik olyan , hogy minden  indexre, amelyre , 

. Ez esetben 

 

ami nyilvánvaló ellentmondás. [QED] 

Készen állunk arra, hogy a belsőpont feltevés mellett igazoljuk, hogy bármely  vektor esetén igazoljuk, 

hogy a  illetve bármely  valós szám esetén a  feltétel rendszereknek létezik és 

egyértelmű a megoldása. 

6.24. Tétel Legyen adott az  feladat és tegyük fel, hogy . Ekkor a következő állítások 

ekvivalensek: 

•  

•  esetén  és  

•  esetén  és  

Bizonyítás. Az (iii) az (ii) állítás speciális esete, így (ii)  (iii). 

A (iii) feltételbőlből következik (i) ugyanis  esetén  teljesül. 

Az (i)  (ii) implikációt indirekt bizonyítjuk. Tegyük fel, hogy 
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amire teljesülne  Mivel teljesül a belső pont feltétel,  kompakt halmaz és . 

Legyen  függvény,  Az indirekt feltevésünk miatt 

 

esetén. Az  folytonos függvény, így Weierstrass tétele miatt felveszi a maximumát az  kompakt halmazon: 

 

ahol  és  de  az indirekt feltevésünk miatt. 

Két eset lehetséges: 

1. Ha  akkor alkalmazhatjuk a 6.15. Tételt és azt kapjuk, hogy 

 

ahol  Így  ez ellentmond a (10) egyenlőtlenségnek hiszen  

2. Ha  akkor legyen  és definiáljuk 

 

Ekkor a  választási szabálya miatt  azaz létezik  úgy, hogy 

 

ahol  és  A továbbiakban megmutatjuk, hogy  ami ellentmondás (10) 

miatt. Felhasználva a  vektorok ortogonalitását, illetve a Newton-rendszer második feltételét, az 

 

egyenlőséget, a következőt kapjuk 

 

és a  definíciója miatt  így 

 

adódik. A (11) egyenlőséget figyelembe véve 

 

egyenlőtlenséget kapjuk, amit igazolni szerettünk volna, azaz ellentmondásra jutottunk. 

Összefoglalva, az előzőekben beláttuk, hogy bármely  esetén, létezik 
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Az egyértelműség igazolásához, indirekt módon, tegyük fel hogy  vektornak létezik két különböző 

előállítása, azaz létezik  és  úgy, hogy 

 

továbbá  Legyen  Az előző, 6.23. Lemma felhasználása miatt, tudjuk, 

hogy létezik  index, úgy, hogy  és 

 

Az általánosság korlátozása nélkül, feltehető, hogy  így az előző összefüggés alapján 

 

adódik. Mivel  ezért 

 

adódik és figyelembe véve a (12) össefüggést, azt kapjuk, hogy 

 

ami ellentmondás, theát tetszőleges  esetén, a megoldás egyértelmű. [QED] 

Ezzel beláttuk, hogy a centrális út létezik és egyértelmű az  feladat esetén. 

8. 7 Az optimális megoldáshalmaz tulajdonságai 

 

A centrális út belsőpont feltétel melletti létezése és egyértelműsége, lehetővé teszi azt, hogy megvizsgáljuk hova 

tart a centrális út, ha a  paraméter értéke, pozitív számokon keresztül nullához tart azaz a relaxált optimalitási 

kritérium tart az optimalitási kritériumhoz. 

Megvizsgáljuk a centrális út és az optimális megoldás halmaz kapcsolatát (Goldmann-Tucker- illetve 

Sonnevend-tétele). Kiderül, hogy a centrális út mentén haladva megismerhető az optimális megoldás halmaz 

struktúrája, de ehhez be kell vezetnünk az  feladat kondíciószámát. Mivel a kondíció szám meghatározása 

az optimális megoldás kiszámításával ekvivalens feladat, ezért fontos lesz a kondíció számot becsülni. Ehhez a 

Hadamard-egyenlőtlenséget használjuk majd. 

Annak ellenére, hogy a centrális út létezik és egyértelmű, nem tudjuk a -centrumokat numerikusan 

meghatározni, ezért a centrális út egy környezetében fogunk dolgozni. 

8.1. 7.1 Goldmann-Tucker illetve Sonnevend tételek 
 

A centrális út, adott  paraméterhez tartozó  egyértelmű megoldását, -centrumnak 

nevezzük. Adott  feladat esetén, tekintsünk egy  szigorúan monoton nullához tartó sorozatot, a hozzá 

tartozó -centrumok  belső pontos, megoldás sorozatával. Igazolni fogjuk, hogy -

centrumok sorozata tart egy optimális megoldáshoz. 

7.1. Állítás Legyen adott az  feladat, melyre . Ekkor létezik  az alábbi tulajdonságokkal 
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Bizonyítás. Legyen  egy monoton csökkenő sorozat. Ekkor bármely  indexre fennáll, 

hogy , ahol . Mivel az  halmaz kompakt, létezik a sorozatnak legalább 

egy  torlódási pontja. Az általánosság korlátozása nélkül feltehető, hogy 

 

Tegyük fel, hogy  egy monoton csökkenő sorozat, amelyik eltér az előző sorozattól és 

tekintsük az ehhez tartozó -centrumok sorozatát. Az általánosság korlátozása nélkül 

feltehetjük, hogy ez a sorozat konvergens. 

A limesz pont definíciójának segítségével, könnyen megmutatható, hogy 

 

Tehát a centrális úton definiált bármely -centrumok sorozatára igaz az, hogy a határértékük az  pont, 

ezért 

 

teljesül. A második állítás nyilvánvaló, ugyanis 

 

teljesül a komplementaritási feltétel az  megengedett megoldásra, tehát  [QED] 

Goldmann és Tucker (1956) bebizonyították, hogy tetszőleges primál és duál lineáris programozási feladatok 

esetén létezik szigorúan komplementáris megoldások. A következő tételben, Goldmann és Tucker eredményét 

mondjuk ki önduális lineáris programozási feladatara. 

7.2. Tétel (Goldmann-Tucker-tétel.) Legyen adott az  feladat, melyre . Ekkor létezik  

szigorúan komplementáris megoldása az  feladatnak. 

Bizonyítás. Legyen  és jelölje  az  vektor tartóját. 

Legyenek  a -centrumok, adott  esetén, mint a 7.1. Állításban és jelölje most is az 

 a centrális út limesz pontját, amelyre  és  azaz komplementáris megoldás. 

Felhasználva az  mátrix ferdén szimmetrikusságát 

 

egyenlet adódik. Mivel  és  ezért 
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Az utolsó átalakításnál  összefüggést használtuk. Ha  akkor  

adódik, ami csak úgy teljesülhet, ha az  egy szigorúan komplementáris megoldás. [QED] 

Felhasználva a Goldmann-Tucker tételt, a következő meglepő, speciális eredményt tudjuk igazolni. 

7.3. Állítás Legyen adott az  feladat, melyre . Ekkor  az  feladat egyetlen optimális 

megoldása akkor és csak akkor, ha . 

Bizonyítás. Ha , akkor csak  esetén lesz . 

Ha  az egyetlen optimális megoldás, akkor ez egy szigorúan komplementáris megoldás, azaz 

. [QED] 

Az optimális megoldások segítségével érdekes indexhalmazokat tudunk definiálni, amelyek a későbbiek során 

többször is (pl. az optimális megoldáshalmaz vizsgálatakor), fontos szerepet játszanak majd. 

7.4. Definíció Legyen 

 

Az indexeknek a  felbontását optimális partíciónak nevezzük. 

Megmutatjuk, hogy  felbontás, valóban az  index partícióját adja. 

7.5. Állítás Legyen adott az  feladat, és tegyük fel, hogy . Ekkor  

indexhalmaznak a  valóban partíciója. 

Bizonyítás. , mert a Goldmann-Tucker tétel miatt létezik  szigorúan komplementáris 

megoldás. 

A  is teljesül az optimális megoldások komplementaritását tárgyaló Goldmann-Tucker tétel 

alapján. [QED] 

Sonnevend 1986-ban definiálta az analitikus centrum fogalmát, amelyet a következő definícióban, az  

feladatra, mi is megadunk. 

7.6. Definíció Legyen adott az  feladat és tekintsük az  optimális megoldás vektorokat. Az 

 optimális megoldást, amelyre 

 

teljesül, bármely  esetén, az  optimális megoldás halmaz analitikus centrumának nevezzük. 

Bizonyítsuk be a Sonnevend-tételt. 

7.7. Tétel Legyen adott az  feladat, tegyük fel, hogy  és legyen  limesz pontja a centrális 

útnak. Ekkor  az  halmaz analitikus centruma. 

Bizonyítás. Legyen  egy tetszőleges torlódási pont és legyen  tetszőleges, és .  

ferdén szimmetrikussága miatt 

 

A Goldmann-Tucker-tétel bizonyításában leírtakhoz hasonlóan az alábbi összefüggésre jutunk 
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A számtanimértani közép közti egyenlőtlenséget alkalmazva: 

 

Így 

 

tehát  analitikus centruma az optimális megoldás halmaznak. [QED] 

8.2. 7.2 A  optimális partíció tulajdonságai 
 

Legyen adott az  feladat és definiáljuk a  halmazokat az optimális megoldások segítségével, 

úgy ahogyan azt tettük a 7.4. Definícióban, azaz 

 

esetén, ahol  halmaz az  feladat optimális megoldás halmaza. A 7.5. Állítás bizonyításában igazoltuk, 

hogy a  indexhalmazok, az  indexhalmaz egy felbontását, partícióját adja. 

Ezután beláthatjuk a következő egyszerű állítást. 

7.8. Feladat Legyen adott az  feladat. Az  vektorra pontosan akkor igaz, hogy , ha az 

 és  teljesül. 

Tetszőleges  optimális megoldásra fennáll az 

 

összefüggés. Definiáljuk az  feladat kondíciószámát, amely az  optimális halmazon a nemnulla 

koordináták nagyságrendjét jellemzi, azaz 

 

7.9. Definíció Legyen adott az  feladat. A 

 

számot az  feladat kondíciószámának nevezzük. 

Az eddig kialakult kép alapján, ha a centrális utat, a csökkenő  paraméter értékek mellett, az egyértelmű 

-centrumok mentén bejárhatnánk, akkor azt kellene tapasztalnunk, hogy a -centrumok bizonyos 

koordinátái, a centrális út mentén csökken, ahogyan a  értéke csökken, vagyis amikor közeledünk az optimális 

megoldás halmazhoz. Ennek a jelenségnek komoly numerikus következményei is lesznek. A következő 

lemmában, igazoljuk az elképzelésünket. 
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7.10. Lemma Legyen adott az  feladat, a  partíció és a feladat  kondíciószáma. Bármely 

,  esetén igazak az alábbi egyenlőtlenségek: 

 

Bizonyítás. Legyen  tetszőleges. Ekkor az ortogonalitási tulajdonság miatt 

 

Amiből következik az 

 

Mivel a  partíció definíciója miatt  teljesül, és , minden  esetén, így 

 

A többi korlát hasonlóan bizonyítható. [QED] 

Az előző lemmában láthattuk, hogy bizonyos koordináták a  paraméter értékével arányosan csökkennek a 

centrális út mentén, mások, pedig egy elméleti korlát felett maradnak. Bevezethetjük a következő definíciót. 

7.11. Definíció Legyen adott az  feladat, a  partíció és a feladat  kondíciószáma. Továbbá 

tekintsük, a  centralitás út paramétert és az -centrumokat. Ekkor az  

koordinátát nagynak mondjuk, ha , illetve az  koordinátát nagynak mondjuk, ha . Ellenkező 

esetben kicsinek nevezzük. 

Felmerül az a kérdés, hogy a centrális út mentén megadható-e egy olyan  centralitási paraméter, amelyiknél a 

 és  index halmazok előállíthatók. 

7.12. Következmény Legyen adott az  feladat és a feladat  kondíciószáma. Ha  centrális út 

paraméterhez ismert egy  megoldás, akkor meghatározhatjuk a  partíciót. 

Bizonyítás. A megadott  érték mellett 

 

teljesül, azaz a kicsi és nagy koordináták a  megoldás esetén már szétválaszthatók. Így a 

következő szétosztás egyértelmű és megfelelő 

 

. [QED] 

8.3. 7.3 A  kondíciószám becslése 
 

Vezessünk be egy fogalmat és egy egyenlőtlenséget, amelyre ebben a részben szükségünk lesz. 
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7.13. Definíció Az  tartója a  halmaz, ahol . 

Determinánsok becsléséhez szükségünk lesz a Hadamard-egyenlőtlenségre. 

7.14. Feladat (Hadamard-egyenlőtlenség.) Legyen . Ekkor bizonyítsa be, hogy a 

 

ahol  vektor az  mátrix  oszlop vektora. 

Két lemma igazolásán keresztül eljutunk a  kondíciószám becsléséig, alsó korlátot adunk majd a 

kondíciószámra. 

7.15. Lemma Tekintsük a következő megengedettségi feladatot 

 

ahol az  mátrix és a  vektor és tegyük fel, hogy  halmaz és az  

mátrixnak nincsen azonosan nulla oszlopa. Legyen  olyan vektor, amely esetén  minimális. 

Ekkor az 

 

vektor rendszer elemei lineárisan független vektorok. 

Bizonyítás. Indirekt, tegyük fel, hogy az  vektorok lineárisan összefüggők. Mivel az 

 vektor, ezért a . Ekkor létezik  úgy, hogy 

 

Nyilván 

 

azaz, bármely  esetén az affin lineáris feltétel teljesül. Sőt, megválasztható az  úgy, hogy 

 

Mivel a  ezért létezik  úgy, hogy  vagy  Ekkor pedig az 

 

esetén a  ellentmond annak feltevésnek, hogy a  minimális. [QED] 

Most pedig rátérhetünk annak a lemménak a kimondására és bizonyítására, amely egy megengedettségi feladat 

esetén megbecsüli alulról, a koordinátánkénti maximumot. 

7.16. Lemma Tekintsük a következő megengedettségi feladatot 

 

ahol az  mátrix és  vektor. Legyen az  halmaz korlátos és tegyük fel, hogy van 

szigorúan pozitív vektora. Ekkor bármely  index esetén 
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Bizonyítás. Az  halmaz korlátos, ezért az  mátrixnak nem lehet azonosan nulla oszlopa. 

Két eset lehetséges: 

•  (így szükségképpen ); 

•  

1. eset:  (így szükségképpen ). 

Az  halmaz korlátosságát és belsőpont létezését is figyelembe véve, bármely rögzített  index esetén 

létezik  úgy, hogy 

 

Az általánosság korlátozása nélkül feltehető, hogy  bázis megoldás, és jelölje  a bázis mátrixot. Ekkor a 

Cramer-szabály miatt 

 

ahol a  mátrixot a  mátrixból úgy nyertük, hogy az  változóhoz tartozó oszlop helyére a  vektort 

raktuk be. Az  feltétel és az egészértékű adatok miatt . Másfelől 

 

egyenlőtlenségeket nyerjük, a Hadamard-egyenlőtlenség alkalmazásával. Az eddigiek alapján 

 

2. eset:  

A redundáns feltételek elhagyásával egy ,  feladatot kapunk, ahol a mátrixunk már teljes 

rangú, azaz az első esethez jutottunk. Vegyük észre, hogy 

 

így a második esetben is igaz az állításunk. [QED] 

Készen állunk arra, hogy a  kondíció számot, a Hadamard-egyenlőtlenség felhasználásával megbecsüljük. 

Ez pedig már elméletileg számolhatóvá teszi a  partíció indexhalmazát. 

7.17. Tétel Legyen adott az  feladat, melyre . Ha az  mátrix és a  vektor, 

akkor az  feladat kondíciószámára a következő alsó becslés teljesül, 
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Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a ( ) partíció ismert és ennek megfelelően bontsuk fel a feladat lineáris 

feltételeit 

 

Legyen  egy szigorúan komplementáris, optimális megoldás, azaz 

 

mivel  és , ezért . Ekkor 

 

elvégezve a kijelölt számolásokat és figyelembe véve az  és  optimális megoldás komplementaritását is, azt 

kapjuk, hogy 

 

Átalakítva, azoptimális megoldás halmaz leírását kapjuk 

 

Az utóbbi rendszer éppen az  leírása, ami nem üres és tartalmaz szigorúan komplementáris megoldást, így az 

 

választással alkalmazhatjuk az előző lemmát. Tehát 

 

Ebből következik, hogy 

 

A második, rosszabb alsó korlát előnye az, hogy nincsen szükség a  partíció ismeretére. [QED] 

Mielőtt lezárnánk ezt a fejezetet, mondjunk ki feladatként két segédlemmát, amelyeket a Dikin-féle affin 

skálázású algoritmus tárgyalása során használunk majd. 

7.18. Feladat 

• Legyen a  pozitív definit, és az  ferdén szimmetrikus mátrix. Ekkor a  és az 

 pozitív definit mátrixok. 

• Legyenek  pozitív definit mátrixok. Ekkor az  is pozitív definit mátrix. 
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9. 8 Dikin-féle affin skálázású algoritmusa 

 

Dikin 1967-ben lineáris programozási feladat megoldására egy iteratív, primál belső pontos algoritmust, un. 

primál affin skálázású algoritmust vezetett be, és bizonyította, hogy az algoritmusa által generált szigorúan 

megengedett megoldások egy optimális megoldáshoz konvergálnak. 

Dikin algoritmusát az 1980-as évek végén újra felfedezték és az algoritmus komplexitása szempontjából 

elemezték. Terlaky Tamás és szerzőtársai az affin skálázású algoritmus, primál-duál változatát készítették el és 

Dikin előtt tisztelegve, Dikin-féle affin skálázású algoritmusnak nevezték el. 

Ebben a fejezetben ezt az algoritmust mutatjuk be. 

9.1. 8.1 Dikin irányok 
 

Tekintsünk az  feladatot, legyen , és  Keressünk olyan  irányt, amelyre 

a következő elvárások teljesülnek 

• , 

• minél jobban csökkenjen a dualitásrés az új megoldás esetén. 

Tegyük fel, hogy  irány olyan, amelybe megengedett lépést lehet tenni és a dualitás rés csökken is. 

Ekkor az új dualitásrés értékét az alábbi módon számíthatjuk ki 

 

ahol az új megoldás az  lesz. 

8.1. Definíció Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. A  vektorpárt 

csökkenési iránynak nevezzük, ha 

 

teljesül, ahol  és , vagyis a dualitás rés csökken, amikor 

áttérünk az új megoldásra. 

Az előző definíció és a (1) összefüggés alapján  pontosan akkor lesz csökkenési irány, ha 

 

kifejezés negatív lesz. A legjobb csökkenési irány keresését lineáris programozási feladatként is 

megfogalmazhatjuk: 

 

ahol  adott megoldás és  hozzá tartozó eltérés vektor. Az  az eredeti feladattal azonos 

feladatosztályba tartozik, ezért kénytelenek vagyunk egy módosított feladatot megoldani. Dikin (1967) ötlete 

alapján keressünk egy könnyebben megoldható feladatot, amely közelíti (approximálja) az eredeti feladatot. 

Tegyük ezt úgy, hogy a pozitivitási megkötést elhagyjuk, és helyette egy (konvex) zárt ellipszoidon keressük az 

elérhető legjobb csökkenési irányt. Előfordulhat, hogy ekkorát lépve nem megengedett megoldáshoz jutunk, 
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ezért csak egy később meghatározandó  hosszúságú lépést fogunk tenni ebbe az irányba. Dikin ötletét 

használva felírhatjuk a 

 

feladatot. A segéd feladatban megjelenő nem lineáris feltételről megmutatható, hogy valóban ellipszoid, és ezt a 

speciális struktúrájú ellipszoidot, Dikin-féle ellipszoidnak nevezzük. Belátható a következő állítás. 

8.2. Feladat 

1. Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Az 

 

halmaz ellipszoid, azaz egy pozitív szemidefinit mátrixhoz tartozó konvex kvadratikus függvény szinthalmaza, 

amely korlátos és zárt is, azaz kompakt. 

2. Megmutatható, hogy az  feladat átalakítható a következő alakra 

 

ahol  pozitív diagonális mátrixok. Az  lineáris célfüggvény minimalizálása 

(szigorúan) konvex, kompakt, nemüres halmaz felett. 

Térjünk vissza az  feladatra. Azt állítjuk és később ezt meg is mutatjuk, hogy az  feladat, 

átparaméterezhető egy gömbön való lineáris optimalizálási feladattá, amely az alábbi állítás alapján könnyen 

megoldható. 

8.3. Feladat Tekintsük a következő optimalizálási feladatot 

 

ahol  egy nem azonosan nulla vektor. A feladat optimuma 

 

lesz. 

Ez azt jelenti, hogy az iránykereső  feladat relaxálása az  feladattal, majd pedig annak az átskálázása 

a 8.3. Feladatban található optimalizálási problémává, lehetővé teszi csökkenési irány előállítását egyetlen 

lépésben, iteratív eljárás nélkül. Dikin ötlete alapján tehát a csökkenési irány, az un. Dikin-irány meghatározása 

egyszerű feladattá vált. 

Mutassuk be Dikin eljárásának az utolsó elemét, az un. átskálázást. 

Felhasználva a Hadamardszorzáshoz (vektorok koordinátánkénti szorzása), hasonlóan az osztást is, arra 

természetesen vigyázva, hogy a vektorral való osztás csak nem nulla (esetünkben pozitív) vektorral történjen. 

Az átskálázás megvalósításához szükségünk lesz az alábbi új adatokra illetve változókra 
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Ekkor, nagyon egyszerűen, a következő összefüggések vezethetők le 

 

Vezessük be a  és  vektorokat úgy, hogy 

 

teljesüljön. Ekkor az alábbi összefüggéseket vezethetjük le 

 

és ezek után a Dikin-ellipsoid feltétel argumentumára azt kapjuk, hogy 

 

Vezessük be a  jelölést, az előző egyenletet, tovább egyszerűsíthetjük 

 

adódik. Az  iránykereső feladat célfüggvénye az átskálázás után 

 

lesz. Mivel az  feladatban szereplő lineáris egyenletet a  meghatározásakor felhasználjuk, így a  

meghatározásakor is felhasználásra kerül majd, tehát az átskálázott feladatból kihagyható, amikor a  vektor 

kiszámítása a cél. Az  feladat átskálázásakor először a következő optimalizálási feladatot írhatjuk fel 

 

majd egy újabb változó cserével 

 

az alábbi végleges alakot nyerjük 

 

ahol a döntési változó a  vektor, a feladat célfüggvénye lineáris és a célfüggvény együttható vektora a 

 vektor. Ez a feladat pontosan azt fejezi ki, hogy az egység gömb felett szeretnénk optimalizálni egy 

lineáris célfüggvényt, és a 8.3. Feladat alapján azonnal felírhatjuk az egyértelmű optimális megoldását 

 

és kiszámíthatjuk az átskálázott feladat optimum értékét 
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Mivel az optimum értéke negatív, így az átskálázott irány egy csökkenési irányt ad. A skálázásban csak pozitív 

vektorok és számok szerepeltek, tehát a vissza skálázott változók esetén is csökkenési irányt kapunk. 

Nyilvánvaló, hogy a 

 

lineáris egyenletrendszert is át kell skáláznunk, úgy, hogy a döntési változók a  és  vektorok legyenek. 

Ekkor a következő összefüggést kapjuk 

 

és így az előző lineáris egyenletrendszert felhasználva a 

 

adódik, ahol  pozitív diagonális mátrix. Tehát a  vektor az alábbi módon fejezhető ki 

 

Mivel, esetünkben az  mátrix pozitív definit 

 

adódik. Figyelembe véve a 

 

összefüggéseket, kiszámolhatjuk az egyértelmű  és  csökkenési irányokat 

 

Végezetül, az  speciális iránykereső feladatra hivatkozva bevezethetjük a Dikin-irányok fogalmát. 

8.4. Definíció Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Az  speciális 

iránykereső feladat megoldását, a  vektorokat, Dikin-iránynak nevezzük. 

Mivel a Dikin-iránykereső feladat optimumáról megmutattuk, hogy negatív, (2), ezért a Dikin-irányok, 

csökkenési irányok. A levezetés során felhasználtuk a következő eredményt. 

8.5. Feladat Bizonyítsa be, hogy az  mátrix pozitív definit, ahol  ferdén szimmetrikus,  

pozitív diagonális és  az egység mátrix. Ez egyben azt is jelenti, hogy az  mátrix reguláris, azaz 

invertálható. 

A Dikin-irányokat ki lehet számolni egy másik képlettel is, amely nem használja az átskálázás vektorait. 

8.6. Feladat Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Jelölje  és , az  és  

vektorokból készített pozitív diagonális mátrixokat, ekkor a  és  Dikin-irányok az alábbi módon is 

kiszámolhatók 

 

A Dikin-irányok fontos tulajdonságát fejezi ki a következő állítás, amelynek az igazolását az olvasóra bízzuk. 
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8.7. Feladat Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Legyenek továbbá a  és 

 Dikin-irányok. Ekkor 

 

teljesül és természetesen az átskálázás is megőrzi ezt a tulajdonságot, azaz 

 

9.2. 8.2 Dikin-féle affin skálázású algoritmus 
 

Az eddigiek során megmutattuk, hogy a Dikin-ellipszoid segítségével elkészíthető egy iránykereső segédfeladat, 

amelynek egyértelmű megoldása, ahogyan azt az előző részben bemutattuk könnyen kiszámolható. Egy 

felmerülő kérdés maradt: megléphető-e a teljes lépés a Dikin-irányban vagy annak érdekében, hogy a poliéder 

belsejében maradjunk és az algoritmus menetét jól tudjuk elemezni, rövidíteni kell a lépéshosszt ? 

Először, megfogalmazzuk a Dikin-féle affin skálázású algoritmust, a centrális út egy környezetét, és igazolunk 

három lemmát. 

 

 

Mivel tudjuk, hogy a centrális út létezik és egyértelmű, szeretnénk mérni egy-egy megoldás távolságát a 

centrális úttól, ezért bevezetjük az un. centralitás mértékét. 

8.8. Definíció Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Definiáljuk a 

 

számot. Azt mondjuk, hogy a  az  megoldás centralitás mértéke. 

A  valóban az  megoldás távolságát méri a centrális úttól, hiszen  pontosan akkor 

teljesül, ha , vagyis, ha a megoldásunk a centrális úton van. 
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Világos az is, hogy minél távolabb kerülünk a centrális úttól, annál nagyobb lesz a  értéke. 

8.9. Definíció Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. A centrális út -

környezetén a következő halmazt értjük 

 

ahol , valós szám. 

A  feltételből, az  vektor definícióját is figyelembe véve a következőt kapjuk 

 

Ebből az összefüggésből következik, hogy létezik  és , amelyekre 

 

teljesül. 

Később szükségünk lesz a következő állításra. 

8.10. Lemma Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Legyen  és  az 

átskálázott Dikin-irányok, amelyeket a  vektorból számoltunk ki. Ekkor a 

 

egyenlőtlenségek teljesülnek. 

Bizonyítás. Írjuk fel a  szorzatot a következő alakban 

 

ekkor triviális alsó és felső becslések nyerhetők 

 

vagyis 

 

tehát 

 

így 

 

Mivel a  és a  vektorok ortogonálisak, ezért , tehát az előző egyenlőtlenség 

alapján 
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adódik. [QED] 

Az előző lemmát egyszerűbb feltevések mellett is igazolni lehet, hiszen nem az a lényeges ebben a lemmában, 

hogy átskálázott Dikin-irányokról van szó, hanem az, hogy a  vektorokra a következő két 

tulajdonság teljesül 

 

Ezek a feltételek mellet is igaz a 8.10. Lemma. 

Többször szükségünk lesz az új megoldás és a hozzá tartozó eltérés vektoroknak a Hadamard-szorzatára 

(koordinátánkénti szorzatára). 

8.11. Lemma Legyen adott az  feladat, , és  megoldás, valamint . Az 

 segédfeladatból kiszámított Dikin-irányokat jelölje  és , az új megoldás legyen  

és a hozzá tartozó eltérés vektor pedig . Ekkor 

 

Bizonyítás. Mivel az 

 

és 

 

ezért 

 

Figyelembe véve a 

 

összefüggést, 

 

adódik. [QED] 

A 8.11. Lemmában szereplő (5) egyenlőség jobboldalán álló zárójeles kifejezés első két tagja segítségével a 

következő  függvényt definiálhatjuk 

 

Igazolhatjuk a következő lemmát. 
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8.12. Lemma Legyen adott az  függvény a (7) képlettel. Ha 

 

akkor az  függvény monoton nő a  intervallumon. 

Bizonyítás. Deriváljuk a függvényt és elemezzük a monoton növekedés feltételét 

 

teljesül, a lemma feltételében megadott  értékre. [QED] 

9.3. 8.3 Megengedett lépéshossz 
 

Folytatjuk a Dikin-féle affin skálázású algoritmus elemzését. Definiáljuk a megengedett lépéshosszt, majd pedig 

meghatározzuk azt az  értéket, amellyel az algoritmus haladni fog. Végül az algoritmus komplexitás elemzése 

következik. 

8.13. Definíció Legyen adott az  feladat, , és  megoldás, valamint . Az 

 segédfeladatból kiszámított Dikin-irányokat jelölje  és , az új megoldás legyen  

és a hozzá tartozó eltérés vektor pedig . Ekkor az  értéket megengedett lépéshossznak 

nevezzük, ha az 

 

Induljunk ki abból az állapotból, hogy egy  megoldásunk adott az  feladatra és tegyük fel, hogy 

, azaz az  megoldás a centrális út -környezetében van, ahol . A -környezetet 

megfogalmaztuk az átskálázott vektorokra is, a (3) egyenlőtlenség segítségével. Számoljuk ki a Dikin-irányokat, 

majd határozzuk meg az  lépéshosszt, úgy, hogy az új megoldás  is a centrális út -környezetében 

legyen. 

A következő tételben korlátot adunk a megengedett lépéshosszra, amelyek biztosítják a  teljesülését. 

8.14. Tétel Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Továbbá, legyen , 

 és tegyük fel, hogy . Az  segédfeladatból kiszámított Dikin-irányokat jelölje 

 és , az új megoldás legyen  és a hozzá tartozó eltérés vektor pedig . 

Ekkor bármely  lépéshossz amely kielégíti az 

 

egyenlőtlenségeket, megengedett lépéshossz és az  vektorra  teljesül. 

Bizonyítás. Mivel az  megoldásra teljesül a , ezért (3) egyenlőtlenség teljesül az átskálázott 

vektorokra, azaz létezik  és , amelyekre 

 

igaz. Tekintsük a 8.11. Lemmában szereplő (5) egyenlőség, átalakított formáját, azaz 
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Az előző képlet azt mutatja, hogy az új megoldás átskálázott változata, az  előállítható az előző megoldás 

átskálázott változatából és a kiszámított Dikin-irányokból és az  lépéshosszból. Az  vektort 

meghatározó kifejezésben egyedül az  a változó. Nyilvánvaló, hogy  visszaadja az előző átskállázott 

megoldást, amely egy pozitív vektor volt. Az  fejezi azt ki, hogy a Dikin-irányok segítségével, új, a 

régitől különböző megoldást állítottunk elő. Feladatunk, meghatározni az  számra olyan felső korlátot, 

amelyik mellett az  új megoldásra az elvárások teljesülnek. 

Alkalamazzuk a 8.12. Lemmát, figyelembe véve a (3) korlátot, azaz a  korlátot. Ekkor azt kapjuk, hogy 

 

esetén az  függvény monoton nő a  intervallumban. 

Az  teljesülésének az igazolásához, a következő lépéseken keresztül jutunk el: 

• A (3) vektor egyenlőtlenség minden koordinátájára alkalmazzuk a (7) feltétellel definiált  függvényt, 

figyelembe véve, hogy már igazoltuk az  monotonitását a  intervallumban. Az  függvény 

monotonitásának köszönhetően, a transzformált koordinátákra is teljesül az eredeti reláció. Végül az előálló 

egyenlőtlenséget olyan formára hozzuk, hogy a középső tagja  legyen. 

• Az  vektorra előállított alsó és felsőkorlát, a centralitás mérték definíciója szerint (8.8. Definíció) és a 

centrális út -környezetének, a  halmaznak a definíciója alapján a  pontosan akkor teljesül, ha 

az alsó korlát -szorosa nagyobb vagy egyenlő lesz, a felső korlátnál. Ebből az összefüggésből, 

meghatározható lesz egy újabb korlát az  lépéshossz értékére. 

1. lépés: A (3) vektor egyenlőtlenség minden koordinátájára alkalmazzuk az  függvényt, ekkor 

 

adódik és hozzáadva az egyenlőtlenséghez a  vektortt, majd  számmal szorozva és figyelembe 

véve, hogy a középső tag 

 

lesz, a 

 

egyenlőtlenséget nyerjük. A bal oldalon álló vektornak szigorúan pozitívnak kell lennie, ahhoz, hogy az 

 teljesülhessen. 

2. lépés: Az előző egyenlőtlenség pontosan akkor fejezi ki azt, hogy , ha az alsó korlát -szorosa 

nagyobb vagy egyenlő lesz, a felső korlátnál, 

 

akkor  igaz lesz. Az előző,  vektorra adott egyenlőtlenség alsó és felső korlátját figyelembe 

véve, a következő összefüggés adódik 
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amelyik azért lesz már szigorú egyenlőtlenség, mert a jobb oldalon álló vektor, a baloldalon álló elvárásaink 

szerint pozitív vektor -szorosa, ahol . Az előző egyenlőtlenséget egyszerűsíthetjük, hiszen a jobb oldalt 

kivonva, majd  számmal osztva az egyenlőtlenséget 

 

az  lépéshossz megengedettségét kikötő egyenlőtlenséget kaptunk. Igaz az  értékére még nem állítottunk 

elő korlátot. 

Végezetül a (9) egyenlőtlenségből meghatározhatjuk az  lépéshossz értékét. A (9) egyenlőtlenséget osszuk el 

 számmal, majd szorozzuk be a baloldalon álló kifejezést, a  számmal, ekkor a következő 

egyenlőtlenséget kapjuk 

 

, , így ezekkel egyszerűsíthetünk. Átrendezés után elegendő a következőt bizonyítani: 

 

Mivel  és , ezért  számmal eloszthatjuk az egyenlőtlenséget és így, 

az alábbi egyszerűbb egyenlőtlenséget nyerjük 

 

A baloldalon álló kifejezés első tagja biztosan pozitív, míg a második tagban szereplő  vektor nyilván 

tartalmazhat negatív koordinátát. A negatív koordináták közül a legkisebbet szeretnénk megbecsülni, majd 

pedig ennek segítségével felsőkorlátot adni az  lépéshossz értékére. 

Felhasználjuk a 8.10. Lemmában szereplő (4) becslést, a  vektor végtelen normájára adott felső korlátot, a 

második tagra alsó korlátot adhatunk. Az így módosított, gyengébb egyenlőtlenségtől is pozitivitást várunk el, 

azaz 

 

Ezt kiírhatjuk koordinátánként 

 

és felhasználva a  vektor definícióját, egyszerűen adhatunk felső korlátot a  vektor normájára 

 

ahol az utolsó egyenlőtlenség abból adódik, hogy  pont a  halmaz eleme. Utolsó becslésünket 

felhasználva a (12) egyenlőtlenségtől is egy szűkebbet követelünk meg, azaz 
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összefüggést kapjuk, amelyből 

 

adódik. 

Tekintettel arra, hogy a (10) egyenlőtlenség  lépéshosszra nézve konkáv másodfokú függvényt ad, célszerű 

lesz összehasonlítani az abból adódó korláttal az előzőt. A (10) egyenlőtleségből, a (9) egyenlőtleséghez 

hasonlóan a  vektor becslésével, több elemi lépés után, levezethető a következő kvadratikus 

egyenlőtlenség 

 

Egyszerű számolással kapjuk, hogy 

 

Ebből, a gyök alatt lévő második tagot, a  definíciójának a felhasználásával átírhatjuk az alábbi alakra 

 

Nyilván 

 

lesz a (10) egyenlőtlenségből nyerhető pontos felső korlát. 

A (13) és (14) felsőkorlátok közül a kisebb, megfelelő lesz az  lépéshossz meghatározására. [QED] 

Érdemes az  lépéshosszra kapott (13) és (14) felsőkorlátokat összehasonlítani. Vizsgáljuk meg azt az esetet, 

hogy az egyszerűbb számolással kapott (13) felsőkorlát, milyen feltétel mellett lesz kisebb vagy egyenlő a 

másikkal, azaz azt tesszük fel, hogy 

 

Egyszerű számítás után azt kapjuk, hogy az előző egyenlőtlenség pontosan akkor teljesül, ha 

 

összefüggés igaz. 

Ha  és  akkor  és így az előző egyenlőtlenség teljesül. 

9.4. 8.4 Dikin-féle affin skálázású algoritmus komplexitása 
 

Ebben a részben először megvizsgáljuk megengedett lépéshossz esetén a dualitás rés csökkenésének a mértékét. 

Ezek után a 8.14. Tételben adott korlátok mellett megmutatjuk, hogy iterációróliterációra a Dikin-féle affin 

skálázású algoritmus belsőpontokon halad. Végül speciálisan megválasztott lépéshossz esetén igazoljuk az 

algoritmus polinomiális komplexitását. 
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8.15. Tétel Legyen adott az  feladat, , és  megoldás. Továbbá, legyen  

megengedett lépéshossz, azaz 

 

teljesül, ahol  és  jelöli a Dikin-irányokat. Ekkor 

 

Bizonyítás. A 8.11. Lemma és a (5) egyenlőség alapján 

 

adódik és ekkor a két vektor skaláris szorzata 

 

lesz, ahol felhasználtuk a  és  vektorok ortogonalitását, valamint elvégeztük a kijelölt műveleteket. A 

CauchySchwarzBunyakovszkij egyenlőtlenség alapján 

 

teljesül, ezért 

 

adódik és pontosan ezt kellett igazolnunk. [QED] 

Most már készen állunk arra, hogy egy speciális  környezet paraméter és  megengedett lépéshossz esetén 

igazoljuk azt, hogy az  szigorúan megnegdett vektor lesz. 

8.16. Lemma Legyen adott az  feladat, , és  kezdeti induló megoldás. Továbbá, 

legyen 

 

ahol  a feladat változóinak a száma. Ha , akkor a Dikin-féle affin skálázású algoritmus által előállított 

pontsorozat az  feladat, szigorúan megengedett megoldásai. 

Bizonyítás. Be kell látnunk, hogy a lemma feltételei alapján, az  lépéshosszra teljesülnek a 8.14. Tételben 

megadott korlátok és így a Dikin-féle affin skálázású algoritmus által előállított pontsorozat, valóban, az  

feladat, szigorúan megengedett megoldásai. Igazolnunk kell tehát, azt, hogy 

 

Mivel , ezért 
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Másfelől, 

 

adódik, azaz a lemma feltételeiben megadott lépéshossz megengedett. [QED] 

Ennyi előkészítés után igazolhatjuk, hogy a Dikin-féle affin skálázású algoritmus lépésszáma, a feladat 

méretének és az induló megoldás adataiból számolt értékek és a pontossági paraméter polinomjával 

korlátozható. 

8.17. Tétel Legyen adott az  feladat, , és  kezdeti induló megoldás. Továbbá, 

legyen 

 

ahol  a feladat változóinak a száma. Ha , akkor a Dikin-féle affin skálázású algoritmus az  

feladatot legfeljebb 

 

lépésben megoldja, azaz talál egy  pontot, amelyre  és . 

Bizonyítás. Az  induló megoldásra  összefüggés teljesült és a célfüggvény értéke  

volt. A tétel feltételei és az előző lemma alapján az  megengedett lépéshossz, tehát a Dikin-féle affin 

skálázású algoritmus az  feladatnak egy 

 

szigorúan megnegedett pontsorozatát generálja, amelyek esetén a célfüggvényértékek, a 8.15. Tétel alapján, 

monoton csökkenő sorozatot alkotnak 

 

lesz és 

 

Tehát az  megengedett lépéshosszt behelyettesítve, a dualitás rés értékére a . iteráció után, a következő alsó 

korlátot kapjuk 

 

vagyis be kell látnunk, hogy  esetén 

 

teljesül. Vegyük a logaritmusát az előző kifejezésnek, ekkor 
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Mivel bármely 

 

teljesül, ezért 

 

Vagyis 

 

Ebből következik a tétel állí tása. [QED] 

Illusztráljuk a Dikin-féle affin skálázású algoritmust egy példán. 

8.18. Példa Tekintsük a következő ferdén szimmetrikus lineáris programozási feladatot: 

 

Természetesen  és  megoldása a feladatnak. 

Megmutatható, hogy a  megengedett megoldása a feladatnak és az 

 az eltérés változó. A feladat célfüggvényértéke  tehát a  optimális 

megoldása a feladatnak, sőt 

 

azaz a  szigorúan komplementáris optimális megoldás. 

Legyen  és , ekkor az algoritmus legfeljebb 

 

iterációban megoldja a lineáris programozási feladatot. Ha  akkor 

 

és így az iterációk számára 63 adódik, mint felsőkorlát. Amennyiben a megadott  pontossággal oldjuk meg a 

feladatot akkor 58 iterációra lesz szükségünk. A megoldásunk 

 

lesz és az eltérés változónk 
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Megfigyelhető, hogy a  és a  változók értéke kicsi lesz, ebből arra következtethetünk, hogy a 

 és az  lesz. 

9.5. 8.5 A  partíció meghatározása a centrális út 
környezetében 
 

Legyen adott , , amelyek esetén  teljesül, azaz a . 

Legyen , ekkor a Dikinféle affin skálázású algoritmus a ferdén szimmetrikus, önduális lineáris 

programozási feladatnak  iterációban előállít egy  és  tulajdonságú 

pontját. 

8.19. Lemma Legyen adott az  feladat és , , amelyekre . Ekkor 

 

ahol  a feladat kondíciószáma. 

Bizonyítás. Mivel a , tehát létezik , hogy  és  teljesül bármely  

indexre. Legyen ,  olyan, amelyre  maximális, azaz , ezért . 

Felhasználva az  komplementaritását és az  egyenlőséget, adódik, hogy 

. Figyelembe véve a vektorok nem negativitását, kapjuk a lemma harmadik állítását 

 

hiszen  esetén . Ezt az eredményt és a  egyenlőtlenséget felhasználva, egyszerűen 

adódik az első egyenlőtlenség 

 

A második és a negyedik állítás hasonlóan bizonyítható. [QED] 

Most pedig készen állunk arra, hogy a centrális út egy  környezetében lévő pontok alapján elkészítsük a 

 partíciót. 

8.20. Lemma Legyen adott az  feladat és , , amelyekre . Ha 

 

akkor a  partíciója az  feladatnak a következő módon kapható meg 

 

Bizonyítás. A kicsi és nagy változókat szét tudjuk választani, ha 
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Tehát a  és  halmazok jól definiáltak, és az indexhalmaz partícióját adják (előző lemma). [QED] 

Az előző lemma következményét egy feladatban fogalmazzuk meg, amelynek a bizonyítását az olvasóra bízzuk. 

8.21. Feladat Legyen adott az  feladat és , , melyekre  és , 

. Ekkor a Dikinféle affin skálázású algoritmus a ferdén szimmetrikus, önduális lineáris programozási 

feladat esetén 

 

lépésben megtalál egy olyan  megoldást, amely esetén  partíciót meg tudjuk határozni. 

Végezetül az  feladatnak egy nagyon speciális esetét vizsgáljuk meg. 

8.22. Állítás Legyen . Az  az  feladat egyetlen optimális megoldása pontosan akkor, ha 

. Ez az eset pontosan akkor fordul elő, ha . 

Bizonyítás. Ha , akkor  optimális, sőt szigorúan komplementáris is az  mellett, azaz 

 kell hogy teljesüljön. 

Másfelől  és  miatt , így  egyértelmű optimum. [QED] 

10. 9 Erősen polinomiális kerekítési eljárás 

 

Az eddigiek során beláttuk, hogy a belsőpontos feltevés mellett, a Dikin-féle affin skálázású algoritmusra, 

polinomiális iteráció számban előállíthatunk egy tetszőleges  számítási pontossági paraméterhez, egy un. 

-optimális megoldást. 

A belsőpontos módszerek lineáris programozási feladatpárra általában -optimális megoldást állítanak elő 

polinomiális iteráció számban. Sokan úgy gondolják, hogy a belsőpontos módszerek elméletileg is 

alkalmatlanok pontos optimális megoldás előállítására. Ebben a fejezetben, ezt a tévhitet cáfoljuk meg, az un. 

kerekítési eljárás megadásával és működésének az igazolásával. 

A kerekítési eljárásunk független attól, hogy az -optimális megoldást milyen belsőpontos módszerrel állítottuk 

elő. Kizárólag attól függ, hogy az  értékét megfelelően kicsire válasszuk illetve a centrális út környezetétől. 

A kerekítési eljársunk általában nem optimális bázis megoldást állít elő, ezért nem keverendő az un. cross-over 

módszerekkel, amelynek az a célja, hogy -optimális megoldásból, optimális bázis megoldást számoljon ki. 

10.1. 9.1 A kerekítési eljárás alkalmazásának a feltételei 
 

Legyen adott az  feladat és tekintsünk egy olyan , -optimális megoldást, amely 

esetén az  kellően kicsi ahhoz, hogy a  partíció ismert legyen. Ebben az esetben az affin 

egyenletrendszer a következő alakú lesz 

 

ahol az  és  az adott -optimális megoldásunk. 

Az optimális megoldás meghatorázása szempontjából két lényegesen eltérő esetünk van 

•  és 



 Lineáris optimalizálás elmélete és 

algoritmusai 
 

 150  
Created by XMLmind XSL-FO Converter. 

• . 

Az 1. esetet már tárgyaltuk korábban, és ekkor  és . Tehát ebben az esetben nem 

szükséges kerekítési eljárást alkalmazni. 

A  esettel is foglalkoztunk már korábban és tudjuk  és  optimális megoldás párok esetén a 

következők biztosan teljesülnek 

 

Az előző egyenletet felírhatjuk úgy, hogy a nagy változók a baloldalra kerülnek, míg a kicsi változók a jobb 

oldalra. Ekkor a következő egyenleteket kapjuk 

 

ahol figyelembe vettük a  tulajdonságot, illetve 

 

adódik. Ha az  és  optimális megoldás pár, szigorúan komplementáris is akkor az (2) a következő alakú 

lesz 

 

Ez pontosan azt jelenti, hogy az  mátrix szinguláris, tehát az 

 

egyenletnek végtelen sok  megoldása van. Legyen a  tetszőleges megoldása a (4) egyenletnek, ekkor 

definiálhatjuk, az  megoldást és  eltérésváltozót, ahol 

 

Tehát az  komplementáris megoldás, de nem feltétlenül pozitív vektorok. 

Az  pozitivitásához szükséges 

 

illetve 

 

az  tagokat kifejezzük a (3) egyenletből és ekkor a következő kifejezést kapjuk 

 

ami egyben az optimalitás szükséges feltétele is, hiszen nemnegatív és komplementáris megoldás egyben 

optimális megoldás is. Tehát az  alkalmas (kicsi) értéke mellett elő tudjuk állítani az  vektort, az 

 feladat optimális megoldását, egy optimális megoldásból. 

Egyetlen kérdés maradt: milyen kicsire kell megválasztani  értékét annak érdekében, hogy a vázolt eljárás 

működjön? Erre a választ a következő részben adjuk meg. 

10.2. 9.2 Pontos megoldás előállítása 
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Ebben a részben meghatározzuk azt az  számot, amely nyilván kisebb lesz, mint az a szám, amely ahhoz 

szükséges, hogy a  partíciót megismerjük. 

Vezessük be a következő jelöléseket 

 

Definiáljuk a  számot a következő módon 

 

A következő lemmában megadjuk azt az  pontosságot, amely esetén az -optimális megoldásból, az előző 

részben leírt módon meghatározhatjuk a megfelelő  megoldást, amellyel módosítva a -optimális megoldást, 

előállíthatunk optimális megoldást. A kerekítési eljárás, erősen polinomiális eljárás, hiszen egy lineáris 

egyenletrendszer megoldásának előállítására vezethetjük vissza az optimális megoldás előállítását, -optimális 

megoldásból. 

9.1. Lemma Legyen adott egy egész együtthatós  feladat,  és , melyekre . A 

definíciókból következik, hogy  számok. Ha 

 

akkor a kerekítési eljárás  aritmetikai művelettel előállítja az  feladat egy szigorúan 

komplementáris megoldását. 

Bizonyítás. A definíciókból közvetlenül következik, hogy . A pontunk a centrális út  

környezetében van, valamint 

 

azaz az  elegendően kicsi ahhoz, hogy a  partíciót meg tudjuk határozni. Mivel a partíció ismert, és 

 miatt , ezért a következő, a (4) lineáris egyenletrendszert fel tudjuk írni 

 

Ennek az egyenletnek az egyik megoldása az  vektor, az  mátrixa szinguláris, tehát végtelen sok 

megoldása van a (4) lineáris egyenletrendszernek. 

Megmutatjuk, hogy létezik olyan  megoldása is a (4) lineáris egyenletrendszernek, amelyre 

 

is teljesül. Amennyiben  és , akkor egyszerű számolással belátható, hogy  szigorúan 

komplementáris megoldás. 

Két eset lehetséges 

• , és 
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• . 

Az 1. esetben, az  miatt válasszuk a  megoldást. Ebben az esetben (5) feltételben 

megfogalmazott első elvárás teljesül, míg a második a következőre redukálódik 

 

Ha , akkor az előző feltétel mindig igaz. Ellenkező esetben, , elegendő az 

 

egyenlőtlenségeket belátni. Tudjuk, hogy  esetén , tehát az első teljesül. A végtelen norma 

tulajdonsága miatt 

 

mivel . A lemma feltétele miatt 

 

tehát 

 

azaz a második egyenlőtlenség is igaz, tehát  

A 2. esetben, az , ekkor oldjuk meg a (4) lineáris egyenletrendszert GaussJordan eliminációval (ez a 

kerekítési eljárás számítás szempontjából lényeges része). 

Mivel az  szinguláris mátrix, ezért határozzuk meg az  maximális reguláris részmátrixát, és jelölje 

ezt a mátrixot az . Ezzel a mátrixszal, és a hozzá tartozó  index halmazokkal írjuk fel a (4) 

lineáris egyenletrendszerből levezethető lineáris egyenletrendszert 

 

Mivel , ezért ez a lineáris egyenletrendszer megoldható a Cramer-szabállyal, amely rendelkezik 

azzal az elemzés szempontjából kedvező tulajdonsággal, hogy a determinánsok becsülhetők a Hadamard-

egyenlőtlenséggel. 

Az előző lineáris egyenletrendszer megoldását Cramer-szabállyal a következő módon adhatjuk meg 

 

ahol  az a mátrix, amelyet úgy kapunk, hogy az  mátrix  oszlopát a jobb oldal vektorával 

kicseréljük. Legyen 

 

Nyilvánvaló, hogy a  vektor megoldása a (4) lineáris egyenletrendszernek és már csak azt kell megmutatnunk, 

hogy a (5) előjelkötések is teljesülnek. 
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Ha , akkor , ellenkező esetben  vektorra kell felső becslést adnunk. Mivel az 

 mátrix egész számokból áll, ezért . A Hadamard-egyenlőtlenséget használva 

 

adódik, figyelembe véve  definícióját, és ekkor 

 

Ezt felhasználva a  komponenseire a következő becslést kapjuk, 

 

azaz  elégséges feltétele 

 

Ez a lemmában megadott  értékre teljesül, hiszen az előző egyenlőtlenségből, az  értékére nagyobb korlátot 

kapunk 

 

mint amekkorát a lemmában előírtunk. 

A második előjelkötés akkor teljesül, ha 

 

igaz lesz. Ennél egy erősebb feltétel a 

 

teljesülését vizsgáljuk meg, azaz az  vektor koordinátái helyett az alsó korlátjukat írjuk be, míg a negatív 

együtthatós vektorok koordinátái helyett, a vektorok végtelen normáját használtuk fel. A kifejezés 2. és 3. 

tagjára felsőkorlátot adunk, azaz 

 

 

Ezeket a felső korlátokat behelyettesítve a (7) egyenlőtlenségbe, az  értékére, még inkább korlátozó feltételt 

kapunk, azaz 
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Ebből a kifejezésből az  értékére nyerhető felső korlát 

 

Egyszerű számolással belátható, hogy ez teljesül a megadott  érték mellett. Tehát, valóban, a kezdeti -

optimális megoldásból kiindulva a kerekítési eljárással, a feladat egy  optimális megoldását állítottuk elő. 

Figyelembe véve azt, hogy a kerekítési eljárás leginkább számításigényes része a GaussJordan elimináció, a 

kerekítési eljárás műveletigényére adódik a lemmában elvárt eredmény. [QED] 

Összefoglalva, a kerekítési eljárás a következő: 

• Induljunk ki egy megfelelően pontos -optimális megoldásból. Az  értéke miatt a  partíció 

ismert. 

• A partíciónak megfelelően, a kicsi koordinátákat nullázzuk le, azaz  és . 

• Megállapítható, hogy az  mátrix szinguláris, ezért a (4) lineáris egyenletrendszernek végtelen sok 

megoldása van. Legyen az egyik megoldása . 

• A (4) lineáris egyenletrendszert oldjuk meg Gauss-Jordan eliminációs módszerrel, azaz állítsuk elő egy 

tetszőleges  bázis megoldását. Legyen ez a megoldás, ezentúl a  vektor. 

• A  vektor és a (2) lineáris egyenletrendszer segítségével definiáljuk a  és  vektorokat. 

A lemma legfontosabb lépései azt célozták meg, hogy a meghatározott  pontosság mellett igazoljuk a  és 

 vektorok pozitivitását, amellyel beláttuk, hogy bármely megfelelő  pontossághoz tartozó -

optimális megoldásból, szigorúan komplementáris megoldás állítható elő erősen polinomiális lépésszámmal és 

aritmetikai művelettel. 

Tehát a belsőpontos módszerek, a kerekítési eljárással kiegészítve, egész (illetve racionális) együtthatós lineáris 

programozási feladatok esetén, polinomiális lépésszámban és polinomiális aritmetikai művelet alkalmazásával 

előállítanak egy optimális megoldást.16 

A most megfogalmazott összegzést, a Dikin-féle affin skálázású algoritmus esetére, egy tételben is kimondjuk, 

amelynek a bizonyítása az -optimális megoldás polinom időben történő előállíthatóságán és az előző lemmán 

alapul. 

9.2. Tétel Legyen adott a racionális együtthatós  feladat. Továbbá legyen az  

megengedett induló megoldás, amelyre  és  teljesül. Legyen az  számolási 

pontossági paraméter megfelelően megválasztva. Ekkor a Dikinféle affin skálázási algoritmussal, az  

feladatnak egy szigorúan komplementáris megoldása 

 

segítségével előállítható, ahol  a feladat leírásához szükséges tárigényre adott felsőkorlát. 

A tételünk kimondása és eredménye eltér a korábban megszokottaktól, mert itt újra a feladat leírásához 

szükséges tárigényre adott felsőkorlátot használjuk. Jegyzetünkben nem térünk ki erre, de megmutatható, hogy 

az  értéke és a  partíció megismeréséhez szükséges számítási pontosság, nagyságrendje (amelyet a 

                                                           
16Igaz egyenlőre ezt csak, az  feladatra igazoltuk és a belsőpont feltételre is szükségünk volt. A következő fejezetben azonban 

igazolni fogjuk, hogy tetszőleges  és  lineáris programozási feladat párok beágyazhatók egy  feladatba Goldmann-

Tucker-tétel. Egy további beágyazás pedig biztosítani fogja, hogy az új  feladatnak a csupa 1-esből álló vektor, megnegedett 
megoldása legyen. Ezzel az összes, elméleti akadály elhárul a belső pontos módszerek alkalmazhatósága szempontjából. 
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logaritmikus tag tartalmazott a korábbi tételekben), azonos. Ez teszi lehetővé, hogy racionális együtthatós 

feladatok esetén eredményünket, így is megfogalmazhassuk. 

Ebben a formában, már egy érdekes összehasonlítás kínálkozik a lineáris programozási és lineáris 

egyenletrendszerek megoldásának iteráció szám és művelet igényére nézve, amikor azt feltételezzük, hogy a 

feltételek és változók száma közel azonos. Ekkor iteráció számban a Dikin-féle affin skálázási algoritmus 

iteráció száma, a Gauss-Jordan eliminációs módszer iteráció számától csak a feladatra jellemző  konstans 

szorzóban tér el. Ezzel szemben, az aritmetikai műveletigénynél ez a szorzó már  lesz. 

Nem tévedünk nagyot, ha ezek a nagyon egyszerűsített összehasonlítások alapján azt mondjuk, hogy racionális 

együtthatós feladatok esetén, egy lineáris programozási feladat megoldása, egy lineáris egyenletrendszer 

megoldásához képest az algoritmus komplexitás vizsgálata szempontjából csak egy kicsit nehezebb feladat.17 

11. 10 A Goldman-Tucker modell 

 

Az eddigiekben a ferdén szimmetrikus önduális feladatosztállyal foglalkoztunk. A fejezet célja megmutatni, 

hogy tetszőleges primálduál feladatpárnak megfeleltethető egy speciális alakú ferdén szimmetrikus feladat, 

melyet a feladatpárhoz tartozó GoldmanTucker modellnek neveznek. Belátjuk, hogy elegendő a 

GoldmanTucker modellt vizsgálni, ugyanis az erősen komplementáris megoldásaiból következtetni tudunk a 

primál és duál feladat megoldásaira, illetve a nem megoldhatóságukra. 

Ezt követően feloldjuk az igen erősnek tűnő belső pont feltételt ( ), mely az eddig ismertetett 

eredmények szinte mindegyikéhez szükséges. Ezt a problémát a GoldmanTucker modell beágyazásával oldjuk 

meg úgy, hogy a kapott feladatnak a csupa egyesekből álló vektor belső pontja lesz. 

Befejezésül pedig a jól ismert Erős dualitás tételre mutatunk egy újabb bizonyítást a fejezet eredményeinek 

segítségével. 

11.1. 10.1 Gyenge dualitás tétel 
 

A GoldmanTucker modell előállításához legegyszerűbb, ha a következő, un. szimmetrikus primál-duál lineáris 

programozási feladatpárból indulunk ki 

 

ahol  mátrix,  és . Vezessük be a primál- 

 

illetve a duál megengedett megoldások halmazát 

 

ahol  a primál-, és  a duál eltérés változók. 

Ekkor kimondhatjuk, ehhez a  és  feladatpárhoz tartozó gyenge dualitás tételt. Ennek az alaknak, az az 

érdekessége, ahogyan a komplementaritási feltételeket a Hadamard-szorzás felhasználásával 

megfogalmazhatjuk. 

10.1. Tétel (Gyenge dualitás tétel.) Tegyük fel, hogy  és  a primál  és duál  feladatok 

megengedett megoldásai. Ekkor 

                                                           
17Az persze igaz, hogy ehhez a következtetéshez, egy sokkal bonyolultabb algoritmust kellett kitalálni és elemezni, mint amilyen a Gauss-
Jordan eliminációs módszer. 
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ahol egyenlőség akkor és csak akkor áll fenn, ha a komplementaritási feltételek 

 

teljesülnek. 

Bizonyítás. Az  és  vektorok primál és duál megengedettségét használva kapjuk, hogy 

 

A két egyenlőtlenséget összeadva a kivánt 

 

egyenlőtlenség adódik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a  primál feladat célfüggvénye, tetszőleges primál 

megengedett megoldás esetén nagyobb egyenlő, mint a  duál feladat célfüggvénye, tetszőleges duál 

megengedett megoldás esetén. 

A komplementaritási feltételek teljesülése esetén a (1) feltételek egyenlőséggel teljesülnek, így az összegük is 

egyenlő nullával, azaz 

 

adódik. 

Megfordítva, a célfüggvények egyenlősége esetén, a (2) feltétel egyenlőséggel teljesül, figyelembe véve az 

 és  vektorok nem negativitását is a (1) egyenlőtlenségei, egyenlőséggel teljesülnek. 

[QED] 

A gyenge dualitás tétel egyszerű következménye fogalmazható meg. 

10.2. Következmény (Gyenge equilibrium tétel.) Legyenek  és  olyan primál és duál 

megengedett megoldások, melyekre . Ekkor az  vektor a primál feladat és az  vektor a duál 

feladat egy optimális megoldása. 

Az előző tétel tehát azt jelenti, hogy 

• a primál megengedettség, 

• a duál megengedettség, és 

• a komplementaritás 

együtt, a megoldások optimalitását garantálja. Másként kifejezve, az  és  primál és duál 

megengedett megoldások, optimalitásának a szükséges és elégséges kritériuma a következő fordított 

egyenlőtlenség 

 

amely a  eltérés változó bevezetésével, az alábbi alakra hozható 

 

Ebből viszont az következik, hogy az optimalitáshoz  teljesülése kell. 
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11.2. 10.2 GoldmanTucker modell 
 

Célunk a lineáris programozási feladat olyan megoldásainak előállítása, melyekre a dualitási rés nulla, így azt az 

egyenlőtlenségrendszert kell megoldanunk, amely a primál és duál feltételekből áll, valamint előírjuk, hogy a 

duál célfüggvény értéke legalább akkora, mint a primál célfüggvény értéke ( ). Ekkor ugyanis az 

10.1. Gyenge dualitás tétel miatt ezen rendszer minden megengedett megoldása primál és duál megengedett 

megoldást ad, amelyre a célfüggvényértékek szükségképpen egyenlők, így az 10.2. Következmény szerint 

optimális megoldások. 

A primál- és duál megengedett megoldáshalmazok második, eltérés változók segítségével felírt egyenlőséges 

feltételek és a (3) egyenlet segítségével, felírhatjuk az alábbi egyenlőtlenségrendszert 

 

ahol az  változók az eltérés változók. Homogenizálva az egyenleteket az un. Goldman-Tucker feladatot 

kapjuk 

 

Könnyen igazolható a következő egyszerű feladat. 

10.3. Feladat A  és  feladatok tetszőleges , és  optimális megoldás párja, melyre a dualitási rés 

nulla, a megfelelő Goldman-Tucker rendszer egy megoldását adja a  és  választással. 

Vezessük be a következő jelöléseket 

 

ekkor az alábbi 

 

(homogén) ferdén szimmetrikus, önduális lineáris programozási feladatot kapjuk, amelyik tehát ekvivalens a 

 feladattal. 

Összegezve, tehát azt kaptuk, hogy bármely primálduál lineáris programozási feladatból elő lehet állítani egy 

velük ekvivalens  feladatot. 

Vegyük észre, hogy az  ferdén szimmetrikus mátrixnak van három nullákkal kitöltött diagonális blokkja, és 

ezek mérete, rendre megfelel primál- és duál feltételek számának, míg az utolsó blokknak a mérete 1. (Ez 

tartozik a célfüggvényhez.) 

10.4. Feladat Megmutatható, hogy ennek a  és  lineáris programozási feladatokból levezetett  

ferdén szimmetrikus, önduális lineáris programozási feladatnak soha sem lehet belsőpontja. 

Felhívnám a figyelmet, hogy a 6.1. Példában, szereplő  ferdén szimmetrikus, önduális lineáris 

programozási feladat nem egy primál- és duál lineáris programozási feladat párból vezettük le. 
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Az  ferdén szimmetrikus, önduális lineáris programozási feladat, megengedett megoldás halmazát a 

következő alakban írhatjuk fel 

 

ahol  a feladat eltérés változója és . 

11.3. 10.3 Beágyazás 
 

Ebben a részben a  feladatot beágyazzuk egy, egy dimenzióval nagyobb, ferdén szimmetrikus, önduális 

lineáris programozási feladatba oly módon, hogy az előálló új  ferdén szimmetrikus, önduális lineáris 

programozási feladatnak a csupa egyes vektor már szigorú belső pontja lesz. 

Könnyen belátható, hogy általában a  feladat esetén, az , annak ellenére, hogy 

 teljesül, hiszen ahhoz, hogy 

 

teljesüljön, az  mátrixnak nagyon speciálisnak kellene, hogy legyen. Tehát az  vektor 

behelyettesítésekor egy hibavektort kapunk, amelyet jelöljön az  vektor és legyen 

 

Készítsük el az  ferdén szimmetrikus mátrixot az alábbi módon 

 

Ekkor az  mátrix segítségével definiálhatunk egy  ferdén szimmetrikus, önduális lineáris programozási 

feladatot. Miután meghatároztuk az  mátrixot, az  feladat megkonstruálásához még meg kell 

határoznunk a  vektort, úgy, hogy az új feladatnak legyen szigorú belső pontja. 

10.5. Tétel Legyen adott az  mátrix. Ha a  vektorra igaz, hogy 

 

ahol , akkor az  vektor megengedett belső pontja az  

feladatnak. 

Bizonyítás.Végezzük el az  vektorral a megadott műveleteket és ellenőrizzük le hogy az 

 

teljesül. Végezzük el a részletes számításokat, azaz 

 

elvégezve a műveleteket, figyelembe véve az  mátrix ferdén szimmetrikuságát, azaz  kifejezést, 

kapjuk, hogy 
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tehát a  vektor megengedett megoldása az  feladatnak és így nyilván belső 

pontja is. [QED] 

Összefoglalva, tetszőleges, szimmetrikus primál-duál lineáris programozási feladat párból kiindulva feltudjuk 

írni a GoldmanTucker modellt, majd pedig a  modellt beágyazhatjuk az előzőekben megkonstruált  

ferdén szimmetrikus, önduális lineáris programozási feladatba, amelyiknek ismert az 

 

belső pontja. Ez a pont a konstrukció alapján rajta van az  feladat centrális útján. Tehát erre az  

feladatra, bármely belsőpont alkalmazható az  induló belső ponttal és polinomiális időben előállítható 

egy -optimális megoldása az  feladatnak illetve megfelelően megválasztott, a feladat adataitól függő 

 esetén az -optimális megoldásból a kerekítési eljárással, polinomiális időben optimális, szigorúan 

komplementáris megoldás állítható elő. 

Írjuk fel az  feladat 

 

és vizsgáljuk meg a tulajdonságait. Ehhez először is írjuk ki részletesen, azaz 

 

Mivel létezik az  feladatnak szigorúan komplementáris megoldása, és tudjuk, hogy az  feladat 

optimum értéke nulla, ezért következik, hogy 

 

igaz, bármely optimális megoldásra. Tehát beláttuk a következő állítást. 

10.6. Állítás Legyen adott az  mátrix. Tegyük fel, hogy a  vektorra igaz, hogy 

 

akkor az  feladatnak létezik optimális megoldása, , amelyet 

polinominális iterációban elő tudunk állítani és 

 

azaz, az  megoldása lesz a  modellnek. 

11.4. 10.4 Goldman-Tucker tétel és következményei 
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Tekintsük a szimmetrikus primálduál lineáris programozási feladatpárt 

 

ahol  mátrix,  és . Továbbá, az ezekből a feladatokból levezethető Goldman-

Tucker modellt 

 

Behelyettesítéssel ellenőrizhető, hogy a A  és  feladatok tetszőleges  optimális megoldás párja, 

melyre a dualitásrés nulla, a megfelelő GoldmanTucker rendszer egy megoldását adja  

választással. 

10.7. Tétel Legyen adott egy szimmetrikus primál és duál lineáris programozási feladatpár. Tekintsük a hozzá 

tartozó Goldman-Tucker modell egy  megoldását. Az alábbi állítások igazak: 

1. Vagy  vagy , azaz  nem lehet igaz. 

2. Ha  és , a primál  és duál  feladatok egy  optimális megoldás párját adja, 

amelyre a dualitásrés nulla. 

3. Ha  és , akkor vagy a , vagy a  feladat, vagy mindkettő nemmegengedett. 

Bizonyítás. Az első állítást indirekt bizonyítjuk. Ha  pozitív lenne, akkor 

 

egyenlőtlenséget kapnánk, ami nyilvánvaló ellentmondás. Felhasználtuk a 

 

egyenleteket és az  illetve  vektorok nem negativitását. 

A második állítás behelyettesítéssel könnyen ellenőrizhető. 

A harmadik állítás igazolásánál a  feltételből következik, hogy  és . Továbbá, ha 

, akkor vagy , vagy , vagy mindkettő fennáll. Ha , akkor, feltételezve, hogy a  

feladatnak van egy  megoldása a 

 

ellentmondáshoz jutunk. Tehát, ha , akkor  nem megengedett. Hasonlóan, ha , akkor a duál 

feladat nem megengedettségét kapjuk. [QED] 

Az előző tételből levezethető az eredeti Goldman-Tucker tétel. Vegyük észre, hogy a  feladat a következő 

egyenlőtlenségrendszer formában is megadható 
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10.8. Állítás A GoldmanTucker egyenlőtlenségrendszernek van szigorúan komplementáris megoldása 

, azaz olyan megoldása, melyre 

 

Bizonyítás. Az  feladatnak van belső pontja, ezért meg tudjuk találni az előző fejezetben ismertetett 

primál-duál Dikin-féle affin skálázású belső pontos algoritmussal. Az optimális, szigorúan komplementáris 

megoldásából előállíthatunk egy vektort, , amelyre igaz, hogy . Továbbá 

 

A szigorú komplementaritás miatt  és  közül pontosan az egyik 0, a másik határozottan nagyobb, mint 0. 

[QED] 

Az előző állításból, az azt megelőző tétel segítségével igazolható a kimondásra kerülő következmény. 

10.9. Következmény (Erős dualitás tétel.) Legyen adott egy (szimmetrikus) primálduál lineáris programozási 

feladatpár. Az alábbi két állítás közül pontosan az egyik igaz: 

1. Vagy a , vagy a  feladat, vagy mindkettő nem megengedett. 

2. Létezik  és  megoldások, amelyekre  

12. Utószó 

 

Be lehet-e fejezni egy jegyzet írását ? Nekem nem sikerült. Inkább lekerekítettem a témát és lezártam, 

abbahagytam, felfüggesztettem. Remélem, hogy ennek ellenére is egy hasznos, oktatásban használható anyag 

állt össze. 

A közel 50 oldalas lineáris algebrai bevezető, majd az azt követő majdnem 100 oldalas lineáris programozás 

klasszikus fejezetei és végül a belső pontos módszerek elemi és teljes felépítésére fordított 70 oldal, reményeim 

szerint jó kiinduló pontját jelenti a lineáris optimalizálás tanulmányozásában. 

Mi maradt ki ebből a jegyzetből ? Felsorolni se tudom. Azt azonban leírhatom, hogy egy hosszabb pihenés után, 

ha átdolgozni szeretném a jegyzetet, miről írnék biztosan. 

A lineáris programozás klasszkius fejezeteinek a tárgyalásából hiányzik néhány nagyon fontos téma: a Hirsch-

sejtés, a Klee-Minty illetve más exponenciális ellenpéldák témaköre vagy éppen az érzékenységvizsgálat 

elméleti vagy gyakorlati alkalmazásai. Ezekről a lineáris programozás előadásaimon beszélni szoktam, igaz nem 

hosszasan. Egyik-másik témáról szakdolgozatot is vezettem, vagy doktoranduszaimmal foglalkoztunk velük és 

2000 óta, csütörtökönként megtartott szemináriumaink visszatérő témái voltak. 

A pivot algoritmusok kapcsán nagyon sok mindenről lehetne még írni, hiszen az elméleti algoritmusok, 

amelyeket tárgyaltam, és a gyakorlatban használt, számítógépen megvalósított algoritmusok között eléggé nagy 

a szakadék. Talán az elméletibb jellegű lineáris programozási előadás sorozatoknak is tartalmazni kellene olyan 

órákat, a jegyzeteknek olyan fejezeteket, amelyek fényt derítenek arra, hogy milyen numerikus és számítógépes 

technikákat programoznak be annak érdekében, hogy nagy méretű lineáris programozási feladatokat hatékonyan 

oldjanak meg. Ezek közül, a lineáris programozási modell előfeldolgozása (preprocessing) és az eredményen 

elvégzett utómunkálatok témaköre bizonyára egy ilyen terület. 

A belső pontos módszerek területét, elméleti szempontból feldolgoztam, de csak egy, a primál-duál Dikin-féle 

affin skálázású algoritmus bemutatására került sor. Akiknek ezen a területen hiányérzetük van olvassák el 

Mariannával és Tamással írt könyv fejezetünket.18 

                                                           
18Illés T., Nagy M. és Terlaky T., Belsőpontos módszerek a lineáris optimalizálásban. In: A Iványi (szerk.) Informatikai algoritmusok, 2. 
kötet (pp. 1230-1297.), Budapest, Eötvös Kiadó, 2005. 
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Sajnos ez sem pótolhatja azt a tényt, hogy az előadásaimon minden évben elmondom a belső pontos primál-duál 

teljes Newton-lépéses logaritmikus barrier algoritmust és az előadás fóliáimon az algoritmu teljes és részletes 

elemzése megtalálható. Ez egy olyan algoritmus, amely az elméleti alapját képezi azoknak az algoritmusoknak, 

amelyek vezető lineáris programozási megoldókban kerültek implementálásra, igaz nem ez, hanem az infizibilis 

variánsuk.19 Biztosan ez lesz az a fejezet, amely jegyzetem első bővítését képezni fogja. 

Természetesen ennek az algoritmusnak vannak un. prediktorkorrektor típusú tovább fejlesztett változatai illetve 

ezeknek a dinamikus variánsai, amelyek szintén helyet követelnek maguknak a jegyzetben. 

Az infizibilis indítású belső pontos algoritmusokkal ebben a jegyzetben nem foglalkoztunk, annak ellenére nem, 

hogy a vezető lineáris optimalizálási szoftverekbe ilyen típusú algoritmust építettek be. Az alapötletük a 

következő: tekintsünk egy szigorúan pozitív vektort, még akkor is, ha az nem eleme a kérdéses feladat 

megengedett megoldás halmazának. Az algoritmus olyan pontsorozatot generál, amelyik optimális megoldás 

létezése esetén, iterációról-iterációra csökkenti a dualitás rést és a nem megengedettség (infizibilitás) mértékét. 

Ilyen pontsorozaton keresztül előállít -optimális megoldást, amely bizonyos feltételek megléte esetén nem 

feltétlenül lesz megengedett megoldás, annak ellenére, hogy bizonyítja optimális megoldás létezését. Az így 

előállított -optimális megoldásból, a kerekítési eljáráshoz hasonló módszerrel megengedett megoldás állítható 

elő, amelyiknek a dualitás rése nem rosszabb az infizibilis indítású belső pontos algoritmus által generált -

optimális megoldás, dualitás résénél. Az igazi kérdés persze az, mi történik akkor, ha a lineáris programozási 

feladatnak nincsen megengedett megoldása. Ekkor az infizibilis indítású belső pontos algoritmus által generált 

pontsorozat divergens lesz. Ha közelebbről megvizsgáljuk az algoritmus által generált pontsorozatot és a hozzá 

tartozó infizibilitási mértéket, akkor azt észleljük, hogy a fizibilis lineáris feladatokhoz hasonlóan, nagyon 

gyorsan csökken az infizibilitás mértéke egy pozitív szintig, majd a csökkenés leáll, és a következő néhány 

iterációban az adott szint közelében ingadozik az infizibilitás mértéke, és utána nagyon gyorsan divergálni kezd 

a pontsorozat. 

Mi történt az algoritmussal ? Mi a geometriai oka a viselkedésének ? Tart-e a generált pontsorozat egy un. 

irreducibilis infizibilis rendszerhez, amelyik bizonyítéka a feladat megoldhatatlanságának ? Majd észlelve a 

feladat nem megoldhatóságát, az algoritmus által generált további pontok egy divergens pontsorozatot alkotnak, 

ezzel mutatva ki, hogy a lineáris programozási feladat nem megoldható ? Ezen a területen, legjobb tudomásom 

szerint, megoldatlan az a kérdés, hogy be lehet-e azonosítani egy irreducibilis infizibilis rendszert, az infizibilis 

indítású belső pontos algoritmus segítségével annak érdekében, hogy olyan pontot állítsunk elő, amelyik lineáris 

időben leellenőrízhető bizonyítékát adja a lineáris programozási feladat megoldhatatlanságának. Az 

elmondottakból, mindenki érzékelheti, hogy az infizibilis indítású belső pontos algoritmusok részletes és elemi 

tárgyalása nem lenne megoldható 60-80 oldalnál rövidebben. Ez a legfontosabb ok, amiért a jegyzetből kimaradt 

ez a témakör. Komolyabb erőfeszítést igénylő feladat lenne ezeknek az algoritmusoknak a reprezentánsait is 

tárgyalni, de előbbutóbb erre is sort kellene kerítenem. Legalább egy-egy kedvenc infizibilis belső pontos 

algoritmusomat bemutatni. 

Számos olyan témakör van, amelyek a belsőpontos módszerek számítógépes implementációjánál 

nélkülözhetetlenek. Ilyenek például a Choleskyfaktorizáció, amelynek kiemelt jelentősége van a csökkenési 

irányok kiszámításakor vagy az un. cross-over eljárások, amelyek segítségével -optimális megoldásból, 

optimális bázis megoldás állítható elő. Hasonlóan fontos témakörök, a centralitás mérésére szolgáló függvények 

elmélete és hatása a csökkenési irány meghatározására. Nagyon fontos a centrális út környezetének a kérdése 

illetve az, hogyan jelöljük ki az elérni kívánt célpontot a centrális úton. 

Hatalmas témakör, amelyik egyértelműen túl mutat egy mester szakos kurzuson a centrális út szűk környezetei 

által definiált rövid lépéses20 algoritmusok illetve a centrális út tág környezete által megengedett un. hosszú 

lépéses algoritmusok világa és ezeknek a komplexitás kérdései. Természetesen egy-egy jól kiválasztott, hosszú 

lépéses algoritmust 1-2 fejezetben fel lehetne dolgozni, de ez még eléggé sok munkát igényelne. 

Fontos lenne két klasszikus polinomiális algoritmust a Hacsián-féle ellipszoid módszert illetve a Karmar-féle 

projektív skálázású algoritmust bemutatni. Mindkét algoritmusnak érdekesek a geometriai tulajdonságai is. A 

jegyzet kiegészítése ezekkel a tudomány történeti jelentőségű eredményekkel könnyen, egy-két havi munkával 

megtehető és a jegyzet valamelyik tovább fejlesztése során megvalósítom. Ehhez illeszkedne, a lineáris 

                                                           
19Ezzel kapcsolatban érdekes olvasmány Mészáros Csaba PhD disszertációja (1996), amelyben egy infizibilis indítású primál-duál belső 
pontos algoritmust mutat be és elemzi annak gyakorlati hatékonyságát. 
20A jegyzetünkben közölt primál-duál Dikin-féle affin skálázású algoritmus egy rövid lépéses változatát elemeztük, hiszen a  

paraméterrel határoztuk a centrális út,  kicsi környezetét. 

http://www.cs.elte.hu/math/phd_th/meszaros.pdf
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optimalizálás történetéről szóló, tudomány történeti rész is. Azonban egy ilyen fejezet (tanulmány) elkészítése 

nagyon időigényes munka, de azért remélem, hogy valamikor elkészítek majd egy ilyen részt is. 

A hallgatók szempontjából, valószínűleg fontos lenne, több, kidolgozott példával illusztrálni a tananyagot illetve 

a fejezetek végén, a tárgyalt témakörökhöz kapcsolódó gyakorló példákkal illetve gondolkodtató feladatokkal 

kiegészíteni az anyagot. 

Jelenleg, a TÁMOP kiírás feltételeihez igazodva, számos dolgozat illetve témakör hiper hivatkozáson keresztül 

érhető el, azaz internet és a cikkekhez letöltési lehetőség is szükséges. A jövőben célszerű lenne, klasszikus 

értelemben vett hivatkozási listát is kialakítani, habár ez lényegében az egész jegyzet alapos átdolgozását 

jelentené, éppúgy, ahogyan a tárgymutató is, a tanulást segítő, gyorsító fontos eszköz lenne. Ezek kialakítása 

csak egy komolyabb átdolgozás alkalmával lesz lehetséges. Terveim szerint, először a témakörök bővítésével 

foglalkoznék és csak azután szánnék időt arra, hogy a klasszikus értelemben vett matematika tankönyvvé 

alakítsam át a jegyzetet. 


