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Eloszo

A jelen digitdlis tananyag a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0025 szamu, "Interdiszciplinaris és komplex
megkdzelitésii digitalis tananyagfejlesztés a természettudomanyi képzési teriilet mesterszakjaihoz" cimii projekt
részeként késziilt el.

A projekt altalanos célja a XXI. szdzad igényeinek megfeleld természettudomanyos felsdoktatas alapjainak a
megteremtése. A projekt konkrét célja a természettudomanyi mesterképzés kompetenciaalapu és modszertani
megujitasa, mely folyamatosan képes kezelni a tarsadalmi-gazdasagi valtozasokat, a legujabb tudomanyos
eredményeket, és az info-kommunikacios technoldgia (IKT) eszkoztarat hasznalja.

SZECHENYI TERV

MAGYARORSZAG MEGUJUL

A sztochasztikus folyamatok igen fontos eszkdzok a sztochasztikus modellezésben, ami a véletlen jelenségek
leirasat, kozelitését lehetévé teszik. Elsdsorban a természettudomanyos alkalmazasokban terjedt el ez az eszkoz,
de manapsag egyre népszeriibb az informatikaban, a mérnoki tudomanyokban, az 6konometridban, vagyis

gazdasagtanban, valamint a pszichologidban és mas tarsadalom- és bolcsészettudomanyban is. Kiemeljiik
szerepét a pénziigyi matematikaban, valamint a biztositdsi matematikaban, példaul a kockazatelemzésben.

A jegyzet alapjaul azok a Sztochasztikus folyamatok cimii eléadasok szolgaltak, amelyeket a szerzok tobb éven
at tartott a Debreceni Egyetemen illetve a Szegedi Tudomanyegyetemen. A jegyzet tanulmanyozasahoz sziikség
van elsésorban a bevezetdé valoszinliségszamitdsi ismeretekre, valamint a mértékelmélet felhasznalasaval
kiépitett valoszinliségelméleti alapokra is. Ez az elektronikus segédanyag elsGsorban a mesterszakos
matematikus hallgatok Sztochasztikus folyamatok cimii targyahoz késziilt, és arra szolgal, hogy az el6adasok
latogatasa mellett segitsen elmélyedni a tananyagban. Az eldéadast mindenféleképpen ki kell egésziteni sok
feladat feldolgozasat atoleld, tartalmas gyakorlattal. A jegyzet elkészitésére az is motivalt benniinket, hogy
ugyan elérhetd magyar nyelven néhany tankonyv, de azok nem teljesen felelnek meg az egyetemi oktatis
céljara.

A jegyzet egyrészt tartalmaz egy altalanos bevezetd keretet mindenféle specialis sztochasztikus folyamat
targyalasahoz, masrészt meglehetds részletességgel szerepel benne a két leggyakrabban alkalmazott
folyamattipus: a diszkrét és a folytonos idejii Markov-lancok csaladja. Emellett fontossaguk miatt a Gauss-
folyamatok, és specialisan a Wiener-folyamatok fértek még bele ebbe a feszitett temp6ju, egy féléves kurzusba.
Célunk volt az is, hogy gyakorlatilag minden allitas preciz bizonyitasat is leirjuk. A jegyzetben tobb animaciot
is talalhatd, melyek szemléletesen mutatnak be néhany, a szerzok altal fontosnak tartott fogalmat. Ezek a
programok a Wolfram Mathematica programcsomag 8-as verzidjaval késziiltek, és a CDF Player nevi
segédprogrammal tekinthetdek meg. A segédprogram ingyenesen telepithetd az alabbi websiterol:

http://www.wolfram.com/cdf-player/
Szeged, 2012. december 9. Dr. Pap Gyula
Dr. Sziics Gabor

Sztochasztika Tanszék

Szegedi Tudomanyegyetem
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1. fejezet - Sztochasztikus folyamatok
definicigja; filtracio és megallasi ido
1. Sztochasztikus folyamatok

1.1.1. Definicié. Legyen (2. A. ) valésziniiségi mez6, (X F) mérhetd tér, Xy €2 — Xt €T,
véletlen elemeknek (azaz A-F mérhetd fiiggvényeknek) egy nem iires T halmazzal indexezett gyiijteménye.
Ekkor az % = { X : t € T} rendszert sztochasztikus folyamatnak nevezziik. A véletlen elemek lehetséges v € X
értékeit dllapotoknak hivjuk, az X halmaz a folyamat dllapottere vagy fazistere. A T halmaz a folyamat
indexhalmaza vagy paraméterhalmaza, és a i indexet paraméternek nevezziik. Azt mondjuk, hogy az X
folyamat a ¢ € T iddpontban az « € Xdllapotban van, ha a realizalt w €  kimenetel mellett X¢(w) = =,

Ezen eléadas keretei kozott nem foglalkozunk ilyen ltalanossagban sztochasztikus folyamatokkal. Nalunk az
indexhalmaz altalaban a pozitiv félegyenes egy T 0. 5¢) részhalmaza lesz, ugyanis a folyamatokkal kiilonféle
véletlen rendszerek idobeli viselkedését kivanjuk leirni. Ebben az esetben a ¢ paramétert idoparaméternek,
vagy roviden csak idének szokas nevezni. Mivel a valds szamok halmazan adott egy természetes rendezés,
beszélhetlink egy folyamat jov6jérdl illetve multjarél. Amennyiben egy rogzitett ¢ € T értéket tekintiink jelen
id6pillanatnak, akkor az {-X:: s =1} valtozok a folyamat jovéje, az {Xs: = <} halmaz pedig a folyamat
multja.

A sztochasztikus folyamat allapotterére is tesziink megszoritast. Mi jellemzden valos értékii (ritkan valos vektor
értéki) folyamatokkal foglalkozunk, tehat szamunkra az éallapottér egy ¥ € B (idc’inként FE’ C ") halmaz lesz.
Jeldlje rendre B és B az R illetve az R tér Borel halmazait. Ekkor az éllapottéren a Blx := B1.X (magasabb
dimenziés esetben a BYlx:=BNX ) Borel halmazok & -algebrat alkotnak. A tovabbiakban legyen
N={l.2..}a pozitiv egészszamok halmaza, és [To = {0.1,2,... la nemnegativ egészek halmaza.

1.1.2. Példa. Ha X:, t € T, fiiggetlen és azonos eloszldsii véletlen valtozé nulla varhaté értékkel, akkor az
¥ = {X; : t € T} sztochasztikus folyamatot fehér zajnak nevezziik. A fehér zaj a hibanak, a kiilsé zavaré
tényezének a matematikai modellje. Gyakori probléma, hogy mérni kivinunk egy ¥ = {Yi:t €T} mennyiséget,
de ezt eltorzitja a zaj, és ezdltal csak az ¥ +% = 1Y+ Xi : L € T} folyamatot ismerjiik. llyenkor a feladat a
zaj levalasztisa az dsszegfolyamatrol, melyet sziirési problémdnak neveziink.

1.1.3. Példa. Tekintsiink #1----. %y fiiggetlen és azonos eloszlasi véletlen valtozokat, és legyen
A1 = = 40 g mintaelemekbdl képzett rendezett minta. Tovibbd, egy tetszéleges véges H halmaz esetén
jelolje #H a halmaz elemszamat, és legyen max () = 0. Az

| 1

ul a’]——#{[{.ﬂ <n:Z <F} =—111<11~c'[L‘c k<n:Z, <F} te R,

i
véletlen fiiggvényt empirikus eloszlasfiiggvénynek, vagy a minta eloszlisfiiggvényének nevezziik. Ekkor
K={F():teT=R} sztochasztikus folyamat, melynek allapottere az X={k/n:k=01.... n} halmaz.
Vegyiik észre, hogy most az ! (1), t € T, valtozék messze nem fliggetlenek.

1.1.4. Példa. Régzitsiink egy tetszéleges P € (U. L) valosziniiséget, és tekintsiink Z1: Zz. - - - fiiggetlen és
azonos eloszlasu valtozokat

P(Z,=1) =p. P(Z,=—1)=1—p, n=12...

eloszlassal. Legyen Xo,n=01..4 kapcsolatos részletosszeg-sorozat, azaz

Xy=10, Xp=4+---+ 72, n=12...

Ekkor bdrmely n € I esetén @ Xo. Xi..... Xol =a(Z1.. 0. Z,)) és a “nit valtozé fliggetlen ettél a o -
algebratdl. Ez azt jelenti, hogy az Xu. X1.. ... X vdltozok értékétdl fiiggetleniil

P(Xui = Xutl) -”l:?f..;_ 1} =p. P(Xni1 = Xa—1) P(Zui 1) = 1—p.
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LY = 7juk, hogy az &£ = {X. :2 € T = Mo} szrochasztikus folyamat a valés egyenes egész racspontjain lépkey

( ), determinisztikusan a pontbol indul — pminden egyes idépontban a kordbbi lépésektdlsfiggetleniil
valosziniiséggel eggyel jobbra ugrik, és valoszip = 1/ pedig eggyel balra. Az folyamatot
(egydimenzios) véletlen bolyongdasnak nevezziik. Ha , akkor szimmetrikus, egyébként nem

szimmetrikus bolyongdsrol beszéliink. A bolyongdshoz kapcsolodik az alabbi animacio.
A véletlen bolyongdas

1.1.5. Definicio. Legyen £ ={X;:t€TC 0. 5¢) } valos vagy valos vektor értékii sztochasztikus
folyamat. Az i folyamat diszkrét idejii, ha T megszamlalhaté halmaz. Ekkor dltalaban T = My, tehdt a folyamat
véletlen valtozéknak vagy vektorvaltozoknak egy sorozata. A folyamat folytonos idejii, ha'T a pozitiv félegyenes
egy véges vagy végtelen részintervalluma. Ekkor jellemzéen T = [0.5¢) vagy T =[0.1], A sztochasztikus
folyamat megszdamldalhato (esetleg véges) dllapotterii, ha az X dllapottér megszamldlhato (vagy véges) halmaz.
Ekkor az X: véletlen valtozok diszkrétek. A folyamat nem megszamldlhaté dllapotterdi, ha X nem
megszamlalhaté. Nélunk ebben az esetben az X: valtozék abszolit folytonosak lesznek. Az X folyamatnak egy
adott w € Q kimenetelhez tartozé trajektoridja a T — X, 1 — X, (W), determinisztikus fliggvény.

1.1.6. Példa. Megmérjiik a kiilsé (véletlen) hémérsékletet egy T < [0.5¢) indexhalmaz dltal meghatarozott
idépontokban, és legyen Xi, t €T, a mérések eredménye. Ekkor az * = {Xi:t €T} rendszer egy
sztochasztikus folyamat. Ha a hémérsékletet mondjuk naponta egyszer mérjiik meg, akkor T = Iy diszkrét
halmaz, tehat X diszkrét idejii folyamat. Ha a hémérsékletet folyamatosan mérjiik egy véges vagy végtelen
iddintervallumon keresztiil, akkor a folyamat folytonos idejii. Ha a mérést egy digitalis hdmérdvel végezziik,
akkor a lehetséges értékek halmaza elméletileg megszamlalhato, gyakorlatilag véges, (mivel a digitalis hdmérd
is elolvad elegenddn magas hdmeérsékleten.) Ha analog hdmérdt hasznalunk, és képesek vagyunk az értékeket
tetsz6leges pontossaggal leolvasni, akkor a folyamat dllapottere nem megszamldlhato. A négy lehetéséget a
kovetkezé animdcio illusztralja.

A homérséklet alakuldsa
2. Filtracio és megallasi ido

Tegyiik fel, hogy adott egy véletlen kisérlet, és az ezt leird (£2. A.P) valosziniiségi mez6. Tegylik fel tovabba,
hogy valamilyen forrasbol rendelkeziink valamennyi informacioval arra nézve, hogy mi lehet a kisérlet aktualis
kimenetele. Ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy pontosan tudjuk, melyik w £ £1 kovetkezett be, csupan annyit,
hogy képesek vagyunk sziikiteni a lehetséges kimenetelek korét. Ebben az alfejezetben néhany olyan eszkozt
vezetiink be, melyek segitségével ez az informacié matematikailag kezelhetdvé valik.

1.2.1. Definicié. Legyen F C A tetszéleges rész-o-algebra. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy ismerjiik azFa-
algebrat, ha a rendelkezésre dllé informdacio elegendd ahhoz, hogy tetszéleges A € F eseményrdl el tudjuk
donteni, hogy a kisérlet aktualis végrehajtasakor bekovetkezett, vagy nem.

1.2.2. Lemma. Legyen F C A tetszoleges rész-m-algebra, és tegyiik fel, hogy az 1X ot € TY véletlen
valtozok generdljik F-et, tehat F = @ (X¢ : L € T), Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) ??? Ismerjiik az Fo-algebrat.
(ii) 2?2 Ismerjiik minden X:, t € T, valtozoé értékét.
(iii) ??? Ismerjiik minden F-B mérhetd véletlen viltozo értékét.

Bizonyitas. $imathrm {(i)}$ = $\mathrm {(iii)}$ Tegyiik fel, hogy ismerjiik az F o -algebrat, és legyen
Y 10— R tetszbleges F - B mérheté véletlen valtozé. Ekkor minden ¥ € R esetén {u} €B | amibél a
mérhetdség miatt

we:Y(w) =y =Y""({y}) € F.

Ezt azt jelenti, hogy minden egyes v értékrél el tudjuk dénteni, hogy az 1Y = ¥} esemény bekdvetkezett vagy
nem, amibdl mar kovetkezik, hogy ismerjiik az ¥ valtozo értékét.

$\mathrm {(iii)}$ = $\mathrm {(ii)}$ Azonnal kévetkezik abbol a ténybdl, hogy az X:, € T, valtozok
mérhetdek az altaluk generalt s-algebrara nézve.
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$\mathrm {(ii)}$ = $\mathrm {(i)}$ Legyen 7' € . X,zo; = Tmények a halmaza, melyekrél el tudjuk donte 7
hogy bekovetkeztek vagy nem, ha ismerjikk { X, € B} = X, '(RJozok értékét. Nyily&wlo, ;"= az
halmazrendszer -algebra, mely tartalmazza az eseményt minden és mellett.
Ekkor

_(T(/\Ir #ET‘JCF‘P
vagyis az X;, t € T, valtozok ismeretében barmely A € F eseményrdl el tudjuk donteni, hogy bekdvetkezett-e.

1.2.3. Példa. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy egymastol fiiggetleniil feldobunk két szabalyos dobokockat. Ezt a
kisérletet leirja az (S A.P) valosziniiségi mezo, ahol

Q={(k0):kl=1..6}, A=2°  P({w}) =1/36. weQ.
Legyen Xw) = EYiw)=1w=(k1) € qkétdobds értéke, tovabba tekintsiik az
F={Bx{1.2,3456}: BC{l,.... 61} C A

a-algebrat. Ekkor F =@ (X) tehat F ismerete ekvivalens X akwudlis értékének ismeretével. Ha jeloli az X
valtozo kettovel vett maradékat, akkor 7 szintén JF mérheto, tehat F ismeretében 7 értékét is meg tudjuk
mondani. Ez nem meglepd, hiszen % az X valtozonak egy mérheto fiiggvénye, és igy X ismeretében Z értéke
egyertelmiien meghatarozhato. Viszont 7 nem generdlja az Fo-algebrat, tehat kevesebb informdciot tartalmaz,
mint az F. Ez a gyakorlatban ugy jelenik meg, hogy hidba ismerjiik a Z valtozot, ebbdl az X dobas értékét nem
tudjuk megmondani. Mivel ¥ fiiggetlen az X vdltozotol, F ismeretében semmit sem tudunk mondani ¥
értékeérdl.

1.2.4. Definicié. Legyen {-7: : ¢ € T} az A rész-o-algebrainak egy béviild rendszere, tehdt legyen Fi € Ag
-algebra olyan médon, hogy F« < Fi, has = t. Ekkor az {F: : ¢ € T} rendszert filtraciénak vagy sziirésnek
nevezziik. Az % = {Xi:t € T} sztochasztikus folyamat adaptalt az 17: : t € T} sziiréshez, ha az X vdltozo

mérheté az Fio-algebrara nézve minden t € T esetén. A folyamat mindig adaptalt az Fi- = o( Xy s =)
filtraciohoz, melyet az X altal generdlt filtracionak vagy természetes filtracionak neveziink.

Amikor egy filtracioval dolgozunk, akkor adott ¢ € T esetén F: a ¢ idépontban rendelkezésiinkre 4llo
informaciot tartalmazza, azt, hogy mit tudunk a multrél és a jelenrél. Az Fiur-algebra pontosan azoknak az
eseményeknek a halmaza, melyek bekovetkezése csak a multtol és a jelentdl fiigg, és egy valtozd pontosan
akkor F: mérhet6, ha értéke szintén csak a multtol és a jelentdl fiigg. A filtracié fogalma azt fejezi ki, hogy az
idoben eldre haladva egyre tobb informaciot gyijtiink, egyre tobb eseményrdl tudjuk eldonteni, hogy
bekovetkezik-e, és ezaltal egyre tobb valtozonak tudjuk megmondani az értékét. Ha az 3 sztochasztikus
folyamat adaptalt a szlréshez, akkor minden ¢ idépontban az Fir-algebra elég informdaciot tartalmaz ahhoz,
hogy megmondhassuk az s, s < {, véltozok értékét. Ha ezen tal a filtracid a folyamat 4ltal generalt szlrés,
akkor F; pontosan annyi informacmt tartalmaz, mint amennyit az X., s =, véltozok. Fontos megjegyezni,
hogy létezhet olyan ¥ valtozd, mely értékét akkor sem tudjuk meghatérozni, ha minden i, t € T, s-algebrat
ismeriink. Péld4ul, ha egy X folyamat altal generdlt sziirést tekintiink, és az X, ¢ € T, véaltozok nem hatdrozzak

meg teljesen ¥ értékét, akkor ezt az értéket a teljes {Fi": t € T} filtracié ismeretében sem tudjuk megmondani.

1.2.5. Példa. Legyen X={XoneT=N} g véletlen bolyongds a generdlt filtracioval. Ekkor az
Fo=0Xo..o, Xn)(r-algebra pontosan annyi informdciot tartalmaz, mint az Xo: - - . .- Y;'; valtozék, hiszen Fu
ismerete ekvivalens ) O X, értékének ismeretével. EbbGI jon, hogy 1Xxm =4} & }_IEJ, és hogy Xzo nem
mérhets az Fite- algebrdra nézve, ugyanis a 10. lépésben még nem rendelkeziink elég informdciéval ahoz, hogy
eldontsiik, hol lesziink 20). lépésben. Ezzel szemben {Xn =4} € F5 a, és az Xan vdltozé Fin mérhetd, hiszen a 30
idéponthoz viszonyitva a 20 mar a mult, és a multat ismerjiik. Ha ezen tul Y az egész bolyongastol fiiggetlen
valtozo, mondjuk egy kockadobas, akkor a teljes {Fi:n €N} filtracioban sincs elég informdacio ahoz, hogy
megmondhassuk ¥ értékér.

Definicid szerint egy 7 véletlen véltozd egy olyan 7: ! — R fliggvény, mely .4 - B mérhet6. Ennek a
definicionak gyakran egy altalanosabb valtozatat alkalmazzuk, mely megengedi, hogy a = leképezés egy
legfeljebb nulla mértékii halmazon végtelen értéket vegyen fel, vagy akar ne is legyen definialva. A késébbi
munkank soran sziikségiink lesz ezen fogalomnak egy még altalanosabb kiterjesztésére, melyben a T akar egy
pozitiv mértékii halmazon is felveheti a végtelent értékiil.
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A tovabbiaB := o (B, {fx ”(—x.+‘.§] =RU{+55 a plusz végtelen ponttal kibGvitett valés egyenest, és
tekintsiik a generalt -algebrataz  téren. Konnyen megmutathato, hogy ekkor

B={B.BU{+x}: B e B}.

A valés fiiggvénytanbol ismert definicio szerint egy T: €2 — B fiiggvény mérhetd, (precizebben: A-B
mérhet6,) ha tetszéleges 17 € B Borel-halmaz esetén 7~ (D) € A Legyen

Q=7"YR) & 0 =7"({+x}).
A kovetkez6 allitas egy sziikséges és elegend? feltétel a = mérhetéségére.

1.2.6. Allitas. Egy 7 : Q — R fiiggvény pontosan akkor A-B mérhets, ha 2y € A, é5 a Tloy 1 0 = R
megszoritas A-B mérhetd.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy a + fiiggvény .4 - B mérhetd. Ekkor {+oo} € E, amib6l azonnal
kovetkezik, hogy {2+ € A, Mivel + pontosan az £2n eseményen véges, kapjuk, hogy tetszbleges I3 € B esetén

(Tlay) ' (B) =77 (B) € A,

azaz a Tlan megszoritas .A-B mérhetd.

A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy {2+ € A, és Tlos mérhetd. Jegyezziik meg ismét, hogy tetszéleges I? € B

halmaz felirhaté 1) = i3 vagy 17 = 83 U {+2¢} alakban, ahol 13 € B egy megfeleléen vélasztott Borel-halmaz.
Most

THB) = (T]a,) (B) € A,

valamint

THBU o) = (B UT ({+oc)) = (Tla,) (BYUQ, € A,
ami azt jelenti, hogy +.4-B mérhetd.

1.2.7. Definicié.  Egy 7 : £} — I leképezés kiterjesztett véletlen viltozé, ha A-B mérhetd. Ha ™ € — [0,5¢]
nemnegativ, akkor létezik az

E(ra,) = /Q ~dP € [0, ]

varhato érték, és a T kiterjesztett véletlen valtozo varhato értéke definalhato az

o) — | ordP — (- b [ E(rla,). P(Q,) =0,
Ho = .[g'(” = B{rta,) o ”Q')_{ +20, P(2,) = 0,

Jormulaval. (Legyen = - (1 = ().)

Megmutathatd, hogy a véges véletlen valtozokhoz hasonloan a kiterjesztett véletlen valtozok halmaza is zart
bizonyos miiveletekre. Ha h : . — R mérhet6 fiiggvény, akkor / (T} is mérhetd, valamint megszamlalhato sok
kiterjesztett véletlen valtozd Osszege, szorzata, infimuma és szuprémuma is kiterjesztett véletlen valtozo.
Szintén megmutathato, hogy a most bevezetett varhato érték linearis és monoton kiterjesztése a véges véletlen
valtozok varhato értékének.

1.2.8. Definicio. Egy 7: 8 — TU{+} fiterjesztett véletlen véltozé megdllasi idé az 171 € T}
filtraciora nézve, ha i =t} €F minden { € T esetén. Tovabba, v megallasi id6 az X={X,: teT}
sztochasztikus folyamatra nézve, ha megallasi idd a folyamat dltal generalt filtraciora nézve.

Az el6z6 definicid egy nagyon egyszeri és szép tulajdonsagot takar. A T valtoz6é akkor megéllasi id6, ha
tetsz6leges ¢ € T iddpontban pusztan csak a mult és a jelen ismeretében el tudjuk donteni, hogy + aktualis
értéke a ,,miltban vagy a jelenben van", azaz T = i, vagy a ,,jovében", tehat = = ¢. Ha létezik olyan ¢ id6pont,
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hogy az eddigi torténéseknek, tehdt az Fir-algebranak az ismerete nem elegendd ahhoz, hogy egyértelmiien
dontsiink, ugyanis T értékét a jovo vagy mas kiilsé tényezd is befolyasolja, akkor a valtozé nem megallasi id6.

1.2.9. Példa. A T(w) =iy w e Q, konstansvaltozé megallasi id6 az {Fe:t €T} filtraciora nézve tetszéleges
to € T esetén. Ugyanis | < loesetén {7 =1} =V EF, gshat =ty akkor {7 = 1} = Q€ F,,

1.2.10. Példa.  Legyen X={X. neT=N}q véletlen bolyongas, és tekintsiik a folyamat daltal generalt
{Fe =o(Xo...... Xa)in € N]‘ﬁltrdcio’. Tetszoleges a = () egész érték mellett legyen

mn=wmin{relM: X, =al, e =min{n € M: X, = X, — 1},

ahol min ) = oo, EKKor 71 az a érték elsé elérési ideje, mig ™= a folyamat elsé lokdlis maximumanak a helye.
Vegyiik észre, hogy barmely n € I idépontra

=0

vagyis az Xo. - X vdltozok ismeretében egyértelmiien el tudjuk donteni, hogy az a értéket elértiik mar, vagy
sem. Tehat T\ megallasi idé a filtraciora, és ezaltal a bolyongdsra nézve. Természetesen eléfordulhat, hogy a
folyamat sosem éri el az a értéket, ekkor T = 2,

crer

Xo=0, X,=Z+-+Z,., n=12_...

ahol Z1. Za....: Q@ = {=L.+1} fiiggetlen és azonos eloszldsii véletlen viltozé. Ekkor
I < n} = {Elm <n:XNpp =X, — 1} = {Elm <niZg = —1}
= JZwn =t golz.. Z) =o(Xo... X,) = F~
=0
hiszen hidba ismerjiik az }_;F::J-algebrdt, a fiiggetlenség miatt a %1 - - - . % valtozok semmit sem mondanak “n+1

értékérdl. Mindez azt jelenti, hogy T2 nem megallasi ido a véletlen bolyongdsra nézve.

1.2.11. Allitas. Legyen 1F:: ¢ € T} filnrdcié az Ao -algebran, és legyen 712 — TU {400} Kiterjesztett
véletlen valtozo. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) ???7 megallasi id6 a filtraciora nézve.
(ii) 2?2?17 =t} € Fiminden i € T esetén.

Ha ezen feliil T = My, akkor az elézéekkel az is ekvivalens, hogy
(i) 22217 = n} € F. minden n € I, eserén.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ < $\mathrm {(ii)}$ A = -algebrak definicidjabol azonnal kovetkezik, hogy
tetszbleges ¢ € T esetén {r=tlerF pontosan akkor teljesiil, amikor {r=>tl={r=tteF,

$\mathrm {(i)}$ = $\mathrm {(iii)}$ Legyen » € My tetszéleges. Ha n = 0, akkor {7 =n} = {7 =n} € .7,
Ha n = 1, akkor $\mathrm {(i)}$ miatt {7 = n — 1} € £ 1 © F amibél

Ir=n}={r<n}\{r<n-—-1} e F,.

$\mathrm {(iii)}$ = $\mathrm {(i)}$ Tetszéleges im = n nemnegativ egészek esetén {7 = 1} € Fi © Fy s
igy

{r<n} = U{T:m} € ...

=il

1.2.12. Definici6.  Legyen 7 : ! —+ T U {+o0} megalldsi id6 az {Fi:te ']T}ﬁltrdciéra nézve. Az
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Fr={AeA:An{r<i}eF.teT}CA
halmazt pre-o-algebrdnak, vagy a T eldtti események o-algebrdajinak nevezziik.

Tekintsiink jelennek egy tetszélegesen rogzitett ¢ € T idépontot. Mivel T megallasi 1d6, adodik, hogy
{7 =t} € 7, tehat a ¢ iddpontban tisztan csak a mult ismeretében el tudjuk donteni, hogy a r érték a ,,multban
vagy a jelenben" vagy a ,,jovében van". A pre-r-algebra definicioja szerint A akkor r el6tti esemény, ha 7 =< !
esetén az A eseményrdl is tudunk nyilatkozni, el tudjuk donteni, hogy bekdvetkezik, vagy nem, és ehhez nem
kell ismerniink a jovot, csak az Fur-algebrat, tehat a multat és a jelent. Ez egyben azt is jelenti, hogy a 7 id6
utani torténéseknek nincsen hatasa az A esemény bekovetkezésére. A bekovetkezése vagy be nem kdvetkezése
csak attol fiigg, hogy mi torténik a 7 idépontig. Innen jon a ,, elbtti esemény” elnevezés. Mivel a pre-a-algebra
ezen eseményeknek a halmaza, F, pontosan a 7 véletlen iddpontban rendelkezésiinkre 4ll6 informéciot
tarlamazza.

A kovetkezd 4llitds a pre- o -algebra néhany fontosabb tulajdonsdgat fogalmazza meg. Mindenekel6tt
megmutatjuk, hogy F- tényleg r-algebra, ugyanis ez nem kovetkezik trivialisan a definiciobol. Az $\mathrm
{()}$ pont mésodik allitasa szerint - ismeretében meg tudjuk mondani = értékét. A $\mathrm {(ii)}$ allitas

azt tisztazza, hogy az - jeldlés konzisztens a filtracio jeldlésével. Végiil a $\mathrm {(iii)}$ pont szerint ha +
mindig # el6tti iddpont, akkor a 7 pillanatban nem rendelkezhetiink tobb informacioval, mint a # idépontban.

1.2.13. Allitas. Ha 7 és 1 megalldsi idé az {Fe:t €T} filtraciora nézve, akkor teljesiilnek az alabbiak.
(i) 2?2 Az - halmazrendszer a-algebra, és a T valtozé F+-IB mérhetd.
(ii) ??? Ha T{w) = {y € T minden w € €2 kimenetel esetén, akkor 7+ = Fu.

(iii) 2?? Ha T(w) = p(w) minden w € €2 kimenetel esetén, akkor = < .

! € T esetén
{fr=sin{r <t} ={7 < min(s.{)} € Fuinpy € F,

s

amibdl az Fr pre- o -algebra definicidjat alkalmazva kapjuk, hogy {7 = s} €F . Tehat ha sikeriilt
megmutatnunk, hogy F- egy «-algebra, akkor a + valtozé mérhetdsége azonnal kdvetkezik.

A definiciobél jon, hogy az -F- halmazrendszer tartalmazza az iires halmazt és zart a megszamlalhat6 uniora
nézve. A komplementerképzésre valo zartsagért tekintsiink egy tetszéleges 1 € F- eseményt. Ekkor a
bizonyitas eddigi eredményei szerint barmely ¢ € T mellett {T =1t} € F; amibél
An{r<tt={r<t}\(An{r<t}) e ..

Tehat az F+ halmazrendszer egy «-algebra.

$\mathrm {(ii)}$ Most tetszéleges ¢ € T mellett {7 = 1} = hat = o, és {7 = 1} = 0, hat < to. Amennyiben
AEFy, , akkor AMAT=I} €7 minden ¢ esetén, azaz A €Fr . Ha viszont A& Fu | akkor
AT =ty = A€ Fyy 6sigy A € Fr.

$\mathrm {(iii)}$ Tekintsiink tetsz8leges A€ Fr eseményt és ¢ € T értéket. Ekkor {7 =t} S {7 =1} ¢
ANAT =t} € F, amib8l kovetkezi, hogy

AnfpZtt=An{rZtin{p =it e F.
1.2.14. Allitas. Ha'T = Iy g5 71 Q2 — Ny U {+o¢} megdliasi id6, akkor

F, = {.4 ceA: AN{r=n}leF,.,ne NU}.
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=-pyitas. Jelolje FF- A a jobb oldalon felirt haliA M {r =n} = AN {r <n} € F,7 € Ny, = leges. Ha
An{r<n—1} e F,_, C Fpzbra definiciojabol . Ha , akkor
, és ezaltal

i

An{r =n}=An({r<a\[7T < H—l}} (AN]+ n”‘n(.-lﬂ{.’ < ;a—l}—]l € Fn.

A két eset alapjan az F halmazrendszer definiciojabol A € F, és azéltal F» © F.

A forditott irAnyl tartalmazashoz legyen A € F tetszbleges, tovabba vegyiik észre, hogy i = n nemnegativ
egészek esetén A N {7 =m} € F, C F, Ekkor

An{r<al= 0 (AN {r =m}) € F,

=0

tetszéleges 1 € I mellett, amibsl A € -, és azaltal & C F-,

7
XMLmind XSL-FO Converter



2. fejezet - Kolmogorov alaptetele;
modifikacios viszony, fuggetlenség

1. Véges dimenzids eloszlasok, Kolmogorov
egzisztenciatétele

Legyen X ={X;:t €T C[0.5¢)} tetszleges valos értékii sztochasztikus folyamat. Jelolie BT a T
indexhalmazon értelmezett valos értékii - figgvények halmazat, tehat legyen

]R-[rz{.r':']l'—s-R.Fl—b.r,]-.

Vegyiik észre, hogy az X folyamat gy is felfoghatd, mint egy olyan fiiggvény, mely az {1 eseménytéren van
értelmezve, és az BT térben veszi fel értékeit, hiszen

X0 =R, X(w): T — R.
w— H(w), f = X (w).

Természetesen a tovabbi munka szempontjabol az lenne kényelmes, ha X az BT tér véletlen eleme lenne, tehat
ha az ¥ : @ — BT fiiggvény mérheté lenne. A késébbiekben latni fogjuk, hogy ez nem is egyszerlien egy
kényelmi kovetelmény, hanem az X leképezés mérhetésége elengedhetetlen egyes eredmények bizonyitasa
soran.

El6szor tegyiik fel, hogy T C R véges indexhalmaz, és legyen T = {ti.. ... fa}. A tovabbiakban az egyszeriiség
kedvéért a véges indexhalmazok elemei mindig novekvd sorrenden lesznek felsorolva, tehat teljestil
fy = - =1, Jelolje BT az BT szorzattér Borel-halmazait, vagyis az R valds egyenes B Borel-halmazainak
szorzat r-algebrajat. Ekkor az

X =(Xy..... X, 0 —=RT

leképezés véletlen vektorvaltozo, tehat .4-BT mérhetd, hiszen a komponensek kiilon-kiilon mérhetéek.

Azonnal adodik a kérdés, hogy mit allithatunk akkor, ha T nem véges halmaz, és a valasz egyszeri. Semmit,
ugyanis a nem véges esetben még nem definialtunk r-algebrat az BT fiiggvénytéren. A korabbiakhoz hasonldan
egy S C T véges részhalmaz esetén jeldlje B az B tér Borel halmazait.

2.1.1. Definici6.  LegyenS = {s1.....5,; CT A

mg BT — RS, T (T, T, ),

leképezést az RS altérre valé vetitésnek vagy projekcionak nevezziik. Az S indexhalmazhoz és a 13 € B® Borel
halmazhoz tartozé hengerhalmaz

Hyp =7 (B) = {r e R" ¢ (x,,.....2,,) € B}.

A hengerhalmazok daltal alkotott halmazrendszer legyen

H = {Hgp:5CT.S véges, B € B°}.

A projekciok megértésében sokat segithet a kovetkez6 animacio. Projekciok a haromdimenzios térben

Hogyan definialjunk egy ,.kényelmes" r-algebrat az BT téren? Tegyiik fel, hogy adott a téren egy Ma-algebra,
melyre nézve az X : @ — BT leképezés mérhetd, és vegyiik észre, hogy tetsz6leges véges S € T esetén

mas(X) = (X,,..... X)) : Q= R®

vektorvaltozo, tehat .4-B° mérhetd. Természetesen ezen két mérhetdségi tulajdonsag egyiittes teljesiiléséhez
nem feltétleniil sziikséges a Tus : BT — B vetités mérhetdsége, de mégis adodik az a természetes otlet, hogy az
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Kolmogorov alaptétele; modifikéacios
viszony, fiiggetlenség

M halmazrendszert definidljuk olyan moédon, hogy a projekciok mérhetdek legyenek. Ez pontosan akkor
teljesiil, ha az BT fliggvénytér hengerhalmazai mérhetéek. Azt is tudjuk, hogy nem szerencsés, ha a mérhetd
halmazok tlsagosan sokan vannak, ugyanis ez tonkreteheti az X : 2 — BT fiiggvény mérhetdségét. Eppen ezért
az /M halmazrendszert ugy definialjuk, mint a legsziikebb olyan a-algebra, melyre nézve a Tus projekciok mind
mérhetdek.

2.1.2. Definicié. Az M halmazrendszer, (tehdat az RT tér mérheté halmazai,) a hengerhalmazok dltal generalt
s-algebra, azaz M = o(H),

Vegyiik észre, hogy ha T véges, akkor ezen konstrukcid a megfeleld dimenzids Borel-halmazokat adja vissza,
tehat M = BT. Ezek utan mér van értelme azt kérdezni, hogy az X : (@ — BT fliggvény mérhets-e.

2.1.3. Tétel.
(i) ??? A hengerhalmazok # rendszere halmazalgebra az BT téren.
(i) 27?7 Az X : © — RT sztochasztikus folyamat .4-.M mérheté.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ A halmazalgebra definial6 tulajdonséagait kell ellendrizni, a bizonyitast az olvasora
bizzuk.

$\mathrm {(ii)}$ Mivel H egy halmazalgebra, és generalja az Mr-algebrat, elég megmutatni, hogy tetszbleges
—1 . . .
Hsp € Hegetén & (Hs.p) € A Bz viszont teljesiil, ugyanis

hiszen (Xap. oo Xo) 0 2 — R® mérhetd.

Amennyiben vannak mérheté halmazaink, azonnal definidlhatjuk az ¥ sztochasztikus folyamat eloszlasat. Maga
az closzlas egy nagyon hasznos eszk6z, de az a baj vele, hogy ha T nem véges, akkor nehéz analitikusan leirni,
¢és nehéz vele dolgozni. Ezen nehézség kikiiszobolésére vezetjiik be a véges dimenziods eloszlasok fogalmat.

2.1.4. Definicio. Az X - Q — RTsztochasztikus folyamat eloszlisa a

Pe(M):= P(X e M) = P(X"'(M)). MeM,

. Y Y T ’ S ) , Y .
ami valésziniiségi mérték az (B M) téren. Az 5= {:~.|,.., Sut © T pészhalmazhoz kapcsolodo véges
dimenziés eloszlis vagy margindlis eloszlds a Tas (%) = (Xo. ... Xo) vektorvdltozé eloszldsa, tehat

Pes(B) = Prpoy(B) = P((Xs.....- X, )€ B)=P((X......X..)) ' (). BeB,
Vegyiik észre, hogy ekkor
Pes(B) = P(X € Hyg) = Pe(Hg ). BeB®,

tehat a folyamat eloszlasa meghatarozza a véges dimenzids eloszlasokat. Megmutatjuk, hogy ez visszafelé is
igaz. Azt is latni fogjuk, hogy ennek a kérdésnek fontos valos fliggvénytani vonatkozasai is vannak.

2.1.5. Definici6.  Legyen / tetsz8leges mérték az (R™. M) téren, tovabba legyen 5 < T véges. A I* mértéknek
az § halmazhoz tartozo margindlisa

pas(B) = p(Hs ).  BeB .
2.1.6. Tétel. Egy a-véges I mérték {pas : § C T, 8 véges} véges dimenzids margindlisai meghatdrozzdk a
mértéket.

Bizonyitas. Legyen i és i tetsz8leges o-véges mérték az BT téren, és tegyiik fel, hogy azonosak a véges
dimenzids marginalisaik, tehat ftas = Vs tetsz6leges S = {51 .s0) © T esetén. Célunk azt bebizonyitani,
hogy ekkor # = . Mivel a H halmazrendszer algebra, és generalja az JMr-algebrat, a Carathéodory-tétel szerint
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elég azt megmutatni, hogy / és 1> megegyezik a H rendszeren. Ez viszont teljesiil, ugyanis tetszéleges I3 € B°
mellett

pilHs ) = pas(B) = vys(B) = v(Hs ).
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Tekintsiik most mértékeknek egy tetszoleges 1#tas : S € T. S véges} gyititeményét, ahol #as rendre az (B, B%)
téren van értelmezve. A kovetkezOben azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi az a minimalis feltétel, amit ezen
mértékcsaladnak teljesitenie kell ahhoz, hogy az elemek egy mérték marginalisai legyenek. Ehhez tekintsiink
e P b ATA (R'II'_ 1/” . .

gy tetszOleges M mértéket az <¥1 ) téren, valamint

S={s,....5 ) CU=Juy,....0} T
halmazokat, és legyenek #ds és fLdir a i mérték megfeleld marginalisai. Jelolje tovabba
f!‘[_[_s_;; = {.!' = RU N ('!.*I‘ P ..F_,m] = b’} - BU

az RY téren az S C U véges indexhalmazhoz és 13 € R® Borel-halmazhoz tartozé hengerhalmazt. (Ez a
hengerhalmaz  konnyen  megérthetd ¢és  abrazolhaté abban a  specidlis  esetben, amikor
U={s,..., Spa gy pee ey um}, ugyanis ekkor Hysp=Bx Rm_”.) Vegyiik észre, hogy

Ho s s = {.r eR": (Tagaeonai Tt ) € H".'.."-,.r-'} : {-*' eER": (Fapeernadn,) € H} - Hs.s,

s

prav(Hug p) = p(Hs ) = pas(B)

azonossag. Jegyezziik meg, hogy ha /¢ egy I sztochasztikus folyamat /s eloszlasa, akkor ezen egyenldség
valdszintiségelméleti eszkdzokkel is bizonyithatd, ugyanis

Pev(Husp) = P((Xu,.....- X, ) € Husp) = P((Xs...... X, ) € B) = Pes(l?).
A kapott eredményeket az alabbi definicidban és az azt kdvetd allitdsban foglaljuk ssze.

2.1.7. Definici6.  Legyen {#tus = S C T.8 véges} meptékeknek olyan csalddia, hogy tas rendre az (B, B%)
téren van értelmezve. Azt mondjuk, hogy a csaldd konzisztens, ha tetszéleges & = U © T véges részhalmazok és
B € B° Borel-halmaz esetén Fav{Hus ) = pas(B),

2.1.8. Allitas. Ha {#as 1 5 © T. 5 véges] eqy H meérték véges dimenzios margindlisainak a csaladja, akkor a
csalad konzisztens.

A kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy valdsziniiségi mértékek esetén a fenti csalad konzisztenciaja nem csupan
sziikséges, hanem elegendd feltétele is annak, hogy a csalad elemei valamely # mérték véges dimenzids
marginalisai legyenek.

2.1.9. Tétel (Kolmogorov konzisztenciatétele). Legyen 1#tas S C T.8 véges| valgsziniiségi mértékeknek
konzisztens csaladja. Ekkor egyértelmiien létezik egy I mérték az (R, M) téren, hogy H véges dimenzios
marginalisai pontosan a csalad elemei.

Bizonyitas (Bizonyitas (vazlat)). Az egyértelmiliség kovetkezik az 2.1.6. Tételbdl, az egzisztenciat csak
vazlatosan ismertetjiik. Legyen el6szor

pol( s g) = pas( ). s p € H.

Vegyiik észre, hogy egy-egy hengerhalmaz tobb Hs g reprezentacidban is eléallhat. A konzisztencia tulajdonsag
azért fontos, mert a segitségével megmutathatd, hogy #o jol definialt, tehat a kiilonbozé eldallitaisok nem
mondanak ellent egymasnak. A masodik 1épésben azt kell bebizonyitani, hogy #o végesen additiv a H
halmazalgebran. Ez nem tal bonyolult. A bizonyitas legnehezebb része azt megmutatni, hogy #uo feliilrdl
folytonos az iires halmazon. Ebbdl utana kovetkezik, hogy Ho valosziniiségi mérték a H halmazalgebran, és a
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Carathéodory-tétel garantdlja, hogy létezik # valdsziniiségi mérték az M generdlt & -algebran gy, hogy
plw = po, Ekkor # véges dimenzids eloszlasai

p(Hs p) = po(Hs p) = pas(B). BeR’,
és végeztiink.

2.1.10. Tétel (Kolmogorov egzisztenciatétele). Legyen {pas : § C T, 8 véges} valosziniiségi mértékeknek
konzisztens csalddja. Ekkor létezik * = {1 Xt t €T} sztochasztikus folyamat, melynek véges dimenzios
eloszlasai a fenti csalad elemi.

Bizonyitas. Kolmogorov konzisztenciatétele (2.1.9. Tétel) szerint az (R", M) téren létezik olyan # eloszlas,
melynek véges dimenzids marginalisai a megadott csalad elemei. Legyen

0:=RT, A= M, Pi=p, Hi=idpr: Q@ = Bz 1.
Ekkor az ¥ sztochasztikus folyamat eloszlasa
PN .”{;:J EN:X(w)e M) ;jl[.r e RT: idge(x) € M) = p( M), Me M,

amibdl kovetkezik, hogy a véges dimenzids eloszlasok pontosan a {1as } csalad elemei.

2. Modifikaciés viszony és fliggetlenség

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk, hogy két sztochasztikus folyamat milyen viszonyban allhat egymassal.
El6szor hasonlosagi, majd fiiggetlenségi kapcsolatokat definidlunk.

2.2.1. Definicié. Legyen T € [0.50) tetszéleges halmaz, és tekintsiink % = {Xi 1 t € T} g5 ¥ = {¥, : t € T}
sztochasztikus folyamatokat, melyek rendre az (2. -A. ) g5 a (. F. Q) (nem feltétleniil azonos) valésziniiségi
mez6n vannak értelmezve. Azt mondjuk, hogy a két folyamat azonos eloszlasi, ha Pz = Cv, tehat

PEe M)=Q(Ye M), MeM.

A két folyamat egymds modifikdcioja, ha azonos valosziniiségi mezén vannak értelmezve, (azaz
(A P) = (8,F.Q)) 6

P(X,=Y;)=1. (€T,
A két folyamat megkiilonbéztethetetlen egymdastol, ha azonos valosziniiségi mezdén vannak értelmezve, az
(X=V}={we: X,(w) =V, (w),teT} €O
halmaz esemény, és P13 = ) =1
2.2.2. Tétel. Legyen X és ¥ azonos T B jndexhalmazzal paraméterezett folyamat.
(i) ??? Ha a két folyamat megkiilonboztethetetlen egymdstol, akkor modifikdcioi egymdsnak.
(i) ??? Ha a két folyamat modifikdcidja egymdsnak, akkor azonos eloszldsuak.
Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Ha a két folyamat megkiilonboztethetetlen, akkor tetszéleges ¢ € T esetén
PX;=Y) =2 P(X,=Y,.seT) =1

$\mathrm {(ii)}$ Jegyezzilkk meg, hogy ha a két folyamat modifikacidja egymasnak, akkor mindketté az
(€2 A. ) mez6n van értelmezve. Az 2.1.6. Tétel szerint elég azt megmutatni, hogy a két folyamatnak azonosak
a véges dimenzios eloszldsai. Tetszéleges S = {51:- .. sut © T¢s B & B esetén
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Pee(B) = P m(B) = Plrgs(X) € B) 2 f'(:,h{'u’l € B, myg(X) - :,J_H-["ﬂ)
- Plmas(Y) € B) — I’(:,,u.("if] e B, mae(X) £ :.;_H[TJ}) > Pys(B) — P(mas(X) # mas(Y)).

A szubadditivitas és a modifikéacios viszony alkalmazasaval az utols6 valdszintiségre
T n
0< Plras(X) # mas(¥)) = f’(U{.m . m) <Y Plx, £V, =0.
i=1 i=1

Ebbél PrslB3) = Prs(B ), ¢s a forditott iranyl egyenldtlenség ugyanigy bizonyithato a két folyamat szerepének
felcserélésével. Mivel a 2 és az S halmaz tetszdleges volt, kapjuk, hogy a két folyamat véges dimenzios
eloszlasai megyegyeznek.

Fontos megjegyezni, hogy az el6z6 tétel egyik allitdsa sem megfordithatd. Tekintsiik elészor az $\mathrm {(i)}$
pontot. Ha az X és az ¥ folyamat modifikacids viszonyban all egymassal, akkor azonos valoszinliségi mezon
vannak értelmezve. Ezzel szemben a két folyamat ugy is lehet azonos eloszlasu, ha nem azonos valosziniiségi
mez6n vannak definidlva. Fontos megjegyezni, hogy az $\mathrm {(i)}$ allitds akkor sem megfordithato, ha
feltessziik, hogy a folyamatok azonos valdsziniiségi mezon vannak értelmezve. Ehhez tekintsiik egy szabalyos
pénzérme feldobasat, és legyen az X és az ¥ rendre a fej illetve az irds dobasanak indikatorvaltozoja. Ekkor
mindkét valtozé Bernoulli eloszlast kdvet 1/2 paraméterrel, és (X #Y) =1 Ebbél azonnal jon, hogy az
X ={X}ésaz ¥ = {Y} sztochasztikus folyamat azonos eloszlasu, de nem modifikacioja egymasnak.

Arra, hogy a $\mathrm {(ii)}$ allitds sem megfordithaté tekintsiik a kdvetkezd példat.

2.2.3. Példa. Legyen az [/ véletlen valtozé egyenletes eloszlasi a T = [0.1] halmazon, és tekintsiik az
X={Xi:t€T}gsqz ¥ = {Y; : { € T} sztochasztikus folyamatot, ahol
: : 0, t£1,
Xy=0, 0=¢t=1. ) =
X, =0, 0<i<1 Y, {L -

Nyilvanvalo, hogy X és Y nem megkiilonboztethetetlen, hiszen az I7 pontban nem azonos az értékiik. Ezzel
szemben a két folyamat modifikacioja egymasnak, ugyanis tetszoleges rogzitett i T esetén

PX,=Y,) =PI £1)=1.

2.2.4. Allitas. Az azonos eloszlds, a modifikdcios viszony és a megkiilonboztethetetlenség ekvivalenciareldcié
az adott (2. A. P) valdszintiségi mezén értelmezett és a T halmazzal indexezett sztochasztikus folyamatok
halmazan.

Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy az azonos eloszlastsag és a megkiilonboztethetetlenség ekvivalenciarelacio,
ezért a tovabbiakban csak a modifikacids viszonyt vizsgaljuk. A definicidbdl azonnal kovetkezik, hogy a
modifikacios viszony reflexiv, (azaz minden folyamat modifikacioja onmaganak,) és szimmetrikus, (tehat ha ¥
modifikacioja ¥ -nek, akkor X is modifikacidja W -nak.) A tranzitivitasért tegyiik fel, hogy az ¥ folyamat
modifikacioja az H-nek, és a Z folyamat modifikacidja az ¥-nak. Mivel két 1 valdsziniiségli esemény metszete
is 1 valoszinliségl, tetszéleges ¢ € T esetén

PX,=7Z)z2P(X, =Y. Y,=4) =1L
Tehat X és Z modifikacidja egymasnak.

A modifikacids viszony bizonyos szituaciokban egy rendkiviil jol alkalmazhaté elméleti eszkoz. Tegyiik fel,
hogy szeretnénk egy olyan sztochasztikus folyamatot felirni, melynek adott az eloszlasa, és rendelkezik még
néhany tovabbi ,,szép" tulajdonsaggal. Ilyen ,,szép" tulajdonsagok példaul a mintafolytonossag, melyet a
kovetkez6 alfejezetben definidlunk. A Kolmogorov egzisztenciatétel biztosit egy olyan X folyamatot, melynek
az az eloszlasa, amit szeretnénk, de semmi sem garantalja, hogy ez a folyamat rendelkezni fog a tovabbi ,,szép"
tulajdonsagokkal. Ilyen esetekben gyakran azt a modszert alkalmazzuk, hogy kis valtoztatasokkal definialjuk az
tulajdonsagok koziil eggyel vagy tobbel. Fontos megjegyezni, hogy a valtoztatdsok sordn a folyamat eldirt
eloszlasat nem rontjuk el, hiszen a modifikacios viszonybdl kovetkezik, hogy X és ¥ azonos eloszlasu. A 2.2.4.
Allitas szerint akér azt is megtehetjiik, hogy tovabbi ,,szép" tulajdonsagokért az W folyamatnak is vessziik egy Z
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cres

folyamatok mind azonos eloszlasuak lesznek az X folyamattal.

A kovetkezokben két sztochasztikus folyamat fiiggetlenségét fogjuk definidlni. Egy tetszdleges, tehat nem

feltétleniil véges S € [0.2¢) indexhalmaz esetén legyen A az B° téren a hengerhalmazok éltal generdlt o -
algebra. (Lasd: 2.1.2. Definicid.)

2.2.5. Definicié. Legyen £ = {Xi: t €T} g ¥ = {Yy : t € S} gzonos valdszintiségi mezdén értelmezett
sztochasztikus folyamat. A két folyamat fiiggetlen egymastol, ha

P(Xe M.YeN)=PXe M)P(YeN), MeM,NeN.

2.2.6. Tétel. Tekintsiink & = {X¢ 1t €T} g5 ¥ = { }’__r L €S} azonos valbsziniiségi mezén értelmezett
sztochasztikus folyamatokat, és legyen T = (X.Y) = {X,. Y. : t € T.s € S}, Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) ???X és Y fiiggetlen.

(i) 22? Tetszbleges S' = 151, .. St E8¢s T = {f1..... tm} €T esetén
(X)) = (Xppaeon s Xin) és me (W) = (Yi,... .. Y..)
fliggetlen véletlen vektorok.

(iii) 2?? A Z folyamat eloszlasa Pz = Pz = Py,

Bizonyitas. Jelolie Har CRT & Hus CE® az RT lletve az B° tér hengerhalmazait. Adott
T = {4..... b} €T gg 8" = {s1.....: saf €8 véges indexhalmazok esetén legyen 13 € BY ¢ De B
tetsz6leges Borel halmaz, és jelolje Hyp € Har gs Hs'p € Has rendre a B és a D halmazhoz tartozo
hengerhalmazt az BT illetve az R® téren. Jeldlje tovabba M x A az M és a No-algebra szorzatat az RT x B°
téren, tehat legyen

Mx N = (J'(.” xN:MeM,NeN).
Végiil jegyezziik meg, hogy a Iz * Py szorzatmérték azaz egyértelmii mérték a M x N 'z-algebran, melyre
Py % Py(M x N) = Py(M)Pg(N), MeM.NeN.

$\mathrm {(i)}$ = $\mathrm {(ii)}$ Ha X és ¥ fiiggetlen, akkor tetszdleges 1 € BT ¢és I € BY Borel
halmazokra

P(rp(X) € B.mg(Y) € D) = P(X € Hp . Y € Ha p)

= P(X € Hpp)P(Y € Hap) = P(rn(X) € B)P(me(Y) € D),

amibdl $\mathrm {(ii)}$ kovetkezik.

$\mathrm {(ii)}$ = $\mathrm {(iii)}$ Megmutathatd, hogy a {1 » Hs: Hy € Hyr. I3 € Haus! rendszer
halmazalgebra az BT x B® téren, és generalja a .M x A s-algebrat. Ennek bizonyitasat az olvasora bizzuk.
Ekkor a Carathéodory-tétel szerint $\mathrm {(iii)}$ igazolasdhoz elég azt belatni, hogy a = = P x Py

egyenléség teljesiil a /1 ¥ H: alaka halmazokon. A bizonyitas elején bevezetett jeldlésekkel legyen
Hy = Hy.p € Har gs Ha = Ha p € Has tetszdleges. A $\mathrm {(ii)}$ pont alkalmazasaval

Pe(fly g x Hy p) = P((X.Y) € Hy g x Hy p) = P(ap(X) € B.7g(Y) € D)
P(mr(X) € B)P(7e(Y) € D) = Pe(Hrp) Pe(Ha p) = Pr x Pe(Hv.p x Ha p).

$\mathrm {(iii)}$ = $\mathrm {(i)}$ A szorzatmérték definici6jabol tetszéleges M € M és N € N mellett

P(Xe MY€EN) =P(Ze MxN) = Pe(MxN) = Pe(M)P(N) = P(X € M)P(Y € N),

és igy a két folyamat fliggetlen egymastol.
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A kovetkezd tételben olyan allitasokat fogalmazunk meg, melyek trivialitasoknak tinhetnek, és melyeket a
jegyzetben tobbszor fogunk alkalmazni, akar hivatkozas nélkiil is.

2.2.7. Tﬂétel. Legyen H={Xy: teThg ¥ ={Y,:s€5} sztochasztikus folyamat, és tekintsiink v : RT — R™
és O Y — R" mérhetd funkciondlokat, ahol m és n pozitiv egész.

(i) 22?2 AW(E) - Q2 = R g5 4 $(Y): Q — " fiiggvény mérhetd, tehat véletlen viltozo.

(ii) 22?2 Ha X és Y fiiggetlen, akkor V(%) és 0(Y) js fiiggetlen.

(iii) ??2? Ha X és Y azonos eloszldsii és 1" = @, akkor V(X és ©(Y) is azonos eloszlasi.
Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Kovetkezik a sztochasztikus folyamatok mérhet8ségébél. (2.1.3. Tétel.)
$\mathrm {(ii)}$ Legyen 3 € B™ és ID € B" tetsz6leges. Ekkor a két folyamat fliggetlenségébdl

P(p(X)e B.o(Y) e D)=P(X ey '(B).Y ¢ (D))
= P(X ey "(B)P(Y € o '(D)) = P(v(X) € B)P(4(Y) € D).

ami azt jelenti, hogy a ¥'(X] és a #(¥) vektorvaltozo fliggetlen.

$\mathrm {(iii)}$ Mivel a két folyamat azonos eloszlast, most n = . Tetszdleges 17 € B™ esetén
P(¢(X) e B)=PEeuv '(B)=P(Yeo ' (B) =Po(¥) € B).

tehat a két vektorvaltozo szintén azonos eloszlasu.

Az alfejezet végén néhany olyan fogalmat definialunk, melyeknek egyes specialisabb alkalmazasokban lesz
majd jelent6ségiik.

2.2.8. Definicio. Tekintsiink egy X={X,:teTC[0,0)} sztochasztikus folyamatot, és legyen .t € T,
s < t, tetszéleges. A folyamatnak az (5-!] intervallumon vett névekménye az X: — X, véletlen valtozo. Azt
mondjuk, hogy a folyamat stacwnarms novekmenyu ha a novekmény eloszlasa csak a vizsgdlt iddintervallum

hosszatol fiigg, tehdt tetszéleges s'-t' €T ' — o =1 — s, esetén X — X és Xy — X, azonos eloszldsii
valtozo. Az X folyamat fiiggetlen novekmenyu ha dzszwnkt intevallumonkon vett névekményei fiiggetlenek,
tehat tetszéleges n € M, tovabba barmely s <y < Sy <1y =028, <y, aT indexhalmazbdl szarmazo
értékek esetén az X — Y Ny = X Xy, — Xy vadltozok ﬁiggetlenek.
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3. fejezet - Sztochasztikus folyamatok
folytonossaga

1. Sztochasztikus folyamatok folytonossaga

A kovetkezékben a sztochasztikus folyamatok folytonossagat fogjuk definialni. Legyen & = {X; : £ € T} ahol
T C [0.) egy intervallum. Rogzitett = & T mellett legyen

A= {w e ax Xy(w), t €T, trajektdria folytonos az s pcmthan} c Q.
tovabba legyen

A {w-' e 1 an Xi(w), t € T, trajektiria folvtonos minden s € T 1runl|r:|:|}> ﬂ A, C Q.

Jegyezzilk meg, hogy ha T jobbrol és/vagy balrdl zart intervallum, akkor a végpont(ok)ban minden
folytonossagi tulajdonsagot féloldali folytonossagként értelmeziink.

Az X folyamatnak egy adott s € T pontban valo folytonossdgara az lenne a természetes definici6, hogy az .
halmaz valésziniisége 1, tovabba a folyamatnak a T intervallumon vett folytonossagat a / (A) = 1 feltétellel
lenne természetes definialni. Azonban kideriil, hogy mérhetdségi problémak meriilnek fel, ugyanis semmi sem
garantalja, hogy az ‘. és az A halmaz ilyen altalanos feltételek mellett esemény lenne. A determinisztikus
figgvények folytonossaganak definicidjabol most

A = ﬂ U m {;.u €0 | Xw) — Xalw)| < !)Ef-pséhm}.

Dlepsilon>0 820 o, go5
Vegyilkk észre, hogy a jobb oldalon kapcsos zarojelben definialt halmaz esemény tetszdleges rogzitett
D*epsilon. 8. s &s | esetén, azonban az ‘s halmazt ilyen eseményeknek nem megszamlalhato metszeteként és
uni6jaként irtuk fel. Emiatt semmi sem garantalja, hogy “1. maga is esemény lesz. Jegyezziik meg, hogy a fenti
reprezentacioban két mivelet megszamlalhat6 formaban is felirhatd, hiszen

A=NU [N {we2:|Xw) - X.(w)<1/n}.

nel mel LET|i— sl <L
Azonban anélkiil, hogy tovabbi ismereteink lennének az X¢(w), ¢ € T, trajektériak analitikus viselkedésérdl, a
harmadik metszetet nem tudjuk megszamlalhatd alakban felirni. Ha példaul specialisan tudnank, hogy a
trajektoridk monoton novekvé fiiggvények, akkor ezt a problémat mar ki tudnank kiisz6bolni, (vajon hogyan?)
és 1. szintén esemény lenne. Azonban ez még mindig nem garantalna az A halmaz mérhetdségét, hiszen az

A=A
=T

metszet mérhetdsége nem kovetkezik az 4., s € T, halmazok mérhetdségébsl. A felvazolt nehézségek
kikiiszobolésére a sztochasztikus folyamatok folytonossagat az alabbi modon definialjuk.

. - P .
3.1.1. Definici6. Az X folyamat sztochasztikusan folytonos egy adott s € T pontban, ha -X;—+X., amint
L olye
t —+ s, tehat tetszéleges 1" epsilon = U esetén

P(|X, — X,| > D?epsilon) — 0, {— s,

A folyamat sztochasztikusan folytonos a T halmazon, ha sztochasztikusan folytonos az intervallum minden
pontjaban. Azt mondjuk, hogy a folyamat pontonként folytonos, vagy mas kifejezéssel, nincsen rogzitett
szakaddsi pontja, ha tetszéleges s € T értékre létezik 2. € A esemény, hogy

Q,CA

= g

s P, =1.
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A folyamat trajektorianként folytonos vagy mintafolytonos a T intervallumon, ha létezik ¥ € A esemény,
melyre

O'cCA és POy =1.
3.1.2. Tétel.
(i) ??? Ha a folyamat mintafolytonos, akkor nincs rogzitett szakaddsi pontja.

(ii) ??? Ha a folyamatnak nincs rogzitett szakadasi pontja, akkor sztochasztikusan folytonos a T
intervallumon.

Bizonyitas. A definicioban bevezetett jeloléseket alkalmazva, ha a folyamat mintafolytonos, akkor tetszdleges
s € Tesetén ' © A C A, Ekkor . := €2 valasztassal kapjuk, hogy a folyamatnak nincsen rogzitett szakadasi
pontja.

Tekintsiink egy tetszoleges s € T értéket. Mivel most az s nem szakadasi pontja a folyamatnak, létezik olyan
0. € A esemény, hogy P({4) =1, &s tetszbleges @ € €2, esetén Nilw) = Xy () amint ¢ — s. Ebbél
kovetkezik, hogy X: —+ X majdnem biztosan, és ez mar maga utan vonja a sztochasztikus konvergenciét.

Jegyezziik meg, hogy az el6z6 tétel egyik allitdsa sem megfordithat6. Az ponthoz tekintsiik a 2.2.3. Példaban
definialt ¥ sztochasztikus folyamatot. Nyilvanvald, hogy ez a folyamat 1 valdsziniiséggel nem folytonos a
T = [0. 1] intervallum minden pontjaban, tehat ¥ nem mintafolytonos. Ezzel szemben tetszdleges © € [0, 1]
mellett A« = 1/ # s}, ami 1 valoszinliségli esemény, és igy a folyamatnak nincsen rogzitett szakadasi pontja. A
kovetkez6 példaban megmutatjuk, hogy a tétel allitasa sem megfordithato.

3.1.3. Példa. Legyen Z1. Zs. . .. véletlen vdltozéknak olyan sorozata, mely sztochasztikusan konvergdl egy 7
valtozéhoz, de majdnem biztos értelemben mar nem. Ilyen sorozat létezik. Példaul, ha #1- Zz.. - . fiiggetlen
rendre

P(Z,=0)=1-1/n, Pz, =1)=1/n, n=12...

. P
eloszldssal, akkor #,,—U, de a konvergencia nem teljesiil 1 valésziniiséggel. (Miért?) Legyen tovibbd az
valtozé  egyenletes eloszlasu a (0.1) intervallumon, és definialjuk az * = {Xi:teT=[0,1]} lépcsas
sztochasztikus folyamatot az X :== U,

X, =7, te (Um o], n=12...
formulakkal.

Az X folyamat pontosan akkor nem folytonos egy réogzitett 5 € (U, 1] pontban, ha az r/?, i = 1.2.... végpontok
valamelyike éppen ebbe a pontba esik. Ennek valosziniisége

P(HTF eN: o = .u} = ﬁ'( D {“” = A}) S i j-‘{;."” = .~i:] = i[;l =,

n=1 =1 n—1

hiszen az /", n = 1.2.... valtozék mind abszoliit folytonosak. Ez azt jelenti, hogy az ¥ folyamatnak nincsen
rogzitett szakaddsi pontja a (. 1 intervallumon, amibél kivetkezik, hogy sztochasztikusan folytonos ezen a
halmazon. Tovdbba, a %1z .- sorozat konstrukcidjabdl kévetkezik, hogy a folyamat az s = () pontban is
sztochasztikusan folytonos, de mdr nem folytonos majdnem biztos értelemben. (Miért?) Osszegezve, a X
folyamat sztochasztikusan folytonos a T intervallumon, de nem mintafolytonos ezen a halmazon, mert az s = (i
egy rogzitett szakadasi pont.

Térjlink vissza a jelen alfejezet elején bemutatott mérhetdségi problémakhoz. Ezekhez hasonl6 nehézségekkel
a jovoben még taldkozni fogunk, példaul amikor azt vizsgéaljuk, hogy a Brown-mozgas mekkora valosziniiséggel
differencialhato. Sét, vegyiik észre, hogy egy ilyen problémaba mar az el6z6 alfejezetben is belefutottunk.
Amikor azt definialtuk, hogy mit is jelent egy X és egy ¥ sztochasztikus folyamat megkiilonbdztethetetlensége,
fel kellett tenniink, hogy az

X=Y}=){we: X,(w) =Y,(w)}

s=T

16
XMLmind XSL-FO Converter



Sztochasztikus folyamatok
folytonossaga

halmaz esemény. Erre ott valoban sziikTég volt, hiszen az igaz, hogy a most felirt formuldban a jobboldali
metszet elemei mind események, de ha nem megszamlalhato, akkor semi{X = ¥ Jrarantalja, hogy a metszet
maga is esemény lesz. Annak érdekében, hogy ne kelljen feltenni azi v halmaz mérhetségét, a
kovetkez6, ak)¥ = 4ibb definiciot is alkalmazhatjuk. Azt mondjuk, hogy és megkiilonboztethetetlen, ha
létezik olyan esemény, melyre

CC{X=¥} & P)=1.

Hasonl6 nehézségekbe iitkozhetiink akkor is, ha egy I sztochasztikus folyamat valamilyen funkcionaljaval
kivanunk dolgozni. Az egyik legfontosabb ilyen példa a szuprémum funkcional, tehat az

S=supX,;: 2= RU{+nc}
teT

fiiggvény. Az egyszeriiség kedvéért most tegylik fel, hogy S sehol sem veszi fel a végtelen értéket.
Természetesen adodik a feladat, hogy jellemezziik az S fliggvényt, tehat adjuk meg az eloszlasat, varhato
értékét, stb. Vegyiik észre, hogy ilyen altalanos feltételek mellett még az sem garantalt, hogy 5 mérhetd
leképezés. Most tetszbleges v € B esetén

[§<at =X <},
=T

és ismét azt tapasztaljuk, hogy ugyan a jobb oldalon a metszet elemei mind események, de maga a metszet, és
ennek megfelelden a bal oldal mar nem feltétleniil az. Tehat semmi sem garantalja, hogy S véletlen valtozo.
Ezzel szemben, ha X mintafolytonos, akkor

[S<a}= () {X,<s}ed  s€eR,
seTrl}

tehat ezzel a mérhetdségi problémaval nem szembesiiliink.

To6bb mas hasznos alkalmazas mellett ez az utols6 példa is azt mutatja, hogy a mintafolytonossag egy nagyon
kellemes tulajdonsag. De mi a helyzet akkor, ha a vizsgalt X folyamatra ez a tulajdonsag nem teljesiil? A
kovetkezo tétel azt mondja ki, hogy bizonyos feltételek mellett egy folyamat mintafolytonossa tehetd. Jegyezziik
meg, hogy ha egy folyamat az & modifikacidja, akkor azonos eloszlasu is vele.

3.1.4. Tétel (Kolmogorov- Csencov-tétel). Legyen X = {X;: t €T} ahol T [0, 5¢) egy véges vagy
végtelen intervallum. Ha létezik olyan - 7.7 = U konstans, hogy

(X, ~ X,J*) S4lt — s, steT.
akkor az X folyamatnak létezik mintafolytonos modifikdcidja.
A tétel bizonyitasa soran sziikségiink lesz az alabbi elemi allitasra.

3.1.5. Lemma.  Legyenek a <« < b tetszbleges valds szamok, és tekintsiink egy tetszbleges filab] = R
fiiggvényt. Jelélje f1 és f=az [ fiiggvény linedris interpolaltjait rendre az a. b illetve az a. €. b pontokon keresztiil,
azaz legyen

If_
Yiw).  a<t<b,
bh—a

Lm=b_inm+

h—r¢
Falt) = { :f::,j'(:r.] + f,:—'lif(f:). a=i<ec,

ML)+ =2 pb),  e<i<b.

Ekkor

sup |f1(t) = f2()] < max {|f(b) = f()1. |f(e) = [(a)]}-

Bizonyitas. A haromszdg-egyenldtlenség alkalmazasaval
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‘*‘113 |ﬂ(H—J ()] = |f(e) — |— J'(b)—.f(r'-)

f(b) = f(e)]
< (*"‘ + ": :) mix {I.rm = JO+1£ ) = f(e)]}

b—a b
= max {|f(b) — f(e)].|f(c) = f(a)|}.
Bizonyitas (Az 3.1.4. Tétel bizonyitasa). Eloszor tekintsiik azt az esetet, mikor T = [a, B] egy véges zart

intervallum. Ekkor az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehet6, hogy T = [0. 1] Minden n € I esetén osszuk
fel az intervallumot 2" részintervallumra, legyen

1 , k-1 k
Jia = |:[] ¥:| cs Sy = ( on F] s E=23.....2",

és jeldlje rendre Yn = {Yne s L€ 0. 1]} 4

Lsorozat linearis interpolaltjat, tehat legyen

k k-1
Y, = Z 1, .(1) {T(q_” _ .f) {\-% + 2;.(; - )Yﬁ} . O=<i=<1.
k=1 - -

Az ¥, sztochasztikus folyamat mintafolytonos, tehat 1 valészintiséggel eleme a C'[0.1] témek, a [0.1]
intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények halmazanak. A kovetkezékben megmutatjuk, hogy Y.,
n=12,..., majdnem biztosan Cauchy-sorozat a szuprémum-metrikira nézve. Legyen w € {2 tetsz8leges
rogzitett kimenetel. Ekkor

max |‘}’”, w) — Y”_L,rl:w)| = max max |Y,, (w) — ‘}"”_H(.'.u”
nei< . P
E=1,.., ;TF—I—FF

S max , THax { |'Y 2 (W) — Xza— (W')| XNovor (w) — XNz—z [:u))|}
k=1,...2"" T = = =

» ,\-%(.‘uj— Y"_a;ul(wl)'

ahol a masodik 1épésben a 3.1.5. Lemmat alkalmaztuk

E—1 k&
[tF EJ] [m. T q”_l] s I =Xw), h = Yn-l(*‘)- fa= YH(U«‘\]-

szereposztasban. Innen a Markov-egyenldtlenség és a bizonyitandé tétel feltevéseinek alkalmazasaval jon, hogy
tetsz6leges rogzitett n € I esetén

1 2 .

h(llyl_l;gl |Yn..' - Yn-l_r| = -g_n.f,.-'r}) < Z :”(|.Y% _ Y”_,;..'| - W)
n . ,

= ; IJ( {\-.—;r:r — X%T?l o Qi.i) < Z.zn.ih.mj\-% _ ,\_%_nl :

oc J_ <
7
> . | | < — <
2! ([}L{.‘lﬁ‘i T ) =t

n=1 =1

amibdl a Borel- Cantelli-lemmak szerint a

1
max |YJ||‘ Yn—|.r| =

—
< ona o
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0, € Atlenség 1 valoszinliP(£2;) = Teljebb véges sok n-re kdvew € {2;be. Ez azt jelenti, hogy 1étezing = ry(w)
esemény, melyre , €s tetszOleges rogzitett kimenetel esetén valamely
kiisz6bszam mellett

. . 1 -
LiLax |Yra.f[:w) - Y;;_|_{(UJ)| = n = g,

n=tl anffa’

Legyen most 7, my —+ o0, Feltehetd, hogy a rogzitett w kimenetel mellett 7o(w) < m = 72 A haromszog-
egyenl6tlenség alkalmazasaval kapjuk, hogy

Mg oC

' . - . |
max |'l'”.--_f_,-iu.rl—'ll,_.,1_,r[~.,~:|| < Z max !}”_!{___f.}_-}“ ”{_F_:]| < o 0.
o nemyg 41 n=my+1 = '
amint 7m,.ms — 5| hiszen a 2.n—1(277")" sor konvergens. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy ¥n(w),
n = 1.2.... Cauchy-sorozat a szuprémum-metrikéra nézve.

Mivel az ¥, n =1.2....  sorozat 1 valészinliséggel Cauchy tipusu, azonnal kovetkezik, hogy majdnem
biztosan egyenletesen konvergal egy ¥ = {¥:: ¢ € [0.1]} mintafolytonos sztochasztikus folyamathoz. A
tovabbiakban megmutatjuk, hogy tetsz8leges ! € 0. 1] ¢rték esetén (X = Vi) = L tehat ¥ modifikacidja az X
folyamatnak.

Legyen ! € [0.1] rggzitett, és tekintsiik egész szdmoknak egy k1. Fz. .- sorozatat ugy, hogy 0 <k, < 2" ¢s

és egyenletes konvergenciajabol jon, hogy

lim Xy, e = lm Y g oe = ¥, n— o, m.b.

—+ 20 ’ N—+0C

- "
A kovetkezokben megmutatjuk, hogy Xy —Xi amint n — ~. Mivel a sztochasztikus konvergencia
hatérértéke 1 valoszintiséggel egyértelmii, ebbol mar kovetkezni fog, hogy a rogzitett ¢ pontban (X = Y)=1
, tehat ¥ modifikacidja az ¥ folyamatnak.

A sztochasztikus konvergencia igazolasahoz tekintsiink egy tetsz6leges 17 epsilon = 0 ¢rtéket, és legyen d = 0

.. N3 : . PR B 2 . ¢ eegees ,

olyan Kicsi, hogy 8°/* < DZepsilon ¢ v8''" < Depsilon (eljesiilion. Ha n olyan nagy, hogy ezen til
. W " r w1 oz r I3 1o
|0 /2" — ] < & is igaz, akkor a Markov-egyenlétlenségbdl és a tétel feltevéseibdl

5]

4”(|_1"f;,.“ gn — _"i.',-| = )% I.'r.ﬁ'.-"lrrm) = f’(|."'|.‘;~." . — ."i:,-| =4a 1) = ﬁln, J".'(|."\'k_l jom — .'f,«|”)

: ?__}hl 223 — ﬂrﬁll.m < fr]!rjj-"cf:;fllllfu
{

1424
K, _;‘ 1

- s
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy Xiwjzr =Xt - oc.

A fentiekben sikerdilt a tételt bebizonyitani abban az esetben, mikor T egy véges zart intervallum. Legyen most
T C [0,2¢) egy tetszOleges intervallum. Ekkor T eléall egymasba skatulyazott véges zart intervallumok boéviilé
rendszerének unidjaként. Tehat, léteznek U = @, < by, n =1.2....  értékek gy, hogy az tx és a b sorozat
rendre monoton csokkend illetve novekvd, tovabba i lan. by =T, (Miért léteznek ilyenek sorozatok?) A
fentickben ismertetett konstrukciét alkalmazva tetszbleges n €I7 mellett definialhatunk egy
v = { 1"_rm t1 € |a,.b,]} sztochasztikus folyamatot, mely az X folyamat mintafolytonos modifikacidja az
[@,,. by] intervallumon. Vegyiik észre, hogy a konstrukcid miatt az W™ folyamatok egymas meghosszabbitasai,

azaz V"' = }’.-fmteljesﬁl minden ¢ € [ b, esetén. Legyen most ¥ = {¥i : ¢ € T}, anol
Y, = Y,[”:'_ tE [a,, b, n=12...

Mivel az [@..b.] intervallumok egyiittesen lefedik a T halmazt, tovdbba az W' folyamatok egymas
meghosszabbitasai, az I véletlen fiiggvény jol definidlt. Legyen & € T tetszdéleges, és tekintsiink egy n & I
értéket gy, hogy ! € [ b]. Mivel ekkor Y: = v™ = x, majdnem biztosan, az X és az ¥ folyamat egymas
modifikacidja a T intervallumon. Ezek utan mar csak azt kell megmutatnunk, hogy ¥ mintafolytonos.
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Mivel ¥t mintafolytw € ,étezik 2 € A Q@ =N Qlyre P(2) =1, ¢s Y(W) fo, e 05 az [aa. bl

intervallumon mw (") » = 1.2.... Legyen , s tekintsiink egy tetszéleges kimenw (i)
Mivel ekkoft az , , fiiggvények egym/(£1*) = los meghosszabbitasai, kapjuk, hogy
folytonos a intervallumon. Figyelembevéve, hogy most , a mintafolytonossag kovetkezik. Ezzel az

allitast teljesen bebizonyitottuk.
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4. fejezet - Diszkrét ideji Markov-
lancok

1. Diszkrét idejii Markov-lancok definicioi

Ebben a fejezetben diszkrét idejii és megszamlalhato allapotterti % = {-Xi : £ € T} folyamatokkal fogunk
foglalkozni. Az egyszeriiség kedvéért, ha csak az adott probléma mast nem diktal, a folyamatokat a nemnegativ
egész szamokkal indexeljik, (azaz T = I,)) és feltessziik, hogy az allapotok egész értékek (X € Z,) vagy
(vektorértékii folyamatok esetén) egész racspontok (X € Z%). Mivel Markov-lancok esetén az allapottérre T a
bevett jelolés, a tovabbiakban mi is ezt fogjuk alkalmazni X helyett.

4.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az % = { X, : » € Ny} sztochasztikus folyamat rendelkezik a Markov-

tulajdonsdggal, amennyiben tetszélegesen rogzitett 1 € Ny egész és tn. .- th.d €L allapotok mellett ha
PlXy =ty Xo=1tn) > [], akkor
f}(_\’;” 1 = )’ |-YH — ";:.l ------ Yl] — F.U:l = '”(-Yr.ll 1 = ,Jlilf\-ra — F.”} .

A fenti tulajdonsdgot gy is szoktak mondani, hogy a folyamatnak nincsen meméoridja, és ekkor az X folyamatot
diszkreét idejii Markov-lancnak nevezziik.

Legyen n € My és 2.7 € T tetsz8leges. Abban az esetben, ha (X = 7} > 0, akkor a
Pr‘.,;‘(” +1) = '”(-Ynl 1= .f|-Yr; = éj

feltételes valoszintiség jol definidlt, és azt fejezi ki, hogy ha a Markov-lanc az n-dik lépesben az ¢ dllapotban
van, akkor mekkora valoszintiséggel fog a kdvetkezo 1épésben a J-be ugrani. Azonnal jon, hogy

Zl{;?_-_i(” + J.) = Z FJ({‘\-,” 1 =_,|'l|(‘\-” = f.} = 1.
del

el

Ezzel szemben, ha P’(X. = i) =0, akkor a Pi.i(" + 1) valoszintiséget nem tudjuk ilyen médon definiélni.
Mindazonaltal mi mégis szeretnénk valamilyen médon értelmezni ezt a valoszinliséget, ugyanis a késdbbiekben
kényelmetlen lenne mindig azt vizsgalgatni, hogy az X» valtozé mely i € T allapotokat veheti fel értékiil, és
melyeket nem. Vegyiik észre, hogy a pij(n + 1) feltételes valoszinliség konkrét értékének abban az értelemben
nincs is jelentésége, hogy a feltételben szereplé esemény majdnem biztosan nem kovetkezik be. Akar azt is
mondhatnank, hogy a pij(n+1) valoszinliség legyen 1, vagyis legyen 1 annak az esélye, hogy a folyamat a J
allapotba ugrik, ha el6tte az n-dik 1épésben az : allapotban volt. Technikai okokbdél nem ezt a megoldast
valasztjuk, hanem azt mondjuk, hogy a valdszinliségek tetszéleges mddon definialhatéak ugy, hogy a
pig(n + ]), J €1 ¢értékek eloszlast alkossanak, tehat teljesiiljon

pij(n+1) =0, JET, és pr-__;(n +1)=1.
JeT
4.1.2. Definicié. Rogzitett n € I mellett a pigln) i,j €T, valosziniiségeket az ¥ Markov-lanc n-dik

lépéshez tartozo egylépéses dtmenetvalosziniiségeinek nevezziik. Az atmenetvalosziniiségek altal alkotott

P(n) = [p,(n)],.,
matrix a lanc n-dik [épéshez tartozé dtmenetvaldsziniiség-mdtrixa, vagy roviden dtmenetmdtrixa. A Markov-
lanc kezdeti eloszlisa az @ = |ilict sorvektor, melynek dltaldnos eleme i = P Xo = 1),

Egy X = { X, : m € Mo} diszkrét idejii Markov-lanc valoszintiségelméleti szempontbol tokéletesen jellemezhetd
az o kezdeti eloszlassal és a P(7), n € I, atmenetmatrixokkal. A kezdeti eloszls azt hatirozza meg, hogy a
folyamat mekkora valdsziniliséggel indul az egyes ¢ € I allapotokbdl, mig az 4tmenetmatrixok a folyamat
dinamikajat irjak le, azt, hogy a lanc az egyes 1épésekben honnan hova mekkora valdszintiséggel ugrik at.
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4.1.3. Definicio. Legyen Z € M tetszéleges halrjaz. Azt A = [a; j; oy egy @ = [i]ic1 sorvektor eloszlds,
ha elemei nemnegativak, és az elemek Osszeges . Egy négyzetes mdtrixot sztochasztikus
madtrixnak neveziink, ha az elemei minden sorban eloszlast alkotnak.

4.1.4. Allitas. Tetszéleges diszkrét idejii Markov-lanc esetén az o kezdeti eloszlas eloszlds, a P(n) nen,
dtmenetmatrixok pedig sztochasztikus matrixok.

Bizonyitas. Azonnal kdvetkezik az i és Pi.j (n) valdsziniiségek definicigjabol.

4.1.5. Példa. Tekintsiik a 1.1.4. Példaban bevezetett % = { X, 1 1 € Ny} egydimenzios véletlen bolyongast.
Tehdt, egy rogzitett P < (0, L]'pamméter mellett tekintsiink Z1. Za. . .. fiiggetlen véletlen valtozokat, melyek
eloszlasa V(7w = +1)=p P(Z =—1)=1—p n el é legyen

.Y(JI=[]. X.,..::.Y,,—FZ”H=Z|+---+Z,,||. n=1012 ...

Azonnal latszik, hogy ez egy Markov-ldanc, ugyanis az, hogy az " + 1)-dik [épésben a folyamat hova 1ép tovibb
és mekkora valosziniiséggel, csak attol fiigg, hogy melyik allapotban van az n iddpillanatban. Formalis
szamitassal azt kapjuk, hogy ha tetszéleges 1 € My idépont valamint . - - - . in. 0 € L = Z gllapotok mellett az
{Xo=1ip, ..., X =in} eseménynek pozitiv a valbsziniisége, tehat bekovetkezhet, akkor a #1: Za. . .. vdltozok
fliggetlensége miatt

IFIPl:ﬂlll"-r.-i'. — .f.l"\"-ln — ";Il """"" X -ll — -"-u} — 'r'i[-":{.l.l- 1 _..I; - ";?Ilzl.l — ‘I;ll — ";H S EC .r-"_,.|_ - ";] - ‘.ll]
= I'I[:X” 1 ___|I _-'i:u,} — -lr,{x.-;-ﬂ_ __.l: - -’..l:"’:| Tttt T -“"'::Ir.l = 'rl.'} = IF'(-\.':.‘.' 1 __.Ill-rr.' = r?-'J-

Ez pedig definicio szerint azt jelenti, hogy az X folyamat Markov-ldnc. Nyilvanvalo, hogy a folyamat kezdeti
eloszlasa a () pontban degeneralt eloszlas, tovabba a fenti szamitdsok szerint az atmenetvalosziniiségek

P, j=i+1,
piilntl) = !’(.Y,, =7 X, = J] =P(Z,,, = j—é] =< 1l—p. j=i—1,
0. egyvébként.,

Jegyezziik meg, hogy az atmenetvalosziniiségek nem fiiggnek az n idéponttol.

4.1.6. Példa (A Pélya-féle urnamodell). Legyen adva egy urna, benne pedig két golyo, egy piros és egy
fehér. A tovabbiakban minden egyes lépésben véletlenszeriien kihuzunk egy golyot az wurnabol, majd
visszatessziik azt, és betesziink még egy olyan szinii golyot, mint amilyet kihuztunk. Ezaltal minden lépésben
eggyel no az urnaban talalhato golyok szama. A folyamatot a kévetkezé animdcio szemlélteti.

A Polya-féle urnamodell

Jelolje Xn annak az eseménynek az indikdtordat, hogy az n-dik lépésben kihuizott golyé piros. Ekkor az
¥ = {X, : n € N} sorozat nem Markov-ldnc, ugyanis

P(Xa=1|X2=1.X =1) = 33, # % = P(Xs=1]|X2=1,X, =0).

Ha az X folyamat Markov-linc lenne, akkor a fenti valésziniiségeknek egyenléeknek kellene lennie a Pr.1(3)
dtmenetvaloszintiséggel, és ezaltal egymassal is.

Legyen Yx a piros goly6k szama az n-dik 1épés végrehajtasa utin, és tekintsiik az ¥ = {¥. 1 n € Ny} sorozatot.
Ekkor tetszbleges n €My és ta.....in. 1 €L =N ¢rtékek esetén, ha a feltételben szerepls esemény
bekovetkezhet, akkor

e (2 4+ mn), J =1, 1.
P(Yoo =J|Ye = ..., Yo =idp) l =, /(24 m), 7=1,, P(Ya = ilY, =1i,)
[, eeyichkeént,

Ez pontosan azt jelenti, hogy az % folyamatnak nincsen memdridja, nem ,,emlékszik" arra, hogy korabban mely
dllapotokat latogatta meg, azaz a sorozat Markov-lanc a fenti dtmenetvalosziniiségekkel. A folyamat kezdeti
eloszlasa az 1 dllapotban degeneralt eloszlas.
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Diszkrét idejii Markov-lancok

4.1.7. Példa (Tobblépéses Markov-lancok).  Tegyiik fel, hogy az & = {Xu : n € Myl = 1mat nem Markov-

lanc, de vémn = p — Lsdagit a meniy, . .. . i,. € Telenti, hogy létezik egy olyan régzitett egész ertek, hogy
tetszéleges iddpont és allapotok esetén
jl:I{-.'.l-r.' i1 _.I' | -1.'-!.' J:”. I -TII ,."“} IF:II[.I-1.'--II -1 _.I' | -Tu f:ll. ------ l|’l-u - 1 "'.r.l jiR l} .

Az ilyen sorozatokat tobblépéses Markov-lincnak nevezziik. A tovibbiakban megmutatjuk, hogy ilyenkor
definialhatunk egy masik folyamatot, ami mar Markov-lanc lesz, és amibdl az X folyamat visszafejtheto.

Legyen Y = (Xoeoone Xopi I)T és tekintsiik az ¥ = {1Yn 1 1 2 p — L} vektor értékii sztochasztikus folyamatot.
Latszik, hogy az Y folyamatbdl az X sorozat visszafejthetd, és jegyezziik meg, hogy ha T jeloli az X folyamat
dllapotterét, akkor az Y sorozat az I" halmazbdl veszi fel az értékeit. Egy tetszdleges L & I vektor esetén

Iegyen L= ("I -+ip) . Most megmutatjuk, hogy ¥ Markov-lanc. Tekintsiink  tetszéleges " Zp—1 ¢
J:in -1 € I vektorokat olyan médon, hogy az {Yo=iu .o Yoor =1p1j eseménynek pozitiv legyen a

valészmusege. Ekkor az Y sorozat definicidja miatt a kivdlasztott vektor értékii allapotok komponensei kozott
szoros kapcsolatnak kell lennie, és szintén a definiciobol

Yo=1i,..... Y1 =iy 1} = {Xn = tn1see1s4 Xnpi1 = bngs Xnep = in—t1ps. .- Xo = ip_1p}

— ) ; 1 T H ; 14 r -
Kiilonboztessiink meg két esetet. Ha J. = (st oo tnpiz1) valamilyen i1 € L értékre, akkor az Y folyamat
és a tébblépeses Markov-lancok definicioja szerint

1”{':';r.L =i|}flr=i.u ----- }-;-—l =£,--|}|
P(Xpir =00 Xy =dppeeen.. Xppiz = inp|A)
= P(Xpp1 =51l Xn =tnase e se Xn—pi1 = fnps Xn-p = In_1ps- - - Xo =ip_1p)
= P( X = 01| Xo =fagenn... Xopt1 = inp)
P(Xpr =00 Xo =dnpeeen.- Npepiz = bupet | X = fogennns Xoepil = inp)
= P(Ya =ilYa=1,).

Vegyiik észre, hogy most pontosan a Markov tulajdonsagot bizonyitottuk be a kivdlasztott vektorokra. Ezzel

szemben, ha 2 nem dil el (1t~ -2 fupi21) alakban valamilyen i1 € I ¢rtékre, akkor nyilvanvalé, hogy a
fenti formula mindkét oldala egyenlé nullaval. Ez pedig azt jelenti, hogy a Markov-tulajdonsdg tetszéleges
dllapotok esetén teljesiil, tehat az ¥ folyamat Markov-/dnc.

e

bizonyitjuk be.

4.1.8. Tétel.  Tekintsiink egy & = 1 X im € Ny j megszamlalhato dllapotterii sztochasztikus folyamatot, és
legyen

.F” = U(.Y[J ..... /\-]J_ g” = U[:/\-”_r\-nﬂ...,)_ T EH[],
FEkkor az alabbiak ekvivalensek.
(i) ??? Az X folyamat diszkrét idejii Markov-lanc.

(ii) ??? Tetszéleges " € My egész, ¢+ 1 € I dllapotok és I < Fu esemény mellett

I”*(.Ym L= 0lX, =1 H) = .”(.Ym =gl X, = i}_
valahdanyszor az {X,=itnB esemény valosziniisége pozitiv.

(iii) 2?7 Tetszéleges 1. m € Ny egészek, & Jn- - -+ Inim € T dllapotok és 1B € JF, esemény mellett
P(Xuim = dnims e .- Xn=inlXn=10,8B) = P(Xnim = nim. ... X = dn| Xn = 1),

valahdnyszor az {Xo=d}NB esemény valosziniisége pozitiv.

23
XMLmind XSL-FO Converter



Diszkrét idejii Markov-lancok

(iiii) 2?22 Tetszbleges ™ € M egész, i € T dllapot és A € Gy, illetve BB € F, események mellett

P(A|X, =i, B) = P(A|X, = i),

valahanyszor az {Xo=i}np esemeény valoszintisége pozitiv.

4.1.9. Megjegyzés. A kovetkezo bizonyitasban és a késobbi munkdk soran is tobb alkalommal sziikségiink lesz
egy egyszerii észrevételre. Tekintsiink tetszéleges Y1, - - - . Yo véletlen valtozokat, melyek az T allapottéren veszik
fel értékiiket, és legyen Aea(Y..... Yol tetszéleges esemény. Ekkor a generdlt o-algebrdk definicidja szerint
valamely /7 € B" Borel-halmazra

A=V....Y¥) (D) ={n....Y)eD} ={".....Y,) e DNI"}.

Az T halmaz megszamldalhatésagabdl kovetkezik, hogy J := D NI is megszamldlhatd, és igy A felirhato
diszjunkt eseményeknek egy megszamlalhaté unidjaként az alabbi alakban:

(g in )ET

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ = $\mathrm {(ii)}$ Tegyiik fel, hogy pozitiv a 1-Xn =i} B esemény
valdszintsége, ¢és tekintsiik a 7 eseménynek az 4.1.9. Megjegyzésben bevezetett

= |J {x=i.... X, =i,
(E0enin 2T

crer

reprezentaciojat. Jelolje J* azon (fo. - - - - tn) € J vektorok halmazat, melyekre
iy =i és P(Xy=ip..... Xy =1i,) > 0.
Ekkor a lancszabaly és a Markov-tulajdonsag alkalmazasaval

’”{’\-nl L =1, Xp =14, “) = Z Ji}(-‘\(:'.'I L =Xy =0, X, =iy, Xo= ";l])
{i0,rin )T

Z P(f\-nl 1 =3 X =dpee oo Xy = ""-U:]

(i JET*
Y P(Xu=in Xo= i) P(Xo 1 = 5| X =i Xo = in)
(20, i |ET*

Z F)l:}\-” = |¢.”.. - "\‘-U = Jl]:]_!.i.;”_“l;(n + J.] — F)l:}\-” =1, J’g:]jﬂ,—_.];(ﬂ + lj.

(Fpeeenin JET*

A

$\mathrm {(ii)}$ = $\mathrm {(iii)}$ Ismét tegyiik fel, hogy pozitiv a {-Xn = ¢} 1113 esemény valdsziniisége.
Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk be. Az in = () esetben az egyenldség nyilvanvald, hiszen mindkét oldal
0 vagy 1 attél fiiggden, hogy a J» allapot azonos-e az i allapottal. Tegyiik fel, hogy az egyenldség teljesiil m-re,
és lassuk az m + 1 esetet. A lancszabaly, a $\mathrm {(ii)}$ pont és az indukcids feltevés alkalmazasaval
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P(Xpimi1 = dngmite-- - X, = .| X, =i.B)P(X, =i B)
= P(Xnjpmi1 = Jnimitee-:o Xo = jn. Xu=1i.B)
= P(Xnimi1 = Jotmit| Xoim = dnims- s Xo = jn. Xo = 1. B)
P( X = G- - Xo=Ju| X, =i. B)P(X, =i, B)
= P(Xnimi1 = Jnimit| Xosm = dnim)
P X = Jams e X = jn| Xn = i) P(Xn =i, B)
= P(Xpymit = Jnpmit| Xoim = dnpme- - Xy =g X, = i)
P X = Jutme oo X = Jns X = ) P( X0 =4, B) /P(X,, = i)
= P(Xnimit = Jntmits Xntm = Jnjms - s Xo = jn| Xo = 1) P(X,. = i, B).

Innen azonnal jon a bizonyitani kivant egyenldség az i + 1 esetre.

$\mathrm {(iii)}$ = $\mathrm {(iv)}$ Tekintsiik a

M, = U (X oo X m)

=T

halmazalgebra egy tetszOleges A€ H, elemét. Ekkor valamely €Ny egész érték mellett
Aco(Xy . Xouym), ésaz 4.1.9. Megjegyzésbol kovetkezik, hogy A felirhatd egy

A= U {,‘(,” = nseee s Apgm =_;l'.wln.«}

(_'nill ----- dn |.'||]E..'jr

megszamlalhato diszjunkt unidban. A tomorség kedvéért ezt az uniot 4 = Up Ay alakban fogjuk kezelni, ahol

természetesen Ak € o(No oo oo X tm) minden k esetén. Ekkor a $\mathrm {(iii)}$ pont eredményét alkalmazva
P(A Xy =i, B) =Y P(A] X0 =i.B) =Y P(Au|Xo = i) = P(A| X, = ).

e e
Mivel a H, halmazalgebra generdlja a Gn = (X Xoy 1. .. ) -algebrat, a Carathéodory-tételb8l azonnal

kovetkezik az allitas.

$\mathrm {(iv)}$ = $\mathrm {(V)}$ A ¢ fiiggvény korlitos, igy az éllitisban szerepld vérhat6 értékek jol
definialtak. Tetszéleges ‘- - - - in € I 4llapotok esetén, ha

P(X, =iy ... Xg=1ip) = 0,
akkor a $\mathrm {(iv)}$ pont szerint
E [,,r( Xppooeoe Xovm) | X = e Xy = ;]

= Z H'{.f.u- v a -._.Il.r.l | .l.ll::lfl{r'{:ll b = J-'rr Frras o o0 o \\--r.- = ..f.f.l |a11l-r.| = J'-” ...... \\-II = l';ll}

Z ‘f[.fn IR _.I’IJ.I | JH} II{-YH ] _J:ll Fame = + 5 5 o ‘1;.!.! __||:'r.l «

=k |:.")’{-Yrr ------ Xn f -'.I'l} | Xn = ";:l|i| :
amibd6l mar kovetkezik az allitas.

$\mathrm {(v)}$ = $\mathrm {(i)}$ Legyen m = 1 és tekintsiik a
2 oy 4 Lov=1.
g:1° = R, _f;(.:,y:l—{ 0. y47.

fiiggvényt. Ekkor, amennyiben a feltétel valoszinlisége pozitiv,
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IJ(’\"JI L= _)’.|-Y” = ";J| ------ Yl] = ";l]:l =1 I:.I:,JH:{I\-]I' -Ynl I] | z‘\-” = a‘,.”. R "\-[J = ";l]
= IL‘[_I']'(.Y”. f‘\-r.ll I)l-Y:.l = l'.n] - I}{f\-nl 1= )’| f‘\-n - ".r.l)-
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Az el6z6 tétel $\mathrm {(iv)}$ allitasat Ggy is meg szoktak fogalmazni, hogy a jelenre feltételesen a milt és a
jOvo fliggetlen egymastol. Tekintsiik ugyanis a

Jelen = { X, = ¢}, Jove = A€ a( Xo. X100 ), Milt = B € a( Xo.. ... Xu).
eseményeket. Ekkor a $\mathrm {(iv)}$ pont szerint
P(Jévé | Jelen, Miilt) = P(Jévé|Jelen).

Jegyezziik meg, hogy a feltételes valdszinliség elemi tulajdonsagait alkalmazva megmutathato, hogy ez utobbi
egyenldség pontosan akkor teljestil, ha

P(.][":\'c'i, Mult [ Jelen) = P (Jivi | Jelen) I‘*[:Mfllt |Jelen)
ami pedig ekvivalens azzal, hogy

P(Milt | Jelen, Jové) = P(Milt| Jelen).
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5. fejezet - Homogén Markov-lancok
atmenetvaloszinliségei és
kommunikacios osztalyai

1. Homogén Markov-lancok

A fejezet tovabbi részében olyan Markov-lancokkal foglakozunk, melyek atmenetvaldszintiségei idében
allandoak, tehat a folyamat az n € I idoparamétertdl fiiggetleniil mindig azonos eséllyel 1ép at egy adott
allapotbol egy masikba.

5.1.1. Definicio. Legyen & = {Xo :n € Mo} giszhret idejli Markov-lanc. Azt mondjuk, hogy a folyamat
idéhomogén, vagy réviden csak homogén, ha tetszéleges 1. € M egészek és 1 € T dllapotok esetén ha
PX, =i =0 és P(X,, =i) =10,

akkor

P(Xu1 = il Xe =) = P(Xpp1 = 5| X = i)

Ha a folyamat olyan, hogy az n és az m iddpontban is pozitiv valdszinliséggel tartdzkodik az : allapotban, akkor
a

.Uf.j('”) - I>(-YFJ| 1 = )’lYn — .F:] f-;'.‘._jl:r”) = '“(-le 1 = .)il-Y:ul = "')

dtmenetvaldsziniiségek jol definialtak és megegyeznek tetszdleges J € Z allapot esetén. Ezzel szemben az €l6z6
alfejezetben lattuk, hogy ha az m érték olyan, hogy az {Xom =1} eseménynek nulla a valdszintisége, akkor a
pi(m + 1) gtmenetvalésziniiség nem definidlhatd a (o1 = i|X. = i) formulaval. Ehelyett ebben az
esetbena Piglm +1) jeT , értékek tetszélegesen valaszhatdak gy, hogy eloszlast alkossanak. Amennyiben a
Markov-lanc homogén, akkor tekintsiink egy olyan 7 € Iy értéket, melyre F(Xn = i) >0 g legyen

pijlm+1)i=pn+1) = J"(X,, =17 X, = JJ.

Ezzel a konvencioval a P{n + 1), n € M, atmenetmatrixok mind azonosak lesznek, tehat a tovabbiakban nem
kell az id6paramétert jelolniink.

5.1.2. Definicio. Egy X (id6-)homogén Markov-lanc esetén a VPii *= pign), nem, €T
valosziniiségeket a lanc (egylépéses) dtmenetvalosziniiségeinek nevezziik, mig

P = [p,-__j]“,:j =P(n), n e M,

a folyamat (egylépéses) dtmenetmadtrixa. A tovibbiakban jelolje % ~ Markov(ov. P) azt, hogy X egy diszkrét
idejii homogén Markov-lanc o kezdeti eloszldssal és P dtmenetmatrixszal.

A homogén Markov-lancokat az atmenetgrafjuk segitségével szoktuk abrazolni. Az atmenetgraf egy olyan
iranyitott graf, melynek csticsai az allapotok, és egy 7, i- 7 € I, &l pontosan akkor van behtizva, ha Pii = 0. Az
¢élekre ra szokas irni atmenetvaldszinliségeket. Az atmenetgrafrol szépen leolvashatd, hogy melyik allapotbol
melyik masik érhetd el, és mekkora valosziniiséggel.

5.1.3. Példa. A 4.15. Példiban mdr megmutattuk, hogy az % = {Xo 1 € Mo} véletlen bolyongas diszkrét
idejii Markov-lanc, melynek atmenetvalosziniiségei

. j=i+1,
pijln) = 1—p, j=i—1, n € M.
{0, egyebként,
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atmenetvaldsziniiségei €s

kommunikécioés osztalyai
Mivel az atmenetvalosziniiségek nem fiiggenek az n idoparamétertdl, a bolyongdas homogén Markov-lanc.
Atmenetgrafja:

n » = = " ®
[V W Wl Wl W
s -2 -1 0 1 2 s
AN AN AN A S

1 l1-p l-p 1-p P l—p

] l-p

5.1.4. Példa. A 4.1.6. Példa szerint a Polya-féle urnamodellben a piros golyok szama Markov-lanc, de az
dtmenetvaloszintiségek fiiggenek n értékétdl, tehat a folyamat nem idéhomogén.

5.1.5. Tétel (Multiplikaciés formula).  Legyen £ = {X,, : » € N} sztochasztikus folyamat az T dllapottéren,
és tekintsiink egy @ = loilicr eloszldst és egy P = |pijlijer sztochasztikus matrixot. Ekkor az aldbbiak
ekvivalensek.

(i) % ~ Mark wio, P,
(i) 2?2 Tetszbleges n € M és tn. - - -+ in € L esetén

> — g —
f (-Yl] = Mgy ey fl\]l — "l'r.l) = Wi Pig iy " " Pin—1,in

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy & ~ Markov(a. P) | Ekkor a lancszabaly és a Markov-tulajdonsag
alkalmazasaval

lr-}{"“:U = "l'.[J' -YI = I';I ----- "\-r.l—l = a‘,.”_|. "\'—JI = "'lr.l}
= f’(-‘fu =in|Xn-1 = in-1,.... Xo =in) - P(X1 = i1| Xo = da) P(Xo = in)
= P(Xy = in| Xno1 = i) - P(X1 = i1 | Xo = in) P(X0 = in)
= Cig Pipdy """ Py da -
A forditott irdnyért tegyiik fel, hogy az X folyamat kielégiti a $\mathrm {(ii)}$ multiplikdcios tulajdonsagot, és

tekintsiink  tetszleges ~ n =0 egészt  és  fnae--s tho1.2.] €L llapokat. Amennyiben
PXp=4Xo 1=ty Xp= LJ) =0 teljesiil, akkor

I}(-Ynl 1= .J'il"““-r.l =1, "\-r.l—l = 'l.r.l—l ----- Yl] = IF.l]}
_ '“[:"\-[J = "l'.[l ------ Y;l.l—l = ';FJ—|"YH = 1, 'YH| 1= ”
-P(-YU — IF-l] ----- fl\-n—l — F.r.l—l- f\-r.l — "']
i Pig,iy " " PigoyiPig

= = D
DigPig.iy """ Pip_yid

Vegyiik észre, hogy a kapott valésziniiség fiiggetlen attél, hogy a folyamat a multban mely #a:---: (-
allapotokat latogatta meg, tovabba fliggetlen n értékétol is. Ez azt jelenti, hogy a folyamatnak nincsen memoraja
és homogén, vagyis X homogén Markov-lanc. A fentibdl azonnal megkapjuk az atmenetvaloszinliségeket, a
multiplikacios szabalybol pedig n = (1 mellett a kezdeti eloszlast:

lf)[:{‘\-| = .)il'Yl] = fj = |D."__,i‘ &8 .Ir}[:}\-u = f:] = O¥;.

Tehat 3 ~ Markov(e, P),

5.1.6. Tétel.  Egy megszamlalhaté dllapotterii % = 1-Xu 1 7 € My} sztochasztikus folyamat pontosan akkor
diszkrét idejii homogén Markov-lanc P dtmenetmatrixszal, ha tetszéleges 1 < Hu egész és i € I allapot esetén
az ¥ ={Xy,=Xpnin € I\qu}folyaman’a teljesiil, hogy

(i) 222 az {-Xon = i} eseményre feltételesen X fiiggetlen az Xu: - - - - Xon valtozotol;

(ii) 2?? az {Xon = i} eseményre feltételesen & ~ Markov(d;. P) ahol &; az i dllapotban degenerdlt eloszlds,
tehdt

. r y l- . P .I
= [fﬁf'-.f].;e'r' 0ij = { 0, : '?é::
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atmenetvaldsziniiségei €s
kommunikécioés osztalyai
Pizonyitas. E16szor megmutatjuk, hegy n.X; a jelen tétel pontjabol is kovetkezik, hogy X homogén Markn € I

atmenetmatrixsiy, . . ., i, € Tlolje az véletlen valtozo eloszla,;; =" tekintsiink ¢f — inzdleges
egészet ve| X = iy} allapotokat. X ~ Markov(d;, Py az valasztassal , és igy a pont
szerint az eseményre feltételesen . A lancszabaly ¢és a 5.1.5. Tétel segitségével
.If}(,lli-” = l'-” ...... 1~i -.. = -I*...:' = .Ilr:l{.\-” :-".” ------ 1‘-| = l':|-a\'lu-|| — f-ula\'l-n - ‘-HJI‘I]E:YH = "I.II.:I

- ('&r'...l'upfu.rl e 'pi.._pi_q}""-:.. = Vg Pig,iy """ Pig_y.in

amib6l a 5.1.5. Tétel ismételt alkalmazasaval azonnal jon, hogy az X folyamat feltétel nélkiili eloszlasa
Markovio, P),

A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy X homogén Markov-lanc P atmenetmatrixszal és valamely « kezdeti
eloszlassal. Vegyiik észre, hogy az allitds pontja a 4.1.8. Tétel $\mathrm {(iv)}$ pontjanak egyszerl
atfogalmazasa, és ezaltal kovetkezik abbol, hogy X Markov-lanc. Az allitds pontjaért tekintsiink tetszéleges
n.m € Ny egészeket és 7 7n: - - .y allapotokat. Ekkor az & = {Xj, = Xy :n € Mo} folyamatra a 5.1.5.
Tétel szerint

R P o
! {’\ m T e s Yl] = %o X m "'j

o 3 o - - . - -
- § i (-Yru fon = B e s X m — P0 X m — b -Yru—l = dm—lse s "\[J - JUJ

QjoPigr *** PineriOiiaPinis * ** Piget i

]

- (Sl;-?-llf‘;'iu-';l tr ot Pigy i Z '”(-Y?H =i, X1 = J-r.l.l—l ------ Xo = _.I'.U}

Jseeesdm—1EL

= BiioPiois """ Pime i 4 (X = 7).

Mindkét oldalt leosztva az {-Xm = ¢} esemény valoszinliségével kapjuk, hogy
P(:Xf” e X =iy X, = i) = O iaPinir " Pivertiime s

ami a 5.1.5. Tétel alkalmazasaval ekvivalens a bizonyitani kivant ponttal.

5.1.7. Kovetkezmény. Legyen X homogén Markov-lanc. Ekkor a P(Xwmin = 3| X =2) mneN i, jeT
valosziniiség nem fiigg m értékeétol.

Bizonyitas. A . Tétel szerint az {-Xm = i} = {X{ = i} eseményre feltételesen
X=X =X, .:n€ NU} ~ Markov(d;, P).

Ugyanezt a tételt m =0 mellett alkalmazva kapjuk, hogy az {Xo =1} eseményre feltételesen
X ~ Markov(d;. P), Mivel a két feltételes eloszlas megegyezik, azonnal jon, hogy

P(Xouin = 7| X =) = P(X = | X}, = i) = P(X. = 4| Xo=14).
m értékétdl fuggetleniil.
5.1.8. Definicié.  Homogén Markov-lanc esetén legyen

pf[-:-) = P( X, = j| Xo=i), P = [pr‘”)

i ]?._.je_r. n e M.

(n)
A Pij valbsziniiséget n -lépéses dtmenetvalosziniiségnek, a P'™ matrixot n -lépéses dtmenetmdtrixnak
nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicid n = [} mellett is értelmes, €s a 0-1épéses atmenetvalosziniiségek

)] - L. i=j. . ]
lnil'.j = f‘lf..j = { []. Ii' _T,{_ Ji- P[U) — Ji, = [f‘]r;] ieT"
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i,j € T'étel (Chapman- Kolmogorov egyenletek).  Homogén Markov-lanc esetén tetszéleges 1.1 < My és
mellett

P = 3 ).
kel

Bizonyitas. Az allitds kdnnyen bizonyithat a lancszabaly alkalmazasédval, ugyanis

.i“g_r_}l ™ — J”('Y:'JI fn = )'| Xy = "} = Z ’“(f\-m b = J X = ’Q|YU - "-)
kel

= Z -'P(-Ym b = _J'll"\“-n.l =k, -Yl] = ":] 'P{’\“-m = k|-Yl] = ';)

F'[:_\(”I b = .J'.l’\-m = AJ !)('YHJ = 'is-l'\}l] = "lj = Z-”ET]!‘E\”J]
hkeT kel

Az €l8z8 bizonyitas alapgondolata nagyon egyszerii. Ha az i allapotbol indulva m + n 1épés megtételével a J

allapotba akarunk eljutni, akkor erre az atmenetgrafon szamos titvonal 1étezhet. A kiilonb6z6 utvonalak kizarjak
(1)

egymast, ezért a Fij atmenetvaldsziniiség pontosan a lehetséges utvonalak kiilon-kiilon vett
. ()
valésziniiségeinek az Osszege. Rogzitett k allapot esetén Pik éppen annak az esélye, hogy m 1épés utdn a k

allapotba keriiliink. Mivel a Markov-lancnak nincsen memoriaja, a k& allapotbdl tovabbindulva a korabbi
(n) .
1épésektdl fiiggetleniil Pk.j a valoszintisége annak, hogy az (7 + 1) 1épés megtétele utan pontosan a J allapotba

: e A : (rm) () « i
jutunk. A mult és a jové fliggetlenségébél azonnal kapjuk, hogy ik Fi.jazon utaknak az &sszvalosziniisége,

melyek a k allapoton keresztiil vezetnek az i-bol a i-be. Ezeket a valoszinliségeket dsszegezve adodik a kivant
atmenetvaldsziniiség. Az alabbi multiplikdcios formulaknak is hasonl6 az alapétlete.

5.1.10. Kovetkezmény. % ~ Markov({o. P) eserén P = P, é5 X, eloszldsa aP™.

A (1) . B B
Bizonyitias. A Chapman- Kolmogorov egyenletek szerint #ii — a P /P{™ szorzatmatrix altalanos eleme,
amibdl P — PP, Kapjuk, hogy P! — PP = PP, amibdl indukcidval jon az elsé allitast.
Ekkor, tetszdleges 7 € I éllapotra

- . , . - . - - Lr {1 e
P(Xu=j) =Y P(Xu=j|Xo=i)P(Xo=i) =Y aip; = (aP™) = (aP")
icl icT
és ezaltal Xn, ~ oP",
5.1.11. Allitas (Multiplikaciés formula). Legyen £ ~ Markov(a. P} Ekkor tetszéleges k= 1,
D= m<ny <<y 85 bdiae. s in €T esetén
f}{’\-n;\. = fk f\-llh_| = .J‘ik—l ‘‘‘‘ '\-JII - .J|i| |’\-m - "-) - .U\[i.?_l}:_”I]p_siri':m] Tt I.I:fTT:_I]
P(Xo, = ks Xy = it Xy = v Xo = i) = gl 0py 2, gl i)
P( Xy = e Xy = Ghcteee o Xy = 51) = 3 npi g2, e pl it
ieT
Bizonyitas. E16szor alkalmazzuk a lancszabalyt és a Markov-lancok elemi tulajdonsagait:
P(Xp, = Jke Xy, = Jhoeenens X = 1| Xpw = i)
!’{-\-.’q _f;l. | -\:Jr.- i} I:{ "f.u: _J;'.f[-\'-hw _lr.J ] 'T"l 'r.}
- !J{J{u; — .)i.fr |-Yrr-.,_l — _.|'.J.'— P Yru — _J'-II [-\-.'II — "}
. ';}('1{.'” : ..EI. | ‘\"-Ih' ‘;.} IJ{'\-“-_I ..J;'_-‘[ﬂ.'.l'-r.'| j]} e {?( '1{-”* ..h'.' | "{.'.IJ.. | : .IrI | ]I
_ _imy=m) (mg-my) IRg—Tp—1)
'l"-.-il T2 T Te—1 T

A masodik formula azonnal jon az elsébdl a lancszabaly Gjboli alkalmazasaval:
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P(-Ym. - _J'.L" -Y;l.l;,_| = _J'lﬁ.'—l ----- Ym - _J'.I- ’\-l] = "'J
= P(Xo, = Gk Xy, = Jhtaee s o, = 1| Xo = i) P(Xo = i)
(r.l 1 IJI‘: ) [mp—mg—1]
=1, J': J.ll j2 R _i;«l|._f: I iy

mig a harmadik megkaphatd a masodik egyenlet « allapotra vald 6sszegzésével:

{){’\'-H“. = J'ik A-th._| - .J'iL'—I ----- fl\-lu - J“)
= Z’ mp = ks Xy = o1 Xy = 1. Xo = i)

(rey] (r.lz myl (np—mg_1)
- E Piiy Py a PG, N

2. Kommunikacids osztalyok és az allapotok
periodusa

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk meg, mit mondhatunk el egy homogén Markov-lancrél, ha csak azt
ismerjiik, hogy mely allapotbél mely allapotba lehet atlépni, tehat azt, hogy adott ¢.7 € esetén a Fii
atmenetvaldszinliség pozitiv vagy nulla. Ki fog deriilni, hogy bizonyos szempontbdl mar ez a kevés informaciod
is meghatarozza a Markov-lanc viselkedését.

5.2.1. Definicio. Legyen ¢.J € I tetszéleges dllapot. Azt mondjuk, hogy a I dllapot elérheté az i-bél,
(jelolésben + — 1,) ha

P(:a ldne valaha eljut j-be| Xq = .f,'} = I‘*(Elr.l EMy: X, =7 Xo = .5) = ().

Az i és i allapot kommunikdciés viszonyban dll egymdssal, (¢ = 1,) ha kdlcsondsen elérhetek egymasbol, azaz
¢t —Jés 1 — 1. Aziallapot elnyeld, ha beldle csak onmaga érhetd el.

5.2.2. Allitas. Tetszéleges i-J € T dllapotok esetén az aldbbiak ekvivalensek.

(i) 2?2 A J dllapot elérhetd i-bdl.

()
(i) ??? Létezik n € My hogy Pii = 0

(iii) 222 Vagy ¢ = J, vagy valamely n € I mellett létezik t1: - - - : tn—1 € I allapot, hogy
PiiPiyiz " Pinorg = 0.

(iiii) 2?2 Vagy ¢ = J, vagy az dtmenetgrdfon létezik az i-b6l a i-be vezetd irdnyitott ut.
Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ < $\mathrm {(ii)}$ Kovetkezik abbdl, hogy tetszéleges ™ € Iy esetén

pE:_) < IJ[:EIH e My X, = j|Xo =, { Zp[”)‘

r=(

$\mathrm {(ii)}$ = $\mathrm {(iii)}$ Lattuk, hogy tetszleges n € 1 esetén PI") = P™, és ezaltal

P = Y PP P

i eenin—1=T

Tegyiik fel, hogy $\mathrm {(ii)}$ teljesiil. Ha n = 0, akkor ¢ = j. Ha n = (), akkor a kiemelt formuldban az
0sszeg valamelyik tagja pozitiv, és készen vagyunk.

$\mathrm {(iii)}$ = $\mathrm {(IV)}$ Ha i = J, akkor az implikacio nyilvanvalo. Ha ¢ # J, akkor a $\mathrm
{(iii)}$ pontban definialt 1. - - .. i, 1 4llapotok adnak egy iranyitott utat.

$\mathrm {(iv)}$ = $\mathrm {(ii)}$ Ha ¢ = J, akkor P, J =1 & készen vagyunk. Ha ? # J, akkor tekintsiink
egy ¢ —+ &) —+ iz — -+ —r i, — j irAnyitott utat a két allapot kozott Ezekre az 4llapotokra
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) -
!‘E': 2 PiiyPiyas " Pigog = O

5.2.3. Allitas. A kommunikdciés viszony ekvivalenciareldcié az dllapotok halmazdn.

Bizonyitas. A reflexivitds ¢és a szimmetria kovetkezik a kommunikacids viszony definiciojabol. A
tranzitivitasért tegyiik jel, hogy i elérhetd el i-bol, és .7 elérhetd J:-bol. Ekkor valamely m €és n értékekre
p&j’,) = s pg_’_? =0

é , ¢s a Chapman- Kolmogorov egyenletek értelmében
P = YA 2 ) >0,
el

vagyis J elérhetd i-b8l. A szereposztas felcserélésével igazolhatd, hogy i is elérheté J-bél, tehat kommunikacios
viszonyban allnak.

5.2.4. Definicio. A kommunikdciés viszony, mint ekvivalenciarelacié dltal meghatdrozott
ekvivalenciaosztalyokat kommunikdcios osztilyoknak nevezziik. A lanc irreducibilis, ha csak egy osztalya van,
és reducibilis, ha tobb. Azt mondjuk, hogy az dllapotoknak valamely tulajdonsdga osztdlytulajdonsdg, ha egy
osztalyon beliil vagy minden dllapot rendelkezik vele, vagy egyik sem.

Egy homogén Markov-lanc kommunikacios osztalyait altalaban az atmenetgraf segitségével hatarozzuk meg.
A 7 4llapot pontosan akkor elérhetd i-b6l, ha a grafon létezik az i-bSl J-be vezetd iranyitott Git. Egy osztalyba az
egymasbdl kdlcsondsen elérhetd allapotok esnek, tehat az osztalyok éppen az atmenetgraf erésen Osszefiiggd
komponensei. Ez egyben azt is jelenti, hogy a kommunikaciés osztilyok nem fiiggenek a lanc kezdeti
eloszlasatol, csupan az atmenetmatrixtdl. Vagyis beszélhetiink az atmenetmatrix altal meghatarozott
osztalyokrol, illetve mondhatunk olyat, hogy egy sztochasztikus matrix reducibilis vagy irreducibilis.

5.2.5. Definicié. Az i allapot periodusa
d; == Inko{n = 0: p!" =0},
(Legyen lnkoll = oc.,) Az allapot periodikus, ha #i = 1, és aperiodikus, ha d; = 1,

5.2.6. Példa. A véletlen bolyongds esetében az dtmenetgrdf erdsen Osszefiiggo, tehat barmely allapot elérheto
barmely dllapotbol. Ez azt jelenti, hogy csak egy kommunikdcios osztdaly van, a lanc irreducibilis. Az is latszik,
hogy minden dllapot periodusa 2.

P P P P P P
i . S . i, A A,
[ Y A\ A Y Y Y
—9 -4 0 1 9

A /] A 2 7 /A 7Y /
Wt W N R Nl N

1—p l—p 1—p 1—p l1—p 1—-p

as
?77?

5.2.7. Példa (Bolyongas elnyel falakkal). Adott @.b >0 egész értékek mellett definialjuk az
E={X.:n €N} homogén Markov-lincot az I ={—a.....b} Gllapottéren a P(Xo=0)=1 Kezdeti
eloszlassal és a

P, j=i+1 é i&{—ab},
B l—p. j=i—1 & i€ {—a,b},
Pii= 1, i =3 =—a wvagy i=7) =2,
0, egvébként.
atmenetvalésziniiségekkel. A folyamat a —a+L..... b— 1 dgllapotokban ugy viselkedik, mint az egydimenziés

bolyongas. A kiilonbség a —a és a b allapotban jelenik meg, melyekbe a folyamat beleragad. Ezeket az
dllapotokat nevezziik elnyeld falaknak. Ebben az esetben —a és b elnyeld dllapot, melyek egy-egy ondllo
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aperiodikus osztalyt alkotnak. A tobbi allapotnak 2 a periodusa, és kolcsondsen elérhetoek egymdsbol, tehat
egyetlen osztdlyt képeznek.

P P p p p p P
P B e W i W e B e i W i}
g [ 1f L f 1 L f L + 1 3
1 —al|l—-a+1 --- —1 0 1 e h=1 b 1
il 1 ! i ] % ] 1t P ] % ] =

A e e e e T
1—p 1—p 1—p 1—p 1—p 1—p 1—p

5.2.8. Allitas.
(i) ??? Ha egy dllapot elnyeld, akkor aperiodikus, és egyediil alkot egy kommunikdcios osztdlyt.

(i) ??? Egy dllapotnak pontosan akkor végtelen a periédusa, ha az dllapotbdl indulva oda nem lehet
visszaterni. Ekkor az dllapot énallo osztalyt alkot.

Bizonyitas. Az olvasora bizzuk.

5.2.9. Tétel (Szolidaritasi tétel az allapotok periodusara). Egy kommunikacios osztalyon beliil minden
dllapotnak azonos a periodusa.

A szolidaritasi tétel azt allitja, hogy a peridodus osztalytulajdonsag, és igy beszélhetink egy osztaly
periddusarol, valamint periodikus és aperiodikus osztalyokrol attdl fiiggéen, hogy milyenek a benniik talalhato
allapotok.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha i és 7 azonos osztalyba esé allapot, akkor 1étezik m és n pozitiv egész, hogy

(m) (.l)
Py =0 ¢ Piv U Ekkor a Chapman- Kolmogorov egyenletek szerint tetszéleges = = 0 mellett

P(m brdm) P(rriP(l')P(r-’ :I’ és igy

IJi.' bedn) Z fj[?il |;£ l)I'DI[:I:) _1 plm] E-IJ-I.E-JIJJ;] .
kfeX

Tegyiik fel, hogy az i és a J allapot azonos osztalyba esik, és legyen rendre f?'f és ‘fr.i a periddusuk. Ha valamelyik
periodus végtelen, akkor a 5.2.8. Allitas $\mathrm {(ii)}$ pontja szerint ¢ = 7, amib6l d; = d; Ha mindkét
allapotnak véges a periodusa, akkor a fenti egyenlGtlenségb6l » = 0 mellett kapjuk, hogy

.U:;:.J;.l br) 2 .Ir[”,”f E-':] - 0.

és igy dilm + 1 Hadi 1 1" teljesiilne, akkor @i { M + 1+ amibsl

0= 2 gl

)

Tehat ¥j.i csak akkor lehet pozitiv, ha d;|r, Ekkor azonnal jon, hogy
d;|d; = lnk:]{a" =0: p”) = EJ]-
¢s a szerepek felcserélésel ugyanigy mutathaté meg, hogy d;|d;,
Az alabbiakban el6szor egy szdmelméleti eredményt kozliink bizonyitds nélkiil. Utana egy olyan allitast
fogalmazunk meg, mely arrdl szol, hogy egy periodikus osztalyban milyen 1épésszammal érhetdek el egymasbol
az allapotok.
5.2.10. Allitas.

(i) ??? Tekintsiik egész szamoknak egy tetszéleges M T I nemiires halmazdt, és legyen d a szdmok

legnagyobb kézos osztéja. Ekkor az M halmazbdl kivilaszthato véges sok érték ugy, hogy azok legnagyobb
k6zos osztoja d.
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(i) 2?7, Tekintsiink tetszéleges 1. - - dlrir €M 5 20’ és legyen d a legnagya,... .. a, € Mdjuk. Ekkor
w=dym + "+ aanm,  hogy ha és , akkor valamely szamokra

5.2.11. Allitas.  Legyen i és 7 azonos kommunikdcios osztalyba esé dllapot, és tegyiik fel, hogy az osztdly d
periodusa véges. Ekkor teljesiilnek az alabbi allitasok.

A . () _ -
(i) 222 Létezik (2. 5) € {0.....d — 1} griek, hogy Pri =V eserén m = d(i. j) mod d,

- S e Ny s
(ii) 222 Létezik ™) pozitiv egész kiiszobszdm, hogy " = (i) esetén Piit =V pontosan akkor teljesiil, ha

n =0 mod d.

- o a . pt™ -
(iii) 22?2 Létezik (2. 1) pozitiv egész kiiszobszdm, hogy " = n(i. j) esetén Vij =" pontosan akkor teljesiil, ha
n =d(i,j) mod d,

(11 ) - B (mz) -
> EJe =

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Legyen 1. 72 € [j tetsz6leges olyan érték, melyre i s Pij ) Mivel

. ()
az i és a J allapot ugyanabba a kommunikacios osztilyba esik, létezik 1 € My, hogy i =0 Ekkor
(71t {ma-tm)

P; 4 =0 g Piy > “, amib8l [ + m gg d|ny +m - Kapjuk, hogy @|m — 2, azaz ny = ny mod d
Ekkor (7. 7) legyen az 1 érték d-vel vett maradéka.

crer

(n) . . .
fiiggetleniil ha Pii = Y akkor |7, A forditott franyért alkalmazzuk a 5.2.10. Allitas $\mathrm {(i)}$ pontjét az
M= {m eM: pE_T) = EJ} CH

halmazra. Kapjuk, hogy 1éteznek 1. .. .. m, € M ¢rtékek ugy, hogy azoknak d a legnagyobb kozds osztoja.
Ugyanezen allitas $\mathrm {(ii)}$ pontja szerint 1étezik tovabba itn kiisz6bszam, hogy ha 7 = 7tq és d|r akkor

n eléall 1 =aymy + -+ a0, alakban valamely @i..... i, nemnegativ egészekre. Mivel most
{mi1) _{me] o
P p =0

i

, azonnal jon, hogy

pf[_?;) _ p[u_mn T ey > (Pl_jlgu])”' - (p(’”'-l}”" = 1.

LR i, (%
Tehat n(#) = ny valasztassal igaz az allitas

$\mathrm {(iii)}$ Az egyik irany azonnal kdvetkezik az $\mathrm {(i)}$ pontbol. A masik iranyért tekintsiink

(m) : T
egy olyan m € N értéket, melyre Pr; = U Ekkor az $\mathrm {(i)}$ allitasbél 7 = d(i.j) mod d_ Legyen
n(z, j) =n(i) +m TetszBleges ™ > n(7.7) esetén, ha 7 =d(i.7) mod d | akkor n —m > n{i) ¢ dln —m

B . (m—m] . . () ~,  (m—m) (m) . .
tehat $\mathrm {(ii)}$ szerint Pii = Y. Kapjuk, hogy Pij =Pui  Piy =V ami éppen az, amit
bizonyitanunk kellett.

Legyen £ ~ Markov(c. P} jrreducibilis és periodikus Markov-lanc egy T allapottéren @ € (1. 2) periodussal.
Legyen tovabba

V,=Xuw, Y={Y,:neNj}., Q=P

5.2.12. Tétel.

(i) 2727 ~ Markov(a, Q).

(ii) ??? Az dllapottér felirhaté Co =Ca.Ci... ., Ci1 €1 alosztalyok L =Cy\J---UC; 1 diszjunkt
uniojaként olyan modon, hogy tetszéleges 1 € My ésk = U, ....d — 1 esetén

’p(f\-nl = Cﬁu'l 1 |-Y” = CA:] = 1.

(iii) ??? Az ¥ Markov-lanc kommunikdciés osztalyai pontosan a Co - - - . Ca—1 halmazok, és ezek az osztalyok
aperiodikusak és zartak az Y lancban.
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Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Tekintsiink tetszéleges n = U egészet és - - - -« tn € I gllapotokat. Ekkor a 5.1.11.
Allitas szerint

P[YH E T Yo = .f'u] = fJ:,-Up:L-:I!_Jf-I - ---,:JE;”_H.” = O Gipady " iy i s

¢és a 5.1.5. Tétel multiplikacios formaldjaval jon, amit igazolni kivanunk.

$\mathrm {(ii)}$ Legyen i € I tetsz6leges allapot, és definialjuk az alosztalyokat a
Cp. = {_{EI:J(J.,}):%‘}. E=0.....d-1,

formulaval. Lathaté, hogy a Cu.-- .. Ca_1 halmazok diszjunktak, tovabba minden allapot beleesik valamelyik

alosztalyba. Mindenekel6tt azt fogjuk megmutatni, hogy az alosztalyok csak az indexezés erejéig fliggnek attol,

hogy melyik ; allapotbél kiindulva irtuk fel éket. Legyen J € Ci és J" € Cir tetsz6leges allapot, tovabba legyen
{m) (n)

Py = 0. pij =0

és valamilyen . n € I egészekre. Ilyen m és n értékek léteznek, hiszen az X lanc szerint

. . . . {7t = (n)_{m) ) .
minden allapot azonos kommunikacios osztdlyba esik. Ekkor Pijt = Pij Pjji , amibdl

H=di,ji=n+m=d(i.j)+d(j.7) =k+d(j, i) modd.

Kapjuk, hogy 7 és 7' pontosan akkor esik azonos alosztilyba, ha d(3.5") =10, Mashogyan megfogalmazva, a
kapott alosztalyok ad(J. ') = 0 ekvivalenciarelacio altal meghatarozott ekvivalenciaosztalyok. Természetesen
az alosztalyok indexezése fiigg attol, hogy melyik i allapotbdl indulunk ki.

Ha a fenti eredményt in = 1 mellett alkalmazzuk, rogton adédik, hogy Pii* = Uesetén &' = k + 1, hiszen ekkor
d(7.7") = L. Ez azt jelenti, hogy a lanc a Ck alosztalybol biztosan a Ck 1 alosztalyba 1ép at, vagyis

P(X,41 € Cppr | X, €C) = L.

4 : (n) -
$\mathrm {(iii)}$ Az ¥ lancban valamely /" llapot akkor és csak akkor érheté el egy J allapotbol, ha i v
(7} i
valamely n = 0 egészre. Ez pontosan akkor teljesiil, ha ¥.i = U hiszen

n ¢ - - . - - {1
a =PV, =7 Yo=4) = P(X,a=J'|Xo=j) =iy

ddt e

Ez viszont azzal ekviva|ensl hogy f?l(_)’-- JT] = [], tehat J. és J.! azonos alosztélyba esik. Ebbél azonnal kt')vetkezik,l
hogy az ¥ lanc kommunikacios osztlyai a Cu. - - .. Ca 1 halmazok, és ezek az osztilyok zartak is. Emellett a J
allapot periodusa az ¥ lancban

djy = l”k“{” : ‘ft-hjl > “} = Inko {"" : .l"'i.”III = 'fl} = lnko {n.r_,-"'r.iI : _J'.I_I::I p- H} =d;x/d = 1.

.3

tehat minden allapot aperiodikus.
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6. fejezet - Az eros Markov-

tulajdonsag; a diszkret felujitasi tétel

1. Az er6s Markov-tulajdonsag, visszatérési idok

A késobb alfejezetekben latni fogjuk, hogy a homogén Markov-lancok elméletében az a kulcskérdés, hogy egy-
egy allapotbol elindulva oda a folyamat mekkora valoszintiséggel illetve hanyszor tér vissza. Most ehhez a
témakdorhoz vezetiink be néhany technikai eszkozt. Mindenekel6tt azt kell tisztaznunk, hogy ha egy lanc elindul
egy allapotbol, majd valahany, altalaban véletlen sok Iépés utdn visszatér oda, akkor mit allithatunk a
folyamatnak a visszatérés utani viselkedésérdl. Amire sziikségiink lenne, az egy, a . Tételhez hasonlo allitas
azzal a valtoztatassal, hogy ezuttal az ¥’ folyamatot nem egy determinisztikus iz idopontban, hanem egy
véletlen 7 idépontban inditjuk el. Szerencsére a késdbbi alkalmazdsokban a = valtozd nem akdrmilyen véletlen
idépont, hanem megallasi id6 lesz, ami nagyban megkonnyiti a munkankat.

Amennyiben 7 megallasi id6 az 3 homogén Markov-lanc altal generalt
Fo=o(Xo. ... X,.). n € M,
filtraciora nézve, akkor a 7 el6tti események s-algebrdja az

Fo= {,4 ceA: An{r=n}eF,.ne NU}

pre-r-algebra. Tekintsiik az £ = {r <o} eseményt, tovabba az
; = - Xopnlw), we Qy,
L feoy T+n 0 3
X, Q=R Xi(w) = { Yoo wd O, n € Ny,

fliggvényeket. Konnyen megmutathatd, hogy a most definialt leképezések altalanos értelemben vett véletlen
véltozok, melyek végesek az li eseményen. Ekkor az X sorozatnak a  iddpont utani jovojét definidlhatjuk az
X ={X,:neNy} folyamat altal generalt Y- = @ (Xe -algebraval. Példaul, a {7 =2¢} | nincsen jove"
eseményre

{r=oc} =8 = (X)) ({+¢}) €6;.

Ezen el6készités utan mar kimondhatjuk a tételiinket, mely azt allitja, hogy amennyiben rogzitjiik a folyamatnak
a 7 idopontban felvett értékét, akkor az X' folyamat homogén Markov-lanc, mely fiiggetlen att6l, hogy az X
folyamat milyen allapotokat latogatott meg a + idépont el6tt.

6.1.1. Tétel (Erés Markov-tulajdonsag).  Egy & = {-X. : 7 € Iu } sztochasztikus folyamat pontosan akkor
diszkrét idejii homogén Markov-lanc P atmenetmatrixszal, ha tetszéleges T megallasi id6 és ¢ € I allapot esetén
a most definidalt & = {X% : m € Mo} sorozatra teljesiil, hogy

(i) 22?2 a {7 < 0. X: =i} eseményre feltételesen 3 fiiggetlen az Fro-algebratol;

(ii) ?7? a {7 < 2. Xo =i} eseményre feltételesen & ~ Markov(d;. P} ahol ; az i dllapotban degenerdlt
eloszlas.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasat a konnyebbik irannyal kezdjiik. Tegyiik fel, hogy tetszéleges + megallasi id6 és
i € T allapot esetén teljesiil $\mathrm {(i)}$ és $\mathrm {(ii)}$, és legyen m € I tetsz6leges egész. Ekkor
7 = mellett a jelen allitas $\mathrm {(i)}$ és $\mathrm {(ii)}$ pontja rendre a . Tétel és pontjat adja,
melyekbdl mar kovetkezik, hogy X Markov-lanc P atmenetmatrixszal.

A forditott iranyhoz tekintsiink tetszéleges . € My egészeket, t: Ju:-- - - Jn € I allapotokat és egy P € .Fr
eseményt. Mivel ekkor # M {7 =m} € F.,_a lancszabalyt és a . Tétel és pontjat alkalmazva kapjuk, hogy
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P(X! =jneeeens X, =jo. X = i.7 = m. B)
"I’(-\"ru i _.‘::lr ------ I|.'--Ijr.' __‘;-I v _.f.l.l F.~ -i':lu "'I~ T e, !fj

= P(Xoin =Jnee s Xw = Joujo = t| Xon = i, {7 =m} N B)P(X,; =i.7 = m, B)
P(Xoin = Jueee s X = Joodo = t| X, = ) P(X; = i.7=m.B)

= P(Xy = Jneee-.. Xo = jo.jo = i) P(X: =i, 7 =m, B).
Az egyenléség két oldalat az m € My értékre Gsszegezve
P(X) = e Xy =jo. Xy =i.7 < oc. B)
= P(Xp = g2 Xo = Jo,do =) P(Xr = i, 7 < o, B,
amibdl egy osztassal és a 5.1.5. Tétel segitségével
P(X), = Jur-- Xo=dulX: =i, 7T <0c B)
= P(Xﬂ = fuee.  Xp= Jo.Jo = f,':l =i uPinit " P 1o -
Vegyiik észre, hogy a kapott valosziniiség fiiggetlen a 2 eseménytél, és specialisan /3 = £ mellett
P(X), = Gseees X{ = ol Xr =i, 7 < 5¢) = & B+ Pintn»

amib6l a 5.1.5. Tételt ismételt alkalmazasaval jon a bizonyitand6 allitdas $\mathrm {(ii)}$ pontja. Jegyezziik
meg, hogy az utolso két kiemelt formulat dsszevetve

P(X! = jne... .. X! =jo|Xr =i < 2. B) = P(X! = Guur X = Go| X5 =7 < ).

Az $\mathrm {(i)}$ pont bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy a

=

H=Jeo(Xl.... X))

n=0

halmazrendszer halmazalgebra, mely generédlja a 7 utani események 7(X') rendszerét. Ekkor tetsz6leges A € H
eseményre létezik 7 € Iy, hogy A € (X ... X1, és igy a 4.1.9. Megjegyzésbél kovetkezik, hogy valamely
J € T""" halmaz mellett

A= U {‘Y[’] = J-EJ ---- -"(:ﬂ = ..Jl.ﬂ } -

(_n'-l'.l-----_'nin]E:f

A tomorség érdekében kezeljiik ezt az eléallitast A = Up Ay alakban. Innen a bizonyitds kordbbi eredményei
szerint

P(AIX, =i7 <00, B) =Y P(A|X, =i <00.B)
k
= P(A| X =i, T < o0) = P(A|X; =i, 7 < ).
k
Mivel a ‘H halmazalgebra generélja a U(X’}r-algebrét, a Carathéodory-féle kiterjesztési tétel garantalja, hogy
P(AIX, =i.7 <. B) = P(A|X, =i, 7 < )
tetszbleges 1 € (') eseményre. Ezzel a tétel $\mathrm {(i)}$ pontjat is igazoltuk.

6.1.2. Példa. Legyen %= {Xn om € Ny} ~ Markov(8o, P) yglerlen bolyongds valamilyen P < (0.1)
paraméterrel, és legyen u = ) tetszéleges egész érték. A wminl) := +oc definicié mellett tekintsiik a

T 1= min {n. cMy: X, = (I}. T2 1= min {n. e My Xy = X — 1},

altalanos értelemben vett véletlen valtozokat, valamint az
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. ; XNognlw), m < o, .
(£) . (i), ) — it — b
X0 = {XP:neN}, X w) = { N T: _ i=1,2.

folyamatokat.

A 1.2.10. Peldaban beldattuk, hogy a T1 valtozo, tehat az a érték elsé elérési ideje megallasi ido. Ekkor az erds
Markov-tulajdonsag szerint a 171 < 00, Xpy = a} = {7 < o¢} eseményre feltételesen H ~ Markov(d,. P),
Ez azt jelenti, hogy a véletlen bolyongads az a érték elérése utan ugyanolyan atmenetvalosziniiségek szerint lép
tovabb, mint az elérés eldtt, tehdt rendre P valdsziniiséggel lép egyet felfelé, és 1 — P valdsziniiséggel lefelé.
Vagyis az X' sorozat egy, az a pontbdl induld véletlen bolyongds.

Ezzel szemben, a {72 < 20. X, = aj eseményre feltételesen az X'*) folyamat mar nem véletlen bolyongds,
hiszen 7z az X sorozat elsé lokdlis maximumdnak a helye, tehdt %) az elsé Iépést garantdltan lefelé fogja tenni.
Jegyezziik meg, hogy ez nem mond ellent az erés Markov-tulajdonsagnak, hiszen a 1.2.10. Példaban igazoltuk,
hogy 7= nem megalldsi idd. A jelen példa arra mutat rd, hogy a 6.1.1. Tételben valéban meg kell kovetelni, hogy
T megallasi idd legyen, ez nem csak egy kényelmi feltevés, ugyanis enélkiil a tétel dllitdsa mar nem feltétleniil
teljesiil.

Amint azt a bevezet6ben mar emlitettiik, az er6s Markov-tulajdonsagra azért van sziikségiink, mert az X
folyamatnak egy rogzitett allapotba vald visszatéréseit szeretnénk vizsgalni. Ennek érdekében most bevezetiink
néhany uj fogalmat.

6.1.3. Definicio. Determinisztikus ¢ € I kiinduldasi dllapot mellett tekintsiink egy X homogén Markov-
léncot. Az i allapotba valé Lirr-dik visszatérési idét a 1io =0,
- min{n > T, X, =i}, Ti._, <00,
I p = . r=12,...
o0, I, =,

rekurzioval definialjuk. Az X folyamatnak a visszatérések kozotti 1Nt £n =710} szakaszait
kiranduldasoknak nevezziik, és az r-dik kirandulas hossza

o T e s
Sir = { g T T e

A tomorebb jeldlésért legyen li:="T1 = Si1 az elsé visszatérési idé, melynek varhaté értéke 1t = F(13),
Legyen tovabba

V; := max {J =0:1T;, < ::-C]- eMU{c0},

az i dllapotba valo visszatérések szama, és fi == Pl < x)azi adllapotba valo visszatérés valosziniisége .

Vegyiik észre, hogy a most definialt Tip: = Ny U {00} leképezések nem feltétleniil végesek, de mérhetdek,
tehat altalanos értelemben vett véletlen valtozok. Ekkor az els6 visszatérési id6 varhato értéke jol definialt, és
i € [L.o] Az is latszik, hogy a visszatérési idék megallasi idok, tovabba Vi + 1 az i 4llapotban tett &sszes
latogatas szamat adja.

6.1.4. Allitas. Régzitett i € I allapot mellett legyen & ~ Markov(d;, P). Ekkor tetsz6leges 1 € I egész
mellett zeljesiilnek az aldbbiak.

(i) 222 A 115 = X} eseményre feltételesen Siri1 fiiggetlen az Sit: -+ Sie viltozoktdl, tovibbd Siri1
feltételes eloszlasa megegyezik I = 55, feltétel nélkiili eloszlasaval.

(ii)) ??? Ha Vi= o m.b., tehat 1 valosziniiséggel a folyamat végtelen sokszor visszatér a kiinduldsi i
dllapotba, akkor Si.v: Siz: - - feltétel nélkiil fiiggetlen és azonos eloszldsi.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Vezessiik be az
W {Y; =X, nE NU}

folyamatot és a mérhetd
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he I = NU {4}, f;ll:(f'u_.h,, )J '= min {ri eM:d, = .5]-
fiiggvényt. Vegylik észre, hogy a visszatérési idok definiciojabol
{Ti, <00} ={Ti, <00.Xq, =i}

Ekkor az er6s Markov-tulajdonsagot alkalmazva kapjuk, hogy a {15, = o} eseményre feltételesen
X~ Markov(d;. P), tovabba 37 feltételesen fiiggetlen a /i.r megallasi id6 elétti eseményektSl, vagyis az T
algebratol Tehat X' feltételes eloszlasa megegye21k ¥ feltétel nélkiili eloszlasaval, amibdl azonnal jon, hogy
St = M) feltételes eloszlasa azonos az Vit = P(X) valtozo feltétel nélkiili eloszlasaval.

A fiiggetlenségért vegyiik észre, hogy az 1.2.13. Allitas $\mathrm {(i)}$ pontja szerint a 1i.1: Tiz: - - - megallasi
idok rendre mérhetdek a kapcsolatos FripFriae - pre-a-algebrakra nézve. Mivel most tetszdleges w € (1
kimenetel esetén

Liaw) = Tialw) < ...,

ugyanezen allitas $\mathrm {(iii)}$ pontjabol kovetkezik, hogy ezek a & algebrak egy boviilé rendszert
alkotnak. Ebbdl jon, hogy a LENTRRRY i valtozo, és ezéltal a kiranduldsok “i.1: - -+ Jir hossza mind mérhetd az
F: Ting-algebrara nézve. Azt viszont mar lattuk, hogy az X' folyamat feltételesen fiiggetlen a 5 Tina-algebratol,
amibdl jon, ugyanez az St = W) valtozora is igaz. Innen Siri1 feltételes fiiggetlensége a korabbi sétak
hosszatol azonnal kovetkezik.

$\mathrm {(ii)}$ A feltevés miatt tetszbleges rogzitett r € I egész esetén a 11ir < X} eseménynek 1 a
valdszintisége, amibdl a feltételes valoszintiség elemi tulajdonsagai szerint

P(A|T,, <) =P(A), A€A.

Tehat a 115 < ¢} eseményre vett feltételes valosziniiség azonos a feltétel nélkiili valoszintiséggel. Ekkor
Siri1 feltétel nélkilli eloszldsa azonos ugyanezen valtozonak a {15, < =} eseményre vett feltételes
eloszlasaval, ami a jelen allitas $\mathrm {(i)}$ pontja szerint megegyezik = feltétel nélkiili eloszlasaval. Tehat
az Si1:Siz: -+ valtozék azonos eloszlasuak Tovabba, az $\mathrm {(I)}$ pontban bizonyitott feltételes
fliggetlenségbdl kovetkezik, hogy most “iri1 feltetel nélkil is fiiggetlen az Site - Sie véltozoktol. Mivel ez

tetszéleges r € I értékre igaz, kapjuk, hogy az Si.1: Siz: - véltozok mind fiiggetlenek.

6.1.5. Kovetkezmény. Ha fi = 1, akkor az i allapotban tett latogatasok Vi + 1 szama geometriai eloszlast
kévet 1 — [i paraméterrel, mig ha J; =1, akkor Vi = 20 m.b. Tovdbba,

Z}J”I B

n=I0

(Vi) +1= 1=

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy tetsz6leges ~ € I¥ esetén a 6.1.4. Allitas $\mathrm {(i)}$ pontja szerint
P(S;p < 0ol <o) = P(S; <) = fi.

Ekkor a lancszabaly alkalmazasaval

PV 2 7) = P(T;, <oc..... T}, <)

= P(T:1 < 00)P(Tia|Tiy < 00) - P(Ti < oc|Tiy < oc . Ty < )
= P(Siy < o) P(Sia < oc|Tiy < o) - P(Si < 0| Tieoy < o)

= P(-q.i.l = 3{)“ = fi

és igy

PVitl =v) = P(V; = r—1)=P(V; = r) = [T =7 = [Y(1—f). reN.

Mindebbél, ha fi <1, akkor Vi+1l geometriai eloszlist kovet 1—fi paraméterrel, és ezaltal
E(Vi+1) = 1/(1 = fi). Ha f; = 1, akkor I’(Vi + 1 = r] = U minden » € I¥ egészre, vagyis V; + 1 = 2¢ m.b., és
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iay E(Vi+1) =00 = 1/(1 = fi), Tsmet felhasznalva, hogy Vi + 1 az i-ben tett latogatasok szama, tovabba azt,
hogy Xo=imb., kapjuk, hogy

ol

E(V +1) = !-.'(Zx:]l{.\'.. ,-}) =Y P(Xu=ilXp=1i) = i"ﬁ)'

n=I0 r=(1 n=fl

Ezzel minden allitast igazoltunk.

2. A felujitasi tétel diszkrét idében

Ebben az alfejezetben egy olyan technikai jellegti allitast mondunk ki, mely nem kozvetleniil Markov-lancokrol
sz6l, de amit a késdbbiekben egy kozponti jelentdségli tétel bizonyitasa sordn alkalmazni fogunk. Tekintsiik
nemnegativ értékeknek olyan [, n € T4, sorozatat, melyre /1 + fa + -+ =1, és legyen

-l

= an”,

n=1

Definialjuk tovabba a Pn szamsorozatot a Po *= 1,

T
P 1= Z FfmPn—m, n=12...,

=1

rekurzidval.

6.2.1. Tétel. Halnko{n € N: [, >0} =1 aukor afenti p sorozatra

lim p, = —,
T—30C i

ahol /2 = o< eseten L/t =0,

Bizonyitas. Vezessiik be az

oc
Ty 1= Z Jr. n &€ N,
k=rn}1
jeldlést. Vegyiik észre, hogy ekkor 1o = 1 és 7w —ru—1 = =[5, n € [, amib6l valamint a Pn és az '» SOrozat
definicigjabol

:c 0 n
Z T = Zﬂ-rk =M s "o = Pn — — Z(T‘FJI_‘“I‘H—|]|DH—H‘." ne M.
k=1

=0 m—1

A masodik egyenldség atrendezésével kapjuk, hogy

n n—1

Sy 1= E P"mPr—m = E Pmln—m—1: ne M,

=0 =0

tehat a bevezetett jeldlést alkalmazva S» = S,—1. Ez azt jelenti, hogy az S dsszeg értéke nem fligg n
valasztasatol, vagyis

n

§ Tt —m = -"?'” = 'c"[l = Tafin = 1 n e M.

=1
Legyen

A= limsupp,, .
T—+DC
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- A=l or (11
Ekkor 1étezik olyan i, k € J, = (Oitiv egészekbdl allo sorozat, hogy Pl Legyen tovabba s £ I¥ egy

olyan rogzitett érték, melyre . Ekkor

N
= lim p,,, = liminf p, = liminf E JfnPup—mm = hmanf | fop,, E N —
= b | — | .
TTE

< f.hminfp,, .+ E S limind p,,, .,
b . |

< ,.I'-_-hi!:lil_l_u Preg—a T Z Jen |1:Jt]in'_1-l]rl|'#” < fs ]IﬂllL‘{!_ll Prg—» + (1 — fa)A.

crer

A< 111111111 Pap—s = limsupp,, . < limsupp, = A,
ko T2 —% 00

lim p,, = A " . P . Lo .
és igy k— el . Jegyezziik meg Ujra, hogy ez teljesiil minden olyan s € I¥ és i, k € M pozitiv egészekbdl
11111 P, = A

allo sorozat esetén, amikor /s = U és & ”’*

A tétel feltevése szerint az M = {s € I f. = 0} € N halmaz elemeinek legnagyobb kozos osztdja 1. Ekkor a
5.2.10. Allitas $\mathrm {(i)}$ pontja szerint kivélaszthato véges sok 1. - - - 5r € M elem olyan médon, hogy
Inko (s, ... st) = 1. Ugyanezen allitas $\mathrm {(ii)}$ pontjat alkalmazva kapjuk, hogy létezik olyan T € I
determinisztikus kiisz6bszam, melyre barmely ¢ = 7 egész mellett talalhatoak @i. .. .. a; € My szamok ugy,
hogy ¢ = @51 + -+ - + assy teljesiiljon. Rogzitsink most egy tetszéleges ¢ = T értéket, tekintsiik a kapcsolatos
TR ¢ nemnegativ egész szamokat, tovabba legyen b = a, + -+ -+ a; € N g

;
b = Z |:{if""il{r:| Fotai<m} T [m —lay+- - e,y )] '“E]]-{uu beocbaiopmeaar o r.u'}:| :

m=0,..., b. Vegyiik észre, hogy ha a ¢ érték ¢ = ays; + -+ ass; alaka eldallitdsat egy b -tagszamu
osszegkent fog]uk fel, akkor £,,» nem més, mint az els6 m tag Osszege. Ebbél azonnal jon, hogy tn = U, 1y = £, és
Spoi= by — b € A minden m =0, ..., b — 1 esetén. A kovetkezdkben indukcidval megmutatjuk, hogy

= A, m=10.... h.

—tmn

lirn p,,
ke— oo

A konvergencia a Pni. részsorozat valasztasa miatt teljesiil i = 0 esetén. Tegylik fel, hogy a konvergencia
teljesiil valamilyen rogzitett ™ < {0.... b} értékre. Ekkor az el8z6 bekezdés utolsé mondata szerint

J']'i_{]":];__ j),,;,_,r“” 1= j‘lilﬂ': J";l[;"'i.-—f.'ll J—alm A'
- —

Ezzel sikeriilt megmutatnunk, hogy a konvergencia teljesiil £« = ¢ mellett, vagyis
lim p,, _, = A
k—poc

Jegyezziikk meg, hogy ebben a levezetésben csak azt koveteltiik meg, hogy a ¢ egész legyen legalabb akkora,
mint a + kiisz6bszam.

A bizonyitas korabbi eredményei szerint

Ty —T

Z TmPng—r—m — 'qr.l;,—'r =1, ke N,

=0

o
Vilasszuk szét a levezetést két esetre. Ha /' — 2 omoTm = 2C, akkor tetszbleges K = (1 érték mellett 1étezik
my € M egész, hogy "o T+ i = K Ebbél

I I

L= lim S, = lim E Py —r—m = E Tk lim p,, > AR,
[ N —T e et Mg —T—m T L'—ax‘h”r [Tlr.l.l) =

=0 =0
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azaz 0 = A = 1/K Mivel ez barmely K pozitiv értékre teljesiil, kapjuk, hogy A = 0, vagyis

limsupp, = A=0=1/p.

Ti— 20
Most tekintsiik azt az esetet, mikor # < ¢ és vegyiik észre, hogy Pn sorozat definici6jabdl indukcioval
koénnyen megmutathatd, hogy 0 = p, =1, n =0.1,...Ez azt jelenti, hogy az “u.—+ 6sszeg majoralhatd egy
konvergens sorral, ugyanis

o0 o0

Shp—r = E J"tr.lﬁ-’r:;,—r—ml{mﬂm,—.-} = E Tm = fi.

m=0 =il

Ekkor a majorans konvergenciatétel alkalmazasaval

oC

o
1= lim 'qr.l;‘,—r = Z P lim |:J'-;'r.l;,.—r—r.l.ll{n.lgr.l;,—.—}i| = Z "EHA = 'U)\
k—oc ke—oo

=01 =01

. . limsupp, =A=1/p
tehat ismét kapjuk, hogy n-—cc ,

i . . . liminfp, = 1/u . ) )
A fentiekhez hasonlé mddszerrel bizonyithatd, hogy n—=c P 1 . a részleteket az olvasora bizzuk.
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7. fejezet - Az allapotok tipusai és a
Pélyai-tétel
1. Az allapotok tipusai

Korédbban mar vizsgaltuk, hogy egy homogén Markov-lanc rogzitett adott allapotbdl elindulva mely mas
allapotokat érhet el, illetve hany 1épésben érheti el azokat. Fontos megjegyezni, hogy abbdl, hogy egy allapot
elérhetd, még egyaltalan nem kovetkezik, hogy a folyamat 1 valésziniiséggel meg is latogatja azt az allapotot.
Ehhez kapcsolodd kérdés, amit mar részben vizsgaltunk korabban, hogy a lanc mekkora valdsziniiséggel és
hanyszor tér vissza a kiindulasi allapotba. Latni fogjuk, hogy ezek a kérdések nem is csak az elérhetdségek
szempontjabdl fontosak, hanem nagyban meghatarozzak a Markov-lancok asszimptotikus viselkedését.

7.1.1. Definicié. Legyen i € T egy rogzitett dllapot, és tekintsiik az % ~ Mark w(d;. P) Markov-ldncot.
Azt mondjuk, hogy az i dllapot tranziens, ha az i allapotba valé visszatérések Vi szama 1 valdsziniiséggel véges,
és az dllapot rekurrens, ha Vi majdnem biztosan végtelen. Az i dllapot pozitiv rekurrens, ha rekurrens, és a
visszatérési idd varhato értéke i < <, mig az dllapot null-rekurrens, ha rekurrens, és #s = <. Ezeket
nevezziik ugy, hogy az allapotok tipusai.

7.1.2. Megjegyzés. A 6.1.5. Kovetkezmény szerint a {Vi<oxtes alVi=x} esemény nem kovetkezhet be
egyarant pozitiv valosziniiséggel, ami azt jelenti, hogy minden dllapot beleesik valamelyik tipusba.

7.1.3. Példa. Tekintsiik az 5.2.7. Példaban definialt elnyeld falakkal modositott véletlen bolyongast. Tehat,
legyen a.b = 0 tetszéleges egész, és tekintsiik azt a folyamatot, melynek dllapotai az T ={—a.....b} egész
szamok, a —a és a b allapot elnyeld, és a folyamat a t6bbi allapoton ugy viselkedik, mint a véletlen bolyongas.
Az idézett peldaban megmutattuk, hogy ennek a folyamatnak harom kommunikacios osztalya van.

p P P p P P P
Ao, N s, ame g e g e
E [ ¥l A | vl | Ny A
L [—a||-a+1 --- -1 0 1 e b=11| b l
il ] X 13 A /X JAY ] 1 / B

1—p 1—p l—p 1—p 1—p l—p 1—p

Mivel a b allapot elnyeld, kapjuk, hogy a visszatérések szama Vi = 29, a visszatérési idé 1y = 1 és a visszatérési
id6 varhaté értéke i'v = 1. EbbGl a definicié értelmében kivetkezik, hogy b pozitiv rekurrens, és nyilvin
ugyanezt elmondhatjuk a —a dllapotrdl is. Tekintsiink most egy —a == i << h dllapotot, és tegyiik fel, hogy ez is
rekurrens. Ez azt jelenti, hogy ezen dllapotbol indulva a folyamat ide 1 valosziniiségel végtelen sokszor
visszatér. Jegyezziik meg, hogy a lanc minden egyes visszatérés utan P~ >0 valosziniiséggel csak jobbra
lépkedve eléri a b elnyelé dllapotot. Az erds Markov-tulajdonsag szerint a visszatérések kozotti sétak
fliggetlenek, igy a nagy szamok torvénye miatt 1 annak az esélye, hogy a folyamat valamelyik visszatérés utan
csak jobbra lépkedve elnyelodik a b allapotban. Ez viszont azt jelenti, hogy 1 valdsziniiségel véges sok
visszatérés utin a folyamat tobbé mdr nem térhet vissza az i dllapotba, ami ellenmond annak az indirekt
feltevésnek, hogy i rekurrens. Tehat a kézépso osztaly allapotai tranziensek.

7.1.4. Allitas. Legyen X homogén Markov-lanc P atmenetmatrixszal, és tegyiik fel, hogy az i allapot
periodikus dllapot az ¥ ldncban & € (1. ) periddussal. Tekintsiik tovibbd az ¥ = {Yo = Xpa:n € Ny}
Markov-ldancot. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.

(i) ??? Az i dllapotnak a két lancban vett visszatérési idejének varhato értékére Hix = dpt;
(i) ??? Az i dllapotnak a két lancban azonos a tipusa.

Bizonyitas. Legyen az X folyamat kezdeti eloszlasa %. Ekkor X legfeljebb az nd, n € I¥, alaku idépontokban
térhet vissza az i allapotba, €s igy a visszatérések szama €s az elsd visszatérési ido a két lancban
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Vig=Viy es Tig=dl;v.
Ebbdl azonnal kdvetkezik mindkét allitas.
7.1.5. Tétel. Legyen i € I tetszbleges dllapot.

(i) ??? Az i dllapot pontosan akkor tranziens, ha az i dllapotba valé visszatérés valoszintisége i < 1, ami
pontosan akkor teljesiil, ha

Z ;u[”) =200,
=1
Ebben az esetben a visszatérési id6 varhato értéke 1 = <, és tetszéleges 7 €T esetén
Z Pii w) < 0.
Te=(1
(ii) ??? Az i dallapot pontosan akkor null rekurrens, ha
Zp:;] s ;JE:-] — 0.
Te=0

(n)
Ebben az esetben tetszéleges 1 € I esetén Pii —* 0

(iii) ??? Az i dallapot pontosan akkor pozitiv rekurrens, ha

Z.U:;] = s limsup _uE l .

=0 n—0C

1i =1
Specialisan, ha az i dllapot aperiodikus, akkor s p A /1 .

Mieldtt bebizonyitanank a tételt, vezessiink be néhany jellést. Legyenek a J 4llapot elérési valésziniiségei
fiji=P(BneN:X,=j|X,=1i)
P(a folyamat valaha cléri a j allapotot| Xo = ).
[ = P(Xy =4 X #im=1....n—1|X, =1i)

o ¥

W
—

= .I”l:'rl folyamat az n. lépéshen éri el eldszor a j dllapotot| X, =i), n >
oy ._
19 =o.

Ha i =4, akkor ezeket visszatérési valésziniiségeknek nevezziik. Lathato, hogy

m—Zﬁﬂ fi=fu= YA
n=1

n=1

tovabba a lacszabaly és a Markov-tulajdonsag alkalmazasaval

n

P =Y P(Xu =0 X =3 X £ G Xy £ X =

m=1

|
it

= Z I)(-'Yﬂ = .}’-l-"fm = j, Xm—1 '_)é Jovenid X1 _T'{' 5. Xo = fl}
m=1
' 'D( Ym = J‘l -"(-m—l _T'C _J' ------ X 1 '_)é .');|J\:-U = ")

_ Zf?(m] (n 'm)‘

m=1
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Ha i rekurrens allapot, akkor az elsé visszatérési id6 /i <= 20 m.b., tehat varhato értéke

oC

i = .IIIIIZJl ..j = Z .Il;l_f-‘;[.;::) .

n=1

Bizonyitas. El6szor az ekvivalencidkat bizonyitjuk be. Vegyiik észre, hogy a 6.1.5. Kovetkezmény szerint
¢ tranzens <= V;, <noc mb — fi<l = Z p(‘”) < B0,
n=0
illetve ezzel anal6g modon
¢ rekurrens = V, =00 mbh = [i=1 Zp(‘”) = 0.
n=i

Legyen most rekurrens allapot, és el6szor tegyiik fel, hogy i aperiodikus. Vegyiik észre, hogy ekkor a

— (”J (7] . T , , c o
Pn=Pii ésazd = Jis sorozat, valamint a #i varhato érték kielégiti az 6.2.1. Tétel feltételeit, és igy
1
lim p( = —
T — 0 i

A definiciokbdl kapjuk, hogy az : allapot pontosan akkor null-rekurrens, ha ez a hatarérték nulla, és az allapot
pontosan akkor pozitiv rekurrens, ha a limesz pozitiv. Ha ezzel szemben az i allapot periodikus 1 < d < =
periodussal, akkor tekintsik a 7.1.4. Allitisban definialt ¥ folyamatot. Ekkor a 5.2.12. Tétel szerint
¥ ~ Markov(d;, Q) ahol Q = P* tovabbéa az ; allapot aperiodikus az ¥ lancban. Ebbdl a 7.1.4. Allitas
eredményeit alkalmazva

1 i
lim p(”” = 11111 :;(”3 =

n—has MHi¥ a HiX
. . o . o g =0
Mivel a periodus definicidja szerint @ f 7 esetén Pri = Y, kapjuk, hogy

e
lunt-uppt N =
n— 0o Jh'f._'r:

ami pontosan akkor nulla, ha iz = ° tehat ha ¢ null-rekurrens az X lancban, és pontosan akkor pozitiv, ha :
pozitiv rekurrens az ¥ folyamatban. Ezzel az ekvivalenciakat belattuk.

$\mathrm {(i)}$ Ha i tranziens éllapot, akkor Pl =) =1=fi =0 ¢ igy p: = £(1;) = Tovabba,
tetszoleges 1 allapot esetén a 6.1.5. Kovetkezmény ismételt alkalmazasaval

DD D WUTAED 9D DTl WD S AEFT TR

V1T mi=1 n=m n=U

) =0

[ .
Jegyezziik meg, hogy ebbdl Fi.i , amint n — oc.
gy g gy

$\mathrm {(ii)}$ A null-rekurrens esetben J legyen ismét tetszoleges allapot, és jegyezziik meg, hogy

Z Ilr(rJ.l)

m=1

(m) . . . .
Ekkor a Pi.i', n € I, sorozat méar bizonyitott konvergenciajat és a majorans konvergenciatételt alkalmazva

o ZJ S ZI“"’( "”11{,,.<.,;) Z;"”’u n— 0.

=1 =1 =1

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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7.1.6. Tétel (Szolidaritasi tétel az allapotok tipusara). Egy kommunikdcios osztalyon beliil minden
dllapotnak azonos a tipusa.

A szolidaritasi tétel azt allitja, hogy a tipus osztalytulajdonsag. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy egy osztaly
tranziens, null-rekurrens vagy pozitiv rekurrens att6l fiiggéen, hogy milyen a benne talalhat6 allapotok tipusa.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha i és j azonos osztalyba esé allapot, akkor 1étezik m és n pozitiv egész, hogy
(m) (1)
Pri = Vs Pii = U Tovabba, barmely » = 0 mellett

J',.”.,I I! E. J?pf;l.;:l { !JIJ?.' Fr r.l:|

Tegyiik fel, hogy az osztdlyban van tranziens allapot, jeldljiik ezt i-vel, és legyen J az osztaly egy tetsz8leges
masik eleme. Ekkor a fenti i és n egészekre

(r.l.l) |:Z .U(I |:| [::) < Z [:'JI brin]

]

(r.l.l:l () ) I L s L, . . z
Mivel Pii = Ugs -”:f = U kapjuk, hogy 2oraPi; <5 azaz j szintén tranziens. Tehat, ha az osztalyban van
tranz1ens allapot, akkor az osztalyban minden allapot ilyen.

Most tegyiik fel, hogy az osztalyban nincs tranziens allapot, de van null-rekurrens, mondjuk az . Ekkor az
osztaly barmely masik J elemére

() (r] (1) o (mdrin)
Pij PiiPij = Pig

— 0, r— o0,

L) . , . L, . : ,
amibdl Pis Y. Mivel az osztalyban nincsen tranziens allapot, kapjuk, hogy 7 csak null-rekurrens lehet. Ezutan
nyilvanvalo, hogy ha az osztalyban van pozitiv rekurrens allapot, akkor az osztaly minden eleme ilyen.

A szolidaritasi tételben az a nagyszerl, hogy a tétel értelmében nem kell egy Markov-lanc minden egyes
allapotar6l kiilon-kiilon eldonteniink, hogy melyik tipusba esik, hanem elég minden osztalybol egy
matematikailag konnyen kezelhetd reprezentanst megvizsgalni. Ezeket a kivalasztott allapotokat azonban
tovabbra is csak az 7.1.1. Definicio vagy a 7.1.5. Tétel alkalmazasaval tudjuk elemezni, ami sok esetben
technikai nehézségek vezethet. A tovabbiakban néhany konnyen ellendrizheté feltételt adunk az osztalyok
tipusara.

7.1.7. Definicio. Legyen C kommunikacios osztaly egy I Markov-ldncban. A C osztaly zdrt, ha nem lehet
elhagyni, tehdt tetszéleges i € C és 1 €L \C allapotok eseten Pi.j = 0. 4 kommunikaciés osztaly nyitott, ha nem
zart.

7.1.8. Allitss.
(i) Minden nyitott osztaly tranziens.
(if) Minden rekurrens osztaly zart.

Bizonyitas. Legyen C nyitott osztaly, €s tekintsiink olyan i € C és 7 € I\C allapotot, melyre Pii = U Ha
elérhetd lenne 7-bol, akkor azonos osztalyba esnének, ami most nem teljesiil. Kapjuk, hogy

1— i = f"’[a ldne sosemn tér vissza i-be| X, = JJ = pry = 0,

amibdl fi < 1, azaz ; tranziens. A masodik allitas egyszeriien az elsd megforditasa.

7.1.9. Megjegyzés. Az elozo allitas nem megfordithato, tehat nem igaz az, hogy minden zart osztaly rekurrens,
és az, hogy minden tranziens osztaly nyitott. Példaul lattuk, hogy a bolyongds irreducibilis Markov-lanc, amibol
jon, hogy az egyetlen kommunikacios osztalya zart. A kovetkezé alfejezetben viszont meg fogjuk mutatni, hogy a

nem szimmetrikus esetben a folyamat tranziens.

7.1.10. Allitas. Egy véges kommunikdcis osztaly pontosan akkor rekurrens, ha zdrt. Tovabbd, egy véges osztaly
nem lehet null-rekurrens.
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7.1.11. Megjegyzés. Egy véges dllapotterii Markov-lanc minden kommunikacios osztalya véges, ezért az ilyen
lancokban az dllapotok tipusdt kénnyii meghatarozni.

Bizonyitas. Mivel egy rekurrens osztaly mindig zart, a bizonyitashoz elég azt megmutatni, hogy egy véges zart
osztaly mindig pozitiv rekurrens. Ha € véges ¢és zart, akkor barmely rogzitett i € C mellett

Z;J”':ZP X, =j|Xo=i)=P(X, €C|Xo=i) =1, n=012,..

jed

Tegyiik fel, hogy C tranziens vagy null-rekurrens. Ekkor a 7.1.5. Tétel $\mathrm {(i)}$ és $\mathrm {(ii)}$

. (m) . . (n) i
pontjabél Pii 7 U minden j € C allapotra, és ezaltal DiecPiy U amint n — ~. Ez cllentmondas, tehét C
pozitiv rekurrens osztaly.

Az utolsé tételben azt vizsgéljuk meg, hogy mi torténik egy Markov-lanccal, ha valaha elér egy rekurrens (és
ezaltal zart) osztalyt.

7.1.12. Allitas. Legyen C C T az X Markov-ldnc egy rekurrens osztdlya.
(i) ??? Ha ¢.J € C, akkor fij = 1

(ii) ??? Ha az X Markov-ldnc valaha eléri a C osztilyt, akkor € minden dllapotdt végtelen sokszor
meglatogatja.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Ha ¢ = .j, akkor az allitas nyilvanvald, ezért a tovabbiakban tegyiik fel, hogy i # ],
Mivel ; rekurrens, az : allapotbol indulva a lanc végtelen sokszor visszatér, és emiatt a Liv, r=0.1,...
visszatérési idok véges megallasi idék. Vegyiik az

A= {3n: Ty €0 < T Xo = 5}
= {:I linc a T oy, .. .. ,1'1 ]:-'ix".-;('k SOran ]]Lv;,].‘]!n;n’fj;: i |r ;1||a|]mfu1'}, r=12.....

(P4

eseményeket, és tekintsiink az atmenetgrafon minimalis i-b8l J-be, illetve J-bdl i-be vezetd irdnyitott utat. Ekkor
a két Gt 6sszekapcsoldsa egy i-bél i-be vezetd olyan utat ad, mely érinti a J allapotot, de egyik kozbiilsé
lépésben sem tér vissza i-be. Ez azt jelenti, hogy ’(-11) >0 Az erds Markov-tulajdonsag szerint
T = {Xqn 1n € N} ugyanolyan eloszlasu Markov-lanc, mint X, tovabba X' fiiggetlen a !ir idépont elétti
eseményektSl. Ebbdl kovetkezik, hogy 1. 2. . .. fiiggetlen és azonos valészintiségii esemény. Ekkor a nagy
szamok torvénye szerint 1 valdszinliséggel Valamelyik esemény bekovetkezik, tehat majdnem biztosan lesz
olyan kirandulés, mely meglatogatja a J allapotot.

$\mathrm {(ii)}$ Tekintsiink egy tetszéleges J € C allapotot, legyen /¢ a C osztily elsé elérési ideje, mely
megallasi id6, és alkalmazzuk a f elA) = P(AlHe <o) Ae A, feltételes valoszintiséget. Célunk azt
megmutatni, hogy

P(a folyamat valaha eléri j-t|He < o0) = Pe(3In > He: X, = j) = 1.

Ez nekiink elég, ugyanis a J allapot elsd elérési ideje megallasi id8, és igy az erds Markov-tulajdonsag és 7
rekurrencidja miatt, ha a folyamat valaha eléri j-t, akkor 1 valosziniiséggel végtelen sokszor vissza is tér oda.
Vegyiik észre, hogy a {He < oo} eseményre feltételesen a {Xu =i} iec, teljes eseményrendszert alkot.
Tovabba, rogzitett : € C mellett a {He <00, Xy, =i} eseményre feltételesen X ={X,=Xpeyn:n =0}
olyan Markov-lanc, melynek P az atmenetmatrixa. Ez azt jelenti, hogy € az X' lancra nézve is rekurrens osztaly,
amibdl

Po(@nz0: X, =j|X=i)=PBnz=0: X, = j|He <00, X}, =i) =1
Ekkor a teljes valosziniiség tételével

Pe(3n > Ho: X, =j) = 3 Pe(In = He: X, = j| Xy, = i) Pe(Xy, = i)

il

=Z.~(3n >0 X, =j|X) =) Pe(Xp, = Z.' Xy, =i)=1.

iel icl
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2. A véletlen bolyongas és a Pélya-tétel

Legyen £ = {X,, : n € I} egydimenzios véletlen bolyongas P € (U. 1) paraméterrel, tehat a 1.1.4. Példaban

adott definicibnak megfeleléen tekintsiink #1: Z2. - ..
P(Z, =+1)=p P(Z,=—-1)=1—p n €N, é& legyen

}\-UZEJ. .Y”=Z|+"'+z”. n=12....

Jegyezziik meg, hogy az 5.1.3. Példa szerint az X folyamat homogén Markov-lanc

Tiipl - lr'I{.-ll"-r.- 1 = 141 |-"I-|| - l"] = P. Pii=1 ;’lzr"'-?li]

= .':—Il.-\lu.l.-

TE

fiiggetlen véletlen valtozokat, melyek eloszlasa

l—p,

atmenetvalosziniségekkel. A tovabbiakban meghatarozzuk az allapotok tipusat a véletlen bolyongasban,
valamint altalanositjuk ezt a kérdést magasabb dimenziora. Eldszor az X sorozat asszimptotikus viselkedését

vizsgaljuk meg.

7.2.1. Allitas. A véletlen bolyongdsra 1 valésziniiséggel

Iim X, =
Ti—+20

too, p>1/2,
—o0, p < 1;"'2.

Bizonyitas. A nagy szamok erds torvényébdl 1 valoszinliséggel

_Y;,. Y] e }/;,. -
Mo By gy
T T

T—r 20,

Tehat 2p — 1 eljelétd] fiiggden Xn ~ (2p — L)n — £30, 5 — ¢, majdnem biztosan.

Mivel a bolyongasnak csak egy kommunikaciés osztilya van, minden allapotnak azonos a tipusa. Az el6z6
allitasban lattuk, hogy a nem szimmetrikus esetben | X | — o majdnem biztosan, ami azt jelenti, hogy a ()
allapotbol indulva 1 valosziniiséggel csak véges sokszor tériink vissza oda. Tehat, ebben az esetben a folyamat
tranziens. A kovetkezé tételben a szimmetrikus és a nem szimmetrikus esetet egyiitt vizsgaljuk ebbdl a

szempontbol.

7.2.2. Tétel. A bolyongas egyetlen kommunikdcios osztalya null-rekurrens a P = L/2 szimmetrikus esetben, és

tranziens a ? # 1/2 nem szimmetrikus esetben.

Bizonyitias. A bizonyitasban a 7.1.5. Tétel ekvivalens karakterizacidit fogjuk alkalmazni. Ha a lanc a 0
allapotbol indul, akkor csak paros sok 1épésben térhet vissza oda. Pontosan 2r 1épésben akkor tér vissza, ha n
1épést tesz jobbra és n 1épést balra. Mivel a jobbra tett 1épések szama binomialis eloszlast kdvet, kapjuk, hogy

2] 2n (2n!) _
oy = (” )!J”f.r” = b (pa)". n=~0.1...

Az ismert Stirling-formula szerint

T T
nl ~ (—) v 2, n— 0o,

[
amib6l
(zn) B (2n/e)* \4mn o pg)"
Poo ~fn=—1—————3 s (pg)” = e n— 0o,

[(nfr:]” \-""EHH] v
Ekkor tetszbleges DPepsilon =0 esetén 1étezik ng
g

a,(1— D?epsilon) < p::ff;] < a,(1+ I)Et'p.u.ia_’fm]’ amibdl jon, hogy

sl
S e

n=fl n=1

, hogy

o=y

mellett
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pontosan ugyanazokra a » értékekre konvergens, illetve divergens. (Miért?) Ha P # 1/2, akkor 4pg < 1, és ezért
1

Z"’-"M < Z(‘Lf-ﬂ]” = 1— 4pq < X

n=1 n=1

vagyis a nem szimmetrikus esetben a 7.1.5. Tétel $\mathrm {(i)}$ pontja szerint a 0 allapot tranziens. Ha
p=1/2 akkor 4pq = 1 ¢&s

=

I w— 1 _
L

n=1

. . o r ph) o .
azaz a szimmetrikus esetben a 0 allapot rekurrens. Emellett @, — 0, amibél Poo = Y, és igy ugyanezen tétel
$\mathrm {(ii)}$ pontja miatt a lanc null-rekurrens.

7.2.3. Definicié. Rogzitett d = 1 egész mellett legyen €1:- - .. eq az B* Euklideszi tér szokdsos bdzisa.
Tekintsiink Z1: Zz. - - . fiiggetlen vektor valtozékat, melyek eloszldsa

1
P(Za=) =55 = P(Zn=—e).  k=1l...d n=12..

i

tovabba az egydimenzios esethez hasonloan legyen

z'\-L]=[]. ,\'”H:,\'”-I—Z,,..=Z|+---+Z”||. n=1012 ...

Az igy bevezetett % = {X. :m € Mo} sorozatot d-dimenzids szimmetrikus bolyongdsnak nevezziik. A 4.1.5.
Példaban alkalmazott gondolatmenettel kénnyen megmutathato, hogy az X folyamat homogén Markov-lanc az
T = Z* dllapottéren, és az dtmenetvalosziniiségei

1
P(Xuir = iteu| Xo = i) = P(Xan = i=ex| Xn =i) = 5=, k=1...d, ieZ’.

Tehat, a d-dimenzios szimmetrikus bolyongas a d-dimenzos Euklideszi tér egész rdcspontjain lépked. Az
origobol indul, és minden egyes lépésben azonos valosziniiséggel ugrik tovabb az aktudlis pozicio 2d
szomszédos rdacspontjaba. Mivel barmely két rdacspont elérheté egymdsbol, a folyamatnak egyetlen
kommunikdcios osztdlya van. A kévetkezd tételt Polya Gydrgy bizonyitotta el6szor.

7.2.4. Tétel (Pélya-tétel, 1921). A d-dimenziés szimmetrikus bolyongds null-rekurrens, had =1.2 ¢
tranziens, had = 3,

Bizonyitas. Terjedelmi okokbodl csak vazoljuk a bizonyitas menetét, a részleteket az olvasora bizzuk. Legyen
{X.(d) : n € No} a d-dimenzids szimmetrikus bolyongas, és vezessiik be a

pf{_ﬂ(tﬂ = !"(i,\',,(d) = 0] Xy(d) = 0), n=1>01,...

jelolést. A két- és a haromdimenzids esetben az egydimenzids esethez hasonléan kombinatorikus tton
felirhatoak a P (d) atmenetvaldsziniiségek. Ezutdn, szintén az egydimenzids eset mintdjara, a Stirling-formula
alkalmazasaval kapunk egy @n(d) ~ P () sorozatot, melyre d = 2 esetén a 21 anld) sor divergens, mig
d = 3 esetén konvergens. A magasabb dimenzids esetekben megmutathatd, hogy phald) < f)E[J?-:jI(S), vagyis a
D pio (d) sor konvergens. Ebbél a 7.1.5. Tétel szerint mar kovetkezik az allitas.
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8. fejezet - Markov-lancok invarians
mertekei és eloszlasai

Az eddigiekben egy Markov-lancot mindig egy az atmenetvaldsziniiségekt6l fiiggetlen kezdeti eloszlas szerint

inditottuk el. Ilyenkor természetesen semmi sem garantilja, hogy az n = 1.2,... idépontokban a folyamat
eloszlasa azonos lenne a kezdeti eloszlassal. Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy van-e olyan kezdeti
eloszlés, mely idében allando eloszlast biztosit.

Legyen £ = {X, : n € N} homogén Markov-lanc tetszdleges @ = [e1i]ieT kezdeti eloszlassal és P = [Pijlijer
atmenetmatrixszal. Ezt ugy képzelhetjiik el, hogy az n kezdeti eloszlasnak megfelelden szétteritiink egységnyi
nagysagll sulyt az allapottéren. Ezutan rendre az / € T allapotban talalhaté v stlyt vagjuk szét a Pij
atmenetval6sziniiségek szerint, és toljuk 4t az @iPi.i nagysagh tdmeget a J € I allapotokba. Ha ezt minden : és J
allapotra végrehajtjuk, akkor a 5.1.10. K&vetkezmény szerint a J allapotba

Z o = (oP); = P(X, = 7). JETL,
il

nagysagu stly keriil. Tehdt, az attologatdsok utan a sulyeloszlds pontosan az -1 valtozé eloszlasit adja. Ez
egyben azt is jelenti, hogy az « eloszlas pontosan akkor allanddé idében, ha a stlyok mozgatasa utan
visszakapjuk az eredeti tomegleosztast. Hogy megkiilonboztessiik oket a tetsz6leges « kezdeti eloszlastol, az
idében éllandé eloszlasokra ltalaban a ™ = |Tilicr jelolést hasznaljuk.

A fenti gondolatmenetet talan konnyebben megérthetjiik a kovetkezé animacio segitségével.
Homogén Markov-lancok

8.1. Definicio. Legyen £ = (X, n e} homogen Markov-lanc P datmenetmatrixszal. A ™ = [mlicz
eloszlast invaridns eloszldasnak vagy staciondrius eloszlisnak nevezziik, ha Xo ~ T esetén X, ~ 7,

A kovetkezo allitds ramutat arra, hogy az invarians eloszlas fiiggetlen az « kezdeti eloszlastol, tehat ez is a
Markov-lanc olyan jellenzdje, melyet a P atmenetmatrix hataroz meg. Ilyen modon beszélhetiink egy
sztochasztikus matrix invarians eloszlasarol.

8.2. Allitas. Legyen P szfochasztikus matrix, w pedig eloszlas az T adllapottéren. Ekkor az alabbiak
ekvivalensek.

(i) ??? A m vektor invaridns eloszlds.
(i) 22?-Xo ~ T esetén X ~ T minden n € M értékre.
(iii) ???7 a P mdtrix A = 1 sajatértékhez tartozé baloldali sajatvektora.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ = $\mathrm {(iii)}$ Ha -Xo ~ m, akkor -X1 ~ TP, Ha 7 invarians eloszlas, akkor
TP=1-m.

$\mathrm {(iii)}$ = $\mathrm {(i))}$ Ha = a P matrix 1 sajatértékéhez tartozd sajatvektora, akkor Xo ~ ™
esetén tetszdleges n potitiv egészre

X,~7P"=(aP)P" ' =aP" ' =... = 7P = 1.
$\mathrm {(ii)}$ = $\mathrm {(i)}$ Nyilvanvalo.

8.3. Kovetkezmény. A m vektor pontosan akkor invarians eloszlds, ha komponensei nemnegativak és
kielegitik az alabbi egyenletrendszert:

Z m =1, T = Zp‘;..fﬂ,—. jeI.

icT ieT

50


animation/animation05.cdf
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Vegyik PxT = || egy sztochasztikus matrixnak az 1 mindig jobbo'Jali sajatértéke, hiszen a ™ = [iez
vektorra . Ebbol véges allapottéren kovetkezik, hogy az baloldali sajatérték is, de ez nem
garantalja, hogy létezik olyan baloldali sajatvektor, melynek komponensei nemnegativak, tehat ami eloszlas
lenne. Vegyiik észre, hogy véges sok allapot esetén a 8.0.7. Kovetkezmény egyenleteinek szama eggyel
nagyobb, mint az ismeretlenek szdma. Ez azonban ez nem zarja ki az invarians eloszlas 1étezését, ugyanis az
egyeneletek nem fiiggetlenek, azokat 6sszeadva azonossagot kapunk. A legegyszeriibb esetekben egy hasznos
linedris algebrai eredmény, (melyet bizonyitas nélkiil kozliink,) garantalja a stacionarius eloszlas 1étezését.

8.4. Tétel (Perron-tétel). Ha az A € R matrix pozitiv, tehdat minden komponense nagyobb, mint nulla,
akkor létezik egy MAldomindns sajdatértéke, melyre teljesiilnek az alabbiak.

@A A(A) sajatérték pozitiv valos szam, egyszeres sajatérték, és létezik hozza olyan sajatvektor, melynek
minden komponense pozitiv.

(ii) Az A mdtrix minden mas r: sajatértékére || < MA) 65 a t6bbi sajatéréknek nincs olyan sajatvektora,
melynek minden komponense nemnegativ lenne.

8.5. Tétel. Legyen & ~ Mark w(o, P) veges, irreducibilis és aperiodikus Markov-lanc. Ekkor teljesiilnek az
alabbiak.

(i) ??? AP mdtrixnak az | egyszeres sajatértéke, és az ésszes tobbi i sajatértékre 15| < 1. EbbI kivetkezik,
hogy P spektralsugara 1.

(i) Az X Markov-lancnak létezik egyértelmii ™ = [milict invaridns eloszldsa.

Bizonyitas. Ha d = I'1 jeloli a Markov-lanc allapotainak szamat, akkor nyilvan P € R'“""_. Mivel a lanc
irreducibilis és aperiodikus, a 5.2.11. Allitas $\mathrm {(iii)}$ pontjabol kapjuk, hogy minden ¢, 7 € T allapotra

(7) n = maxn(i, 141
létezik (7. 7) kiiszobszdm, melyre @ = 1(i. j) esetén Pii . Ez azt jelenti, hogy ha ijel @)

akkor a Q := P" € R Imatnx pozitiv. Ekkor a Perron- tetel szerint a Q matrixnak 1étezik A(Q) dommans
sajatértéke, tovabba ezen sajatértékhez tartozik olyan r € B? sajatvektor, melyben minden komponens pozitiv.
Mivel Q szintén sztochasztikus matrix, kapjuk, hogy

d o d d d d

d d
A(Q]Z.;-_f Z[.\{Q].FJJ ZI:[.:-Q“ ZL:ZI:.;-M,,_, ZIIZ% Zr

|
amibsl MQ) = 1,

Jelolje #is- ... ke €C a P sajatértékeit, és legyen =t ..o € C? gajatvektoroknak egy ortonormalt
rendszere. Ekkor

Q= (PP = P — = )
Tehat, a v'"..... " vektorok a Q matrixnak is sajatvektorai, és sajatértékei Klsenn, riit alakban allnak eld.
Lattuk, hogy az 1 sajatértéke a P matrixnak, és AMQ) = 1" a dominans sajatérték. Perron tételét alkalmazva
kapjuk, hogy az Osszes tobbi sajatértékre [ < A(Q), amibél|%| < 1. Ez egyben azt is jelenti, hogy az 1a P
matrixnak is egyszeres sajatértéke, és igy a tétel $\mathrm {(i)}$ pontjat bebizonyitottuk.

Mivel az 1 mind a P, mind a Q matrixnak egyszeres sajatértéke, a kapcsolatos sajatvektorok mindkét matrix
esetében egydimenziods alteret alkotnak. A korabbi észrevételiink szerint ha .r a P matrixnak az 1 sajatértékhez
tartozé sajatvektora, akkor .r a Q@ matrixnak is sajatvektora ugyanezen sajatértékkel. Ebbdl kovetkezik, hogy a
két altér egybeesik, tehat ezen sajatvektorok megegyeznek. Nyilvanvald, hogy ebben az altérben legfeljebb egy
olyan vektor lehet, melyben a komponensek 6sszege 1, tehat az invarians eloszlés, ha létezik, akkor egyértelmdi.
A Perron-tétel szerint a Q matrixnak, és ezltal P -nek létezik olyan  sajatvektora, melynek minden
komponense pozitiv. Ekkor = normaltja

I.E
mi= .J'/ E ¥ ity
i=1

eloszlas. Mivel 7 beleesik a sajatértékek alterébe, megkaptuk az invarians eloszlast.

51
XMLmind XSL-FO Converter



Markov-lancok invarians mértékei és
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A kovetkezd alkalmazas segitségével meghatarozhatjuk a Markov-lancok invarians eloszlasat.
Markov lancok invarians eloszldsa

A kovetkezékben azt mutatjuk meg, hogy az invarians eloszlas keresésekor a tranziens és a null-rekurrens
allapotokkal nem kell foglalkoznunk.

8.6. Tétel.  Legyen % ~ Markov(a. P) tetsz6leges Markov-line. Ha i € I tranziens vagy null-rekurrens
dllapot, akkor P(Xs = i) =0 5 — ac,

Bizonyitas. A 7.1.5. Tétel szerint ha ; tranziens vagy null-rekurrens, akkor tetszéleges J € I allapot esetén

(m) . . R - o
P =V, Figyelembevéve, hogy az o vektor komponenseinek 0Osszege 1, a majorans konvergenciatétel

alkalmazasaval

PX, =i = Z”'-"HE'J-I"] — Z”'-"[] =10, n— 0.

= JeL
Tehat az allitast bebizonyitottuk.

8.7. Kovetkezmény. Ha egy Markov-lincnak létezik invarians eloszldsa, akkor a tranziens és a null-rekurrens
dllapotok ezen eloszlas szerinti mértéke .

Bizonyitas. Legyen m a lanc invaridns eloszlasa, ¢s tekintsiink tetszéleges / tranziens vagy null rekurrens
allapotot. Ekkor a 8.0.6. Allitas szerint X, ~ ™ minden n = 0 egészre, és igy a 8.0.10. Tétel alkalmazéséval

m = PX, =1) =0, n— oo,
amibgl ™ = U,

Ahhoz, hogy a pozitiv rekurrens allapotokat is hatékonyan tudjuk tanulmanyozni, sziikségiink lesz egy 1j
fogalomra, mely az eloszlas altalanositasa.

8.8. Definicio. AT = [Tilict vektort mértéknek nevezziik, ha komponensei nemnegativak. Allapotok egy
J € T halmazdnak a mértéke

ie T

A mérték véges, ha (L) < o<, A 7 mérték az % ~ Markov(a, P) folyamat, illetve a P sztochasztikus mdtrix
invaridns (vagy staciondrius) mértéke, ha = = (1 vagy a P matrixnak a A = 1 sajatértékhez tartozé baloldali
sajdtvektora. A mmegszoritdsa a J halmazra legyen

i i = j
| = [m.g)ier, mig = mlery =1 ¢ 7

8.9. Allitas. Legyen m mérték az T dllapottéren, % ~ Markov{a. P),

(i) ??? A 7 vektor pontosan akkor invarians mértéke az X folyamatnak, ha komponensei kielégitik az alabbi
egyenletrendszert:

T = Zf’v’.jﬂ'i- JEeL

icl
(ii) ??? Véges sok invarians mérték nemnegativ egyiitthatokkal vett linedris kombindcidja invaridns mérték.
(iii) 2?2 Ha 7 véges invaridns mérték, és C C I zart osztaly, akkor Tle szintén invaridns mérték.
Bizonyitas. $imathrm {(i)}$, $\mathrm {(ii)}$ A definiciobdl jon.

$\mathrm {(iii)}$ Vegyiik észre, hogy ha 7 véges invarians mérték, akkor $\mathrm {(ii)}$ miatt 7/7(Z)
invarians eloszlas. Ebbdl a 8.0.11. Kovetkezmény alkalmazésaval jon, hogy a null-rekurrens és a tranziens
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allapotok  szerinti mértéke (. (Ha m nem véges, akkor ez nem feltétleniil igaz, egy lehetseges ellenpélda a nem
szimmetrikus bolyongas, lasd alabb.) Legyen -Xo ~ e, Ekkor tetszéleges 7 € I allapot esetén

P(X,=7)= Z ol = Z il 5.
icL iel

Ha 7 € C, akkor C zartsiga miatt Pi.; = U minden ¢ € C allapotra, vagyis (X1 =7) =0 Haj€C, ¢t €C
olyan allapot, hogy Pi.i = U, akkor i egy nyitott osztaly eleme, tehat tranziens, amib8l ™ = 0. Kapjuk, hogy

(X _J) - Z'Tn“:l; Z'Tn“:'f = My = M0

l'l—t
Tehat X1 ~ ¢, azaz 7|e invariéns.

A kovetkezd tétel azt vizsgalja, hogy milyen invarians mértékek léteznek egy rekurrens osztalyon. Kideriil, hogy
ezen mértékek kozott nagyon szoros kapcsolat van, és az osztaly tipusa egyértelmilen meghatarozza, hogy a
mértékek végesek, vagy nem.

8.10. Tétel. Legyen P irreducibilis és rekurrens datmenetmatrix, k € I tetszoleges rogzitett allapot, és
,'|.
tekintsiik az % ~ Markov(d.. P) Markov-ldncot. Legyen 8 := ['};( )]aef, ahol

Tj‘.—
We=EY 1y, gelx]. el

n=0

ak dllapotba valo elsé visszatérésig az ¢ allapotban tett latogatasok szamanak varhato értéke. Ekkor teljesiilnek
az alabbiak.

Bl BTy —
(i) 2?77 ") a P matrix invaridns mértéke, tovabba Tk = L és 7I) = pg.,

.. . , s g (B) — [ n (K] v s,
(i) ??? A ldanc invardns mértékei pontosan a “1 = [e Vi ],-s_-_r, e = 0 alakban eléallé mértékek.

(iii) ??? Ha az osztaly pozitiv rekurrens, akkor minden invaridans mérték véges, mig ha az osztaly null-
rekurrens, akkor = = 01 az egyetlen véges invarians mérték.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Tekintsiink tetsz6leges *J € Z allapotokat, egy n € I egészet, valamint a
kovetkez6 eseményeket:

Jelen = {Xpoy =i}, Milt = {n < T} € o(Xo,.... Xuo1), Jovi = { X =j} € o(Xa).
Mivel a . Tétel pontja szerint a Jov6 és a Mult a Jelenre nézve feltételesen fiiggetlen, kapjuk, hogy
F’{_\'”_, L, Xy =1n< ) = I’I{.‘f Gn < Ty Xy i}!‘{_\'”_, - 1)

."‘[:\1, = 7| X1 i]l!"[n < T Xaon ) P(X, :'} i .,."‘l:.'\.':.1 1=6.n<T).

" n

Jegyezziik meg, hogy i rekurrens allapot, és igy T < ¢ m.b., tovabba Yo = X7, = & Ekkor

-l

Th
_:F-EJ.'] — flz l{,\';. i} = Z '”('Y”

n=1 n=1

—ZZ N1 =1, f\:ll—_.l'”{_: Z_U.';Z z‘\” | =1 % J’j‘}

=T n=1 =1

—Z.Uf; Zl{\., L} —Z.U” Z Ly, ) —Zﬁu S

n=1 iel =0 ieT

g < 1)

N P o ~ B . . s
tehat 7" invaridns mérték. A Tk — Legyenloseg nyilvanvalo, tovabba

Ty —1

,}_(ﬁ')(gjzz k) _ g ZZI{*" a=F ZL—!(M]—M

iel n=0 =l =0
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A = ~m {(ii)} Tegyiik fel, hogy A olyan invaridns mérték, nrj'e 7A» = L. Mgy _foaiuk mutatni, hogy ekkor

. Mivel invarians, iteracioval kapjuk, hogy tetszéleges allapot és mellett
z"'uj = Z z"i,,“{ih_j = Z p\hl;lllryl-”..’. -+ 1 . V‘-'._.i = Z |: Z .-"LI;IP-J-I D B .F"J-'_:-|:|p-'ll._; - f"k._;
inel indk in#k -irdk

Y NaPuioPios [m-._; | Zm....rr._._J]

in. ik

= Z XinPivinoy ** " Pig T {m-,; + Z.rr;. wPig g+ -+ Z Plin1 ---;J;..__.]

W0 e e indk eudin=17k

>0+ [I‘I[_\'. 3Tz )+ P(Xe=4Te22)+ -+ P(Xop1=7.T1 2 n 4 1}]

fod k

S e T},
—r j'.-‘ Z II{ -\;"'”l. - _.|;- I;!-' :\-: ,I'”:I = j-'l Z 1{ .‘L‘i-l _f-‘:l'.i.-:h_-lu : — .f".' Z 1 | _"|..|.| _J:‘ = E}ZLI "
m=1 Tre= 1 =1

y

: . L R . )
Mivel a A érték fiiggetlen az n 1épésszamtol, kapjuk, hogy A Z 7% mindenj €T allapotra. Nyilvanvalo, hogy
p =X =" gzintén invarians mérték, tovabba és #x = U, Mivel a lanc irreducibilis és rekurrens, létezik 7 € Mg
, hogy Pix = U, Ekkor

0=pu=2_ prly = piply,
il

amib8l £5 = U, ésigy 1 = 15 .

Tekintsiink most egy tetszéleges A invaridns mértéket, tovabba legyen ¢ = A, Ha e = 0, akkor a fentiekben a ¢
mértékre alkalmazott gondolatmenettel jon, hogy A = 0 = ¥ Ha viszont ¢ = 0, akkor /¢ szintén invarians
mérték, amire (Aeh = L ésa bizonyitas els6 része szerint Ae=+®,

$\mathrm {(iii)}$ Legyen A # U tetszOleges invarians mérték. Ekkor az allitas elsé két pontja szerint valamely
¢ = 0 konstans mellett A(Z) = ey
rekurrens.

(L) = cte, ami véges, ha az osztaly pozitiv rekurrens, és végtelen, ha null-

8.11. Példa. A 8.0.13. Allitds alkalmazdsdaval kapjuk, hogy a m mérték pontosan akkor invaridns mérték az
egydimenzios véletlen bolyongdasra, ha komponensei mind azonosak, tehat ha ™ = [clicz, ¢ = 0, alakban dll elé.
Mivel a bolyongasnak végtelen sok allapota van, ez nem invarians eloszlas. Kalkulacioval ellendrizhetd, mind a
szimmetrikus, mind a nem szimmetrikus esetben ".-’[k] az az invarians mérték, melynek minden komponense 1.

8.12. Tétel.  Egy irreducibilis Markov-lancnak akkor és csak akkor létezik w invaridns eloszldsa, ha a linc
o, . .7 r r rr 4 —_ .'l H - or
pozitiv rekurrens. Ekkor az invaridns eloszlds egyértelmii, és ™ = 1/ minden i dllapotra.

Bizonyitas. Ha a lanc irreducibilis, €s van invarians eloszlasa, akkor a 8.0.11. Kdvetkezmény miatt a lanc
egyetlen osztilya nem lehet tranziens vagy null-rekurrens. Visszafelé, ha az osztaly pozitiv rekurrens, és i
tetszoleges allapot, akkor a 8.0.14. Tétel szerint a 7 mérték pontosan akkor invarians, ha ™ = ey alaka
valamilyen ¢ = 0 valés konstanra. Mivel ekkor T(Z) = ey*/(Z) = cpr | kapjuk, hogy = pontosan akkor
invarins eloszlas, ha ¢ = 1/, azaz ™ = 7"}/ pti.. Tehat 1étezik invarians eloszlas, és egyértelmil is. Mivel a
fenti gondolatmenet minden i allapotra igaz, tovabba 7h = L, kapjuk, hogy T = 7o /#x = 1/pu,

Az eddigi eredményeket az alabbi tételben foglalhatjuk Gssze, mely mar nem csak az irreducibilis esettel
foglalkozik.

8.13. Tétel. Egy diszkrét idejii homogén Markov-lancnak akkor és csak akkor létezik invarians eloszlasa, ha a
lancnak van pozitiv rekurrens osztdlya. Ebben az esetben w pontosan akkor invarians eloszlas, ha eldadll a
pozitiv rekurrens osztalyok invarians eloszlasainak konvex linearis kombinaciojakent. Tehat, ha 7@, e
egyes pozitlv rekurrens osztalyok egyértelmii invarians eloszldsa, akkor w pontosan akkor invarians eloszlas az
egész lancon, ha eldall
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eloszlasai
7= a4 aa@ 4.
alakban, ahol ai.az.--- =0, ay +as+ - =1 tetszbleges konstansok. Azonnal ldtszik, hogy ha csak egy

pozitiv rekurrens osztaly van, akkor az invarians eloszlas egyértelmii, mig ha t6bb, (véges vagy
megszamlalhatoan végtelen sok,) akkor a lancnak végtelen sok invarians eloszldsa van.

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha a Markov-lancnak létezik egy vagy tobb pozitiv rekurrens

osztalya, akkor a fenti linearis kombindcié invaridns eloszlas. Tekintsiink tetszOleges 1.tz --- =0
@y + iy + - - =1 konstansokat. Ekkor
(L) = fF|‘.-'I'l:I:I(Ij +am () + - =atas+--- =1,

tehat 7 eloszlas. Legyen ezutan %o ~ 7, rogzitsiink egy J € T allapot, és jelolje 1 = N = 20 a pozitiv rekurrens
osztalyok szamat. Mivel 7). 7%, .. invari4ns eloszlas, kapjuk, hogy

N

(X =17) —ZTPH ZHHZ Z”"T( ! =T

n=1 =1
amibél X1 ~ 7, azaz 7 invarians.

A masodik 1épésben azt bizonyitjuk be, hogy ha a lancnak Iétezik invarians eloszlasa, akkor van pozitiv
rekurrens osztalya, és az invarians eloszlas a fenti modon all el6. Legyen 7 a lanc egy invarians eloszlasa. Ha a
lancnak nem lenne pozitiv rekurrens allapota, akkor a 8.0.11. Tétel szerint T(Z) = U teljesiilne, ami ellentmond
annak, hogy = eloszlas. Legyen C1.Cz- -+ © I a lanc (véges vagy végtelen sok) pozitiv rekurrens osztélya. A
8.0.13. Allitas $\mathrm {(iii)}$ pontja szerint a Tle, - Tles- - - - megszoritasok az egyes osztalyokra koncentralt
invarians mértékek, melyek végesek, ugyanis @ = Tle (L) = 7(C,) = 1 n = 1.2,... Kapjuk, hogy ha @, > 0

(L) [— ! . .z ) r 1 .
, akkor " = 7|, /ay invarians eloszlas a Cn osztalyon. Ebbdl azonnal jon, hogy
N | N
e
T = E e, = E M, — = E a, T = E a, ",
i
n=1 n=1,.. . Nay=0 " n=1,... Nag=d n=l

A kovetkezékben a periodikus Markov-lancok invaridns eloszlasait tanulmanyozzuk. Legyen
X ~ Markov(o. P} jrreducibilis, pozitiv rekurrens és periodikus Markov-lanc az T allapottéren, és legyen
1 = d < o alanc periddusa. Legyen tovabba

Y, = X,u. Y ={Y, :n € N}, Q =P,

és jelolje Co = C. - ... Cy_1 az X folyamat alosztalyait. Jegyezziik meg, hogy a 5.2.12. Tétel és a 7.1.4. Allitas

szerint ¥ ~ Markov(a. P) ¢sa €y, .. Cshalmazok az Y lanc aperiodikus és pozitiv rekurrens kommunikacios
osztalyai. Tekintsiik az 3 Markov-lanc egyértelmi{i T = [miliet invarins eloszlasat, és legyen

K)o gl — [ . Jdm. i€G, L

=), = [Tr’. ]ief' - { 0. i Ch. E=0,....4d,

Ekkor 7'*) rendre a Ci. halmazra koncentralt mérték, és

P ) T S e}
i ’

Tr f—
8.14. Allitss.
(i) 2?2 Tetszéleges b = 0.....d — 1 gsetén i1 = 7kip,

(ii) ??? A A T értékek az ¥ Markov-lancnak rendre a Co.- - .. Ci_1 kommunikdcios osztalyra
koncentralt egyértelmii invaridans eloszlasai.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Tetszéleges J € Ci11 allapot esetén Pii = U, ha? & Cx, amibél
k) 'P Z T p, = Zd?r,—p,-__j = r.iz TiPij = EF’(‘:TP)J; =dm; = H_E“ B,
iely, i=C), iel
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Mivel mind 7P, mind #** " a Ck 11 halmazra koncentralt mérték, kapjuk, hogy a ketté egyenlé.

$\mathrm  {(i)}$ Az $\mathrm {(i)}$ pont ecredményébsél kovetkezik, hogy 7"(Z)=7*"(T)
k=10.....d—1 Mivel most

7 NL) + -+ 7 NT) = dn(T),

kapjuk, hogy mNI) = -+ = 7T) = 1 Szintén az $\mathrm {(1)}$ pont eredményét alkalmazva
'.'T[k] — ,:T[L']Pr.r _ ﬂ_l:f"l |:IP|f—| . — ﬂ_l:k—le — E[L‘]‘
Tehat a 7'*) eloszlas invarians. Az egyértelmiiség kovetkezik a 8.0.16. Tételbol, hiszen a Ca. - - - . Ca1 halmazok

az ¥ lanc aperiodikus és pozitiv rekurrens osztalyai.

8.15. Kovetkezmény. Egy irreducibilis, periodikus és pozitiv rekurrens Markov-lanc egyértelmii invaridans
eloszlasat harom kiilonbdzé modon lehet maghatarozni.

(i) Megoldjuk a 8.0.7. Allitasban felirt egyenletrendszert.

(ii) Meghatdrozzuk az ¥ Markov-ldnc Ca.---. Ca1 osztélyaira konventralt ™. . ... egyértelmii

. ., L o — (o () d—17y ,
invarians eloszlasait, és tekintjiik a ™ = (D - b 7N efoszigst,

(ili) Meghatdrozzuk az ¥ Markov-ldnc tetszéleges osztilyanak az invaridns eloszldsat, ezutin a
gt — pp k =0.....d =1 rekurziéval kiszamoljuk a tobbi invaridns eloszldst, majd végiil vessziik ezek
szamtani atlagat, mint az el6z6 pontban.
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9. fejezet - Az ergodikus tetel;
diszkret potencialeimélet

1. Konvergencia az egyensulyhoz és az ergodikus
tétel

Ebben az alfejezetben a Markov-lancok asszimptotikus viselkedését fogjuk vizsgalni. Az elsé tétel az
atmenetvaldsziniiségek és az eloszlasok konvergencidjat mondja ki.

9.1.1. Tétel (Konvergencia az egyensulyhoz). Legyen £ ~ Markov(ev. P) jrreducibilis, aperiodikus és
pozitiv rekurrens Markov-lanc, tovabbd legyen m a lanc invarians eloszldsa. Ekkor tetszbleges -1 € I dllapot
esetén

limn !JF}:I = lim P(X, =j)=m;.

n—oo M n—o0

. ; ()

Jegyezziik meg, hogy a fenti tételben i = Lp; | és vegyilk észre, hogy a Fii atmenetvaldszintiségek
konvergenciajat mar bizonyitottuk a 7.1.5. Tétel $\mathrm {(iii)}$ pontjaban. Ugyanitt azt is meggondoltuk,
. (r) . Y 1ri T
hogy a periodikus esetben a i.; sorozat mar nem konvergal, tehat a jelen allitasban az aperiodicitds egy nem
elhagyhato feltétel. Jegyezziik meg azt is, hogy ha J € Z tranziens vagy null-rekurrens allapot, akkor tetszéleges
¢ € T esetén /i = ™, Ennek felhasznalasaval a 7.1.5. és a 8.0.10. Tételbdl kovetkezik, hogy tetszbleges i € T

allapot esetén
. (n] . - - 1
lim p;) = lim P(X, =jl=0=—

n—oo ¢ T —+00 I3

Bizonyitas. A 7.1.5. Tétel utan egy megjegyzésben megmutattuk, hogy tetsz6leges *: 7 € Z 4llapotokra

(n] Z_f””] (n :u||‘

=1

Mivel most J rekurrens, és egy kommunikacios osztalyba esik az i 4llapottal, kapjuk, hogy

fu= =

Z "Ir‘;[-.F;I:I = -'Ir‘;-.f =1 €5 I = Z an (”]‘

=1 =1

_ — i () : — .
Ekkor /n = Jru és Pn = Pij szereposztassal az 6.2.1. Tételbdl jon, hogy Pii VK =7 amint n — ~.
Innen a majorans konvergenciatétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

PX, =3) —Zu,p”'—%Zn Ty = T, n — 00,

icT ieT
amivel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Az atmenetvaldsziniiségek hatarértékére a kovetkezd heurisztikus magyarazat adhato. Ha 7 tranziens, akkor, ha
a lanc egyaltalan el is jut valaha a 7 allapotba, oda csak véges sokszor tér vissza, tehat hosszatavon kicsi
valoszintiséggel tartézkodik J-ben. Ha 7 null-rekurrens, akkor a folyamat ugyan végtelen sokszor visszatér, de a
visszatérések nagyon ritkan kovetik egymast, és amiatt kicsi annak az esélye, hogy egy determinisztikus n
idépontban a lanc éppen a f allapotban van. Mas a helyzet a pozitiv rekurrens esetben. Ha a lanc irreducilis,
akkor 1 valdsziniiséggel véges sok lépésben eléri J-t, és ezutdn atlagosan i lépésenként Gjra és Gijra visszatér
oda. Emiatt asszimptotikusan 1/p; valésziniiséggel talaljuk a folyamatot a j allapotban. Ez a gondolatmenet azt
is sugallja, hogy megfeleld feltételek mellett a 7 allapotban toltétt idd hossztava aranya szintén 1/,

9.1.2. Tétel (Ergodikus tétel Markov-lancokra). Tekintsiink % ~ Markov(e, P) homogén Markov-lancot,
és legyen
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n—1

RPN 2 T

=0

aJj € I gllapotban tett latogatasok szama az n — 1 idéponttal bezdrdlag.
(i) ??? Ha a lanc irreducibilis, akkor

Vitn) 1

(¢ i

n— oo, m.h.

(i1) ??? Tegyiik fel, hogy a lanc irreducibilis és pozitiv rekurrens, és legyen w a folyamat egyértelmii invaridns
eloszlasa. Ha egy ¢ : T — R fiiggvényre

GRES Z:'(,j)m <
jel
akkor

n—1

. E’ , (X)) =7, no— o0, mbhb.,

m=0

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Ha 7 tranziens, akkor Vi véges, hiszen ha el is érjiik, 1 valészinfiséggel csak véges
sokszor tériink vissza. Ekkor

—5—-'—>U=—_ " — X, m.b.

Legyen a tovabbiakban J rekurrens éllapot, jelslje 11 = H; = min{n = 0: X, = j} 3 j allapot elso elérési
idejét, és tekintsiik az & = { X0 =0} folyamatot Mivel 1 véges megallasi id6, az erés Markov-
tulajdonsag miatt X'~ Markov(d;, P), Legyen tovabba V5(7) az 3/ folyamat altal a 7 allapotban tett latogatasok
szama az n — 1 id6ponttal bezarolag. Ekkor, ha n = I7, kapjuk hogy

Viln) Lixg—jy+ -+ x5 . Lixy—y -+ Lix.—j) < E f 1'-.11[” —H)n—-H

a0 o |

I n rn T on n—H T

Most /1 végessége miatt /1 J” — 0gs(n— H)/n — 1 majdnem biztosan, vagyis az allitas bizonyitasdhoz elég
azt megmutatnunk, hogy j(n)fn—1/p; . Vegyiik észre, hogy ez éppen az $\mathrm {(i)}$ pont allitasa
specidlisan az & ~ Markov ("5. .P) Markov—lancra, ezért kényelmi okokbol inkabb az I folyamattal dolgozunk.

Legyen tehat a tovabbiakban X~ Markov(d;. Pj, és a célunk azt megmutatni, hogy Vi(n)/n = 1/ 15 Mivel
rekurrens allapot, a lanc 1 valosziniiséggel végtelen sokszor Visszater J'-be, és ezaltal a 6.1.4. Allitas $\mathrm
{(ii)}$ pontja szermt a visszatérések kozotti kirandulasok i1 %ji2: - - - hossza fliggetlen és azonos eloszlast
valtozé azonosan #(Si.1) = E(15) = p; varhato értékkel. Vegyuk észre, hogy mivel Viln) =145 allapotba
valds visszatérések szama az n — 1 idoponttal bezardlag, a 1,

utolsod visszatérés idépontjat adja. Adodik, hogy

iVitm)=1 valtozd a J-be vald n — 1 idépont elétti

.J_I,i_l:,'l::ll]—l -c_ n—1<n ':_: -1-}-1:][”]‘ = 1. 4....

Mivel Vi(n) =V = = teljestil 1 valdszinliséggel, a nagy szamok erds torvénye szerint

.I...i.'l'.,-(n] r"‘ﬁj.l + - rr"‘:j.'.',-(i.')

= : — s — 00, b,

Viln) Vin) o e
¢€s hasonl6é megfontolasbol
'f';'.h'-(n)—l Sip e+ -""j_l'}-rn]_| Viln) —

- Kl f— - . - - .r_ i " J n -Jl . 1.|- wa

V,(n) Vo) — L Vi) M PTreee b
Kapjuk tehat, hogy
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T v i - Ty
.-'-l:,l':”] L : n < .f:-“_;.(”) S,
Viln) Viin) Vi(n)

=

¢s a rendér elv alkalmazasaval 1/ V(1) = ;. Ebbél azonnal jon a bizonyitando.

$\mathrm {(ii)}$ Mindenekelbtt jegyezziik meg, hogy véges allapottér esetén $\mathrm {(ii)}$ azonnal
kovetkezik az $\mathrm {(i)}$ pontbdl, ugyanis ekkor

., n—l1

:-_J “(-YNJ)ZZ Val F) Z ()lf n —r 0.

iz =0 iel iel

Az altaldnos, tehat nem feltétleniil véges allapotterii esetet csak arra az esetre bizonyitjuk, mikor a ¢ fliggvény
korlatos, azaz létezik ¢* = 0, hogy |¢(1)| = " minden € T allapotra. Ekkor tetsz8leges J € I részhalmaz
esetén a haromszogegyenl6tlenség alkalmazasaval

”;im—f ‘ —‘”—T,) (i)
II_—-Hl,{n]
S 2 Z“ 1 o

L= agg b

B Y L0 N Vi(n)
e B2 -n| v 3 (B +n)

ahol az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy
Viln)

1 I:n:l '|. {u] | B
n n —

ig T f—'.‘ ig. T

53

Tekintsiink most egy tetszdleges = = 0 értéket, és legyen J € I olyan véges részhalmaz, melyre

o~

E i < ?
~

g T

Mivel 7 véges, az $\mathrm {(i)}$ pont szerint 1 valoszintiséggel 1étezik o = 7o(w) kiiszobszam, hogy ™ = g
esetén

Z Viln) H?_‘

| n
=l

< .
4e*

Kapjuk, hogy ha m = 7, akkor

n—1

NZ e Xp) —F

k=0

o
- &

amibdl a bizonyitandd konvergencia azonnal kovetkezik.

2. Diszkrét potencialelmélet

A potencidlelmélet azzal az elméleti kérdéssel foglalkozik, hogy ha adott egy sztochasztikus folyamat és egy
koltségfliggvény az allapotok halmazéan, akkor mennyi a folyamat altal meglatogatott allapotok 6sszkoltsége.
Ennek az elméleti problémanak szamos alkalmazasa van példaul a fizikaban. Mi a kérdéssel csak diszkrét ideji
homogén Markov-lancok esetén foglalkozunk, de hasonlé eredmények folytonos idejii folyamatokra is léteznek.
A témaban a {6 eredmény az alabbi 9.2.2. Tétel.

9.2.1. Definicio. Legyen X diszkrét idejii és megszamlalhato allapotterii sztochasztikus folyamat, és
tekintsiik az dallapottérnek valamely T = J U K diszjunkt felbontdsat. Ekkor a J halmaz elsd elérési ideje

H 7 = min {n eM:0: X, J}.
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ahol min i) = 0o, .7 elsé elérési icH yem feltétleniil véges érték, de dltalanos értelemben vett véletlen vailtozé és

megallasi ido. Ha  zart, akkor a valtozot elnyelési idonek is nevezziik.
9.2.2. Tétel. Legyen I diszkrét idejii homogén Markov-lanc P dtmenetmatrixszal. Legyen tovabba

et K= [0.00)gg f: T — [0,0¢) tetszéleges fiiggveny, és tekintsiik a

C':IJ?' =K Z ('("‘(Jlj + J'r(‘\(”.;r:ll{ﬂ_-r{x} |“(EJ = IF‘| = [” ’J’C] tel,

O<ns Hay
varhato értékeket.

(i) 22?2 Ay, i € T, potencidlok kielégitik a kivetkezd egyenletrendszert:

iy = cfi) + Zp,.'_j(_;i_j_ e K.

€T

oy = f(i), e J.

(i) 2?22 A, i € T, potencidlok minimdlis nemnegativ megolddsai az egyenletrendszernek, tehat ha i = 0,
121, és

% 2 I."(a‘j + Z f)f_jt..'l'j. e K.

JeT
v = (i), iET.
akkor ¥ = ©; minden i dllapotra.

(iii) 27?2 Ha P(H 5 < 20| Xy = i) = L minden ; dllapotra, akkor az $\mathrm {(i)}$ pont egyenletrendszernek
legfeljebb egy korlatos megoldasa létezik.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Ha i € 7, akkor f1r =0 amibsl @ = (i), tehat ez az eset konnyen jon. A
tovabbiakban legyen ¢ € K, és vezessiik be a

P(A) = P(A| Xy =i) & E(Y)=E(Y|X,=1i).

jelolést. A Markov-tulajdonsag szerint tetszéleges J éllapot esetén az 1 =g} eseményre feltételesen
X ={Xuy1:n €N} ~ Markov(d;, P), Vegyiik észre, hogy ha i € K, akkor az X' folyamat a Hy=Hz—1
idépontban éri el a J halmazt. A teljes varhato érték tételével és a Markov-lancok memoria nélkiili
tulajdonsagaval kapjuk, hogy

oy = f,_'? |:|r'{.\;-”} . Z ('[_Y"]I 1 _ﬂ'-{.\ln-”r,':lljl”“. __1]:|

1<n<Hyr

—;fr]—-—zu[ Z J'[.."i:'”]l+_||r{.‘ﬁr.l']'_:':|lllj,l'_‘_ '-x]

_.'-_I 1< '”."

= (1) + Z 1’[ Z A Xn) + S(Xns ) Mg en)

= |-"r.'-"”__r

- :Lr:l b Z .f'.l|: Z f'li_‘f:‘:l t -'Ir['\-;ff.-]l”-r_rr"ix}‘-r.r. — _.I;:||”?._-;

= e H"_'_,

= fllrf'] . Z I".l_”.l.;l_,..

el

X, —._;'] PXy =J)

X, =j. Xo= :] P(X, = j|Xo=1i)

$\mathrm {(ii)}$ Legyen
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Pilm) = H Z f'(’\-n) + .Jr(-YJ'.f_-r)]]-{Hh,rgm}

n<Hgmam

_Y[,zf,']_ nelM el

srer

s

értékek is konvergalnak, tehat @i(m) T @ Tegyiik fel, hogy a ¢, i € T, mennyiségek teljesitik a $\mathrm
{(ii)}$ pont feltételeit. Megmutatjuk, hogy ekkor ¥ = ¥:(m) minden i £ T allapot és m € I idépont esetén. Ha
¢ € 7, akkor

iy = fie) = ¢(m),
tehat megkaptuk, amit akartunk. Az i € K esetben alkalmazzunk indukcidt. i = () mellett az egyenl6tlenség

nyilvanvalé, hiszen ¥ = 0 = ¢:(0) Ha feltessziik, hogy valamely m = 0 egészre s = 0= ¢;(m) ;e T,
teljesiil, akkor kapjuk, hogy

y = eli) + Zp,-__f-t.jj = cli)+ Z pi0i(m) = o;(m +1).

jel Fel
Mivel a korabbi megallapitasunk szerint @i(m) T D4, ebb6] mér jon, hogy % = & minden : allapotra.
A potencialelmélet egyik legfontosabb alkalmazasa az elérési valoszinliségek €s az elérési idok meghatarozasa.
9.2.3. Definicié. Az eddigi jelolesek mellett legyen
hi = P(Hz < 00| Xy =), i o= E(Hz| Xy =1),

a J halmaz elérési valésziniisége illetve az elérési idé varhaté értéke. Ha J zart halmaz, akkor a Mic
valosziniiséget elnyelési valosziniiségnek is nevezziik.

Nyilvanvalo, hogy ha i € J, akkor /17 = Om.b., vagyis ti.7 = 1 s Fir = U Ez természetesen 7 = {7} esetén
is teljesiil, vagyis a hifiy elérési valoszinliség nem feltétleniil azonos az Ji.i visszatérési valészintiséggel. Ezzel
szemben, haJ = {Jj}, ahol 7 # ¢, akkor fi. = fi,

Vegyiik észre, hogy a 9.2.2. Tételben = = 01 és / = 1 mellett

hi = Bl ent | Xo = i) = E(Hy < 50| Xo =i) =hiz, €T,

migac = 1ésaz.S =Ufiiggvény alkalmazasaval

¢ = 8 [ Z 1 ‘.YU - ;1 = E(Hq|Xg=i)=ky (€T
O=n<H7

Tehat az elérési valdszinliség és az elérési id6 varhato értéke potencial, és a 9.2.2. Tétel $\mathrm {(i)}$ és
$\mathrm {(ii)}$ pontjabol kapjuk az alabbi allitast.

9.2.4. Kovetkezmény.

()??? A Mg | i €T elérési valdsziniiségek a minimdlis nem negatlv megoldasai az alabbi
egyenletrendszernek.

hi =Y pighia, i¢J.

el
higs =1, e J.

(ii) ??? A iz i € T varhaté értékek a minimalis nem negativ megolddasai az alabbi egyenletrendszernek.

kg =1+ pigkia, igJ.
JET
kg =0, ieJ.
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9.2.5. Példa (A jatékos csodje probléma). Legyen adva két jatékos, mondjuk Péter és Pal, akik ,.fej vagy
iras" jatékot jatszanak egy nem feltétleniil szabdlyos pénzérmével. Minden dohdsndl ezy-egy forintot tesznek fel
tétnek, és a dobds nyertese elviszi a feltett téteket. A jatékosok kezddtkéje illetve pozitiv egész szam, és a
Jjatékot addig folytatjak, mig valamelyikiik csédbe nem megy, tehdt a vagyona nullara nem csékken. Az a kérdés,
hogy mekkora valosziniiséggel fog Péter illetve Padl csédbe menni, tovabb mennyi a jaték hosszanak varhato
értéke. Ezt a feladatot a jdtékos csddje problémanak nevezziik.

Jelolje % = 1 X in € Ny} péter vagyonat a jaték folyaman. Mivel az egyes érmedobasok fiiggetlenek, az I
Sfolyamat egy diszkrét idejii idohomogén Markov-lanc, mely az a allapotbol indul, és minden egyes lépésben
mondjuk P valésziniiséggel egyet jobbra, 1 — P valésziniiséggel egyet balra 1ép. Amennyiben Péter vagyona
eleri avagy az a + b értéket, akkor valamelyik jatékos csédbe megy, és a jaték véget ér, tehat ezek elnyeld
dllapotok. Azonnal latszik, hogy az X folyamat egy véletlen bolyongas elnyeld falakkal és azzal az ujdonsaggal,
hogy a lanc most nem a 0, hanem az @ = 0 dllapotbdl indul el. (Lasd: 5.2.7. Példa.)

NN NN \Q

1 a+1 a+b—1 a+b

\ijxjxjijj&JxJ

1—p 1—p l—p 1—p 1—p l =1

Jelolje a tovabbiakban Pab annak a valdsziniiségét, hogy Pdl valaha csédbe megy, tehdt az X folyamat
elnyelédik az a + b dllapotban, és legyen 1at Péter csédjének a valésziniisége, vagyis annak az esélye, hogy a
folyamat a 0 dllapotban kot ki. Ekkor annak az esélye, hogy a jdaték nem ér véget véges sok lépés sordn
1= (Pap +Tap). Jelolje tovabba "ak a jatek hosszanak varhato eértekét. Ezeket a mennyiségeket szeretnénk
meghatadrozni, mint az a, b és P paraméterek fliggvényét.

Vegyiik észre, hogy a kordbban bevezetett jeloléseket alkalmazva J = {a + b} esetén Pap = M, mig J = {0}
mellett 7ot = fa.7, végiil J = {0.a +b} esetén Mab = Fus. Tehdt a keresett mennyiségek eléallnak, mint az
Z={0..... a+ b} allapottér bizonyos részhalmazainak elérési (és elnyelési) valosziniiségei, valamint az
eleresi idok varhato értékei. Ezeket viszont meg tudjuk hatarozni az 9.2.4. Kiovetkezmény segitségével. Ezen
jegyzet keretei kozott csak a P = L/2 szimmetrikus esettel foglalkozunk. Az altalanos eset hasonloképpen
kezelhetd, ezt az olvasora bizzuk.

Hatarozzuk meg eldszor Péter végso gyozelmének a valdsziniiségét, tehat a Pab gricket. Az 9.2.4. Kovetkezmény
$\mathrm {(i)}$ pontja szerint a T = {2 + b} halmazhoz tartozé i, i € T, elérési valdszintiségek megolddsai
a

'bl]._'f- = }FU_;L
hy 7 = [:h,—_.__-,r + hy |__-.rJf2. i=1....,a+b—-1,
hang =1,

peremfeltételes homogén differenciaegyenletnek. Az elsé egyenlet eldobhato, hiszen azonossag, de helyette a
hog =0 formaban adhato egy masik peremfeltétel. A differenciaegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet
r?—2r+1 =10, aminek - = 1 a gyoke kétszeres multiplicitissal. Ez azt jelenti, hogy a differenciaegyenlet
dltalanos megoldasat

hy g =1+ eqil’ = e+ di, i=0,..., a+b,

alakban_ keII keresni A hog =0 g5 g hawg =1 peremfeltétel alkalmazasdaval azonnal jén, hogy
hig=1fla+b) i=0..... a+b amibsl

i
a+b

ﬁu_h — hr.’._'lr =

Hasonlo modszerrel Péter csodjének Tub esélye is meghatarozhato, de egy egyszerii triikkel ezt a valosziniiséget
sokkal konnyebben is megkaphatjuk. Vegyiik észre, hogy Péter csodje ekvivalens Pal végsé gydzelmével, és igy a
szerepek felcserélésével
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b
a+b

ﬁu_h = ﬁfl_r,l -

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy O annak az esélye, hogy a jaték nem ér véget véges sok lépésben. Ez abbol a
szempontbol nem meglepd, hogy az {L.... a+b—1j allapotok egy nyitott osztalyt alkotnak, melyet a
bolyongas biztosan elhagy.

Egyetlen feladatunk maradt, a jaték varhaté hosszanak meghatdirozdasa. Az 9.2.4. Kovetkezmény $\mathrm
{(ii)}$ pontjabol adédik, hogy a J = 10.a + b} halmazhoz tartozé ¥i.7 varhaté értékek megolddsai a

ko7 =10,

k\;___'_," =1 + (Jii-j_L_'f + v!fl,'| |___-,rJ l,u"li. i=1..... i+ h—1,
'!\'rr e T = 0,
inhomogén differenciaegyenletnek. A karakterisztikus egyenlet ismét w2 —2x4+1 =0, amibél a homogén
daltalanos megoldds megint csak 1 + cai, & = 0... ., a + b Tovabbd, mivel az x = 1 a karakterisztikus egyenlet

kétszeres gyoke, az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsa kereshetd di® alakban. Ez utobbit a
differenciaegyenletbe beirva jon a

O=kipg —2kig+hiogs+2=di+ 17 —2d +d(i — 1) +2=2d+ 2,
egyenlet, amibdl d = —1. Tehat a differenciaegyenlet daltalanos megoldasa

ki g =01 +cql — 2, r=0.....a+b,

alakban dll el6. A peremfeltételek segitséegével kapjuk, hogy

kig = (a+b)i—i® =ila+b—1i), i=0.....a+b,

amibdl a jaték hosszanak virhaté értéke Map = Ko = ab,
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10. fejezet - A Galton- Watson-
folyamat; az exponencialis eloszlas

1. Elagazé folyamatok, a Galton- Watson-folyamat

Tegyiik fel, hogy egy populéacio egyedszama ugy alakul, hogy minden egyes egyednek a tobbitdl fiiggetleniil
valamilyen rogzitett eloszlas szerint lesznek utddai a kovetkezd generacidban. Legyen -X. a populacidé mérete az
n-edik generacidban, és jelolje &nt1.k azt, hogy az n-edik generacio k-adik egyedének hany utdda van, ahol
n=0.12... A bevezetd feltevés szerint ekkor snk, 1.k = 1.2.... fiiggetlen és azonos eloszlasi nemnegativ
értékl valtozo, tovabba azt is fel fogjuk tenni, hogy ezen véltozok fliggetlenek az Xu kezdeti populaciomérettd]
is. Ekkor az n-edik generacié mérete

Xn-1
f\-r.l — Z Enks ne M.
1
Vegyiik észre, hogy az Xo, Smk, k€ N, m=1,..., n, valtozok egyértelmiien meghatarozzak az Xo.- - .- X
véltozok értékek, vagyis az Xo.- - -+ - X valtozok mérhetdek az
F, = J(.YU. bmp ik EMm=1 ..., n)

o-algebrara nézve. Mivel a feltevés szerint a Smk, k€ M, m=n+1ln+2 valtozok fiiggetlenek az Fur-
algebratol, fiiggetlenck az Xo. - - - .- X, generdcioméretektdl is.

A tovébbiakban a tomdorseég kedvéért legyen & az utddeloszlas-véltozokkal azonos eloszlasu valtozo, valamint
legyen £ a & valtozo eloszlasa, tehat legyen #(53) = P(£ € B) B € B. Jeldlje tovabba 1" a # mérték ¢-edik

konvollcidhatvanyat. Ekkor tetszdleges n € I és tn: - - - tn: 3 € My értékek mellett
A={X,=1dp,..., Xy =i} € Fpy.
amibdl

¢és hasonl6é megfontolasbol
P(f\-n 1= J-| {\-JI = ""-r.l) = |f'r'$‘;“ ({J }:] .

Ezzel belattuk, hogy az *=1{X,:n €My} folyamat egy homogén Markov-lanc, melynek
atmenetvaldsziniiségei

p\;-_.'- = !J{(\-r” | = J| {I\-JI = ﬂ) = F'f*él:{j},] . |"‘.I,j = N[J'
Jegyezziik meg, hogy specialisan Po.o = L tehata 0 allapot elnyeld.

10.1.1. Definicié. A bevezetett £ = {X,, : » € Ny} sztochasztikus folyamatot Galton- Watson-folyamatnak
nevezziik.

A Galton- Watson-folyamatot vizualizalja a kovetkezé animacio. A Galton- Watson-folyamat
A Galton- Watson-folyamat torténete a 19. szézadra nytlik vissza. 1873-ban Sir Francis Galton egy cikkében
azt a kérdést vetette fel, hogy mi az esélye annak, hogy Xu = 1 kezdeti érték esetén a folyamat kihal, azaz

mennyi a

P(létezik n € I melyre X, = 0] X, = 1)
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valosziniiség értéke. (A pontossag kedvéért jegyezziikk meg, hogy 6t az angol nemesi csaladnevek kihalasi
valdszintisége érdekelte.) Tehat tulajdonképpen a 0 allapot elérési (és ezaltal a 0 allapotban vald elnyel6dés)
valdszintisége a kérdéses. A problémara 1874-ben Reverend Henry William Watson kozolt egy megoldast,
melyben azt allitotta, hogy a kihalas valoszinlisége mindig 1. A késdbbiekben latni fogjuk, 1/7{£) ez a megoldas
csak részben helyes, ugyanis a kihalds valoszinlisége pontosan akkor 1, ha az utdédeloszlas varhat6 értéke
nem haladja meg az 1 értéket, de egyébként a kihalas valdszinlisége szigorian kisebb, mint 1. Az eredmény
viszont abbdl a szempontbdl mérfoldkének szamitott, hogy Watson ratalalt 4 probléma kezelésének (7¢(x) = i
eszkdzére. Watson generatorfliiggvényeket hasznalt, és észrevette, hogy a valdszinliség gydke a
egyenletnek, ahol

ol

Ge(x) = E(a*) = Z.r*ff’(i =7, D=xr=<1,

=0

a & utddeloszas-valtozd valdszinliségi generatorfiiggvénye. A pontos vélaszt bizonyitassal eldszor Johan
Frederik Steffensen publikalta 1930-ban, aki meglepé mdédon nem ismerte Galton és Watson munkajat. A teljes
torténethez hozzatartozik, hogy Irénée-Jules Bienaymé mar 1845-ben foglalkozott ezzel a kérdéssel, és
bizonyitas nélkiil meg is fogalmazta a helyes valaszt, de ez a cikk tobb mint szaz évig a feledés homalyaba
meriilt. Az 6 tiszteletére a folyamatot sokan Bienaymé- Galton- Watson-folyamatnak nevezik.

10.1.2. Tétel (Kihalasi tétel).  Legyen % = {X, : » € [Ny} Galton- Watson-folyamat Xo = 1 kezdeti értékkel
és & utédeloszldssal. Legyen tovabba 1M = I (&) az utédeloszlds varhaté értéke. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.

(i) ??? A4 kihalds valésziniisége a ¢ elr) = egyenletnek 0. 1] intervallumba esé legkisebb q gydke.

(ii) ??? A kihalds valésziniisége pontosan akkor 1, ha m = 1, vagy pedig mn = 1 és (€ = 1) << 1. Minden
mas esetben a kihalds valosziniisége hatdarozottan kisebb, mint 1.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy a valdszinliségi generatorfiiggvények elemi
tulajdonsagai szerint aCelr) = egyenletnek az = = 1 érték mindig gyodke, tehat az egyenletnek garantaltan
van a (0. 1] intervallumba es megoldasa. Tovabba, a generatorfliggvény folytonos, ezért a gyokok infimuma is
gyok, ami azt jelenti, hogy a ,,legkisebb gyok" jol definialt. Jel6lje a tovabbiakban 7 ezt a legkisebb pozitiv
gyokot.

A mértek folytonossaga miatt a kihalas valoszinisége eléall, mint

— J’J( U{-Y” = []}) lim P( U{,‘H =0} ) — lim ;J(X” _ [JJ-

n=1

Ismét a generatorfiiggvények tulajdonsagai alapjan itt I’(Xy = 0) = G'x, (0] ahol C'x,, az X, véletlen valtozo
generatorfiiggvénye. A kovetkezokben teljes indukcidval belatjuk, hogy ¢'x. a O’z fiiggvény n-edik iteraltja,
azaz

(:‘”:(:E 65" ('IA-u.nH =('IX.,O("E- !’322.3..--

Mivel Xo = 1 miatt X1 = &1.1, azonnal jon a Ox = Gg egyenlség. Most tegyiik fel, hogy az allitas igaz
valamely n — 1 = 1 egészre. Ekkor

oo

Cix, () = B(e) = B(Z T n) = 37 B (a0 X,y = ) P(Xom = J)

j=0

— i!I(JZi |El|.k)'l) 1 = }, Z}' el —J li[f -’-:.nu
k=1

j=0 j=0

- Z P(Xno1 = J')((:E(,n)-" = Gx,_ (Ce(x)) = (Gx,_, 0 Ge)(x).

=0
ami pontosan a bizonyitandé volt.

A val6szintiségi generatorfiiggvények definicidjabol azonnal jon, hogy C’¢ monoton névekvé a [0.1]
intervallumon, amib6l
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0< P(&=0) =Ge(0) < Gelg) = q.

Ezéltal ! = G'x,(0) = Ge(0) = q_¢s ismét csak a C'¢ fiiggvény monotonitasat alkalmazva
0 < Ge(0) < Ge (G, (0)) < Celg) = q.

és ezaltal

0< Gy (0) € Gy (0) < g.

Hasonloan folytatva, teljes indukcioval kapjuk, hogy tetszdleges n & Il esetén

0= Gy(0) = Gx(0) = =Gy, (0) < q.

Mivel a Gx, (0], »n € M, sorozat monoton nd és korlatos, létezik hatarértéke, és

L:= lim Gy, (0) = lim P(X, =0) € [0.q].

T —+ 00

Vegyiik észre, hogy ez egyben azt is jelenti, hogy I. maga a kihalas valosziniisége. A ¢ g fiiggvény folytonossaga
miatt

(fe(L) = lim 7 ((.';\-”([]]] = lim ('y

— 00 Nn—0C

a0 =L,
tehat az . érték nemnegativ gyoke a (e (r) = egyenletnek. Mivel most I+ = g, és definicié szerint ¢ minimalis
nemnegativ gyok, kapjuk, hogy ¢ = .

$\mathrm {(ii)}$ Most megvizsgaljuk azt, hogy a kihalas valdszinlisége mikor lesz egyenld eggyel. El8szor
tegylik fel, hogy ! )(‘: <1) <1 Elemi eszkozokkel megmutathatd, hogy ekkor a Ge generatorfiiggvény
szigoruan monoton novekvo és szigoruan konvex a (0. 1] intervallumon. Ekkor a figgvény derivalhato is ezen az

intervallumon, tovabba a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint tetszOleges ¥ < [0.1) esetén létezik olyan
u € (.1) hogy

Gell) — Gelz) _ o
l —u = Ge(v)-

A Ge figgvény szigoria konvexitasa miatt G szigorian monoton ndvekvd a 0. 1] intervallumon, igy
Gely) < GL(1)=m
gl £ .

Elészor tegyiik fel, hogy m = 1. Ekkor

1l — Ge(x) _ Ge(l) — Ge()
l—x 1 —x

=CGely) =G =m <1,

amib8l | = Celr) <1 = vagyis Ge() = = Mivel az r érték a[U-1) intervallum tetszSleges pontja volt, a
Gelr) = egyenlet minimélis nem negativ megoldasa, és ezéltal a kihalas valészintisége 4 = 1.

Ha ezzel szemben ' = Ce(l) = 1 akkor talalhato olyan * (0.1), hogy Ge(w) =1 g6 a Lagrange-féle
kozépértéktétel szerint 1étezik ¥ € (1) melyre

Ge(1) = Gela)

l —u B (."';.(y].

Ismét alkalmazva a O'¢ fiiggvény szigort monotonitasat kapjuk, hogy ¢ ely) > Gelr) > 1 &g ezért

1 —Gelr Gel(l) — Gelr
- _'5!(_7) _ Gl E_ r«s(ﬁ' =Gily) = Gela) = 1.

vagyis | — Celr) > 1 =i amibgl Celr) — & < 0 kgvetkezik. Mivel Cell) — 0= P(& =0) =0 3 Ce figgvény
folytonossaga alapjan a C'¢() = T egyenletnek 1étezik megoldasa a [0: 1) intervallumon. Ez azt jelenti, hogy
m > leseténg < 1,
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P€=0)=1— P(¢=1)csak azt az esetet kell megvizsgélnunk, amikor (€ =1)=1  Ekkor
, amibdl

Gelw) —a = [P(e=0) + P(e = V)a| —z = [1- Ple=1)| (1~ 2)
Ezért (€ = 1) < L esetén, ha m < 1, akkor a 7e(-X') — = U egyenletnek csak = = 1 a gydke, tehat7 = 1. Ha
pedig (e = 1) =1 akkor m =1 esetben a Oelr) = = 0 ggyenletnek minden = € [0. 1] szam gyoke, tehat

g =10
A kovetkez6 tételben az X folyamat asszimptotikus viselkedését fogjuk megvizsgalni.

10.1.3. Tétel. Legyen X = {.-Yn :n € Ny} Galton- Watson-folyamat & utddeloszldssal, és tegyiik fel, hogy
Pl =1} <1 Ekkor minden J € M dllapot tranziens, és ezért

lim P(X,=j)=0 kel

fi—e 20

Tovibba, ha a kezdeti érték Xo =1, ésd jeloli a Gelr) = egyenletnek al0: 1] intervaliumba esé legkisebb
gyokét, akkor

I‘*( lim X, = U) =q és !"( lim X, = ::c) =1-g.

TL—¥ OO

Bizonyitas. Legyen J € [N egy tetszleges allapot, és legyen Xu = J. Elészor tegyiik fel, hogy /(& = 0) > 0,
Vegyiik észre, hogy a folyamat soha tobbé nem tér vissza a J allapotba, ha a kiindulasi generacioban talalhato6 J
egyed egyikének sincsen utdda, aminek a valoszintisége (€ = 0)7, Ebbél kapjuk, hogy

1— fj=P(Xa #5.n €| Xo =) = P(X, =0|Xo = j) = P(¢ = 0)7 >0,
és igy f7 < 1 azaz a 7 allapot tranziens.

Ha ezzel szemben (& = 0) = 0, akkor minden generacioban minden egyednek van legalabb egy utoda, ami azt
jelenti, hogy Xo = X = - majdnem biztosan. Mivel feltettiik, hogy (¢ = 1) < 1, valamikor el8 fog fordulni,
hogy egy egyednek legalabb két utdéda lesz, ami azt jelenti, hogy a J allapotba Valo visszatérések szama 1
valoszinliséggel véges, vagyis J tranziens.

Mivel minden pozitiv egész érték tranziens, a folyamat 1 valoszinliséggel csak kétféleképpen viselkedhet:
elnyelddik a 0 allapotban, vagy divergal a végtelenbe. Mivel a () allapot elnyeld, a 10.1.2. Tétel alkalmazasaval
kapjuk, hogy

P( lim X, — [1) — lim P(X, = 0) =q.

T—0C fi— 00
amibdl mar kovetkezik, hogy a végtelenbe valé divergélas valészintisége | — 4.

A fenti eredmények miatt a Galton- Watson-folyamatokat az ™ = £(¢) varhat6 érték nagysdga alapjan
osztalyozzuk. A folyamat szubkritikus, ha m = 1, kritikus, ha m = 1, és végiil szuperkritikus, ha m = 1.

Az eddigiekben a Galton- Watson-folyamatokra csak eloszlasbeli konvergencidkat fogalmaztunk meg. A
kovetkezo tétel egy ennél erésebb allitas.

10.1.4. Tétel. Legyen {-X. : m € Ny} Galton- Watson-folyamat & utddeloszlassal, és legyen ™ = E(&). Ha
0 < m < o, akkor létezik olyan ¥ véletlen valtozo, melyre

-Y:u

e

— Y. M — 00, . b.

Bizonyitas. Tetszoleges 1 € I és J € Vi esetén

Xll—l ,|'
!_‘-{/\-”|_Y”_l = )':] = IL‘( Z Enge | Xno1 = J-) = h‘(ztn.k) = jm,

k=1 i=1

ezért (X[ X, 1) = mX,,_1. Meggondolhato, hogy az
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{Y,, =X,/ /m"in& NU}

sztochasztikus folyamat szintén Markov-lanc. Ekkor a 4.1.8. Tétel $\mathrm {(v)}$ pontja szerint barmely
n & ¥ mellett

| |- -\I:-H »
E(Y,|Y,.....Ys) = E(Y,|Y,_,) = ;-.'(—.\',,‘_x',,__l) = —mX, = = =Y,_,,

" ™

vagyis az Y., m €My, sorozat egy nemnegativ értékii martingdl. Ekkor tetszdleges 7 € Iy esetén
s , s ~osup E(|Y,]) < = ) )
E(Y.]) = E(Y,) = E(Yy) = 1, vagyis netu ! . Ezek utan az &llitds mar kovetkezik a martingal

konvergencia-tételbol.

2. Az exponencialis eloszlas

Az 5 valtozo exponencialis eloszlast kovet A = (I paraméterrel, ha eloszlasfiiggvénye

, L —e™ 520,

glr) = P(S <x) = -

Fso) = P(S < @) {n. s < 0.

Ekkor a valtozo varhato értéke, szorasa illetve stirliségfiiggvénye
e L . AeTH s >0,

E(S) = D(S) = N fs(s) = { 0. 5= 0.

A fenti definiciot kiterjesztve a tovabbiakban azt mondjuk, hogy az 5 altalanos értelemben vett véletlen valtozo
A = 0 paraméteres exponencialist kovet, ha F(5 = +5¢) =1 Vegyiik észre, hogy a varhato érték és az
eloszlasfiiggvény fenti formuléja ebben az esetekben is érvényes, ugyanis

F{+a) =1/0, Fio(r)=P(+x<s) =0, seR.

Erdemes megjegyezni, hogy mivel A = () esetén S elfajul6, tehat majdnem biztosan konstans, ezért fiiggetlen
minden (&ltalanos értelemben vett) véletlen valtozotol.

10.2.1. Tétel. Legyen S nemnegativ értékii véges véletlen valtozo. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
(i) ??? Az S vdltozo exponencidalis eloszlast kévet valamilyen )\ > () paraméterrel.
(ii) ??? Tetszéleges -t = Uvalés szamok esetén

P(S—t>s|S>1)=P(S>s).

(iii) ??? Tetszbleges s = U valés szam valamint az S-t61 fiiggetlen és nemnegativ értékii ' véges valtozo
esetén

P(S=T=s|S>T)=P(S>s).

A 10.2.1. Tétel $\mathrm {(ii)}$ pontjanak allitisat orokifja tulajdonsiagnak nevezziik. A tétel szerint az
orokifju tulajdonsag sziikséges €s elegendo feltétele annak, hogy egy valtozo exponencialis eloszlasu legyen.

srer

P(S—t>s8>t) 1—F(s+t)
P(S > 1) U

P(S—t=s|8>1) = e = P(X > s).

$\mathrm {(ii)}$ = $\mathrm {(i)}$ Mivel S nemnegativ véltozo, ' (s) = U teljesiil minden s < 0 értékre.
Legyen

G(s)=Pls >z)=1—F(s). s=0.

Az 6rokifji tulajdonsag szerint tetszoleges s: ¢ = U valosak esetén
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Gis+1t) P(S—1>s5>1)

- —P(S—t>s]S=18) = P(S > s) = Gs),
G(l) P(S = 1) ( |92 1) = PS> 5) = Gls)

amib8l C(s + 1) = G(s)C(f), Felhasznalva, hogy © (%) monoton csokken a pozitiv félegyenesen megmutathato,
hogy G() = ¢ valamilyen A = 0 valés szamra, tehét az S valtozé exponenciélis eloszlast kivet.

$\mathrm {(ii)}$ = $\mathrm {(iii)}$ Jelolje
Fryssmy(t) = P(I'<t|S>T), t€R,

a T véltozonak az 15 > 1} eseményre vett feltételes eloszlasfiiggvényét. A teljes varhatd érték tételével,
felhasznalva, hogy S fliggetlen 1-t6l, kapjuk, hogy

P(S—T >s8>1T) = [ P(S =T = s|T =68 >T)dFrssmy(t)
o —ma

[ P(S—t=s|T =t.8>t)dPrs-1(t)

_ [ P(S—t=s|S > t)dls.7y(t)

o0

= 1“(,“; = H) [ J.l’il.lrlljr‘l{-,,q"}(” = .P(.“B' = 'H)

$\mathrm {(iii)}$ = $\mathrm {(ii)}$ Kovetkezik abbol, hogy a T' = ¢ degeneralt valtozo fiiggetlen S-tol.

A tovabbi munkank soran taldlkozni fogunk azzal a kérdéssel, hogy milyen eloszlast kovet fiiggetlen
exponencialis eloszlast valtozok minimuma. Az alabbi tételben erre a problémara adunk megoldast.

10.2.2. Tétel. Legyen X1. Xu. ... véges vagy végtelen sok fiiggetlen exponencidlis eloszldsii (esetleg dltaldnos
értelemben vett) véletlen valtozd rendre Ay Az 2 0 paraméterrel. Legyen tovabbd A = A + Az + -+ és
tekintsiik az X = nf{ X1, Xoo. o] (altalanos értelemben vett) véletlen valtozot. Ekkor érvényesek az alabbiak.

(i) ??? Ha A = o, akkor az X vdltozé exponencidlis eloszldsu X paraméterrel, mig ha A = =, akkor X =0
majdnem biztosan.

(i) ??? Ha 0 < A < oc, akkor az infinimum felvétetik, tehdt létezik N egész értékii valtozé, hogy
PIX = Xn) =1 Az N vdltoz6 fiiggetlen az X értéktdl, és eloszldsa
AI‘J _ AJI

P(N=n)=P(X=X,)=22=-_— 20
(N =n) = P )= =

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Ha A =0, akkor az Xi.Xu.... viltozok mind O paraméteres exponencialis
closzlast kovetnek, amibgl F(X =+2¢) =1 vagyis X szintén exponencidlis eloszlast kdvet A = 0
paraméterrel.

Abban az esetben, mikor A = 0, az X valtoz6 1 valosziniiséggel véges. Legyen a viltoz6 eloszlasfiiggvénye
I'(r) = P(X =1} reR. Kapjuk, hogy ha = < 0, akkor {'() =0 mig ha = =0, akkor a valtozok
figgetlenségét felhasznalva

1-Fa)=PX>a)=P(X, >0 Xe>a,...)=P(X) > 0)P(Xy > ax) - = ™M T2 L

Ha A < oc, akkor /' a A paraméteres exponencidlis eloszlas eloszlasfliiggvénye. Ha A = oc, akkor
P(X = x) =1—1(r) = O minden r > 0 értékre, tehat X a nulla pontban degeneralt valtozo.

$\mathrm {(ii)}$ Tetszdleges rogzitett n esetén az X" =mf{X,, 1 m # n} (4ltalanos értelemben vett) valtozo
fliggetlen az X.-t6l, tovabba a tétel $\mathrm {(i)}$ pontja szerint exponencialis eloszlast kovet

N=3 "X, 20

mstn
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paranil < A, < o\’ = (0, aXr az X, M # 1 valtozok mind degenerfi\" = ;1 végtelenben, és igy 0 < A < o
miatt . Ekkor  egy véges exponencialis valtozo, tehat majdnem biztosan, és az allitas
azonnal kovetkezik.

Ha A\ =0, akkor X. és X’ fiiggetlen exponencialis eloszlisti valtozok, tehat létezik az egyiittes
striiségfiiggvényiik, mely a kiilon-kiilon vett siriségfiiggvények szorzata.

) . A M= (Anad Mol oy =0,
Txw (o, y) = Fx(a) foor(u) = { 0 V=

epyebként.

Legyen /2 = {{x.y) € R? : 0 < = < y} Ekkor a kérdéses valésziniiség

PIN=n)=PX=X,)=P(X,<X"V=Pl(X,.X") e H} - Tx., xlx, y)dredy
Jr

) - * O A
= At ~AnT / Ne - Ydydr = / At ~(a Az g . T8 )
FiL ST S0 r1|'-|| T J\'I-'r

Vegyiik észre, hogy

. )li'.'
Z:P(_.\ = n) =Zm =1,

T

tehat 1 valoszinliséggel létezik minimalis az X1.Xz.... valtozok kozott. A fiiggetlenséghez legyen
Ro={(z.y)eR*: 0<s<y o< Z}'z = (0. EKkkor

I’(.\’ =n.X = z) = f

"z g==
Fa,x(o y)dedy = / A, et / )\":'_’V-”:iyﬂi'.r'
. Jr

W40

: A .
— _—l:)ll.' |A'l:l-?' S T 1 _ —az] _ I . - -
= £ Ane de =% +N[1 e ] = P(N =n)P(X < z),

tehat V és S fuiggetlen.

Gamma fiiggvénynek nevezziik a

[a) = [ y* e Vdy, o = 0,

S0
figgvényt. Megmutathato, hogy I'(a) véges, haa = (), tovabba tetszbleges 1 = 1 egész esetén [(n) = (n—1),
Azt mondjuk, hogy az X valtozdé o rendi és )\ paraméteres (A >0) Gamma eloszlast kdvet, ha
stirliségfiiggvénye

rI!_-'1—|I'_:—J\.r'l T = 0.
() -

fx(@) =

Ekkor a valtozo vérhato értéke £(X) = a/A, szorasnégyzete 1 P*(X) = /X Derivalassal ellendrizhetd, hogy
ha az eloszlas rendje 1 = 1 egész, akkor az eloszlasfliggvény

o0 vk
Al
Fy(r) = E ( _’1) e r=0.
. !

k

L

10.2.3. Tétel. Ha ) ST X, fiiggetlen exponencidlis eloszldsii valtozé kézos € (U.5C) paraméterrel, akkor az
Xy + -+ X, §sszeg n-edrendii X paraméteres Gamma eloszldst kévet.

Bizonyitas. A bizonyitds standard modszerekkel karakterisztikus fiiggvények segitségével torténik. Fel kell irni
az Osszegvaltozo

Gxs i xa(6) = bx, (1) - 6x, (). LER,

karakterisztikus fluggvényét, és meg kell mutatni, hogy ez azonos az n-edrendii A paraméteres Gamma eloszlas
karakterisztikus fliggvényével. A részleteket az olvasora bizzuk.
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1. Folytonos ideji Markov-lancok

Ebben a fejezetben a diszkrét ideji Markov-lancok folytonos idejii valtozatat fogjuk definidlni és vizsgalni.
Legyen % = {X;:t = 0} megszamlalhaté allapotterfi sztochasztikus folyamat. A diszkrét idejii modellhez
hasonléan most is fel fogjuk tenni, hogy a folyamat Z allapottere a d-dimenziés Euklideszi tér Z? egész
racspontjainak egy részhalmaza valamely d nemnegativ egész mellett.

11.1.1. Definicié. Az E = {X; 1 = 0} sztochasztikus folyamat folytonos idejii Markov-lanc, ha
tetsz8leges 1 = 1.2... . egész, 11.. ... by i. ] dllapotok, és 0 = 51 = -+ = 5, = s =  jdépontok esetén
P(Xi =7 Xe =4, Xu, = ins- .-, Xo = ia)) = P(Xe = j| X = i) = pis(s. 1),

amennyiben a feltételben szereplé eseménynek pozitiv a valosziniisége. A pijls.t) valosziniiségeket
datmenetvalosziniiségeknek nevezziik, a

P(s. 1) = [Pi._i(-“- ”];.Eg
matrixfiiggveny a folyamat atmenetvalosziniiségi mdtrixfiiggvénye, vagy roviden dtmenetmdtrixa.
11.1.2. Allitas. Tetszbleges ) = s = I esetén teljesiilnek az alabbiak.

(i) P(s.1) sztochasztikus matrix.

(i) P(s.s) = Er:= [éa'._i]i._ief, ahol %.; a Kronecker delta szimbdlum.
A folytonos idejii Markov-lancok fenti definicidja természetesen adodik a diszkrét idejii Markov-lancok 4.1.2.
Definicidjabol. A diszkrét idejii esetben a 4.1.8. Tételben megmutattuk, a definicié azzal ekvivalens, hogy
tetszéleges i € My idépont, ¢ € T allapot, tovabba megfelelden valasztott Milt és Jové események mellett
P(J6v6| X, = i, Milt) = P(Jovo] X, = ).

A kovetkezo tételben azt mondjuk ki, hogy a definicio ezen altalanositasa folytonos idejii Markov-lancok esetén
is igaz. Az allitast bizonyitasat az olvasora bizzuk, a levezetés a diszkrét idejli valtozat gondolatmenetét kdveti.

11.1.3. Tétel. Legyen &£ = {Xi:t =0} megszamlalhato dallapotterii folyamat, tovabba legyen
Fr=a( X, s < 1), G =c(X,:s=1). = 0.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) Az X folyamat folytonos idejii Markov-lanc.

(ii) Tetszéleges t = Uiddpont, i € T dllapot, tovabba A € G: és I3 € F; események mellett
P(A|X, =i.B) = P(A|X, =),

A tovabbiakban csak olyan folytonos ideji Markov-lancokkal foglalkozunk, melyekben a pij(s.1)
atmenetvaldszinliségek értéke csak a ¢ — s kiilonbségtdl fiigg.

11.1.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy az % = Xt = []}folytonos idejii Markov-lanc (idé)homogén, ha
az dtmenetvalésziniiségek csak az 5. ! intervallum hosszatél fiiggnek, tehdt ha

(f—=)

pigls.t) =pi; és P(s.t) = P/,
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teljesiil minden i és J dllapotra, valamint 0 < s < t idépontra. Legyen © = []ier @ folyamat kezdeti eloszldsa,
tehat legyen

oy = P(X =1, =
Ekkor a folyamatra az % ~ Markov(e, Y.t = 0) jelslést hasznaljuk.

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy a lanc allapotai a nemnegativ egészek lesznek. Fontos
megjegyezni, hogy egy folytonos idejii Markov-lanc felrobbanhat véges idépontban. Ezt a technikai nehézséget
tigy hidaljuk at, hogy az allapottérhez sziikség esetén hozzavessziik a ~ allapotot, tehat T & MU {>t. A
tovabbi bonyodalmak elkeriilése miatt ezen a kurzuson a ~c allapottdl megkoveteljiik, hogy ne legyen kezdeti
allapot allapot, azaz @ =0, és azt, hogy elnyeld legyen, tehat tetszéleges 0 = s < f idépontok, és # 0
allapot esetén P=.ils:£) = 0, Ezek kényelmi feltevések.

Az alabbiakban kimondunk néhany alapvetd tételt a folytonos ideji homogén Markov-lancokra. Ezeket
bizonyitas nélkiil k6zoljik, ugyanis az 11.1.6. Tétel kivételével mindegyik allitas levezetése a kapcsolatos
diszkrét idejii tétel bizonyitasanak gondolatmenetét kdveti. Az emlitett 11.1.6. Tétel bizonyitasa joval nehezebb,
ezt terjedelmi okokbol nem kozoljiik.

11.1.5. Tétel. Legyen & ~ Markov (o, P, 1 = 0) Jolytonos idejii homogén Markov-lanc. Tetszéleges rogzitett
s = 0 idépont és i dllapot esetén tekintsiik az % = { X« 11 = 0} folyamatot. Ekkor az {-Xs = i} eseményre
feltételesen teljesiilnek az alabbiak.

(i) ¥ ~ Markov(d;. P, 1 > 0)

(i) X' fiiggetlen az 1-Xe- U =t = s} valtozoktdl,
11.1.6. Tétel (Erés Markov-tulajdonsag). Legyen X ~ Markov(o, P 1 = 0) folytonos idejii homogén
Markov-ldnc. Legyen T = 0 megallasi idé az Ft = o(Xe:ts=1) 1 >0, szirésre nézve, és tekintsiik az

X ={Xrp:t20} Jfolyamatot. Ekkor tetszoleges i allapot esetén a {7 <00 X, =i} eseményre feltételesen
teljesiilnek az alabbiak.

(i) ¥ ~ Markov(d,. P 1 > 0)

(i) X' fiiggetlen az F~ pre-c-algebratdl.

11.1.7. Tétel (Multiplikaciés formula). Legyen & = {X ot = 0f folytonos idejii sztochasztikus folyamat.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) X folytonos idejii homogén Markov-lanc o kezdeti eloszldssal és P, 0 < i, dtmenetmdtrixszal.

(i) Tetszéleges m = 1.2, ... egész, Ju:d1:-- - Jn € L dllapotok és0 = s < &) = -+ < 1, idépontok esetén

[fa—ty) . M —ty—1)

- . . ) (1]
P(Xty = Gy Xy = 1 Xo = o) = ol 1Py 0 Por o
Tovabba, ha X folytonos idejii homogén Markov-lanc, akkor

. - . . (fy—=) [ta—t [t —ta—
I)('Yf'.’ = e "\-'I = |Y"' = .}l[Jj - p,l.l'tll.,.il )ﬂ_.il‘.z,f'z I:l o 'p.-il.'—l-..in I:l'

11.1.8. Kovetkezmény (Chapman- Kolmogorov egyenletek). Legyen &£ = {X¢ : t = 0} folytonos idejii
Markov-ldanc o kezdeti eloszlassal és P(s:1) 0 < s <{ atmenetmdtrixszal. Ekkor tetszbleges ) = s < [ < u
idépontok esetén Fs. 1) = P(s )Pl u) Specidlisan, ha a lanc homogén, akkor tetszéleges 5.t = U mellett
P(.al [ P(:«]PU).

Természetesen adédik a kérdés, hogy egy P 1 [0.5¢) — Br.r matrixfiiggvénynek milyen sziikséges és/vagy
elegendd feltételeket kell kielégitetnie ahhoz, hogy értékei egy folytonos idejli homogén Markov-lanc
atmenetmatrixait adjak. Kideriil, hogy erre a kérdésre egy egészen egyszerii valasz adhato.

11.1.9. Definicio. Egy P:[0.0¢) = Brus fiiggvényt sztochasstikus matrixfiiggvénynek neveziink, ha
teljesiilnek az alabbiak.
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(i) P(0) = Er,
(ii) P (L) sztochasztikus matrix minden t = 0 esetén.
(iii) P(s + 1) = P(s)P(Z) seljesiil minden 5.t = U esetén.

11.1.10. Tétel. Legyen T tetszéleges megszamldalhaté halmaz, és tekintsiink egy v € BT eloszldst, valamint egy
P:[0,00) = Rryz matrixfiiggvenyt. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) ?2? Létezik & ~ Markov(a. P(t).1 = “)folytonos idejii homogén Markov-lanc.
(if) ??? A P fiiggvény sztochasztikus matrixfiiggvény.

Bizonyitds. $\mathrm {(i)}$ = $\mathrm {(ii)}$ Tegyiik fel, hogy létezik K~ Markov(o, P(t).1 2 0)
folytonos idejii homogén Markov-lanc. Ekkor a 11.1.2. Allitasbdl és a Chapman- Kolmogorov egyenletekbdl
(11.1.8. Kovetkezmény) azonnal jon, hogy a P fiiggvény sztochasztikus matrixfiiggvény.

2. Kolmogorov egyenletei folytonos idejii homogén
Markov-lancokra

Az el6z6 alfejezetben arra probaltunk meg ramutatni, hogy a diszkrét idejii Markov-lancok utan a folytonos
idejii Markov-lancok definici6ja természetesen adddik, és a két tipusra teljesen analdg allitasok fogalmazhatdak
meg. A két folyamat kozott minddssze az az eltérés, hogy a pozitiv félegyenes mely pontjaiban vannak
definidlva. Van azonban egy olyan techninai jellegii kiillonbség, mely a tovabbi eredmények bizonyitasa soran
alapvetd fontossagu lesz. Diszkrét idében a Chapman- Kolmogorov egyenletek szerint a tdbblépéses
atmenetvaldszinliségek mind felirhatbak az egylépéses P dtmenetmatrix segitségével, nevezetesen P/ = P
teljesiilt minden 7 € [; esetén. Ez az egyszer(i észrevétel nagyban leegyszeriisitette a diszkrét idejii folyamatok
vizsgalatat. Ezzel szemben folytonos idében nem létezik olyan P'®) matrix, melybdl a P, t =0,
atmenetvaloszinliségek mind egyszeriien felirhatdak lennének mondjuk hatvanyozas segitségével. A
tovabbiakban egy olyan elemi épitékockat, egy olyan objektumot keresiink, mely egy folytonos idejii Markov-
lanc ismeretében konnyen felirhatd, és amibdl az atmenetvaldszinliségek mind meghatarozhatéak. Ehhez
azonban tovabbi regularitasi feltételeket kell bevezetniink.

11.2.1. Definicio.  Legyen X ~ Markov(e, Pt = 0) Azt mondjuk, hogy az X folyamat standard, ha
PU — P® = E; amintt L 0 tehdr tetszéleges -1 € I allapotok esetén

(.'J ¢ 1. ,;:l}l._
Pij —* ('3:._.1 = { 0. -F‘T"f'j il 0.

. . () , i . .
A standarditas azt jelenti, hogy a Fii, = 0, dtmenetvaldsziniiségek jobbrol folytonosak a ¢ = () pontban. Ezen
egyszerli tulajdonsagb6l komoly analitikus  allitasokat fogalmazhatunk meg a  Markov-lanc
atmenetvaldsziniiségeire.

11.2.2. Allitas. Legyen X standard Makov-linc, és tekintsiink tetszéleges -1 <L dllapotokat. Ekkor
teljesiilnek az alabbiak.

. ()
(i) ??? A Pij, t = 0, fiiggvény folytonos.

() _

t
= Uminden ¢ = 0 esetén, vagy Pii = mindent = 0

. S ()
(ii) ?2?? Tetszbleges .1 € I dllapotok mellett vagy V'i.i
esetén.

(iii)) 222 A

[T Il hlo h

hatéarériék létezik, tovabbd Tii € [—00,0] ggaiy € [0.0¢) hai # j
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. . rer (ll:l {(' :,- " . , r r . 3 r ;_ ; E I 3
}?Ig}ﬂ[l}yltas. $\np’,_k|rlg_‘l g £}$ Legyen i = 0 tetsz6leges rogzitett érték. Vegyiik észre, hogy barn_lfly b és

esetén a k=7 , valoszinliségek egy eloszlast, tehat egy véges mértéket adnak az  allapottéren,
tovabba minden allapotra
p}."r” 1 és (f'] —+ . RO

(k)
EbbSl kovetkezik, hogy az I allapottéren értelmezett konstans 1 fliggvény a e, k € T, fiiggvény egy

. . . () . . .
majoransa, tovabba ez a majorans integralhatd a Pik, k € T, valosziniiségi mérték szerint, hiszen

S0 1o

kel

Ekkor a Chapman- Kolmogorov egynletek és majorans konvergenciatétel alkalmazasaval
|.f|f|] Zf’ira?f’flj_’Zﬂmah _ f.rﬁ hlo.

A balrél valo folytonossag nehezebb, tovabbi dtleteket igényel, ennek bizonyitasat most melléziik.

$\mathrm {(ii)}$-$\mathrm {(iii)}$ Ezen allitasok bizonyitdsa mar nehéz és idSigényes, ezért a levezetéseket
nem ko6zoljik. Egyediil arra mutatunk ra, hogy ha sikeriil belatni, hogy a 9ii értékek 1éteznek, akkor ezen
derivaltak el6jele mar konnyen jon abbol az egyszerii észrevételbdl, miszerint

U” I,r[“.j <0 és Jr[m lf(_[_Jj] =0, 4 ?é_j,

i ii = i

A gyakorlatban altaldban olyan folytonos idejli Markov-lancokkal dolgozunk, melyek minden ¢ = O pontban
jobbrol folytonosak. Az alabbi allitas szerint ezen folyamatok mind standardok.

11.2.3. Allitas. Ha egy folytonos idejii homogén Markov-lanc 1 valésziniiséggel jobbrol folytonos a () pontban,
akkor a folyamat standard.

Bizonyitas. Jegyezziik meg, hogy az Yo valtozé nem veheti fel pozitiv valdszintiséggel a ~c értéket. Legyen

A= {u., € 21 X,(w) jobbrdl folytonos a 0 ]:[:111']1:111}.

Ay ={we Q: X(w) = Xg(w). ¥t < 1/n}, n=12...

Nyilvan A, € A1 € A minden n esetén. Tovabba, tetszéleges w € {1 esetén, mivel az Xilw) fiiggvény egesz
értékd, a konvergen01a csak ugy teljesiilhet, ha valamilyen 0 = d(w) érték esetén Xi(w) = Xo(w), hat < 4.
Tehat 4 = U3 A, Legyen /2 | 0, Ekkor n(h) = [1/h] — o¢ amibél

12 p" = P(X, =i X, = i) = P(Ayp) — P(A) = 1.

. (k) ;
A rendér elv miatt Pii 1 tehat a folyamat standard.

A tovabbi munkéankhoz sziikség lesz még egy regularitasi feltételre, mely a 11.2.2. Allitds $\mathrm {(iii)}$
pontjaban definialt derivaltak kozott teremt kapcsolatot.

11.2.4. Definicio. Legyen X standard folytonos idejii Markov-lanc. A folyamat konzervativ, ha tetszéleges
¢ £ T allapot esetén

Zfﬁ._i = —Gii s i = —00.

dsti

Ekkor a Q = [9uiliier matrixot az folyamat infinitezimadlis generdtordnak nevezziik.

11.2.5. Allitas. Ha a folyamat standard és csak véges sok dllapota van, akkor konzervativ.

Bizonyitas. Mivel a lanc standard, a %.; € [—5¢. %) hatarértékek léteznek. Az allapottér véges, ezért
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= lim ={.

~ B0 h Ao h R0 h

k) (o (k) (o) )
Z py ey TPy — YerPiy 1-1
T = lim ————= =
=T Je
A standarditas miatt 9..i véges, ha ¢ # 1, amibé] %i.i szintén véges.

11.2.6. Kovetkezmény. Amennyiben egy matrix derivaltjat a komponensenkénti derivaltakkal definialjuk, akkor
konzervativ Markov-lanc esetén

, i, .
lim —= = lim =

Q = [ P =P P — PO PO
| B h cier MO b ot

=0

A kovetkezokben azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor a lanc allapottere véges. Ha ¢ = 0 és i = 0 rogzitett,
akkor a Chapman- Kolmogorov egyenletekbol

P PO P L S Ly
P A h

Ha most it | U, akkor a kdzépsé és a jobb oldali kifejezés konvergél, tehat a bal oldalnak is van hatéarértéke.
Ekkor a P! matrixfiiggvény jobbrol derivalhato, és a derivalt
dP")

= = PYQ = QP t=0.
[rs
Felhasznalva, hogy egy standard folyamat, a baloldali derivaltra kapjuk, hogy

Pl:lr] _ P(.’—h] P[.r.l) _ P(U] ,
———— =P ———— 5 PUQ=QPY.  nlo0.
1 1

Mivel a P! métrixfiiggvény komponensenként jobbrél és balrél is derivalhatd, és a kétoldali derivaltak
megyegyeznek, a fliggvény derivalhaté minden ¢ = 0 pontban.

11.2.7. Definicio. Legyen Q egy X konzervativ Markov-lanc infinitezimdlis generdtora, és legyen
P(t) = [pi;(1)]ijer € Rruz ¢ >0, tetszéleges matrixfiiggvény. Ekkor a

dP(t) dpiglt) o
T P(1HQ, araz T Zp;_;,.(l)q;,.__;. i.je T,
kel
egyenletrendszert Kolmogorov elérehalado (forward) egyenleteknek nevezziik, a
dP(t) dpi () .
TR QP(1), ALAZ P Zf,h.k.uf.-._;(”- t.j €L,

keT
egyenletek pedig Kolmogorov visszafelé halado (backward) egyenletei.

A fentiek alapjan véges allapottér esetén az atmenetvaldsziniiségek megoldasai a Kolmogorv egyenleteknek, de
fontos hangsulyozni, hogy lehetnek mas P(Z), ¢ = 0 megoldasok is. A kovetkezd tétel a megoldas
egyértelmiis€gét mondja ki.

11.2.8. Tétel (Kolmogorov egyenletei véges allapottéren). Tegyiik fel, hogy X veges allapotterii konzervativ
Markov-linc. Ekkor az dtmenetvaldsziniiségek egyértelmii megolddasai annak a kezdeti érték problémdnak, hogy
a Kolmogorov elbrehaladé vagy visszafelé haladé egyenleteket tekintjiik a F(V) = B kezderi feltétellel.
Tovabba, az atmenetvaldsziniiségek felirhatoak, mint

o

Pt — Qt . Z Q—rx £ =0
Fi.

n=0
Bizonyitas. Azt mar lattuk, hogy az atmenetvaldszinliségek megoldasok, valamint a kezdeti feltételt is
kielégitik. A differencialegyenletek tananyag alapjan mind az elérehalado, mind a visszafelé haladé egyenletek

megoldasai A, ¢ = 0, alakban allnak el8, ahol A € Bir.7. A kezdeti feltétel alkalmazasival A = Bz tehat a
megoldas egyértelmil.
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A kovetkezdkben azt vizsgaljuk meg, hogy mit allithatunk nem véges allapottér esetén. Kidertil, hogy ebben az
esetben az egyenletek megoldasa mar nem feltétlentil egyértelmii.

11.2.9. Tétel (Kolmogorov elérehaladé egyenletei). Legyen I konzervativ Markov-lanc, és tegyiik fel, hogy
minden J € I dllapot esetén

)]
i.g
1

sup — 0, RO,

i

— i

(t)
Ekkor a Pij, ¢ = 0, atmenetvalésziniiségek minden pontban jobbrél derivalhatoak, és a derivaltak kielégitik a
Kolmogorov elérehalado egyenleteket.

Vegyiik észre, hogy véges allapottéren az extra feltétel teljesiil, de a nem véges esetben mar nem feltétlentil.
Ugyan erre nem fogunk kiilon kitérni, de a feltétel nem hagyhato el.

Bizonyitas. Legyen ¢.7 € I rogzitett allapot, ¢ = (0 tetsz8leges idépont esetén, és il 0. A Chapman-
Kolmogorov egyenletekkel

FI.F t) _(F
" Zﬁh’ﬁi'ﬂ

amibdl

_ [.r.l) | l]) () (i1

]
Pig By |.f]f” — Py (jpk;_pk;
—_— = + 7.
; P Z

ik [:
j[l-') ::

. .
A feltevés miatt az Gsszegben szerepld tortek egyenletesen korlatosan, mig a Pik, h #1, valdsziniiségek egy
véges mértéket definidlnak az allapottéren. Ekkor a majorans konvergenciatétel alkalmazasaval

_E_J“ b ("
i, p P; ;J-ff”‘l'zp,.j,qﬁ;

ke
Tehat a jobboldali derivaltak léteznek, és kielégitik a Kolmogorov elére egyenleteket.

11.2.10. Tétel (Kolmogorov visszafelé haladé egyenletei). Legyen I konzervativ Markov-lanc. Ekkor az
dtmenetvalésziniiségek minden pontban balrol derivalhatéak, és a derivaltak kielégitik a Kolmogorov visszafelé
halado egyenleteket.

Bizonyitas. A bizonyitds hasonlé moédszerrel megy, mint az elérehaladd esetben, a levezetést az olvasora
bizzuk. Az egyetlen jelentos kiilonbség az, hogy ezuttal nincs sziikség extra feltételre, nem kell megkdvetelni
azt, hogy minden ¢ € T allapotra

U.l

Pk _ o1 S0, B0

sUp
J\,rn’

teljesiiljon. Ennek az az oka, hogy az egyenletes konvergencia kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy a lanc
konzervativ. Ennek altalanos bizonyitasat most szintén mell6zziik, csak azt az esetet vizsgaljuk, mikor véges az
allapottér.

Mivel definici6 szerint egy konzervativ Markov-lanc mindig standard, kapjuk, hogy tetszdleges « és k allapotra
U.'] / A . .
Piw /= dik amint b L 0. Mivel az allapottér véges, abbél azonnal kévetkezik a

U.l

Pk _ o1 S0, B0,

sUp
J\,rn’

konvergencia.

Végiil néhany sz6 a megoldasok egyértelmiiségér6l, bizonyitds nélkil. Az elébb lattuk, hogy az
atmenetvaldsziniiségek nem feltétleniil elégitik ki a Kolmogorov eldrehaladé egyenleteket. Viszont, meg lehet
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mutatni, hogy ha a Kolmogorov el6re egyenleteknek van megoldasa, akkor az egyértelmil, és éppen az
atmenetvalosziniiségeket adja. Azt is lattuk, hogy a visszafelé halad6 egyenleteknek mindig van megoldasuk, az
atmenetvalosziniségek mindig kielégitik ezeket az egyenleteket. Viszont altaldban vannak mas megoldasok is.
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12. fejezet - Az allapotvaltozasok
dinamikaja; allapotok és osztalyok

1. Az allapotvaltozasok dinamikaja

Legyen % ={X;:{ =0} folytonos idejii homogén Markov-lanc az Z =IU{+>} 4llapottéren o € BT
kezdeti eloszlassal és P} € RT*% dtmenetmatrixszal. Technikai okokbél tegyiik fel, hogy a +oc éllapot
elnyeld, és nem kezdeti allapot. Tegyiik fel tovabba, hogy az X folyamat cadlag, tehat mindenhol jobbrol
folytonos, és mindenhol rendelkezik baloldali hatarértékkel. Vegyiik észre, hogy ekkor a folyamat standard is,
de nem feltétleniil konzervativ.

Mivel a folyamat minden pontban jobbrdl folytonos, minden meglatogatott allapotban eltolt egy pozitiv
hosszuisagl idét. Legyenek U = Ji <2 J; << J2 <2 ... azok az idépontok, amikor a folyamat allapotot vélt. Ekkor
egy tetsz6leges w € () kimenetel esetén a +/n (w) sorozat haromféleképpen viselkedhet.

1. Végtelen sok -/n (<] id8pontunk van, és -/n (@) — 20,

2. Csak véges sok Jolw). oy Ty (w) idépontunk van, ugyanis a lanc V = N () allapotvaltas utan belefut egy
elnyeld allapotba. Legyen ekkor </ (w) 1= Jn(w) hak = N,

3. A Ju(w) sorozat konvergal egy 7 = T(w) < o idéponthoz, amint n — 2¢. Felhasznalva, hogy a Markov-
lanc cadlag megmutathaté, hogy ekkor a folyamat felrobban a 7 idépontban, tehat X fw) =2 hat = 7. Mivel
a o allapot elnyeld, nem vizsgaljuk a folyamat viselkedését a = idépont utan.

Legyen Yr = X7, a meglatogatott allapotok sorozata, valamint legyen S» = Jui1 — Ju az egyes allapotokban
eltoltott id6, n € T4, Ezen definicidk aldl jelentsen kivételt a 2. eset, amikor az elnyeld allapot elérése utan az ott
o1ttt id6 legyen Sn = °¢, minden n = N esetén. Az elsé allitas az ¥ = {Yn : 7 € N} diszkrét idejii folyamattal
kapcsolatos.

12.1.1. Alitas. Az ¥ = {¥,: n € I} folyamat diszkrét idejii homogén Markov-lanc, melynek « a kezdeti

eloszldsa és B = ["f..r i.ieT qz atmenetmatrixa, ahol

rig = P(Xs, = j|Xo=1i), i.] L.

Bizonyitis. A kezdeti eloszlas nyilvanvald, hiszen definicio szerint Yo = Xo. Legyen most n € I rogzitett, és
tekintsiik az X; = X, 4¢, £ 2 0, folyamatot. Ekkor az X' lancban az elsd allapotvaltas az &1 = Juy1 —Ju
idépontban torténik. Mivel -/, véges megéllasi id6, az erds Markov-tulajdonsag alkalmazaséval

P(Yon =3lYa=i) = P(Xu,,, =i|Xs, =i) = P(X§ = j|X§ =i) = P(Xs, = j| Xo =1).

Az utolsé egyenlGség abbol a ténybdl kovetkezik, hogy az er6s Markov-tulajdonsag szerint X és X' azonos
eloszlasuak.

12.1.2. Definicié. Az ¥ = {Y¥, : n € N} ~ Markov(a. R) Markov-ldncot az X folyamathoz tartozo bedgyazott
Markov-ldancnak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy az ¥ sorozat nem csak folytonos idejii Markov-lancra definidlhatd, hanem tetszéleges
X={X;:t 20} nemnegativ egész értékii cadlag folyamat esetén, de természetesen az altalanos esetben ¥ nem
lesz Markov-lanc. A kovetkezd tétel ekvivalens karakterizaciokat ad a cadlag folytonos idejii Markov-lancokra,
és egyben azt is meghatarozza, hogy mennyi idét tolt az X folyamat egy-egy allapotban.

12.1.3. Tétel (Az allapotviltozasok dinamikaja). Legyen X ={Xi:f =0} cadlag folyamat az
I CNU {+o0} allapottéren, és tekintsiink egy Q € RTT matrixot, melyben tetszéleges -1 €L ¢ #1,
dllapotok esetén

gii = 0, 7. =0, Zq“. = (.
kT
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Jelélje tovabba Y a kapcsolatos beagyazott folyamatot. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
(i) 2?2 Az X folyamat konzervativ folytonos idejii homogén Markov-lanc, és Q az infinitezimalis generdtora.

(i) ??? Az Y folyamat diszkrét idejii homogén Markov-lanc, melynek dtmenetmatrixa

= [r S 5 )
R = |:_.' #'-_.i]v-__,':_f' i = s .
(Legyen 0/0=0) Emellex, tetszéleges 1 € i esetén az {Y, =i} eseményre feltételesen Yu 11 és Sy fiiggetlen
egymastol, az Yu..--. Yu_1 dllapotoktél és az Sn:--- - Su-1 idékiél. Tovabba, Su az 1Yn =1} eseményre
feltételesen exponencidlis eloszldst kévet Ai = —Gi paraméterrel.

Ha ezen feliil az X folyamat allapottere véges, akkor a fentiekkel a kévetkezé is ekvivalens.

(i) ??? Tetszbleges i+ €L allapotok és t.h =0 jdépontok esetén az Xivn viltozé az {Xi =i} eseményre
feltételesen fiiggetlen az X., s < I, valtozoktdl, tovabba

f’(.‘(, v =3|Xy =i) =485+ g ;h +olh), k0O,
ahol 2th) = 0i(h) fiiggetlen a t értéktdi.

A tétel $\mathrm {(ii)}$ pontjanak segitségével konnyen generalhatunk trajektoridkat egy folytonos idejli
Markov-lanchoz. Ezt mutatja be az alabbi animacio.

Folytonos idejii Markov-lancok

12.1.4. Kovetkezmény. A 12.1.3. Tétel feltételei mellett tekintsiink minden n I esetén S, U), J# 7,
valtozokat, melyek az {Y, =i} esemenyre feltételesen exponencialis eloszlast kovetnek rendre 1i.i paraméterrel,
és feltételesen fiiggetlenek egymastdl, az Yu. .- .. Y 1 dllapotoktél és az Sh-- ... Su—1 id6ktsl. Tegyiik fel
tovabba, hogy tetszéleges 1 € L dllapotra

r";” = min {""”l:)’jl : J _Tx_ "l} {‘Yn L= J} = {""'r.l = "3‘,..[:})} .
Ekkor az X folyamat konzervativ folytonos idejii homogén Markov-lanc, és Q a generdtora.

Bizonyitias. Most tetszéleges ¢ € I esetén Z.i.ﬁ 45 € [0, 5¢)

feltevésekbol kovetkezik a 12.1.3. Tétel (11 pontja.

, és igy a 10.2.2. Tétel alkalmazasaval a

Bizonyitas (A 12.1.3. Tétel bizonyitasa). A tételt csak véges allapottérre bizonyitjuk.
(ii) = (iii) Tegyiik fel, hogy (i) teljesiil, és legyen # | 0. Mindenekeldtt jegyezziik meg, hogy tetsz8leges
allapot esetén
. Al
A - Ak + Z(—l)”u =1—=MNh+o(h) =1+ g h+olh).
e n!
Ebbdl kovetkezik, hogy
P(Xn =i|Xo=1) = P(So > h|Yy = i) = P(Exp(\) > h) = ¢ " = L4g, sh+o(h).
HaJ # i, akkor a lancszabaly és a feltételes fliggetlenség alkalmazasaval
I’{,\';, =j|Xo=1i) 2 .-"*[."5.. <h Y, =35 =hk|Y,;: i}
= 1*(.~:.. < h|Yy=i)P(Y) = j|Yo =i.5 < h) P(S, > h|}-'.. — 0.8, < h. Yy =)
= P(Sy < h|Yo =) P(Y, = j|Yo =) P(S) = h|h = 7)
= (1 — e M) e = (— gk + o(h)) ( ) + q;;h + o(h)) = q;;h + o(h).

Jii

Tehat, tetsz8leges J esetén
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u; j(h) = P(Xy = 7| Xy = .5:] — (f’i-‘,-__j +q; 0 + f;(hj) = 0.

Mivel az éllapottér véges, kapjuk, hogy

< Zfr. i) Z f'l:_"f.l, Tl X =1) Z (ﬁ,_l. beph+o(h)) | |{] FOhdall)) = olh).
il

JiE T _I-'.I'
amibdl jon, hogy "i.j = (%) minden ; és j allapot esetén, tehat
I’(.Y,r, = j| Xy =1i) =8 ; + qi;h +o(h), k0.

Legyen .5 = 0 tetszéleges. Az 1-Xt =i} eseményre feltételesen az -Xein valtozd fiiggetlen attol, hogy a
idépont el6tt a lanc milyen allapotokat latogatott meg, és ott mennyi idot toltott, tovabba az exponencialis
eloszlas 6rokifju tulajdonsaga miatt X+ attél sem fiigg, hogy a rendszer mennyi ideje van az ; llapotban. Ez
azt jelenti, hogy Xt feltételesen fiiggetlen a multtol, tehat az X., s = ¢ valtozoktol. Tovabba, az exponencialis
eloszlas 6rokifju tulajdonsaga miatt

I"’(.Y.« =gl X = .5) = P(i,‘(;, = j|Xo = .f.'} =&+ qizh + olh).

(ii1) = (1) A meméria nélkiili tulajdonsdg és a homogenitas azonnal kovetkezik a feltevésekbdl, tehat X
folytonos ideji homogén Markov-lanc. Az atmenetvaloszintiségek folytonosak, ezért a folyamat standard, és az
allapottér véges, amibdl I konzervativ. Tehat a lanc infinitezimalis generatora l1étezik, és komponensei

b .
fi"ﬁ&_? !J:-‘_? — . olh)
— =q;; Hlim—— =g; ;.
df |,_, B0 I - Blo h :

(1) = (i) Mar lattuk, hogy ha X folytonos idejii homogén Markov-lanc, akkor a kapcsolatos ¥ bedgyazott
Markov-lanc szintén homogén Markov-lianc R atmenetmatrixszal. Tehat az ugrasi valésziniiségek csak a Q
matrixtél fliggnek. A Kolmogorov egyenletek alkalmazasaval az X folyamat atmenetvaldsziniiségei
megkaphatéak P} — Q' ¢ = 0, alakban. Tekintsiink tetszéleges ?1.%2.--- = 0 racionédlis szamokat és
¢, d1+0z: - € L gllapotokat. Rogzitett n = 1 egész esetén

. e . 1y (ts—1I1) (n—tn )
I}(.Yf” = My e sy YI’| = |/\[J = "l‘) = pf:ﬁpr}lzu RS Jn—1.0n I
ahol {1 =< ifaly..... L értékek novekvo rendezése. Ebbél a
.P(.Yfﬂ - .)i:ll- n=12... |(\-l] = a‘j = '}Hli.: f;.(.\(r" - .-}i” ..... “\‘-fl = }| | }\-U = .F}

valésziniiség megkaphato. Tehat, a Q maétrix ismeretében egyértelmilen felirhatdé minden olyan esemény
valoszinlisége, mely gy allithatd eld, hogy tetszéleges sok racionalis id6pontban el6irjuk az X folyamat
viselkedését. Mivel I homogén Markov-lanc, az i allapotban t6ltott St id6 eloszlasa fiiggetlen attél, hogy mely
iddpillanatban ugrottunk az allapotba, az eloszlas megkaphatd, mint

P(SY > 5) = P(X, =i Vi € [0.s] NQ| X, =i).

Ez azt jelenti, hogy a ‘Q matrix egyértelmiien meghatirozza S eloszlasat. Nem konnyti, de hasonlé modon
tetszéleges 1 = 1 egész esetén felirhatd az (Yo So.. - .. Y. 5, valtozok egyiittes eloszlasa. Ez azt jelenti, hogy a
Q matrix egyértelmlien meghatarozza az egyes allapotokban toltétt idd eloszlasat, az ¥ Markov-lancot, valamint
az Yo - Yo Soy ..t Sn véltozok kozotti fiiggéséget. Tehat, ha talalunk egy olyan X Markov-lancot, melynek
Q a generatora, és kielégiti a (1) pontot, akkor tetszéleges olyan Markov-lanc, melynek Q a generatora
teljesiteni fogja a (1) tulajdonsagot, és az allitast bebizonyitottuk. Tekintsiink most egy olyan X lancot, mely
teljesiti a (1) kovetelményt. (Ilyen van.) Ekkor a tétel mar bizonyitott része szerint X folytonos idejii Markov-
lanc, és Q a generatora. Ez pedig azt jelenti, hogy végeztiink.

2. Allapotok és osztalyok folytonos idében

Legyen X folytonos idejli homogén Markov-lanc az T allapottéren o kezdeti eloszlassal, és P, & =0,
dtmenetmatrixszal. Tegyiik fel, hogy I konzervativ, és legyen Q az infinitezimalis generatora. Jeldlje tovabba ¥
a kapcsolatos beagyazott Markov-lancot, melynek - a kezdeti eloszlasa €s R az d&tmenetmatrixa.
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12.2.1. Definicif.  Legyen h = 0 tetszdleges. Ekkor a Z = {Z, = X, n € Ni} folyamatot az 3 Markov-
lanchoz tartozo  -lépéses vazfolyamatnak nevezziik.

12.2.2. Allitas. Z ~ Markov(cr, P) ahol p — P(*),

Bizonyitas. Tekintsiink tetszéleges 7 € i egészet €s #u.- - - . in € L 4llapotokat. Ekkor a 11.1.7. Tétel szerint
P(Zy = io. 2y =ire oo s Zn = in) = P(Xo = io. Xbeeo .- X = i) = o, - pl
Ebbodl a 5.1.5. Tétel alkalmazasaval azonnal jon az allitas.

12.2.3. Definicio. Régzitett i € I allapot mellett legyen az X folyamat kezdeti eloszldsa @ = 0. Jelolje A a
Lebesgue-mértéket, tovabba legyen

N=A{t>20: X, =i}) & Ti=imf{t =8 : X, =4}

az i allapotban toltott teljes ido, illetve az elsé visszatérési idd, és legyen i = BT g5 fi = P(T; < 20), Az
dllapot tranziens, ha \i < o m.b., és rekurrens, ha \i = > m.b. EQy : rekurrens dllapot pozitiv rekurrens, ha
elnyeld vagy i = ¢, és null-rekurrens, ha nem elnyeld és t'i = 2. Ezek az dllapotok tipusai.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi allitast az allapotok tipusara.

12.2.4. Allitas. Minden dllapot beleesik valamelyik tipusba, tovabbad tetszéleges i € T esetén az aldbbiak
ekvivalensek.

(i) « tranziens.

(i) supf! = 0 Xy =2} < o¢ majdnem biztosan.

(i) i nem elnyeld és f; < 1.

(iiii) Jo Phodl < o
12.2.5. Definicié. Rogzitett i. 1 € T dllapotok mellett legyen & = ;. Azt mondjuk, hogy Jelérhetéi-bil, ha
P(a Tane valaha cléri j-t) = P(3t > 0: X, = j) > 0.

A két allapot kommunikdcios viszonyban dll, ha kolcsondsen elérhetéek egymasbol. Az i lanc intenzitdsi

H - ’ I3 4 4 . r r _> /4 r . -
diagrammja egy olyan irdnyitott grdf, melyen csucsai az dllapotok, és az *3 él pontosan akkor létezik, ha 1
elérhetd az i allapotbol.

12.2.6. Allitas. A kommunikdcios viszony ekvivalenciareldcio az dllapotok halmazan, és az alabbiak
ekvivalensek.

(i) J elérhetd i-b6l.
o pt >0 St
(i) P valamely ¢ = U értékre.

(t)
(i) "0 ~ “minden ¢ = 0 értékre.
Bizonyitas. Kovetkezik a 11.2.2. Allitas $\mathrm {(ii)}$ pontjabol.

A diszkrét ideji Markov-lancokhoz hasonldéan folytonos idében is megmutathatd, hogy a kommunikacids
viszony ekvivalenciarelacié. A kommunikacios viszony ekvivalenciaosztalyait az ¥ folyamat kommunikaciés
osztalyainak nevezziik. Az is bebizonyithat6, hogy az X, az ¥ és a Z Markov-lancban megegyezik az egyes
allapotok tipusa és a kommunikacios osztalyozas. Vegyiik észre, hogy egyetlen kivétellel minden diszkrét
idoben bevezetett fogalom értelmezhetd folytonos iddben is. Az egyetlen kivétel a periddus, lasd a 11.2.2.
Allitas $\mathrm {(ii)}$ pontjat.
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13. fejezet - Invarians eloszlas
folytonos idoben; a Poisson folyamat

1. Invarians eloszlas folytonos idében

A korabbiakhoz hasonloan legyen X cadlag és konzervativ folytonos idejii homogén Markov-lanc o kezdeti
eloszlassal, P'"), ¢ = 0, dtmenetmatrixszal és Q infinitezimalis generatorral. Legyen tovabba ¥ a kapcsolatos
beagyazott Markov-lanc, és rogzitett i == () mellett Z a kapcsolatos h-1épéses vazfolyamat.

13.1.1. Definici6. Legyen T = [mlicr mérték az dllapotok halmazan. Azt mondjuk, hogy winvaridns vagy
staciondrius mérték, ha wP"Y) = r tetszbleges t = U esetén. A 7w mérték invaridns eloszlds, ha invarians és
eloszlas.

A definiciobdl azonnal kovetkezik az alabbi észrevétel.

13.1.2. Allitas. A 1 eloszlds pontosan akkor invaridns, ha az % ~ Markov(m, Pt = 0) Markov folyamatban
tetszéleges t = U jdépont esetén X; ~ T,

13.1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az E Markov-linc vagy irreducibilis és rekurrens, vagy véges az dllapottére, és
legyen w mérték az allapotok halmazan. Az alabbiak ekvivalensek.

(i) A T mérték az E folyamat invarians mértéke.
(i) TQ =10,
(ii)Ar= lpilict, Pi = =037 mérték invaridns az ¥ bedagyazott Markov-lancra.
Bizonyitas. (1) < (ii) Csak véges allapottérre bizonyitjuk. Ha (i) teljesiil, akkor az invaridns mértékek

definicigjabol

= 0,

=0

Q-2 i

ot

Visszafelé, ha TQ = 0 akkor tetszéleges ¢ = () mellett a Kolmogorov elérehaladé egyenletek alkalmazasaval

d(zP") dP

=|’ =I I:Il'] = .n' l:lsz[ .
lali i it (-QP ) (-TQ}P )

Ebbél jon, hogy a 7P!"), fliggvény konstans, és igy tetsz6leges ¢ = 0 esetén
7PY = 7P = 7K, = 7.

(.ii]_ < (111) Mivel a — % egyiitthatok nemnegativak, a  vektor pontosan akkor mérték, ha 7 is az. Tetsz6leges
t.7 € 1 llapot esetén

(—qii)(—agij/ais —0) = qij. i #]J.
(—qii)(rig — dij) =

(—gii)(0—=1) =gis = qi5. i=17].

Ekkor
[ R E-'I:I Z,f‘:fv,l :l; Z'Tv t';I'v:l "v; :;]—ZT\'Q\'J—[ i|
4 il il
A £ mérték pontosan akkor invarians az ¥ lancra nézve, ha P(R — Ez) = 0 3 fentiek szerint pedig ez pontosan

akkor teljesiil, ha 7Q =
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13.1.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az X Markov-ldnc irreducibilis és rekurrens. Ekkor létezik invarians mértéke,
mely konstans szorzotol eltekintve egyértelmii.

Bizonyitas. Ha az osztaly egyetlen elnyeld allapotbol all, akkor az allitas nyilvanvald, ugyanis minden mérték
invarians. Tegyiik fel tehat, hogy az osztaly legalabb két elemet tartalmaz. Ekkor 7. == U minden ; allapotra. Ha
H irreducibilis és rekurrens, akkor ¥ is az, és a 8.0.14. Tétel szerint az ¥ lancnak 1étezik # invarians mértéke,
mely konstans szorzo tényezotdl eltekintve egyértelmti. Mivel a 13.1.3. Tétel szerint X invarians mértékei
pontosan ™ = [Tiliez, T = —pi/ i, alakban 4llnak eld, az allitas jon.

13.1.5. Tétel. Legyen X irreducibilis és rekurrens Markov-ldanc, m mérték az dllapottéren. Az aldbbiak
ekvivalensek.

(i) 7 invaridans mérték az X folyamatra nézve.
(il) 7 invaridns mérték a Z vazfolyamatra nézve valamilyen h = () esetén.
(iii)  invaridans mérték a Z vazfolyamatra nézve minden h = () esetén.

Tovabba, ha az X folyamat pozitiv rekurrens, akkor az invarians mértékek végesek, mig ha null rekurrens, akkor
7 = 0 az egyetlen invaridns mérték.

Bizonyitas. (1) = (ii1) Ha  invarians mérték az X folyamatra nézve, akkor a definicié értelmében mP") =
vagyis w invarians a Z lancra nézve is tetszéleges h = () esetén.

(ii1) = (ii) Nyilvanvalo.

(ii) = (1) Tetsz8leges rogzitett h > 0 esetén az X illetve a Z folyamat invaridns mértékei egydimenzios alteret
alkotnak az BT térben. Mivel X invarians mértékei egyben a Z folyamatra nézve is invariansak, az alterek kozott
van egy tartalmazasi relacid. Ekkor viszont a két altér megegyezik, tehat a két folyamat invaridns mértékei
azonosak.

Az utolso allitas kovetkezik a 8.0.14. Tételbdl és abbol, hogy X és Z tipusa megegyezik.

13.1.6. Tétel. Legyen X irreducibilis Markov-linc. A lancnak pontosan akkor létezik invaridns eloszldsa, ha a

lanc pozitiv rekurrens. Ekkor a w invarians eloszldas egyértelmii, és ha a lanc nem csak egy elnyelé allapotbol
'

all, akkor ™ = 1/ {—aqipi), i € T,

Bizonyitas. Azonnal kdvetkezik az el6z6 két allitasbol.
A kovetkez6 allitasokat bizonyitas nélkiil kozoljiik.
13.1.7. Tétel (Konvergencia az egyensiilyhoz). Legyen I folytonos idejii homogén Markov-lanc o kezdeti

eloszldssal és P, t = O dtmenetmatrixszal. Ha a folyamat irreducubilis és pozitiv rekurrens, akkor tetszéleges
.7 € I dgllapotok esetén
_U:,:lrj! 4 '.'TJ;. l‘)[:(‘\-lr = Jj] —r '.'TJ;. [ — 0.

13.1.8. Tétel (Ergodikus tétel folytonos idejii Markov-lancokra). Legyen X folytonos idejii homogén Markov-
lanc ov kezdeti eloszldssal és P, & = U dtmenetmdtrixszal.

(i) Ha a lanc irreducibilis, akkor tetszéleges i € I dllapot esetén az dllapotban toltott id6 hosszutdvii ardnya

1 — oo, m.b

17
— l X ; L"H —r .
I A el =it

(ii) Tegyiik fel, hogy a ldnc irreducibilis és pozitiv rekurrens, és legyen wa folyamat egyértelmii invarians
eloszlasa. Ha egy ¢ : I — I fiiggvényre

GRES Z:'(,j)ﬁ_,- < o,

JeL

akkor
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I- T
T [ X dl — ¢, T — o, m.b
Jo

2. A Poisson folyamat

Ebben az alfejezetben olyan folyamatokkal foglalkozunk, melyek bizonyos események bekdvetkezéseit
szamoljak. Fontos megjegyezni, hogy a kdvetkezé definicidban bevezetett folyamatok ilyen altalanossagban
nem feltétleniil Markov-folyamatok.

13.2.1. Definicio. Tekintsiink tetszéleges S1: 5z, -+ = U véletlen valtozékat, tovabbd legyen Jo =10,
=X+ + X, n=12...Az

f\r=-"*{n>l J, < #}—ma‘({n}EJ ;,,gx}_ i = 0.

folyamatot szdmldlé folyamatnak nevezziik. Specidlisan, ha az S1: 852, vdltozok fiiggetlenek és azonos
eloszlastiak, akkor az Xy, t = 0, folyamatot felujitasi folyamatnak nevezziik.

A szamlalo folyamat, amint arra a neve is utal, valamilyen esemény bekovetkezéseit szamolja. A
bekodvetkezések kozotti id6 S1-5a. -+ - = 0, tehat az esemény az -1 = J2 = ... id6pontokban kovetkezik be.
Ekkor -X; azt mondja meg, hogy hany esemény kévetkezett be a ¢ = 0 iddponttal bezardlag, mig -X; — X,
t>s20 azls !| intervallumon bekévetkezett események szamat adja. Konnyen megmutathato, hogy az X,
t = 0, folyamat monoton névekvé cadlag lépcsds folyamat.

A szamlalo folyamatoknak és a felujitasi folyamatoknak tobb alkalmazasi teriilete van. Az egyik ilyen teriilet a
megbizhatosagelmélet, a miiszaki berendezések élettartamanak modellezése. Adott egy berendezés, egy gép,
melynek véges az élettartama, és amikor elromlik, azonnal kicseréljikk egy Gjra. Amikor az is tonkremegy, akkor
ismét feljitjuk a rendszert egy harmadik darabbal, és igy tovabb. Ekkor a feltjitasokat tekintjiik eseményeknek,
az 515z -+ = U valtozok a berendezések élettartamai, mig a -1 = J2 = ... értékek a felujitasok idépontjai.
Egy masik alkalmazasi teriilet a tdmegkiszolgalasi modellek elmélete. Adott egy szerver, vagyis valamilyen
kiszolgald egység (egy bolt, egy hivatal, egy szamitdgépes terminal), melyhez vevok (ligyfelek, lekérdezések)
érkeznek 1. 5z - - - = U id8kdzonként. Ebben az esetben a szdmlalé folyamat az érkezd vevéket szdmolja, akik
az+-1 = J2 = ...id6pontokban futnak be. A szamlalé folyamat a kock4zati modellek elméletében is megjelenik,
ahol a folyamat a tomegkiszolgalasi modellekhez hasonléan egy biztositotarsasaghoz beérkezd
karbejelentéseket szamolja.

13.2.2. Definicid. Az Xo, L =20, felujitasi folyamatot X intenzitasi Poisson folyamatnak nevezziik, ha a
felujitasok kozétti ido eloszlasa X = () paraméteres exponencialis.

A kovetkez6 animacio a Poisson folyamatot vizualizalja. A Poisson folyamat
Vegyiik észre, hogy Poisson folyamat esetén a -/, =51+ -+ + 5, valtozd n-edrendii A paraméteres Gamma

eloszlast kovet, és igy varhato értéke, szorasnégyzete illetve eloszlasfiiggvénye

o0

, i) , )uf]J‘
E(J,) = X 2(7,) = ?_ Py () = Z o . o= 0.
k=n

Ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy

P(X, =n) = P(J, <t < Jyyy) = P({J,, SN\ < ;})
D"

r!

- f;’[:*)'” <_: ” - IfI:'('-’rr.ll 1 S 'r) — "L:J'..l:'r) - l'-.J',._|("Ij — i :i 0,

tehat egy rogzitett ¢ = 0 pontban az Vi valtozé Ai paraméteres Poisson eloszlast kovet. Ez a tulajdonsag a
folyamat elnevezésének a magyarazata.

A Poisson folyamat definicidé szerint egy olyan folytonos idejii sztochasztikus folyamat, mely a 0 allapotbol
indul, rendre a korabbiaktol fiiggetlen A = () paraméteres exponencidlis eloszlasu id6t tolt az egyes
allapotokban, és amikor ugrik, akkor 1 valdsziniiséggel az eggyel magasabb allapotba ugrik at. Ez a 12.1.3.
Tétel $\mathrm {(i)}$ és $\mathrm {(ii)}$ pontja szerint azt jelenti, hogy a Poisson folyamat egy konzervativ
folytonos idejii homogén Markov-lanc az Z = I, allapottéren, melynek generatormatrixa
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A, =it
Q= [t"‘;'-"]ﬁ.,jER(.' i — —A, =1,
0, ey blként,

Ezen észrevétel és a 12.1.3. Tétel bizonyitasa soran alkalmazott modszerek segitségével lehet bebizonyitani a
kovetkezd tételt, mely ekvivalens definiciokat ad Poisson folyamatra.

13.2.3. Tétel. Legyen Xi, ¢ = 0, szamlalé folyamat, tovabba legyen X = (1. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) ??? A folyamat X\ intenzitisu Poisson folyamat, tehdt felujitasi folyamat \ paraméteres exponencidlis
élettartamokkal.

(ii) ??? A folyamat fiiggetlen és staciondrius novekményii, és Xi Poisson eloszldst kévet At paraméterrel,
=0,

(iii) ??? A folyamat fiiggetlen és stacionarius novekményii, és
PlX,=1) =M+ o), P(X, = 2) = o(i), i) 0.
A kovetkez6 bizonyitasa soran szintén azt hasznaljuk fel, hogy a Poisson folyamat Markov-lanc.
13.2.4. Tétel. Legyen Xy, ¢ = 0, Poisson folyamat \ = ( intenzitdssal, tovdabba legyen I' = U determinisztikus
értek, vagy a Poisson folyamattdl fiiggetlen véletlen valtozo, vagy esetleg megallasi megallasi idd a folyamatra
nézve. Ekkor az f_“~.’f =Xr— X7, 1 20, folyamat szintén X intenzitdsii Poisson folyamat, és fiiggetlen a
multtol, tehat az Xi, 0 < t =T valtozoktdl.
Bizonyitas. A 13.2.4. Tétel igazabol harom 6nmagaban is érdekes tétel dsszevonasa egyetlen allitasba. Ha I’
determinisztikus valos érték, akkor az allitds azonnal kovetkezik a folytonos ideji homogén Markov-lancok
Markov-tulajdonsagabdl (11.1.5. Tétel). A tétel azon esete, mikor 7' fiiggetlen a folyamattél megkaphaté a
Markov-tulajdonsagbol a teljes varhato érték tételének alkalmazasaval. Végiil, ha T' megallasi id6, akkor a tétel

allitasa jon a folytonos idejii Markov-lancokra vonatkozé erds Markov-tulajdonsagbol (11.1.6. Tétel).

A kovetkezo tételben a Poisson folyamat folyotonssagat vizsgaljuk.

13.2.5. Tétel.
(i) ??? A Poisson folyamatnak nincsen rogzitett szakaddsi pontja, tehdt barmely rogzitett t = U esetén
I"’(a folyvamat folvtonos a ¢ i:if':pcnlt'han) = 1.
(i) ??? Ha'l' = 0 g Poisson folyamattdl fiiggetlen véletlen valtozo, akkor
I‘*(e] folyamat folvtonos a I’ itif':])nnthanj = 1.
(iii) ??? A Poisson folyamat nem mintafolytonos, vagyis
P{a tolyamat folytonos minden ¢ = 0 icl:":]:nutbml:] = 0.

Bizonyitas. $\mathrm {(i)}$ Mivel a /1. /2. . .. valtozok Gamma eloszlast, azaz folytonos eloszlast kovetnek,
kapjuk, hogy

I’{ru folyamat nem folytonos a ¢ idopontban) = P(3In € N : J, = 1) Z P(t,=t)=10.
n=1

$\mathrm {(ii)}$ Jeldlje ' a T' valtozo eloszlasfiiggvényét. Ekkor a teljes valdszinliség tételével, mivel 7'
fiiggetlen a folyamattol, kapjuk, hogy
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f}{e

folyamat nem folvtonos a 1 itif':pmlthanj

= [ f’(e1 folvamat nem folytonos a 1" iddpontban |1 = f’:] dFp ()
J 0=

= [ f’(e1 folvamat nem folytonos a f i(lc'ipc:ntheln)tH"T(.f] = (.
J 0=

$\mathrm {(iii)}$ Mivel 51 véges véletlen véltozo, azonnal jon, hogy
P(a folyamat folytonos minden ¢ = 0 idGpontban) = PS5, = ~) = 0.

A 13.2.3. Tételben ramutattunk arra, hogy ha egy szochasztikus folyamat Poisson folyamat, akkor fiiggetlen és
stacionarius ndvekményti Poisson eloszlasu novekményekkel. Sajnos ennek a tételnek a bizonyitasa a Markov-
lancok elméletébdl is vesz eszkozoket. Az alfejezet hatralevd részében megmutatjuk, hogy hogyan lehet ezt az

s

egy valdsziniségelméleti eredményre, melyet bizonyitas nélkiil kozliink.

13.2.6. Tétel (Siirliségfiiggvények transzformaciés tétele). Tekintsink S = (Si..... ST e
'=ih..... LT véletlen oszlopvektortokat. Tegyiik fel, hogy az S viltozé folytonos flT], e R"
stirtiségfiiggvénnyel, tovabba S = AY +m, ahol A= las;1 51 nem elfajulé matrix és m = (mi..... my,) "

rogzitett oszlopvektor. Ekkor I' is folytonos, és siiriségfiiggvénye

gly) = |det(A)] f(Ay +m), yeR".
13.2.7. Allitas. Az Ji..... Ju felujitasi  idépontok  egyiittesen  folytonos eloszldsiiak, és  egyiittes

surtisegfiiggvényiik

( ) Ne 0y <o <,
..... [4 =
giih Y {0, egyeblként.
Bizonyitds. Az 5. ...! 5. valtozok fiiggetlenek és exponencialis eloszlasuak, ezért egyiittes siirliségfiiggvényiik

a kiilon-kiilon vett siiriségfliggvények szorzata, azaz

o — AT e ) - =
f(.rw......rn):{)u i

0. egyvébként.,

Vegyiik észre, hogy most 51 = /i, és S, = Jp — Sy, hak = 2, ésigy

S 1 0 n - J
Sa -1 1 0 ... Jy
-'G;-JI T [J _l l ');H

A transzformacioban szereplé matrix determinansa 1, tehat nem elfajuld. A transzformacios tétel alkalmazasaval
kapjuk, hogy 0 = @1 = -+ - = w, esetén a stiriiségfiiggvény

alyr.. ... y,) = A Al e —w b e -y )]
mig a sliriségfliggvény mindenhol mashol eltiinik.

13.2.8. Allitas. Legyen ¢ = 0 és n = 1 rogzitett. Az (.- .- Ju) vektorvéltozénak az 1X¢ = n} eseményre vett
feltételes siiriiségfiiggvénye

Al 0y S <o <y <L,
glan. ..., r},.‘.F.nj:{[;*’ SNMSHhS S s

egyvébként.,

Bizonyitas. A vektorvaltozo az { Xy = n} feltétel mellett 1 valosziniiséggel az
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{(4| ...... ) R 0< ) < <r,,_."}

szimplexre esik, tehat ezen kivill a siiriségfiiggvény mindehol 0. Legyen most (1. .. T,) a szimplex
tetszOleges pontja. A felujitasi idok feltételes eloszlasfiiggvénye

PUL S iy Sty X ) = DL S e S e 2

Vegyiik észre, hogy

[X,=n}=4J,<t..... o< b dy = 1)

ezért az el6z0 tort szamlaloja

*I] Fl'n . ¥
P/ Say,..ns fn < @y dpin > 1) / -”1 [ N =M dy dy,, - dy,,
0 oF L) oF [

Az X; valtozo Poisson eloszlast kdvet i paraméterrel, tehdt a feltételes eloszlasfiiggvény
! A
‘r}{'ll SN I, = ;.,.|z‘\r = n ) )u'lj]”f_lf [ / Ate” rtfﬂ,f” - dy,

T'n '
= [ / ti'tj” ~dy, = [ / gl . ... Ui b ) ey, - - ey

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

13.2.9. Kovetkezmény. Legyen /i, .... 0L}, egymastol fliggetlen és a 0. t] intervallumon egyenletes eloszlasu
véletlen vdltozé, tovabbad legyen U7 = -+ = UL az értkekbdl képzett rendezett minta. Ekkor az (+1:--- .- J)
vektornak az {-X: = n} eseményre vett feltételes eloszldsa azonos (U1 ... US) eloszlasaval. Specidlisan, n = 1

esetén - feltételesen egyenletes eloszldst kévet a (0. ] intevallumon.

13.2.10. Tétel.  Tetszblegesk = 1 és ... -, ny = U egészek, valamintV =ty = 1) = {2 = -+ = g jdépontok
esetén
L n;
Mb = b-a) | e
I (Y“ - (\lr[l =Ty Y“‘_ - 'Yf.t'—l = Te';'.:] HQI’ )‘(I'l ti-1

13.2.11. Kovetkezmény (A Poisson folyamat véges dimenzios eloszlasai). Tetszdleges k=1 és
O=ny =n = - = nyegészek, valamint ) =ty = t) = ia = -+ = Iy, id8pontok esetén

k =Ty
. Aty — 6
f)(_/\-lrl SR LR ..Y“I = Te'k:] I I [ ( ! ! I]] t,—.lllf,'—fll_|]‘

Bizonyitas (Bizonyitas (13.2.10. Tétel)). Legyen i =7 + - - -+ 1y, A 13.2.9. Kévetkezménybdl adodik, hogy
az { Xy, = n} eseményre feltételesen az n darab felujitasi iddpont fiiggetlen és egyenletes eloszlast kovet a [0, ¢4
intervallumon. Ekkor az egyes részintervallumonba esé események -‘i1 — % TR Yo, = Xty szama
egyiittesen polinomialis eloszlasu, vagyis

- - . - . ! fy — g™ e — I g
P(Xy, =Xy =m1,..... =X, = | X, =n) = — i ”J.( - ) (TI)

Az X1, valtozo Poisson eloszlast kovet, igy a feltétel valosziniisége

J'.
(M) M) .
P(X;, =n) = o) »=LJL||r%“WW

! !
nl ([ o

A lancszabaly alkalmazasaval
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l’)(.r‘flrl - "YFD =T,y Y ty 'YFA'—I = .”k)
= .P(.r‘f,rl —,qu =0 e s X ty _.—Yfk_l =?’.’k.,‘(gk =H}
= P(,‘f;, — Xy =m0 Xe, — XNopoy, = me| Xy, = n.:] P(X;, =n).

ami egyszerUsitések utan pontosan a bizonyitandot adja.

13.2.12. Tétel. A Poisson folyamat fiiggetlen és staciondrius novekményii, tovabbd tetszéleges ) = = << I értékek
esetén Xi — X, Poisson eloszldst kivet Mt — 5) paraméterrel.

Bizonyitas. A masodik allitast igazoljuk elészor. A 13.2.10. Tétel szerint minden n = U egészre

P(X,— X.=n) = Z P(X,=m.X,— X, =n)
=0
Z (A‘:)“' o A= 5) ] A(t-s) [A(t — s)]" o Alt—a)

ml ! n!

m=0

tehat X, — X. Poisson eloszlasu A — 5) paraméterrel. Ebbél azonnal jon, hogy a folyamat stacionarius
novekményii.  Tekintsiink  tetszéleges Kk =2 és My Ty ..., my, g = 0 egészeket,  valamint
O=1iy<s < <5 <iy <+ < s < I idépontokat. Ekkor ismét csak a 13.2.10. Tétel alkalmazisaval

f’{ Xoy = Xpg=m Xy — Xy =0 X, — Ay, = Xy, — X, = H;.:l

e

= _r LT '||L |f — 5 r.',
1—[ I t—1)] Mst— ball™  _aga—tioy) H BY( I] Ats—my)
iy !

= .f'(. o — Xy = m ) P(Xy, — .x,, =m)---P(X,, — Xy,

k=1

=y )P (X, — Xop, = me).

Kapjuk, hogy az Nap = Xigo Xy = Xy X = Xy Xy — X, valtozok fliggetlenek, amibdl kovetkezik,
hogy a folyamat fiiggetlen novekmeényii.
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14. fejezet - Gauss-folyamatok és a
stadard Wiener-folyamat

1. A Gauss-folyamatok definicidja és létezése

Ebben a fejezetben olyan X = {-X; : t € T C [0. )} sztochasztikus folyamatokkal fogunk foglalkozni, melyek
véges dimenzids eloszlasai megfelelé dinemzios normalis eloszlast kovetnek. Ehhez eldszor at kell ismételiink
néhany valdsziniiségelméleti fogalmat.

Legyen X = (Xi...... X,.)" egy n-dimenziés normalis eloszlast vektorvaltozo m € R? varhaté érték vektorral
és ¥ € R"*" kovarianciamatrixszal. Ekkor nyilvan
n
m = E(X)=[B(X)]] . ¥ = Cov(X) = [cm-(,\;—.x_f-j] N
]

i=1

valamint a ¥ matrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, tehat

T
=T, Tij és r8r = E rprym 20,0 w e RY

ij=1

Ismert tovabbé az is, hogy az Xi.---.- X, valtozok pontosan akkor linearisan fiiggetlenck, ha ¥ pozitiv definit,
tehat w7 = 0 minden = € B? & # 0 vektor esetén. Ebben az esetben az X vektorvaltozé abszolut folytonos,
¢s a stiriségfliggvénye

1 1 .
flr) = —————=exp ( — —(x—m)E {r—m) ) . reR".
y/ (27" det (X)) 2
A kovarianciamatrixok szimmetrikus valamint pozitiv szemidefinit tulajdonsagat a kovetkez6 modon lehet
definialni kétvaltozos valos értékii fliggvényekre.

14.1.1. Definicié. Egy r(s:¢), s.t € T C[0.5¢) fiigaveny szimmetrikus, ha tetszéleges -t € T értékek
esetén T(5.0) =1(t.5) 4 fiiggvény pozitiv szemidefinit, ha tetszéleges n € M és 11, - .. Ly €T mellett a
%= [r(ti. )] matrix pozitiv szemidefinit.

14.1.2. Definicio. Legyen T € [0, 00) tetszoleges indexhalmaz, és tekintsiink egy mi(t) tetszoleges és egy
r(s.t) szimmetrikus pozitiv szemidefinit fiiggvényt, s-t € T . Azt mondjuk, hogy az X ={X;:t€T]
sztochasztikus folyamat Gauss folyamat in vdarhato érték fiiggvénnyel és r kovarianciafiiggvénnyel, ha

tetsz8leges n € T és 1. ... tw € T esetén az(Xu---- Xio) vektorvaltozé n-dimenziés normdlis eloszldst kovet
My ...tn varhatd érték vektorral és >t ... kovarianciamatrixszal, ahol

T . 7
Myt = [-r;a(h] ..... m(F”)] és Y, = [f'(r"i- r"_i)],—_.,- -

Vegyiik észre, hogy egy Gauss folyamat esetén
F{X) =m(l), DX, = r(t. 1), Covi(X., Xi) = ris. 1), s, teT.

14.1.3. Példa (A fehér zaj folyamat normalis eloszlasu valtozokkal). Tekintsiink egy olyan X={Xi:teT]
sztochasztikus folyamatot, ahol az X¢, ¢ € T, vdltozdk fiiggetlenek és azonos eloszlasiak kézds it varhaté

értékkel és o szorassal. Ekkor tetszéleges n € T4 és 1. ... tw € T mellett az (Xe-- - No ) vektorvdltozd n-
dimenzios normalis eloszlast kovet, és varhato értéke valamint kovarianciamatrixsza

Mgy, oty = [.f-'---u '.I”]T és Vgt = [szﬁf-.f];’._f 1

Ez azt jelenti, hogy a X folyamat Gauss-folyamat (!} =t varhaté érték fiiggvénnyel és 7(5:6) = 0%0uy,
s.t € T, kovarianciafiiggvénnyel.

A kovetkezd allitasban azt mutatjuk meg, hogy léteznek Gauss folyamatok.
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E=1{X,:1 €T} etszéleges ! n(t) ¢ € T, és szimmetrikus pozitiv deﬁnitﬁj(-“- £),s.t €T, fiiggvény esetén létezif
sztochasztikus folyamat, ami Gauss folyamat varhaté érték  fiiggvénnyel és
kovarianciafiiggvénnyel.

Bizonyitas. A definicid szerint egy sztochasztikus folyamat pontosan akkor Gauss, ha tetszdleges
5= {s1..... 5} € T indexhalmaz esetén a kapcsolatos #ds véges dimenzids eloszlas az n-dimenzidés normalis
eloszlas "Mds = M5, varhato értékkel és T = i kovarianciamatrixszal. Ha sikeriil megmutatnunk,
hogy ezen mértékek 1#tas 1 & © T. 5 véges} csaladja konzisztens, akkor a Kolmogorov egzisztenciatétel (2.1.10.
Tétel) szerint létezik ilyen % = {X; : £ € T} folyamat.

Konzisztenciahoz tekintsiink tetszéleges S € U C T véges részindexhalmazokat, legyen S = {s1..... s} ¢és
U= {u.....uef, Azt kell megmutatnunk, hogy tetszéleges 13 € &3 Borel-halmaz esetén prav (Hus p) = pas(B),
ahol

Hyap = {,4' eRr": [P r, )€ H} e BY.

Legyen ¥ = (Y1..... Yo© egy f-dimenzios normalis eloszlasu vektorvaltozo arr varhatd érték vektorral

valamint Zair kovariancimétrixszal. Tekintsiik azt a #k-komponensii vektorvaltozot, mely az ¥ koponensei
koziil pontosan azon Y; komponenseket tartalmazza, melyekre t: € S, Ekkor # szintén normalis eloszlast kovet,
melynek varhat6 értéke és kovarianciamatrixsza ftds és Zas. Ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy

pav (Husp) = P(Y € Hysp) = P(Z € B) = pys(B).

ami pontosan a bizonyitandé egyenldség.

Az el6z6 tétel bizonyitasa soran lattuk, hogy egy Gauss folyamat varhaté érték fliggvénye és
kovarianciafiiggvénye egyértelmiien meghatarozza a véges dimenzids eloszlasokat, és igy az 2.1.6. Tétel szerint

a folyamat eloszlasat. Ebbol az észrevételbol azonnal jon a kovetkezo allitas.

14.1.5. Tétel. Ket Gauss folyamat pontosan akkor azonos eloszlasu, ha azonos a varhato érték fiiggvényiik és a
kovarianciafiiggvényiik.

2. A standard Wiener folyamat

Ebben az alfejezetben egy olyan sztochasztikus folyamatot definidlunk és vizsgalunk, melynek szamos
alkalmazasa van a fizika és a pénziigyi matematika kiilonb6z6 teriiletein.

14.2.1. Definici6. AW = {W, :{ = 0} sztochasztikus folyamat standard Wiener folyamat, vagy mdsnéven
standard Brown mozgds, ha

(W1) Wi = O majdnem biztosan;
(W2) W fiiggetlen novekményii;

(W3) tetszéleges ¢ = s 20 esetén Wi — W, normdlis eloszlast kévet O virhaté értékkel és | — s
szorasnégyzettel,

(W4) % mintafolytonos.

14.2.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy a ™ = {Wo it 2 0} sztochasztikus Jolyamatra teljesiilnek a standard Wiener
folyamat (W1) és (W2) definialé tulajdonsagai. Ekkor (W3) ekvivalens azzal, hogy tetszéleges t = 0 esetén a Wi
valtozé normalis eloszlast kovet () varhato értékel és ¢ szordsnégyzettel.

Bizonyitas. Amennyiben feltessziik, hogy (W3) teljesiil, akkor s = 0 mellett a (W1) és a (W2) tulajdonsagbol
kovetkezik, hogy W: = Wi — W, normalis eloszlasu () varhat6 értékkel és ¢ — s = ¢ varianciaval.

A forditott iranyért vegyiik észre, hogy a (W1) és (W2) tulajdonsagok miatt a karakterisztikus fliggvényekre
dw,(7) = dw,—w, (7w, (T), + € B. Ekkor

R N P L - () Ll

f-"?'ii',—ii',('-'_) = t,-'J1q‘r(TL"t."Jq1',(‘.-_:l = ! . T R.
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Ebbdl mér kdvetkezik, hogy 1 — Wi normalis eloszlast () varhaté értékkel és ¢ — s szorasnégyzettel.

A kovetkezd allitasban megmutatjuk, hogy a standard Wiener folyamatot definidldé elsd harom tulajdonsag
lényegében a folyamat eloszlasat hatarozza meg.

14.2.3. Allitas. 4 (W1), (W2), (W3) tulajdonsdigok egyiittesen ekvivalensek azzal, hogy W Gauss folyamat

m(t) =0t =0 varhato érték fiiggvénnyel és 7(5.£) = mn(s.t) st = 0, kovarianciafiiggvénnyel.
Bizonyitas. Adott 1 = legész ésU = fy = £ < -+ < I, értékek esetén legyen

W, Wy, — W,

W, Wy, — Wy,

Wi, Wi, — W,
Legyen tovabba = = (7% L, B = (o311 s A = laislE 1, ahol

. b, =1 ., 7 7. 1. 7 <&,
— ge _ I r o i =1 . o o =

755 = r(ti. &;) = min{t;. {5}, Tij = { 0, i, T = { 0, j>u.

r

Vegyiik észre, hogy ekkor a definialt valtozokra V' = AV™".

Ha a W folyamat teljesiti a (W1)-(W3) tulajdonsagokat, akkor a 17" vektorvaltozd n dimenziés normalis
eloszlast kovet () varhato érték vektorral és 3' kovarianciamatrixszal, amibdl azonnal jon, hogy 1" is normalis

E(V) = AE(V') = 0 yarhato értékkel és Cov(V) = ACov(V') AT = 3 kovarianciamatrixszal. Ebb3l azonnal
kovetkezik, hogy W Gauss folyamat az allitasban szerepld varhat6 érték és kovarianciafiiggvénnyel.

Visszafelé, ha feltessziik, hogy % Gauss folyamat, akkor definici6 szerint 1" normalis eloszlasu vektorvaltozo 0
varhat6 érték vektorral és X' kovarianciamatrixszal. Ekkor V' = A~'V" szintén mormalis (0 varhato értékkel és X
kovarianciamatrixszal. Ebbdl azonnal jon, hogy W fliggetlen névekményli normalis eloszlasu novekményekkel.
Tovabb4, az egydimenzids Wi vektorvaltozo eloszlasa szintén normélis 0 varhaté értékkel és () szorassal, ami azt
jelenti, hogy Wu = ) majdnem biztosan. Ezzel a bizonyitas végére értiink.

Vegyiik észre, hogy ugyan definidltuk a standard Wiener folyamatot, de eddig még semmi sem garantalja, hogy
ilyen folyamat valoban létezik is. A folyamat létezését a 14.2.5. Tételben fogjuk megmutatni, de ehhez
sziikségiink lesz egy segédallitasra.

14.2.4. Allitas. Az (5. 1) = min(s. t) st > 0 fiiggvény szimmetrikus és pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas. A szimmetria nyilvanvalo. Tekintsiink tetszleges n € I és U =1y =&, < -+ <, értékeket.
Legyen tovabba £1.. ... 4, fliggetlen normalis eloszlasu véletlen valtozé () varhato értékkel és rendre £ — fi_1,

i=1..., n, variancidval. Ekkor a Z = (Z1:---- Z.)" vektorvaltozo eloszlisa megegyezik az elézé tétel
bizonyitasaben bevezetett 1/ vektor eloszlasaval. Szintén az el6z6 bizonyitas jeldléseit hasznalva tekintsiik az
AZ  vektorvaltozot, melyre Cov(AZ) =AXAT =%  Mivel = egy jol definidlt vektorvaltozo
kovarianciamatrixsza, kapjuk, hogy ¥ pozitiv szemidefinit matrix, amibdl mar jon az allitas.

14.2.5. Tétel.

(i) ??? Létezik W Jfolyamat, mely teljesiti a standard Wiener folyamatot definialo (Wl1), (W2), (W3)
tulajdonsagokat.

(if) ??? Létezik W standard Wiener folyamat.
Bizonyitas. (i) Alkalmazzuk a 14.2.3. Allitast és a Gauss folyamatok létezését garantald 14.1.4. Tételt.
(ii) A normalis eloszlas elemi tulajdonsagai szerint tetszleges U = s = ¢ mellett

I:‘Hﬁ:,r—ﬁ:_ﬁwj = [/(Normal(0, 1 —s)") = (.f—.a']zf:'[:N[:1'111&11(0. 1Y) =3(—s)”.
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Ekkor a Kolmogorpy- Csentsov-tételt o — 4, 5 =3/2 & v =3 mellett alkalmazva Kkapjuk, hogy a W
folyamatnak létmzik  mintafolytonos modifikacioja. Mivel egy modifikaciora attérve a folyamat eloszlasa nem
valtozik, azlj ~ folyamat szintén kielégiti a (W1)-(W3) tulajdonsagokat.

Jogosan meriilhethet fel a kérdés, hogy meg lehet-¢ konstrudlni a standard Wiener folyamatot a Kolmogorov
egzisztenciatétel €¢s a Kolmogorov- Csentsov-tétel alkalmazasa nélkiil. Erre a problémara egy lehetséges
madszer az ugynevezett Karhunen- Loéve-sorfejtés, mely az L2[0. 1] tgr trigonometrikus bazisa segitségével ad
egy reprezentaciot. Az eredményt bizonyitas nélkiil kdzoljik.

14.2.6. Tétel. Ha £1. Z. . . . fiiggetlen standard normalis eloszlasi véletlen vailtozé, akkor

i sin ((k— 1/2)mi
n’,=\f’§z;fk ((f : ). 0<t<1.
k1

b —1/2)m
standard Wiener folyamat a [0 1| intervallumon.
A standard Wiener folyamat egy lehetséges altalanositasat vezeti be a kovetkezo definicio.

14.2.7. Definicié. Az %X = {X; :t = 0} sztochasztikus folyamat Wiener folyamat, vagy mds néven Brown

mozgdsa € | drifitel és b = 0 volatilitassal, ha mintafolytonos Gauss folyamat n(t) =al t =0 varhat6 érték
M

fiiggvénnyel és (5. 1) = b7 min(s. 1) st > 0 kovarianciafiiggvénnyel.

Az alabbi alkalmazas segitségével trajektoridkat generalhatunk az altalanos Wiener folyamathoz. A Wiener
folyamat

14.2.8. Allitas. Az % = {X; 1 = U} folyamat pontosan akkor Wiener folyamat a drifitel és b volatilitdssal, ha
létezik ¥ = {W; : £ = 0} standard Wiener folyamat, hogy

{\-If = al + Fll’1 .I' N { :_:' .
Bizonyitas. Elészor tegyik fel, hogy X: = at + b}, & = 0. Ekkor X nyilvanvaloan mintafolytonos. Vegyiik
észre, hogy tetszbleges n € M és .. ... t, = 0 idépontok esetén

Xy, b W,

: =a : +b :

_Yf” tn Hrf,,
Tehat az (Xi.-- - X..)" vektorvltozé eléall, mint a (Wi~ - W, valtozé egy linedris transzformaltja,
vagyis (Xe - - - X;.) " normalis eloszlast kovet. Ez azt jelenti, hogy X egy Gauss folyamat. A vérhato érték

fiiggvény és a kovarianciafiiggvény

m(t) = K(X,) = at +all(W,) =al, t =0,

valamint

rs ) = Cov( X, Xi) = 6°Cov(Wa, We) = b” min(s, ¢), s. b= 0.

Visszafelé, ha tudjuk, hogy X Wiener folyamat a drifttel és b volatilitissal, akkor tekintsiik a VV': = (X —at) /b,

t = 0, folyamatot. Ekkor a bizonyitas elsd felében alkalmazott modszerek segitségével megmutathaté, hogy Wi,
¢t = 0, standard Wiener folyamat.
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15. fejezet - A részletosszeg folyamat
és az empirikus folyamat; a martingal
CHT

1. A részletdosszeg folyamat és az empirikus folyamat

El6szor részletdsszeg folyamatokkal foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasu, 0 varhatd
értékll, véges masodik momentummal rendelkezé véletlen valtozokbol képezett részletosszeg folyamatok
megfeleld skalazas mellett kozel ugy viselkednek, mint a standard Wiener-folyamat. Ez tulajdonképpen
tekinthet a centralis hatareloszlas-tétel funkcionalis alakjanak is.

15.1.1. Definicié. Legyenek &1, &, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok 0 varhato értékkel és véges,
pozitlyv o variancidval. Legyen "’u =0 ¢ S,=&+--+&, neM., A &, &, ...sorozat n-edik
részletsszeg folyamata az az 1Xn(t) : 1 € 0. 1]} } folyamat, melyet az

v (- Sk ke {0.1 |
A " ‘_J\f’;‘ = R R ¢

crer

X, (1) =

HI_:II'J + (”'r - |_”'FJ) h[r.lfjl 1: S [[J' J]

Ua/_

Mivel

Xo(1) = w,_ FZ‘:’ n €N,

igy a centralis hatareloszlas-tétel szerint
X, (1 -SN(0,1),  ha n— .
amit gy is interpretalhatunk, hogy
- i .
X (1) — W7, ha n — oo,
ahol {W::t€[0,1]} standard Wiener-folyamat. Sét tetszéleges ¢ € [0. 1] esetén

| raé | St / |ni | 1 Lne] €N
A - =1/ Sis oz,
" oV =D ¢

nooy/|nt] &=

igy a centralis hatareloszlas-tétel és a Szluckij-lemma felhasznalasaval
. ni o .
X (u) —\tZ ha n — oo,
i
ahol Z standard normalis eloszlast véletlen valtozo, vagyis

If F
X, (L” J) LW, ha n— .
T

Ezt a modszert a ndvekményekre is alkalmazhatjuk. Tetszéleges - ! € [0.1] s < ¢ esetén
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CHT
¥ . l.l.u
X, (—L””) - X, (LJ) e B > €
mn n T4/ 1 Tyn n\,-"'_ e )1
If— ] —|nas)
/ tnt] _ [ns) l Z £ ne M
‘ll" n noogyf|nt]—|ns|

igy a centralis hatareloszlas-tétel és a Szluckij-lemma felhasznalasaval
n (m) - Xa (l'mj) i&v’ﬂ—s)’f. ha n — o,
i s

ahol # standard normalis eloszlasu véletlen valtozo, tehat

¥ 5 p
X, (ﬂ) — X, (M) oW, —W..  ha n— .
T T

Még éltalanosabban: tetszéleges & € I, L1 . g € (0. 1], by <ty <0 ... <1 esetén tekintsiik az
Lrt ;] [y ] 1 ]
Yo = Xn — X 1! & jell..... k
e
[ f.' —1

ndvekmenyeket, ahol fp:=10 . Nyilvan ezek a novekmények fiiggetlenek, és az el8bbiek szerint
minden 7 € {L..... k} esetén

¥,

- D - -
ng yﬂ._‘j—| _:"IH';J- — IH';J-_I. ll'cl o —r O0.

Mivel a Mo =W Jef{l.... k} névekmények is fiiggetlenck, igy karakterisztikus fiiggvények
segitségével konnyen kapjuk, hogy

(Yot Yoo oo Yo s (W Way — Wiy Wiy — Way ). ha n— o,

felhasznélva azt is, hogy Wi = Wo =0 A h: RF — RB¥

(xw (%) X, (%)) = WYy, Youe. o Yos)

—rh(”',,.ﬁ',z — H",rl ..... ”'fk —H'fk_lj] = [:M'M.H",rg ..... H'fk)
ha n — =c. Ennek felhasznalasaval belathatjuk, hogy
(Xn(t1)s- s Xnte)) — (We, . Wio . We),  ha n— o

A Szluckij-lemma szerint ehhez elegend§ azt belatni, hogy minden 7 € {1.. ... E} esetén
il 3
X.. (L” -’J) — Xult;) =50,  ha n— oc.
n

Ez pedig a Csebisev-egyenldtlenség segitségével belathatd, ugyanis tetszéleges = == [ esetén

(e () -nf <)

Aull;

r ((}'Vf’_hL”"JJ al = ) = P(|&| £ cov/n)

n? 1
= (&) =T—&(). ha n — ~c.

— £lgn n
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Tehat belattuk a kovetkezo allitast:

15.1.2. Allitas. Legyenek &1, %z, ... fiiggetlen, azonos eloszldsii véletlen valtozék 0 varhaté értékkel és véges,
pozitiv @ varianciaval. Ekkor az ezekbdl képezett (X tel01]} nen részletdsszeg folyamatok véges
dimenziés eloszlisai konvergalnak a Wit € [0.1]} standard Wiener-folyamat megfelelé véges dimenzids

eloszlasaihoz ha n — =<.

Ez az allitas valoban kifejezi azt, hogy az allitas feltételei mellett a részletdsszeg folyamatok konvergalnak a
standard Wiener-folyamathoz abban az értelemben, hogy az Osszes véges dimenzios eloszlas konvergal. De
ennél még tobb is igaz! Mégpedig az, hogy a részletosszeg folyamatok altal a [0.1] intervallumon értelmezett
folytonos fliggvények C[0.1] Banach-terén indukalt valoszintiségi mértékek is konvergalnak a standard
Wiener-folyamat ltal a C'[0- 1] téren indukélt mértékhez, ami erésebb éllitds. El8szor megmutatjuk, hogy ha
a {X::t€[0.1]} sztochasztikus folyamat minden trajektéridja folytonos, akkor természetes moédon lehet
hozzarendelni egy X : ¢! —+ C[0.1] mérhets leképezést, vagyis egy véletlen elemet.

15.1.3. Lemma. Legyen {Xi:te0,1]} egy olyan sztochasztikus folyamat, melynek minden trajektoridja
folytonos. Legyen X : €2 — C[0.1] 4z 4 leképezés, melynek X (w) értéke az w € @ pontban az a folytonos
fiiggvény, melynek értéke a ! € [0.1] pontban X:(w). Ekkoraz X leképezés mérhetd.

Bizonyitas. Mivel clo, l] szeparabilis, igy a Borel-halmazainak s-algebrajat generaljak 10, 1] Zart gombjei.
Valamely fe ] fiiggvény koriili =0 sugar(i zart

G (f) ={geC[0.1]: sup [f() —g(t)] <r}
gomb telo.1] Tehat elegendd azt belatni, hogy

tetsz6leges J € Cl0.1] fiiggvény és = 0 esetén {w: X(w) € G.(f)} esemény. Ez pedig abbol kivetkezik,
hogy

{w: X(w) e Gu( )} = {w: sup | Xe(w) — f(O)] < 7}

teli.]
= ﬂ.r;_|u.||{~'b' : |X,(w] - _I'(F)I < '-"}
= Myeppjngiw : Xo(w) € [f(t) — 7 F(t) + 7]},

ahol @ a racionalis szamok halmazit jeldli.

Ha X :Q— C0.1] merhetd leképezés, azaz véletlen elem, akkor indukal egy Fx valdsziniiségi mértéket
a C([0.1]) tér Borel-halmazainak B(C[o,1]) o -algebrajan, mégpedig
tetsz8leges 1 € B(C[0.1]) esetén Px(B) = P(X € B), Ezt a Px valosziniiségi mértéket X eloszlasanak
nevezziik. Emlékeztetiink arra, hogy ha # ¢és = valdszinliségi mértékek a (Clo.1]. B(C[0,1])) mérhetdségi
téren, akkor azt mondjuk, hogy a (#n)nen sorozat gyengén konvergdl # -hdz (jelolése f#n = 1),
ha ik AelB) = plB) teljesiil minden olyan B € B(C[0.1]) esetén, melyre — p(@B) =0
, ahol 9B a B halmaz hatarat jeloli. Ha {X(t):t€ 0.1]} ¢ {Xu(0):t€[0.1]}, nem olyan
sztochasztikus ~ folyamatok, melyeknek minden trajektoridja  folytonos, akkor azt mondjuk, hogy
az (Xuluew sorozat gyengén konvergal X-hez (jeldlése f\-ni)-\}), ha Fx.= Px, n — ~. Ebben az
esetben a leképezési tétel alapjan az 1Xa(t):i € 0.1}, neM folyamatok véges dimenzids eloszlasai
konvergdlnak  az {X(1):t€[0. 1]} folyamat  véges  dimenziés  eloszldsaihoz,  ugyanis
tetszOleges k € I és 1.+ tg € [0,1] esetén

(f\-n('flj ---- f\-n('ri.'” = "Tufl......';\.(-\(i.l]'

Tyt (F) 7= (F(t1) e f(te)), fe ]

nyilvan folytonos leképezés, hiszen ha [ € Cl0.1] ¢ [ €C[0.1] | 5 €N olyan fiiggvények,

lim sup |f,(6) — f(t)|=0 im T -
hogy ™~ t<lo.| . akkor A Tt Un) = T

15.1.4. Tétel (Donsker tétele). Legyenek &1, &z, ... fiiggetlen, azonos eloszldsiu véletlen valtozék 0 vdrhaté
értékkel és véges, pozittv o variancidval. Tekintsiik az ezekbdl képezett {Xu(0) e [0.1]}
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- il - - .
, n € N részletdsszeg folyamatokat. Ekkor Xn—W ha n — oc, ahol {Wi:t € [0.1]} standard Wiener-
folyamat.

Az alabbi animacid a részletdsszeg-folyamat eloszlasbeli konvergencidjat szenlélteti. A részletosszeg-folyamat
eloszlasbeli konvergencidja

Vazoljuk Donsker tételének egy bizonyitasat. Ehhez el6szor felidézziik valoszinliségi mértékekbdl allo sorozat
feszességének fogalmat.

15.1.5. Definicio. Legyenek in, n € I valdsziniiségi mértékek a (C[0.1]. B(C[0. 1])) mérhetdségi téren. Azt
mondjuk, hogy a (tn)uer sorozat feszes, ha barmely = > szamhoz létezik olyan K C [0, 1] kompakt
halmaz gy, hogy F«(1) >1—2 minden n € I esetén.

El6szor sziikség van a feszesség vizsgalatahoz hasznalhato kovetkezd igen fontos eredményre.

15.1.6. Tétel (Prohorov  tétele). Legyenek Ho | n €M  valosziniiséegi  mértékek
a (C0.1LB(C0.1]) mérhetoségi téren. Ekkor a (#tn)new sorozat pontosan akkor feszes, ha feltételesen
kompakt, azaz minden részsorozatanak van gyengén konvergens részsorozata, vagyis pozitiv egészek
barmely ny < ng <... sorozatahoz  létezik  olyan H valosziniiségi  mérték  és
olyan 7k < Mgy < ... pészsorozat, hogy P T H ha i — o,

Ennek segitségével a kdvetkezd sziikséges és elégséges feltétel adhaté a (€7[0. 1. B(C[0,1])) mérhetdségi téren
adott valosziniiségi mértékek gyenge konvergenciajara.

15.1.7. Tétel. Legyenek # és FHn, n € M valdsziniiségi mértékek a (€710, 1] B(C'[0,1])) meérhetdségi téren.
Ekkor #n» = ha n — oc pontosan akkor, ha a (fin)ner sorozat feszes, és a (ftn)ner sorozat barmely
gyengeén konvergens részsorozatanak 1 a hatarértéke.

Ennek felhasznalasaval a kovetkezd sziikséges és elégséges feltétel adhatd olyan sztochasztikus folyamatok
eloszlasbeli konvergenciajara, melyek minden trajektoriaja folytonos.

15.1.8. Tétel. Legyenek {X(f):t€[0.1]} g5 {X.(t): ¢ €[0.1]} n e N olyan sztochasztikus folyamatok,
melyek minden trajektoridja folytonos. Ekkor f\-ni)-\’ ha n — oc pontosan akkor, ha az (Xu)uer sorozat
feszes (vagyis @ (Px.luew valdsziniiségi mértékekbdl dllé sorozat feszes), és az 1-Xall):t€[0.1]}
, n € M folyamatok véges dimenziods eloszlasai konvergalnak az {X() e 0, 1]} folyamat véges dimenzios
eloszlasaihoz.

Ahhoz, hogy ennek a tételnek a segitségével be lehessen bizonyitani Donsker tételét, sziikség van a { [0, el
kompakt halmazok kovetkezd karakterizalasara:

15.1.9. Tétel (Arzela- Ascoli-tétel). Az 1 C Cl0.1] hatmaz lezartia akkor és csak akkor kompakt, ha az A-
beli  fiiggvények  egyenletesen  korlatosak  és  egyenld  mértékben  egyenletesen  folytonosak,

sup |[f(0)] < o lin sup w;(8) =0 we(d) = sup [f(1) — [(s]] . i
azaz reA és 0 rea , ahol |s—t]<é az f€C[0.1] Jfolytonossagi
modulusa.

Ennek segitségével a kovetkezo sziikséges és elégséges feltétel adhatd olyan sztochasztikus folyamatokbol alld
sorozat feszességére, melyek minden trajektoriaja folytonos.

15.1.10. Tétel. Legyenek {Xu(t}:¢€[0.1]}  n &M olyan sztochasztikus folyamatok, melyek minden

trajektorigja  folytonos. Ekkor  az (X dnew sorozat pontosan akkor  feszes,
lim sup P{|X,(0)] > K) =10 )
ha K== uen (vagyis az (Xu(U))uck sorozat feszes), és barmely = =10 és 1= esetén

létezik olyan & =0 és na € N hogy I{wx,(8) Z2) <1 ha n = ny,

Ezutan megfogalmazzuk Donsker tételének fliggetlen, nem feltétleniil azonos eloszlast véletlen vektorokbol
allé szériasorozatora vonatkozé altalanositasat, amely a tobbdimenzios Lindeberg-tétel funkciondlis alakjanak
tekinthetd:

15.1.11. Tétel. Legyenek minden n €[ esetén Sna, ..., Snkn d-dimenzids fiiggetlen véletlen vektorok,
melyekre E([[6ns1") < 2 g5 E(& ) = O j5=1..., k. Ha létezik olyan © € B matrix iigy, hogy
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il e o7 _ .
w2 Bl&sbs) =15 ha  — oc minden ¢ € [0.1] esetén,

[knt] e ) . ;
*E_.i ! JL(”w-.i”‘g]l{llfu-.illii_*?}:] U ha n — s minden ¢ € [0.1] g5 minden = = 0 esetén,
akkor

X, 55V ha m— .

aholaz {Xu(t):t€[0.1]} nem folyamatok definicidja

Lt
Yr.l[:'llj = Z Sng + (L'n'{ - L'ﬁlll'ij)‘:in.u'...'] b1 ie [U J-]
=1

{W(t): ¢ €[0.1]} g-dimenziés standard Wiener-folyamat (vagyis olyan d-dimenziés sztochasztikus folyamat,
melynek koordinatafolyamatai fiiggetlen, 1-dimenzids standard Wiener-folyamatok),
és L2 a X szimmetrikus, pozitlv szemidefinit matrix egyértelmiien létezé szimmetrikus, pozitiv szemidefinit
négyzetgyoke.

A standard Wiener-folymat fontossaga miatt egy masik approximéciot is adunk, mely szamitogépes
szimulaciora is alkalmas. Ehhez sziikségiink lesz a kdvetkez6 egyszerti megfigyelésre.

15.1.12. Lemma. Legyen {Wy st e0,1]} standard Wiener-folyamat. Ekkor tetszéleges ty, byt € [0,0)
b=t <ty esetén Wi feltételes eloszlasa a (Wi Wia) = (1. 4) feltételre nézve normalis eloszlds, mégpedig

\ (s — o+ (E—t)y (F—1)(ta— 1)
g to— i ’ ta — 1y '

vagyis
P(W, <u|W, =2, W, =y) = [ Fwejwoy e, (2@, y)dz, u & R,

ahol a Wi véletlen vdltozénak a (Wi Wil véletlen vektorra vonatkozé — Jwi|wi, Wiy feltételes
surtisegfiiggvénye a fenti normalis eloszlds siiriiségfiiggvénye.

A standard Wiener folyamat feltételes eloszlasait mutatja be a kovetkez6 alkalmazas. A standard Wiener
folyamat feltételes eloszldsai

Bizonyitas. A W, véletlen véltozonak a (Wi: W) véletlen vektorra vonatkozé [Wilwi Wiy feltételes
stirliségfiiggvényét a kdvetkez6 modon lehet kiszamolni:

fw, wew, (x.2,0)  Sw, wow, (2. 2,0) fw, w, (. 2)  fw,, ()

||r o | W, Wi, I:": .-"-- .ll'h = ~ - =
Py Wy 121 Jw,, w, ) fw,, w (x. z) Jw, (z)  Jw, w, (7. y)
_.'rn:_, Ei'.L_H}(H |, 2) fw, | We, (2 |~f']' _Iru',,||.t'. (] 2) fwe, | We, (z]x)
R - = r.y.z€R,
Sweyjwe, () fw, (W, (y]x)

ahol az utols6 Iépésnél  felhasznaltuk a  standard Wiener-folyamat  Markov-tulajdonsagat.
Tetszéleges @b € [0.00) 4 < b esetén a Wi véletlen valtozo feltételes eloszlasa a Wa = u feltételre nézve
normlis eloszlas, mégpedig N (b — @), ugyanis We = Wa + (W, = W,), ahol W, — W, fiiggetlen Wa-tol
¢és normalis eloszlast, mégpedig N0 —a) ¢ igy
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PW, < w|W,=u)=PW,+ (W, — W,) < w|W, =u)
= Plu+ (W — W) < w|W, =u)
= P(W, — W, < w—u|W, =u)
= P(W, — W, <w—u)

e 1 2

- ‘/_x lb—a) ¥ {_-2(& —a) } dr
i 1 (o — u)?

- ‘/_x Ialb—a) ¥ {_2(5 — tz)} dv.

Tehata Wi véletlen véltozénak a W véletlen véltozéra vonatkozd /W Wa feltételes stirliségfiiggvénye

. 1 (o — u)?
) = L e { LR
Fwy e, (e ) mewp{ ‘2((‘;—0]} o

Ez alapjan

! (2—2)?

! . _(w—-?)z} . {_ - }
7-=\ gy cxp { Aia—1) \?=2F[[f—.’|] exp ai—11)
' exXp 4 — {y—z)*
sz[u—m ) Afiz—t1)

| —_ . B (7_(."3—#).7'+(F—F|]_r';)3
Vo —ou—0) TP 2 -0t -t -1 ‘

hiszen = hatvanyai szerint atrendezve és teljes négyzetet kialakitva

Fwwy, o, (2]T,y) =

(y—2)? (z—a)  (y—a)*

-4

T 2ta—t) 20t—t)  2tz—t)

i L1 'y y I S lf y — )
2 \—-t  t—-i TN —t -1 20t, —t)  2(t—1t,)  2(t,— 1)

2 (2—t)  —h)y+{ta—t)r
T Y N R [ T
(to — 1) ry (t—t)y*

At — 1)tz —t1) fa—1t1  2ta — )2 — b))

bt (e =Dz + =ty
=)t =1\ o — 1 ’

Tehat fwiwe, wi (27 4) 3 2 valtozo fiiggvényében valdban az adott normalis eloszlas slirliségfiiggvénye.

Ez alapjan konstrudljunk minden €My esetén egy 1-Xu(t):t €[0.1]} sztochasztikus folyamatot a
kovetkezd  rekurziv  modon. Az {Xo(t) st € (0.1} folyamat  legyen  olyan,  hogy
a t =10 és =1 idépontokban az egyiittes eloszlasa egyezzen meg a standard Wiener-folyamat megfeleld
eloszlasaval, tehat Xo(0) :== 0, g5 Xq(l) standard normalis eloszlast, ezutan kossiik dssze a kapott két pontot
egyenessel. A kévetkezé 1-X1(t) : ¢ € [0.1]} folyamat legyen olyan, hogy a ¢ = 0 és ¢ = 1 id8pontokban az
értéke egyezzen meg az 1 Xo(t) : ¢ € [0.1]} folyamat értékével, a [0-1] intervallum =5 felezé pontjaban
legyen olyan az értéke, hogy a ¢ =0, ! = Tés =1 idopontokban az egyiittes eloszlasa egyezzen meg a
standard Wiener-folyamat megfelelé eloszlasaval; a siirliségfliiggvényekre vonatkozo lancszabaly és az el6z6

lemma alapjan ehhez az kell, hogy X (ﬁ} feltételes eloszlasa az (X1(0). X1(1)) = (=, 4) feltételre nézve
ey

normalis eloszlas, mégpedig N ( z ':) ezutan kossiik 0ssze a kapott harom pontot egyenesekkel. Folytassuk

ezt az eljarést: felezziik meg az intervallumokat; a felezd pontokban adjunk olyan véletlen értékeket, hogy a

végpontokban és a felezopontban az egyiittes eloszlasa egyezzen meg a standard Wiener-folyamat megfeleld

eloszlaséaval; ezutdn kossiik 6ssze a kapott pontokat egyenesekkel.
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Ontsiik most képletekbe ezt a konstrukciot. LegyenelX,(t) := tipkt € [0,1], K € {1..... 2n1} fiiggetlen,
standard » = Thlis eloszlast véletlen valtozok. Legyen , . Ezutan rekurziv modon legyen

minden esetén

il EL- . Er!'- = n—1

X, (2—) = Xy (2**) C ke{o1,...2v
(2% -1 i 2k -2\ N\ ek .
.'\-_u ( 2” ) M E (_x“_l ( -jm ) T _‘1 fi— 1 (2—”)) T '_-':I|r| ]. I: 'E {l.... . 2 }

Xalt) := ([2"] 4 1—2“:}1‘,,( 1”) F(27 - 27]) X, (#) telo1].

Nyilvan minden n €T esetén {Xa(t) -t €[0.1]} Gauss-folyamat, hiszen a végesdimenzids eloszlasai
az M és Wik, JE{L ..., np ke{l..., 2"} fiiggetlen, standard normalis eloszlasti véletlen valtozok
linedris kombindcioi. Az {X.(1) 11 € [0.1]} folyamat vérhaté érték fiiggvénye &(Xu(1)) =0 ¢€[0.1]
, kovarianciafiiggvénye pedig tetszéleges <! € [0.1] estén

min{s, f}, ha |27s| # |2%],
Cov( X (5], X, (1 = L 11 L 51 il
( f.'( ) 'H( J:] { |2 [rn;r:t{a.l}]J + [ZMa—|2 aj2]I|;2 |2  ha |_21Ill .‘iJ _ |_.2”ch )

Valoban, a konstrukci6 alapjan az

(1Y (2 e
Xa(0). X (52 ) X (52 ) oo Xl 5

véletlen vektor eloszlasa megegyezik a

(o (2) 0 (2)-(2)

véletlen vektor eloszlasaval, ahol {W(t):¢€ [0.1]} standard Wiener-folyamat (ennek igazolasahoz a
striiségfiiggvényekre vonatkozod lancszabaly és az el6z6 lemma mellett fel kell hasznalni a standard Wiener-
folyamat Markov-tulajdonsagat is). Ezért tetsz8leges &+ £ € {0.L..... 2"} esetén

Cov (-Xn (i) X (L)) = Cov (H ( ; ) W (i)) = min { kL } .
2‘” 2‘” 2” '2" Zﬁ ',‘l'.'.l
Hamost st € [0.1] s < ¢ & [27s] # [2"t], akkor

Cov(Xa(s). Xu(t)) = E(X,(s)Xu(1))

(lj”ﬁj |_ I ]ﬂ‘ LOIJIFJ ‘I |j|| }l_"}"'_J |_3"-‘¢J 1 1 _?ll |]h'||| LjPIJJ]L}” -J

on

arnal 4 Mel 41
@ = 212 +1- 20 E T e - 22 L”“fJJQ
([2"s] +1—2"s) =2 L}" oy (2ne— 2 “L”‘ L+ lgc;lfj (2% - lf"-‘”-% b

Hasonloan, ha = € [0.1] « = ¢ g5 [2"s] = [2"1] akkor
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Cov(Xn(s). Xo(t)) = E(X.(s)X.(1)

= ([2"s] + 1 —2"s)(|2"1] +1 j,.”L:“”'J (12"s] +1 —2"s)(2"¢ L}*JL’"'J

25 . 2414

+(2% = [2°])(12°1) +1 - 20 4 (2 — (2727 - |2°))
|_2”"‘"J , {2” g — |-2.:u -"'J ][.:'”I _ L_]HFJ }
) Y l Ly 11 ’

Tehat bebizonyitottuk az 1-Xa(f) 11 € 0.1} nem folyamatok kovarianciafiiggvényére adott képletet. Ez
alapjén nyilvén tetszleges - € [0. 1] esetén teljesiil £(Xu(1)) = F(W (1)) n el &

Cov( X, (), X (1)) = min{s, ¢} = Cov(W(s), W) ha n — no.

Mivel az {-X.(t) 1 £ € [0.1]} n € I folyamatok és a 11V (1) : £ € [0.1]} standard Wiener-folyamat is Gauss-
folyamat, igy az {Xall):l€ 0.1}, nen folyamatok végesdimenzios eloszlasai konvergalnak
a {Wi(t): £ €[0.1]} standard Wiener-folyamat végesdimenzios eloszlasaihoz.

13 . r rLr 3 r r AR} : r1: r -~ 'irj r
Megjegyezziik, hogy ennek az éllitisnak is érvényes a funkcionalis" valtozata, azaz Xn.—W . A most
bizonyitott eredményt mutatja be a kovetkezd animacid. 4 Wiener folyamat generaldsa

Ezutan az empirikus folyamatok konvergenciajaval foglalkozunk. El6szor definidljuk a &1, &z, ... fliggetlen,
azonos eloszlasu véletlen valtozokbol ("megfigyelésekbdl") képezett empirikus folyamatokat.

15.1.13. Definicié. Az &1, Sz, . .. fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozokbol képezett n-edik empirikus
folyamat az az 1Yx() : # € B} sztochasztikus folyamat, melynek definicidja

Y, () i= (k) (x) — F(z)). r e R,

ahol " a &1, &g, ... véletlen valtozok kozos eloszldsfiiggvénye, és Fooa &1,. .., G véletlen valtozokbol képezett
empirikus eloszlasfliggvény, vagyis {Fulx) s v € R} 4z g sztochasztikus folyamat, melynek definicioja

I- T
r) =;;l[—x..r-|(i}{)- t e R

Jegyezziik meg, hogy itt o Voo (&) nyilvan azon véletlen valtozok szama a &1, ..., &n véletlen valtozok
koziil, melyek nem haladjak meg az « értéket.

Vizsgaljuk meg elészor azt a specidlis esetet, amikor /1, Uz, ... fliggetlen véletlen véltozok egyenletes
eloszlastak a (0,1} intervallumon. Ekkor az Uy, Us ... véletlen valtozok kozos
eloszlasfiiggvénye C(r) == ha 7 €[0.1] Jelglje {Cn(z):x R} az 17y, .. 1, véletlen valtozokbol

képezett empirikus eloszlasfiiggvényt. Ekkor
nCiy (x —nr—z (Lo (Te) — 1)

fiiggetlen, azonos eloszlasi véletlen valtozok Osszege, mégpedig minden fell..... n}  esetén
az Li—sal(Ue) =7 ygletlen valtozo eloszlasa

P (Us) — = 1 — ) = P(Us € (0,2]) = .
Pl (Vi) — = —x) = P(Us € (x, 1)) =1 —ur,

ezért a varhato értéke ©(Li—sa (Vi) =) =0 4 varianciaja pedig

!)z(lt—x.rl('r-".{] - .F':l — ;;2(]]_(_3: J‘I(Ir'l-' - I"(]]-l'—:u_ r| “')3) - [:l"‘[:]]-(—:c..rl('r'rl')”
= L1 e (Ue)) — (E(L e o () W =r—r® =x(l —x).
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Ezért a centralis hatareloszlas-tétel szerint tetszéleges T 0.1] esetén

(S (o) —nao P
% i?.‘*\a' l:[J. J) ha n — 0.
yna(l =)
Jelslie 17n(x) v €RY az Uy, . U, véletlen valtozokbol képezett empirikus folyamatot. Ekkor tehat

tetsz8leges € [0. 1] esetén
Zolw) == (G (x) — ) L,-\"([J. (1l —x)) ha n — no.

Most is tovabb lehet menni, és be lehet bizonyitani a {Zu(r):r€R} nen folyamatok véges dimenzids
eloszlasainak konvergencajat. Tetszéleges & € I, T1:-.-.: r € [0,1] esetén

T

£=1
fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen vektorok 6sszege, mégpedig minden f € {L.... n} esetén a
Vilr, ) = (L ey () — 710 Ly (U) — )
véletlen vektor varhato érték vektora £(Va(ri.. ... rp)) =0 € B*| 3 variancia matrixa pedig
DA (Vilary, o)) = B (Ve o) Vil o) )

= (minfay, 5} — wig)ijeqr..n € R

hiszen tetszéleges #:J € {1... .. K} esetén

C‘"-(]l-lz—:t:..r',.l('r-"l{] — . ]]-(—:t:..r_,-lt'f-"l{] - -r.jj = Ct]\'(]]-(—:c..r,;l('r-"l{]- ]1(—::..;-J-|("-"{3)
= IiI"I(l[—':-c..r',;lt'll'rl':]]]-(—:t:..r_,-l('f"'ln."]:] - IiI"I(l[—':ac..r',;l('r'rl':l]Jl';l:]]-(—:t:..l'_,-I('f"'ln."]j]
— IiI'-I(l[—':-c.1||i1|{.r',..J‘.|']'|l:'r-"l(\.le - I’-I(l[—x..r';l('r';l')jIL‘(]]-(—x..J'J-l({-".{” = 111511{4'1‘- -T.j} — Iy,

Ebbél a gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy az [0:1]" 3 (#.y) = min{x. y} —ry ER fiiggvény amellett
hogy szimmetrikus, még pozitiv szemidefinit is, ezért 1étezik olyan {5, : 1 € [0. 1]} Gauss-folyamat, melynek
vérhaté érték fiiggvénye 19(B.) =0, € [0.1] ¢&s kovarianciafiiggvénye C'ov(B:. B,) = min{w, y} —ry
, T HE [0, 1] Ez egyébként tgy is belathaté, hogy ha {1V = € [0. 1]} egy standard Wiener-folyamat, akkor
a {B.=W,—aW :2€[0,1]} folyamat Gauss-folyamat, melynek varhato érték fiiggvénye és
kovarianciafiiggvénye a fenti alakd. Valoban, az, hogy az igy definialt folyamat Gauss-folyamat, abbol
kovetkezik, hogy a {Be:x €[00} folyamat véges dimenzids eloszlasai  el8allnak  mint
a AWt e0.1]} folyamat véges dimenzids eloszlasainak linearis transzformaltjai, a varhato érték fiiggvény
és kovarianciafiiggvény pedig egyszeriien kiszamolhato. Igy az is kideriil, hogy még olyan Gauss-folyamat is
1étezik, melynek minden trajektoridja folytonos, és varhato érték fiiggvénye, valamint kovarianciafiiggvénye a
fenti alakd. Az ilyen folyamatot standard Brown-hidnak nevezzik.

15.1.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy a 15:: = € [0.1]} sztochasztikus folyamat standard Brown-hid, ha
olyan Gauss-folyamat, melynek minden trajektdridja folytonos, és varhatd érték fiiggvénye E(B,) =0
e (0,1] kovarianciafiiggvénye pedig Cov(#,. B,) = min{zr, y} —xy rye[0,1]

Jegyezziik meg, hogy az elnevezés onnan szarmazik, hogy #u = 51 =0, A Brown hid hasonlé médszerrel
kozelithetd diadikus beosztasokkal, mint a Wiener folyamat. Ezt mutatja be az alabbi animaci6. 4 Brown hid
generadlasa

Az el6z6ekben tehat belattuk a kovetkez6 allitast:

15.1.15. Allitas. Legyenek 'r-"'|,_'r-"'3, .. fiiggetlen, a (V. 1) intervallumon egyenletes eloszlasu véletlen valtozok.
Ekkor az ezekbdl képezett {Zz):x€[0.1]} nem empirikus folyamatok véges dimenzios eloszlasai
konvergalnak a {B, 2 €[0.1]} standard Brown-hid megfeleld véges dimenzids eloszldsaihoz ha n — .
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Ez az allitas is kifejezi azt, hogy az allitas feltételei mellett az empirikus folyamatok konvergalnak a standard
Brown-hidhoz abban az értelemben, hogy az Gsszes véges dimenzios eloszlas konvergal. 1[0, 1}t is lehet ennél

tobbet bizonyitani! Viszont az empiri”’[0, 1}lyamatok trajektoriai nem folytonosak, ezért a intervallumon
értelmezett fol{0, Lps fiiggvények Banach-tere helyett mas, b&vebb fliggvényteret kell tekinteni,
mégpedig a intervallumon értelmezett olyan fiiggvények terét, melyek jninden pontban jobbrol
folytonod2[0. 1} balrdl 1étezik hatarértékilk. Ezt a teret Szkorohod-térnek vagy  -térnek szokas nevezni,
jelolése , és el lehet latni olyan metrikaval, hogy teljes szeparabilis metrikus tér legyen.

Vizsgaljuk most meg az 4ltaldnos esetet, amikor v, Lz, ... figgetlen véletlen valtozok

kozds I closzlasfiiggvénnyel. Tekintsiik az F'-hez tartozd @r @ (0.1) = B ugynevezett kvantilisfiiggvényt,
melynek értelmezése

Qrlg):=inf{r e R: Fiz) = q}, qge (0,1).

Ha az I"  eloszlasfiiggvény szigorian monoton novekvd, akkor ez éppen I inverze;
tetsz6leges [ eloszlasfiiggvény esetén /r az inverz fliggvény balrol folytonos altalinositisa. Be lehet latni,
hogy tetszéleges 7 € (0.1) esetén @r(7) g-kvantilise az [ eloszlasfiiggvénynek, #'(#) = @ akkor és csak
akkor, ha « 2 @r(4), és ha [/ olyan véletlen véltozo, mely egyenletes eloszlast a (U 1) intervallumon,
akkor 7= CQr(l)) olyan véletlen valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye . Ez azt jelenti, hogy ha vesziink
olyan U/ 1, [75, .. fiiggetlen véletlen valtozokat, melyek egyenletes eloszlasuak a (U 1) intervallumon, akkor

a Q) Qr(lVz) ., véletlen valtozok fiiggetlenek kozos [ eloszlasfiiggvénnyel. Mas szavakkal, a &1, &z,
.,ﬁiggetlen véletlen valtozokat lehet (egyiittes eloszlasban) Qr(th), Qrliz), . alakban reprezentalni. Az
eddigick alapjan az 1, U2, ... véletlen valtozokbol képezett 1Zn(w):=/n(G(x) — )z €[0.1]}
, n € N empirikus folyamatok véges dimenzios eloszlasai konvergalnak a {B,:x€[0.1]} standard Brown-
hid megfelelé véges dimenzios eloszlasaihoz ha n — oc, ahol 1Ca(f):f€R} az 17 1, véletlen
valtozokbol képezett empirikus eloszlasfiiggvényt jeldli. Nyilvan a @r(1) . @r(U.) véletlen valtozokbol
képezett {1(r) : v € R} empirikus eloszlasfiiggvényre tetszleges = < [ esetén teljesiil

Fo(x) = — ZI( e (Qr(Ue)) = ! Z]]-(—x Fiz)| (Us) = Gu(F(x)),

ezért a Qr(Uh), . Qr(Us] véletlen valtozokbol képezett 1Yaul(w): € R}y -edik empirikus folyamatra
tetszéleges = € It esetén teljesiil

You(x) = Vu(F,(x) — F(r)) = V(G (F(x)) — F(x)) = Zpg.
Igy a kovetkezd allitast kapjuk.

15.1.16. Allitas. Legyenek &1, &o, . . . fiiggetlen véletlen valtozok kozos I eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor az ezekbdl
képezett {Yalr):z€[0.1]} nem empirikus folyamatok véges dimenzios eloszlasai konvergalnak egy
olyan {Ye:x e 0]} Gauss-folyamat megfeleld véges dimenzios eloszldsaihoz ha n — =¢, melynek varhato
érték fiiggvénye EY,) =10 , x € [0,1] , és
kovarianciafiiggvénye OV (V. Yy) = min{F(x), Fly)} — F'(x) F(y) .4 €[0,1]

Az empirikus folyamat konvergencidjat szemlélteti a kovetkez6 animacié. Az empirikus folyamat
konvergencidja

Megjegyezziik, hogy ennek az allitasnak is érvényes a " funkcionalis" valtozata.

2. Martingal centralis hatareloszlastétel

A centralis hatareloszlas-tétel tobbféleképpen is kiterjesztheté nem feltétleniil fliggetlen véletlen valtozok,
illetve véletlen vektorok Osszegeire. A fiiggdség egyik lehetséges, és gyakran el6fordulo esete az, amikor a
részletosszegek martingalt alkotnak. Az allitast eldszor szériasorozatokra fogalmazzuk meg.

15.2.1. Tétel (Martingal centralls hatareloszlas-tétel). Legyen minden n £ I esetén ('qf-'-.f_"}:”-.-"].f Lowobin (-
dimenzids martingdl, melyre (150,417 < X g=1..., . Legyen Sup =10 g Fuo=1{0.2} Ha

T Al {:' L !
*EJ‘ l:'[(';’r.'.j S (S n; Sj— 1) |-}_r.u__j_|] — L E Rb“,
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j‘ll * ) T 2 P
* E (H’HJI._J' - 'c":l.l.,.i— 1 ” )]]'{ 180, —Sni-1ll==} |‘FH."|‘—|) —0

minden £ = (0 esetén, akkor “nikn N (0, %),

Az elsé feltétel ugy fogalmazhatdé meg, hogy a novekmények feltételes varianciamatrixainak részletdsszegeibol
allo  sorozat  (mely  véletlen  matrixokbol  all)  sztochasztikusan  konvergal  valamilyen
determinisztikus ¥ matrixhoz. Nyilvdn ez a ¥ matrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, tehdt lehet
beszélni az N (0. %) d-dimenzios normalis eloszlasrél. A masodik feltételt feltételes Lindeberg-feltételnek lehet
nevezni, hiszen az a ndvekmények megfelelden nyirt feltételes masodik momentumainak részletdsszegeibol allo
sorozat 0-hoz valo sztochasztikus konvergenciajat jelenti.

Erdemes atfogalmazni ezt a tételt a novekmények nyelvére is:

15.2.2. Tétel (Martingal centralis hatareloszlas-tétel). Legyen
minden n € I esetén Fno © Fui C wr C Pk, sziirés, ahol Fno = 'lrl"j'Q}, és Sna, .. Sk d-dimenzids
véletlen vektorok, melyekre E(ll&ns1I7) < 2¢ gy El&n | Fujo1) = 0 j=1...., kn. Ha

" | . P L3
Ej‘ h(tn.jir—;l—.ﬂ-ﬁ;__j_ﬂ—?E € Rf“’
j‘||
*E E (|€ns P fjgn 22t | Fng—1) L0

i T
minden £ = (0 esetén, akkor &na1 T 1T &nk, —N(0.5)

A tételben szerepld &n1,. .., Snkn sorozatot martingaldifferencia-sorozatnak nevezziik; ezzel arra utalunk, hogy
az ezekbdl a véletlen vektorokbol alkotott részletosszeg-sorozat nyilvan martingalt alkot. Ebbol az alakboél az is
jol latszik, hogy ez a tétel valdban altalanositdsa a soronként fliggetlen véletlen vektorokbol allo
szériasorozatokra vonatkozo klasszikus centralis hatareloszlas-tételnek, hiszen ha &Swi1, ..., Snka véletlen
vektorkrol még fiiggetlenséget is feltesziink akkor a feltételeket mindenhol el lehet hagyni, tehat
determinisztikus mennyiségeket kapunk, ezért a sztochasztikus konvergencia helyett determinisztikus
mennyiségek kozonseges konvergencidjardl van szo, igy E(& | Fa) =BG =0 j=1,.... L

j‘II
, valamint E.J Ih(‘:”--*“*r*-.r)_”: és E R(S Ljgnslizer) = 0 sziikséges; ezek pedig éppen a
klasszikus centralis hatareloszlas-tétel feltételei.

Ezeknek a tételeknek a “funkcionalis" alakja is érvényes, ami a fiiggetlen vektorokbol allo részletdsszeg-
sorozatokra vonatkoz6 Donsker-tétel altalanositasanak tekinthetd.

15.2.3. Tétel (Funkcionalis martingal centralis ~  hatareloszlas-tétel). Legyen
minden n € M esetén Fnio C Fn1 C "'_C Foke sziirés, ahol Fnoi= ‘lr'“j'Q}, és tna, . Snka d-dimenzids
véletlen vektorok, melyekre E(l6nilP) <2 g5 El&sl Fay) =0 j=1,.... k. . Ha létezik

olyan X € B™ mdtrix iigy, hogy

kent .
El JJ'—' ‘nr.l ;‘:n ,u|}_n; I)_HZ minden it e [[]. J.] esetén,

l*an r 2 L )
E E (”“1”-.5” ]]'{ll'fll-Jll::_";}|-F?"'-J;_lJ 0 minden ¢ € [0.1] & minden = = 0 eseten,
akkor

X, =22 ha n— .

aholaz {Xu(t) 1t €[0.1]} 1 € N folyamatok definicidja

[
'YH(” = Z f:Jl._.l' + [:L'n"r - L'ﬁ'n"ljj‘in.[f-'n-'] b1+ = [U' l]
i=1

{Wi(t) -t € (0.1} g-dimenziés standard Wiener-folyamat (vagyis olyan d-dimenzios sztochasztikus folyamat,
melynek koordindtafolyamatai fiiggetlen, 1-dimenziés standard Wiener-folyamatok), ¥'/2 a % szimmetrikus,
pozitiv  szemidefinit mdtrix egyértelmiien létez0 szimmetrikus, pozitiv szemidefinit négyzetgyoke, és
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s B :

az X,—X'7H jelolés azt jelenti, hogy az {Xu(t):te[01]} nen mintafolytonos folyamatok dltal
a CUOLLRY) tren indukalt valosziniiségi mértékek gyengén konvergalnak a {W(e): ¢ €0, 1]} folyamat
dltal a COLRY) téren indukalt valosziniiségi mértékhez.
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16. fejezet - Index

???allapot *
?7??aperiodikus *
???elérhetd *
???elnyeld *
???ergodikus *
???null-rekurrens *
???periodikus *
???peridodusa *

???pozitiv rekurrens *

??7rekurrens *

???tipusa folytonos idében *

???tipusai *
???tranziens *

???allapottér *
???megszamlalhaté *

???allapotvaltozasok kinamikaja *

???alosztaly *

???atmenetgraf *

atmenetmatrix
???folytonos idében *
???homogén Markov-lancra * *
???inhomogén Markov-lancra *
???irreducibilis *
???reducibilis *

??7?tobblépéses *
atmenetvaldszinliség

?7?folytonos id6ben *

???homogén Markov-lancra * *

???inhomogén Markov-lancra *

??77tobblépéses *

?7?atmenetvalosziniiség-matrix 1d. atmenetmatrix

*
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Index

???azonos eloszlasu folyamatok *
??7?beagyazott Markov-lanc *
???bolyongas 1d. véletlen bolyongas *
Brown mozgas
???altalanos *
???standard *

Chapman- Kolmogorov egyenletek
???diszkrét idében *
???folytonos idében *

???diszkrét felujitasi tétel *

???dominans sajatértek *

???elérési id6 *

???elnyelési id6 *

???7eloszlas *

???marginalis *

??7?sztochasztikus folyamaté *
?7??véges dimenzios *

???empirikus eloszlasfiiggvény *

???ergodikus tétel *

er6s Markov-tulajdonsag
???diszkrét idében *
???folytonos idében *
???Poisson folyamatra *

???exponencialis eloszlas *

??7?tazistér 1d. allapottér *

??7?fehér zaj folyamat *

?7??felujitasi folyamat *

???filtracio *

folytonossag
???Poisson folyamat *

??7?fuggetlenség *

?7??Galton- Watson-folyamat *
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???Gamma eloszlas *

???Gamma fiiggvény *
?7??Gauss folyamat *
???generatormatrix *
???hengerhalmaz *
?7??id6 *

?7??diszkrét *

???elérési *

???%elnyelési *

?7??folytonos *
???idoparaméter 1d. id6 *
???indexhalmaz *
?7??infinitezimalis generatoranak *
intenzitas

???Poisson folyamatra *
???invarians eloszlas * *
???invarians mérték ld. mérték *
???jatékos csddje probléma *
??77%kezdeti eloszlas *

???kihalasi tétel *
???kirandulas *
?7??kiterjesztett véletlen valtozd *

???varhat6 értéke *
?7??Kolmogorov- Csencov-tétel *
???Kolmogorov egyenletei *
???Kolmogorov egzisztenciatétele *
?7??Kolmogorov konzisztenciatétele *
???kommunikacios osztaly *

7?2?nyitott *

?7?periddusa *
???tipusa *

???zart *
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???kommunikacios viszony *
??7konvergencia az egyensulyhoz *
???konzisztencia *
???kovariancia fiiggvény *
???limeszvalosziniiség *
???margindlis eloszlas *
???marginalis mérték *
Markov-lanc

???atmenetgrafja *

???diszkrét idejic *

???folytonos ideji *

???homogén * *

???id6homogén * *

???irreducibilis *

???konzervativ *

???reducibilis *

???standard *

??7?7tobblépéses *
???Markov-tulajdonsag *

???Poisson folyamatra *
???7megallasi id6 *

?7??el6tti események *
??7?megkiilonboztethetetlen folyamatok *
??7?megkiilonboztethetetlen folyamatok|textit *
?7??mértek *

???modifikacids viszony *
multiplikacios formula

?7?diszkrét idében * *

???folytonos idében *

??7?n6vekmény *

?7??fuggetlen *

???Poisson folyamatra *
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???stacionarius *

???6rokifju tulajdonsag *
???0sztalytulajdonsag *
???paraméter *
???paraméterhalmaz *
??7?7periddus *
?7??Perron-tétel *
???Poisson folyamat *
??7?folytonossaga *
???Markov-tulajdonsag *
???7n6vekményei *
?7??véges dimenzios eloszlasai *
?77?Polya-féle urnamodell *
?7??Polya-tétel *
?7??pozitiv szemidefinit fiiggvény *
???pre-c-algebra *
?7??projekcio *
???stacionarius eloszlas 1d. invarians eloszlas *
???stacionarius mérték 1d. mérték *
?7??stiriségfiiggvények transzf. tétele *
??77szamlalo folyamat *
?7??szimmetrikus fliggvény *
szolidaritasi tétel
???az allapotok periodusara *
???az allapotok tipusara *
???sztochasztikus folyamat *
???adaptalt *
???azonos eloszlast *
?7??diszkrét ideji *
???¢loszlasa *

???folytonos ideji *

?7??folytonossaga *
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?77?fuggetlensége *

??7?7megkiilonboztethetetlen *
?77?megkiilonboztethetetlen|textit *
??7?7megszamlalhatd allapotterti *
???memoria nélkili *
?7??modifikacidja *
??77n6vekménye *
???véges dimenzios eloszlasa *
?7?sztochasztikus matrix *
?7??sztochasztikus matrixfiiggvény *
???sziirés *
???sziirési probléma *
???trajektoria *
valdszintiség
???%lérési * *
???elnyelési *
???visszatérési * *
???varhato érték fliggvény *
???vazfolyamat *
véges dimenzids eloszlas
???Poisson folyamatra *
véletlen bolyongas
???allapotok tipusa *
?7??egydimenzids *
???elnyeld falakkal * *
???magasabb dimenzids *
???mint Markov-lanc * *
???szimmetrikus *
?7??vetités *
?7?visszatérések szama *

?7??visszatérési id6 *

?7??folytonos idében *

110
XMLmind XSL-FO Converter



Index

Wiener folyamat
???altalanos *

???standard *???

111
XMLmind XSL-FO Converter



