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Eloszo

A jelen digitalis tananyag a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0025 szamu, "Interdiszciplindris és komplex
megkdzelitésti digitalis tananyagfejlesztés a természettudomanyi képzési teriilet mesterszakjaihoz" cimii projekt
részeként késziilt el.

A projekt altalanos célja a XXI. szdzad igényeinek megfeleld természettudomanyos felsGoktatds alapjainak a
megteremtése. A projekt konkrét célja a természettudomanyi mesterképzés kompetenciaalapu és modszertani
megujitasa, mely folyamatosan képes kezelni a tarsadalmi-gazdasagi valtozasokat, a legujabb tudomanyos
eredményeket, és az info-kommunikacios technologia (IKT) eszkoztarat hasznalja.

SZECHENYI TERV

MAGYARORSZAG MEGUJUL
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1. fejezet - BEVEZETES

A harmonikus analizis a matematikanak az az aga, amely kiillonb6z6 fiiggvényeknek egyszertibb fliggvények
Osszetételeként, szuperpozicidjaként vald eldallithatosaganak kérdéseivel foglakozik. A harmonikus analizis
kozponti eszkdzei a Fourier-sorok és a Fourier-transzformacio. Klasszikus gyokerei a XVIII. szazad végén és a
XIX. szazad elején a trigonometrikus sorok vizsgalataihoz nyulnak vissza. Ilyen sorokat el6szdr bizonyos fizikai
problémak matematikai tdrgyaldsdval kapcsolatban tanulmanyoztak behatéan, majd, els6sorban Fourier
munkassdga nyoman, altaldnos érdeklddést valtottak ki a korabeli vezetd matematikusok és fizikusok koreiben.
Miutan Cauchy, Weierstrass, Borel és Lebesgue a klasszikus, majd a modern analizis alapfoglamait
megalkottak, 0j tavlatok nyiltak ezen vizsgalatok elott. A huszadik szézad elején ebben a kutatdsban magyar
matematikusok, elsésorban Riesz Frigyes, Haar Alfréd és Fejér Lipot, ugyancsak meghatarozd szerepet
jatszottak.

Az intenziv kutatasoknak és a rendkiviil mély, és egyre tobb teriileten hasznosithatd eredményeknek
kdszonheten a huszadik szdzad derekdn 1étrejott az absztrakt harmonikus analizis, melynek természetes kdzege
a topologikus csoport: a trigonometrikus Osszegek helyét karakterek linearis kombinacidi, majd késébb
exponencialis polinomok és reprezentaciok veszik at, az alapvetd modszerek pedig a modern topologia és a
funkcionalanalizis, a mérték- és integralelmélet, nem ritkan az absztrakt gytriielmélet teljes eszkoztaran
nyugszanak.

Ebben a jegyzetben az absztrakt harmonikus analizis legfébb problémait és legfontosabb eredményeit mutatom
be kommutativ topologikus csoportokon. Igyekszem a targyalas soran arra térekedni, hogy az - altalam elképzelt
- klasszikus valos fiiggvénytani, illetve némi topoldgiai és funkcionalanalizisbeli ismeretekkel rendelkezd
érdekl6dd egyetemi, vagy fOiskolai hallgatd képes legyen megismerkedni ennek a teriiletnek a sajatossagaival,
hasznossagaval és szépségeivel. Ahol a felhasznalando ismeretek jelentdsen meghaladjak a szokédsos egyetemi
tananyagot, ott kénytelen leszek a bizonyitasokat teljes mértékben mell6zni, s csupan az eredmények
ismertetésére szoritkozni, bizva abban, hogy a mellékelt referencidk segiteni fognak a mélyebb részletek irant
érdekl6do olvasonak abban, hogy tudésat kiteljesitse.

E munka megirasa soran szamos kézikonyvet és tankonyvet, alapveto jegyzeteket és szakcikkeket hasznaltam
fel. Ezek koziil a legfontosabbakat az irodalomjegyzékben felsoroltam. A munka alapjat az elmult években a
Debreceni Egyetemen - korabbi nevén Kossuth Lajos Tudomanyegyetemen - a témabol tartott regularis
ebadasaim, specialkollégiumaim képezik, s az utolsd fejezet eredményei szorosan kapcsoldodnak a jelenlegi
kutatasaimhoz, igy meglehetdsen naprakésznek mondhatok.Ezen a helyen tisztelettel és szeretettel emlékezem
meg tanitomesteremrdl, Erdds Jendrdl, akinek e témardl szold felejthetetlen eldadasait évtizedekkel el6tt
hallgathattam, melyek révén elsé alkalommal nyerhettem bepillantdst a matematikanak ebbe a gydnyori
viragoskertjébe, s akivel lefolytatott személyes beszélgetéseink kitérolhetetlen, meghatarozo iranymutatast adtak
szamomra mindannak megértéséhez, ami ebben a munkaban talalhato, melyet az 6 emlékének ajanlok.




BEVEZETES

Erdos Jend *

‘Erdés Jend, magyar matematikus (1931-2004)
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2. fejezet - VEGES ABEL-
CSOPORTOK DUALITASELMELETE

1. 2.1 Karakterek

Legyen G véges Abel'*H-csoport, melyet multiplikativ modon irunk, s melynek e jeldli az egységelemét. Ha
Gl a G elemeinek szama, akkor (& elemeit felsorolhatjuk G ={r1,29,....2,} moédon, ahol €1 = & |
és = 1G] . A tovabbiakban C{G) jeloli az osszes, G -n értelmezett, komplex értékii figgvények halmazat.
Amint az kénnyen lathato, C(G) komplex Hilbert? "= -tér a pontonkénti vektortér-miiveletekkel és az

o) = 3 flahgla)

e

2
modon értelmezett belsd szorzattal. Ezért, és a késobbiek figyelembevételével, célszertibb lesz az LAG)
jelolést hasznalnunk. Mellesleg, esetiinkben ez a tér izomorf ™ -nel, s az izomorfiat az

f e [fled), flza)... ., fe)]

2
leképezés létesiti. A LAG) egy ortogonalis bazisat az egypontos halmazok karakterisztikus fliggvényei

alkotjak. A tovabbiakban (& barmely A részhalmaza esetén az A halmaz karakterisztikus fliggvényét da
fogja jelolni, amely tehat az A pontjaiban 1 , az A -n kiviili pontokban pedig O értéket vesz fel. Ha

A'={a} egypontos halmaz, akkor 9.4 helyett % -t irunk.

Niels Henrik Abel, norvég matematikus (1802-1829)
?David Hilbert, német matematikus (1862-1943)




VEGES ABEL-CSOPORTOK
DUALITASELMELETE

N. H. Abel

D. Hilbert

A G csoportnak az egységnyi abszolit értékii komplex szamok T multiplikativ csoportjdba vald
homomorfizmusait karaktereknek nevezziik.

2.1.1. Tétel.

Véges ( - -elemii) Abel-csoport minden karaktere a csoportnak az 7 -edik komplex
egységgyokok multiplikativ csoportjaba valé homomorfizmusa.

Bizonyitas.

4
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VEGES ABEL-CSOPORTOK
DUALITASELMELETE

Ha a G csopor{repdje- i (wakkerarnelyl G -beli = esetén =™ = e , igy barmely X

karakter esetén . O

2.1.2. Tétel.

Véges Abel-csoport kiilonboz6 karakterei egymasra ortogonalisak és 1 normajhak.
Bizonyitas.

Eldszor azt mutatjuk meg, hogy ha X a G véges Abel-csoport karaktere, akkor
ZY{J_{ h%n(?él.

rer |G| hay=1.

Valdban, barmely G -beli ¥ esetén

Soxdzy =3 xfzy) =Y xdex(y) = x() > x(z),

TElT retT EIe rElT

sez X F 1_esetén az allitast adja. Legyen most X1:X2 a (& két kiilonbozd karaktere, ekkor
X = X1 - X2 is karakter, melybdl az el6bbiek miatt az ortogonalitas kovetkezik. A normara
vonatkozo6 allitas nyilvanvalé. o

) et — gy —1 i
A (& csoport ¥ eleméhez tartozé "V eltolasoperatort pfx) = fley™) (itt # a & tetszbleges eleme)
2 o J A
moddon értelmezziik LAHG) n ATl fliggvényt az J fiiggvény ¥ -nal valo eltoltjanak nevezziik.

Az G csoporton értelmezett, komplex értékii ! fiiggvényt normaltnak nevezzik, ha fley=1 .Ezeltéraz 1
2 . .
normaju fiiggvény fogalmatol, amely olyan fliggvényt jelent, amelynek az LG Hilbert-térben 1 a normaja.

2.1.3. Tétel.

2
Véges Abel-csoport eltolasoperatorai az LAHG) Hilbert-ter paronként felcserélhetd unitér
operatorai.
Bizonyitas.
-1

Az eltolasoperatorok a csoport kommutativitisa miatt felcserélheték egyméssal, s v
nyilvan a “¥ inverze. Tovabba

(ryfrg} = |C|Zf{'r* ey glee) = — Z;{mq{w = (f.7y-10)

G| =

teljesiil tetszleges & -beli ¥ elem és f9 fliggvények mellett, ami azt mutatja, hogy ¥
adjungaltja az inverzével egyenld, azaz ¥ unitér operator. o

2.1.4. Tétel.

Véges Abel-csoport Osszes eltolasoperatorainak kdzds normalt sajatfiiggvényei pontosan a
karakterek.

Bizonyitas.

Legyen [ az bsszes eltolasoperatorok kozos normalt sajatfiiggvénye. Ekkor minden G -beli
Y -hoz van olyan My) komplex szdm, hogy

5
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VEGES ABEL-CSOPORTOK
DUALITASELMELETE

Fley) = My) - flx)

teljesiil minden & -beli  esetén. Mivel fle)=1 , igy az I = & helyettesitéssel f=A
adodik, amibdl kovetkezik, hogy [ karakter. Masrészt vilagos, hogy minden karakter k6zos
normalt sajatfliggvénye az sszes eltolasoperatoroknak. o

A bizonyitasbol lathato, hogy a X karakter a "¥ eltolasnal éppen a x{y) sajatértékhez tartozo sajatfiggvény.
2.1.5. Tétel.
Véges Abel-csoport dsszes karakterei az 71 Hilbert-tér ortonormalt bazisat alkotjak.
Bizonyitas.

A linearis algebrabol ismeretes, hogy véges dimenzios Hilbert-tér paronként felcserélhetd
unitér operatorai esetén van a térnek olyan ortonormalt bazisa, mely az operatorok k6zos
sajatvektoraibol all. Esetiinkben a kozos sajatvektorok, azaz sajatfiiggvények, éppen a
karakterek. A karakterek ortogonalitasabol kovetkezik, hogy ebben a bazisban a (& dsszes
karaktere fellép. o

2 . ys —
A tétel szerint a karakterek szdma megegyezik LHG) dimenzidjaval, azaz |Gl =1 el

2. 2.2 Dualis csoport

Amint az kénnyen lathato, a karakterek a pontonkénti szorzas miiveletére nézve Abel-csoportot alkotnak, melyet

a G dualisanak neveziink, s G vel jeloliink. A fentiek alapjan Gl = |G| Epben a csoportban a X karakter
inverze X , a X komplex konjugaltja, amely egyben a X fiiggvény reciproka.

2.2.1. Tétel.

Véges ciklikus csoport dualisa a csoporttal izomorf.
Bizonyitas.

Legyen az n -edrendii ciklikus csoport generatora * , s egy tetszbleges karaktere X . Ekkor

Jey gk Lk
x(x®) = xle)” =« teljesiil k=1.2,....n esetén, ahol @ egy 1 abszolit értékii
komplex szam, s6t,

a =x{r)" =x (") =xle)=1

miatt & egy n -edik egységgyok. Mint konnyen lathatd, a X +* @ megfeleltetés
izomorfizmusa a csoport dualisanak az T -edik egységgyokok szorzascsoportjara. Masrészt,
konnyen lathatd, hogy az 7 -edrendii ciklikus csoport ugyancsak izomorf az n -edik
egységgyokok szorzascsoportjaval. o

Tehat minden véges Abel-csoport izomorf sajat dualisaval, &m - amint az a fenti bizonyitasbol is lathato - az
izomorfidt megvalositod leképezés cseppet sem ,,természetes": nem tiikkréz semmit abbdl a kapcsolatbol, ami egy
Abel-csoport és dudlisa k6zo6tt fennall. Valojaban ez az izomorfia nem hasznalhatd semmire, hiszen csupan
annak a meglehetdsen trividlis ténynek koszonhetd, hogy barmely két azonos elemszdmu ciklikus csoport
izomorf egymassal.

A G véges Abel-csoport dualisanak is van dudlisa: G , a G csoport masodik dualisa. Minden ' -beli
elemhez természetes modon tartozik egy P karakter, mely a G dualisanak X elemén ®.(x) = x{x)

moédon van értelmezve. Ezaltal a & csoportnak a masodik dualisdba valo * —* P , ugynevezett természetes
leképezését kapjuk. A kommutativ csoportok dualitaselméletének legfontosabb tétele véges csoportok esetén a
kovetkez6 eredmény.

6
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VEGES ABEL-CSOPORTOK
DUALITASELMELETE

2.2.2. Tétel.

(Véges Abel-csoportok dualitastétele) Véges Abel-csoport izomorf masodik dualis
csoportjaval, s az izomorfiat a természetes leképezés 1étesiti.

Bizonyitas.

A természetes leképezés nyilvan homomorf leképezés. Az injektivitds bizonyitasahoz
tekintsiik a

vitrn)  xalwe) ... xailmn)
1(2{.”1‘.’1} ....................
Xnl®1) Xal®2) ... Xalza)
matrixot 1#+J = 1,2,....10) , ahol X1:X2::-.. Xn a (G csoport osszes kiilonbdzé

karakterei. Ha valamely # € glemen minden karakter 1 értéket venne fel, akkor a matrix
x -hez és & -hez tartozd oszlopai egyenldek lennének, igy a matrix szingularis lenne, s ez
ellentmond a karakterek linearis fiiggetlenségének, ami az ortogonalitas kovetkezménye. Igy a
természetes homomorfizmus magja az egységelembdl all, tehat injektiv. A sziirjektivitas abbol
adodik, hogy & -nek és masodik dualisinak elemszama azonos. 0

A 2.2.2. Tétel a Pontrjagin®*H-féle dualitastétel véges Abel-csoportokra. A G csoportnak azt a tulajdonsagat,
hogy barmely, egységelemt6l kiilonb6z6 eleméhez van olyan karaktere, mely az illet6 elemen 1 -t61 kiilonboz6
értéket vesz fel, ugy szokas kifejezni, hogy a csoportnak van elég sok karaktere.Ez nyilvan egyenértékii azzal,
hogy barmely két kiilonbdzé elemhez van olyan karakter, mely a két elemen kiilonboz6 értékeket vesz fel. Ez
roviden gy is kifejezhetd, hogy a karakterek elvélasztjdk (G elemeit, illetve, a karakterek halmaza elvalaszto
tulajdonsagu a (& csoportra nézve. A fenti bizonyitasbol viligos, hogy ez a tulajdonsag sziikséges és elégséges
ahhoz, hogy a természetes homomorfizmus injektiv legyen.

Lev Szemjonovics Pontrjagin, orosz matematikus (1908-1988)
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L. Sz. Pontrjagin

3. 2.3 Feladatok

Mutassuk meg, hogy ha @+ H véges Abel-csoportok, akkor G és H direkt dsszegének dudlisa izomorf
dualisaik direkt 6sszegével!

Adjunk példat olyan G véges Abel-csoportra és H részcsoportjara, melyeknél nem 1étezik a ' -nek olyan
K részesoportja, hogy ' izomorf H ¢és K direkt 6sszegével!

Mutassuk meg, hogy véges Abel-csoport kiillonb6z6 karakterei linearisan fliggetlenek!
Mutassuk meg, hogy ha G véges Abel-csoport az ¢ egységelemmel, akkor
|G| haxr=e,
Z x(e) = {D ha x #£ ¢
=c] e

Mutassuk meg, hogy ha &' véges Abel-csoport, akkor a &' barmely X karaktere esetén

8
XMLmind XSL-FO Converter



VEGES ABEL-CSOPORTOK
DUALITASELMELETE

|G| haxy=1,
ZY{}_{ ha v # 1.

=4

Legyenek G.H véges Abel-csoportok, ® : G — H pedig egy homomorfizmus. Mutassuk meg, hogy a
X+ X 0P megfeleltetés a H csoportnak & -be valé homomorfizmusa!

Legyen & véges Abel-csoport, H pedig a & egy részcsoportja. Mutassuk meg, hogy az a megfeleltetes
mely a G csoport X karakteréhez annak H -ra vald x| megszoritasat rendeli, a G csoportnak H ra

valé sziirjektiv homomorfizmusa, melynek magja izomorf a G/H faktorcsoport dualisaval!

Legyen (& véges Abel-csoport, H pedig a & részcsoportja. Mutassuk meg, hogy a & mindazon
karaktereinek A halmaza, melyek H -naz 1 értéket veszik fel a G csoport részcsoportja, mely izomorf

a G/H faktorcsoport dudlisdval! (A G dualis csoport L részesoportjat a H részcsoport annihilatoranak
nevezziik.)
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3. fejezet - HARMONIKUS ANALIZIS
VEGES ABEL-CSOPORTOKON

1. 3.1 Fourier-transzformacio

3 .
A karakterekb6l 4116 ortonormélt bazisban minden £~ (G) _peli f fiiggvény egyértelmiien felirhato
Tt
F= Xexk
k=1

alakban, s az itt szerepld felirdsban fellépd Ak egyiitthatok a karakterek ortonormalt tulajdonsdga miatt

A= (fXk} modon szamithatok ki. Ezek az [ fliggvény Fourier "M -egyiitthatoi, melyekre tehat
természetesen fennall az

f=2_(fxx

fo’?’

Osszefiiggés.

J. B. J. Fourier *

2
Minden LHG) -beli fiiggvényhez hozzarendelhetjiik a karakterek szerinti felbontasaban szereplé Fourier-
) . —
egyttthatok sorozatat: tetszbleges LHG) peli f fiiggvény és (7 -beli X karakter esetén legyen

Fix) = (fx)-

‘Jean Baptiste Joseph Fourier, francia matematikus (1768-1830)
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A & dudlisan értelmezett, komplex értékii f fliggvény az f Fourier-transzformaltja, az f=7 leképezés
neve pedig Fourier-transzformaci6. A fentiek alapjan tehat

1 —
Flx) = Gl 3" Hayxda)

rE(T

teljesiil barmely (& -n értelmezett komplex értékii f fliggvény és X karakter esetén. A tovébbiakban (&
dualisan célszerii lesz a kdovetkez6 belsd szorzatot bevezetni:

(g 4ha = Z V{YJ‘;{’{_Y}

\E(‘:;’

ahol #-1 tetszOleges fliggvények (& dualisan. A kovetkezd tétel Plancherel® " tétele, mely a Fourier-
transzformacio egyik legfontosabb tulajdonsagat fejezi ki.

3.1.1. Tétel.

2 275
(Plancherel) A & véges Abel-csoporton a Fourier-transzformacio LG nek LAHG) -re
valo6 izometrikus izomorfizmusa.

Bizonyitas.

Konnyen ellendrizhet6, hogy a Fourier-transzformacio homomorf leképezés. Masrészt,
Uelln =2 FXIG(x) =
1 o Yo e} YIS —
X, eh [ﬁ 2rea Hax(nhg Xyeaglu)x u}] =

= # z\ﬁﬁ' [Ereﬁ' EyE{'}’ f{ﬂ‘-’)@] x(ey™1) =

= [OF Lxed Lea flT) [Z#eﬁﬁzleﬁ Y{ﬂ-’y_lJ] =

1 AT g
] zﬂ?e“"’ Hriglz) = (f.9) teljesiil minden LQ{G} -

. = Tl = |lr
beli f+& esetén. Itt azt is felhasznaltuk, hogy Ev&{’ i x{x) = |G| ,hax =g  egyébként 0
, ami a 2.1.2. Tétel bizonyitasanak els6 részébdl adodik, annak figyelembevételével, hogy

X = x{#) 3 G karaktere, barmely & -beli = elem esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy a
Fourier-transzformacié izometrikus leképezés, igy injektiv. A sziirjektivitas abbdl adddik,

hogy L2(G) ¢ L2(G) dimenzi6ja egyarant G|

*Michel Plancherel, svajci matematikus (1885-1967)
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“ . M. Plancherel o

A Plancherel-tétel kovetkezménye a Parseval® H4-formula:

@1) - fr =(FFin.

2 - ! . e, . . ;o . . .
mely minden LHG) -beli f esetén fennall, s a Fourier-transzformacio izometrikus tulajdonsagat fejezi ki. A
Fourier-transzformacié inverze, mely a Plancherel-tétel szerint szintén izometrikus izomorfia, a Fourier-
transzformaciot definial6é formuldhoz hasonloval, az igynevezett inverzios formulaval fejezhetd ki.

3.1.2. Tétel.

(Inverzios tétel) A (& véges Abel-csoporton a Fourier-transzformacio inverze a kovetkezo
formulaval irhato le:

Fley =" Flixxd)

1Et?:'
7 :
tetsz6leges G -beli = és LAG) peli J/ esetén.
Bizonyitas.

A fenti formula éppen az f fliggvény ortogonalis felbontasa a karakterekbol allo6 ortonormalt
bazisban. O

[ 4

2. 3.2 Konvolucio

*Marc-Antoine de Chéne Parseval, francia matematikus (1755-1836)
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A Fourier-transzformaltak korében nemcsak a pontonkénti vektortér-miiveletek, hgﬂcpﬁ}l pontonkénti szorzas is

értelmezve van. Most megvizsgaljuk, hogy a pontonkénti szorzas miivelete az -n milyen miveletnek
felel meg. Ebbdl a célbdl bevezetjiik a kovetkezd fogalmat.

Adott f fiiggvény esetén tekintsiik a Zre( ; flae)e formalis linearis kombinaciét. Mint konnyen lathato, az
Osszes ilyenek halmaza algebrat alkot, az Gigynevezett csoportalgebrat, ha a miveleteket a kovetkezé6 modon
értelmezziik:

D Hmz+ Y gy =D [Fz) + a2z,

ES yeiT 207
A oy =) M),
2y L=

és
Z flx)x - nyy}y = Z Z flx)gly)xy .
e wEd rEG YR

A szorzat igy is irhato:

Yo Hae D gty =" flzygly)s =

LS yeld 2E(F TY=2
=2 [Z ff-’*-’y‘lJy{;fU] x
2T Cyeld

tehat az [ -nek és 9 -nek megfeleld formalis linearis kombinaciok szorzata ebben az algebraban az
x Y eq fley aly)
1

modon értelmezett fliggvénynek megfeleld formalis linearis kombinacid lesz.

1
frglz)y=— > fley Ngly).

v

Nyilvan frag=gxf . Alapvetd jelentéségii a kdvetkezd tétel.
3.2.1. Tétel.

(Konvolucio-tétel) Véges Abel-csoporton értelmezett barmely fiy komplex értékii
figgvények esetén

(fxg)=F-3.
Bizonyitas.

Legyen & a G csoport tetszéleges eleme, ekkor

(Frgl () = (f *g.x) = |_<1"| S(f 5 g))x(@) =

pelT

1 —
= g7 2 2 S ety =

TE(T P
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o fey ™ xdayDglyx(y) =

_'I"‘Ef-: HE'G

- g7 2 2 HEEaluin) -

_'I"E{-I #E(I

I(“I"

=71 Zf{ (=) Jm Y- alyxd(y) = FOO(x)

yER

teljesiil minden X karakter mellett. O

3. 3.3 Konvolucioés operatorok

Amint az szokésos, egy H Hilbert-tér esetén L{H) fogja jelolni a H linearis operatorainak terét, melyrsl
ismeretes, hogy az operatorok szokisos normajaval ellatva Banach® " -tér. Szamunkra kiilondsen fontos lesz az

2
az eset, amikor H az L3HG) Hilbert-tér.Barmely C(G) _peli a esetén az
& - f = % f

modon értelmezett leképezést az @ fiiggvényhez tartozé konvolucios operatornak nevezzik. Jelolje ¢* a
kovetkez6 modon értelmezett fliggvényt:

a’(r) = a{z™1)

minden (& -beli i esetén.

S. Banach

*Stefan Banach, lengyel matematikus (1892-1945)
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3.3.1. Tétel.

Legyen (& véges Abel-csoport. Barmely C{G) -beli a esetén az @ -hoz tartozd Ae
2
konvolicids operator az LG Hilbert-tér linearis operatora, melynek adjungaltja Ao

Specialisan, Aa pontosan akkor onadjungalt, ha @a* =+« . A konvoluciés operatorok
egymassal felcserélhetok.

Bizonyitas.

A konvolucids operatorok linearitdsa nyilvanvalé. Az A« adjungaltjara definicié szerint
fennall

(Auf.g) = (f. A%g)

3 .
minden £7(G) _peli f-9 esetén. Legyen ® a (& tetszoleges eleme, valamint 4 = B |
ekkor az iménti egyeldségbdl azt kapjuk, hogy

ax fu) = Z Jlx)Azd, (x)

e
. 13 .o . .
teljesiil barmely 9) beli f¢s barmely (& -beli u mellett. Felhasznalva @ * f
definiciojat, ebbdl az
Aj () ! afue )
s T = we
Lk P |G|

2
egyenléség adodik tetszéleges (& -beli 1 mellett. Mivel minden LAG) el g fiiggvény
eloall

g4 = Z y{'”}{su

uEld

alakban, igy az elobbi egyenldséget és AL linearitasat figyelembe véve

1
Arglx) = Z glu)Adu{r) = @ Zﬁ{'rm.’_l}y{w}

welT wElT

1

= ﬁ Z a*(zu1)g(n) = a* # g(x)

weElT

adodik, s ez éppen az adjungaltra vonatkozo allitds. A felcserélhetdségre vonatkozo allitas a
konvolucié kommutativitasabol adodik. o

A konvoluciés operatorok felcserélhetéségére és az adjungaltra vonatkozd, imént igazolt allitds alapjan a

2 - . , .
konvolucids operatorok az LAG) Hilbert-tér normalis operatorai.

2
Megjegyezziik, hogy az eltolasoperatorok is konvolucios operatorok, hiszen barmely & -beli # és LAG) -beli

[ esetén
rflx) = fley™ty = Z flu™t x)dy,(u) =
uEsls
= Z Sy(zu 1) flu) = |G|8, * fz)

weElT

teljesiil, tehat
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Ty = Aaa, -

Mint korabban lattuk, ezek az operatorok nem csupdn normalisak, de egyben unitér operatorok is. A fentiekbdl
vilagos, hogy a konvolucios operatorok felcserélhetdsége, mely - mint latni fogjuk - alapvetd szerepet jatszik a
harmonikus analizisben, a G csoport kommutativitisanak kovetkezménye. Ez teljesen viliagos az
eltolasoperatorokra vonatkozoan, ugyanakkor minden konvoliciés operator eltolasoperatorok linearis

kombinécidja. Valdban, ha ¢ a C{G) tetszOleges eleme, akkor
a=Y_aly)s,
WELT
miatt
Ao =Y a(y)ds, =Y aly)n
yEG yeElT

teljesiil. Ebb6l az is vildgos, hogy minden olyan linedris operator, amely az 0Osszes eltolasoperatorral
felcserélhetd, ugyancsak felcserélheté minden konvolucids operatorral. A kovetkezd tétel szerint a konvolucios

2
operatorokon kiviil nincs mas ilyen tulajdonsagu linearis operator LAHG) o,
3.3.2. Tétel.

2
Legyen (& véges Abel-csoport. Az LAHG) egy linearis operatora akkor és csak akkor
cserélhetd fel az eltolasoperatorokkal, ha konvoluciés operator.

Bizonyitas.

A feltétel elegendéségérél a fentickben meggy6z6dtiink. Legyen most B az L Z{G} Hilbert-
tér olyan linearis operatora, melyre
B = BT,
teljesiil minden G -beli ¥ esetén. Ez azt jelenti, hogy
{7y B)d. = B(wd.) = Bi,
is fennall minden (& -beli ¥ -re. Masrészt, az imént lattuk, hogy
{ryB)d. = 7, (Bd.) = |G|{dy,  BS,) = |G|Bd, # 5,,
ezért

Bé, = |G| Bé, * 8,

teljesiil, hacsak ¥ a ( eleme. A B operator és a konvoliici6 linearitdsa miatt a

=Y tus,.

Yyl

2
nyilvanval6 azonossagbol, mely minden LAG) peii f -re érvényes, azt kapjuk, hogy
Bf=|G|Bd.=*f.

B = Ajgps.

tehat , valoban konvolucids operator. O

Korabban lattuk, hogy a G véges csoport karakterei pontosan az osszes eltolasoperatorok kozos normalt
sajatfliggvényei. A kovetkezd tétel szerint a karakterek az Osszes konvolucids operatoroknak is ko6zos
sajatfliggvényei.
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3.3.3. Tétel.

Legyen (& véges Abel-csoport. A konvoluciés operatorok kdzds normalt sajatfiiggvényei
pontosan a karakterek.

Bizonyitas.

Mivel az eltolasoperatorok is konvolicios operatorok, igy elegendé megmutatni, hogy minden
karakter minden konvolucids operatornak sajatfiiggvénye. Legyen tehat X karakter, & pedig
a ClG) tetsz6leges eleme, ekkor

Ay ey =asxy(r)= % Z a{u)y(ulz) = ﬁ Z afu)y{ut) - x{x)

welT weElT

teljesiil minden & -beli & mellett, vagyis X valoban sajatfiiggvénye As -nak. o
4. 3.4 Diszkrét Fourier-transzformacié a véges koron

F'r? FF 3 1 r” r 4 r rr
Ebben a szakaszban G a Z/1Z faktorcsoportot jeldli tetszéleges T > 1 egész szam esetén. Ez egy 1 elemii
ciklikus Abel-csoport, mely szamos kiilonb6z6 modon realizalhat6. Definicié szerint elemei az egész szamok

modulo 7 képzett maradékosztalyai, melyeket a 0.1,....1n =1 szamokkal fogunk jel6lni. Kordbban lattuk,
hogy ezt a csoportot ugy is felfoghatjuk, mint az ™ -edik egységgyokok szorzascsoportjat, melynek elemeit az
egységsugart kor keriiletén egyenletesen elhelyezkedé m pont abrazolja. Mivel G dualisa, a G' csoport

ugyancsak i elemii ciklikus csoport, & -t6] megkiildnbdztetendd, ez utdbbi felfogast G -re tartjuk fenn. Ha
tehat

2ari

W ="
- . s es . .. 5 . 4 gl gn—1 ,
rogzitett 7 -edik primitiv egységgyok, akkor G elemei az liw,w....w" komplex szamokkal
azonosithatok abban az értelemben, hogy az w”’ |, karakter" értéke a ¢ csoport k& elemén

il

{LLJJIL‘:(LJL.ZL": " j,.‘i.’:{), ].......ﬂ._]..

Végiil, csoportunkat geometriailag ugy is elképzelhetjilk, mint egy szabalyos m -sz6g kozéppontja koriili
pozitiv iranyt elforgatdsok halmazat, melyben két forgatds szorzata az egymds utani végrehajtasuk
eredményeként kapott forgatas, egy forgatas inverze pedig - nyilvan w ! ! miatt - a forgatas v — 1 -
szeri megismétlésével kapott forgatas. Ezek a forgatasok egyébként az origoban elhelyezett szabalyos 7+ -szog

= "

csucspontjait megadd komplex szamok w -vel valé szorzasaként realizalhatok J = Us 1o — 1 egeen,
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~ IA(I -0.5 a5 ”

. ‘ A Z/10E csoport

Azt G =T fiiggvények . komplex komponensii vektorok. A komponenseket 0 -tol 7 — 1 -ig fogjuk
szamozni, és azt a vektort, amelynek J -edik komponense 1 , a tobbi pedig O , [5-1 fogja jelolni

J=0.1.....n — 1 eqetén. Ez a vektor egyébkeént éppen a 3 fiiggvényt reprezentalja, hiszen az

@.2) f e [fl=[f0), f(1),.... fln —1])]

o
megfeleltetés nyilvan LHG) -nek T -re valo izomorf leképezése, amint ezt a 2.1. szakaszban megjegyeztiik.
Ebben a szituacioban a Fourier-transzformaciot diszkrét Fourier-transzformacionak nevezziik, jele DFT.A DFT-
t talan A. C. Clairaut " hasznalta legelészor 1759-ben a Halley-iistokds pélyajanak kiszamitisakor. Ezzel
megelézte Fourier 1807-ben megkezdett és 1822-ben megjelent ,, Théorie analytique de la chaleur" cimi
munkajat, mely mérfoldké6 a Fourier-sorok és a Fourier-transzformaciéo elméletében. Megjegyezziik, hogy
trigonometrikus dsszegeket mar az okori babiloniak hasznaltak palyak kiszamitasara.
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A. Clairaut

5

Legyen ﬂtehétﬂ [f] = ’f{?} f)..... fin — 1) az | ek megfeleld vektor, melyet a DFT az
1= [F) Flwd. s flwm )] vektorba transzformal az

—~ . ]_ nl 2ri o1
Fw)= =37 flkye 57 j=0...n-1

(3.3) ™ =o
1
Osszefiiggések szerint. Példaul, az (1.0.0...., 0) vektor transzformaltja az rb“‘ L....1) vektor lesz, az
2
(L Lo 1) Vekgoré pedig az (1:0s-+-+0) vektor. Mivel a DFT az m -dimenzios & (&) Hilbert-térek

-
LAG) -re valo linearis leképezése, igy e terek barmely bazisainak rogzitése mellett egy T * T¢ tipusu
matrixszal irhato le. Példaul vizsgaljuk meg a DFT Ms matrixat az egypontos halmazok alkotott ortogonalis

e 2
bazisokban. Ez a (& , illetve G fentebb emlitett reprezentalasat figyelembe véve azt jelenti, hogy IHG)
D .
bazisat a i fliggvények, LHG) pazisat pedig a B, fiiggvények alkotjak, ahol J = 0: 1o . — 1 Mijvel

1 i—1 o 1 o n—1 1
Sy = = Sk n R = —pm = —w ' k(w'),
i) n Z 1K) 1) Zﬂ. wt{’)
k=D k=0
masszoval

n—1 1
e — Ik
= —w

Z i =

k=N

sAlexis Claude Clairaut, francia matematikus (1713-1765)
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ezért

Milie = —w ¥
(3.4) [Malus = 2
teljesiil kol =0.1.....0n—1 csetén. Ez természetesen megfelel a ( 3.3) egyenlségnek. Az [ M) matrix
ismeretében szamitsuk ki példaul az

X 1
/= ,_)(61 +6n—1)
fiiggvény DFT-jét. A fentiek alapjan
1 mt—1 1 n—1
ol " ik p —ik
= k=D
Loz o | 7 :
= S (01{w) + dp-1{w')) =
_ 1 f:%i + f:_%*' 1 2l
—_ — '.'t M i = —-—— = — - —
- 2;.{0" tw) 0 2 n

hal=0.1....n =1 Az f DFT-je tehat egy ,,diszkrét" koszinusz fiiggvény. Megjegyezziik, hogy mivel

n.— 1 ¢ — 1 kongruens modulo n , ezért az f definiciojat

_ 1
35) f= 2{51 +45-1)

formaban is felirhatjuk. A DFT természetesen ortogonalis bazist ortogonalis bazisba visz at és fennall

1 n—1 1 n—1 1
Mo M, L ki di L M=k Z 5 00
[M5 - M) 2 Jgu, w 2 j=nu, ﬂﬁ;f” R

e 1 w i frd l | b . . . . .
vagyis M- "Uﬁ - EI , és hasonloan "Uﬁ M; nI , ahol '”ﬁ az Ms adjungaltja, I pedig az identikus

operator. Ez azt jelenti, hogy vnM unitér operator. Mivel a DFT izomorfia, igy az M matrix regularis.
Err6l determinansanak kdzvetlen kiszamitasaval is meggydzddhetiink. A fentiek alapjan

(1o e D e

ol e o1
1 1 w2 wd .. w21y
[Ms] = —
ki
1 1) —2e-13 L —(a-1){n—1)

\

Ez azt jelenti, hogy ™ [M] egy Vandermonde®"¥ -tipusu matrix, melynek altalanos alakja

SAlexandre-Théophile Vandermonde, francia zenész, matematikus (1735-1796)
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{1 @ xi el
] —
1 x93 !
1
x
v, =
. 2 it—1
1 wp Tl

\

e -, " r r ,’ . 4
tetszéleges F1s 2. - - - » L komplex szamok esetén. Ismeretes, hogy Vi determinansa

det Vi, = [ [(z; — ),

i<k

. o1
amely akkor és csak akkor kiilonbozik zérustol, ha az i szamok kiilsnbozOk. Esetiinkben *§ = & U=

J=0.1L....n =1 Amennyiben ™ = P paratlan primszam, azt kapjuk, hogy

(-1 (/) ? ha p=4dm+1
—i(—1)"™{/p) ¥ ha p=4m+3.

det [M;] = {

(3.6)

5. 3.5 Feladatok

Legyen (& véges Abel-csoport az & egységelemmel. Hatirozzuk meg de Fourier-transzformaltjat!
Legyen (7 véges Abel-csoport, & a (G eleme. Hatarozzuk meg Ja Fourier-transzformaltjat!

Legyen G véges Abel-csoport, H a (& egy részcsoportja. Hatarozzuk meg 9H Fourier-transzformaltjat!

Legyen (G véges Abel-csoport. Mutassuk meg, hogy

1
A= )
iG] 2= X

P t)

Legyen G véges Abel-csoport, a.b 4 (¢ elemei. Mutassuk meg, hogy

By * 0y = — 8-

Legyen G tetsz6leges véges Abel-csoport, f:G=C pedig egy nem azonosan nulla fiiggvény. Mutassuk

meg, hogy ekkor fennall a

supp f| = |G|,

supp f| -
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HARMONIKUS ANALIZIS
VEGES ABEL-CSOPORTOKON

ugynevezett Heisenberg " -féle hatarozatlansagi relacié !

W. Heisenberg ’

Legyen (& véges Abel-csoport, H a (& egy részcsoportja. Mutassuk meg, hogy

—~ |H]
g = —
G|

{S'HJ.
és

[supp du| - [suppdn| = |G|.

"Werner Heisenberg, német fizikus (1901-1976)
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4. fejezet - TOPOLOGIKUS
ALAPISMERETEK

1. 4.1 Halmazelméleti alapok

Ebben a szakaszban olyan halmazelméleti alapismereteket foglalunk roviden dssze, amelyekre a kés6ébbiekben
kiilon megjegyzés nélkiil kivanunk hivatkozni.

Vizsgalataink megértéséhez altalaban elegendd a halmazelmélet ugynevezett naiv szintjének ismerete, ami
els6sorban a halmazalgebrakban hasznalatos alapmiiveletekkel, azok tulajdonsagaival kapcsolatos jartassagot
jelenti. Bar a halmazelméletet hallgatélagosan axiomatikus diszciplinaként kezeljiik, melynek két alapfogalma a
halmaz és a halmazok korében értelmezett eleme relacid, az axiomatikus targyalds részleteiben nem kivanunk
elmélyedni. Itt csupan néhany olyan fogalomra és eredményre iranyitjuk ra a figyelmet, amelyekkel kapcsolatos
pontos ismeretek alapvetden fontosak targyalasunk szempontjabol.

Legyen adott az X halmazon egy £ ekvivalencia relacié, azaz, az X x X Descartes-féle szorzathalmaz egy
részhalmaza a kovetkezo tulajdonsagokkal:

1.
az B relaci6 reflexiv, azaz, (4.4} a7 R -hez tartozik minden I -beli i esetén;

2.
az R relacié szimmetrikus, azaz, ha valamely I -beli L] esetén {4,) az R -hez tartozik, akkor {J, 1) is
B -hez tartozik;

3.

az Il relacioé tranzitiv, azaz, ha valamely I -beli i, J. & eseten (8 J) ¢s (J-k) az R -hez tartozik, akkor
{i.k) is R -hez tartozik.

Jeloljik barmely X -beli = esetén az X mindazon ¥ elemeinek halmazat, melyekre {£.4) az R -hez

tartozik, masszoval az @ elem osztalyat R{x) modon. Amint azt konnyl latni, két elem osztalyai vagy
diszjunktak, vagy egybeesnek, valamint az 6sszes osztalyok egyesitése X . Ezt roviden ugy mondjuk, hogy az
osztalyok X -nek egy osztalyozasat adjak. Az osztalyok halmazat az X halmaz R szerinti faktorhalmazanak

nevezziik, és X/R moédon jeldljiik. Azt a leképezést, mely az X minden eleméhez az elem osztalyat rendeli az

X -nekaz X/ B faktorhalmazra valo természetes leképezésének nevezziik.

Az I halmazt féligrendezett halmaznak nevezziik, ha értelmezett rajta egy RCIxI féligrendezés, azaz, egy
relacio, a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

1.
az R relacio reflexiv, azaz, {i.1) az R -hez tartozik minden I -beli i esetén;

2.
az R r_eléci'(') antiszimmetrikus, azaz, ha valamely { -beli 6] esetén (i.J) és (J:1) az R -hez tartozik,
akkor * = ;

3.
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q;ﬁﬁ} reldgio tranzitiv, azaz, ha valamely I beli i+J+ & eseten (10) ¢s (J:F) a2 B -hez tartozik, akkor
is  -hez tartozik.

Példaul, az A C B halmazelméleti tartalmazés nyilvan halmazok barmely I csaladjan féligrendezés, de
ugyanez nem mondhaté el az A € B elemként val tartalmazasrol, hiszen ez 4ltalaban a fenti tulajdonsagok
egyikével sem rendelkezik. Ebben a munkaban féligrendezett halmazok esetén azt, hogy (i.7) az i -hez
tartozik, * =J modon fogjuk jeldlni, ha ez nem okoz félreértést.

Az I féligrendezett halmazt lancnak nevezziik, ha rendelkezik a kovetkezé tulajdonsiggal: barmely £ -beli

i, elemek dsszehasonlithatok az R reldcio értelmében, azaz vagy (4,4) , vagy {J.1) az R -hez tartozik.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy f linearisan rendezett halmaz, vagy réviden rendezett halmaz, az B relacié pedig
rendezés.

Egy féligredezett halmaz barmely részhalmaza természetesen ugyancsak féligrendezett, a halmazon adott
féligrendezésnek az illetd részhalmazra valé megszoritasaval ellatva. Ha mast nem mondunk, egy féligrendezett
halmaz részhalmazait mindig ezzel a féligrendezéssel ellatva tekintjiik ugyancsak féligrendezett halmaznak.

Az T feligrendezett halmaz H részhalmazat feliilré] korlatosnak mondjuk, ha van { -nek olyan i eleme, hogy
h £ 4 teljesiila H minden h eleme esetén. Ilyenkor azt mondjuk, hogy i a H -nak felsé korlatja.

Azl féligrendezett halmaz maximalis eleme alatt az I olyan m elemét értjiik, melynél nem létezik az { -nek
olyan * # 1 gleme, hogy ™ = | Természetesen egy féligrendezett halmaznak lehet tobb kiilonbdzo
maximalis eleme, de az is el6fordulhat, hogy egy sincs. Viszont egy lancnak nyilvan legfeljebb egy maximalis
eleme 1étezik. Megjegyezziik, hogy egy féligrendezett halmaz részhalmazanak maximalis elemei sziikségképpen
a részhalmazhoz tartoznak, mig fels6 korlatjai nem feltétlendil.

Legyen I féligrendezett halmaz, melynek barmely 6.} elemei esetén van olyan k eleme, hogy i = k ¢és
JEk Ekkor I -t iranyitott halmaznak nevezziik. Az iranyitott halmazokon értelmezett fliggvényeket Moore*
¥4 -Smith?*H-sorozatoknak, vagy altaldnositott sorozatoknak nevezziik. Péld4ul, a természetes szamok halmaza
a természetes rendezéssel nyilvan iranyitott halmaz, s a rajta értelmezett altalanositott sorozatok pontosan a
kozonséges sorozatok. Az I iranyitott halmazon értelmezett ¢ altalanositott sorozatot - a kozonséges sorozatok
mintajara - (®i)ier modon jeldlhetjilk. Természetesen azt is meg kell mondanunk, hogy hova esnek ennek az
4ltalanositott sorozatnak az elemei, tagjai. Ha a H halmazba, tehit a sorozat egy = : I — H filiggvény, akkor
azt mondjuk, hogy  egy H -beli altalanositott sorozat. Az altalanositott sorozatok a nem metrikus topologikus
terekben ugyanazt a szerepet jatsszak, mint a kozonséges sorozatok metrikus terekben.

A halmazelmélet szokdsos axidomarendszereinek egyik leggyakrabban vitatott, leghiresebb axidomaja a
kivalasztasi axidoma. Ennek egyik lehetséges formaja a kovetkezd.

Kivalasztasi axioma: Legyen { egy nem iires halmaz, (Aiier pedig nem fires halmazok egy csaladja. Ekkor
létezik olyan fod = UiAi fiiggvény, melynél F{2) minden I -beli i esetén “4i -hez tartozik.

A kivalasztasi axioma egyik legfontosabb alkalmazisa halmazok szorzatival kapcsolatos. Legyen I egy
halmaz, (Aidier pedig halmazok egy csaladja. Jelolje A =1LicrAi mindazon f: 4 — Uier fliggvények

halmazat, melyekre az { minden ¢ eleme esetén fi) az Ai hez tartozik. Az A halmazt az (Ailicr
halmazok szorzathalmazanak, vagy roviden szorzatanak nevezziik. A kivalasztasi axioma fenti alakjabol
vilagos, hogy érvényes a kovetkezo tétel.

4.1.1. Tétel.

Nem {ires halmazok nem {ires csaladjanak szorzata nem tires.

Az {As)ier halmazok A szorzathalmazan minden I -beli J esetén a P (fr= 10 modon értelmezett

pi: A=A fiiggvényta J -edik tényezdhoz tartozo projekcionak nevezziik.

‘Eliakim Hastings Moore, amerikai matematikus (1862-1932)
?Herman Lyle Smith, amerikai matematikus
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A kivalasztasi axiomanak szamos ekvivalens megfogalmazasa hasznalatos, melyek az altalunk valasztott, fenti
fogalmazas mellett természetesen tételnek mindsiilnek. Ezek koziil az egyik, melyet gyakran fogunk alkalmazni,
a kovetkezd.

4.1.2. Tétel.

(Zorn® ¥4 -lemma) Ha egy féligrendezett halmazban minden lanc feliilrél korlatos, akkor a
halmaznak van maximalis eleme.

2. 4.2 Topologikus alapfogalmak

Eddigi vizsgalataink soran az alapstruktira egy Abel-csoport volt, tehat egy tisztan algebrai objektum. Am a
harmonikus analizis klasszikus elmélete a valds egyenesen értelmezett folytonos, periodikus fliggvények
vizsgalatabol nétt ki, igy varhatd, hogy az altalanos elmélet nem maradhat meg az algebra talajan. A
tovabbiakban topologikus csoportokkal fogunk foglalkozni, s ehhez bizonyos topologikus alapfogalmakra van
sziikségiink.

Az X halmaz egy topolégidjan az X részhalmazainak egy olyan halmazat értjiikk, amely barmely két
hozzatartozé halmaz metszetét, és hozzatartozo halmazok barmely halmazanak az egyesitését, tovabba az X
halmazt és az iires halmazt is tartalmazza. Az X -et egy topolédgiaval ellatva topologikus térnek nevezziik. A
topologidhoz elemként tartozé halmazokat nyilt halmazoknak, komplementereiket zart halmazoknak nevezziik.
Az X topologikus tér egy Y részhalmazanak ¥ lezartjan az osszes Y -t tartalmazo zért halmazok metszetét
értjitk, az ¥ részhalmaz Y belsejének pedig az ¥ Gsszes nyilt részhalmazainak egyesitését nevezziik. Amint
az konnyen lathato, egy topologikus térben barmely részhalmaz lezartja zart halmaz, belseje nyilt halmaz.
Tovabba, egy részhalmaz pontosan akkor zart, ha egyenld lezartjaval, s pontosan akkor nyilt, ha egyenld
belsejével.

Egy topologikus teret diszkrétnek neveziink, ha benne minden részhalmaz nyilt.

Mint kénnyen lathato, az }L halmazon adott topologidk barmely nem iires halmazanak metszete is topologia
X _en. Ennek alapjan az X' részhalmazainak tetszOleges rendszere esetén van értelme az ezen halmazrendszert
tartalmazd Osszes topologidk metszetérdl, mint az adott rendszer altal generalt topologiardl beszélni. Ilyen
esetben az eredeti halmazrendszert az altala generalt topoldgia egy szubbazisanak nevezziik. Tehat ahhoz, hogy
egy topologianak egy halmazrendszer szubbazisa legyen sziikséges és elegendd, hogy minden nem iires, nyilt
halmaz el6éalljon a halmazrendszer halmazaibol képzett véges metszetek egyesitéseként. Ha minden nyilt halmaz
egy adott halmazrendszerbdl vett halmazok egyesitéseként all eld, akkor a szoban forgd halmazrendszert a
topoldgia egy bazisanak nevezzik.

Egy topologikus tér részhalmazanak belsé pontja alatt belsejének tetszbleges pontjat értjiik, mig kiilsé pontja
alatt komplementerének tetszOleges belsé pontjat. Egy topologikus tér részhalmazanak egy pont hatarpontja, ha
a pont a halmaznak sem nem belsd, sem nem kiilsé pontja. Egy topologikus tér részhalmaza a tér egy pontjanak
kornyezete, ha az illetd pont a szoban forgd részhalmaznak belsé pontja. Egy topologikus tér egy pontjanak
kornyezeteibdl allé halmazrendszert a pont egy kornyezetbazisanak nevezziik, ha a pont barmely kdrnyezete
tartalmazza a széban forgd halmazrendszer valamely elemét. Nyilvanvalo, hogy topologikus térben minden
pontnak van nyilt kdrnyezetekbdl allo kornyezetbazisa. Az is vilagos, hogy egy topologikus tér £ pontja esetén

az & barmely Ulx) kornyezetbazisanak minden eleme tartalmazza az # pontot, s barmely két Ulx) peli
halmaz metszete tartalmaz 4{) _beli halmazt.

Amint az konnyen lathato, az X topologikus tér ¥ részhalmazanak X nyilt részhalmazaival valé metszetei ¥’
egy topologidjat alkotjak, amellyel ¥ -tellatva ¥ -taz X egy alterének nevezziik.

Egy halmaz két topologidja koziil az els6t a masodiknal gyengébbnek mondjuk, ha az elsdben nyilt halmazok
nyiltak a méasodikban is. Ebben az esetben a mésodik topologiat az elsénél erésebbnek mondjuk. Az X halmaz
részhalmazainak egy halmazdhoz X -nek van egy olyan leggyengébb topologidja, hogy abban az adott
halmazok nyiltak (amint az konnyen lathatd, azt az adott halmazok véges tagszdmu metszeteibdl képzett
halmazok egyesitési halmazai alkotjadk az iires halmazzal egyiitt); ezt az adott halmazok altal generalt
topologianak nevezziik.

*Max August Zorn, német matematikus (1906-1993)
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Akkor mondjuk, hogy az X topologikus térnek aX Y topdlogikus térbe valo leképezése falytonos, ha ¥
minden nyilt halmazanak az ¥verz képe nyilt. Az ¥nek  -ba vald leképezése nyilt, ha mikiden nyilt
halmazanak a képe nyilt. Az top¥logikusitérnek az  topologikus térbe valé leképezése zart, ha minden
zart halmazanak a képe zart. Az -nek  -ra valé olyan kolcséndsen egyértelmii, folytonos leképezését,
amelynek az in¥erze is folytohds, homedimorf leképezésnek, vagy homeoniorfizmusnak nevezziik. Akkor
mondjuk, hogy =~ homeomorf -nal,ha  -nek van homeomorf leképezése  -ra.

Az X topologikus térnek az ¥ topologikus térbe vald f leképezése az X tér Fo pontjdban folytonos, ha az

Flza) pont barmely kornyezetének [ -nél vett inverz képe az *n -nak kérnyezete. Vilagos, hogy az X
topologikus térnek az Y topologikus térbe vald f leképezése akkor és csak akkor folytonos, ha az X tér
minden pontjaban folytonos. Az is kdnnyen lathato, hogy ha az X topologikus térnek az ¥ topologikus térbe
valo [ leképezése az X tér €0 pontjaban folytonos, s az ¥ topologikus térnek a £ topologikus térbe valo ¥
leképezése az ¥ tér flieo) pontjaban folytonos, akkor az X topologikus térnek a £ topologikus térbe vald
90 f bsszetett leképezése az X tér 0 pontjaban folytonos.

Ha I" egy halmaz és minden I" -beli ¢ esetén fv az Y halmaznak az Xv topologikus térbe vald leképezése,
akkor Y -nak van olyan leggyengébb topologiaja, hogy azzal ¥ -t ellatva minden fo folytonos (mint kénnyen

lathato, ezt az Xo k nyilt halmazainak az fv knél vett inverz képei generaljak); ezt a topologiat az fo
fiiggvényrendszer altal indukalt topoldgianak mondjuk.

Az Xu topologikus terek X szorzathalmazat X -nak az Av -kre valé projekcioi altal indukélt topologiaval
(vagyis azzal amelyet az J‘w —k nyilt halmazainak inverz képei generélnak) ellétva X -et az }er topologikus

eleme, és véges sok ¥ kivételével =
folytonos leképezések.

. A szorzattopologia definicidja szerint a projekciok nyilt

Az X topologikus tér B ekvivalencia relacidja esetén az X/R faktorhalmaznak azok az A részhalmazai,
melyeknek a természetes leképezésnél vett inverz képeik X' -ben nyilt halmazok, a faktorhalmazon, amint az

kénnyen lathato, a faktortopologiara nézve az X -nek X/R -re val6 természetes leképezése folytonos.

Az X halmaz részhalmazainak egy csaladjat centralt rendszernek nevezziik, ha a csalad barmely véges sok
elemének van kozos pontja. Akkor mondjuk, hogy részhalmazok egy csaladja az X -nek lefedése, ha a csalad
egyesitése tartalmazza X -et. Ezek szerint az X részhalmazainak egy csaladja pontosan akkor centralt
rendszer, ha a csaladhoz tartozé halmazok koziil barmely véges soknak a komplementere nem lefedése X -nek.

Akkor mondjuk, hogy az X topologikus tér A részhalmazanak az (Av)vel lefedése nyilt lefedés, ha az Ay

halmazok mindegyike nyilt, és véges lefedésnek mondjuk, ha az (A)ser halmazrendszer véges. Akkor
mondjuk, hogy az X topologikus tér A részhalmaza kompakt, ha minden nyilt lefedése tartalmaz véges
lefedést. Akkor mondjuk, hogy az X topologikus tér kompakt, ha mint 6nmaganak részhalmaza, kompakt
halmaz. Mint kénnyen lathato, az X topologikus tér #4 részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha mint altér,
kompakt topologikus tér. Ervényes a kovetkezd tétel.

4.2.1. Tétel.

Egy topologikus tér akkor és csak akkor kompakt, ha benne barmely zart halmazokbol allo
centralt rendszer metszete nem tres.

Bizonyitas.

Legyen (Ai)ier az X kompakt topologikus tér zart halmazainak egy centralt rendszere és

tegytik fel, hogy nft—:f =0 . Ekkor az (Af)ier komplementer halmazok csalddja az X
olyan nyilt lefedése, melynek egyetlen véges részrendszere sem lefedése X -nek, s ez
ellentmond az X’ kompaktsaganak.
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Megforditva, tegyiik ffetyhogy teljesiil a tétel feltétele, és {(Uidier az X halmaz egy nyilt

lefedése. Ekkor az komplementer halmazok olyan zart halmazrendszert alkotnak,
amelynek metszete iires, igy ez a rendszer nem lehet centralt, azaz, van olyan véges
részrendszere, melynek metszete iires. E véges részrendszer komplementer halmazai az eredeti
lefedd rendszer véges részlefedését képezik. o

Kompakt topologikus terekkel kapcsolatban alapvet6 tétel a kovetkezo.

4.2.2. Tétel.

(Tyihonov*"X -tétel) Kompakt topologikus terek szorzata kompakt.
Bizonyitas.

Legyen a " halmaz minden v eleme esetén az -\+ kompakt terek ¥ szorzatiban zart
részhalmazoknak egy C rendszere centralt. A 4.1.2. Zorn-lemma alapjan C -t magaban
foglalja ¥ részhalmazainak egy M maximélis centralt rendszere. Az M -hez tartozo
halmazok véges tagszami metszetei centrdlt rendszert alkotnak, s igy A maximalis volta
miatt M -hez tartoznak. Ebbdl az is kévetkezik, hogy ha az 4 € ¥ részhalmaznak az M -
hez tartoz6 halmazok egyikével sem iires a metszete, akkor az M -hez tartoz6 halmazok A -
val egyiitt centralt rendszert alkotnak, s igy M maximalis volta miatt A is A -hez
tartozik. Az ¥ -nak az Xe -re valé P¥ projekciojanal az A -hez tartozé halmazok képei
egy My centralt rendszert alkotnak. Az v kompaktsaga miatt az My héz tartozo
halmazok lezarasainak metszete tartalmaz egy *» elemet. Ha {7 az *v -t tartalmaz6 nyilt
halmaz, akkor U/ -nak az Mp -beli halmazok egyikével sem iires a metszete, igy az U/
halmaz P~ -nél vett inverz képének az M -hez tartozé halmazok egyikével sem iires a
metszete, ezért ez az inverz kép is M -hez tartozik. EbbSI kovetkezik, hogy véges szamu
szoban forgd inverz kép metszete is M -hez tartozik, igy a I' halmaz © pontjaiban

fv) ==y dsszefiiggéssel értelmezett ¥ -beli J fiiggvényt tartalmazo barmely nyilt
halmaznak az M -hez tartozo halmazok egyikével sem iires a metszete, vagyis az M -hez

tartoz6 halmazok barmelyikének a lezartja tartalmazza I -et. Eszerint a € -hez tartozé
halmazok metszete nem iires, tehat ¥~ kompakt tér. o

*Andrej Nyikolajevics Tyihonov, orosz matematikus (1906-1993)
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A. N. Tyihonov

M. Zorn

Egy topologikus teret lokalisan kompaktnak neveziink, ha minden pontjdnak van zart, kompakt kornyezete.
Természetesen minden kompakt topologikus tér lokalisan kompakt.
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A metrikus terekkel ellentétben egy topologikus térben a halmazok lezartjanak pontjai nem azonosak a
halmazbeli sorozatok hatarértékeivel. A halmazok lezartjdnak leirasadhoz altalanositott sorozatokra van sziikség.

Legyen X topologikus tér, {«i}iel ltalanositott sorozat X -ben. Akkor mondjuk, hogy ez az altaldnositott
sorozat konvergal az X tér a eleméhezha az @ barmely [ kornyezete esetén van £ -ben olyan 0, hogy

i =4 esetén i az U -hoz tartozik. Nincs kizarva, hogy egy altalanositott sorozat a tér tobb kiilonbozo
eleméhez konvergal, &m - amint azt latni fogjuk - ez Hausdorff-terekben nem fordulhat el: Hausdorff-féle
topologikus térben egy altalanositott sorozat legfeljebb egy elemhez konvergalhat, melyet ekkor a

hatarértékének neveziink, s mint az szok4sos, lim; 27 medon jeloliink.

E. H. Moore

Az éltalanositott sorozatok hasznossagat leginkabb a kovetkezd két tétel mutatja, melyek a metrikus terekben jol
ismertek kozonséges sorozatokkal kapcsolatban.

4.2.3. Tétel.

Tetsz6leges topologikus tér egy részhalmazanak lezartja a tér mindazon pontjainak halmaza,
melyekhez valamely, a részhalmazhoz tartozo6 altalanositott sorozat konvergal.

Bizonyitas.

Legyen b a H halmaz lezartjanak egy pontja, I pediga f pont 6sszes nyilt kornyezeteinek
halmaza, melyen értelmezziink féligrendezést tigy, hogy ha UV ah kornyezetei, akkor
U<V az jelenti, hogy vav, Vilagos, hogy ez féligrendezés £ -n, mellyel { iranyitott
halmaz. Mivel 7 minden kornyezetében van H -nak eleme, igy a kivalasztisi axioma
biztositja olyan  : I — H fiiggvény létezését, melyre (U} minden I -beli U esetén U -
hoz tartozik. Ekkor az 7 = () modon értelmezett (07 )irer egy altalanositott sorozat
H -ban, mely nyilvanvaloan A -hoz konvergal.

Megforditva, ha (i )ier altalanositott sorozat H -ban, mely h -hoz konvergal, akkor
természetesen M minden kornyezetében van e sorozatnak tagja, vagyis H _nak eleme, igy h
a H lezartjahoz tartozik. o

sres

segitségével pontosan leirhatjuk: egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha megegyezik a hozza tartozo
konvergens altalanositott sorozatok hatarértékeinek halmazaval. Igy ha egy halmazon adott két topologia,
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melyekre nézve pontosan ugyanazok az altalanositott sorozatok konvergensek, s ugyanazokhoz a
hatarértékekhez konvergalnak, akkor a két topologia megegyezik.

4.2.4. Tétel.

Legyenek A+Y" topologikus terek, = az X egy pontja, f : & = ¥ pedig egy fiiggvény.
Az | akkor és csak akkor folytonos # -ben, ha barmely & -hez konvergalo X -beli

{i)icl  4ltalanositott sorozat esetén az {f {'T“'”;e! sltaldnositott sorozat o (i) -hez
konvergal.

Bizonyitas.

Tegyiik fel el8szor, hogy f folytonos x -ben, s az {#i)iel gitalanositott sorozat & -hez
konvergal. Legyen V az [{Z) tetszéleges kornyezete, ekkor van = -nek olyan U
kornyezete, hogy minden U -beli ¥ esetén Hy) a V -hez tartozik. Az U kérnyezethez van
az I -ben olyan n, hogy * = %0 esetén i az U/ -ban van, igy azt kaptuk, hogy ¢ = 0

esetén S (i) a V' _pen van, vagyis az (f {'T'_”FEI altalanositott sorozat f() -hez
konvergal.

Most azt tételezziik fel, hogy barmely * -hez konvergalo X -beli (#i)icr altalanositott

sorozat esetén az {f{?’} }FEI altalanositott sorozat () -hez konvergal, de f nem

folytonos # -ben. Ez azt jelenti, hogy van az Jlx) nek olyan V' kérnyezete, hogy az
barmely U/ kérnyezete tartalmaz olyan ‘i elemet, melyre f {17} nincs V' -ben. Azonnal
lathaté, hogy az igy kapott {1 )Uer sltalanositott sorozat, mely a 4.2.3. Tételben értelmezett

I' iranyitott halmazon van definialva, konvergal  -hez, de az {"H ) )L' £l 4ltalanositott

sorozat nem konvergal fl) -hez, ami ellentmondas. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. o

3. 4.3 Elvalasztasi tételek, Uriszon-lemma

Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér 10 -tér, ha barmely két pontja koziil valamelyiknek van olyan nyilt
kornyezete, mely a masikat nem tartalmazza. Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér I -tér, ha benne
minden egypontos halmaz zart. Nyilvan minden I ter egyben Tt -tér. Akkor mondjuk, hogy egy topologikus
tér 12 -tér, vagy Hausdorff "H-tér, ha barmely két eleméhez van két, az egyiket, illetve a masikat tartalmazd,
diszjunkt nyilt halmaz. Mint kdnnyen lathat6, minden Hausdorff-tér T er. Ugyancsak konnyen lathato, hogy
Hausdorff-terek szorzata Hausdorff-tér. Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér regularis, ha barmely zart
halmazhoz és rajta kiviil fekvé ponthoz vannak a pontot, illetve a zart halmazt tartalmazo, diszjunkt nyilt
halmazok. Ezt Ugy szokas fogalmazni, hogy zart halmaz és rajta kiviil fekvé pont nyilt halmazokkal
elvalaszthato.

Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér teljesen regularis, ha topoldgiaja indukalhato valos értékii, folytonos

figgvényekkel. Mint kénnyen lathatd, ez pontosan akkor teljesiil, ha a tér barmely zart halmazahoz és azon

kiviil fekvé ponthoz van olyan valds értéki, folytonos fliggvény, amely a zart halmazon eltiinik, a pontban pedig

az 1 értéket veszi fel. Ezt ugy szokas fogalmazni, hogy zart halmaz és rajta kiviil fekvé pont folytonos

fliggvénnyel elvalaszthatd. Vilagos, hogy ebbdl a regularitas kovetkezik, hiszen azon pontok halmaza, ahol az
1

elvalasztd folytonos fiiggvény 2 -nél nagyobb, illetve kisebb értéket vesz fel, a pontot, illetve a zart halmazt
tartalmazo nyilt halmaz, s ezek a nyilt halmazok nyilvan diszjunktak.

Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér normalis, ha barmely két diszjunkt, zart halmazahoz van két, az
egyiket, illetve a masikat tartalmazd, diszjunkt nyilt halmaz. Ez roviden tigy mondhatd, hogy két diszjunkt zart

halmaz nyilt halmazokkal elvalaszthatd. Amennyiben a tér T1 ter, ugy ebbdl kovetkezik a regularitas.

SFelix Hausdorff, német matematikus (1868-1942)
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4.3.1. Tétel.

(Uriszon®*H-lemma) Az X' topologikus tér akkor és csak akkor normalis, ha barmely A ¢és
B diszjunkt zart részhalmazaihoz van az X' -nek olyan folytonos leképezése a valés szamok

[0, 1] zért szakaszaba, amely A elemein 0 | B elemein 1 értéket vesz fel.

Bizonyitas.

Az X tér normalis volta miatt, ha az [/ nyilt halmazra és a H zart halmazra fennall
HC U akkor valamely ¥ nyilt halmazra és annak Ve lezarasara

Hcocycvicu

teljesiil. Ennek alapjan értelmezziik T szerinti teljes indukcidval az Us—»k halmazokat a
kovetkezoképpen ( Tk 2 0 egész szamok, ¥ = 2" ). Legyen U1 a B komplementere és

ACU,c U8

Un olyan nyilt halmaz, amelyre l':_: ty teljesil. Tegyiik fel, hogy valamely

n esetén mar minden ¥ = 2% _re értelmeztiik az U2k halmazokat ugy, hogy Up—n nyilt

. L kJ o ik z {J'd_ nl g er’—n B AeoA - it .
halmaz és K =<K = 27 esetén 2 "k 2 érvényes. Legyen Kk << 2" -nél
Uz~ 1) 2ke41) olyan nyilt halmaz, hogy

rok 7 red .'
LE_»;: C Lz—[n+l_l{2k+1]| - L;—cr>+11{gk+1}, - Lz-”(kﬂ}

teljesiiljon.  Vilagos, hogy k<l <22l g Uf-i”HJk € Up-trtupe érvényes. Az
Ug-n halmazok nyilvan magukban foglaljak A -t, és B -vel diszjunktak, tovabba 27"k
alakt 0 £ 7 < <1 gamoknal Ug CUp érvényes. Ha = az X eleme, akkor U1 _peli
T esetén legyen fx) az olyan el6bbi T -ek infimuma, melyekre r az Uy -hez tartozik, ha
pedig  nincs benne U1 -ben, akkor legyen f() =1  Vilagos, hogy [ a 0.1] e képezi
le X -et, A elemeinél 0, B elemeinél pedig 1 értékii. Egyrészt barmely 0 < = 1 yvalos
szam esetén azoknal és csak azoknal az & -eknél teljesiil uf{?} <t , amelyek az 7" <. %
szamokkal képzett Ur -ek egyesitési halmazahoz tartoznak, s igy ezek az  -ek nyilt halmazt
alkotnak. Masrészt, barmely 0 =& <1 yalés szam esetén azoknél és csak azokndl az * -
eknél teljesiil fley =t amelyek az 7 <<t szdmokkal képzett st -ek komplementereinek
egyesitési halmazahoz tartoznak, s igy ezek az & -ek is nyilt halmazt alkotnak. Ezekbdl
kovetkezik, hogy f folytonos. A megforditott allitas nyilvanvald. o

SPavel Szamuilovics Uriszon, orosz matematikus (1898-1924)
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F. Hausdorff

P. Sz. Uriszon

4.3.2. Tétel.
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Minden normalis Hausdorff-tér teljesen regularis.
Bizonyitas.

Az allitas azonnal kovetkezik, ha az Uriszon-lemmat egy zart halmazra s egy hozza nem
tartozo elemre alkalmazzuk. o

4.3.3. Tétel.

Hausdorff-tér barmely pontjahoz és a pontot nem tartalmazé kompakt részhalmazahoz van két
diszjunkt nyilt halmaz, melyek koziil az egyik a pontot, a masik a részhalmazt tartalmazza.

Bizonyitas.

Az Y barmely eleméhez van olyan, az elemet tartalmazé nyilt részhalmaza X -nek,
amelynek lezarasa nem tartalmazza & -et. Az ilyen nyilt halmazok koziil véges szamunak az
[/ egyesitési halmaza magaban foglalja ¥ -t. Vilagos, hogy e véges szaml nyilt halmaz
lezarasai komplementereinek a metszete  -et tartalmazo, az U nyilt halmazzal diszjunkt
nyilt halmaz. o

4.3.4. Tétel.

Kompakt tér zart részhalmaza kompakt.
Bizonyitas.

Legyen K az X' kompakt tér zart részhalmaza, (Ushier pedig a &' egy nyilt lefedése. Meg
kell mutatnunk, hogy az Ui halmazok koziil véges soknak az egyesitése tartalmazza K -t.
Ehhez a K nyilt részhalmazt hozzavéve az X kompakt halmaz

{U;: i e IJUK®

nyilt lefedését kapjuk, melybdl kivalaszthatd véges sok halmaz ugy, hogy azok egyesitése
tartalmazza az X = K L K halmazt. Ha e kivalasztott halmazok kozott J£° nem szerepel,
akkor ez a véges sok halmaz az eredeti, K -t lefedd rendszer véges része, mely K -t
tartalmazza, s ekkor a bizonyitast befejeztiik. Ha viszont a kivalasztott véges sok halmaz
kozott K€ is szerepel, akkor azt elhagyva kozilik, a maradék véges sok az eredeti
rendszerben is szerepel, s nyilvan K -nak lefedése, hiszen I pontjai K -ben nem
szerepelnek. O

4.3.5. Tétel.

Hausdorff-tér kompakt részhalmaza zart.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy az X Hausdorff-tér K. kompakt részhalmazanak H“ komplementerében
van olyan  pont, amely hatarpontja K -nek, s igy K -nak is. A Hausdorff-tulajdonsag

miatt minden & -beli ¥ pont esetén vannak olyan Up, Vo nyilt halmazok, hogy ¥ az Up

nek, « a Vo nek eleme, és Us Ve =0 a7 (UplveK haimazrendszer a K nyilt
lefedése, igy vannak olyan F1-F2-----Fa pontok K -ban, hogy

K CUp NUpy e+ N Up,

teljesiil. Ha U=Up NUp, MUy, o V=V NV 0N, , akkor £ C U
, V az & kornyezete, ¢s U1V =0 | ami ellentmond annak, hogy i hatérpontja K -nak.
O
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4.3.6. Tétel.

Kompakt Hausdorff-tér normalis.
Bizonyitas.

Az X kompakt Hausdorff-tér A és B diszjunkt, zart halmazai a 4.3.4. Tétel szerint
kompaktak. A 4.3.3. Tétel szerint B barmely eleméhez van olyan, az elemet tartalmazé nyilt
részhalmaza X -nek, amelynek lezartja A -val diszjunkt. Az ilyen nyilt halmazok koziil
véges szamunak az [/ egyesitési halmaza magiban foglalja B -t. Vilagos, hogy e véges

¥
|

szamu nyilt halmaz lezartjai komplementereinek metszete az A -t magaban foglalo, az U
nyilt halmazzal diszjunkt nyilt halmaz. o

4.3.7. Tétel.

Kompakt Hausdorff-téren folytonos injektiv leképezés nyilt.
Bizonyitas.

Legyen f:X =Y folytonos injektiv leképezés, U pedig egy nyilt halmaz X -ben. Ekkor

U'¢ zart, tehat kompakt, igy AU 5 kompakt, tehdt zart. Végiil, az injektivitds miatt
fFU) = fue)e , ami nyilt. o

4. 4.4 Kompaktifikacio

A lokalisan kompakt Hausdorff-terek kiilondsen fontos tulajdonsiaga az, hogy kompakt Hausdorff-tér stirt
alterének tekinthet6k, s ennek eléréséhez a térhez csupan egyetlen pontot kell ,,hozzavenni".

Az X topologikus tér egy kompaktifikacioja alatt egy olyan X kompakt topologikus teret értiink, melynek van
X' -el homeomorf siirii altere.

4.4.1. Tétel.

(Egypontos kompaktifikicio) Minden X nem kompakt topologikus témek van olyan X
kompaktifikicidja, melynél X kepének komplementere X -ben egyelemii. A X tér
pontosan akkor Hausdorff-féle, ha X lokalisan kompakt Hausdorff-tér.

Bizonyitas.
Legyen oo az X elemeitdl kiilonbozd, egyébként tetszdleges halmaz, tovabba
X = X U{nc}.

Az X halmazon a kovetkezd modon adunk meg topoldgiat: nyilt halmazoknak tekintjiik az
X nyilt halmazait, valamint azokat a halmazokat, amelyek a ¢ elemet tartalmazzak,
komplementeriik pedig X -nek zirt, kompakt részhalmaza. Mivel kompakt halmazok zart
részhalmazai kompaktak a 4.3.4. Tétel szerint, ezért az ilyen modon értelmezett
halmazrendszer zart a tetszleges egyesitésre €s a véges metszetképzésre, igy topologiat

kapunk X -on Az is konnyen adodik, hogy X -en ez a topolégia megegyezik X
topologiajaval, azaz, X egy részhalmaza akkor és csak akkor nyilt X -ben, ha nyilt X -ban.
Mivel X nem kompakt, a o¢ minden kornyezete metszi X -et, vagyis X siirti X -ban.
Végiil, az X minden nyilt lefedése tartalmaz egy olyan Ao halmazt, melynek komplementere
X' -ben zart és kompakt, s melyhez oc hozzatartozik. A tdbbi halmaz XhAo egy nyilt

lefedése, melybdl az A1.Az. .. .. An  véges lefedést kivilasztva az X halmaz
Ap.Ag.. .. A, véges lefedését kapjuk, ami az eredeti lefedés része, igy X kompakt. Ha
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X lokalisan kompakt, = pedig egy pontja, akkor legyen €' az = egy kompakt kornyezete
X -ben. Ekkor C' zért a 43.5. miatt, igy C belsje ¢ > \C az = és oo diszjunkt
koryezetei X -ban. Mivel az X barmely két pontja egyméstél nyilt halmazzal
elvalaszthaté, hiszen X Hausdorff-féle, igy azt kaptuk, hogy X Hausdorff-féle.

Megforditva, lokalisan kompakt Hausdorff-tér minden nyilt részhalmaza lokalisan kompakt
tér, amint az konnyen lathat6. o

5. 4.5 Az egység felbontasa

Az egység felbontasanak tétele olyan esetekben hasznalatos, amikor fliggvények lokalis tulajdonsagaibol
akarunk globalis kovetkeztetéseket levonni. A 4.3.1. Uriszon-lemma bizonyitdsdnak csekély moddositdsaval
kapjuk a kovetkezd segédtételt.

4.5.1. Segédtétel.

Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér, K az X kompakt, V 2 K pedigaz X K -t
tartalmazé nyilt részhalmaza. Ekkor van olyan i X R folytonos fiiggvény, mely a K
pontjaiban legaldbb 1 , s a V" egy kompakt részhalmazan kiviil nulla.

Ugyancsak sziikségiink lesz a kdvetkezo eredményre.

4.5.2. Segédtétel.

Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér, I/ az X nyilt, /& pedig az I/ kompakt
részhalmaza. Ekkor van olyan ¥ nyilt halmaz, melynek lezartja kompakt, és

h.- L'; ".! '; "_’.!(_'f I; L,' .
Bizonyitas.

Mivel a & minden pontjanak van kompakt lezarta kornyezete, s ezek koziil véges sok lefedi
K -, ezért K belefoglalhato egy kompakt lezarta W' nyilt halmazba. Ha =X | akkor
legyen ¥V =W | egyébként viszont jellje C' a W komplementerét. A 4.3.3. Tétel szerint

Wy nyilt halmaz, melyhez ¥ nem

B . b qred el
tartozik hozza. Igy a ' -beli ¥ pontokhoz tartozod cnwen ”P alaki halmazok

metszete iires, s mivel ezek kompaktak, koziilik véges soknak, mondjuk a ' -beli
P1: P2+ -+« +Pa pontokhoz tartozoknak a metszete ugyancsak iires. Ezért a

" minden P pontjahoz van olyan & -t tartalmazé

V=WnWw, nWy n---nW,,
halmaz megfelel a kivanalmaknak. o

Ezekbdl adodik a kovetkezd tétel.

4.5.1. Tétel.

(Az egységfelbontas tétele) Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér, K az X' kompakt
részhalmaza, 1V1-V2s-- - Vil pedig a K egy nyilt lefedése. Ekkor vannak olyan

r
i -

hi: X = R pem negativ, folytonos fliggvények, melyek mindegyike nulla valamely ¥
beli kompakt halmazon kiviil, és

hife)+ halx)+- - +hy(x) =1

teljesiil a X halmaz minden & eleme esetén.

Bizonyitas.
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Az ¢l6z6 segédté@-‘j@zerint a Hrr:minden £ pontjanak van olyan kompakt lezém} W

kornyezetef hoby- - - - Tvalamely halmaznak része. Itt  természetesen fiigghet  -tol.
Legyenek olyan pontok, hogy

KCW, UW, U---UW, .

. 7ol .
Hal £i<n  akkor legyen Hi mindazon Wa halmazok egyesitése, amelyek Vi -ben
vannak. A 4.5.1. Segédtétel szerint vannak olyan #i folytonos fiiggvények, melyek
mindegyike egy kompakt halmazon kiviil eltiinik, a Hi :n 1 értéket vesz fel, Vi -n kivil

pedig 0 -t. Legyen hi=qn ,tovabba 2 £ k £ 71 esetén
hp ={(1—g1 )1 —g2)...{1 — gr—1)g.

Ekkor i folytonos, egy kompakt halmazon kiviil eltlinik és Vi -n kivill nulla. Indukciéval
kapjuk, hogy

hithe+- +h,=1—(1—g {1l —ga)...(1—g,).

Mivel £ € Hy U Hy U--- UH,  ezért a K halmaz minden i pontjaban legalabb egy i
-re 9 () =1 teljesiil, igy az allitast igazoltuk. o

a.l"g. Pas

A hihaooo hy fiiggvények egyiittesét a th Vol lefedésnek alarendelt egységfelbontiasnak

nevezzik.

6. 4.6 Osszefiiggbség

Egy topologikus teret Osszefliggének neveziink, ha nem all eld két nem iires, diszjunkt nyilt halmaz
egyesitéseként. Ez nyilvan ekvivalens azzal, hogy a tér nem all el6 két nem iires, diszjunkt zart halmaz
egyesitéseként. Ha ilyen eldallitas lehetséges, tehat nem 6sszefiiggd terekben ezek szerint mindig 1étezik olyan
nem iires valodi részhalmaz, amely egyidejileg nyilt és zart. A tovabbiakban az ilyen halmazokat nyilt-zart
halmazoknak nevezziik. Barmely topologikus térben az iires halmaz és az egész tér nyilvan nyilt-zart: ezek a
trivialis nyilt-zart halmazok, s a tér 6sszefliggbsége pontosan azt jelenti, hogy a térben nincs nemtrivialis nyilt-
zart halmaz. Egy részhalmazt egy topologikus térben akkor mondunk 6sszefiiggének, ha mint altér 6sszefiiggo.
Konnyti latni, hogy ha egy topologikus térben Gsszefiiggd halmazok egy csaladjanak metszete nem fires, akkor a
csalad egyesitési halmaza is Osszefliggd. Igy a tér barmely adott pontja esetén a pontot tartalmazéd Osszes
Osszefiiggd halmazok egyesitése Osszefiiggd, s ezt a halmazt az illeté pont komponensének nevezziik. Kénnyen
lathato, hogy egy Osszefiiggd halmaz és a lezartja kozott minden halmaz 6sszefliggd. Specialisan, dsszefiiggd
halmazok lezartja is 0sszefiiggd. Ebbol adoddan egy topologikus tér pontjainak komponensei zart halmazok,
melyeket a tér komponenseinek neveziink. Ezek a halmazok a tér egy osztalyozasat adjak: paronként
diszjunktak és egyesitésiik az egész tér. Nyilvan a tér pontosan akkor 0sszefiiggd, ha egyetlen komponense van.
A topologikus teret teljesen szétesének nevezziik, ha benne minden egypontos halmaz komponens, vagy ami
ugyanaz, minden komponens egyetlen pontbo6l all. Példaul, minden diszkrét topologikus tér teljesen szétesd, de
ez forditva nem igaz.

Egy topologikus teret lokalisan dsszefiiggének mondunk, ha minden pontnak van Gsszefiiggd halmazokbol allo
kornyezetbazisa.

4.6.1. Tétel.
Osszefiiggd topologikus tér folytonos képe dsszefliggs.
Bizonyitas.

Legyen f: X =Y sziirjektiv folytonos fliggvény, ahol XY topologikus terek és X
Osszefiiggs. Ha A.B 7Y tér nem iires, diszjunkt nyilt halmazai és AL B =Y | akkor
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fHAHB) & x tér nem ires, diszjunkt nyilt halmazai és
FUAYU B = X

4.6.1. Segédtétel.

Véges sok Osszefliggd topologikus tér szorzata dsszefliiggo.
Bizonyitas.

Az allitast elegendd két tér szorzatara igazolni. Legyenek XY Osszefliggd topologikus terek,
valamint # = (1.31) ¢s @ = (£2.12) 37 X x Y gzorzattér két tetsz6leges pontja. Ekkor
{m} xY 5 ¥ pa, X x {2} pedig X -szel homemorf, igy ezek a halmazok
Osszefiiggok X xY -ban. Masrészt (*1.92) k6zos pontjuk, igy
{{z1} xY)ULX x {ya}) egyesitésiik dsszefiiggd. Mivel ez utobbi halmaz tartalmazza P
-t és 0 -t, igy a szorzattér barmely két pontja benne van valamely 6sszefliggd halmazban,

azaz, barmely két pontnak ugyanaz a komponense. Igy a szorzattérnek egyetlen komponense
van, tehat 6sszefiiggd. o

4.6.2. Tétel.

Osszefiiggd topologikus terek szorzata dsszefiiggd.
Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy az X = HFEJ’ X; szorzattér Xi faktorai Osszefliggd topologikus terek,
legyen ¥ egy pont X -ben, és jelolie ' a ¥ pont komponensét. Megmutatjuk, hogy
tetszéleges X -beli ¢ a ' lezartjahoz tartozik. Mivel minden komponens zart halmaz, ebbél
az adodik, hogy a tér barmely pontja # komponenséhez tartozik, azaz a térnek egyetlen
komponense van, s igy Osszefiiggé. Legyen tehat U/ az = pont kornyezetbazisanak egy
tetsz6leges eleme, ami azt jelenti, hogy vannak olyan 618250 s tm elemek £ -ben, valamint

Xi, -beli Us, nyilt halmazok, hogy
U={f:feX ts flip) € Ui, k=1.2,.. .am},

és természetesen Lik az DFA— -hoz tartozik, hacsak k=1.2..... . Ekkor a

halmaz homeomorf az i ¥ Xiz X ==+ X Xi,. syorzattérrel, amely az el6z6 segédtétel
szerint Osszefiiggd. Tovabba ¥ a H -hoz tartozik, igy H része a I pont
komponensének. Tetszéleges £ -beli i esetén legyen ali) = pli) , ha i egyik & -val sem

egyezik meg, és legyen 4(1) = #{t) hai=ip (k=1,2,..., ™ ), Ekkor 4 az U és H
kozos eleme, igy U7 M C" nem iires, am1ve1 igazoltuk, hogy ¥ barmely kdrnyezete belemetsz
" -be, vagyis = a (' lezartjdhoz, azaz C' -hez tartozik. Ezért X = ' | s a tételt igazoltuk.
o

7.4.7 Topologikus csoportok

A (G csoportot, mely egyben topologikus tér is, topologikus csoportnak nevezziik, ha a csoportmiivelet és az
inverzio folytonosak. Mint konnyen lathato, a diszkrét topologiaval minden csoport topologikus csoport.
Ugyancsak konnyen lathatd, hogy topologikus csoportban a bal- és jobboldali eltolasok, s az inverzio
homeomorfizmusok. Ebbél adodik, hogy a (& csoport adott 9 eleme esetén egy halmazrendszer pontosan
akkor kornyezetbazisa a & pontnak, ha a halmazrendszer elemeinek a ¥ inverzével valo baloldali eltoltjai az
egységelem kornyezetbazisat alkotjak. Ugyanez érvényes a jobboldali eltoltakra is. A (7 topologikus csoport

A részhalmazat szimmetrikusnak nevezziik, ha A =A Itésa késObbiekben, természetesen, A1

37
XMLmind XSL-FO Converter



TOPOLOGIKUS
ALAPISMERETEK

halmaz elemeinek inverzeibdl all6 halmazt jelenti. Ugyanigy, az A, B r¢szhalmazok esetén A+ B az A -beli
és B -beli elemek ilyen sorrendben vett szorzataibél 4116 halmaz.

4.7.1. Tétel.

Topologikus csoport barmely pontjanak van nyilt, szimmetrikus halmazokbol allo
kornyezetbazisa.

Bizonyitas.

A fentiek alapjan elég az allitast az egységelemre igazolni. Az egységelem barmely U nyilt

kornyezete esetén U/ [ U™l az egységelem szimmetrikus kornyezete, mely az
részhalmaza. o

4.7.2. Tétel.

A (& topologikus csoport & egységelemének barmely I/ nyilt krnyezete esetén

1.

van az ¢ -nek olyan V' nyilt kérnyezete, hogy ViCU ;

vanaz ¢ -nek olyan V" nyilt kérnyezete, hogy Vicu ;

barmely L -beli = esetén van az & -nek olyan ¥ nyilt kérnyezete, hogy eV U
Bizonyitas.

Az els6 allitas a szorzas, a masodik az inverzképzés folytonossagabol adodik, a harmadik
pedig abbol, hogy /' nyilt halmaz. o

Koénnyen lathatd, hogy az ¢ egységelem barmely {7 kornyezete tartalmazza az ¢ -nek olyan V' nyilt
kornyezetét is, melyre V.-vicu tejestil.

4.7.3. Tétel.

Ha egy topologikus csoport T -tér, akkor Hausdorff-tér.
Bizonyitas.

Legyenek  és ¥ a topologikus csoport kiilonbdzé pontjai, s legyen I az egységelem olyan
kérnyezete, melyre U nem tartalmazza ¥ -t. Valasszunk ¢ -nek olyan V' nyilt kérnyezetét,
melyre V- V71 C U | Ekkor «V ¢s ¥V diszjunkt, = -et, illetve ¥ -t tartalmazo nyilt
halmazok. o

Ebben a munkédban mindig fel fogjuk tételezni, hogy a széban forgd topologikus csoportok I -tulajdonsaguak,
azaz barmely két elemiik esetén valamelyiknek van olyan kornyezete, amely a masik elemet nem tartalmazza.

Ebbdl az el6zo tétel szerint kovetkezik, hogy az illetd topologikus csoport, mint topologikus tér, Hausdorff-féle.
Roviden, tehat a tovabbiakban topologikus csoport alatt mindig Hausdorff-féle topologikus csoportot értiink.

4.7.4. Tétel.

Topologikus csoport barmely pontjdnak van zart halmazokbdl 4ll6 kérnyezetbazisa.
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Bizonyitas.

Elegendd megmutatni, hogy az egységelem barmely U kornyezete tartalmazza az
egységelemnek olyan V' kornyezetét, melynek lezartja is &/ -ban van. Legyen V' az
egységelem olyan szimmetrikus kdrnyezete, hogy VECU HawaV lezartjanak egy

pontja, akkor =V belemetsz V' -be, igy = a ¥V - ¥ 7! -hez tartozik, ami éppen ¥, mely
részhalmaza {/ -nak. o

4.7.5. Tétel.

Topologikus csoport regularis.
Bizonyitas.

Ha F' egy zart halmaz, i pedig rajta kiviil fekvé pont, akkor az F' komplementere az * -
nek nyilt kornyezete, mely tartalmazza & -nek olyan V' nyilt kornyezetét, melynek lezartja is
az I komplementerében van, igy V' és V' lezartjanak komplementere & -et, illetve F' -et
tartalmazo, diszjunkt, nyilt halmazok. o

4.7.6. Tétel.

Legyenek A és B egy topologikus csoport részhalmazai. Ha A nyilt, akkor A- B és
E - A nyilt. Ha A zart, és B kompakt, akkor A- B és B+ A zart. Ha A és B kompakt,
akkor A - B kompakt.

Bizonyitas.
Ha A nyilt, akkor barmely B -beli b esetén Ab és bA is nyilt, igy ezek egyesitése, A - B

, illetve B- A is nyilt. Legyen most A zart, B kompakt, s legyen 0 az A - B -beli

(s )ver altalanositott sorozat hatarértéke. Elegendé megmutatni, hogy ¥o az A+ B -hez
tartozik. Nyilvan minden I" -beli ¢ esetén T+ = YrZv | ahol ¥~ az A -nak, 2~ a B -nek
eleme. Mivel B kompakt, a Z» -nek van olyan “218) altalanositott részsorozata, mely
konvergdl egy “0 elemhez. A megfeleld Tp(8) altalanositott részsorozat ugyancsak *0 -hoz

-1

. s , . Yort ) = Loy .
konvergal, igy a szorzas és az inverzképzés folytonossidga miatt az Ho8) P 3)

1 .

altalanositott sorozat is konvergal az 0% elemhez, mely az A zartsiga miatt A -hoz
® —_ ® -,_1 =

tartozik. Ezért €0 = (%0%9 )20 a2 A- B halmaz eleme.

Ha A és B kompakt, akkor a Tyihonov-tétel miatt A = B is, igy ennek A - B képe az
(. y) =y folytonos leképezésnél ugyancsak kompakt. o

Egy topologikus csoportnak egy masik topologikus csoportra valdo izomorf leképezését topologikus
izomorfizmusnak nevezzilkk, ha homeomorfizmus. Ilyenkor a két topologikus csoportot topologikusan

izomorfnak mondjuk.

8. 4.8 Topologikus részcsoportok, faktorcsoportok

Konnyt latni, hogy egy topologikus csoport barmely részcsoportja, mint topologikus altér, ugyancsak
topologikus csoport, melyet a topologikus csoport részcsoportjanak neveziink. Az is kdnnyen lathato, hogy egy

topologikus csoport barmely részcsoportjanak lezartja ugyancsak részcsoport.

4.8.1. Tétel.

Topologikus csoport egy részcsoportja akkor €s csak akkor nyilt, ha van belsé pontja. Minden
nyilt részcsoport zart.

Bizonyitas.
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Ha & ﬂﬂ:r@gzcsop(}ritnak bels6 -,pontja, akkor vyl faz-ogyscheldmmek oty g iy Kpryezepg,
hogy . A barmely eleme esetén , 1gy
nyilt.

Ha H nyilt részcsoport, akkor komplementere az xH alaka mellékosztilyok egyesitése,
ahol = a G -nek H -ba nem tartozé eleme. Ezek ugyancsak nyiltak, igy egyesitésiik is,
tehat H zart. o

Ebbdl adodoan 6sszefiiggd topologikus csoportban nincsen valddi nyilt részcsoport.

4.8.2. Tétel.

Topologikus csoport egységelemének barmely U/ nyilt, szimmetrikus kornyezete esetén
A0 hes
Unma U nyilt-zart részcsoport.

Bizonyitas.

Ha = az U -hoz, ¥ pedig az U -hez tartozik, akkor ¥ az U™ _nek, = pedig az
U~ = U -nak eleme, igy a fenti egyesités valoban részcsoport, mely nyilvan nyilt halmaz,
igy az el6zo tétel szerint zart is. O

Kovetkezésképpen Osszefiiggd topologikus csoportot egységelemének barmely nyilt, szimmetrikus kornyezete
generalja. SOt, mivel az egységelemnek minden kornyezete tartalmaz nyilt, szimmetrikus kérnyezetet, igy
Osszefiiggd topologikus csoportot egységelemének barmely koérnyezete generalja.

4.8.3. Tétel.

Topologikus csoport egységelemének komponense zart részcsoport.
Bizonyitas.

Jelolje ' az egységelem komponensét. Mivel & w1 folytonos, igy a 4.6.1. Tétel alapjan
- -1

! Osszefliggd, valamint tartalmazza az egységelemet, igy crco Masrészt, a

C' % € ssszefiiggs topologikus térnek a €'+ C' halmaz folytonos képe az ley) -y

leképzésnél, igy ' - C' 8sszefiiggd, valamint tartalmazza az egységelemet, igy c.ccc
s ezzel igazoltuk, hogy ' részcsoport, s mint minden komponens, zart. o

4.8.4. Tétel.

Ha egy topologikus csoport egy részcsoportjanak az egységelem valamely zart kornyezetével
vald metszete zart, akkor a részcsoport zart.

Bizonyitas.

Legyen a H részcsoport lezartjgnak az egységelem [/ kérnyezetének lezartjdval valo
metszete zart, tovabba legyen ¥ az egységelem olyan nyilt, szimmetrikus kornyezete,
melynél VECU . Legyen = a H lezartjanak tetszGleges pontja, (€y)ver pedig H -beli,
1 -hez konvergal6 altalanositott sorozat. Mivel a H lezartja is részcsoport, igy v lisa H
lezartjahoz tartozik, s a V™! halmaz belemetsz H -ba; legyen ¥ a metszet egy eleme.
Létezik olyan M0, hogy ha ¥ = vn , akkor *w az xV halmazba esik, igy ekkor YT
{'r’.’r.’_lj{ V= V2

hozzatartozik a cU halmazhoz, s ezért ¥fe kozos eleme az [J
lezartjanak ¢és H -nak. Mivel az (Yev)vel gltalanositott sorozat konvergal ¥F -hez, ezért

T L w e T ;o ’ v L . ’
WE is kozos eleme U lezartjanak H -val, s igy € =% "#* a H -ba tartozik, tehat H
lezartja része H -nak, s igy H zart. o

4.8.5. Tétel.
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Topologikus csoport egy részcsoportja akkor és csak akkor diszkrét, ha van izolalt pontja, és
minden diszkrét részcsoport zart.

Bizonyitas.

Har a H részesoportnak izolalt pontja, akkor van az egységelemnek olyan U7 kornyezete,
hogy tUNH={e} AH barmely ¥ eleme esetén

(yU) 1 H = (yU) N{ye™ H) =y~ ({zU) N H) = {y},

igy H minden pontja izolalt, tehat H diszkrét. A megforditas nyilvanvalo. Ha H diszkrét

részcsoport, akkor legyen U az & egységelem olyan kornyezete, melynél UnH = {e} A
4.7.4. Tétel alapjan van az ¢ -nek olyan ¥ kornyezete, melynek lezartja az U -ban van, igy

H -val val6 metszete 1“f | ami zart halmaz, hiszen a csoport Hausdorff-féle. Igy az el6z6

tétel alapjan az allitas kovetkezik. o

4.8.6. Tétel.

Topologikus csoport lokalisan kompakt részcsoportja zart.

Bizonyitas.

Legyen U az egységelem kornyezete G -ben. Ha U lezartjanak H -val valo metszete H -
ban kompakt, akkor ' -ben is kompakt, igy zart is, hiszen G Hausdorff-féle. igy a 4.8.4.

Tétel alapjan H zart. o

Akkor mondjuk, hogy egy topologikus csoport kompaktan generalt, ha van olyan kompakt részhalmaza, mely
generalja.

4.8.7. Tétel.
Lokalisan kompakt topologikus csoportban a kdvetkezo feltételek egyenértékiiek:
1.

a csoport kompaktan generalt;

a csoportot olyan nyilt halmaz generalja, melynek lezartja kompakt;

a csoportot az egységelem olyan kérnyezete generalja, melynek lezartja kompakt.
Bizonyitas.

Vilagos, hogy a harmadik feltételbdl kdvetkezik a masodik, s a masodikbol az elsé. Legyen
K kompakt halmaz, mely generélja a csoportot. Nyilvan feltehetjiik, hogy K tartalmazza az
egységelemet. A A minden pontjanak létezik olyan nyilt kornyezete, melynek lezéartja
kompakt, s ezek a nyilt halmazok a & egy nyilt lefedését adjak. Koziilik véges sokat
kivalasztva, melyek egyesitése ugyancsak lefedi X -t, az egyesités a &£ halmazt tartalmazo
nyilt halmaz, melynek lezartja kompakt, s mely nyilvan generalja GG -t. igy az elsé feltételbol
kovetkezik a harmadik. o

4.8.8. Tétel.

Lokalisan kompakt topologikus csoport barmely kompakt részhalmazat tartalmazza a csoport
valamely kompaktan generalt nyilt-zart részcsoportja.
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Bizonyitas.

Legyen K a szoban forgd kompakt részhalmaz, melyrél nyilvan feltehetjiik, hogy tartalmazza
az egységelemet, és szimmetrikus. A & minden pontjanak létezik olyan nyilt kornyezete,
melynek lezartja kompakt, s ezek a nyilt halmazok a K egy nyilt lefedését adjak. Koziiliik
véges sokat kivalasztva, melyek I/ egyesitése ugyancsak lefedi & -t, I/ a K -t tartalmazo
nyilt halmaz, melynek lezartja kompakt, s ugyanez érvényes az U 1M U ™1 nyilt, szimmetrikus
halmazra is, mely a 4.8.2. Tétel alapjan kompaktan generalt nyilt-zart részcsoportot general. o

Konnyen lathat6, hogy egy topologikus csoport barmely normadlis részcsoportja szerinti faktorcsoportja a
faktortopologiaval topologikus csoport, melyet a topologikus csoport illetd normalosztd szerinti

faktorcsoportjanak neveziink. A topologikus csoportnak barmely faktorcsoportjara vald természetes
homomorfizmusa nyilvan folytonos.

4.8.9. Tétel.

Topologikus csoportnak barmely faktorcsoportjara vald természetes homomorfizmusa nyilt
leképezés.

Bizonyitas.

Ha U/ nyilt halmaz a GG topologikus csoportban, és N normaloszto, akkor [/ képe a
természetes homomorfizmusnal U - ¥ = {#N : u € U} , mely nyilt G/N pen. o

4.8.10. Tétel.

Topologikus csoport normalosztdja szerinti faktorcsoport akkor és csak akkor Hausdorff-tér,
ha a normaloszté zart, és akkor és csak akkor diszkrét, ha a normalosztd nyilt.

Bizonyitas.

Ha a (& topologikus csoport N normalosztéja zart, akkor komplementere nyilt (& -ben, igy
az {N} egypontos halmaz komplementere nyilt G/N -ben. Tehat G/ N _pen az egypontos
halmazok zartak, igy G/N T1 «tér. Ezért G To -tér, s a 4.7.3. Tétel miatt Hausdorff-tér.

Ha G/N Hausdorff-tér, akkor 41 -tér, igy benne {N} zart, s természetes Osképe, az IV
halmaz (&' -ben zart.

Legyen N nyilt norméloszt6 G -ben. Mivel N a G/N faktorcsoport egységelemenek
inverz képe a faktorcsoportra vald természetes leképezésnél, igy az {v} egypontos halmaz
G/N _pen nyilt, s igy G/N diszkrét. Megforditva, ha G/N diszkrét, akkor {N} nyilt
halmaz G/ -ben, igy természetes inverz képe, az IV halmaz nyilt G -ben. o
4.8.11. Tétel.
Kompakt topologikus csoport barmely faktorcsoportja kompakt.
Bizonyitas.
A faktorcsoport a csoport folytonos képe, igy az allitas nyilvanvalé. o
9. 4.9 Topologikus vektorterek
Fontos specialis esetet képeznek azok a kommutativ topologikus csoportok, melyek alaphalmazan a

csoportmiivelet mellett a valdos vagy a komplex test elemeivel vald szorzas, a skalarral vald szorzas is
értelmezve van ugy, hogy e két miveletre nézve az alaphalmaz linedris tér, valamint a skalarral val6 szorzas,
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mint az alaphalmaz és a skalarok topologikus tere topologikus szorzatanak az alaphalmazba val6 leképezése,
folytonos. Ilyenkor a topoldgiat vektortopologianak, az ezzel ellatott vektorteret pedig pedig topologikus
vektortérnek nevezziik. Topologikus vektortérben a csoportmiiveletet mindig additiv mddon irjuk, s az
egységelemet zéruselemnek nevezziik. A valds vagy komlex szamokat ebben a vonatkozasban skaldroknak
mondjuk. Mint kdnnyen lathatd, topologikus vektortérben a nullatol kiilonb6z6 skalarral vald szorzasok a tér
topologikus izomorfizmusai. A topologikus csoportokkal kapcsolatos korabbi megallapodasunk értelmében

minden topologikus vektortér topologidjarol feltételezziik, hogy In -tulajdonsagu, s ennek kovetkeztében
Hausdorff-féle.

Vektorterek részhalmazai kozott kiillondsen fontosak a kdvetkezd tipusok. Egy H részhalmaz akkor konvex, ha
barmely H -beli ©+Y clemek & 0 < A < 1 skalar esetén A+ (1 =AW js o H -hoz tartozik. Egy H

halmaz kdorszerti, ha minden Al=1 esetén AH C H Egy H halmaz elnyel6, ha barmely  elem esetén

A1z a H -hoz tartozik valamely A = () skaldr esetén. Topologikus vektortér egy H részhalmaza korlatos,
ha a zéruselem barmely kdrnyezete elnyeli, ami alatt azt értjiik, hogy a zéruselem barmely [ kdrnyezete esetén

van olyan A = 0 skalar, melyre MTHCU teljestil.

4.9.1. Tétel.

Topologikus vektortérben a nulla minden kornyezete elnyeld, és a nullanak van korszeri
halmazokbdl allé kérnyezetbazisa.

Bizonyitas.

Legyen /' a nulla egy kornyezete az X topologikus vektortérben, & pedig egy pont. Mivel a
A A leképezés a skalarok terébél X -be folytonos és a nullaban O, igy van olyan
7. > 0 természetes szam, hogy n~1x az I/ -hoz tartozik. o

Az analizisben el6forduld legfontosabb topologikus vektorterek a lokéalisan konvex topologikus vektorterek.

crey

vagy, ami ugyanaz, a z€ruselemenek van konvex halmazokbol all6 kdrnyezetbazisa.

4.9.2. Tétel.

Topologikus vektortérben a nullanak van korszerii nyilt halmazokbol allé kdrnyezetbazisa.
Lokalisan konvex térben a nullanak van korszerli konvex nyilt halmazokbol allo
kdrnyezetbazisa.

Bizonyitas.

Legyen {7 a nulla egy nyilt kornyezete. Mivel a skalarral valo szorzas folytonos, igy van
olyan & = 0 és van olyan ¥ nyilt kdrnyezete a nullanak, hogy AV € U hacsak Al <d
Legyen W az &sszes AV alaki halmazok egyesitése, ahol |Al <4 | Ekkor W a nulla
korszerli nyilt kornyezete és W C U Ezzel az elsé allitast igazoltuk.

A masodik allitas bizonyitasahoz legyen {7 a nulla konvex nyilt kérnyezete és jelolje A az

osszes AU/ alaku halmazok metszetét, aho = 1, tehat 41 konvex. Legyen * s a
6sszes AU alaka halmazok hol Al =1 tehat A k Legyen W €U
nulla egy nyilt korszerii kornyezete, melynek 1étezését az imént igazoltuk. Mivel W korszert,

ezért | Al =1 esetén ATTW =W | igy WC AU | tehat WA | EBzert A a nulla
konvex kornyezete és nyilvan Al Megmutatjuk, hogy A korszerti. Legyen x| =1
ekkorvanolyan és & hogy 0 =7 =1 [B|=1¢a=r3 Ekkor

aA=r8A= [‘] AU = |"] AU
|>«.|=1 |;\|=1
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Mivel AL konvex és tartalmazza a nullat, igy TAU S AU | Ezert @A © A[f tehat A
korszeri. Ekkor  belseje a nulla kdrszer(i konvex nyilt kornyezete, mely része -nak, s a
tételt bebizonyitottuk. o

A lokalisan konvex terek egyik legfontosabb példaja a normalt tér, mely olyan vektortér, amelyen értelmezve

van egy * [ ] norma, ami a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkez6 valds értékii fiiggvény: barmely > ¥
elemek és A skalar esetén

1.

2]l 2 0 g5 12l =0 eseten 2 =0 ;
2.

[A-x| = Al .
3.

Iz +yl < el + vl

Normalt térben barmely r = {) valos szdm esetén az Osszes [l < = tulajdonsagu halmazok, az ugynevezett
ellatva konnyt latni, hogy topologikus vektorteret kapunk. Mivel a nyilt gdmbok nyilvanvaléoan konvex
halmazok, ezzel a topologiaval a tér lokalisan konvex. Egy normalt teret mindig ezzel a topoldgiaval, az
ugynevezett norma topologiaval ellatott topologikus vektortérként kezeliink.

A norma altalanositisa a szeminorma. Az X vektortéren értelmezett # : X —* [ fiiggvényt igy nevezziik, ha
barmely *+¥ elemek és A skalér esetén

1.
plxy =0,
2.
p(X-2) = [Np(z) .
3.

ple+y) € ple)+ply)

Adott P szeminorma esetén az origd koriili T = U sugart nyilt P -gombét a fentiek mintéjara értelmezziik:

mindazon = pontok halmaza, melyekre P{*) < teljesiil. Ha az X vektortéren adott szeminormdk egy *
csaladja, akkor az X -et azzal a topologiaval ellatva, melynek szubbazisat képezik a P csalad P elemeihez
tartozo6 nyilt ¥ -gombok, szeminormalt térnek nevezziik, az illetd topoldgiat pedig az adott szeminorma csalad
altal indukalt topologianak. Megjegyezziik, hogy béar ez a topologia mindig vektortopologia X -en, ezzel a
topologidval X nem feltétleniil topologikus vektortér. Eléfordulhat ugyanis, hogy ez a topolégia nem Io -
tulajdonsagu. Ahhoz, hogy az legyen, a szeminorma csaladra egy feltételt kell tenniink.

4.9.3. Tétel.

Legyen X valos vagy komplex vektortér, P pedig szeminorma csalad X -en. A P csaldd
altal indukalt topologia akkor és csak akkor Ty -tulajdonsagt vektortopologia, ha barmely
£ # 0 esetén van olyan ¥ a P csaladban, melyre ple) #0

Bizonyitas.
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Ha az adott feltétel teljesii}; akkor fgpmely) ";ﬁﬁ Y pontok és az T — Y #0 elemhez

valasztott adott tulajdonsagu  esetén ,Saz
. 1 T 1
U={z:p(z —x) < Sp{y - )} és V={z:p(z—1y) < oy — x)}

halmazok nyiltak, diszjunktak, valamint  az {7 -nak, ¥ a " -nek eleme. o
A tételben szerepld tulajdonsag fennallasa esetén a szeminorma csaladot elvalasztonak nevezziik. A tétel szerint
tehat egy szeminorma csalad altal indukalt topologiaval ellatott vektortér pontosan akkor lokalisan konvex
topologikus vektortér, ha a szeminorma csalad elvalaszto.

Megjegyezziik, hogy egy vektortéren adott szeminorma csalad altal indukalt topologiara nézve a csaladhoz
tartozo szeminormak nyilvan mind folytonosak.

10. 4.10 A Minkowski-funkcional

Most bevezetiink egy fontos fogalmat. Legyen X topologikus vektortér, A pedig egy konvex elnyelé halmaz
X -ben. Az A halmaz Minkowski’ H-funkcionalja a kvetkez6 fliggvény: barmely X -beli = esetén legyen

pale) =inf{t =0:t 1re A},

Mivel A a 4.9.1. Tétel szerint elnyeld, igy a Minkowski-funkcional véges értékeket vesz fel. Ervényes a
kovetkezo tétel.

4.10.1. Tétel.

Legyen X topologikus vektortér, A pedig konvex elnyeld részhalmaz X -ben. Ekkor
fennallnak a kovetkezok:

1.
pale +y) = pale) + paly)  nacsak -¥ az X elemei:
2.
palte) = tpalr) hacsak « az X eleme, t = 0 ;
3.
ha A korszerli, akkor #A szeminorma;
4,

ha B ={e:palz) <1} o C={z:pale) <1} agor BCACC | tovabba
HE = A = Heo |

Megjegyezziik, hogy ha A konvex és elnyeld, akkor kénnyti latni, hogy B és T is ilyenek.
Bizonyitas.

Barmely X -beli  esetén legyen Hy={t>0: S A} . Mivel A nyilvan
tartalmazza a nullat, valamint elnyeld, ebb6l adodéan ha & =t ést a Halr) pey tartozik,
akkor & is a HALT) _hez tartozik. Tehat HALL) egy felegyenes, melynek baloldali
végpontja nalX)

"Hermann Minkowski, német matematikus (1864-1909)
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Tegyiik fel, hogyIf,{l{T} <8 paly) <H éslegyen t=5+1  Ekkor & az s A |
hoz, pediga -hoz tartozik. Mivel  konvex, ezért

8 £
u e +y) = ;{";_1 z)+ ;{t_ly}*

ami A -hoz tartozik, tehat #AUE T ¥} <1 A 2 e 3. allitas nyilvanvalo. Vegiil, ha = a
B -nek eleme, akkor #407) <1 ense 1 a HA(*) pen van, ezért 2 az A -nak eleme.

Tovébbs, ha * az A -nak eleme, akkor #AUE) £ 1 Ezekbél az adodik, hogy
BCACC g igy minden X -beli = -re

Hy{r) C Hy(x) C Holr),
amibdl
pe{r) < palr) < pp(r).

A forditott egyenlStlenség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy polr) <s <t < uglr)
—1..
Ekkor s ' a ' -nek eleme, tehat pol(s ey <1 , ezért

_ k]
paltle) < JEL

, -1, .
fgy t7% a B -ben van, pp(t™ ) <1 , és pplr) <t , ami lehetetlen, igy
pe{r) = pplr)

4.10.2. Tétel.

Legyen X lokalisan konvex topologikus vektorér, B pedig a nullanak kérszerii konvex nyilt
halmazokbol 4ll6 kérnyezetbazisa. Ekkor a I3 -beli halmazokhoz tartozé Minkowski-
funkcionalok csaladja elvalaszté folytonos szeminorma csalad.

Bizonyitas.

Mivel B minden eleme korszerii, konvex és a 4.9.1. Tétel szerint elnyeld, igy az el6z6 tétel
alapjan a szébanforgé P csalad szeminormakat tartalmaz. Ha #0 , akkor ' nem tartozik

hozza B valamely V eleméhez, s ezért pvir) 21 vagyis a P csalad elvalaszts. Ha
hozzatartozik a B -beli V' -hez, akkor van olyan ¢ = 1, hogy ¢« is ¥ -ben van, hiszen ¥
nyilt. Ezért #v <1 a V -, igy ha € >0 ¢ *—¥ az £V -ben van, akkor
pvile —y) <& Masrésat

pyie) < pyly) + pvle —y) pvly) < pyle) + pyle —y)

a szeminorma szubadditiv tulajdonsaga miatt, tehat ha adott a tetszéleges € = 0 és £ — ¥ az
=V _ben van, akkor

lpv{z) — py{y)| € pyle —y) <=,
tehat #V folytonos. o

A kovetkez0 tétel szerint pontosan azoknak a topologikus vektortereknek a topoldgiaja indukalhat6 elvalasztd
szeminorma csaladdal, amelyek lokalisan konvexek.

4.10.3. Tétel.

(Minkowski) Egy vektoréren adott topologidval a tér pontosan akkor lokalisan konvex
topologikus vektortér, ha azt elvalaszto tulajdonsagu szeminorma csalad indukalja.
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Bizonyitas.

A feltétel elegenddsége vilagos: a 4.9.3. Tételben, illetve az elbtte és utana tett
megjegyzésekben lattuk, hogy egy vektortéren értelmezett elvalaszté tulajdonsagu
szeminorma csalad altal indukalt topologiaval a tér lokalisan konvex topologikus vektortér.
Megforditva, legyen X lokalisan konvex topologikus vektortér, 13 pedig a nulla korszerii
nyilt konvex halmazokbdl all6 kérnyezetbazisa, melynek 1étezését a 4.9.2. Tétel biztositja. A
4.102. Tétel szerint a BB -hez tartozé halmazok Minkowski-funkcionaljainak csaladja
szeparalé folytonos szeminorma csalad. Jelolje 71 az e csalad altal indukalt topologiat X -en,
mig legyen T a tér eredeti topologidja. Mivel minden Minkowski-funkcional folytonos, igy

nyilvan 71 S 7 . Megforditva, ha W a B -hez tartozik, akkor W = {a: pwr(x) < 1}
miatt W a nulla 1 sugart nyilt #W -gémbje, igy 71 -hez tartozik, vagyis 7 © 71 | s ezzel a
tételt igazoltuk.

H. Minkowski o

11. 4.11 Konjugalt terek

Az X topologikus vektortér linearis funkcionaljainak nevezziik a térnek a skalarok topologikus vektorterébe
valo6 folytonos homomorfizmusait. Koénnyt latni, hogy a skalarok vektorterébe valo linearis leképezés pontosan
akkor folytonos, tehat pontosan akkor linearis funkcional, ha minden korlatos halmazon korlatos az
értékkészlete. Az dsszes linedris funkcionalok halmaza a pontonkénti linearis miiveletekre nézve nyilvan linearis
tér, ugyanarra a skalartestre nézve. Az X Osszes linearis funkciondljainak terét X* jeloli, s az X tér
dualisanak, vagy konjugaltjanak szokas nevezni. E téren legalabb két fontos topologia segitségével szokas
topologikus vektortér-strukturat értelmezni. Az egyik a korlatos konvergencia topologiaja. Legyen az X -beli

B Korlatos halmaz és az J linearis funkcional esetén

gl f) = sup |{ f{x)] .
zeB

Amint az kénnyen lathato, @ = {aB} elvalaszto szeminorma csalad X* -on, ha B végigfutja az X osszes
korlatos részhalmazainak osztalyat. A & csalad altal X* -on indukalt topologiat a korlatos konvergencia
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topoldgidjanak nevezziik. Konnyt ellendrizni, hogy ezzel a topologidval ellatva X * lokalisan konvex tér. Azt is
konnyt 1atni, hogy ebben a topologiaban linearis funkciondlok egy altalanositott sorozata akkor és csak akkor
konvergens, ha ez az altalanositott sorozat az X minden korlatos halmazan egyenletesen konvergens. Az X
topologikus vektortérben nyilvan minden véges részhalmaz korlatos. Ha az iménti definiciéban B az Osszes
korlatos halmazok osztalya helyett csupén az ('jsszes Véges halmazok osztélyét futja végig, akkor a konjugalt

iy

sy

indukalja: barmely X -beli = esetén legyen p-"f{j ) = |f{=) | , ekkor a {pﬂf}ﬂfe-‘ szeminorma csalad altal
X" -on indukélt topolégia - amint az konnyen lathato, - éppen a gyenge*-topologia. A gyenge*-topologia
nyilvanvaloan altalaban gyengébb a korlatos konvergencia topologiajanal.

Tegyiik fel most, hogy az X topologikus vektortér normalt tér. Ekkor a konjugalt téren is értelmezhetiink

normat a kovetkezd, természetes modon. Legyen [ linearis funkcional X -en, ekkor f korlatos az X zart
egységgdmbjén. Legyen

I£Il = sup [f{x)].
[l =1

Konnyen lathatd, hogy Il norma x* -n, mellyel X* -ot ellitva X" Banach-tér. Ebbél a norméabol

szarmazé topologiat az X ™ tér norma-topolégiajanak nevezziik, mely nyilvan erésebb a korlatos konvergencia
topologidjanal, igy a gyenge*-topologianal is. Normalt terek esetén a konjugalt tér zart egységgdmbje alatt
értelemszerlien a most értelmezett normara nézve 1 -nél nem nagyobb norma4ju lineéris funkcionalok halmazat
kell érteni. A gyenge*-topoldgia egyik legfontosabb tulajdonsagat a kovetkezo tétel fejezi ki.

4.11.1. Tétel.

(Banach-Alaouglu) Tetsz6leges normalt tér konjugalt terében a zart egységgdmb gyenge*-
kompakt. 84

Bizonyitas.

Tetszoleges X -beli i esetén jeldlje I o [Al = [l tulajdonsaga A skalarok halmazat.
Igy valos normalt tér esetében I:a [l 1fll] zart intervallum, komplex tér esetén pedig
az origd kozépponth [l sugaru zart korlemez, tehat mindkét esetben I, kompakt

topologikus tér. Vilagos, hogy az X" tér S zart egységgombje a n:ﬁE-T Ly szorzattér
részhalmaza, valamint azt is kdnnyt 1atni, hogy ezen a halmazon a szorzat-topoldgia pontosan
megegyezik a gyenge*-topologiaval, hisz mindkét topologia éppen a fiiggvények pontonkénti
konvergenciajanak topologidja. A 4.2.2. Tyihonov-tétel szerint tehat S egy kompakt
Hausdorff-féle topologikus tér részhalmaza, s ha megmutatjuk, hogy S a gyenge*-

topologiaban zart halmaz, akkor készen vagyunk. Legyen tehat (fidier linearis funkcionalok
egy dltalanositott sorozata az I irdnyitott halmazon, s tegyiik fel, hogy | fill =1 teljesiil
minden i -re. Ha ez az altaldnositott sorozat az § -ben konvergal az f elemhez, akkor az

U i{z) ]ief Altalanositott sorozat f () -hez konvergal minden X -beli * esetén. Mivel
filde + py) = Afile) + pfily)

teljesiil minden X -beli ¥ &s At skalarok esetén, igy a pontonkénti konvergencia miatt
fis teljesiti ezt az egyenlOséget, vagyis f linearis leképezése X -nek a skalarok
vektorterébe. Tovabba, mivel |fil}| = || teljesiil minden & -re és minden ¢ -re, igy

LA < 1l is fennall minden X -beli = e, s igy [ legfeliebb 1 normaju linedris
{ gy grel) i
funkcional, vagyis & -hez tartozik, s ezt kellett bizonyitani. o

®Leonidas Alaoglu, kanadai-amerikai matematikus (1914-1981)
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12. 4.12 A Hahn-Banach-tétel

Ebben a szakaszban a linearis analizis egyik fotételével foglalkozunk. Ennek a tételnek tobb valtozata van, ezek
koziil a szamunkra legfontosabbakat vizsgaljuk most.

4.12.1. Tétel.

Legyen X valos vektortér, M pedig egy altere, valamint #: X —* R olyan fiiggvény,
mely teljesiti a

@.1) plx +y) < plx) +ply) é plte) = tp(x)

egyenléségeket, ha ¥ az X eclemei és t = 0 valos szam. Ha fiM =R jinearis
leképezés, melyre fenndll fle) < ple) minden M -beli  esetén, akkor létezik X -en
olyan A: X — R linearis leképezés, melyre Az) = flx) , ha x az M -nek eleme,
valamint — P{—2) £ Ale) £ (2] har az X eleme.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy M # X &5 *1egy M -en kiviili elem. Elszor f -et kiterjesztjiik az
My={z+te:re M tecR}
altérre a kovetkez6 modon. Mivel
fla)+ flyy = fle+y) £ plet+y) € ple) +ply) £ple —o) +ple +y).
ezért
flay —ple —m) < pler+y) — fly)

teljesiil az M tetsz6leges “+¥ elemei esetén. Jeldlje « a baloldali értékek halmazanak
pontos felsé korlatjat, ha & az M halmazt futja végig. Ekkor

4.2) Jlr) —a < ple =) & fly) +o <pler+y)

érvényes minden M -beli *-Y mellett. Legyen

a3y Al + ta1) = [(z) + ta,

hacsak = az M -bdl valo, ¢ pedig valds szam. Ekkor fi: My = R jinearis leképezés ¢és
fi=1Faz M -en. Megjegyezzilk, hogy a ( 4.3) egyenléség egyértelmiien értelmezi fi et
M1 _en, hiszen, amint az konnyen lathato, az M1 _peli elemek  +t71 alakban vald
eléallitasa egyértelmil. Ha a t = {) és a ( 4.2) els6 egyenlStlenségében & helyére t 71z et a
masodikban pedig ¥ helyére t_l'!! -t irunk, majd a kapott egyenlGtlenségeket & -vel
beszorozzuk, azonnal kapjuk az fgp egyenldtlenséget M _en,

A tovabbiakban a 4.1.2. Zorn-lemmat alkalmazzuk. Az f Osszes linearis, és a ¥ -vel
kapcsolatos egyenldtlenséget teljesitd kiterjesztései az M -et tartalmazé alterekre nyilvan

féligrendezett halmazt alkotnak, melynél az M re valo f k1terjesztes akkor all relacioban

MY P M C M H I

az -re vald kiterjesztéssel, ha és az kiterjesztése. Konnyen
lathato, hogy erre a féligrendezett halmazra teljesiil, hogy benne minden lanc feliilrdl korlétos.
Valoban, egy lancnak felsd korlatja az a kiterjesztés, melynek értelmezési tartomanya a
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lancban szerepld kiterjesztések értelmezési tartomanyainak egyesitése, melyen a kiterjesztés
értelemszerien van  definidlva. Igy, a Zorn-lemma szerint, f nek van maximalis

kiterjesztése, melynek értelmezési tartomanya sziikségképpen X | hiszen egyébként a tétel
elsé részében latott modon ennek a kiterjesztésnek tovabbi valodi kiterjesztését adhatnank
meg, ami a maximalitads miatt lehetetlen.
Végiil vegyiik észre, hogy minden X -beli = -re fennall

—p{—r) < —A{—x) = Ax),
s ezzel a tételt bebizonyitottuk o

4.12.2. Tétel.

Legyen M az X vektortér altere, F linearis leképezése M -nek a skalarok vektorterébe, ¥
pedig egy szeminorma X -en, melyekre fennall

F(@)] < pla).

hacsak = az M eleme. Ekkor van olyan A linearis leképezése M -nek a skalarok
vektorterébe, hogy

|A(2)] < plx).
hacsak @ az X eleme.
Bizonyitas.

Ha a skaldrok teste & , akkor az allitds az elézd tétel kovetkezménye, hiszen ilyenkor
pl—x) = p(x) _

Legyen X komplex vektortér és jelolje u az f valds, U pedig a képzetes részét:

ui{x) = Re f{x). vix) =Im f{r)
hacsak = az M eleme. Ekkor 1t -nak létezik I/ valos linearis kiterjesztése X -re az elézé
tétel alapjan gy, hogy U = ' az X -en. Legyen

@.4) M) = Ule) —al(zx)

hacsak @ az X eleme. Konnyen lathato, hogy A : X — L linearis leképezés. Az M altér
x elemeire fennall

in{e) —v{a) = i(ule) +iv(e)) =if{e) = flie) = uliz) + iv{ir),

amibol V() = —u{ir) ¢ u{r) =v{ir) syetkezik, ha * az M eleme. Mivel az M -
beli « -re ix is M -beli, igy

M) = Ule) — ill(ie) = u(x) —iu(iz) = wlz) +ivie) = fle).

vagyis A az f kiterjesztése. Végiil, minden X -beli = -hez van olyan @ komplex szam,
hogy |l =1 g5 [Ale)| = allx)  eper

Mz = allr) = Maor) = Ular) < plar) = p(r) .
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4.12.3. Tétel.

Ha X normalt tér, akkor minden 0 eleméhez van olyan [ linearis funkcional X -en, hogy
Flao) = llzoll g5 |F2)] < 2]l minden X -beli z esetén.

Bizonyitas.

Ha o =10 akkor legyen f =10 egyébként pedig legyen ple) = [zl 32 X minden =

eleme esetén, legyen M az i dltal generdlt egydimenzids altér, melyen f {tro) = txo | 4
alkalmazzuk az el6z6 tételt. O

A kovetkezo tételhez sziikségiink van az alabbi segédtételre.

4.12.1. Segédtétel.

Legyenek K.CauX topologikus vektortér diszjunkt halmazai, ahol & kompakt, C' pedig
zart. Ekkor van a nullanak olyan V" nyilt kérnyezete, hogy

(K+V)n{C+V)=0.
Bizonyitas.
Ha K =0 | akkor akkor K +V =0 | igy nincs mit bizonyitani. Legyen & a J egy
pontja. Mivel C' zart, és nem tartalmazza  -et, ezért a 4.7.2. Tétel elsé allitasanak ismételt
alkalmazasaval kapjuk, hogy van a nullanak olyan Vi szimmetrikus nyilt kdrnyezete, hogy az
&+ Vi + Vi + Vi halmaz nem metszi €' -t, igy ¥z szimmetrigja miatt * + ¥z + Va nem

metszi '+ Vx -et. Mivel ' kompakt, vannak olyan ©1-%2:----Zn pontjai, hogy az
i + Vz, halmazok egyesitése tartalmazza K -t. Legyen

Tt
1" = ﬂ l}? -
i=1
ekkor
K+V CouUl (ei+ Ve, + V) C U (i + Ve, + Vo).
s ezen halmazok egyike sem metszi ' + V' -t. A bizonyitast befejeztiik. o

4.12.4. Tétel.

Legyenek AB g X topologikus vektortér nem iires, diszjunkt, konvex részhalmazai.

1.
Ha A nyilt, akkor van olyan A linearis funkcional X -en és olyan ¥ valds szam, hogy ha
r az A -nak, ¥ a B -nek eleme, akkor
ReAf{z) <+ < ReA{y).
2.

Ha X lokalisan konvex, A kompakt, B pedig zart, akkor van olyan A lineris
funkcional X -en és vannak olyan Y172 valds szamok, hogy ha * az A -nak, ¥ a B -
nek eleme, akkor

Re Alx) <4 < 2 < ReAly).
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Bizonyitas.

El6szor is megjegyezziik, hogy a tételt elegendd valds topologikus vektortérre igazolni. Ha
ugyanis ezt mar tudjuk, és X komplex vektortér, akkor X -et valos vektortérnek tekintve
1étezik U valos linearis funkcional a kivant tulajdonsaggal, s legyen A a 4.12.2. Tételben a (
4.4) egyenlettel értelmezett funkcional.

Legyen tehat X valos topologikus vektortér, @0 az A -nak, b0 a B -nek egy eleme,
valamint o = bo —an ¢s €' = A — B+ o . Ekkor ' a nulla konvex kornyezete X -
ben. A 4.10.1. Tétel szerint a C' halmaz #¢ Minkowski-funkcionélja teljesiti a 4.12.1. Tétel (
4.1) feltételét. Mivel A és B diszjunktak, igy *o nem tartozik €' -hez, s ezért
pel{rp) =1

Legyen Fltxo) =t a7 g gital generalt egydimenziés M altéren. Ekkor £ 2 0 esetén
Fltea) =t < tpe{rn) = perteo) .
mig ha £ < 0 | akkor

fltrg) =t <0< polteg).

A 4.12.1. Tétel szerint f kiterjesztheté X -re a A\ linearis leképezéssé, melyre ugyancsak
teljesiil & £ HC az egész X -en. Specialisan, A =1 a (' o, igy AZ—-1a —C -,
vagyis 1A £ 1 g puia V =0C11{(=C) kornyezetén. Ha £ > 0 , akkor Al <2 3 nulla
£V koryezetén, igy A folytonos a nullaban. Ha tehat 0 az X tetszéleges eleme, és & az
ro + £V _hez tartozik, akkor

Ar) —Arg)| = [Ae —mxp)| <2,
tehat A folytonos, vagyis linearis funkciondl. Ha @ az A -nak, b a B -nek eleme, akkor

Ma)y— A+ 1=Ma—b+mg) <prla—b+agy <1,

hiszen Meo) = fleo) =1  a—b+wg 3 O -hez tartozik és C nyilt. Ezért
ﬂ{f’ﬁ} < l{ﬁr} )

sziikségképpen diszjunkt intervallumok, mégpedig A{A) minden eleme kisebb A {B)
minden eleménél. Masrészt, A nyilt leképezés. Valoban, legyen 0 olyan eleme X -nek,
melyre M) =1 jiyen Y0 1étezik, mert A nem nulla. Ha G nyilt halmaz X -ben és ¥
egy eleme, akkor van olyan §>0, hogy ha [t <3 , akkor &+ i is G -hez tartozik,
ezert Mg +iw) =Ag)+t miar MG) 2 M) clemmel egylitt tartalmazza a
|A(g) — 8. Alg) + 4] nyilt intervallumot is. Tehat mivel A nyilt, igy AA) nyilt, és 7V -

Mivel AA) és A{B) konvex halmazok a valds egyenesen, igy

nak valaszthatjuk a AA) nyilt intervallum jobboldali végpontjat. Ezzel az elsé allitast
igazoltuk. A masodik allitds bizonyitdsdhoz a 4.12.1. Segédtételt hasznaljuk fel, melynek
értelmében van a nullanak olyan V' konvex nyilt kérnyezete, hogy 4 + V' nem metszi B -t.
Most alkalmazzuk az elsd allités soran bizonyitottakat A helyett A + ¥ -vel, s azt kapjuk,
hogy van olyan A linearis funkcional X -en, hogy MA+V) o A(B) diszjunkt konvex
halmazok, valamint AA+V) nyilt, és A(B) paloldalan helyezkedik el. Mivel A(A) 5

AfA+V) kompakt részhalmaza, ezért a A(A) szuprémuma és AMA+YV) jobboldali
végpontja altal meghatirozott nem iires nyilt intervallum barmely 71 < 72 pontjai
megfelelnek a kivanalmaknak. o

4.12.5. Tétel.

Ha X lokélisan konvex topologikus vektortér, akkor X* elvalasztja X pontjait.
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Bizonyitas.

Ha * # ¥ . akkor alkalmazzuk az elézé tétel masodik részét az A =17} & B = {y}
halmazokra. o

4.12.6. Tétel.

Ha M a X lokélisan konvex topologikus vektortér altere és <0 nincs benne M lezartjaban,
akkor van olyan A lineéris funkcional X -en, mely eltiinik M -en és Afg) =1

Bizonyitas.

A 4.12.4. Tétel masodik részében legyen A={r0} ¢ B =M . Ekkor MT0) nincs
benne A(M) -ben, ami ezaltal a skalarok egydimenzids vektorterének valddi altere, azaz

{0} . A kivant tulajdonsagt funkcionalt /A -nak Aiz0) -al valo osztasaval kapjuk. o

4.12.7. Tétel.

(Hahn-Banach-tétel) Lokalisan konvex topologikus vektortér alterének linearis funkcionalja
kiterjeszthetd az egész tér linedris funkcionaljava.

Bizonyitas.

Nyilvan feltehetjiik, hogy [ nem a nulla funkcional. Jelolje My az [ nullterét:
Mo = {x: f(x) =0} , és legyen 0 olyan, hogy o) =1 Mivel f folytonos, ezért
0 nem tartozik hozza Mo M -beli lezartjahoz, s igy X beli lezartjahoz sem. A 4.12.6.
Tétel szerint van az X -nek olyan A linedris funkciondlja, mely My -on eltiinik és
Aao) =1 Ha = az M -hez tartozik, akkor £ —f{#)70 az Mo eleme, hiszen
flaeo) =1 pzert

Afx) — fle) = Mz — fle)Mag) = Mz — fle)eg) = 0.
igy A=[ a7 M -en.o

Megjegyezziik, hogy az ebben a szakaszban szerepld tételek mindegyikét szokas ,,Hahn-Banach-tétel"-nek
nevezni: ez az elnevezés a fenti tételcsoportra vonatkozik.

13. 4.13 A Stone-Weierstrass-tétel

A Stone® H-Wesierstrass® 4-tétel a modern analizis egyik alapveté fontossigli eszkdze, melynek kiilonbozo
variansait fogjuk most attekinteni.

Legyen X kompakt Hausdorff-tér és jelolje C{X) az 6sszes X -en értelmezett komplex értékii folytonos
figgvények halmazat. A C(X) halmaz a fliggvények pontonkénti 6sszeadasaval és a pontonkénti skalarral valo
szorzassal komplex linedris tér. A fliggvények pontonkénti szorzasaval ellatva a ClX) tér kommutativ
egységelemes komplex algebra. A konjugalas miiveletével a C{X) tér kommutativ egységelemes # -algebra. A

ClX) _hez tartozo fliggvények nyilvan korlatosak. Az

[fllac = sup [f{)]
e X

°*Marshall Harvey Stone, amerikai matematikus (1903-1989)
9Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, német matematikus (1815-1897)
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Osszefiiggés - mint konnyen lathato - a C{X) téren normat értelmez. Ezzel a norméval ellétvﬂc (X) . mint
]gt"{gx_i)]en lathato - Banach-tér, s a szorzassal, és konjugalassal egyiitt kommutat{¥ggds§gelemes ({ Adlgebra. A

térben zart alteret alkotnak a valos értékii fliggvények, melyek terét jeloli. A tér egy
részhalmazat elvalasztonak nevezziik, ha a tér barmely két kiilonboz6 pontjahoz van a részhalmazban olyan
fiiggvény, mely a két pontban kiilonb6zo értékeket vesz fel.

Eldszor a Stone-Weierstrass-tétel valos valtozataval foglalkozunk.

4.13.1. Tétel.

(Stone-Weierstrass) Ha az X kompakt Hausdorff-tér feletti valos értékii folytonos
fiiggvények Cr{X) terében A olyan zart elvalaszto altér, amely a konstans 1 fliggvényt, és
az A -hoz tartozo fiiggvények abszolut értékét is tartalmazza, akkor A =Cr {}L}

Bizonyitas.

Ha [ ¢s 9 az A -hoz tartozo figgvények, akkor az X halmaz = pontjaiban
(fvgle)=max(f{x).gle)) & (fAg)e) = min flae), gle))

Osszefiiggésekkel értelmezett fvg , illetve fhg figgvény is A -hoz tartozik, mert
fveg=27{f+g+|f—gl) & frg=2""{f+a—If —gb).

Ezért, ha frfaeooo i faaz A hoz tartozo fliggvények ( 7 = 2 egész szam), akkor
fivfaveo v fo={fivfev vV fam)V fa

és
AnforoAfa={finfar A faci) A fa

az A -hoz tartoznak. Az X barmely ¥ # T elemeihez és barmely # B valos szamokhoz
van olyan A -beli [, hogy flei=a & fly)=05 | mert ha az A -beli 9 -re
glx) # 9ly) teljesiil, akkor van olyan 7 és § valés szam, hogy a velik képzett
f=v9+4 fiiggvényre fennall fle) =a ¢ fly) =158

Legyen B tetszéleges figevény a CRIX) _bsl, és barmely X -beli #+¥ elemeknél legyen
fﬂ“# olyan A -beli fiiggvény, amelyre f, u{” = h{z) , €s fﬂ”#{”} = h{y) teljesiil. Ha
feplz) < hiz)+e egyenlStlenséget kielégits X -beli z
elemek egy Usy nyilt halmazt alkotnak. Barmely X -beli # esetén az Uy (WE X )

halmazok egyesitési halmaza az X kompakt tér, hiszen ¥ beletartozik Usy -ba, ezért
vannak olyan X -beli ¥1-¥zs-.-» Yn (M pozitiv egész szam) elemek, hogy
Lrj'_‘,illl L—I L’rj’_“y-_:. L—I et L—I Ur‘u” - }1.' . AZ

£ = 1) valos szam, akkor az

f:r‘ - fﬁl’.‘.y] M fﬂ’f,y‘g ARERN f:ﬁyrr

fliggvényre nyilvan érvényes felz) <hiz)+e  haz az X -hes tartozik, tovébba
fele) = hlx) a7 fulz) > hlz) — ¢ egyenlétlenséget kielégitd X -beli z elemek egy

U nyilt halmazt alkotnak. Az U halmazok lefedik X -et, mert & nyilvan Ux -hez

tartozik, ezért vannak olyan X' -beli ¥1,¥2:-- -+ Tk (k pozitiv egész szam) elemek, hogy
er] I-—I [’rj'_"._-_, I-—I"' L—I{-‘rr"_ =A. AZ

F=FaV V-V
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fiiggvényre nyilvan érvépyes Jy fla) < hz)+e o Kl ﬁﬁr} — ¢t hazazX eleme.
fgyaz  zartsigamiatt az  -hoz tartozik, tehat .0

A CriX) tér egy linearis alterét vektorhalonak nevezziik, ha barmely f g elemeivel egyiitt az fVg e

fhg fiiggvényeket is tartalmazza. Mivel barmely Cr(X) peli [ esetén [fl=Fvo+{=fivO , ezeért
az elobbi tétel a kdvetkezOképpen is fogalmazhato.

4.13.2. Tétel.

(Stone-Weierstrass) Ha az X kompakt Hausdorff-tér feletti valos értékii folytonos
fliggvények Cri{X) terében A'olyan elvalasztoé vektorhald, amely a konstans 1 fiiggvényt
tartalmazza, akkor A siirti C{X) pen.
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M. H. Stone

T. W. Weierstrass
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U. Dini

A kovetkezo tételre van sziikségilink, mely 6nmagaban is fontos.
4.13.3. Tétel.

(Dini* ) Ha az X kompakt tér feletti valos értéki, folytonos fiiggvények CE{X) terében
az (folnel & ¢ fliggvények olyanok, hogy minden X -beli = helyen az (fal2))nen
szdmsorozat monoton csdkkend, és {z) -hez konvergal, akkor az {(Fanen fliggvénysorozat
Cr(X) pen & -hez konvergal.

Bizonyitas.

Barmely € > 0 valés szam és X -beli & elem esetén van olyan T természetes szam, hogy
frdz) —glz) <e . Az Ja és ¥ folytonossdga miatt az X -nek van olyan, az & -et
tartalmazo Ut nyilt részhalmaza, hogy minden Uz -peli ¥ helyen far () = faol) <e ,
és 4 () —gly) <e érvényes. Minthogy X kompakt tér, vannak olyan X -beli
T1.E2. 2L (] pozitiv egész szam) elemek, hogy az Usys Uszs - Use paimazok
lefedik X -et. Barmely ™ Z max{(fy, . May .- -+ Ty} indexnél minden X -beli = helyen,
ha ¥ az Us, -hoz tartozik, akkor

fn(-'r) - Q(I) = fn;,__(m) - Q(I) =
= (frz () = frz (2)) + (faz, () — gzi)) + (glrr) — g)) < 3e

érvényes, tehat az {fadnen fliggvénysorozat Cr(X) en 9 -hez konvergél. o

“Ulisse Dini, olasz matematikus (1845-1918)
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4.13.4. Tétel.

Van wvalés egyiitthatds polinomoknak olyan sorozata, amely a [~1.1] zart
egységintervallumon az e halmaz feletti folytonos valos értéki fliggvények normalt terében az

=+ || figevényhez konvergal.
Bizonyitas.

Legyen fo a konstans 1 polinom. A valés & esetén minden pozitiv egész 7 -re
] o —1f p2 . 2 ]
falz) =271 {z) + {1 —27)) Osszefiiggéssel értelmezett valos egyiitthatos Jfa

polinomok 2] £ 1 egetén nyilvan nem negativ értékiiek, és fale) 2 fasr(e) , ugyanis ha
fn.—]'[ﬂ'-’) E fn.'[ﬂ'-’} ,akkor

falz) = fagrlz) =
= g_l{fﬁ_l{ﬂ-’) f:{? }} =271 {fn,—l{ﬂ'-’} + fln{-']'-’}}{fn—l {ﬂ-’} - fn{ﬂ'-’}} =0

¢s fole) 2 file) | paert 1] £ 1 esetén az (frle)neit sorozat konvergél egy glz) =1

szamhoz, amelyre az fa ket értelmezd Osszefliggésb6l  hataratmenettel
— o 2

glz) =27 g a) + (1 — 27)) teljesiil, vagyis () =1—|¢

folytonos, igy a 4.13.3. Tétel alapjan az el < 1 tulajdonsagu i valos szamok halmazén az e

A 9 fiiggvény
halmaz feletti valés értékti folytonos fliggvények normalt terében az {1 — falnen
polinomsorozat az © ™ 1| fiiggvényhez konvergal. o

A kovetkezo tételt egyszerii linearis transzformacioval kapjuk az el6zébol.
4.13.5. Tétel.

Korlatos zart intervallumon az & — || fliggvény valods egyiitthatds polinomok egyenletesen
konvergens sorozatanak hatarfliggvénye.

Most mar ratérhetiink a Stone-Weierstrass-tétel komplex valtozatanak targyalasara.

4.13.6. Tétel.

(Stone-Weierstrass) Ha az X kompakt Hausdorff-tér feletti komplex értékii folytonos

figgvények C{X) normalt algebrajaban A olyan zart, elvalasztdé részalgebra, amely a
konstans 1 fiiggvényt, valamint az A -hoz tartozé fiiggvények konjugaltjait is tartalmazza,
akkor A =C{X)

Bizonyitas.

Legyen az A -beli valds értékii fiiggvények halmaza Ay A 4.13.4. Tétel alapjan Ay
tartalmazza az 4+ -hez tartozé fliggvények abszolut értékét is. Ha fazA egy eleme, akkor
vannak olyan valds értékti “-* fliggvények C(X) -ben, hogy f|=E+"':'“ , és itt
sziikségképpen t és U az A -hoz tartozik, mert az f fliggvény f konjugaltjaval

-1
uw=2""{f +u” , valamint ¥ = —#27 Yf - ” teljesiil. Ezért Ay elvalaszto csalad. igy a
4.13.1. Tétel alapjan A tartalmaz minden C(X) _beli valos érteki fliggvényt. Tehat
A=CX) 4

Emlékeztetiink arra, hogy az f:X=C fliggvény tartdja alatt azon pontok halmazanak lezartjat értjiik,
amelyekben a fiiggvény nem nulla. Ez nyilvan zart halmaz, melyet SUPE f jeldl, s az f et kompakt tartdjunak
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mondjuk, ha ez a halmaz kompakt. Az 6sszes komplex értékii folytonos kompakt tartoju fiiggvények halmazat
CelX) jelsli, melyen a

I 1l = sup | flx)]
(4.5) zeX

definicié normat értelmez, amint az konnyen lathatd. A Col X) normalt tér egy linearis funkcionaljat pozitiv
linearis funkcionalnak nevezziik, ha nem negativ valos értéki fliggvényeken értéke nem negativ valds szam. A

kompakt tartoju fiiggvényeknél altalanosabbak a végtelenben eltiing fiiggvények. Az f: X = C akkor ilyen,
ha barmely £ > 0 esetén van olyan /' kompakt részhalmaza X -nek, melynek komplementerén J abszolut

értéke kisebb & -nal. Vilagos, hogy a ( 4.5) képlet az Gsszes ilyen tulajdonsagu folytonos fiiggvények ColX)
linedris terén is normat értelmez, mellyel az Banach-tér. Lokalisan kompakt Hausdorff-téren a végtelenben
eltiind folytonos fiiggvények konnyen jellemezhetdk. Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér, X' pedig az

X egypontos kompaktifikacioja. Barmely f:X=C fliggvény esetén jeldlje f X=C azt a fiiggvényt,
mely X -en megegyezik f -el, o -ben pedig a O értéket veszi fel.

4.13.7. Tétel.

Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér, X pedig az X egypontos kompaktifikicioja.

Az fe—f hozzarendelés izometrikus izomorfizmus a ColX) és a C{X) Banach-terek
kozott.

Bizonyitas.

Vilagos, hogy minden ColX) peli f eseten [ folytonos X en és minden X -en
folytonos fiiggvény X -re valé6 megszoritsa folytonos X -en. A tobbi 4llitas nyilvanvalé. o

Ezek utan kovetkezzen a Stone-Weierstrass-tétel megfeleldje lokalisan kompakt Hausdorff-tereken.

4.13.8. Tétel.

(Stone-Weierstrass) Ha az X lokalisan kompakt Hausdorff-tér feletti komplex értékii,

végtelenben eltlind folytonos fliggvények Co( X) normalt algebrajaban A olyan zart,
elvalaszto részalgebra, amelyhez tartozé fiiggvényeknek nincs kozds gydke, valamint az A -

hoz tartozo fiiggvények konjugaltjait is tartalmazza, akkor A= G(X) .
Bizonyitas.

Jelolje X az X egypontos kompaktifikacidjat, tetszdleges Go(X) beli [ esetén f a

fentebb értelmezett fliggényt, A pedig az osszes A beIL f fliggvényekbdl nyert f
fuggveények ¢és a konstans fiiggvények halmazat. Ekkor A teljesiti az 4.13.6. Stone-

Weierstrass-tétel feltételeit, igy egyenld A= C{JL]I -al, amibdl azonnal adédik allitasunk. o
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5. fejezet - INVARIANS KOZEPEK
ABEL-CSOPORTOKON

1. 5.1 Kozepek Abel-csoportokon

Legyen G Abel-csoport és jeldlje B(G) az ssszes G -n értelmezett korlatos, komplex értékii fiiggvények
halmazat. A B{G) komplex Banach-tér az

£ = sup | flz)]
rE(7

norméaval. A G csoport ¥ eleméhez tartozd 7¥ eltolasoperator nyilvan linearis izometria B(G) -n. A B{(G)
egy linearis funkcionaljat kozépnek nevezziik a ¢ -n, ha minden nem negativ, valos értékii fiiggvényen nem
negativ, valds értéket vesz fel, s a konstans 1 fiiggvényen értéke 1 . Példaul, a (& tetszéleges ¥ eleme esetén a
fiiggvényekhez az = -beli értékiiket rendeld funkcional nyilvan kozép. Mint kdnnyen lathatd, minden kozép

korlatos linearis funkcional, s az dsszes kdzepek halmaza a B(G) konjugalt terében nem fires, konvex halmaz.
Ha M kozép a (G Abel-csoporton, és minden G -beli ¥ elemmel
M7, f) = M{f)

teljesiil tetszéleges f korlatos fiiggvényre, akkor M -et invaridns kozépnek mondjuk.

5.1.1. Tétel.
Ha G véges Abel-csoport, akkor az egyetlen invarians kozép G -n az
: 1 :
Hf) = 2 fla)
Gl 7=,
_'I"E{-I

dsszefiiggéssel értelmezett M funkcional.
Bizonyitas.

Vilagos, hogy a fenti formula invarians kozepet értelmez G -n. Megforditva, legyen M
invarians kozép G -n. Ha Oz jeloli az x pontbol all6 egypontos halmaz karakterisztikus

fliggvényét, akkor a G' minden T-¥ elemére fennalld Ts-'_'{(s-"f )= 65'?# azonossag alapjan

"UMJ?} = "Umuj teljesiil. Ebbdl, valamint az 1= 23?5{’; Oy és f = zre(; f{’r}ﬁr
osszefiiggésekbol kovetkezik, hogy M =1 .o

5.1.2. Tétel.

Ha M kozép a G Abel-csoporton, akkor

1.

M(f) € M{g) ha f S0
2.

M) = WP
3.
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M(f)| < M{f]) .

M) = (1] teljesiil barmely fo9:G =€ gorlatos fiiggvények esetén.
Bizonyitas.

Ha f £ 9 , akkor ¢ — f nem negativ, amib6l kovetkezik 1 . Ha f=a+ib aholaésh
valos értéki fiiggvények, akkor

M(F) = M{a—ib) = M{a) — iM(b) és M{f) = M{a) —iM{h),

azaz teljesiil 2 . Mivel — Ifl=F=1f , ezért az 1. alapjan kovetkezik 3. Végiil 4. a 3. -

bol kovetkezik, hiszen az I =11 fliggvény nem negativ és valos értéki. o

2. 5.2 Invarians kozepek Abel-csoportokon

Az invarians kozepek létezésének bizonyitisihoz sziikségiink van a Markov* " -Kakutani? % -féle fixpont-
tételre.

A V' komplex linearis tér C' SV konvex részhalmazan értelmezett T: C' — C leképezést affin

leképezésnek nevezziik, ha barmely ' -beli £+ ¥ elemek és barmely [0.1] -beli A szam esetén
T(Az+ (1 — Ayy) = AT(x) + (1 — A)T{y)

teljesiil. Nyilvan a ¥ tér minden linearis leképezése affin.
5.2.1. Tétel.
(Markov-Kakutani) Lokalisan konvex topologikus vektortér nem iires, kompakt, konvex

részhalmazat Onmagaba képezd folytonos affin leképezések paronként felcserélhetd
csaladjanak van k6zos fixpontja.

Bizonyitas.

Legyen T a szoban forgd csalad egy eleme és a ' egy  eleme esetén értelmezziik a
kovetkezd elemeket ¥ = 0.1.. .. esetén:

.
TN = THx).

Mivel ' kompakt, az (#N)NeN gorozatnak van (N )icH konvergens részsorozata (' -
ben, melynek hatarértékét jelolje ¥ . Legyen ¥ a tér tetsz6leges linearis funkcionalja. Mivel

€' kompakt, ¥ korlatos C' -n, vagyis le(e)| < M teljesiil minden ' -beli & esetén
valamely M szammal. Masrészt,

2M
N+1’

lip(T{xn)) — wlan)| =

1

. N+l .

i STV ) — ofr
N 1|v( )) — wlx)]
Legyen V' = Ni & tartsunk i -vel végtelenhez, ekkor w(Tly)) = @ly) adodik. Mivel

lokalisan konvex topologikus vektortér dudlisa elvalaszté csalad, ebbdl T{y) =y
kovetkezik, vagyis az adott leképezések mindegyikének van C' -ben fixpontja. Minden T’

*Andrei Andrejevics Markov, orosz matematikus (1856-1922)
Shizuo Kakutani, japan matematikus (1911-2004)
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esetén a T leképezés ' -beli fixpontjainak halmazat jelolje Cr . Mivel a csalad tagjai
felcserélhetdk, igy Cr' -t a csalad minden leképezése onmagaba képezi, amibdl azt kapjuk,

ahogy a csalad barmely véges sok tagjanak van € -ben kozos fixpontja. Vilagos, hogy a Crp
halmazok nem iires, konvex, kompakt halmazok, melyek az eddigiek alapjan centralt rendszert
alkotnak, s igy metszetiik nem {iires. A metszet elemei a csalad leképezéseinek kozds
fixpontjai. 0

Legyen M tetszdleges kozép a & véges Abel-csoporton. Ha ¥ a G tetszdleges eleme és ¥ a B(G)

korlatos linearis funkciondlja, akkor értelmezziik a Ty funkcionalt a
I, wlf) = o Ty f)

formulaval. Mint kénnyen lathato, Tyy korlatos linearis funkcional B{G) - és Ty a B(G) konjugalt terének
korlatos linearis operatora.

5.2.2. Tétel.

Tetszo6leges Abel-csoporton 1étezik invarians kozép.
Bizonyitas.

A 4.11.1. Banach-Alaoglu-tétel szerint a B(G) tér konjugalt terének zart egységgdmbje a

gyenge*-topoldgiaban kompakt halmaz, igy a B(G) -n értelmezett 6sszes kdzepek halmaza
egy lokalisan konvex topologikus vektortér kompakt halmazanak konvex részhalmaza, az
5.1.2. Tétel 4. allitasa szerint. Megmutatjuk, hogy ez a halmaz gyenge*-zart is, s igy gyenge*-
kompakt. Legyen N egy korlitos linedris funkcional a kdzepek halmazénak lezartjabol.

Tegyiik fel, hogy valamely F valos értékii fliggvény esetén [m N{(f)#0 . Ekkor a
(i< 1) — ()| < [lm N(H)}

halmaz az N -nek gyenge*-kdrnyezete, tehat tartalmaz egy ¥ kozepet, 4m ©lf) valos
szam, ami ellentmondas. Igy N valos értékii fliggvényeken valos értéket vesz fel. Tegyiik

most fel, hogy valamely [ nem negativ, valds értékl fliggvény esetén N{f) <0 Ekkora
{2 [(f) — N{f)| < =N{f)}

halmaz az N -nek gyenge*-kornyezete, tehdt tartalmaz egy ¥ kozepet, am @(f) nem
negativ, ami ellentmondas. fgy V a nem negativ, valos értékii fiiggvényeken nem negativ,

valés értéket vesz fel. Végiil tetszdleges & = () esetén a {ab o (1) — N{1)| < £} halmaz
az N -nek gyenge*-kornyezete, tehat tartalmaz egy ¥ kozepet, am p(l) =1 , igy
1 —N{1)| <« , amibdl N1)=1 adodik, tehat N kozép. Ezzel igazoltuk, hogy az
Osszes kozepek halmaza gyenge*-kompakt halmaz. Vilagos, hogy a Iy eltolasoperatorok az

Osszes kozepek halmazat oOnmagaba képezik, gyenge*-folytonosak, ¢és egymassal

felcserélhetok. Igy az 5.2.1. Markov-Kakutani-féle fixpont-tétel alapjin ezeknek az
Tl =1

operatoroknak van { kozos fixpontja a kozepek halmazaban. Ekkor tehat teljesiil

minden & -beli ¥ esetén, azaz barmely f korlatos, komplex értékii fliggvény mellett fennall
Hryf) = (T D{f) = 1{(f) ,igy I invarians kozép. o
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A. A. Markov Sh. Kakutani

3. 5.3 Feladatok

Mutassuk meg, hogy minden k6zép korlatos linearis funkcional!

Mutassuk meg, hogy az &sszes kdzepek halmaza B(G) -ben nem iires, konvex halmaz!

Mutassuk meg, hogy a fentiekben értelmezett Ty operator a B(G) konjugalt terének korlatos linearis
operatora!

Mutassuk meg, hogy a fentiekben értelmezett Ty operator gyenge*-folytonos!
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1. 6.1 Karakterek diszkrét Abel-csoportokon

A G diszkrét Abel-csoportnak a komplex egységkor multiplikativ csoportjiba valé homomorfizmusait
karaktereknek nevezziik, melyek - mint konnyen lathatd - a pontonkénti szorzas miiveletére nézve Abel-
csoportot alkotnak: a & dualisat. Ezt - a fentiekkel 6sszhangban - (G -vel jeldljiik. A (G dudlisan topologiat
értelmeziink a kdvetkezd modon: legyen & = () tetszSleges, K pedig a (& egy véges részhalmaza, tovabba
legyen

UK, e)={x:|x{r)—1] < ha = € K}.

Azzal a topoldgiaval, melynél az egységelem kornyezetbdzisat az Osszes V(K. 2) halmazok alkotjak a &
csoport dualisa - mint kdnnyen lathatd - topologikus csoport. Ha a tovabbiakban egy diszkrét Abel-csoport
dualisardl, mint topologikus csoportrol beszEliink, mindig feltételezziik, hogy ezzel a topologiaval van ellatva.

6.1.1. Tétel.

Diszkrét Abel-csoport dualisa kompakt Abel-csoport.

Bizonyitas.
Vildgos, hogy a (& csoport duéliséban az egységelem kdrnyezetbazisat alkotjék az

Ul{zhe) = {x: [x{z) — 1| <&} apakn halmazok, ahol  tetszéleges & -beli elem. Am

T

ugyanezek a halmazok az egységelem kornyezetbazisat alkotjak a T¢ szorzat-csoport
megmutatnunk, hogy a & dualisa zart halmaz ebben a szorzat-topolégiaban. Legyenek €-¥ a
(7 tetszOleges elemei, és legyen & = 0 tetszGleges valds szam. Legyen # a G duilisa
lezartjanak egy eleme a szorzat-topologiaban. Mivel a

{abx [le) — ()| <} s Wbly) — plydl < e} n{e s ay) — play)| < e}
halmaz a # kornyezete, igy tartalmazza a (& dualisanak valamely X elemét. Tovabba, mivel
xlrey) =x(ex(y) | ezert lley) — ple) —p(y)] <32 41 fenn tetszéleges £ = 0
esetén, ami azt jelenti, hogy # karakter. Ebb6l adddik, hogy a (& dualisa kompakt Abel-
csoport. O

2. 6.2 Karakterek kompakt Abel-csoportokon

A G kompakt Abel-csoportnak a komplex egységkor multiplikativ csoportjaba vald  folytonos
homomorfizmusait karaktereknek nevezziik, melyek - mint konnyen lathatd - a pontonkénti szorzas miiveletére
nézve Abel-csoportot alkotnak: a & dualisat. Ezt - a fentiekkel sszhangban - G -vel jeldljiik. A (& duélisan
topolégiat értelmeziink a kovetkezd modon: legyen £ = 0 tetszéleges, & pedig a & egy kompakt
részhalmaza, tovabba legyen

U(K.e)={x:|x{z) — 1] <shaz € K}. {6.1) Azzal a topologiaval, melynél

az egységelem kdrnyezetbazisat az &sszes UK. ¢) halmazok alkotjék, a (G csoport dudlisa - mint kdnnyen
lathaté - topologikus csoport. Ha a tovabbiakban egy kompakt Abel-csoport dudlisarol, mint topologikus
csoportrdl beszéliink, mindig feltételezziik, hogy ezzel a topoldgiaval van ellatva.
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6.2.1. Tétel.

Kompakt Abel-csoport dualisa diszkrét Abel-csoport.
Bizonyitas.
A G kompakt Abel-csoport dualiséban a

{v:|x{z)—1| < lhaxr € G} (6.2) halmaz az
coységelem komyezete. Ha X ennek egy eleme, akkor X{G) a T egy kompakt

részcsoportja, ami nem az egész 1 . Mivel T -nek nincs valodi, {1} 61 kiilonbozs

részcsoportja, igy a fenti kérnyezet az {1} egypontos halmaz, tehit a (+ dualisa diszkrét. o

3. 6.3 Diszkrét Abel-csoportok dualitaselmélete

Legyen GG diszkrét, vagy kompakt Abel-csoport. A G barmely = elemével értelmezzik G dualis csoportjan
a P fliggvényt a kdvetkez6 modon: tetszéleges (& -beli X esetén legyen

P {x) = x{x). {6.3) Amint az kénnyen lathato, Pz a G

dualisanak karaktere, azaz, a ® 12— @z leképezés (& -t masodik dualisaba képezi. Ezt a leképezést a &
természetes leképezésének nevezziik.

6.3.1. Tétel.

Diszkrét Abel-csoport részcsoportjdnak oszthatd csoportba vald homomorfizmusa
kiterjeszthetd az egész csoport homomorfizmusava.

Bizonyitas.

Legyen H a (G diszkrét Abel-csoport részcesoportja, és ¥ a H homomorfizmusa a [
oszthaté Abel-csoportba. A ¥ -nek a H -t tartalmazé részcsoportokra vald homomorf
kiterjesztései a tartalmazasra nézve féligrendezett halmazt alkotnak. Konnyi latni, hogy ebben
a féligrendezett halmazban minden nem {iires lancnak van fels6 korlatja, tehat a 4.1.2. Zorn-
lemma alapjan ennek a féligrendezett halmaznak van maximalis eleme, amely nyilvan ¥ -nek
maximalis homomorf kiterjesztése. Megmutatjuk, hogy ennek értelmezési tartomanya mar az
egész (G csoport. Ehhez elég azt igazolni, hogy ha = a H -n kivili elem, akkor ¥
homomorf médon kiterjeszthetd az =™h alakli elemek Hy csoportjara, ahol 1. egész szam,
és h a H eleme. Két esetet kiilonboztetink meg. Ha ™ egyetlen 7 = 1 egész szam esetén

sem tartozik H -ba, akkor legyen P12"R) =¢(h) minden Ho -beli #*h esetén. Ez a
definicié korrekt, mert ha =" hy = 2"} teljesiilne valamely hi,ha , H -beli elemek és
killonboz6 T1: T2 egészek mellett, akkor =™~ ™ a H -ba esne, ami lehetetlen. Vagyis,

esetiinkben a H0 elemeinek «h alakban valo eléallitasa valamely . egész szammal és H
-beli i elemmel egyértelmii. Ezért

Gl hy - 2™ he) = @{a™ e - hihe) = @by )p(he) =
— @(e™hy) - Gx™2hy), (6.4)
homomorfimusa (& -nek I} -be, s nyilvan H -n ¥ -vel egyenld.

igy ¥

A masik esetben valamely ™ 2 2 egész szam esetén = a H eleme. Ekkor legyen k a
legkisebb ilyen tulajdonsagu egész szam, s rogzitve egy olyan I -beli z elemet, amelyre

R
teljesil a = h ) egyenldség, legyen Glae™h) = = ‘F”"} . A definicié korrektségéhez
meg kell mutatnunk, hogy ha *"h1 =2"2ha  akkor 2" ‘F”’l} =z"2p(h2) | vannak
olyan 4.1 nem negativ, egész szamok, hogy 0 <1 < k ¢g Tz —n1 = ak+1 Mivel
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Jto—iwy okl ok A . K
-hoz tartozik, ezért ~ is,Sa  minimalitasa miatt gy
2" p(he) = 2™ 2% p(ho) = 2™ (2% ha) {6.6) de  az

™Mby = 2" hy = x™ ﬂ-’qkhz egyenl6ség alapjan ﬂ-’qkhz = h , s a fenti egyenléség
jobboldala 2" A1
Végiil
G hy - 2™ ho) = G{e™T L hihe) = 2MT (b )e(he) =
= @™ hy) - GHax"2ha), {6.7) igy

¥ most is homomorfimusa G -nek D -be, s nyilvan H -n ¥ -vel egyenld. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk. O

6.3.2. Tétel.

Diszkrét Abel-csoport izomorf masodik dudlisaval, s az izomorfizmust a természetes
leképezés 1étesiti.

Bizonyitas.

A természetes leképezés a (& diszkrét Abel-csoportnak masodik dualisaba vald
homomorfizmusa, ami a

Py () = xlry) = xle)x(y) = 2200)P, (x) (6.8)

egyenl8ségbdl kovetkezik. A @ homomorfizmus magja a (G csoport azon x elemeibél all,
melyekre xle) = Pa{x) =1 teljesiil minden X karakter esetén. Megmutatjuk, hogy ez
csak & = € esetén lehetséges. Ha ugyanis # e aGG tetsz6leges eleme, akkor legyen €t 1 -
t6l kiilonbozo, egységnyi abszolut értékii komplex szam. Az * = ok ( k egész szam)
leképezés nyilvan homomorf leképezése a & csoport & altal generalt részcsoportjanak T' -
be. Mivel T oszthats, ez a homomorf leképezés kiterjeszthet6 a (& karakterévé, s a

kiterjesztés az = elemen 1 -t6] kiilonboz6 értéket vesz fel: @ -t. igy a természetes leképezés
izomorf leképezése (& -nek masodik dualisaba.

Most a sziirjektivitds bizonyitasa kovetkezik. A (& csoport dualisa kompakt, és P{G) 4
C{G) -pen elvalaszto csalad, ugyanis, ha X1 FX2a G elemei, akkor valamely G -beli =
elem mellett X1(%) # X2(#) | aza7 Palx1) # P2lx2) ervenyes. Tekintsiik a P{G) el

figgvények véges linearis kombinacidinak halmazat. Ezek egy algebrat alkotnak c(G) -ben,
mely elvalaszto tulajdonsagu, az 1 -et tartalmazza, és a konjugalt-képzésre nézve zart. A

4.13.6. Stone-Weierstrass-tétel szerint tehat P(G) sir ClG) ben. Ha & a G olyan
karaktere, mely nem tartozik ®{G) -be, akkor & ortogonlis (G) minden elemére (hiszen

e , - 52
a kiilonbozé karakterek ortogonalisak), igy ortogonalis ClG) -re. Am ClG) strii LAHG)

=,
ben, igy ¢ ortogonalis LAG) -re is, tehat sajat magara is, ami ellentmondas. o

4. 6.4 Konvolucioés operatorok kompakt Abel-
csoportokon

Legyen { egy rogzitett invarians kozép a G kompakt Abel-csoporton. Mivel & -n minden folytonos

fiiggvény korlatos, igy I a ClG) korlatos linearis funkcionalja, mely rendelkezik a 5.1.2. Tételben felsorolt
tulajdonsagokkal, és Iy =1

6.4.1. Tétel.
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Ha f nem azonosan 111{1}3} e negativ, folytonos, valos értékli fiiggvény a (G kompakt
Abel-csoporton, akkor

Bizonyitas.

Mivel J nem azonosan 0 , igy van G -ben olyan o pont, olyan U kémyezete az
egységelemnek, és van olyan 7 = () szam, hogy fley Zzm ha @ az TolU hoz tartozik.
Az YU alaku nyilt halmazok lefedik G -t, ha ¥ végigfutia G -t, igy a kompaktsag miatt
léteznek olyan ¥1:Y2.-- - Y (3 -beli elemek, hogy G € tn U/ Uy2ll U -+~ Uyall | Exkor

Ty]_jf + Tuz_jf- -t TU;If >m

teljesiil. Ebbol kovetkezéen

. 1 — . 1 . . | |
1= H_Zl‘r“ﬂ:?’” = —Hrof+rpaf ot f) 2 2 >0
J:

]

Amint az kénnyen lathato, az (fog9 =1(f-3) definicioval (f.9) bels6 szorzat C(G) -n, melybdl szdrmazd
[fll2 = (£ ”uﬂz}}% normaval ClG) normalt tér, de nem feltétlenil teljes. Teljes metrikus burka LE{GJ ,
amelyre - mint konnyen lathato - a belsé szorzat egyértelmiien kiterjeszthetd, s a kiterjesztéssel LZ{G}' Hilbert-
tér. Ha f egy LQ{G} -beli fiiggvény, akkor I{f) az 1) belsé szorzatot jelenti. Ez nyilvan megegyezik

I{f) korabbi értékével, ha [ folytonos. Az I funkcionalt, mely tehat €{G) - van értelmezve és nyilvan
korlatos linearis funkcional, Haar" " -integralnak nevezziik.

Célszertinek latszik a véges Abel-csoportok esetében alkalmazott gondolatmenet megismétlése a C{G) helyett

az LG} Hilbert-teret hasznilva. Az eltolasoperatorok ezen a téren is egymassal felcserélhetd unitér
operatorok, melyek kozos sajatfiiggvényei a karakterek. Arra azonban egyel6re nincs garancia, hogy az

2 2
eltolasoperatoroknak LAHG) -n van-e elég sok kozos sajatfiiggvénylik, tehat van-e LAG) -ben az
eltolasoperatorok kozos sajatfliggvényeibdl allo teljes ortonormalt rendszer? Az eltolasoperatorok helyett
célszeriibb lesz a konvolucids operatorokat tekinteni.

‘Haar Alfréd, magyar matematikus (1885-1933)
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A. L. Cauchy

V. J. Bunyakovszkij
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H. A. Schwarz

- 2
Ha [+ 9 a2 L7(G) elemei, akkor a Cauchy? "I -Bunyakovszkij " -Schwarz* "I -egyenl6tlenség alapjan az
. o =1y 2

y = fley " )aly) fiiggvény is LHG) -beli, s ezek konvoluciojat az

(f »g)x) = L{flxy~")g(y) (6.9) Osszefiiggés értelmezi minden G -
beli iz esetén. Itt, és a kés6bbiekben az I!:' jelolés arra utal, hogy az { funkcionalt rogzitett = mellett az
y = flay™oly) fiiggvényre alkalmazzuk. Ekkor - mint kénnyen lathato - f * ¢ ugyancsak L (G) -beli,
sét, ha Jf folytonos, akkor J * ¢ is az.

2 , ,
Rogzitett LAHG) -beli @ esetén az da:frraxf operator nyilvan linearis, melyet az ¢ -hoz tartozo
konvolucids operatornak neveziink. Konnyen lathato, hogy Aa teljesen folytonos operator: minden korlatos
halmaz képének lezartja kompakt.

A teljesen folytonos operatorok elméletében alapvetd fontossagli a kovetkezo tétel, mely a teljesen folytonos,
normalis operatorok spektraltétele.

6.4.2. Tétel.

(Hilbert-Schmidt® "X ) Hilbert-tér zérustol kiilonboz6, teljesen folytonos, normalis
operatoranak van zérustol kiilonb6zo sajatértéke, és minden zérustdl kiilonbozo sajatértékhez
tartozé sajataltér véges dimenzids.

2Augustin Louis Cauchy, francia matematikus (1789-1857)

3Viktor Jakovlevics Bunyakovszkij, orosz matematikus (1804-1889)
‘Hermann Amandus Schwarz, német matematikus (1843-1921)
SErhard Schmidt, német matematikus (1876-1959)

69
XMLmind XSL-FO Converter



DISZKRET ES KOMPAKT ABEL-
CSOPORTOK
DUALITASELMELETE

W N % E. Schmidt

Ugyanakkor, konnyt latni, hogy fennall Ap = Ao , ahol a™{x) = a{z™) . Igy a konvolucios operatorok
normalis operatorok. Mik a konvolucids operatorok kozos sajatfiiggvényei? Ha az LE{GJ beli f fiiggvény
egy ilyen k6z0s sajatfiiggvény, akkor minden LQ{G} -beli @ esetén @ * f = AMa)- f teljesiil. Az is lathato,
hogy a konvolucios operatorok magjainak metszete () . Ha ugyanis & * f =10 411 fenn minden LE{GJ -beli ¢

0=f"=fle) = /{ Fy™ D flydy = /If{;ff}'lgffy: ,

esetén, akkor az @ = f" -ra azt kapjuk, hogy Igy,

ha J kozos sajatfiiggvény, akkor valamely i -ra Ma) #0 . Masrészt

rola* fi{x) = / alzzy ) flyddy = mea s fx) = Mrza) - f(x) _ _ .

Jaz minden G -beli z esetén teljesiil,
igy
= —nfax f) = 2

May) M) tehat J/ az eltolasoperatoroknak is kozos sajatfliggvénye. Megforditva,

ha f kozos sajatfiiggvénye az eltolasoperatoroknak és Fley=1 , akkor f karakter, és kozos sajatfliggvénye a

, 2
konvoluciods operatoroknak. Igy elég lenne azt tudni, hogy L*{G) _pen 1étezik a konvolicios operatorok kozos
sajatfliggvényeibdl allo teljes ortonormalt rendszer.

6.4.3. Tétel.
(Hilbert-Schmidt-tétel) Hilbert-téren adott, paronként felcserélhetd, teljesen folytonos,

normalis operatorok esetén van a térben az operatorok kozos sajatvektoraibol allo teljes
ortonormalt rendszer.

Bizonyitas.
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LegyedA az operatorok csaladja. Ha A = {0} , akkor az allitas trivialis. Ha A#£0 ,
akkor  -nak van zérustol kiilonb6z6 sajatértéke, s a megfeleld sajataltér véges dimenzios. A
fdlcserélhetség miatt ez a sajataltér thinden -beli operatornak invarians altere. Ebben az
-tol kiilohbozo, Osszes tobbi -beli_doperatornak van kozos sajatvektora, de ez
sgjatvektorg  -nak is. igy 1étezik azbsszed 1 + hdli operatornak kozokisajhtvektora. Minden
-beli operator eldallithatd alakban, ahol onadjungaltak,
teljesenHolytonokak, és felcsétélheték. Az dsszes ilyen shpten Bl#allO operatbEdk hafifada
legyen B.Ha  normalis, tetszéleges operator, és , akkor B
. Igy a  teljesen folytonos, paronként felcserélheté onadjungalt operatorokbol #H. A
kozos sajatvektorai megegyeznek az k6z0s sajatvektoraival. Legyen adott a  ko6zos
saj étvel%oraibél g’ll(’) maximalis ortonormalt rendszexf(Hzen rendszer linedris burkanak lezartja

legyen . Ha  ortogonglis komplementere nem , akkor az ortogonalis komplementer
invarians altere minden -beli operatornak, igy abban van ko6zos sajatvektor, ami
ellentmond a maximalitdsnak. Tehat a maximalis ortonormalt rendszer teljes, s ezzel a tételt
bebizonyitottuk. o

2
A tétel szerint tehat barmely G kompakt Abel-csoport esetén 1étezik olyan teljes ortonormalt rendszer LAHG) .
ben, amely karakterekb6l all. Mivel a karakterek paronként ortogonalisak, igy ebben a rendszerben
sziikségképpen minden karakter fellép.

6.4.4. Tétel.

2
Ha (7 kompakt Abel-csoport, akkor (7 6sszes karakterei LHG) pen teljes ortonormalt
rendszert alkotnak.

Az eddigiekbdl konnyen kapjuk a kovetkezé eredményt.

6.4.5. Tétel.

Kompakt Abel-csoporton a Haar-integral egyértelmii.
Bizonyitas.

2 2
Tegytik fel, hogy 5 ¢s I két Haar-integral, s a megfelel6 L2 terek: L1(G) ¢ L2(G) | A
karakterek véges linearis kombinacidin a két belsé szorzat megegyezik, s mivel az ilyenek

2 2 2 2
striik LiG) -ben és L5(G) -ben is, igy a belsd szorzat L1(G) -n és L3(G) -n, tehat ezek

kozos részén, C{G) -n is megegyezik. O

5. 6.5 Diszkrét és kompakt Abel-csoportok
karakterelmélete

Legyen G diszkrét Abel-csoport, G pedig a G Gsszes karaktereinek csoportja a C% 81 srokolt
topoldgiaval. A 4.2.2. Tyihonov-tétel alapjan a

{zeC:|z<1}7

halmaz kompakt, s mivel G ennek zart altere, igy G kompakt. Az egységelem kornyezetbazisat alkotjak az
0sszes

{x€G: |x(g)—1] <e.k=12,....n}

alaki halmazok, ahol € > 0 tetszéleges valos szam, ™ 2 1 egész szém és G1:92+-- -+ dn a G csoport
tetszoleges elemei. A G tehat ezzel a topolégidval kompakt Abel-csoport. Legyen & kompakt Abel-csoport,

G a G osszes folytonos karaktereinek csoportja azzal a topologiaval, melyben a G egységelemének
kornyezetbazisat alkotjak az osszes
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{xeG:|x(g)—1|<e.ge K}

alak(i halmazok, ahol & = ) tetszoleges valos szam, KCG kompakt halmaz. Mivel 7 kompakt, igy {1} a

G egységelemének kornyezete, tehat G ezzel a topologidval diszkrét Abel-csoport. A fenti két topologia G -
n specialis esete a kdvetkezének.

Legyen (& lokélisan kompakt Abel-csoport, G a G osszes folytonos karaktereinek csoportja azzal a
topologidval, melyben a (& egységelemének kdrnyezetbazisat alkotjak az dsszes

{xeG:|x(g) -1 <e, g€ K}
alaki halmazok, ahol £ = 0 tetszéleges valos szam, KcaG kompakt halmaz. Ezzel a topolégiaval (&

lokalisan kompakt Abel-csoport. Ezt a topoldgiat kompakt-nyilt topologidnak nevezziik. Legyen & lokélisan

kompakt Abel-csoport és  : G — (G a ' természetes homomorfizmusa mésodik dualisaba, azaz

Dlg)ix) = x{g).

ha ¥ G -beli, X pediga (G folytonos karaktere. A dualitaselmélet egyik célja annak bizonyitasa, hogy ® a (7
nek G -re valo topologikus izomorfizmusa. Ez a Pontrjagin-féle dualitas-tétel. Ha ' diszkrét, akkor G

kompakt, igy & diszkrét, tehat ® nyilvan folytonos, s ha sziirjektiv és van inverze, akkor az is folytonos.
Diszkrét Abel-csoportok dualitasahoz tehat a természetes homomorfizmus injektivitasa és sziirjektivitasa kellett,
ezt lattuk az 6.3. szakaszban. Most a kompakt csoportok esetét fogjuk megvizsgalni. Legyen tehat (& kompakt

Abel-csoport, ennek G dudlisa diszkrét és G ismét kompakt. A dualis csoport topolégigjanak definicioja

alapjan a ©: G — G természetes homomorfizmus nyilvan folytonos. Megmutatjuk, hogy ® injektiv és
sziirjektiv.

6.5.1. Tétel.

Kompakt Abel-csoport masodik dudlis csoportjaba vald természetes homomorfizmusa
topologikus izomorfizmus.

Bizonyitas.

Az injektivitishoz elég megmutatni, hogy ha ¥ a G egységelemtd] kiilonbozé eleme, akkor

van a G -nek olyan X Karaktere, hogy xlg) #1 Tegyiik fel, hogy ez nem igy van. Ekkor
L*(G) C(G) pis:

minden folytonos f fiiggvény és minden G -beli & esetén fleg) = flx) teljesiil, de ez
lehetetlen, hiszen ¢ # & | igy ez a két elem folytonos fiiggvénnyel elvalaszthato, a 4.3.3. és
a 4.3.6. tételek szerint. A 4.3.7. Tétel és a most bizonyitottak alapjan tehat a természetes

B(G)

7
a g operator LAG) -ben a karaktereken identikusan hat, igy -n is, tehat

homomorfizmus G -nek -re valo topologikus izomorfizmusa. Ha ®(G) #G akkor

CJ"I () faktorcsoport kompakt Abel-csoport, melynek van nemtrivialis karaktere. Ez (_' -

na F = Ffl ®(G) = T homomorfizmusok komp021c10Ja révén indukal egy nemtrivialis &
karaktert, melyre fennall HP(G)) =11} | Mivel G diszkrét, és diszkrét Abel-csoportokra

mar tudjuk a dualitas-tételt, igy §£ad eleme, azaz (G nemtrivialis karaktere, de tgl=1
minden G -beli ¥ esetén, ami ellentmondas. o

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ha G diszkrét vagy kompakt Abel-csoport, akkor G topologikusan
izomorf masodik dualis csoportjaval.

6. 6.6 Feladatok
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Adjunk példat olyan topologikus térre, s benne olyan halmazra, melynek a lezartjaban van olyan pont, amely
egyetlen, a halmazhoz tartozé sorozatnak sem hatarértéke!

Adjunk példat olyan topologikus térre, s benne olyan kompakt halmazra, mely nem zart!

Az Uriszon-lemma bizonyitasanak mintajara igazoljuk a 4.5.1 segédtételt!

Mutassuk meg, hogy diszkrét Abel-csoport dualisa a 6.1. szakaszban értelmezett topologiaval topologikus
csoport!

Mutassuk meg, hogy kompakt Abel-csoport dualisa a 6.2. szakaszban értelmezett topologiaval topologikus
csoport!

Mutassuk meg, hogy T -nek nincs valédi, {1} -t61 kiilonboz6 részesoportjal

2
Mutassuk meg, hogy ha & kompakt Abel-csoport, akkor az eltolasoperatorok az LHG) téren egymassal
felcserélhetd unitér operatorok, melyek kdzos sajatfuiiggvényei a karakterek!

Mutassuk meg, hogy ha (& kompakt Abel-csoport, akkor a 6.4. szakaszban értelmezett konvolucios

operatorok LAG) 4 teljesen folytonos normalis linearis operatorok!

Mutassuk meg, hogy barmely lokalisan kompakt Abel-csoport dualisa a kompakt-nyilt topologiaval lokalisan
kompakt Abel-csoport!
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1. 7.1 Néhany specialis Abel-csoport dualis csoportja

7.1.1. Tétel.

Kompakt Abel-csoport dualisinak nincs valodi, elvalaszto tulajdonsagi részcsoportja.
Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy I' a G kompakt Abel-csoport duélisinak elvalasztd tulajdonsagn
részcsoportja, ekkor minden & -beli, egységelemtél kiilonbozé & elem esetén van olyan I -
beli X Karakter, hogy X(9)#1 AT -beli karakterek véges linearis kombinacidinak
halmaza teljesiti a 4.13.6. Stone-Weierstrass-tétel feltételeit, igy ezek siirli halmazt alkotnak

C(G) -pen. Ha lenne a G -nek olyan X Kkaraktere, mely nem tartozik I" -hoz, akkor, mivel
C(G)

X ortogonalis I" -ra, ortogonalis volna -re, igy sajat magara is, ami lehetetlen. O

7.1.2. Tétel.

.-m

T=Z .
Bizonyitas.

A T csoport ¥ elemein X{9) =9 modon értelmezett identikus leképezés elvalaszto

H'\-\.

karakter, igy generalja T -ot. Masrészt, a x" megfeleltetés izomorfizmus T és Z
kozott. o

7.1.3. Tétel.

Z=T.
Bizonyitas.

Az allitas kovetkezik a kompakt Abel-csoportokra igazolt 6.3.2. Tételbdl és a 7.1.2. Tételbol.
m

7.1.4. Tétel.

Ha G1.G2..... Gin tetszéleges  lokalisan  kompakt  Abel-csoportok, akkor a
(G1x Gy x- - xGaJ topologikus csoport topologikusan izomorf
G x Ga x - x Gy g,

Bizonyitas.

Az allitast ™ = 2 -re bizonyitjuk, az altaldnos eset hasonloan targyalhatd.

Legyen “1, illetve %2 a G1 | illetve G2 egységeleme és barmely G1 peli X1 és G2 -beli
X2 esetén legyen

e( X1- YZ}{T] L) =X {'TI}YE{-TQ}
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ha 1 a Glehéz{ﬂ’zkgé';z -hoz tarpozik (Fikkor B{x1, x2) a G1 % (2 karaktere és kénnyt
i, hogyrl' A, zeka Oy, . xdyligdbe,yalé homomorf leképez¢ss. Ha mipden

G, Deli 5 &s -belj(r essten,) =1 ¥ =e; o akkormindep  -beli és

-beli %eténam =1 e , gy , majd hefyettegiiessel
kapjuk, hogy , tehat  izomorf leképezés. Masrészt, barmely -
beli  esetén

i1, w2) = yleiea) (el x2)

teljesiil, és £ = X{#.e2) jlletve £ = X{€1.:2) g G'1 -nek, illetve G2 -nek karakterei, igy

X beletartozik a O(Ch x () halmazba, vagyis © sziirjektiv és Gh x Gy algebrailag

izomorf {G1 X G2] yel. Megmutatjuk, hogy © topologikus izomorfizmus, azaz, folytonos
és nyilt. Legyen F' a G1 % G2 kompakt részhalmaza és € > 0 valos szam. Ha F1 ¢g £
jeldli az F' projekciojat G1 -be, illetve G2 -be, akkor F1 és £2 kompakt, tovabba

O(U(F1.2/2) x U(Fs.2/2) C U(F.2).

ezért © folytonos. Masrészt, ha F1a G -nek, Fh 3 G2 nek kompakt részhalmaza, €1 = 0
és €2 = 0 valés szamok, akkor az

= (F1U{e1}) x (F2 U {ea})
halmaz kompakt, és az € = MiN{£1,£2} jelsléssel teljesill
U(F.g) CO(U{I.21) x U{Fa,£2)),
tehat © nyilt. o
7.1.5. Tétel.
Ha F" véges Abel-csoport, akkor £ = F .
Bizonyitas.

Véges Abel-csoport ciklikus csoportok direkt szorzata:

(7.1) F =Z{m1) x Z{ma) x -- - x Z{my)

e . r r . . FF = FF FF rr
( komima,. .. pozitiv egész szamok) teljesiil, ahol Z{m) = Z\mZ 37 m _edrendii
b
ciklikus csoport. A Z{m) csoport izomorf az ™ -edik egységgyokok szorzascsoportjaval.
L
Ezen az identikus leképezés elvalasztd karakter, igy hatvanyai kiadjak Z{mj" -et, de

| Z{m) Z{m) = Z{m})

hatvanyainak csoportja izomorf magava -mel. Igy , s az elézo tétel

alapjan az allitas kovetkezik. o
7.1.6. Tétel.

E=EF.

Bizonyitas.

Legyen f az B karaktere, ekkor felirhato f{%) = exp(it(x)) ( = valds szam) alakban,
ahol t valos értékii folytonos fiiggvény. Az
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explit(z +y)) = flz+y) = fe)f{y) = cxplift(z) +t{y)])

( £+¥ valos szamok) azonossagbol kovetkezik, hogy te +y) —tx) — Hy) = nlzy) (
E2Y valds szamok), ahol T egész értékii folytonos fliggvény I x R -en. Mivel ez utobbi
Osszefiiggd, igy n a 4.6.1. Tétel alapjan 4llandd, s mivel n{0,0) =0 , ezért
b +y) = t{) + Hy) (eljesil minden valés T+ ¥ esetén. Ebbél adodik, hogy t1€) = A
( & valds szam) teljesiil valamely valés A -val, igy fla) = exp{Ax) (& valds szam).

Konnyt latni, hogy az fe— A megfeleltetés topologikus izomorfizmus [ és R kozott. o

2. 7.2 Elemi Abel-csoportok

7.2.1. Tétel.

Ha £ véges Abel-csoport, akkor
(B x ZF x T x F=R" xT* x Z™ x F
(T K. pem negativ egész szamok).
Bizonyitas.
Vilagos. O

Az B™ x ZF x T™ x F alaka csoportokat, ahol F' véges Abel-csoport, n, k,m pedig nem negativ egész
szamok, valamint az ezekkel topologikusan izomorf csoportokat elemi csoportoknak nevezziik.

7.2.2. Tétel.

Elemi csoport természetes homomorfizmusa a masodik dudlisara valé topologikus
izomorfizmus.

Bizonyitas.

Vilagos. O

Az elemi Abel-csoportok legfontosabb tipusai a kovetkezék: a kompakt elemi csoportok, melyek T x F'

alakuak, a diszkrét elemi csoportok, melyek ZF x F alaktak, az Osszefiiggd elemi csoportok, melyek

Ek

R™ % T™ alaktiak, az tgynevezett vektorcsoportok, ezek a R™ x alak(i csoportok, valamint az

ugynevezett racs-csoportok, melyek ZF alaktak. Itt F mindig tetszéleges véges Abel-csoportot jeldl, k.n,m
pedig természetes szamok.

3. 7.3 Feladatok

Mutassuk meg, hogy a & = B\ {0} multiplikativ csoport elemi csoport és irjuk le dualisat!

Mutassuk meg, hogy a C\{o} muliplikativ csoport elemi csoport és irjuk le dualisat!
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1. 8.1 A Riesz-féle reprezentacios tétel

Kompakt Abel-csoportok esetén a harmonikus analizis kiépitése a véges Abel-csoportok esetén alkalmazott
gondolatmenet mentén viheté végbe. A véges esetben, majd késobb, végtelen diszkrét Abel-csoportok vizsgalata
soran is lattuk, hogy az invarians kozép, amely véges esetben egyszeriien a fiiggvényértékek szamtani kozepe,
alapvetd eszkdznek bizonyult. Kompakt Abel-csoportok esetén ezt a szerepet a Haar-integral jatssza, melynek
egyértelmiiségét a 6.4.5. Tételben igazoltuk. Az elnevezés azt sugallja, hogy valdjaban egy integralrol van szo, s
felvetddik a kérdés: vajon milyen mértékbdl szdrmazhat ez az integral? Erre a kérdésre a Riesz! 4 -
reprezentacios tétel ad valaszt, mellyel kapcsolatban néhany fogalomra van sziikségiink.

Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-féle topologikus tér, {2 pedig a nyilt halmazok altal generalt & -
algebra. Az £} -hoz tartoz6 halmazokat Borel?*i -halmazoknak nevezziik. A Hausdorff-tulajdonsag mi'att a

4.3.5. Tétel alapjan minden kompakt halmaz zart, s igy minden kompakt halmaz Borel-halmaz. Az (X, )
mérhetd téren értelmezett mértéket Borel-mértéknek nevezziik. A # Borel-mértéket regularisnak nevezziik X -
en, minden véges mértékii Borel-halmaz mértéke egyenlé a benne foglalt kompakt halmazok mértékeinek
szuprémumaval és minden Borel-halmaz mértéke egyenlé az 6t tartalmazd nyilt halmazok mértékeinek
infimumaval. Ha emellett minden kompakt hamaz mértéke véges, akkor a mértéket Radon-mértéknek nevezzik.
Egy komplex mértéket Borel-, illetve Radon-mértéknek neveziink, ha abszolut értéke Borel-, illetve Radon-
mérték.

E. Borel

'Riesz Frigyes, magyar matematikus (1880-1956)
?Félix Edouard Justin Emile Borel, francia matematikus (1871-1956)
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Amint az konnyen lathat6, ez egyenértékii azzal, hogy a Hahn®"H-Jordan* " -féle felbontasaban szerepld valos
és képzetes részeinek pozitiv €s negativ részei Borel-, illetve Radon-mértekek. Agf{ X jen értelmezett dsszes
reguléris komplex Borel-mértékek nyilvan komplex linearis teret glkotnak, melyet fog jelolni, elemeit a
tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért mértéknek nevezzilk. A  mérték tartdjanak nevezziklgyidészes -
nullmértékd nyilt halmazok egyesitésének komplementerét, mely tehat egy zart halmaz. Jele: M }L'I-}Ia ez

kompakt, akkor a  m¢ktgkelkompakt tartojinak nevezziik. Az B¢§2s kompakt tartojii mértékek egy
alterét alkotjak, melyet jelol. Mint konnyen lathato, az téren a

@©.1) el = [pl(X)

definicioval normat kapunk.

*Hans Hahn, osztrak matematikus (1879-1934)
*Marie Ennemond Camille Jordan, francia matematikus (1838-1922)
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H. Hahn

C. Jordan Ezen bevezetés utan kovetkezzen
az emlitett tétel.

8.1.1. Tétel.
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(Riesz-féle reprezentaciods tétel) Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér és minden #
komplex Borel-mérték esetén legyen

Fu.f)= TR
(8.2) ul f) [.f H

hacsak f a Co{X) eleme. Ekkor £»(f) korlitos linedris funkcional Co(X) -en, s a

ur Fy leképezés M(X) -nek ColX)" 1 valo izometrikus izomorfizmusa.
A tétel tehat pontosan leirja lokalisan kompakt Hausdorff-terek esetén a végtelenben eltiing folytonos
fiiggvények Banach-terének dudlis terét, e tér korlatos linearis funkciondljait: ezek éppen a kiilonbozé Borel-

mértékek szerinti integraldsok.

A tétel egy masik valtozata az alabbi.

8.1.2. Tétel.

(Riesz-féle reprezentacios tétel) Legyen X lokdlisan kompakt Hausdorff-tér, £ pedig egy

pozitiv linearis funkcional Cel X) _en. Ekkor egyértelmilen 1étezik olyan H regularis Borel-
mérték X -en, hogy

Fif)= | fdu.
3 (f) ff;

hacsak f a C.(X) eleme.

A tétel kompakt Hausdorff-terekre vonatkozo megfeleldje a kovetkez hasonld eredmény. Ilyenkor nyilvan
C{X) korlatos fliggvényekbdl all, s rajta a ( 4.5) norma ugyancsak Banach-tér struktarat értelmez.

8.1.3. Tétel.
M(X)

esetén a ( 8.2) formulaval barmely CX) beli f fliggvényre értelmezett £y mellett a
s F

(Riesz-féle reprezentacios tétel) Ha X kompakt Hausdorff-tér akkor tetszdleges

: leképezés MIX) ek CIX)" ta val6 izometrikus izomorfizmusa.

A 6.4. szakaszban lattuk, hogy a (& kompakt Abel-csoporton egyértelmiien meghatarozott { Haar-integral a

C({G) tr korlatos linearis funkcionalja, melyhez az el6z6 tétel szerint van olyan, ugyancsak egyértelmiien
meghatarozott # regularis komplex Borel-mérték, hogy

I(f) = [ f dp

teljesiil minden f:G=C folytonos fiiggvény esetén. Az 5.1.2. Tétel alapjan ! tulajdonsagaibol kdvetkezik,
hogy # mérték. A H# mértéket Haar-mértéknek nevezziik.
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Haar Alfréd

Riesz Frigyes

A kovetkezO tételben Osszefoglaljuk a kompakt Abel-csoportokon értelmezett Haar-mérték legfontosabb
tulajdonsagait.
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8.1.4. Tétel.

Legyen G kompakt Abel-csoport. A Haar-mérték az egyetlen olyan # pozitiv mérték a
Borel-halmazokon, melyre érvényesek a kovetkezok:

1.

WGy =1

A H mérték eltolasinvarians: minden B Borel-halmaz és G -beli ¥ elem esetén

wlg- B)y = p(B).
Minden nem fires, nyilt halmaz mértéke pozitiv.

Minden nyilt halmaz mértéke egyenlé a benne foglalt kompakt halmazok mértékeinek
szuprémumaval.

Minden Borel-halmaz mértéke egyenlé az 6t tartalmazo nyilt halmazok mértékeinek
infimumaval.

Az els6 harom allitds az invarians mérték tulajdonsagaibol, az utolso kettd, valamint az egyértelmiiség pedig a
8.1.3. Riesz-féle reprezentacios tételbol kovetkezik.

2. 8.2 Haar-mérték a komplex egységkorvonalon

Vilagos, hogy minden véges Abel-csoport kompakt, ha a diszkrét topologiaval latjuk el. Mint kdnnyen lathato,
ez az egyetlen Hausdorff-féle topoldgia, melyre nézve egy véges csoport topologikus csoport. Véges Abel-
csoportokon a szamlald mérték osztva a csoport elemszamaval nyilvan teljesiti az el6z6 tételben felsorolt
tulajdonsagokat, igy - az egyértelmiliség miatt - megegyezik a Haar-mértékkel. A masik legegyszeriibb és
legfontosabb kompakt Abel-csoport T | a komplex egységkdrvonal. Erre vonatkozik a kovetkezd tétel.

8.2.1. Tétel.

Legyen f:T=C folytonos fiiggvény, # pedig a Haar-mérték T -n. Ekkor

1 2w
] TRy
~[jd;1=E.[n He'tydt.

Specidlisan, ha B Borel-halmaz T -ben, akkor

27

wB)= .-}L [ (S]:B{f:'”}(if“.
(8.4) “m Jo

ahol 98 a B halmaz karakterisztikus fiiggvénye.

Bizonyitas.

82



HARMONIKUS ANALIZIS
KOMPAKT ABEL-
CSOPORTOKON

Az élliths abbT az egyszerli észrevételbél adédik, hogy a # —+ et leképezés a [0-27]
intervallumnak  -re valo bijektiv és folytonos leképezése, mely a Borel-halmazokat a Borel-
AElmazokra képezi. Ennek kovetkeztében a ( 8.4) egyenléség jobboldalan allo formula altal a

Borel-halmazain definialt Balmazfiiggvény, melyrél konnyen lathatd, hogy a Haar-mért@k
tulajdonsagaival rendelkezik  -n, az egyértelmiiség miatt sziikségképpen megegyezik
Haar-mértékével. o

Megjegyezziik, hogy az eldbbi tétellel kapcsolatban még az is igaz, hogy ha a [0, 2] intervallumot a modulo
2w értelemben vett dsszeaddssal latjuk el, valamint az euklideszi metrikanak megfeleld topologiaval, akkor a ()
és 27 elemeket azonositva T -vel topologikusan izomorf kompakt Abel-csoportot kapunk, s az izomorfizmust
at > e’ leképezés létesiti. Ennek megfeleléen a kovetkezokben ezt a két topologikus csoportot azonosnak
tekinthetjilk. Ez azt is jelenti, hogy a T -n értelmezett folytonos fiiggvények azonosithatok a [0, 27
intervallumon értelmezett olyan folytonos fliggvényekkel, amelyek a végpontokban azonos értékeket vesznek
fel. Még tovabb mehetiink, ha ezeket a fliggvényeket azonositjuk az egész szamegyenesen értelmezett folytonos,
27 szerint periodikus fiiggvényekkel. Ennek az azonositisnak a hatterében az all, hogy az I topologikus

csoport Z zart részcsoportja szerinti K/ Z faktorcsoportja a faktortopolégiaval ellatva T -vel topologikusan
izomorf topologikus csoport.

3. 8.3 Fourier-sorok

A T csoporton a harmonikus analizis egyet jelent a klasszikus periodikus fliggvényekre vonatkozé Fourier-
sorok elméletével. Roviden osszefoglaljuk mindazt, amit ezzel kapcsolatban a fentiek alapjan specidlis esetként
kapunk. A 3.1. szakaszban alkalmazott gondolatokat vessziik at.

A 7.1.2. Tételben lattuk, hogy T' dualisa Z. -vel topologikusan izomorf, s az izomorfizmust a kovetkezé médon

kapjuk: a T halmaz elemeit azonositjuk az et komplex szamokkal, ahol ¢ a [0.27] intervallum eleme. Ekkor
T minden karaktere

Y,r},{f:”} — t’anF

alaku, ahol 7 egész szam, s a Xn Tt megfeleltetés a természetes izomorfizmus 1T és % kozott. A T -n
értelmezett komplex értékii fiiggvényeket pedig azonositjuk az I -en értelmezett, 2w szerint periodikus

2 2 - 2
fiiggvényekkel. Az LA(T) tér azonosithaté az & [0, 2] térrel, igy ha f19 az L7(T) elemei, akkor belsd
szorzatuk

1 2w o
g = — (et AUyt
() =5= [ 1 g
Kozvetleniil ellendrizhetjiik, hogy érvényes a kovetkezd tétel.
8.3.1. Tétel.

sii ) 2
Az {e"™ ) nez figgvényrendszer teljes ortonormalt fiiggvényrendszer L7[0. 27] -ben.
Bizonyitas.

S0y i
Legyen Xele') =" o n egész, t pedig valés. Ekkor # ™ esetén

2

I — 1
(. Xm} = o [ gt gimt gy — — giln—m)t g
&0 0

gﬂ—.n

1 ; 2
— = [ie—m)i]eT
2mi{n —m) [« ]” 0.

mig ™ = T esetén a belsé szorzat 1 . Ezzel a karakterekbdl allo fliggvényrendszer
ortonormalt tulajdonsagat igazoltuk. E fliggvényrendszer teljessége a Stone-Weierstrass-tétel
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kovetkezménye. Valoban, a T kompakt Hausdorff-téren a karakterek linearis kombinacioi, az
ugynevezett trigonometrikus polinomok olyan elvélasztd, és a konjugalasra nézve zart
részalgebrat alkotnak az 6sszes folytonos, komplex értéki fiiggvények algebrajaban, mely az
1 fiiggvényt tartalmazza, igy ezek a Stone-Weierstrass-tétel 4.13.6. komplex véltozata alapjan
az egyenletes konvergenciara nézve silir(i halmazt képeznek az 6sszes folytonos fiiggvények

terében. Mivel az egyenletes konvergenciabol nyilvan kdvetkezik az L? -beli konvergencia, s
LA(T)
k

a folytonos fiiggvények, amint az kdnnyen lathatd, slirii halmazt alkotnal -ben, igy a

2 2
trigonometrikus polinomok siir(i halmazt alkotnak LAHT) pen. Ha tehat egy LAT) peij
fiiggvény minden karakterre ortogonalis, akkor ortogonalis ezek linearis kombinacidira, tehat

2
az Osszes trigonometrikus polinomra, s ezek siirlisége miatt az LA(T) minden elemére, igy
sajat magdara is, ami csak gy lehet, ha nullaval egyenld. o

Jd et . . . . . .
A ("™ Jnez fiiggvényrendszert komplex trigonometrikus rendszernek, vagy roviden trigonometrikus

2
rendszernek nevezziikk. Ugyanugy, ahogy a 3.1. szakaszban tettiik, minden LA(T) -beli fliggvényhez
hozzarendelhetjilk a trigonometrikus rendszer szerinti felbontasaban szerepld Fourier-egyiitthatok sorozatat:

2 1
tetszbleges LAHT) peli f fliggvény és T egész szam esetén legyen

-~ 1 2 ) )
ep = fin) = — / ety e M
(65) n= fin) A Jle)

A Z -n értelmezett, komplex értékii f figgvény az f Fourier- -transzformaltja, ami azonosithatd a (€n)nez
komplex szamsorozattal, melynek tagjait az I Fourier- -egylitthatéinak nevezziik. E jelolések felhasznalasaval a

L2(T)

trigonometrikus rendszer teljessége miatt minden -beli fliggvény esetén fennall

F=>" Fn)xn:

(8.6) n
2
ami a 3.1.2. Inverziés Tétel megfeleldje. Az egyenldség jobboldalan allo sor természetesen LA(T) -ben
konvergens. A Hilbert-terek elméletébol ugyancsak ismert, hogy érvényes az
1 2 v il 2 Yy 2 2
o | MfEDEdE =Y )P =) feaf? (8.7)
<0 n it egyenl6ség is, ami a ( 3.1)

Parseval-formula megfeleldje.

A (18.6) egyenloséget

65) Fle'ty = [ ﬂﬂ.} et dn

formédban is felirhatjuk, ahol €1 a szamlalo mértéket jelenti ZZ -n, s ez az inverzios formula megfeleldje. Ha a
2ep . .
szamlalo mértéknek megfeleld negyzetesen integralhat6 fliggvények tere Z -n LAZ) , akkor ( 8.7) azt jelenti,

hogy minden L (Z) peli f esetén f az L2 (Z) térhez tartozik, és ( 8.7) igy irhato:

8.9) IlFIl=1£1-
A kovetkezd tételben, mely a 3.1.1. Plancherel-tétel megfeleldje, 6sszefoglalhatjuk az eddig latottakat.

8.3.2. Tétel.
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2 2z
(Plancherel) AT kompakt Abel-csoporton a Fourier-transzformacio LAT) ek LHE) e
vald izometrikus izomorfizmusa.

Bizonyitas.

A Fourier-transzformacié sziirjektivitasa, ami az egyetlen, eddig nem bizonyitott allitasa
tételiinknek, a Hilbert-terek altalanos elméletébdl kovetkezik. o

A dn mértékrél konnyt latni, hogy rendelkezik a kompakt csoportokon értemezett Haar-mérték majdnem
minden alapvetd tulajdonsagaval: az egyetlen kivétel a végesség, hiszen pontosan a véges, maszoval, a Z

mas kompakt, majd késobb nem feltétleniil kompakt, lokalisan kompakt Abel-csoportok és dualisuk

vonatkozéasaban: a (& csoportot és (G dudlisat el lehet latni egy-egy olyan mértékkel, melyek eltolasinvaridns

Borel-mértékek, s melyekhez kapcsolddo L2(G) és L*(G) Hilbert-terek k6zott egy, a fentiekben értelmezett
Fourier-transzformaciéhoz hasonlé tulajdonsagokkal rendelkez6 izometrikus izomorfia 1étezik. Ez a Fourier-
transzformacié legalapvetébb tulajdonsdga, s egyben a harmonikus analizis alapja. Tovabbi vizsgalataink
els6dleges célja e tétel minél altalanosabb kortilmények kozti megfogalmazasa és bizonyitasa.

4. 8.4 Fourier-analizis kompakt elemi Abel-
csoportokon

Az el6z06 szakasz gondolatai jelentés mértékben atvihetok a komplex egységkornél joval altalanosabb kompakt
Abel-csoportokra. Milyen a legaltalanosabb kompakt Abel-csoport? Ha (& kompakt Abel-csoport, akkor a
dualitasi tétel alapjan fennall

—
H'\-\.

G =0,

s mivel G diszkrét Abel-csoport, igy minden kompakt Abel-csoport valamely diszkrét Abel-csoport dualisa,
tehat valamely diszkrét Abel-csoporton értelmezett bizonyos, értékeiket a komplex egységkoron felvevd
figgvények pontonkénti szorzassal és alkalmas topoldgiaval ellatott csoportjaval azonosithaté. Ez utobbi
fliggvénytér nem mas, mint a T kompakt tér Snmagaval vett valahany tényezds szorzatterének egy zart altere,
melyen a csoportmiivelet a fiiggvények pontonkénti szorzasa. Roviden, és kissé pontatlanul, tehat minden
kompakt Abel-csoportot tigy képzelhetiink el, mint egy diszkrét Abel-csoporton értelmezett, egységnyi abszolut
értékii komplex szamokat értékiil felvevé bizonyos fiiggvényeknek a pontonkénti szorzassal, mint
csoportmiivelettel ellatott strukturajat. Ugyanakkor, mivel minden diszkrét Abel-csoport dualisa kompakt Abel-
csoport, az dsszes kompakt Abel-csoport attekintéséhez minden diszkrét Abel-csoportot ismerniink kellene, ami
lehet ugyan az algebristdk alma, de egyelére tavol all a megvalositastol. Ez a gondolatmenet, persze,
megfordithat6: Ggy is okoskodhatunk, hogy ezek szerint a diszkrét Abel-csoportok, amelyeket - ne feledjiik -
néhany egyszerli axioma definial, nem masok, mint bizonyos kompakt topologikus tereken értelmezett,
egységnyi abszolut értékli komplex szamokat értékiil felvevo bizonyos fiiggvényeknek ugyancsak a pontonkénti
szorzassal, mint csoportmiivelettel ellatott strukturai. Ki-ki izlése szerint valaszthat, hogy mit szeretne
elsédlegesnek tekinteni: az axiomatikusan definalt, algebrai diszkrét Abel-csoport fogalmat, vagy a -
természetesen ugyancsak axiomatikusan definialt - kompakt topologikus teret, rajta értelmezett folytonos
fiiggvényekkel. Mi itt nem kivanunk allast foglalni ebben a kérdésben, csak érzékeltetjiik, hogy minél tobb
diszkrét Abel-csoport szerkezetét sikeriil leirnunk tisztan algebrai eszkozokkel, annal tobb kompakt Abel-
csoportrol szerezhetiink ismereteket, mint azok dudlisairdl. S megforditva, kompakt Abel-csoportok egyre
szélesebb osztalyai analitikus-topologiai tulajdonsagainak felderitése jutalmaként (ijabb és tjabb diszkrét Abel-
csoportok szerkezetébe pillanthatunk bele. Most a kompakt Abel-csoportok koziil az elemi csoportokkal
foglalkozunk roviden. A 7.2. szakaszban lattuk, hogy ezek G =T" x F alakuak, ahol ™ nem negativ egész,
F pedig egy véges Abel-csoport. Az algebrabél ismeretes, hogy £ véges sok véges ciklikus Abel- csoportnak,
vagyis ZinZ glakg csoportoknak a direkt szorzata. A kovetkezokben a T csoportot a [0.27] _yel
azonositjuk, amelyen az euklideszi topologia és a modulo 27 értelemben vett dsszeadas hoz létre topologikus
csoport-struktirat, F' -et pedig az egész szamok véges sok modulus szerint vett dsszeadassal, és a diszkrét
topologiaval ellatott csoport direkt szorzataval, vagyis

F=ZF/mE xEfngL x-- x L/mZ,
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ahol 172 -- - {74 nem negativ egész szamok. Ilyen érteleniBen tehat a (7 csoport a ,,folgtonos kor" 1
példanyanak és darab ,,véges kornek" angdirekt szorzata. A -n értelmezett fligghgnyek valtozos

fiiggvényeknek foghatok fel, melyek els6  valtozdja valds, s ezekben a fiiggvény szerint periodikus, a
teyabbi . v4ltozé pedig az egész szamok halmgzahbp] veszi fel értekeit, s ezekben a fliggvény rendre

szerint periodikus. A valtozot tehat -val jeldlve koordinatas alakban
(e k)= {r1 20, tm, k1 ko, . k)

irhatjuk, ahol *1+%2s-««+Tm valés szamok, kyoka,. .k pedig egész szamok. A (G csoporton a Haar-

mérték a tényezdkon vett Haar-mértékek szorzata, vagyis @A™ x dsy x dsa x .- xds; | ahol dA a
1

1 - L 7
Lebesgue® rH-mérték 2w -szerese a [0, 2] intervallumon, ds; pedig a szamlalé mérték ™ -szerese a Zf n;
-n, mint ™ elemti halmazon. A tovabbiakban legyen 7 = 71 - 7z - -~ - - T4 amiaz £ csoport elemszama. Az
2 d
LHG) peli frg:G—=C fiiggvények belsd szorzata
,r‘;,—] Vo — -1 by — -1
b= g D D D0 [ e, k)glx k) dN" ()
(8.10) k=0 ka=0 k=0 V027"
modon irhat6 fel. Specialisan
=1 e —1 h—1
(2 e L |2 T
P = g 2o 2 2 [ R o).
L-':-—ﬂ I‘ [ ‘_Il

H. L. Lebesgue

Mindkét képleteben lathatjuk, hogy az els6, vektorvaltozoban integralatlagot, a masodikban pedig szamtani
atlagot szamolunk, természetesen mindkét esetben valtozonként. A tovabbiakban az F' -en vett Haar-

SHenry Léon Lebesgue, francia matematikus (1875-1941)
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integralast, vagyis az iménti képletekben a belsé Osszegzéseket egyszeriien Z:FtEF modon rovidithetjik. A
2.2.1.és 7.1.4. tételek alapjan a & csoport duélisa tehat

G=2Z" x ZfmZ x ZfneZ x -+ x L/,

melyen a (G Haar-mértékének megfelelé mérték a fentiek alapjan

(8.11) dn'™ % day x daa % -+ x dsy.

hiszen, amint azt a 3.1. szakaszban lattuk, ezzel a valasztassal tudjuk biztositani az inverzidés formula

2 " . i,
megszokott alakjat. Az LHG) peij f:G—=C fiiggvény Fourier-transzformaltja f @ & 'x F—=C mely
az

i 1 . B ) N
fpa) =g D fl, kye o Ra) gxm (z)
(812) < Bef t [0,2x]m

formulaval irhato fel, ahol # a Z™ | @ az F' tetszéleges eleme, 1 . v pedig a belsé szorzat K™ -ben, illetve

[E™ -ben. A Plancherel-tétel a kovetkezé formaban érvényes.

8.4.1. Tétel.

@ D
Legyen a (& elemi kompakt Abel-csoport. A Fourier-transzformaci LAHG) ek L7(G) e
valo izometrikus izomorfimusa, melyet a ( 8.12) formula ir le, inverzét pedig a kovetkez6
- 2
képlet adja meg: ha G = T™ x F' j fenti alaka és / az LAG) eleme, akkor minden T -
beli = és F -beli k esetén

f{.‘]‘.’. L} = Z Z f{n (I} E:F(I-mk.q) ]
(8.13) pein gF

Bizonyitas.

Mivel az (G} Hilbert-ter az LT Hilbert-terek m példanyanak ¢s az =~ (F) Hilbert-
térnek a direkt 6sszege, az allitast elegendd a (7 = F és a (7 = T esetben igazolnunk. A
(G = I esetet a 3.1 szakaszban targyaltuk, a G = T esetet pedig a 8.3. szakaszban, s ezzel a
bizonyitast befejeztiik. o

2
A fenti formulaban az egyenléség természetesen az LAHG) -beli konvergencia szerint értendé. Megjegyezziik,

hogy ez a tétel a Hilbert-terek elméletébdl jol ismert Riesz-Fischer® i -tétel megfeleldje. A P flp.q)
minden rogzitett £ -beli @ esetén egy Z™ elemeivel indexelt ,,sorozat", amely a hagyoméanyos értelemben vett
Fourier-egyiitthatok 4ltalanositdsanak tekintheté. Figyelembe véve, hogy I elemei is 7 dimenzids, nem
negativ egész komponensii vektorok, ez a ,,sorozat-vektor" 2 -beli, abban az értelemben, hogy fennall

SN S fpaP < o
peEm geF

PR

2 ¢ . . I
Az ilyen tulajdonsagu ,,sorozat-vektorok" alkotjak az LA G) teret. Ha barmely Z™ -beli ¥ és F' -beli k.q ,
valamint valos : esetén

Xpalie, k) = etk

SErnst Sigismund Fischer, osztrak matematikus (1875-1954)
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akkor a {(Xp.g)pezm qcF ﬁiggvény[é'q@qer a trigonometrikus rendszer megfeleldje, s a korabbi eredmények

alapjan teljes ortonormalt Terdszef -ben, amint az konnyen adédik a 6.4.4. Tételbdl, és abbgl, hogy ezek

a fliggvények pontosan a direkt szorzat karakterei. Ezért a ( 8.13) inverzios formula az  -nek ebben
az ortonormalt bazisban val6 eldallitasa.

5. 8.5 Fourier-analizis kompakt Abel-csoportokon

Az el6z0 szakasz legfontosabb eredményei tetszéleges kompakt Abel-csoportra is atviheték. A kulcs a 6.4.4.
Tétel. Az egyetlen nehézséget az okozza, hogy az altalanos kompakt Abel-csoportok szerkezete nem irhato le
,,egyszeriibb" Abel-csoportok direkt szorzata segitségével. Bar kompakt Abel-csoport dualisa diszkrét, igy a

karakterekbdl allo L Z{GJ -beli teljes ortonormalt rendszer ugyancsak ,,diszkrét" halmaz, de ha L Z{G} nem
szeparabilis, akkor ez a diszkrét halmaz nem megszamlalhatd, igy nem rendezheté sorozatba, s a Fourier-
transzformalt sem sorozat, tehat nem vilagos, hogy milyen formaban &llhat fenn az inverziés formula
megfeleldje. Kideriil azonban, hogy mégis tudunk értelmet tulajdonitani a ( 8.13) inverzids formula jobboldalan
allo osszegnek.

Legyen X egy halmaz, H egy Hilbert-tér, & a H egy eleme, ¥ X = H pedig eoy fiiggvény. Akkor
mondjuk, hogy a Zre.\' ple) sor konvergens és dsszege h , jelben

Z wle)=h,

reX

ha barmely £ > {J esetén van olyan XoCX véges részhalmaz, hogy ha X' 2 Xo véges részhalmaza X -
nek, akkor

Ih =" ez} <=.

X’

Mint kénnyen lathato, az X' = I esetben ez a fogalom éppen a sorok abszolut konvergencigjaval egyenértékii.
Megjegyezziik, hogy ez a sordsszegzés specidlis esetként beilleszthetd az altalanositott sorozatok
konvergenciajanak elméletébe. Valdban, az X Osszes véges részhalmazai a tartalmazasra nézve egy [
iranyitott halmazt alkotnak, melyen az a fiiggvény, mely az { minden ¢ eleméhez hozzarendeli a fenti sor @ -

beli = elemeihez tartozo ¥{%) értekek osszegét, egy H -beli altalanositott sorozat. A fent definialt hatarérték
éppen ennek az altalanositott sorozatnak a 4.2 szakaszban értelmezett hatarértéke. Ugyancsak konnyen lathato,

hogy ha a ZTE x ¥lz) sor konvergens, akkor barmely & = ) esetén van olyan Xo véges részhalmaza X -
nek, hogy ha X1.X2 97 X nek Xo -t tartalmazo véges részhalmazai, akkor

137 plx)— 3 ela)| <.

T _Y] T _Y-g

Konnyen lathatjuk, hogy ilyenkor barmely ™ pozitiv egész esetén a

U |
g1y 12 € X lo@l 2 1)

halmaz véges, igy konvergens zre-\' ple) sor esetén a ¥ fiiggvény tartdja, vagyis mindazon A -beli = -ek

halmaza, melyekre plx) # 0 , megszamlalhato. A Hilbert-terek elméletébdl ismert elemi modszerekkel
koénnyen igazolhatjuk a kdvetkezd tételt.

8.5.1. Tétel.

Legyen H Hilbert-tér, £ teljes ortonormalt halmaz H -ban. Ekkor érvényesek a
kovetkezok.
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Barmely H -beli & esetén a 2cee (B )e sor konvergens és dsszege T :

= Z (., ele.

el

Barmely H -beli - ¥ esetén a Deee (e} (1. ¢) sor konvergens és dsszege N

() =Y (e.e) gy

esE

v ot |2 2
Barmely H -beli  esetén a Zf—'EE | e}l sor konvergens és 0sszege ]~

o] o]
el =37l e

el

—~ 2
Legyen G kompakt Abel-csoport, ¢ : G — T pedig egy fiiggvény. Az imént mondottakat az L~ {G) térre

- >
alkalmazva akkor mondjuk, hogy a Z\LE‘? lax sor L2(G) _ben konvergens és Osszege az LAHG) peli

f:G=C fiiggvény, ha ez a fenti értelemben teljesiil, azaz, barmely £ = ) esetén van ( -nek olyan Hy
véges részhalmaza, hogy ha H 2 Hp véges részhalmaz, akkor

I1F =" eloxl <«
yEH
Ekkor tehat az
F=>" elxix
\ﬁﬁ

- 2
jelolést fogjuk hasznalni. Ha f:G=C tetszOleges LAHG) peli fliggvény, akkor Fourier-transzformaltjat a

foo = [ Haxt)
(8.15) .

modon értelmezziik, tetszdleges X karakter esetén. Az integralas természetesen a (& kompakt Abel-csoport
egyértelmilen meghatarozott Haar-mértéke szerint értendd. Tehat f:G=C 3 @ dualis csoportjan

értelmezett fiiggvény. Valojaban az f fliggvény értékei nem masok, mint a hagyomanyos Fourier-egyiitthatok

& 7 .
megfelelsi: £ 0X) gppen az L (G) Hilbert-tér karakterekbél 4llo ortonormélt bézisiban az / elemnek a X
bazisvektor szerinti komponense. A kovetkezd tételek ennek az egyszerti észrevételnek alapjan azonnal
adodnak.

8.5.2. Tétel.

2 1
(Parseval-egyenlet) Legyen (G kompakt Abel-csoport. Barmely £ {G) -beli f esetén
fennall
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LA =>" 1F00F
(8.16) el

8.5.3. Tétel.

2
(Plancherel-tétel) Legyen G kompakt Abel-csoport. A Fourier-transzformécié LAG) -nek

5
LHG) -ra vald izometrikus izomorfizmusa, melynek inverze a kovetkezd inverzids
formulaval adhaté meg:

f=2>_ Foox.
(8.17) VG
Lathatjuk, hogy ez a tétel magaban foglalja mind a véges, mind pedig az elemi kompakt Abel-csoportok
esetében megismert hasonl6 eredményeket. Azt is lathatjuk, hogy kompakt Abel-csoportokon a Haar-mértékhez

a dualis csoport szamlalé mértéke lesz az a mérték, amely biztositja az inverzios formula ( 8.17) formaban vald
érvényességét. Ha a (G csoporton a Haar-mérték valamilyen konstansszorosat valasztjuk, akkor a ( 8.17)

formula fennallasahoz a G szamlalo mértékét is meg kell szorozni valamilyen alkalmas tényez6vel.

6. 8.6 Integralhaté fuggvények kompakt Abel-
csoportokon

A Haar-mérték és a Haar-integral 1étezése lehetové teszi, hogy ne csak az L2 -térbeli figgvényekre, hanem
tetszOleges integralhatd fliggvényekre értelmezziik a Fourier-transzformaciot. S6t, a kiterjesztés a mérték- és
integralelméletbdl ismert Lebesgue-terek jelentés részére lehetséges, nem csupan kompakt Abel-csoportok

esetén. Ha ™ jeloli a Haar-mértéket a (G kompakt Abel-csoporton, akkor a megfelelé Lebesgue-féle LHG)
tér értelmezése P = 1 esetén a szokasos modon torténik: az 7 mértékre nézve majdnem mindeniitt egyenld
fiiggvényeket azonositva az f:G =T merhes fiiggvény akkor tartozik LG} -be, ha

170 = [ [ 1#1dm]" < oo

Ismeretes, hogy ezzel a normaval, valamint a pontonkénti 0sszeadassal és skalarral valo szorzassal ellatva az

LP{G) ¢r Banach-tér. Mindez a P = T5¢ esetre is kiterjeszthetd, amennyiben ekkor £l az [ mérhets
figgvény lényegében vett szuprémumat, vagyis az

8.18) ess sup | f| = inf{a € R p{{z: [f(z)| > a}) =0}

-~ v

bdévitett valos szamot jelenti, L=(G) pedig a 1ényegében korlatos mérhetd fiiggvények terét, vagyis azon I -

ek terét, melyek lényegében vett szuprémuma véges. Mivel kompakt & esetén az 1 fliggvény integralhato, a
1

Holder-egyenl6tlenség alapjan LMG) € LHG) teljesiil minden L £p = +0¢ esetén. Az is vilagos, hogy

barmely X karakter és LYG) peli f oesetéen [ X is LG) e tartozik, ezért az J Fourier-
transzformaltjat a szokasos képlettel

feo= [ f-xdm

1
értelmezhetjiik, barmely X karakter esetén. Az LHG) téren a linearis miveletek mellett még egy fontos
miivelet értelmezhetd, mégpedig a 3.2. szakaszban a véges csoportokon bevezetett konvolicié megfeleldje.
Ezzel a késébbiekben foglalkozunk részletesen.

7. 8.7 Feladatok
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Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér. Mutassuk meg, hogy az X -en értelmezett kompakt tartoju
mértékek MX) terén a (18.1) formulaval értelmezett [l fiiggvény norma!

Legyen X' lokalisan kompakt Hausdorff-tér. Mutassuk meg, hogy az A" -en értelmezett kompakt tartoju
folytonos fiiggvények Cel X) terén a (4.5) formulaval értelmezett £ fliggvény normal!

Legyen X" lokalisan kompakt Hausdorff-tér. Mutassuk meg, hogy az X -en értelmezett végtelenben eltiing
folytonos fiiggvények Co(X) tere a (4.5) normaval Banach-tér!

Legyen X lokélisan kompakt Hausdorff-tér. Mutassuk meg, hogy az X -en értelmezett, végtelenben eltiing

folytonos fiiggvények CofX) terén a ( 8.2) formulaval értelmezett Fu{f) figgvény korlatos linearis
funkcional!

Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér. Mutassuk meg, hogy az X -en értelmezett kompakt tartoju

mértékek M{X) teréna H 7 1 leképezés izometrikus izomorfizmus!

Igazoljuk a 8.1.4. Tételt!

Mutassuk meg, hogy az R\Z Abel-csoportot a faktortopolégiaval ellatva T -vel topologikusan izomorf
csoportot kapunk!

2
Mutassuk meg, hogy a folytonos fiiggvények siirti halmazt alkotnak LAT) -ben!

Mutassuk meg, hogy a zﬂEN “n komplex tagt sor akkor és csak akkor abszolit konvergens, ha a 8.5.
szakaszban definalt értelemben konvergens!

Mutassuk meg, hogy ha az X' halmazon értelmezett, Hilbert-térbeli értékii ¥ fiiggvény esetén a 2eex ¥
sor konvergens, akkor a ( 8.14) képletben szerepl6 halmaz megszamlalhato!

Bizonyitsuk be a 8.5.1. Tételt!

Mutassuk meg, hogy ha X" lokalisan kompakt Hausdorff-tér, # pedig komplex Borel-mérték X -en, akkor

ival & [/ 1l isé LX) . &
a (/8.18) formulaval értelmezett ¢ mennyiség norma en, mellyel az Banach-tér!
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13.

Mutassuk meg, hogy ha & kompakt Abel-csoport, akkor barmely 1< p < 400 gen LG) C LHG)
teljestl!

14,

Bizonyitsuk be a ( 11.5) egyenlétlenséget!
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1. 9.1 Kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-
csoportok

Egy (& lokélisan kompakt Abel-csoportot kompaktan generaltnak mondunk, ha van az egységelemnek olyan
kompakt lezarti kornyezete, melyet tartalmazo legsziikebb részcsoport (¢ . Ekkor azt mondjuk, hogy az
emlitett kornyezet generalja & -t. Ha G kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoport, akkor - mint
konnyen lathat6 - van az egységelemnek olyan kompakt lezarti szimmetrikus kdrnyezete, mely generalja G -t.

9.1.1. Tétel.

Kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoportban barmely elem altal generalt
részcsoport vagy diszkrét, vagy a lezartja kompakt.

Bizonyitas.

Legyen 7 a G tetsz6leges eleme, s H a 7 altal generalt zart részcsoport. Tegyiik fel, hogy
H nem diszkrét. Ha U az egységelem szimmetrikus kornyezete H -ban, akkor barmely N

természetes szam esetén van olyan 7. > IV természetes szam, hogy 9" az U -hoz tartozik.
Ellenkez6 esetben ugyanis {7 -ba a ¥ -nek csak véges sok hatvanya esne bele, létezne tehat
az & egységelemnek olyan kdrnyezete, mely ¥ egyetlen zérustdl kiilonb6zd hatvanyat sem
tartalmaznd, igy H diszkrét lenne.

Ha V' a H nem iires, nyilt részhalmaza, akkor V" tartalmazza a & valamely pozitiv kitevjii

! ; . .
hatvanyat. Valoban, létezik olyan [ egész szam, hogy & a V' -hez tartozik, hiszen ¥
hatvanyai suruk H -ban. Ekkor van az egységelemnek olyan {J szimmetrikus kérnyezete H

N
-ban, hogy g vcv és van olyan N = [ termeszetes szam, hogy ¥ az U/ -hoz tartozik,
ezért gt a V -hez tartozik ¢s | + N >0

Legyen W az egységelem kompakt lezarti szimmetrikus kornyezete H -ban. Ekkor
tetszéleges H -beli = esetén valamely & pozitiv egész mellett Hk az *W -hez tartozik, s
igyra¥ y W-hez tartozik, tehat a W ( k természetes szam) halmazok lefedik H -t, igy
We ¢ is. Ez utobbi halmaz kompaktsiga miatt van olyan N pozitiv egész, hogy
WS gWu---Ug"W teljesiil. Ha = H -beli elem, akkor legyen ™() az a Iegkisebb
") a2 «W halmazhoz tartozik. Ekkor ’1 ]U"”{ VAW
: ; , . : H , , —1

tartozik, s igy létezik olyan U < J = N egész szam, hogy * 9 a W haimazhoz
tartozik, azaz 9™ az «W halmaz cleme. Tehdt f”-{-’*-’J —J=0 | azaz
0<m{z) £jEN & o peletartozik a 9™'W halmazba, Ez azt jelenti, hogy

F N r
HC gWuU---Ug™i teljesiil, s mivel W o kompakt, igy H kompakt. o

pozitiv egész, amelyre ¥

9.1.2. Tétel.

Kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoportban van olyan végesen generalt diszkrét
részcsoport, amely szerint vett faktorcsoport kompakt.

Bizonyitas.
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Legyen ((Erfai%Zegységelem kompakt lezart szimn@etrikus kdgnygzete, mgly generdlja G-t
Mivéh? C 7 kompakt . igy) gyabmak olyan 4 -beli 4, g, ... g, elemek, hogy
2 C AU . Legyen az altal generalt

részcsoport. Mivel , igy
Uﬁ C AUZ C AZU = AlT.

s hasonloan, U™ € AU ezert G = U U" © AU 975, G = AU . Haminden i éltal
generalt részcsoport lezartja kompakt, akkor (G kompakt, s készen vagyunk. Az el6z6 tétel
szerint van tehat olyan @i , mely diszkrét részcsoportot generdl G -ben; legyen b1 ilyen.
Tegyiik fel, hogy a P1:b2. -, Bi elemeket mar kivalasztottuk az @142+ - -+ kozil Ggy,
hogy ezek egy Vi diszkrét részcsoportot generalnak G -ben. Megmutatjuk, hogy ha a

G/Ni faktorcsoport nem kompakt, akkor tovabbi fenti tulajdonsagu bi+1 elem valaszthato ki

az F1.42...., e kozil. Ha ®: G — G/N; a természetes homomorfizmus, akkor
G/N; =2(G)=2(A)2U) s ha G/Ni pem kompakt, akkor a

P ). Plaz)... ., Plan) elemek valamelyike diszkrét részcsoportot general G/Ni -ben;

legyen P{ay) ilyen és legyen bit1 = a; . Ekkor konnyii latni, hogy "1:"2s- -+ bis i1
diszkrét részcsoportot general (G -ben. Mivel A véges, eljarasunk véges sok lépésben
megszakad. O

Ha G lokalisan kompakt Abel-csoport és H a & zart részcsoportja, akkor a H annihilatora a G -ben azon
karakterek M G. H ) halmaza, melyek H elemein 1 értéket vesznek fel.

9.1.3. Tétel.

Lokalisan kompakt Abel-csoport zart részcsoportjanak annihilatora zart részcsoport.
Bizonyitas.

Vilagos, a kompakt-nyilt topoldgia definicioja alapjan. o

9.1.4. Tétel.

Legyen ' diszkrét vagy kompakt Abel-csoport, H a G zart részcsoportja. Ekkor

1.
(G/HY = A(G.H) .
2.
AGLAG H)) =H
Bizonyitas.

Az 1. allitas bizonyitasa: jelolje ® a G -nek G/H -ra valé természetes homomorfizmusat.
Megmutatjuk, hogy a % —* od leképezés topologikus izomorfizmusa (GIHT nak
A G.H ) -ra. Vilagos, hogy ha i karaktere G/ H -nak, akkor % © P olyan karaktere GG -
nek, mely a H elemein 1 éricket vesz fel. Nyilvan a > ipod megfeleltetés
homomorfizmus. Ha % @ ® az A(G. H) egységeleme, akkor i ®(x)) =13 G minden
 eleme esetén, igy ¥ a (G/ ‘r_‘: A egységeleme, tehat a ' 7 ¥ © P megfeleltetés izomorf
leképezése (G/H) ok AGH) pg Haw a G olyan karaktere, amely a H -n
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azonosan 1, akkor P{#) = ®(¥) eseten ey ) =c , igy ey~ a H -ba tartozik, tehat
pley™h) =1 , azaz, wle) =0y | Brert ha @t 4 WeH) = plx) Osszefliggéssel
definialjuk, akkor i a G/H yaraktere 6s W o P =1 teljesill, azaz, a % ipod
lekepezés sziirjektiv, tovabba nyilvan folytonos is. Ha (G kompakt, akkor G diszkrét, igy
A{G.H) is, igy az inverz nyilvan folytonos, ha pedig & diszkrét, akkor G kompakt, igy

A(GLH) is, és kompakt Hausdorft-téren folytonos bijektiv leképezés inverze folytonos, a
4.3.7. Tétel szerint.

A 2. allitas bizonyitdsa: vildgos, hogy HCAG.AG.H)) hiszen ha h a H
tetsz6leges eleme, akkor minden A(G. H) -beli * esetén hiz)=1 , az annihilator

definici6ja szerint. Tegyiik fel, hogy * az G- A{G. H)) olyan eleme, mely nem tartozik
H _ba Ekkorvana  -nek olyan X karaktere, melyre X{) # 1 teljesiil és X azonosan 1

aH -n Ezért X az -’1{@* H) oy tartozik, s igy minden H -beli 2 esetén xlr) =1
érvényes, ami ellentmondas. O
2. 9.2 Kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-
csoportok approximacios tétele

9.2.1. Tétel.

Kompakt Abel-csoport egységelemének barmely kornyezete tartalmaz olyan zart
részcsoportot, amely szerint vett faktorcsoport elemi csoport.

Bizonyitas.

Legyen U az egységelem kornyezete G -ben. Mivel G = G | ezért van olyan € = 0 valos
szam és vannak a G -nek olyan X1:X2:---:Xa elemei, hogy azon & -beli = elemek
halmaza, melyekre Ixi{z) — 1| <& teljesiil * = 1+2e---.m mellett, az U -nak

részhalmaza. Legyen H a X1:X2:-- .. X elemek 4ltal generdlt részcsoport G -ben, ekkor
azon G -beli x elemek N zart részcsoportja, melyek H elemein 1 értéket vesznek fel,

tehat MG H) , észe I/ -nak. Tovabba, H=A(G.N)=(G/N] végesen generalt, igy

v Tk .
(G/IN)=Z"x F teljesiil valamely & nem negativ egész szammal és £ véges Abel-
csoporttal. Ezért

G/N = (G/NY = (ZF¥ x Fy =Tk x F
elemi csoport. O

A kovetkez6 fontos tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz néhany segédtételre.

9.2.1. Segédtétel.

Legyen (& kommutativ topologikus csoport ¢ egységelemmel, Hy. Ho pedig olyan
részesoportjai, melyekre H1 - Ha = G ¢ Hy N Hy = {e} teljestil. Ha az & barmely H,y
beli U ¢s Hz peli U2 kornyezetei esetén Ur-Us ek e belss pontja, akkor G
topologikusan izomorf Hy = Hz _yel,

cres

Bizonyitas.
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A feltételekbdl kovetkezik, hogy G algebyailag, jzomporf Hy ¢s Ho djigkt Horzafgyal: a G
mpden  eleme( hgyériglmiidn felishato alakban, ahol a1, x Ji, pedig a
eleme, és a leképezés sziirjektiv izomorfizmus -bél -

re. E leképezés folytonossaga a szorzas folytonossagabol adodik, mig az inverz folytonossaga
éppen a tételben szerepld feltételbdl. o

9.2.2. Segédtétel.

Legyen (G kommutativ topologikus csoport € egységelemmel, H egy részcsoportja,
p:G = H pedig egy folytonos sziirjektiv homomorfimus, mely H -n az identikus

‘ . . . . H x -_a_l{(j} , '-‘_l{f:]
leképezés. Ekkor H zart, G topologikusan izomorf ¥ -vel és ¥
topologikusan izomorf G/H g

Bizonyitas.
L=y e) o ,
Legyen ¥ &) ekkor L zart részcsoport. Mivel
-1 -1 -1
plole™ ) = ple(z™7))plr) = ple " plz)) =e,

ol =L e ol =LY .
ezirt PLE)E g7 L hez tartozik, € = wl)ele T )e pegig H- K hoy. Ezért
G=H-K _ Mivel ¥ az identikus leképzés H -n, ezért nyilvan H ML={e}
Legyenek U1:U2 tetszéleges kornyezetei ¢ -nek G -ben, V & W pedig olyan
szimmetrikus kérnyezetei e -nek (& -ben, hogy VZCUinUs C WCV g
eW)YCHMV  Ekkor koénnyen lathato, hogy Wclthn#)-({Uznk) gy az el6z6
9.2.1. Segédtétel alapjan G topologikusan izomorf H x L -el, amibél az is kévetkezik,

1 ) . G/H .
hogy ¥ ° topologikusan izomorf val. O

9.2.3. Segédtétel.

Legyen G kommutativ topologikus csoport, H pedig egy nyilt, oszthatd részcsoportja.
Ekkor & topologikusan izomorf HxG/H g

Bizonyitas.

A H identikus leképzése a 6.3.1. Tétel alapjan kiterjeszthetd G -nek H -ra valo ¥
homomorfizmusava. Mivel ¥ folytonos a H nyilt részcsoporton, igy folytonos GG -n, és
alkalmazhatjuk az el6z6 segédtételt. O

9.2.2. Tétel.

Ha a ( lokalisan kompakt Abel-csoportnak van olyan diszkrét, végesen generalt
részcsoportja, amely szerint vett faktorcsoport kompakt elemi csoport, akkor (7 elemi
csoport.

Bizonyitas.

Legyen N a & olyan diszkrét, végesen generalt részcsoportja, amely szerint vett

faktorcsoport kompakt elemi csoport: G/N=T" =xF , ahol = nem negativ egész szam, &'
pedig véges Abel-csoport.

Eloszor tegyikk fel, hogy G Osszefiiggd, ekkor G/N is  Osszefiiggd, igy
G/IN=T"=R"/Z" Legyen % az " -nek T" -re, ¥ pedig a G -nek T" -re valo
természetes homomorfizmusa. Mivel Z" és N az " -nek, illetve G -nek diszkrét

részcsoportja, van olyan U/ kornyezete a 0 -nak K" -ben, s olyan V' kérnyezete az
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egységelemnek G -ben, hogy ' kélcssnosen egyértelmit U -n, ¥ kélcsonosen egyértelmii

Vo és wlv) =9%U)  valsban, legyen U a 0 -nak " -ben és V0 az egységelemnek &
-ben olyan szimmetrikus kdrnyezete, hogy

UZNZ = {0}, VG N ={e},

& ©(Vo) S (Un) | Ekkor legyen U € Vo Mt (W) ¢ V =Von e Hw(U)) |

Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy U={reR": ”7 | <a} . Legyen
minden I/ -beli = esetén P{£) az az egyértelmiien meghatirozott ¥ -beli elem, amelyre
p(®(x)) = () teljesiil, ekkor tehat P = p hod | Ekkor ® az U -nak V -re valo
folytonos lokélis izomorfizmusa, azaz ha ¥ & L1t ¥ az U -hoz tartozik, akkor
Ple +y) = Dle)P(y) | ovapbe Pl—2) = L E I kiterjesztjiik R -re a
kévetkezd modon: ha & az K" eleme, akkor valamely 7 pozitiv egész mellett ¥ = n» az {7

-ba esik és ekkor legyen Pix) = b{y)" . Koénnyt latni, hogy ezzel egyértelmtien definialjuk
® -t az = pontban és a kiterjesztett © az " folytonos és nyilt homomorfizmusa " -nek

G -be. Mivel ®(E") tartalmazza a G egységelemének valamely kornyezetét és &
Osszefliggd, igy PR) =G Mivel U generdlja [ -t ¢s ¥ ° Dle) = () o7 U el
@ clemekre, ezért ¥O P =1 igy a ® homomorfizmus H magja része a ¥
homomorfizmus Z" magjanak. Ha H = {0} , akkor & topologikusan izomorf " -el. Ha

H # {0} akkorvana Z" -ben olyan ©1s €2+- -+ + € bégzis és vannak olyan @1: d2s- -+ dk
( l<k<r ) pozitiv egészek, hogy a cher.daea,. . ki elemek generaljak H -t. Az
€1 €25+« B nyilvan bazisa K" -nek, igy minden H szerinti mellékosztaly tartalmaz olyan
r1e1 + T2ez + -+ e glaki elemet, amelynél

D<m <d1 0wy <y, ...0<w <dg,

és Thle---s T Ty tetszOleges valos szamok, tovabba a kiilénbozo 1lyen elemek kiilonboz6
mellékosztalyokban fekszenek, tehat R*/H topologikusan izomorf T* x "~ -Val igy

G=R/Ker d =R /H =TF xR *

Legyen ezek utan (& tetszbleges csoport, mely teljesiti a tétel feltételeit, amelyre tehat
GIN =T"xF  anol N diszkrét és végesen generdlt részcsoportja G -nek, T nem
negativ egész és F' véges Abel-csoport. Legyen ¥ a (+ -nek G/N e valo természtes
homomorfizmusa, 7 pedig a 1’ % " -nek a T" -re valé projekciéja. Ekkor ™ @ ¥ nyilt és
folytonos homomorfizmusa G -nek T -re, melynek M magja véges szamu N szerinti
mellékosztaly egyesitése:

M=NU&,NU---Uwx,N.

Mivel N diszkrét, igy zart, tehat minden 'TJP"' zart, s mivel ezek i #e esetén nem
tartalmazzdk az egységelemet, igy M -ben N az egységelemnek kornyezete, tehat nyilt is és

zart is, vagyis M diszkrét és végesen generalt részcsoportja (& -nek. Masrészt, G/M =T

.Har =0 akkor M = G | igy G végesen generdlt, tehat G = ZFx F | valamely &
nem negativ egésszel és £ véges Abel-csoporttal. Legyen © =0 . Mivel M diszkrét, a
o homomorfizmus kolesondsen egyertelmd, s igy homeomorfizmus a G
egységelemének valamely I/ kornyezetén. Mivel T' lokalisan 6sszefiiggd, feltehetjuk hogy

it
U 6sszefiiggd és szimmetrikus. Ekkor V™ 6sszefiiggd ( n természetes szam), igy n_l U
a (G Ssszefiiged és nyilt részcsoportja, mely nyilvan zart is, ezért a G egységelemének €'

komponensével egyenlé. Mivel T" 6sszefiiggs, igy ™ © p(l) generalja 1" -t, ezért

T =mop(C) =m0 wl(G).
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és igy " =C/CnM | Mivel C osszefiiggd és C' MM diszkrét és végesen generalt
iészesqportjga—tétel elsé részeben bizonyitgttak alapjan  elemi Osszefliggd csoport, azaz

moe{C) = op(@jesil valamgly nem negativ egész esetén. Mivel
, gy . A homomorfia-tétel szerint

G/C=CM/C=M/MnNC.

Itt valéjaban nem egyenldségrol, hanem izomorfizmusrél van szo, de ezek az izomorfizmusok
egyben topologikus izomorfizmusok, hiszen a szerepld csoportok diszkrétek, igy azonosnak

7l
tekinthetjiik 6ket. Kovetkezésképpen G/C végesen generalt, tehat GiC =L xF teljesiil
valamely ! nem negativ egész szammal és F' véges Abel-csoporttal. Mivel C' nyilt és

oszthatd, a 9.2.3. Segédtétel szerint (& topologikusan izomorf CxA(G/C) -vel, s a tételt
bebizonyitottuk. O

9.2.3. Tétel.

(Approximacios tétel) Kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoport egységelemének
barmely kornyezete tartalmaz olyan kompakt részcsoportot, amely szerint vett faktorcsoport
elemi csoport.

Bizonyitas.

A 9.1.2. Tétel szerint a & kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoportban van olyan
végesen generalt diszkrét N részcsoport, hogy a G"=G/N faktorcsoport kompakt. Jeldlje

fa G nek G/N -re vald természetes homomorfizmusat. Legyen V az ¢ egységelem
tetszOleges kornyezete (& -ben, s legyen WCV 4 egységelem olyan szimmetrikus
kérnyezete, melynek lezartja kompakt és WENN = {e} . Az el6z6 tétel szerinta G -nak
1étezik olyan H"C [(W) zart részcsoportja, hogy G"/H" elemi csoport. Ekkor legyen
H'=fYH) s H=H'NW Megjegyezziik, hogy ./ homeomorfizmusa W* -nek
f”"‘fd} -ra, s igy homeomorfizmusa H -nak H" -ra. Ezért H kompakt. Megmutatjuk,
hogy HH! CH , azaz H részcsoport. Valoban, ha % H -beli elemek, akkor -']'-’L’_l a
H' -hoz tartozik és létezik olyan H -beli z , hogy fla) = Hay™)  ppen my 27 o
N -hez és a W -hez tartozik, tehat 2y~ =2 a H -nak eleme. Most megmutatjuk, hogy
H'= HN . Legyen z a H' tetszéleges eleme, ekkor van olyan H -beli = , hogy
fle) = flz) , igy ¥ = 227" a7 N -nek eleme. Tehat H' = HN . Mivel H CW ,
ezért H és N kozos eleme csak az egységelem. A G/H faktorcsoportban az IV
természetes képe legyen N . A bizonyitottak alapjan N izomorf N -nel, azaz, végesen

generalt diszkrét csoport, masrészt a G/H _nak N szerint vett faktorcsoportja izomorf
f
G/H -vel, hiszen

(G/H) | N ={(G/H) /| N = (G/H) [ (HN/H) = G/HN = G/H',

azaz, (G/H) / N izomorf G*/H" -al, ami kompakt elemi csoport. Ezért G/H glemi
csoport. O

3. 9.3 Lokalisan kompakt Abel-csoportok
dualitaselmélete

9.3.1. Tétel.
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Pongrjggding fompaktan genkralt lokalisan kompaktgAbel-csoport topologikusan izomorf
-val, ahol nem negativ egészek, pedig kompakt Abel-csoport.

Bizonyitas.

A 9.2.3. Tétel alapjan a (& -nek van olyan H kompakt részcsoportja, amely szerint vett
faktorcsoport elemi csoport, azaz

G/H =R"x ZF x F,

ahol ' véges Abel-csoport, T k pedig nem negativ egészek. Legyen ¥ a G -nek G/H

| .
ra valo természetes homomorfizmusa, és legyen K== (F) Ekkor K a ' -nek
kompakt részcsoportja, valdjaban, mint azt konnyli latni, a G legbévebb kompakt
részcsoportja. A homomorfia-tétel szerint

G/K =(G/H) [ (K/H) =R"x Z* x F [ F = R" x ZF.
A 4.1.2. Zorn-lemma alapjan kovetkezik, hogy G -nek van olyan minimélis zért L
részesoportja, melyre & = LK | Ekkor azt kapjuk, hogy LNK = {e} , igy G

- - mk
topologikusan izomorf L x K -val, valamint L topologikusan izomorf G/& = K" x Z

-val. Tehat
G=LxK=RK"xZFx K.
]

9.3.2. Tétel.

Kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoport természetes leképezése topologikus
izomorfizmus a csoport masodik dualisara.

Bizonyitas.
Vilagos. O

9.3.3. Tétel.

Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport és legyen H a (G nyilt részcsoportja. Ekkor az a
leképezés, amely (G minden karakteréhez annak H -ra val6 sziikitését rendeli hozza, a G -
nek H -ra valo nyilt folytonos homomorfizmusa, melynek magja & annihilatora. Ezért H

duélisa topologikusan izomorf (& duélisanak H annihilatora szerint vett faktorcsoportjaval.
Bizonyitas.

Vilagos, hogy az a leképezés, amely (& minden karakteréhez annak H -ra valo sziikitését

rendeli hozz4, homomorfizmusa a G csoportnak a H csoportba, s mivel nyilt részcsoport
minden karaktere kiterjeszthetd az egész csoport karakterévé, igy ez a leképezés sziirjektiv. A

s

kovetkezménye. o

9.3.4. Tétel.

(Pontrjagin) Lokalisan kompakt Abel-csoport természetes leképezése topologikus
izomorfizmus a csoport masodik dudlisara.

Bizonyitas.
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Legyen H a G kompaktan generalt nyilt részcsoEPrtja és ,rjelélje ‘Tth{ Q] természetes

e - "

t dik duali d -beli té = beletartozik
J}e@eﬁse masodik dua 1531 Ii}fl%yaﬁ minden eli esetén Al ele rOZ}I}I

f annihildigsdpa, B -ba. Megmutatjuk, hogy  y» (3
minden  eleme H alaku, valamilyen f{-{a?}i= ﬂle@mel. Ha 8s fp olyan
karakterei, melyek -n egyenjgk, akkor fjLegyen a karaktere,
?ﬁ}{qg )a&e}qz@tétel szerint a  valamely karakterénelg -ra valé szlkitése. Legyﬁ;}

o . Az gl8bbiek szerint ¢ a definicio korrekt,  vélasztasatol fliggetlen, és
a  dudlisat képezi  -be. ﬁyilvén homomorfizmus, mely folytonos is, hiszen %elb@

tétel szerint a Marakterekhez -ra valo sziikitésiiket rendel6 leképezés nyilt. Tehat  a
kerekiere, fle ) -ra éryéry¢y a dualitdsi tétel 9.3.2. szakaszban megfogalmazott viltozata, igy

F) =z = () ) érvényes valamely -bghi yelemmel,  agaz

I A{@, H) teljesiil minden  -beli  -re és minden  -beli T Teh@f}p

-t az (ﬁ?nthllatorara ,ﬁe@ezH }nyﬂvan JéEﬂmeH’ }modon Mivel nyilt,

diszkrét, s mivel dualisa , 1gy pakt Amint-az konnyen

(TS ARG HS
létthatg'iz kompakt részcsoport annihildtora mindig nyilt, igy H D{H) néf;ilt,
ezertp( (Hyilt és folytonos, tehat topologikus izomorfizmusa -nak -ra, s ezért -

nek -re.

Még azt kell igazolni, hogy PG =G Megmutatjuk, hogy barmely G -beli f esetén van
a G -nek olyan H kompaktan generélt nyilt részcsoportja, hogy fa ®H) -hoz tartozik.
Legyen U{F.¢) a egységelemének olyan kornyezete, hogy |Fx) — 1] < V3 ,ha X az
U(F.¢) -hoz tartozik. Legyen I/ a G egységelemének tetsz6leges szimmetrikus, kompakt
lezarasti kornyezete és jelolje H1 97 U altal generalt részcsoportot. Ekkor Hy nyilt és
kompaktan generalt részcsoport, igy G/ H) diszkrét. Legyen a  a (G/HL)” csoport

topologikus izomorfizmusa A G.H 1) -re a kovetkezd Osszefliggéssel definialva:
) = 0@ (4 € (G/HYY

ahol ¥ a G -nek G/ H1 .re valo természetes homomorfizmusa. Mivel
U(F.2)r A(G. Hy)

az egységelem kornyezete Al G.H 1) -ben, ezért
p HU(F,2) N A(G, H))

az egységelem kornyezete {G/Hy) -ben, igy létezik G/ H, -ben olyan kompakt, azaz,
véges L1 o H, ... “nH 1é57halmaz, amely altal generalt C' részesoportra fennall

A((G/HT.C) C p HU(F.2) N A(G. Hy)).

Legyen most H a (' -nek olyan nyilt, kompaktan generélt részcsoportja, mely tartalmazza az
U lezarasit és az T1: T2+ -+ Tn elemeket. Ha X az “A{(G-H) eleme, akkor X a i

elemein 1 értéket vesz fel és xlej) =1 minden J =1.2....1 o Ezert X az

A(G 1) ez tartozik, és pHX) gz AUGTHLC) ek eleme, fgy X az UlF.e) .
hoz tartozik, tehat

Fx) — 1] < V3.
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Kovetkezésképpen f {Y} 1] < V3 telJesulA:mnden -’”(r H) esetén, s el A{G. H)
700 AGH) g BN G H))
kompakt, igy & H} érvényes minden mellett. Ezért az -
nek eleme, igy -nak is. O
4. 9.4 Feladatok
1.
Bizonyitsuk be, hogy kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoportot az egységelem valamely
kompakt lezartt szimmetrikus kornyezete generalja!
2.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy lokalisan kompakt Abel-csoport valamely zart részcsoportja esetén van az
egységelemnek olyan kdrnyezete, mely nem tartalmazza a részcsoport egyetlen egységelemtdl kiilonb6z6
elemét sem, akkor a részcsoport diszkrét!
3.
Egy lokalisan kompakt Abel-csoport valamely részhalmazanak annihilatora alatt a dualis csoport mindazon
elemeinek halmazat értjiik, amelyek a részhalmaz elemein 1 értéket vesznek fel. Bizonyitsuk be, hogy
barmely nem iires részhalmaz annihilatora zart részcsoport!
4.
Bizonyitsuk be, hogy ha {7 egy lokalisan kompakt Abel-csoport egységelemének szimmetrikus nyilt
| hei3
kornyezete, akkor nfb 1 nyilt részcsoport!
5.

Bizonyitsuk be, hogy ha U/ egy lokalisan kompakt Abel-csoport egységelemének szimmetrikus, nyilt,

Osszefiiggd kornyezete, akkor ﬂn 1 U™ gy egységelem komponense!
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1. 10.1 A Haar-mérték és a Haar-integral

A 8. Fejezetben lattuk, hogy a Haar-mérték és a Haar-integral kompakt Abel-csoportokon a Fourier-analizis és
az absztrakt harmonikus analizis alapvetd eszkdze. Az el6z6 fejezetben a Pontrjagin-féle dualitastételt
kiterjesztettiik tetszéleges lokalisan kompakt Abel-csoportokra, s célunk az, hogy a Fourier-transzformacio
elméletének legfontosabb eredményeit is atiiltessiik erre az altalanosabb esetre. Ehhez sziikségiink van a Haar-
mérték megfeleldjére nem kompakt lokalisan kompakt Abel-csoportokon. KézenfekvOnek latszik annak
vizsgalata, hogy létezik-e minden lokalisan kompakt Abel-csoporton olyan mérték, amely a 8.1.4. Tételben
felsorolt tulajdonsagokkal rendelkezik. Kidertiil, hogy ez nem kompakt esetben csak akkor lehetséges, ha az els6
tulajdonsagot elvetjiik. igy a kovetkezé definicidokat fogalmazzuk meg.

Legyen G lokélisan kompakt Abel-csoport. A G -n adott nem nulla Radon-mértéket Haar-mértéknek
=u(B)

nevezziik, ha eltoldsinvarians: minden B Borel-halmaz és & -beli ¥ elem esetén nlg- B)

Vilagos, hogy ha (G kompakt, akkor pozitiv konstans szorzotél egyetlen ilyen mérték létezik G -n, s az
pontosan a 8. Fejezetben targyalt Haar-mérték valamely pozitiv szdmszorosa. Az is vilagos, hogy minden
diszkrét Abel-csoporton 1étezik ilyen Haar-mérték, hiszen a szdmlaldo mérték barmely pozitiv szamszorosa
rendelkezik a felsorolt tulajdonsagokkal. Ugyanakkor kompakt Abel-csoportokon azt lattuk, hogy a Haar-mérték
létezése egyenértékii a folytonos fiiggvények terén egy olyan pozitiv linedris funkcional 1étezésével, amely
eltolasinvarians. Lokalisan kompakt Hausdorff-tereken a 8.1.1. Riesz-féle reprezentacios tétel 1étesit kapcsolatot
mértékek és linedris funkcionalok kozott. Ez a megfontolas a kdvetkezd definicidhoz vezet.

Legyen (G lokalisan kompakt Abel-csoport. A Co(G) tér egy £ nem azonosan nulla, pozitiv linearis
funkcionaljat Haar-integralnak nevezziikk G -n, ha barmely ColG) _peli f s G -beli ¥ esetén

F(f) = Flzf)
teljesiil. Ervényes a kovetkez6 tétel.

10.1.1. Tétel.

Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport. Ha # Haar-mérték G -n, akkor a Co(G) _peli
[ fiiggvényre

F{f) = "l
(10.1) ) ./f !

definicioval értelmezett ¥ Haar-integral G -n. Megforditva, ha £ Haar-integral G' -n,
F =F
i

akkor a 8.1.1 tétel alapjan egyértelmilen hozzarendelt olyan # mérték, melyre
teljesiil, Haar-mérték G -n.

A 9.3. szakaszban nyert eredmények alapjan a kdvetkezo tételt kapjuk.

10.1.2. Tétel.

Kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoporton konstans szorzotdl eltekintve
egyértelmiien 1étezik Haar-integral.
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Bizonyitas.
Figyelembe véve a kompaktan generalt lokalisan kompakt csoportok 9.3.1. Tételben
ismertetett eldallitdsat, s azt a nyilvanvald tényt, hogy az ott szerepld direkt tényezdk
mindegyikére igaz a tétel allitasa, a direkt tényez6kon adott Haar-integralok szorzata éppen a
keresett Haar-integral. o

Ebbdl a tételbdl tehat tetszéleges kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoporton kapunk Haar-mértéket,

konstans szorzotol eltekintve egyértelmiien. Tetszéleges lokalisan kompakt Abel-csoportokon Haar- mérték
létezését a kdvetkezo szakaszban bizonyitjuk.

2. 10.2 A Haar-mérték létezése lokalisan kompakt
Abel-csoportokon

Sziikségiink lesz a kovetkezd, technikai jellegli segédtételekre.

10.2.1. Segédtétel.

Legyen G csoport, 4. 5. C' pediga G tetszdleges részhalmazai. Ekkor

(10.2)
{(ABynC £10 akkor és esak okkor, he BN {_A_]C) 0.

Bizonyitas.
Az (AB ) C halmaz akkor és csak akkor nem iires, ha
e € (AB)'C = B7HAT(O),

Br{A~lC)

ami akkor és csak akkor teljesiil, ha nem ires. O

10.2.2. Segédtétel.

Legyen (G lokélisan kompakt Abel-csoport, U pedig az egységelem szimmetrikus
kérnyezete. Ekkor van olyan & részhalmaza (& -nek, hogy barmely & -beli @ elem esetén

az al/? halmaz az § -nek legaldbb egy, az al/ halmaz pedig az S -nek legfeljebb egy
elemét tartalmazza.

Bizonyitas.

Jelslie X a G mindazon T részhalmazainak csaladjat, melyekre

a ¢ pU?

teljesill tetsz6leges P 7 4 elemekre a T -b3l. Megjegyezziik, hogy ilyenkor ¥ sem tartozhat
iy . . A a ¥
4U” hez. Valéban, ha P = U112 teljesiilne valamely “1-2 elemekre az {/ halmazbol,
T T . . . r2 .
akkor 4 = P2 U1 ami az I/ szimmetridja miatt pU? eleme. Nyilvanvalo, hogy (&

minden legfeljebb egyelemi részhalmaza -K: -hoz tartozik, s konnyii latni, hogy K teljesiti a
4.1.2. Zorn-lemma feltételeit, ezért van 5 maximalis eleme. Legyen « a (& tetszdleges

eleme, és tegyiik fel, hogy al/? nem tartalmaz S -beli elemet, vagyis
Snal?=10.

Most alkalmazzuk a 10.2.1. Tételt A = [72 , B = Jlﬁc} és ' = & valasztassal, ekkor, az
[/ szimmetriaja alapjan
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{a} U5 =10,

kovetkezik, vagyis @ nem tartozik az U'?S halmazhoz, s igy @ egyetlen S -beli & esetén
sem tartozik az 8U/? halmazhoz. A fentiek alapjan ez azt jelenti, hogy & nem tartozik az al/?

halmazhoz, tehat SuU{a} a K -hoz tartozik, ami ellentmondas, hiszen szigortan bévebb &
-nél. Ezzel megmutattuk, hogy barmely G -beli @ esetén az al/? tartalmazza § -nek
legalabb egy elemét. Most azt tegyiik fel, hogy vannak S -nek olyan %1 # 52 elemei, hogy
mindketts az al/ halmazhoz tartozik. Ekkor 151} n (all) nem iires, és alkalmazhatjuk a
10.2.1. Tételt, ezattal az A = AL =U , B = {5} és C = {a} valasztassal. Azt
T i ¥ _ —177
kapjuk, hogy (s1U/) 1 {a} nem iires, ezért @ az 51U -ban van, a™ pedig 1 U pan.
S —1_ 7r2
Hasonléan kapjuk, hogy @ az 32U _hoz tartozik. Ebbdl az adodik, hogy ¢ az ®1 sl
—1. 172
halmazban van, ami azt jelenti, hogy az ®1 82U 1 aimaz nem iires. Most a 102.1. Tételt

A={s1}  B={e} C=25U? valasptissal alkalmazva az adodik, hogy 51 az 52U
halmazhoz tartozik, ami ellentmond az & definicojanak. Igy az @l” halmaz az S -nek
legfeljebb egy elemét tartalmazza, s ezzel a tételt bebizonyitottuk. o

10.2.1. Tétel.

Minden lokalisan kompakt Abel-csoporton 1étezik Haar-integral.
Bizonyitas.

A bizonyitas az 5.2.1. Markov-Kakutani-féle fixpont-tételen alapul. Legyen adott a &
lokalisan kompakt Abel-csoport. Jelolje Col G} a C.(G) dualis terét a gyenge*-topologiaval
ellatva. Barmely G -beli @ esetén csakiigy, mint korabban, To: ClG)" — GAG)” jeloli a

T A f) = Mro f)

modon értelmezett leképezést, tetszbleges CoAK) beli [ mellett. Ekkor minden Za
folytonos linedaris operatora a Ce{G)" 1okalisan konvex topologikus vektortérnek. A La
operatorok nyilvan felcserélhetdk. A tétel bizonyitasahoz meg kell mutatnunk, hogy létezik
olyan nem azonosan nulla, pozitiv linearis funkcional Col ) -n, amelyet minden L& operator
fixen hagy. Ehhez elegendé megadnunk CelG)" _pan egy olyan nem fires, kompakt, konvex
részhalmazt, melyet az Osszes L« operator 6nmagaba képez, ekkor ugyanis éllitisunk a
Markov-Kakutani-féle ~ fixpont-tételbél  kovetkezik. MindenekelStt rogzitsink a &
egységelemének egy kompakt, szimmetrikus kornyezetét, legyen ez {J . Legyen ' mindazon

A pozitiv linearis funkcionalok halmaza, melyek rendelkeznek a kovetkezd két
tulajdonsaggal:

1.

MFIE 1 hacsak f a €G) olyan eleme, melyre 0 < f <1 valamint f tartoja
benne van az &/ halmazban a G valamely @ eleme esetén;

A(f) 21 hacsak [ a CelG) olyan eleme, melyre 0 = £ valamint f =1 az all?
halmazon a G valamely @ eleme esetén.

Vildgos, hogy €' a CelG)" konvex, zart részhalmaza. A 4.5.1. egységfelbontasi tétel alapjan

latjuk, hogy CelG) minden nem negativ eleme véges sok olyan nem negativ folytonos
fiiggvény Gsszege, melyek mindegyikének tartoja beleesik az @/ halmazba valamely G -beli

ey
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beli f fiiggvény mellett a {A(f): AECY haimaz korlatos. Ezért, a Tyihonov-tétel
bizonyitasaban alkalmazott gondolat megismétlésével kapjuk, hogy a C' halmaz kompakt.
Vilagos, hogy a I, leképezések C onmagaba képezik. Azt kell csupan megmutatnunk,
hogy C' nem iires. Am ha a 10.2.2. Tételben szereplé S halmazt éppen U/ -hoz valasztjuk,

akkor az f= Eseﬁ' fis) linearis funkcional T -hez tartozik.

Végiil tehat, a Markov-Kakutani-féle fixpont-tétel szerint az Ssszes La operatoroknak van
kozos fixpontjuk, ami éppen egy Haar-integral G -n, s ezzel a tételt bebizonyitottuk. o

3. 10.3 A Haar-integral egyértelmiisége

Ebben a szakaszban igazoljuk, hogy lokalisan kompakt Abel-csoportokon a Haar-integral pozitiv konstans
szorzotol eltekintve egyértelmi. A 10.1.2. Tételben ezt kompaktan generalt lokalisan kompakt esetben mar
igazoltuk, de most azt az eredményt nem hasznaljuk fel, 4j bizonyitast adunk ebben az altalanosabb esetben.

10.3.1. Tétel.

Lokalisan kompakt Abel-csoporton barmely két Haar-integral koziil egyik a masiknak pozitiv
konstansszorosa.

Bizonyitas.

Legyen I ¢és J két Haar-integral G -n, [ egy kompakt tartéji folytonos fiiggvény, h
pedig egy kompakt tartdju, nem azonosan nulla, szimmetrikus folytonos fiiggvény, azaz

3 == "_1 . . . H H H r r r . 14
hiz) = hi{z™") teljesiil minden G -beli = -re. Ekkor a Fubini-tétel és a két integral
invarianciaja miatt a kovetkez6 szamitast végezhet;jiik el:

Hh)J(f) = L Joh{y) flx) = 1,0 h{y) flxy)
valamint
JI(f) = L J.h(z) f(y) = Ljh(y o) fly) = J LM 2" ) fly) = T I h(y) f(zxy).

Ebbsl 1T (f) = L )T(R) aqedik, s £0R) # O miatt az allitast kapjuk. o

4. 10.4 Haar-mérték elemi, és kompaktan generalt
Abel-csoportokon

A fentickben latottak alapjan attekinthetjiik az elemi csoportokon, illetve a kompaktan generalt Abel-
csoportokon mindazt, amit a Haar-mértékrol és a Haar-integralrdl tudni kell. Mindenekel6tt megjegyezziik,
hogy az altalanos mértékelmélet alapjan kovetkezik, hogy véges sok lokalisan kompakt Abel-csoport szorzatan
Haar-mértéket kapunk az egyes tényez6kon vett Haar-mértékek szorzataként. Igy az elemi, illetve a kompaktan
generalt lokalisan kompakt Abel-csoportokra megismert struktira-tételek lehetdséget nytjtanak arra, hogy
ezekben az esetekben a csoporton teljesen leirjuk a Haar-mértékeket. El6szor az elemi csoportokkal
foglalkozunk.

Az elemi csoportok definici6 szerint a
G=R"xZ¥xT™"xF

alakuak, ahol T kLT pem negativ egész szamok, £ pedig egy véges Abel csoport. Vilagos, hogy E™ -en a
Lebesgue-mérték barmely pozitiv szamszorosa, ™ -en pedig a szamlalé mérték barmely pozitiv szamszorosa
rendelkezik a Haar-mérték tulajdonsagaival, igy G -n barmely # Haar-mérték ezeknek, és a L x F
csoporton a 8.11. egyenléséggel megadott mérték szorzatanak pozitiv szamszorosa. Ha A jeloli a Lebesgue-

mértéket [ -en, |F| pedig az £ csoport elemszamat, akkor (& -n a kévetkez6 médon normalt Haar-integralt
szokas hasznalni:
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/f . {0 }"H'” |F| Z Z [” [ flr 1 L'f;}(iA“{ﬂ_,}dAm“}‘

N n12n-|m

(10.3) 1Tk veR " [

Nyilvan minden elemi csoport kompaktan generalt és lokdlisan kompakt, igy az elébbi formula specialis esete a

kompaktan generalt lokalisan kompakt Abel-csoportokra vonatkozd megfelelé képletnek. Mivel az ilyen
csoportok a 9.3.1. Tétel szerint

G=R*xZ* x K

alakuak, ahol /X kompakt Abel-csoport, igy ezeken a # Haar-mértékhez tartozé Haar-integral egy lehetséges
normalasa

' ]‘ ' e " L - L
/;d;;:mz [ Flae L EY AN () dr(k)

JEr K

- =

(10.4) ° 1e2¥

ahol x a Haar-mérték & -n.

5. 10.5 Feladatok
1.

Bizonyitsuk be, hogy ha I egy Haar-integral a & lokalisan kompakt Abel-csoporton és f nem azonosan
nulla, nem negativ, folytonos kompakt tartajt fiiggvény G -n, akkor I{(f) =0

Bizonyitsuk be, hogy a Haar-integral inverzid-invarians, azaz, ha barmely [ figgvény esetén f jeloli az

i Ao ,—1 Y i
fle) = Flr7") modon értelmezett figgvényt, akkor I(f)=1(f) teljestil minden folytonos kompakt
tartaju I esetén!

Bizonyitsuk be, hogy a G =R\{0} multiplikativ csoporton egy Haar-integral a kdvetkezo:

fo-

Bizonyitsuk be, hogy a C\{0} muliplikativ csoporton egy Haar-integral a kovetkezo:

1= [
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1. 11.1 Harmonikus analizis az egészek csoportjan

Legyen G =Z |, az egész szamok additiv csoportja a diszkrét topologidval. Mint minden diszkrét Abel-
csoporton, Z -n is a Haar-mérték a szamlalo mérték tetszOleges pozitiv konstansszorosa. A kompakt Abel-
csoportok tanulményozéasakor az inverzids tétellel kapcsolatban lattuk, hogy ezt a pozitiv konstanst 1 -nek
célszerti valasztani, amit a kovetkez6kben mindig fel fogunk tételezni. Tehat diszkrét Abel-csoport esetén Haar-
mérték alatt mindig a szamlalo mértéket fogjuk érteni. A Z dualisa T -vel azonosithato, s az azonositast a

% Xz megfeleltetés adja, ahol l2j =1 komplex szam, s a X= karakter a
yo(n) =2z"

egyenldséggel van értelmezve, minden 7. egész szam esetén. Természetesen ez a dudlis csoport, amint azt a 8.3.

LY . - . .. .
szakaszban lattuk, az ¢’ Xi megfeleltetés révén a [0.27] intervallumon a modulo 27 Goszeadéssal
ellatott csoporttal is azonosithato, ahol 0 = # < 27 | sa Xt karakter a

xi(n) = "™

. . : e e . LAZY 141 tohat mi FiZ 5 C figeve
modon van értelmezve, minden 7. egész szam esetén. Az “ tér tehat mindazon Jf -+ figgvények
halmaza, melyekre a

Do)
reR

2
Osszeg véges. Ez természetesen azonosithatd a F(Z) térrel. Ha tovabb akarunk haladni a kompakt Abel-
csoportok esetében bejart Gton, akkor a Fourier-transzformacio értelmezése kovetkezik, s bar a Haar-integral

w

rendelkezésiinkre all, ezen a ponton mégis egy akadaly tornyosul el6ttink: a £ csoport karakterei

nyilvanvaléan nem tartoznak LE{E} -hez, tehat nem képezhetik annak ortonormalt bazisat, igy a Hilbert-terek
altalanos elméletét ebben az esetben nem alkalmazhatjuk, mar a legegyszeriibb nem véges, diszkrét Abel-
csoport esetében sem. Vajon mi jelenthet kiutat ebbdl a latszélag reménytelen helyzetb6l? Hiszen tudjuk jol,
hogy példaul a valds egyenesen a klasszikus Fourier-transzformacio kitlinéen miikddik, a modern analizisnek és
alkalmazasainak nélkiilozhetetlen eszkoze. Vajon az hogyan illeszthetd be ebbe az altalunk felépitend6 absztrakt
elméletbe?

A kovetkezokben latni fogjuk, hogy a megoldast a Banach-algebrak, kozelebbrdl az L -algebrak elmélete
jelenti. Ezt az elméletet nem kell korlatozni a Z csoport esetére, a 9. Fejezet eredményeit felhasznalva azonnal
ratérhetiink az altalanos lokalisan kompakt Abel-csoportok harmonikus analizisének targyalasara. A Banach-
algebrak elméletének részletes targyalasa természetesen meghaladja e jegyzet kereteit, igy a kovetkezd szakasz
ismertetd jellegli lesz.

2. 11.2 Kommutativ algebrak

Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport, melyen a miiveletet dsszeadassal fogjuk jelolni, egy rogzitett Haar-

1
mértéket pedig ™ -el. Ismeretes, hogy az 7 mértékhez tartozo LAHG) tér a pontonkénti Osszeadassal €s
skalarral valo szorzassal, valamint az

|| = | dm
oy IH11= [ 19130
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modon értelmezett normaval Banach-tér. S6t, amint azt a ml}@.}Tételb?n lattuk a konvolﬁ(‘(if)val ellej}’gva ez a tér
Komnfutativ(Banach-algebra. Még tovabb haladva, ha az -beli  elem és minden  -beli  esetén az

fiiggvényt

(11.2) fHle) = fle™l),
(@)

algebra, melyet a (& csoport L -algebrajanak neveziink. Amint azt konnyl latni, LYG) pontosan akkor
egységelemes, ha a (G csoport diszkrét, s ebben az esetben az egységelem a csoport egységelemébdl allo
egypontos halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Bizonyos nehézséget okoz az a tény, hogy nem diszkrét esetben
az I -algebra nem egységelemes, igy a kommutativ egységelemes B* -algebrak elmélete kdzvetleniil nem
alkalmazhat6. Az alabbiakban vazoljuk, hogy miként kiizdhetjiik le ezt a nehézséget. Legyen A kommutativ
algebra, { pedig egy ideal A -ban. Akkor mondjuk, hogy { maximalis ideal, ha nem valodi része egyetlen
valodi idedlnak sem. Akkor mondjuk, hogy az A algebra  eleme egységelem modulo { |, ha barmely A -beli
r esetén M — T az I -hez tartozik. Az I idedlt reguldrisnak mondjuk, ha létezik A -ban egységelem
modulo £ . Ha I valodi regularis ideal, akkor egyetlen modulo £ vett egységelemet sem tartalmaz.

cres

] 1
modon értelmezziik, s az f involucidjanak nevezziik, akkor ezzel az involucioval L kommutativ 5 -

11.2.1. Tétel.

Az A kommutativ algebra minden valédi regularis idedlja benne van valamely regularis
maximalis idealban.

Bizonyitas.

Legyen I regularis ideal, © pedig egységelem modulo { . Az A algebra osszes I -t
tartalmazd Gsszes olyan idealjainak halmaza, melyek nem tartalmazzak it -t, a halmazelméleti
tartalmazasra nézve féligrendezett halmaz, melyre - mint kdnnyen lathato - teljesiil a 4.1.2.
Zorn-lemma feltétele, igy van maximalis eleme, melyrél kénny(i latni, hogy I -t tartalmazo
regularis maximalis idedl. o

Kommutativ algebrdban az * elem adverzének nevezziik az ¥ elemet, ha t+y—xy=10 teljesiil. Nem
nehéz belatni, hogy az ¥ elemnek pontosan nincs adverze, ha  egységelem modulo valamilyen regularis
maximalis idealra nézve.

Egy kommutativ egységelemes algebra & elemének spektruma alatt értjilk mindazon A komplex szamok

halmazat, melyekre az * — A€ elem nem invertalhatd, ahol & az algebra egységelemét jeloli. Nem
egységelemes kommutativ algebra eseteén az i elem spektruma azon A komplex szamokboél all, melyekre

vagy A =10 vagy az /A elemnek van adverze.

11.2.2. Tétel.

Kommutativ Banach-algebra minden regularis maximalis idealja zart, s a szerinte vett
faktoralgebra izometrikusan izomorf a komplex szamok Banach algebrajaval. igy minden
regularis maximalis idedl egyenlé valamely, a komplex szamok Banach-algebrajara vald
folytonos homomorfizmus magjaval. Megforditva, minden ilyen homomorfizmus magja
regularis maximalis ideal.

Egy Banach-algebranak a komplex szamok Banach-algebrajara valo folytonos homomorfizmusait multiplikativ
funkcionaloknak nevezziik. A multiplikativ funkcionalokhoz magjukat rendelé i +—+ Kecr h hozzarendelés
kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést 1étesit a Banach-algebra 6sszes reguldris maximalis idealjai és az dsszes
multiplikativ funkcionaljai kozott. Ezek halmazat A jelsli, melyet a Banach-algebra struktira-terének, vagy
maximalis ideél-terének neveziink.

Legyen i az A Banach-algebra tetszéleges eleme. A & barmely h eleme esetén
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(11.3) #{h) = h{x)

moédon értelmezett & : & — T fiiggvényt az * elem Gelfand! " -transzformaltjanak nevezziik, az * — #
leképezést pedig Gelfand-transzformacionak. Kénnyen lathato, hogy

b

11.4) I1E]ls = |
teljesiil minden A -beli  esetén. A kovetkezé tétel alapvetd fontossagu.

11.2.3. Tétel.

Ha A kommutativ Banach-algebra, akkor a A  struktira-téren az A= {(E)ren
fiiggvénycsalad 4ltal indukélt topologia lokalisan kompakt, mely kompakt, ha A

egységelemes. Ha £ nem kompakt, akkor az A -beli fiiggvények eltlinnek a végtelenben.

Az A fiiggvénycsalad, vagyis a Gelfand-transzformacio értékkészlete tehat egy folytonos fiiggvényekbdl allo
halmaz egy lokalisan kompakt Hausdorff-téren, mely nyilvan algebra a linearis miiveletekre és a pontonkénti

szorzasra nézve, am az altalaban nem igaz, hogy az egész Cla) , vagy Co(A) lenne, de még az sem biztos,
hogy ezen terek valamelyikében siirti. A Gelfand-elmélet egyik alaptétele a kdvetkezo.

I. M. Gelfand

11.2.4. Tétel.

(Gelfand-Naimark? " -tétel) Kommutativ egységelemes 5” -algebra maximalis idedltere
kompakt Hausdorff-tér, s az algebra izometrikusan # -izomorf a maximalis idedlterén

!Iszrail Mojszejevics Gelfand, orosz matematikus (1913-2009)
?Mark Aronovics Naimark, orosz matematikus (1909-1978)
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értelmezett dsszes folytonos komplex értékii fiiggvények B* -algebrajaval. Az izomorfizmust
a Gelfand-transzformacio létesiti.

Ez a tétel a kommutativ egységelemes B* -algebrakat teljesen leirja, amennyiben azonositja 6ket egy kompakt
Hausdorff-téren értelmezett dsszes folytonos komplex értékii fiiggvények B* -algebrajaval. Kiilondsen nagy a
jelentdsége annak, hogy az azonositast egy konkrét leképezés, a Gelfand-transzformacio irja le. Latni fogjuk,
hogy ez a tétel specialis esetként alkalmazhatd kompakt Abel-csoportokon az integralhaté fiiggvények Fourier-

crer

M. A. Naimark A nem egységelemes esetben a

kovetkez6 tétel érvényes.

11.2.5. Tétel.
Kommutativ nem egységelemes B -algebra maximalis idealtere lokalisan kompakt
Hausdorff-tér, s az algebra izometrikusan # -izomorf a maximalis idealterén értelmezett

osszes végtelenben eltiing folytonos komplex értékii fiiggvények B* -algebrajaval. Az
izomorfizmust a Gelfand-transzformacié 1étesiti.

3. 11.3 Konvolucio

A konvoluci6 értelmezéséhez a kovetkez6 tételt hasznaljuk fel.
11.3.1. Tétel.

(Altalanositott Young® "= -egyenlétlenség) Legyen (XA, ) mértéktér, valamint legyenek
1 = p = +oo g C > 0valos szamok. Ha K : X % X — C mérhetd fiiggvény, melyre

*William Henry Young, angol matematikus (1863-1942)
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/ | B, y) [dy) < C teljesiid majdnem minden X-beli x esetén,
és
[ | K (e y)|dp(e) < C majdnem minden X-beli y  esetén,

akkor barmely LX) peli f eseténaz X -beli = -re
Tf(e) = [ Kiea)idut)

médon értelmezett 1 J fliggvény az LP(X) ey tartozik, és
ITflp = Clfllp

teljesiil.

Bizonyitas.

A P'= 15 csetben az allitas nyilvanvals.

1_
+i=1

1
Legyen 1 <P < +5¢ ¢ @ olyan, hogy # . A Holder*"H-egyenl6tlenség alapjan

21@) < ([ 1K@niauo ) ([ K@ olroru)" <

=

teljesiil minden X -beli = -re. Mindkét oldalt F' -edik hatvanyra emelve és x szerint
integralva, a Fubini® " -tétel alapjan a kovetkez6t kapjuk:

[irr@paua <ci [ [

e [ ) Pdudy)

KMmmﬂwWMWOP

Kz, )| fly)Fdup(y)dp(z) <

majd ¥ -edik gyokot vonva az adddik, hogy:
, 1.1 .
[Tfllp = C7 =] fllp = C- | f]lp -

Ezért TS majdnem minden X -beli  -re véges. A P = 1 eset hasonléan kezelhetd, igy
a tételt bebizonyitottuk. O

*Otto Ludwig Holder, német matematikus (1859-1937)
sGuido Fubini, olasz matematikus (1879-1943)
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W. H. Young

O. L. Holder
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G. Fubini

Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport, melyen rogzitiink egy 7 Haar-mértéket. Akkor mondjuk, hogy az
f:G=C figgvény lokalisan integralhatd, ha mérhetd és minden kompakt halmazra vald sziikitése

integrélhatd. Példdul, G -n minden folytonos fliggvény lokalisan integralhato. Legyenek f- 9 lokalisan
integralhato fiiggvények & -n. Ha valamely & -beli = esetén az

y fle—ylgly)

figgvény integralhato, akkor az

f 5 glz) = j £ — 1)gly) dmiy)

s

faglz)=g= flz) aZonossag.
11.3.2. Tétel.

1
(Young-egyenldtlenség) Legyen 1 = 1 = +0¢  Ha fazk (G) -nek, ¥ pedig az G)
-nek eleme, akkor majdnem minden G -beli & esetén létezik fglex) , tovabba az
frgrees fxg(r) modon értelmezett f * 9 figgvény L {(G) -hez tartozik, &

£ * glly < I Nglp-
Bizonyitas.

Az 4llitas a 11.3.1. altalanositott Young-egyenlétlenségbdl a Kl.y) = flr —y)
valasztassal adodik. o

113
XMLmind XSL-FO Converter



HARMONIKUS ANALIZIS
LOKALISAN KOMPAKT ABEL-
CSOPORTOKON

A tétel giligsht szimbolikusan L'« I? C L¥ gjakban fejezhetjiik ki Specidlisan, fennall L' # L1 € L1

tehat az tér a konvoltciora nézve zart.

11.3.3. Tétel.

-

1
Az L {G} tér a vektortér-miveletekkel, a konvolucioval, és a 1 norméval kommutativ

Banach-algebra.
Bizonyitas.
A konvoluci6 asszociativitisa a Fubini-tétel kovetkezménye. O

A Holder-egyenldtlenség alapjan, ha 1 = P = +5¢ &5 4 olyan, hogy

akkor barmely LNG) -beli f és LYG) -beli 9 eseténaz [ * ¢ fliggvény L=(G) -hez tartozik, és

(11.5) I # gllse = 11 Flls - llglly-
It a szokdsos modon P = L esetén 4 = +0¢ g5 P = +0C egetén ¢ = 1 &rtends.
4. 11.4 Integralhaté fuggvények Fourier-
transzformacioja

Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport, melyen rogzitsiink egy 7 Haar-mértéket. A fentiekben lattuk,
1 .
hogy az LA G) -beli [+ fiiggvényekre minden (& -beli = eseteén

frglr)= / Ffley Ygly) dmiy)

1
médon értelmezett konvolicioval az & (&) kommutativ algebra, mely az 111 normaval ¢s a ( 11.2) moédon
értelmezett involucioval kommutativ B* -algebra. Nagy jelentdségii a kovetkezd tétel.

11.4.1. Tétel.

1
Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport. Az = (G) algebra barmely ® multiplikativ
funkcionalja esetén van olyan egyértelmiien meghatarozott X ® karaktere & -nek, hogy

D(f) = /f?rﬁm.
(11.6) :

Bizonyitas.

- 1 -
Ismeretes, hogy barmely (XM, ) mértéktér esetén az LX) tér minden ¥ linedris

funkcionalja eldallithato

elf) = [fﬁ;.;d;x

114
XMLmind XSL-FO Converter



HARMONIKUS ANALIZIS
LOKALISAN KOMPAKT ABEL-
CSOPORTOKON

' 1oy -
alakban, ahol [ az é{%})) tetszOleggs eleme, cx pedig az L7 egyértelmiien meghatarozott

eleme. Mivel az minden multiplikativ funkcionalja linearis funkcional, ezt
alkalmazva azt kapjuk, hogy

(f) = /fﬁq:.dm

1 .
teljesiil minden LHG) peli f e valamely lényegében korlatos mérhets @@ : G — C

fiiggvénnyel, mely majdnem mindeniitt egyértelmiien meg van hatdrozva. Legyen I az

1 . . .
LHG) bsl vals, *:U pedig legyenek a G tetszOleges elemei. A kovetkezé szamitast
végezhetjik el:

b{n.f) = /f{? zlag{z)dmiz) = /j{ Nag{e1z) dm(z) =

= agp{r) [j'{:;}(}:q;{:} dm{z) = ag(x) - B(f}),

amibdl & helyett LY -t, f helyett f -etirva

ap (@) B(f) = Blry f) = B(7, (72 ) = apW)B(7f) = aly) - avlz) - B(f)
kovetkezik. Ebbdl nyilvan

aplry) = as(z) - ag{y)

adodik, hiszen ® nem a nulla funkcional. Mivel “® mérhetd, a mértékelméletbdl ismert,
hogy & majdnem mindeniitt egyenld egy folytonos fliggvénnyel, s mivel “¥& korlatos, igy
sziikségképpen 1 abszolit értékii, tehat karakter. o

1
Azt kaptuk tehat, hogy az L {F} tér A maximalis idealtere mint halmaz azon051thato a G dudlis

cres

szakaszban értelmezett kompakt-nyilt topolog1ava1 Ennek megfelelden a tovabbiakban az {F} tér eseteben a
A maximalis idealteret azonosnak teklntjuk G —vel Ez az azonositas lehetdvé teszi, hogy az L (G) téren a

V4

Tehat az L (G) peli f figgvény és a G csoport X karaktere esetén legyen

oy 00 = .[f?-

Az f:G—=C figgvényt az f Fourier-transzformaltjanak nevezziik, az fef leképezést pedig Fourier-

. 2
transzforméaciénak. Vilagos, hogy amennyiben G kompakt Abel-csoport és f az LAG) eleme, akkor ez
megegyezik a kompakt Abel-csoportok esetében értelmezett Fourier-transzformacioval. A kovetkez6 allitas a
4.13.6. Stone-Weierstrass-tételbol és a Gelfand-transzformacio altalanos tulajdonsagaibol kovetkezik.

11.4.2. Tétel.

Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport. Ha (& kompakt, akkor a Fourier-transzformécié
1
LHG) ek €1G) egy stiri alterére valo kontrakcidés * -homomorfimusa. Ha G nem

. . 1
kompakt, akkor a Fourier-transzformacio LHG) ek ColG) egy slrli alterére valo
kontrakcios # -homomorfimusa.
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5. 11.5 Fourier-transzformacié lokalisan kompakt
Abel-csoportokon

Ebben a szakaszban 0Osszefoglaljuk lokalisan kompakt Abel-csoportokon a Fourier-transzformacioval
kapcsolatos legfontosabb tudnivaldkat.

11.5.1. Tétel.

. 1
Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport. Ha J az LAG) -bél, # a G -bél, X-7 pedig
a G -bél vald, akkor

1.

(2700 = x(=)f ()
2.

(nfx) = fin~"x)
Bizonyits.

A kovetkez6 szamitast végezhetjiik el:

(700 = [ Hay i@ dmiy) = xte) [ Fen)xlom) dmiy) =

= x(x) [ Fly)x(y) dmly) ,
és
(nf7(x) = [ 1(y) Fly)x{y) dmiy) = [ Hm=Hy) x{y) dmy) =

= fln " x).
O
11.5.2. Tétel.

1
(Konvolucié-tétel) Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport. Ekkor barmely LHG) -beli

f.g fuggvényekre
11.8) (f*gl'=/f-g.
Bizonyitas.
Az allitas a Gelfand-transzforméaci6 altalanos tulajdonsagaibol kdvetkezik. o

11.5.3. Tétel.

1 .
(Egyértelmiiségi tétel) Legyen (7 lokélisan kompakt Abel-csoport. Ha az LHG) -beli f

fiiggvényre f=0 , akkor f majdnem mindeniitt nulla.
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Bizonyitas.
Az allitas a Gelfand-transzformaci6 altalanos tulajdonsagaibol kovetkezik. o
11.5.4. Tétel.

(Inverzios tétel) Legyen (7 lokalisan kompakt Abel-csoport. Ekkor az m Haar-mérték G -n
és az 71 Haar-mérték G megvalaszthatd ugy, hogy ha [ az L1 (G) -nek, f pedig az
L {G} -nek eleme, akkor majdnem minden * -re fennall

fle) = [ FOOx() din(x)
(11.9) .

Ha f folytonos, akkor ez minden  -re fennall.

11.5.5. Tétel.

(Plancherel-tétel) Legyen (' lokalisan kompakt Abel-csoport. Ekkor a Fourier-
LYGYyn L2{G)

2
transzformacio -re vald sziikitése egyértelmiien kiterjeszthetd LA G) -nek

L _{G} -re valo unitér operatorava.
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12. fejezet - SPEKTRALANALIZIS ES
SPEKTRALSZINTEZIS

1. 12.1 A spektralanalizis és spektralszintézis
problémakore

A spektralanalizis és spektralszintézis problémakoére a klasszikus harmonikus analizis alapkérdéseihez
kapcsolodik. A vizsgalatok célpontja az eltolasinvarians fiiggvényterek szerkezetének leirasa. A leiras eszkozei
az eltolasoperatorok kozos sajatfiiggvényei, melyek szerencsés esetben megtalalhatok az illetd eltolasinvarians
fiiggvénytérben, sot, elegendé mennyiségben vannak ahhoz, hogy a térnek valamilyen értelemben bazisat
alkossék. A klasszikus harmonikus analizisben az eltoldsinvarians fiiggvényteret bizonyos korlatozasnak eleget
tevo fiiggvények generaljak. Ilyen korlatozas lehet a periodicitds, a korlatossag, a majdnem pediodicités, az
integralhatosag, vagy a négyzetes integralhatosag. Ezek a korlatozasok lehet6vé teszik, hogy a modern analizis
leghatékonyabb eszkozeit, leggyakrabban az integralelméletet hasznaljuk fel a szdban forgd fiiggvényterek
leirasahoz.

A spektralanalizis és a spektralszintézis lokalisan kompakt topologikus csoportokon értelmezett folytonos
komplex értékii fiiggvények eltolasinvarians linedris tereinek leirasaval foglalkozik. A cél az, hogy a
folytonossagon kiviil semmilyen feltételt ne kelljen alkalmazni a leirashoz. Diszkrét csoportok esetén ez azt
jelentené, hogy tetszoleges komplex értékii fiiggvényekbdl allo eltolasinvarians tereket kellene leirni, ami
semmiképpen sem tiinik egyszerti feladatnak. Masrészt, ebben az esetben kizarolag algebrai eszozoket
alkalmazhatunk, semmilyen analitikus apparatus nem all rendelkezésre. Mindenekel6tt pontosan meg kellene
hatarozni, hogy miyen problamat akarunk megoldani. Az eltolasinvariancia nyilvan fontos szerepet jatszik,
valamint a karakterek, vagy azokhoz hasonlo tulajdonsagu fiiggvények. Mintaul alljon itt Laurent Schwartz! "X
hires tétele, amely a spektralanalizis és a spektralszintézis vizsgalatai kiinduldpotjanak tekinthetd.

L. Schwartz

‘Laurent Schwartz, francia matematikus (1915-2002)
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12.1.1. Tétel.

(L. Schwartz) Legyen adott a valos egyenesen folytonos komplex értékii fiiggvények egy
olyan eltolasinvaridns linedris tere, amely zart a kompakt konvergenciara nézve. Ekkor ebben
a térben az = — = & alakll fliggvények siirti alteret generalnak ( 7 nem negativ egész, A
komplex szam).

Egy masik példat szolgiltat szimunkra a differenciaegyenletek klasszikus elmélete. Legyen ugyanis 7 >
egész szam, s legyenek € (4= 0.1,....n -1 ) komplex szamok. Ismeretes, hogy az

ne—1
flx+n) +Z flet+j)=0
(12.1) =0

allando egyiitthatos homogén linearis differenciaegyenletnek minden fiR=C folytonos megoldasa

k

flry = Zp,;{ﬂ.’}f:)"r

=1

alakt, ahol Al-Aze. o Ay gz egyenlet karakterisztikus polinomjanak dsszes kiilonb6z6 komplex gyokei rendre
M1 T2 - - Tk multiplicitasokkal, s pedig legfeljebb 7s — 1 -edfokii polinom & = 1.2,k esetén. Ez
mas szavakkal gy fogalmazhatd, hogy a ( 12.1) egyenlet folytonos megoldasainak terében, ami nyilvan egy
linearis eltolasinvarians fliggvénytér, az x =™ e alaka fliggvények siirli alteret generalnak ( 7 nem
negativ egész, A komplex szidm), olyannyira, hogy ez a megoldastér valojdban ilyen megoldasok linearis
kombinacioibol all. Szamos tovabbi példat emlithetnénk, melyek azt a jelenséget illusztraljak, hogy egy
folytonos fliggvényekbo6l alloé eltoldsinvarians linearis teret valamilyen értelemben meghatarozzak az
& 4 ™ ™ alakd elemei. Mér az onmagaban nem nyilvanvalo, hogy a térnek vannak ilyen nullatél kiilonb6zo
elemei, radasul mindkét példaban az ilyen elemek elég sokan vannak ahhoz, hogy a tér tetszdleges elemét
kozeliteni lehessen veliik - a masodik esetben egészen pontosan. E két tulajdonsag: a specialis alaku elemek,
épitékovek 1étezése, illetve elegendden soknak a 1étezése a spektralanalizis és a spektralszintézis vizsgalatainak
célja. Felmeriil a kérdés: vajon miért pont az = — ™ e alaki fiigvények az épitékovek, vajon mi az a
specialis tulajdonsaga ezeknek a fliggvényeknek, ami az eltolasinvarians fiiggvényterek szerkezetének leirasa
soran ilyen kiilonleges szerephez juttatja Oket? Az exponencialis fliggvények fontossagat nyilvan az
magyarazza, hogy ezek a fliggvények pontosan az eltolasoperatorok kozos sajatfiiggvényei. A klasszikus
harmonikus analizis vizsgalatai sordn a tanulmanyozandé fliggvényekre olyan feltételeket tettiink, mint
korlatossag, integralhatosag, négyzetes integralhatdsag, stb., melyekkel az exponencialis fliggvények koziil csak
a karakterek rendelkeztek, s azok elegenddnek is bizonyultak a fliggvényterek leirasahoz, amint azt elsésorban
az inverzios tételek mutatjak. Ha azonban a folytonossagon kiviil semmilyen egyéb feltételt nem alkalmazunk,
akkor varhatd, hogy a karakterek nincsenek elég sokan ahhoz, hogy a tér felépithetd legyen beléliik. S vajon mi
a szerepe a fellépd exponencialis fliggvények polinom-egyiitthatdinak? A masodik példara gondolva jol tudjuk,
hogy azok a karakterisztikus polinom gydkeinek tobbszorosségével fiiggnek dssze, illetve azzal, hogy az ilyen
tobbszords sajatértékeknek megfeleld sajataltér egynél tobb dimenzios.

Ez a gondolatmenet arra is ravilagit, hogy amennyiben a fenti két példaban a valés szamokon értelmezett
figgvények helyét valamilyen altalanosabb struktiran értelmezett fiiggvények veszik at, akkor a kovetkezd
alapfogalmaknak kell megfeleld jelentést tulajdonitani: linearis tér, eltolds, siirii részhalmaz, exponencidlis
fliggvény, polinomfiiggvény. Az eltolasinvarians linearis tér egy csoporton értelmezett fiiggvénytér lehet, a strti
halmaz fogalmahoz valamilyen topologidra van sziikség ezen a fiiggvénytéren, ami j6 esetben a csoporton
értelmezett alkalmas topologiaval fiigg Gssze, az exponenciadlis fliggvények szerepét pedig természetesen a
csoportnak a komplex szamok multiplikativ csoportjaba vald bizonyos, nem feltétleniil korlatos
homomorfizmusai jatszhatjak. Bar egyelére nem vilagos, hogy miként, de latni fogjuk, hogy az esetlegesen
fellépd polinomegyiitthatok is természetes modon definialhatok egy, a fentinél joval altalanosabb szituacidoban.

2. 12.2 Varietasok, exponencialis polinomok
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Legyen ' lokélisan kompakt csoporgt:{ (?}zsgélataink alapveté filiggvénytere a G -n érte&;;nezett Osszgs

folytonos komplex értékii figgvinyek) tere lesz, a kovetkez6 modon topologizalva. A barmely
kompakt részhalmaza és barmely -beli fiiggvény esetén legyen
pf\"[f
(12.2)

Konnyen lathaté, hogy X szeminorma, és az dsszes ilyen szeminormék csaladja a 4.3.1. Uriszon-lemma
alapjan elvalaszto csalad. Tetszleges 5 © G kompakt halmaz, ClG) peli fo ¢se > 0 esetén legyen

12.3) Uk joe = {f : f€C(G)pr(f — fo) <}

az fﬂ ﬁiggvény £ sugart nyilt H -g(')mbje Tudjuk a 4.9. szakaszbol, hoy ez a szeminorma csaléd a CLG)

cres

ellatva a Cl(G) tér lokalisan konvex topologlkus vektortér. Konnyen lathato, hogy a ClG) terben egy sorozat,
illetve altalanositott sorozat konvergenciaja egyet jelent az Osszes kompakt halmazon vald egyenletes
konvergenciaval. Kiilonosen fontos az a specilis eset, amikor (& diszkrét csoport. Ekkor ugyanis C{G) az
Osszes, Lr -n értelmezett komplex értékli fiiggvények tere, mely, mint halmaz, a CY szorzathalmazzal
azonosithatd, s rajta a kompakt konvergencia topologiaja éppen a pontonkénti konvergencia, ami viszont nem

mas, mint a szorzattopoldgia ezen a szorzattéren. Megjegyezziik, hogy az altalanos esetben C(G) a linearis
miiveletekkel és a fliggvények pontonkénti szorzasaval nyilvan komplex algebra, melyen a szorzas, mint
kétvaltozos fliggvény, folytonos, amit gy mondhatunk, hogy ez egy topologikus algebra. Varietasnak nevezziik

a ClG) tetszéleges zart, eltolasinvarians alterét. Ha & kommutativ, akkor ez természetesen azt jelenti, hogy
egy varietas minden f elemével egylitt az I bsszes myf eltoltjat is tartalmazza, a & barmely ¥ eleme esetén.
Nem kommutativ (7 esetén viszont kiilonbséget kell tenniink az f fiiggvényen

M f(z) = flye),

illetve

pyf () = flay™)

modon értelmezett baleltolasok, illetve jobbeltolasok kodzott, s ilyenkor eltolasinvariancia alatt azt értjiik, hogy
az altér mindkét tipusu eltolasokra nézve zart, mig a csak a baleltolasokra, illetve csak a jobbeltolasokra nézve
zart altereket balinvarians, illetve jobbinvarians altérnek, masszdoval balvarietasnak, illetve jobbvarietasnak
mondjuk, egyiittesen egyoldali varietasnak, roviden vaietasnak. A nyomaték kedvéért a mindkét tipusu eltolasra

nézve invarians varietast kétoldali varietasnak is nevezhetjiik. A ClG) -t6l kiilonboz6 varietasokat valdodinak
nevezzik, a csupan a ) fliggvényt tartalmazot pedig trividlisnak. Barmely C(G) peli f fliggvény esetén az
osszes | -et tartalmazo varietisok metszete ugyancsak egy varietds, melyet az f altal generalt varietasnak

neveziink, €s (f) médon jeloliink. Altalanosabban, ha H tetszdleges fiiggvényhalmaz, akkor (H) jelenti a

H halmazt tartalmaz6 Gsszes varietasok metszetét, melyet a H altal generalt varietdsnak mondunk. Most a
spektralanalizis és spektralszintézis szempontjabol legfontosabb fiiggvényosztalyokat értelmezziik. Ebben a
fejezetben kizarolag kommutativ csoportokkal fogunk foglalkozni, s a csoportmiiveletet 6sszeadasként jeldljiik.
Legyen tehat (& lokalisan kompakt Abel-csoport. A G csoportnak a nullatol kiilonbozé komplex szamok
multiplikativ csoportjaba vald folytonos homomorfizmusait exponencialis fliggvényeknek, vagy roviden
exponencialisoknak nevezziik. Hasznalatos a multiplikativ fliggvény elnevezés is. A (& csoportnak a komplex
szamok additiv csoportjdba valé folytonos homomorfizmusait additiv fiiggvényeknek nevezziik. Az Osszes

additiv fiiggvények nyilvan komplex linearis teret alkotnak, mely a ClG) tér zart altere. Ezt a teret szokas

Hom (G, C) moédon jelolni. Megjegyezziik, hogy a valds értéki additiv fliggvényeket valos karaktereknek
szokas nevezni.

Konnyt latni, hogy minden exponencidlis fiiggvény egydimenzids varietast general, s megforditva, minden
egydimenzids varietast valamely exponencialis fliggvény generalja. A nullatol kiilonbozd additiv fiiggvények
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kétdimenzids varietdst generalnak, hiszen az altaluk generalt varietdst, mint linearis teret, az illetdé additiv
fliggvény és az azonosan 1 fiiggvény generalja, s ezek linearisan fiiggetlenek.

ACG) algebranak a konstans fiiggvények és az additiv fiiggvények altal generalt részalgebrajat polinomok
algebrajanak, vagy polinomgyiriinek, elemeit polinomoknak nevezzik. A (G -n értelmezett barmely ¥
polinom tehat felirhatd

(12.4) ple) = Plag(x), aa(x),. .. mc,h{:r}}

alakban, ahol = a (& eleme, @1, @2,. ... @n additiv fiiggvények, I : C™ — T pedig polinom. Az itt fellépd
additiv fiiggvényekrdl nyilvan feltételezhetjiik, hogy Hom (G, C) egy rogzitett bazisabol valok, s ilyenkor -
amint az konnyen lathaté - a ( 12.4) eléallitas egyértelmii. Az itt fellépé £ polinom fokszamat fogjuk a ¥
fokszdmanak nevezni. A tdbbvaltozés Taylor?*H -formula polinomokra felirt alakjabol konnyen lathatd, hogy
minden polinom véges dimenzids varietast general. Egészen pontosan, meg lehet mutatni, hogy a ( 12.4)
alakban a felirt ¥ polinom &ltal generalt varietast, mint lineéris teret az

w s 2 Plag(x),as(z).. .. auz))

polinomok generaljak, ahol ki, ko, ...k, olyan természetes szamok, melyeknek 6sszege nem nagyobb, mint a

F polinom fokszama. A c(G) algebranak a polinomok és az exponencialis fliggvények altal generalt
részalgebrajat exponencialis polinomok algebrajanak, elemeit exponencialis polinomoknak, vagy polinom-
exponencialisoknak nevezziik. A G -n értelmezett barmely ¥ exponencialis polinom tehat felirhato

plr) = Z prix)my(x)
(12.5) k=1

alakban, ahol # a G eleme, ™1.T2..... Mn exponencialis fliggvények, F1-72-- -« <P G—=C pedig
polinomok. Ha az itt szereplé exponencialis fiiggvények paronként kiilonbozok, a polinomok pedig nem
azonosan nullak, akkor - amint az konnyen lathatd - a ( 12.5) el6allitas egyértelmi. Ha a ( 12.5) eldallitas
jobboldala egyetlen tagot tartalmaz, ami nulla is lehet, akkor ¥ -t exponencialis monomnak nevezziik. A ( 12.5)
eballitas egyértelmiisége nyilvan pontosan azzal egyenértékii, hogy kiilonboz6 exponencialis fiiggvényekhez
tartozd nem azonosan nulla exponencialis monomok linearisan fliggetlenek.

2Brook Taylor, angol matematikus (1685-1731)
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B. Taylor

3. 12.3 Spektralanalizis és spektralszintézis

Az el6z6 szakasz fogalmainak birtokdban megfogalmazhatjuk a kommutativ spektralanalizis és spektralszintézis
alapproblémait.

Legyen (& lokélisan kompakt Abel-csoport, ¥ pedig varietas. Akkor mondjuk, hogy spektralanalizis érvényes

V' -n, ha V' barmely nem trivilis részvarietdsa tartalmaz exponencialis fliggvényt. Ha a C{G) varietasra
spektralanalizis érvényes, akkor azt mondjuk, hogy a (& csoporton spektralanalizis érvényes. Ez tehat azt
jelenti, hogy a & csoporton barmely nem nulla varietisban van exponencialis fliggvény. A klasszikus
harmonikus analizisben ez karakterek létezésének felel meg. Mivel a varietdsok pontosan a csoport
eltolasoperatorainak kozds sajatalterei, az exponencialisok pedig a ko6zds sajatfiiggvények, igy a spektralanalizis
érvényessége olyasmit jelent, hogy minden k6zds invarians altérben van kozos sajatfiiggvény.

Legyen G lokalisan kompakt Abel-csoport, ¥ pedig egy varietds. Akkor mondjuk, hogy spektralszintézis
érvényes ¥V -n, ha V' barmely részvarietasaban az exponencialis monomok siirti alteret feszitenek fel. Ha a

C{G) varietasra spektralszintézis érvényes, akkor azt mondjuk, hogy a (G csoporton spektralszintézis
érvényes. Ez tehat azt jelenti, hogy a (& csoport barmely varietdsiban siirin helyezkednek el azok az
exponencialis polinomok, amelyek az illet varietashoz tartozd exponencialis monomok linearis kombinacioi.
Ez a klasszikus harmonikus analizisben annak felel meg, hogy elegendden sok karakter 1étezik, nem csupan
ahhoz, hogy elvalasszék a csoport elemeit, hanem még ahhoz is, hogy a varietdsokban linedris kombinacioik,
vagyis a trigonometrikus polinomok stirtin helyezkedjenek el.

Ahhoz, hogy vilagosan lassuk a spektralanalizis és a spektralszintézis kozti 0sszefliggést, a kovetkezo tételre
van sziikség.

12.3.1. Tétel.

Legyen G lokalisan kompakt Abel-csoport, ¥ pedig egy varietas. Ha ¥ nem nulla polinom,
m pedig exponencialis fliggvény, valamint a #™ exponencialis monom V -hez tartozik,
akkor m a V' -hez tartozik.
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Bizonyitas.

Vilagos, hogy barmely GG -beli ¥ esetén a
r = glr) =m{—yjplr +yymic+y) — plr)mir)

fiiggvény ugyancsak V' -hez tartozik, és
q(z) = (plz +y) — p(z))miz).

Konnyi latni, hogy ha P fokszama 7 2 1 akkor ¥ megvélaszthat6 ugy, hogy az
w3 plr 4y — plr)

polinom fokszama 7 — 1 | igy tételiink 4llitdsa indukcioval kévetkezik. o

Ebbdl azonnal adodik a kovetkez6 tétel.

12.3.2. Tétel.

Legyen G lokélisan kompakt Abel-csoport. Egy varietason pontosan akkor érvényes
spektralanalizis, ha minden nem trividlis részvarietdsdban van nem nulla exponencialis
monom. Specidlisan, ha egy nem trivialis varietdson spektralszintézis érvényes, akkor
spektralanalizis is. gy, ha G -n spektralszintézis érvényes, akkor spektralanalizis is.

Ennek az allitasnak a megforditasaval kapcsolatban egyelére semmit nem tudunk mondani, a valasz ugyanis
nem trividlis. Mindenekel6tt olyan Abel-csoportokat, illetve varietisokat kellene felkutatnunk, amelyeken

biztosan érvényes, vagy éppen nem érvényes spektralanalizis, illetve spektralszintézis. Mindenesetre, a
bevezetdben idézett Schwartz-féle 12.1.1. Tétel a kovetkezéd modon fogalmazhato.

12.3.3. Tétel.

(L. Schwartz) A valés szamok euklideszi topologiaval ellatott additiv csoportjan
spektralszintézis érvényes.

Diszkrét Abel-csoportok esetén az elso fontos eredmény a kdvetkezo.

12.3.4. Tétel.

(M. Lefranc) A 7k racs-csoporton spektralszintézis érvényes.

A kovetkez6 tétel olyan varietasokat mutat be, amelyeken - a csoport tulajdonsagaitol fiiggetleniil - mindig
spektralanalizis érvényes.

12.3.5. Tétel.

Legyen (& lokalisan kompakt Abel-csoport. Ha V véges dimenzios nem trivialis varietas,
akkor spektralanalizis érvényes ¥ -n.

Bizonyitas.

A G -beli ¥ elemekhez tartozo dsszes " ¥ eltolasoperatoroknak ¥ invarians altere, igy ezek
az operatorok egy nem nulla, véges dimenzios linedris tér felcserélhetd linearis operatorai.
Ismeretes, hogy az ilyen operatoroknak van a térben, s természetesen annak minden nem nulla
invarians alterében kozos sajatvektora, jelen esetben sajatfliggvénye, ami nyilvan valamely
exponencialis fliggvény nem nulla konstansszorosa. O
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Legyenek G H |okalisan &opipakt ARel-csoportok, iR !fﬁ — H pedig egy sziirjektiv, folytonos és nyilt
homomorfizm®GBarmely -beli  varietds esetén  természetes modon, a kovetkez6képpen general
egy varietast -ben:

Va={fod; feV}.
Vilagos, hogy ha V' nem trivialis, akkor ¥& sem az.
12.3.6. Tétel.

Legyenek G-H  diszkrét  Abel-csoportok, ®: (G — H  pedig egy szirjektiv
homomorfizmus, tovabba V' egy varietas CH ban. Ha spektralanalizis érvényes Y& -n,
akkor V' -n is, s ha spektralszintézis érvényes Vo n, akkor V - is. Specialisan, ha

spektralanalizis érvényes G -n, akkor H -n is, s ha spektralszintézis érvényes GG -n, akkor
H -nis.

Bizonyitas.

Tegytik fel, hogy spektralanalizis érvényes Ve n WCV pedig egy nem trivialis
részvarietis. Ekkor W& nem trivialis részvarietis V& -ben, igy van benne m exponencialis
fiiggvény. A Wa definiciéja szerint m = M o ® teljesiil valamely W -beli fiiggvénnyel.
v = D{y)

Ha :v a H tetsz6leges elemei, akkor a P sziirjektivitasa miatt * = Blr) g
teljesiil valamely G -peli - ¥ elemekkel, igy

M{u+v) = M(®{(x) + ®(y)) = M(®(z+4)) = m{z + y) = m{z)m{y)
= M(®{z) ) M(D{y)) = M{u)M{v),

tehat M exponencialis fiiggvény W -ben. Ugyanigy lathatjuk be, hogy ha a /i exponencialis
monom W& -hez tartozik, akkor felirhaté h = H o ® alakban, ahol H egy exponencidlis
monom W -ben. Végiil, ha We ben az exponencialis monomok linearis burka sirti, és £ a
W varietas tetszéleges eleme, akkor van olyan Wa -beli exponencialis monomok linearis

kombinacidinak (fi) altalanositott sorozata, mely a ' minden pontjdban a W varietas
F o @ cleméhez konvergal. Ekkor, az eddigiek alapjan

Ji=Fo®

alakt, ahol Fi a W varietashoz tartozé exponencialis monomok linearis kombinacioja
minden i -re. Ha T(#) o H tetszéleges pontja, akkor az

F(®(x)) = lim fi{x) = lim F;($(x))

egyenléség azt mutatja, hogy az F' a W varietdshoz tartozo exponencialis monomok linearis
kombinacioibol allo altalanositott sorozat pontonkénti hatarértéke, vagyis spektralszintézis
érvényes V' -n. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. o

Mivel diszkrét Abel-csoport minden faktorcsoportja egyben homomorf képe a csoportnak, igy az alabbi
kovetkezményt kapjuk.

12.3.1. Kovetkezmény.

Legyen (& diszkrét Abel-csoport. Ha spektralanalizis, vagy spektralszintézis érvényes G -n,
akkor ugyanaz érvényes barmely faktorcsoportjan.

Részcsoportokra hasonlé eredményt kapunk.
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12.3.7. Tétel.

Legyen (& diszkrét Abel-csoport. Ha spektralanalizis, vagy spektralszintézis érvényes G -n,
akkor ugyanaz érvényes barmely részcsoportjan.

Az utdbbi tételek azt mutatjak, hogy a csoportelméletben szokasos olyan alapveté operaciok, melyekkel adott
csoportokbdl ujabbakat lehet képezni, tgymint a homomorf kép és a faktorcsoport képzés, valamint a
részcsoport képzés, legalabbis diszkrét esetben, nem vezetnek ki azon csoportok osztalyabdl, melyeken
spektralanalizis, vagy spektralszintézis érvényes. Egy tovabbi ilyen operacié két csoport direkt szorzatanak
képzése. A spektralanalizis és a spektralszintézis legujabb eredményei alapjan tudjuk, hogy ez sem vezet ki az
illet6 osztalyokbol, am erre mindeddig kozvetlen, csupan az eddigi eredményeket felhasznald bizonyitast nem
sikertilt talalni, pedig egy ilyen bizonyitasnak az elmélet szempontjabol nagy jelentdsége lenne. Mindenesetre
megjegyezzik, hogy az el6z6 harom operacio révén egy adott csoportbol mindig bizonyos értelemben ,,kisebb"
csoport keletkezik, mig a direkt szorzattal ,,nagyobb" csoport jon létre.

A direkt szorzat képzésével kapcsolatban érvényes a kovetkezo tétel.

12.3.8. Tétel.

Legyen G diszkrét, T pedig véges diszkrét Abel-csoport. Ha G -n spektralanalizis, vagy
spektralszintézis érvényes, akkor G xT nis.

Bizonyitas.

Bevezetjiikk a kovetkezé jelolést: ha f:G=2C ¢ p:T=C fiiggvények, akkor
tetszbleges G x T peli (:1) esetén

f@ple.t) = fx)- et).

A kdvetkezd allitast bizonyitjuk be, amelybdl tételiink allitasa nyilvan kovetkezik: ha V" egy

varietas a (7 % T csoporton, és T elemszama k , karakterei pedig ¥1:72»--- -7k | akkor a
V' barmely 9 eleme esetén vannak olyan fiifoooo fi G2 C figgvények, hogy
fi®%i aV -hez tartozik, ha © = 1.2, ...k tovabba minden G x T -beli {%+8) esetén

k
gl t) = filz)ult)
(12.6) i=1

teljesiil, s ez az eldallitas egyértelmii. Valdban, mivel a C* tér k dimenzios linedris tér,

melynek 71725 .- -+ Tk bazisat képezik, e tér minden eleme ezek linedris kombinacidja. Igy

minden G -beli = mellett vannak olyan f10£): fal)s- s fil®) zamok, hogy fennall (

12.6). A 71:72:----Vk fiiggvények lineafsi fiiggetlensége miatt vannak a T -ben olyan
g t . ¢

t1.t2,- ...tk elemek, hogy a (lts))

EF 15 elemeket helyettesitjiik J = 1,2,....k -ra, akkor a z file )7 (t) jsmeretlenekre egy

=1 matrix regularis. Ha ( 12.6)-ban £ helyére a

olyan linearis egyenletrendszert kapunk, melybdl azok a gl t +t5) szamok linearis
kombinécijaként egyértelmiien kifejezhetsk. Mivel az (£+8) = (st +45) fioovenyek V
-hez tartoznak, ezért az fi @i figgvények is, i=12....kF esetén. Ha G -n
spektralanalizis érvényes, és ¥ egy nem trividlis varietds G % T -n, akkor mindazon
f:G—=C fiiggvények, melyek fellépnek a V' -beli ¢ fiiggvények ( 12.6) alaku
eléallitasaiban, nyilvan egy Vo nem trividlis varietést alkotnak G -n, melyben egy
exponencialis fiiggvényt jeldljon m . Ekkor az imént bizonyitottak szerint 7 &% a V' -hez

tartozik a T" valamely 7 karaktere esetén, s nyilva ez a fliggvény exponencialis fiiggvény
GxT -n.

A spektralszintézissel kapcsolatos allitas teljesen kézenfekvd. o
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EDbbdl a tételbdl azonnal adodik az alabbi - természetesen eléggé nyilvanvalo - kovetkezmény.

12.3.2. Kovetkezmény.

Spektralszintézis érvényes minden véges Abel-csoporton.

4. 12.4 Spektralanalizis és spektralszintézis diszkrét
Abel-csoportokon

Ebben a szakaszban ismertetjiik a spektralanalizis és spektralszintézis elméletének legtjabb eredményeit
diszkrét Abel-csoportokon. Mivel ezek targyaldsdhoz olyan eszkozok is sziikségesek, melyek részletes
ismertetése meghaladja e munka kereteit, tobbnyire csak az eredményeket, s azok legfontosabb Osszefiiggéseit
mutatjuk be.

Ebben a szakaszban tehat G diszkrét Abel-csoport, melyen a miiveletet dsszeadasnak irjuk. Emlékeztetiink ra,
hogy G -t végesen generaltnak nevezziik, ha van olyan véges részhalmaza, melyet tartalmazé Osszes
részcsoport metszete (&, masszoval, az illetd részhalmazt tartalmazé legsziikebb részcsoport maga G . A &
csoportot torzidesoportnak nevezziik, ha barmely elemét tartalmazé legsziikebb részcsoport véges. A &
csoportot szabad csoportnak nevezziik, ha van olyan % szamossag, hogy (G izomorf a Z" csoporttal.
Megjegyezziik, hogy itt a direkt hatvany a teljes direkt szorzatot jelenti, amely egy tetszdleges & szdmossagu
halmazon értelmezett Gsszes egész értékii fiiggvények halmaza, a fiiggvények pontonkénti Osszeadasaval.
Ilyenkor természetesen a & szamossag egyértelmiien meg van hatarozva, s a (7 szabad Abel-csoport rangjanak
nevezziik. A (G torziomentes rangjanak azt a legnagyobb & szamossagot nevezziik, melyre &' -nek van x
rangt szabad részcsoportja. Nyilvan a torziomentes rang kisebb, vagy egyenl6 a rangnal, szabad Abel-csoportok
esetén pedig egyenlok. Torzidcsoport torzidmentes rangja nulla, mig rangja - a trivialis esettdl eltekintve -
nagyobb, mint nulla.

A csoportelméletb6l ismert a kovetkezd egyszerti tétel.

12.4.1. Tétel.

Minden Abel-csoport valamely szabad Abel-csoport homomorf képe. Minden végesen
generalt Abel-csoport valamely véges rangl szabad Abel-csoport homomorf képe.

Ennek figyelembevételével a 12.3.4. és 12.3.6. tételek alapjan a kovetkez6 eredményt kapjuk.

12.4.2. Tétel.
Minden végesen generalt Abel-csoporton spektralszintézis érvényes.

Mindezideig nem lattunk példat olyan diszkrét Abel-csoportra, de még varietasra sem, amelyen nem érvényes
spektralanalizis, €s az a kérdés is nyitott, hogy vajon van-e olyan varietds, amelyen spektralanalizis érvényes, de
spektralszintézis nem. Most egy ilyen példa kovetkezik. Ehhez egy fogalomra van sziikségiink. Ha G diszkrét

Abel-csoport, akkor a B : G x G — C fuggvényt biadditivnak nevezziik, ha az £ B4} fuggvény
minden G -beli ¥ mellett, és az ¥ B, y) figgvény minden G' -beli & mellett additiv. A B -t
szimmetrikusnak mondjuk, ha B{z.y) = Bly.z) teljesiil minden G -beli +% mellett.

12.4.1. Lemma.

Legyen G diszkrét Abel-csoport. Ha B : G x G — T olyan szimmetrikus biadditiv

fiiggvény, hogy az & ™ Ble,x) fiiggvény éltal generalt varietas végtelen dimenzios, akkor
erre a varietasra nem érvényes spektralszintézis.

Bizonyitas.
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Legyen f}({-”ﬁ}= Blr.x) nara G eleme. Azt fogjuk megmutatni, hogy az [ altal
generalt varietdsban minden polinom leggfeljebb elséfoku, ezek linedris burkdnak
lezartja is legfeljebb els6foku polinomokbol all,  pedig nem legfeljebb els6éfoku polinom.

Mindenekel6tt a (& tetszoleges ©+ ¥ elemeire fenndllo

(12.7)
e +y) = Blae.x) + 2B{x,y) + Bly.y) = fle) + 2Be.y) + fly)

egyenldség alapjan vilagos, hogy a m(f) varietds az 1 fliggvény, az f fliggvény, és az Osszes

> B{r,Y) alaka additiv fiigevények lineéris burka, ahol ¥ végigfutia G elemeit. Ebbdl

a varietas dimenziojara tett feltevés alapjan az kovetkezik, hogy az * ™ Bla.y) fliggvények
végtelen sok ¥ -ra linedrisan fiiggetlenek. Ebbdl az is adodik, hogy nincs olyan természetes

szam, hogy B el6allithaté volna

B(a,y) = Z aplx)be(y)
(12.8) k=1

alakban valamilyen @bk : G = € additiv figgvényekkel (F = 1:25-27)  vaiopan,

egy ilyen elBallitis azt jelentené, hogy az * ™ Bz.y) fiiggvények kozott a linedrisan
fliggetlenek szama legfeljebb m . Bevezetjilk a kovetkez6 jelolést: tetszbleges (G -beli *+ ¥
és h: G — C fiiggvény esetén legyen

Ayh{r) = Mz +y) —hiz).
A DG T

esetén nyilvan ‘ﬂ"u egy linearis operator Cl(G) -n, melynek hatvanyait értelemszeriien
definialjuk. Mint konnyen lathato, barmely 7 exponencialis fiiggvény, G -beli *:¥ elemek
és T. természetes szam esetén

a h fiiggvény differenciaja, az ¥ novekménnyel. Barmely G -beli ¥

(12.9) Aymlz) = mlz)(m(y) - 1)",

tovabba a 4:G =T fiiggvény akkor és csak akkor legfeljebb els6foki polinom, ha
barmely & -beli + ¥ elemek esetén
2oy —
(12.10) 2yp9te) =0
teljesiil. Ez tehat pontosan akkor teljesiil, ha ¥ egy additiv fliggvénynek és egy konstansnak

az Osszege. Végiil azt is konnyli ellendrizni, hogy a ¥ - G—=C fliggvényre akkor és csak
akkor teljesiil barmely &' -beli “+¥ elemek esetén

F ol —
(12.11) &y9(z) = 0.

ha ¥ eléall a (& -beli & -ekre

(12.12) 9{z) = Alz.x) + elz) + d
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alakban, affol A:G x G =T gzimmetrikus biadditiv fiiggvény, ¢: G —+C  additiv
fiiggvény, pedig egy konstans. Valoban, ( 12.11) alapjan konnyi ellenérizni, hogy az

A {zy) e %[y{ﬂ-’ +y) — glr) — gly) + ¢{0)]

fliggvény szimmetrikus biadditiv fiiggvény, az * ™ glr) — Al z) fliggvényre pedig

teljesiil ( 12.10), minden G' -beli *:¥ esetén. Meg]egyezzuk hogy a ( 12.12) elballitas
nyilvan egyértelmii. Lattuk, hogy az azonosan 1 fliggvény ¥ (f) _hez tartozik. Mivel f -re,
igy annak minden eltoltjara is, tehat 7{f) minden ¥ elemére fennall (12.11),igy az a .f) -
hez tartozé minden T2 exponencialis fiiggvényre is teljesiil, amibél minden G -beli ¥ -ra
( 12.10) adodik, ami csak 7 =1 esetén 4llhat fenn, ezért T(f) -ben az egyetlen
exponencialis fiiggvény az 1 , vagyis 7{f) -ben minden exponencialis polinom valdjaban
polinom. Az elébbi megjegyzéseink alapjan tehat azt kaptuk, hogy, egyrészt a (f) _peli
exponencidlis monomok mind ( 12.12) alakt fiiggvények, ahol A szimmetrikus biadditiv
figgvény, ¢ additiv, ¢ pedig konstans, masrészt polinomok is, melyek koziil a ( 12.11)
egyenletnek - amint az kdnnyen lathato - csak a legfeljebb masodfokuak, azaz, a

(12.13)
it T

pr) Z{ prap{eib{e) +ele) +d = pole) + o) +d
k=1 i=1

alaktiak tesznek eleget, ahol ™+T* pozitiv egészek, ap.by e G = T qditiy fiiggvények,
cr . d pedig konstansok (k=1.2....n1+12.. .. m) Tegyiik fel, hogy valamely
(f) _peli P polinom esetén a ( 12.13) egyenletben ¥2 nem azonosan nulla. A 4.2.3. Tétel és
a feltevésiink alapjan, miszerint ¥ a () eleme, P egy olyan Altalanositott sorozat

pontonkénti hatarértéke, melynek tagjai f eltoltjainak, vagyis ( 12.7) alakt figgvényeknek a
linearis kombinacidi. Ezek maguk is

alakiak  valamilyen A :G — €  additiv fiiggvénnyel ¢és ©- D konstansokkal.
Kovetkezésképpen ¥ egy ilyen fiiggvények altalanositott sorozatanak pontonénti hatarértéke,
azaz minden &' -beli x -re

plr) =lime B{r,e) + Ai(e) + D
teljesiil, amibol
1 1
llm yu,,,{‘rjl = &3;;(.‘1’} = p2(y)
kovetkezik minden & -beli *-Y esetén. Ugyanakkor
1
11111 y;,;,{“]'} = By.y) 11111 e

is fennall minden G -beli Y mellett, vagyis limici =c¢# 0 aezik, s
B, x)

egy ilyen el6allitasabol Bz, y) -nak ( 12.8) alaku eléallithatosaga kovetkezne. Azt kaptuk

P 2(x) ¢ érvényes, ami lehetetlen, a B re tett feltevés miatt, ugyanis a

tehat, hogy minden (f) -beli exponencialis polinom teljesiti a ( 12.10) egyenletet, amit az
exponencialis polinomok lineéris burkaban levé minden fiiggvény ugyancsak teljesit. Am f
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nem teljesiti ( 12.10)-et, tehat a () -beli exponencialis polinomok linearis burka nem stirti
() ben. o

Ez az eredmény tehat példat adna olyan varietasra, tehat egyben olyan diszkrét Abel-csoportra is, amelyen nem
érvényes spektralszintézis, ha példat adnank olyan diszkrét Abel-csoportra, melyen van az iménti tételben
szerepld tulajdonsagu szimmetrikus biadditiv fliggvény. A kovetkezd tételben ezt megtessziik, s egyben
sziikséges feltételt adunk arra, hogy egy diszkrét Abel-csoporton spektralszintézis legyen érényes.

A kovetkezé tételben Z™ az egész szamok Z additiv csoportja megszamldlhatéan végtelen sok példanyanak
(nem teljes) direkt Osszegét jelenti, ami egy megszamlalhatoan végtelen halmazon, példaul a természetes
szamok halmazan vett Osszes véges tartdji egész értékii fliiggvények halmaza, a fliiggvények pontonkénti
Osszeadasaval.

12.4.3. Tétel.

Ha spektrélszintézis érvényes egy diszkrét Abel-csoporton, akkor annak torzidmentes rangja
véges.

Bizonyitas.

Ha a G diszkrét Abel-csoport torziomentes rangja végtelen, akkor van olyen részesoportja,
mely izomorf a Z™ csoporttal. fgy, a 12.3.7. Tétel alapjan elegendé megmutatnunk, hogy a
Z™ csoporton nem érvényes spektralszintézis, ehhez viszont, az el6z6, 12.4.1. Tétel alapjan

elegendé megmutatni, hogy létezik rajta olyan B L7 x 27 = T gzimmetrikus biadditiv

fliggvény, hogy végtelen sok Z™ -beli ¥ esetén az * ™ Bix.y) fiiggvények linedrisan
fiiggetlenek.
Jelolje minden 7 természetes szam esetén Tn a L = ZM szorzattér n -edik projekciojat,

tehat a direkt 6sszeg v -edik példanyara vald projekciot. Szemléletesen, a ZM halmazt olyan

egész tagu sorozatok alkotjak, melyek tagjai véges sok kivételtdl eltekintve nullak, s Ta
minden ilyen sorozathoz hozzarendeli az 7. -edik tagjat. Vilagos, hogy = additiv minden 1@
természetes szamra. Legyen tovabba

Bla,y) = > male)ma{y) .

nel

hacsak Z-% a ZM elemei. Ez az dsszeg minden rogzitett £+Y mellett véges, valamint B

e — 2R
nyilvanvaldan szimmetrikus és biadditiv fliggvény. Ha k=0.1,2.... eseteén U( ) azt a
™ -beli fiiggvényt jelenti, amely a k pontban 1 , egyébként {) , akkor

o iRy — .
Bl y { }} = () , s mivel a kiilonbdzé projekciok nyilvan linedrisan fliggetlenek, ezzel
tételiinket bebizonyitottuk. o

Ebbdl a tételbdl tehat csoportoknak, s igy varietdsoknak széles osztalyat kapjuk, amelyeken nem érvényes
spektralszintézis. Példaul ilyen a tételben szerepld Z™ csoport, vagy a valds szamok additiv csoportja a
diszkrét topologiaval, valamint minden végtelen rangt szabad Abel-csoport. Ugy tinik tehat, hogy a
spektralszintézis érvényessége eléggé erds megszoritas a diszkrét Abel-csoportokra. Mindazonaltal ez a feltétel
csak a torzidomentes részre vonatkozik, igy példaul nyitva marad az a kérdés, hogy vajon torzidcsoportokra,
amelyek torziomentes rangja nulla, érvényes-e spektralszintézis? Egyitaldn: mi a helyzet ennek a feltételnek az
elegenddségével? Véges torziomentes rangi diszkrét Abel-csoportokon érvényes spektralszintézis? Erre a
kérdésre az eddig latottak alapjan még az 1 torziomentes rangu, eléggé jol ismert raciondlis szaimok diszkrét
csoportja esetében sem tudunk valaszt adni. Természetesen hasonld kérdések vetddnek fel a spektralanalizissel
kapcsolatban, hiszen att6l, hogy spektralszintézis nem érvényes egy diszkrét Abel-csoporton, spektralanalizis
még érvényes lehet rajta. Ezekre a felvetésekre pontos valaszt ad a kovetkezé két karakterizacios tétel, melyek
részletes targyalasa meghaladja jegyzetiink kereteit.

12.4.4. Tétel.
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Diszkrét Abel-csoporton akkor és csak akkor érvényes spektralanalizis, ha torzidmentes rangja
kisebb, mint a kontinuum.

12.4.5. Tétel.

Diszkrét Abel-csoporton akkor és csak akkor érvényes spektralszintézis, ha torzidmentes
rangja véges.

E két tétel alapjan tehat a spektralszintézis erdsebb kovetelmény, mint a spektralanalizis. Masrészt, ha
feltételezziik a kontinuum-hipotézis érvényességét, mely szerint nincs olyan szamossag, ami nagyobb, mint a
megszamlalhatéan végtelen és kisebb, mint a kontinuum, akkor a spektralanalizis pontosan a megszamlalhato
torziomentes rangu, a spektralszintézis pedig a véges torziomentes rangu csoportokat jellemzi a diszkrét
kommutativ esetben.

Napjainkban tovabbi vizsgalatok folynak abban az iranyban, amikor nem az egész csoportot, hanem annak csak
egy varietasat kivanjuk jellemezni abbol a szempontbol, hogy érvényes-e rajta spektralanalizis, vagy
spektralszintézis. Ugyancsak érdekes lenne a diszkrét esetben nyert eredményeket valamilyen moddon
kiterjeszteni nem diszkrét lokalisan kompakt Abel-csoportokra. Sajnalatos modon a kovetkezd eredménynek
némileg visszatartd ereje lehet az ilyen jellegii vizsgalatokra nézve.

12.4.6. Tétel.

(Gurevi¢) Az B2 lokalisan kompakt Abel-csoporton nem érvényes spektralanalizis.

D. I. Gurevi¢ dolgozataban példat ad egy olyan, két konvoltcio-tipust egyenletbdl alldo egyenletrendszerre,

2 Ciqe ,

melynek megoldastere varietas C({R") -ben, ¢és ebben a megoldastérben az exponencidlis monom megoldasok
linearis kombinacidi nem alkotnak sir(i halmazt, igy erre a varietdsra nem érvényes spektralszintézis.
Ugyancsak példat ad egy olyan, hat konvolicio-tipusi egyenletbél allé egyenletrendszerre, melynek

megoldastere nemtrivialis varietas C{l=) -ben, de nincs benne exponencialis fliggvény, igy erre a varietasra

nem érvényes spektralanalizis. Természetesen az I~ additiv csoportjardl van szo, a szokasos, euklideszi
topologiaval, igy e példak alapjan ugy tiinik, hogy L. Schwartz korabban idézett, [t -re vonatkoz6 eredménye
mar a masodik legegyszeriibb esetre sem terjesztheto ki...

5. 12.5 Feladatok

Mutassuk meg, hogy ha egy lokalisan kompakt Abel-csoporton egy exponencialis fiiggvény korlatos, akkor
karakter!

Mutassuk meg, hogy ha egy lokalisan kompakt Abel-csoporton egy polinom korlatos, akkor konstans!

Mutassuk meg, hogy ha egy lokalisan kompakt Abel-csoporton egy exponencialis polinom korlatos, akkor
trigonometrikus polinom!

Mutassuk meg, hogy diszkrét kommutativ torziocsoporton minden exponencialis fiiggvény karakter!

Mutassuk meg, hogy diszkrét kommutativ torziécsoporton minden polinom konstans!
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Mutassuk meg, hogy diszkrét kommutativ torzidcsoporton minden exponencialis polinom trigonometrikus
polinom!

Mutassuk meg, hogy a diszkrét 0 csoport torziémentes rangja 1 !
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13. fejezet - FUGGELEK A:
KARAKTEREK

A kovetkez0 harom szakaszban néhany abrat, fiiggvénygorbét, hanghullamot, animaciét mutatunk be a
harmonikus analizis és a Fourier-transzformaci6 korébdl. Ezeket a Wolfram Mathematica 8.0.0.0 verzidjaval
(Mac OS X, x86, 32-hit, 64-bit kernel) készitettiik.

Elészor a T csoport néhany karakterének és néhany trigonometrikus polinomnak a ,,hangjat hallgatjuk” meg.
Ez alatt azt kell érteni, hogy ezek a periodikus fiiggvények alkalmas médon hanghullamot modelleznek, melyet
meg lehet hallgatni. E18szor a

yr(t) = sinkt
fiiggvények ,,egymasba vald attiinését" latjuk a 0 <k = 50 ¢rt¢kekre. Az animacié sordn ezt az ,attiinést"
folytonosnak latjuk.
d -
Most ,,meghallgatjuk” az
Flt) =sin 1004 + in 1014
trigonometrikus polinomot:

=]
Tegylink egy probat a

g(t) = cos 200t — sin 195¢
trigonometrikus polinommal:

=
Ezeknek a trigonometrikus polinomoknak a képe a kdvetkezd abrakon lathato.

2

Sty = sin100f + =in 101¢

o it} = cos W0 — =in 198¢

Ha egy kicsit megvaltoztatjuk a léptéket a ¢ tengelyen, akkor jobban bepillanthatunk e hulldmok természetébe.
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S{t) = sin100{ + sin 101¢

gt} = cos W0 — =in 198¢

A fliggvénygorbék képét Osszevetve a hallhatdo hanggal a legszembetiinébb az, hogy a hullam amplitaddja,
vagyis |£{t)] akkor kisebb, vagy nagyobb, amikor a hang halkabban, illetve hangosabban sz6l.

A valamivel bonyolultabb

h{t) = sin 100t — cos 105t + sin 200t + cos 207t

trigonometrikus ~ polinomnak,  melynek  képe
Rt} = sin 100¢ — cos 1054 + =in 2000 + cos 2078

még érdekesebb hangja van ugye?

=1

Ezt is megtekinthetjiik megnovelt 1éptéki abran.
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3k

MAAmmﬂ
_NVVV '

2F

s ===
—
—
—
=
-
k=

aF
Bif) = sin 1000 — cos 1050 4+ =in 2006 + cos 2071

AT? csoport trigonometrikus polinomjai a

Yiilt,a) = cos(kt +1s) +isin{kt +1s)

alakuak karakterek linearis kombinacioi, ahol k. egész szamok, £, 8 pedig valds szdmok. Nézziik meg ezek
koziil a

viit,s) = sin(kt + {1 — k)s)
alaktiakat, amint a k paraméter — 10 gs 10 kodzott ,,folytonosan" véltozik, oda-vissza.

|
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14. fejezet - FUGGELEK B:
HANGHULLAMOK, HANGKOZOK

A zenében a normal ,,A" hangot az

f(t) =sin{440 - 27 - ¢)

035

fliggvény irja le, melynek képe: -10 Jit)=sin(440 - 2r - )

hangja pedig ez:
=

Mar a régi gorogok tudtak, hogy az emberi fiil szdmara ,,jo1 hangzo", konszonans hangkdzok azok, melyeknél az
egyszerre megszolalo hanghullamok frekvenciai egymésnak kis pozitiv egész szamu tobbszorosei. igy kapjuk a
zenében leggyakrabban hasznélatos hangkdzoket. Ha ez a kis egész szam 1, akkor természetesen két azonos
hangrol van szo, a zenei hangkdz a tiszta prim. A kovetkezd legtermészetesebb, szinte megkiilonbdztethetetlen
egyiitthangzas az, amikor az egyik frekvencia a masiknak kétszerese, az igy kapott hangkdz a tiszta oktav. Az
elébbi normal A hang oktavjat tehat a

Fit) =sin{880 - 27 - ¢)

05

=035

fliggvény irja le, melynek képe: -19 Jit)= sin(880 - 2m - {)

hangja pedig egy oktavval magasabb.
=]

Az ilyen modon kapott hangok képezik az alaphang, esetiinkben a normdl A hang felhangjainak sorozatat,
amelyek a fizikai megszoélaltatas soran, tehat példaul egy alaphangra hangolt hir megpenditése esetén
egyidejliileg megszolalnak az alaphanggal, mintegy ,benne vannak". A fentiek folytatasaként kapjuk a
kovetkezo két felhangot: a harmas szorzoéhoz tartozo kvintet, az E hangot:

=i
melyet tehat az

F(t) =sin(880 - 27 - ¢}

fiiggvény ir le, valamint az 6t6s szorzoéhoz tartozo, az
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J(t) =sin(2200 - 27 - t)
fiiggvény altal leirt nagytercet, mely igy hangzik:

=1

05

Ez a Cisz hang, A alap esetén. Ezek képei az alabbiak: ~tof
ol 0 W e il

0.5

fif)y = sin{BRO - 2x - L) 10 Ji) = sin{2200 - 2x . {)

Ahhoz, hogy ezek egy oktavon beliil szoljanak, a terc esetén a frekvenciat el kell osztani néggyel, a kvint esetén

pedig 3/2 _el. Ezek tehit az egyvonalas oktavban a kovetkezo fiiggvényekkel irhatok le: az alaphang a normal
A

e

melynek terce az egyvonalas Cisz hang,

]
B
kvintje pedig a kétvonalas E hang:

®
b2
Ezekbdl mar konnyen dsszerakhatjuk az ismert gyermekdal kezdetét:

Bo-

’.

Qg T img O
RN AN

&_.IJ .

| N |
: LI 1Y
i 1\ e

Ennek ,,képi megvalositasa" - a vizszintes tengelyen az egység alkalmas megvalasztasaval a kovetkez6 lehet:
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15. fejezet - FUGGELEK C: FOURIER-
TRANSZFORMACIO

Ebben a szakaszban a Fourier-transzformacioval kapcsolatban mutatunk néhany vizualis példat.

A diszkrét Fourier-transzformaciot tobbek kozott a digitalis jelfeldolgozasban alkalmazzak. Mivel ilyenkor a
vizsgalt jellemz6rdl csak a mintavételi pontokban van infomacionk, ezért olyan fliggvényt keresiink, amely a
mintavételi pontokban felveszi a mért értékeket, interpolal. Am a diszkrét Fourier-transzformacio esetében csak
a mért értékeket hasznaljuk fel, amelyeket egy vektor, egy adatsor jellemez. Erre az adatsorra a DFT-t
alkalmazva ijabb ismereteket nyerhetiink az adatsor altal reprezenetalt jelsorozatrol, jelenségrol.

A kovetkezd példaban egy 200 elemii adatsort generalunk, amely egy periodikus jelnek és egy véletlen zajnak a
szuperpozicidja, s a kovetkez6 fliggvény irja le:

J{t) =sin(30- 27 - t) + R{t),

ahol R a véletlen zaj, melyet véletlen szam generatorral 4llitottunk eld. A mintéra illesztett interpolalé gorbe

15

T

05

Uy
T ¥

L
T i

-0.35 | ‘
al |

|
e | | .

Periodikus jel véletlen zajjal

Lathaté, hogy ez még mindig meglehetésen ,,véletlennek" tiinik. Am a DFT a t =30 ¢s t = 200 — 30
kozelében ,,csucsra jar", ami a frekvencia-Osszetevonek koszonhet6:

6F

2k

V\d‘«\'\(mLh/v{w'»N\‘\N".“‘f'.wN'L/Lf'“-’.“"v.-f\/'.'w'w‘vw\ AWM,
50 100 150 wo DFT

A Fourier-sorokat alkalmas fiiggvények trigonometrikus polinomokkal valo kozelitésére hasznalhatjuk.
Tekintsiik példaul az

0.5 hal < tm,
YR =
f& {D haw <t < 2w,
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100
05 e —
" 5 o
s
fliggvény 2w szerint periodikus folytatasat. Képe: -10% A
,,szogletes" hullam

Most pedig lassuk ennek kozelitését Fourier-soranak néhany kezdé részletdsszegével - oda- és vissza:

|

A Fourier-transzformacié [ -en a Fourier-sor ,,folytonos" megfeleléje. Tekintsiik példaul az n -edik Hermite-
figgvényt:

fz) = e 7 Hyfa).

ahol H, az i -edik Hermite-polinom. Képe n=12 esetén
2600
160¢
s prs e s ae g
\ 160¢
2000
3600

A 12. Hermite-fiigggvény

Fourier-transzformaltja a kovetkez6 fliggvény:

_if gz
() — [CaE
f" - ﬁ *
4
3+
>f
ik
amelynek képe: T s e s im A 12 Hermite-fiigggvény Fourier-
transzformaltja

139
XMLmind XSL-FO Converter



16. fejezet - IRODALOMJEGYZEK

[1] J. J. Benedetto, Spectral Synthesis, Academic Press, New York, London, San Fransisco, 1975.

[2] J. B. Conway, A course in functional analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1994.

[3] J. Dieudonné, Treatise on Analysis I.,11.,111.,VI., Academic Press, New York, London, San Fransisco, 1970-
1993.

[4] N. Dunford, J. T. Schwartz, Linear Operators. Part 1: General Theory, Interscience Publishers, New York,
1958.

[5] G. B. Folland, Fourier Analysis and Its Applications, Wadsworth and Brooks/Cole Advanced Books and
Software, Pacific Grove, California, 1992.

[6] D. I. Gurevi¢, Counterexamples to a problem of L. Schwartz, Funkcional. Anal. i Prilozen., 9(2) (1975), 29-
35. (Angol forditas: Functional Anal. Appl. 9(2) (1975), 116-120.)

[7] P. R.Halmos, Mértékelmélet, Gondolat, Budapest, 1984,

[8] H. Helson, Harmonic Analysis, Addison-Wesley Publishing Company, London, Amsterdam, Sydney,
Tokyo, 1983.

[9] E. Hewitt, K. Ross, Abstract Harmonic Analysis I.,11., Springer Verlag, Berlin, 1963.

[10] A. J. Izzo, A Functional Analysis Proof of the Existence of Haar-Measure on Locally Compact Abelian
Groups, Proc. Amer. Math. Soc., 115(2) (1992), 581-583.

[11] N. Jacobson, Basic Algebra 1., Il., W. H. Freeman and Company, New York, 1989.

[12] A. Jarai, Modern alkalmazott analizis, Typotex, Elméleti matematika, Budapest, 2007.

[13] J. L. Kelley, General Topology, Springer, Graduate Texts in Mathematics, 1975.

[14] Y. Katznelson, An Introduction to Harmonic Analysis, Cambridge University Press, Cambridge
Mathematical Library, 2004.

[15] M. Laczkovich, G. Székelyhidi, Harmonic analysis on discrete Abelian groups, Proc. Amer. Math. Soc.
133(6) (2005), 1581-1586.

[16] M. Laczkovich, L. Székelyhidi, Spectral synthesis on discrete Abelian groups, Math. Proc. Camb. Phil.
Soc. 143(1) (2007), 103-120.

[17] M. Lefranc, L analyse harmonique dans Z™, C. R. Acad. Sci. Paris 246 (1958), 1951-1953.

[18] L. Loomis, An Introduction to Abstract Harmonic Analysis, Van Nostrand, Princeton, Toronto, London,
Melbourne, 1953.

[19] L. Losonczi, Funkciondlanalizis, Debreceni Egyetem, természettudomanyi Kar, Debrecen, 2009.

[20] W. Rudin, Fourier Analysis on Groups, John Wiley and Sons, Interscience Publishers, Interscience Tracts
in Pure and Applied Mathematics, New York, London, 1960.

[21] W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, Inc. , McGraw-Hill Series in Higher Mathematics, New
York, St. Louis, San Fransisco, 1973.

[22] L. Schwartz, Théorie génerale des fonctions moyenne-périodiques, Ann. of Math., VVol. 48(2) (1947), 857-
929.

[23] L. Székelyhidi, Convolution type functional equations on topological Abelian groups, World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd., Singapore, New Jersey, London, Hong Kong, 1991.

[24] L. Székelyhidi, The failure of spectral synthesis on some types of discrete Abelian groups, Jour. Math.
Anal. Appl. 291 (2004), 757-763.

[25] L. Székelyhidi, Erdds Jend vdlogatott eléadasai, Debreceni Egyetem, Matematikai Intézet, Debrecen,
2005.

[26] L. Székelyhidi, Discrete Spectral Synthesis and its Applications, Springer Monographs in Mathematics,
Springer Verlag, Dordrecht, The Netherlands, 2006.

[27] O. Zariski, P. Samuel, Commutative Algebra 1., Il., Springer Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1958,
1960.

140



