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1. Bevezeto kérdések

1.1. feladat. Egy 2013 oldalii sokszdg csiicsait ki szeretnénk szinezni azzal a feltétellel, hogy bdrmely
két szomszédos csiicsnak kiilonbozo legyen a szine. Vajon hdny szinnel sikeriil? Igaz-e, hogy ha k szinnel
sikeriil, akkor k + 1-gyel is? Miért?

1.2. feladat. Egy 2013 oldalii szabdlyos sokszdg csiicsait ugy szeretnénk kiszinezni, hogy bdarmely 3 egy-
mdst kovetd csics hdrom kiilonbozd szint kapjon. Sikeriil-e 3 szint felhaszndlva? Megy-e 4 szinnel?

1.3. feladat. Egy 2013 oldalii szabdlyos sokszog dtloit tigy szeretnénk kiszinezni, hogy bdarmely két egy-
madst belsd pontban metszd dtlo eltérd szinii legyen. Lehetséges-e a szinezést kivitelezni 1006 szinnel?
Sikeriil-e 1007 szin felhaszndldsdval?

1.4. feladat. Egy 2013 oldalii sokszog csticsai koziil harmat éppen 1357477286 modon lehet kivdlasztani.
Ezekhez a hdrmasokhoz rendeljiink egy-egy szint gy, hogy bdrmely két diszjunkt csiicshdrmas azonos
szinii legyen. Meg lehet-e a szinezést tenni 2 szinnel? Hdny szinnel megy? Mit vdlaszolhatunk ezekre a
kérdésekre, ha nem 2013 csics van, hanem csak 5?

A fenti négy feladatban kozos a szinezés. Csucsokat, szakaszokat, hdrmasokat szineztiink, bizonyos
feltételeknek megfelelGen.

Az els6ben a sokszog a feladat szempontjabdl azonos a korgraffal. Nem fontos a sikba torténd leraj-
zolds médja, a szomszédsag strukturalis tulajdonsag a graf éleivel azonos meghatarozas. A feltétel tehat
az, hogy egy korgrafban nem lehet egy €l két végpontjanak szine azonos.

A masodik feladatban sem a geometria szamit. Itt is csicsokat kell szinezni, de nem csak a sokszog-
ben szomszédos csicsokat kell eltérd szinnel szinezni, hanem még a két 1épésben elérhet6 csicsoknak
is mas szint kell kapni! Egy grafban két cstics tavolsdga a kozottiik 1étez6 legkevesebb €1bdl allé it élei-
nek szama. Kiilonbozniiik kell tehat az 1 és a 2 tavolsagra esé csticsok szinének. Tehat a megfelel$ graf
csucsai azonosithaték a sokszog csucsaival, azonban éllel nemcsak a sokszogben szomszédos, hanem a

masodszomszédos csticsokat is 6sszekotjiik.

Az 4tlék szinezésekor a kovetelményt a geometriai dbrdzolds segitségével fogalmazhattuk meg egy-
szerlien. Bonyolultabban azt is mondhatnéank, hogy az § = {sy,..., s,} alaphalmazon definidljunk egy
G = (V, E) grafot, melyben V = {{s;, s;}} ahol az i és a j nem szomszédos egészek mod n (az 4tlok), vala-
mint £ = {((s;, 5;), (Sk, 51))}, amikor teljesiil i < k < j < [ mod n, vagyis az 4tlok bels6 pontban metszik
egymdst. Ebbdl a megfogalmazasbdl latszik, hogy itt is egy graf csucsait szinezziik. Most is ugyanaz a
feltétel, a szomszédos csiicsok végpontjai nem lehetnek azonos szintiek.



A negyedik, tobb szempontbdl kiilonleges feladatban a sokszognek nincs semmi jelentdsége. Egy
2013 elemi halmaz 6sszes 3 elemii részhalmaza legyen a grafunk csticshalmaza. De hogyan definidl-
juk az éleket, hogy a feltétel itt is az legyen mint eddig, nevezetesen az élek végpontjai mas-mds szint
kapjanak. Ha két harmast akkor kotiink 6ssze éllel, ha metszSk, akkor egy masik problémat kapunk. Met-
sz6k nem kaphatnak azonos szint! Azonban ez nem mond semmit arra nézve milyen szineket kapjon két
harmas, ha nem metsz6k! Vajon megadhaté-e olyan graf, amelynek a szokdsos cstcsszinezési feladata
lényegében azonos a negyedik kérdéssel?

Tovabbi dltalanos példak grafok jol szinezésére.

1.5. feladat. Egy osztdlykirdnduldson bizonyos ldnyok ki nem dllhatjik egymdst. Hdny elegendden nagy
szobdban lehet ket tigy elhelyezni, hogy haragosok ne keriiljenek egy szobdba?

1.6. feladat. Noénak hdny oridsi bdrkdra volt sziiksége, ha nem akarta, hogy valamelyik dllat felfaljon
egy mdsikat?

1.7. feladat. A rendezd vdros az olimpia minden eseményét kozvetiti a vildg televizids tdrsasdgai felé.
Hdny vonalat kell kiépiteni, ha egyik eseményrdl sem maradhat le?

1.8. feladat. [242]] Az egyetemi kurzusok jellemzdi pl. az iddtartam, az oktaté személye valamint az,
hogy mely szakoknak szol. A hallgatok ldtogatdsa kivdnatos, ezért minden hallgato részt szeretne venni
minden ordjdn. Ha mindegyik kurzus 1 ords, valamint egy teremben egy napon 12 éra tarthato, akkor
megtervezhetd-e az orarend 4 napra, 6 teremben?

Az els6 harom feladat k6zos modelljét kapjuk, ha az objektumok — lanyok, megmentendd allatok,
sportesemények — pdrjait rendre 6sszekotjiik, ha — haragban vannak, egyik veszélyes a mdsikra, idSinter-
vallumaik metsz6k — egyébként pedig nem kotjilk Sket Ossze.

A modell a graf, az objektumokat csicsoknak vagy pontoknak, az 6ssszekotéseket éleknek nevezziik.
A feladatokban kozos, hogy a cstcsokat néhany olyan részre kellene particionalnunk, mely részekbe esd
csucsok kozott nem megy él.

A negyedik feladatban ha grafot vezetiink be, vajon mik legyenek a csticsok?
Az 6rarendben elhelyezett kurzusok? Hogyan definidljuk az éleket?
Jelentsen az él konfliktust, {itkozést Ggy, mint a tobbi feladatnal!
Egy terembe, egy adott 6rdban nem rakunk két kurzust, erre nem kell vigyazni! Az jelent konfliktust,
ha vagy az oktaténak, vagy a hallgaténak egyidében lenne két kurzusa! Kossiik 6ssze minden oktatéra a
kurzusainak parjait!
Kossiik 6ssze minden szaknak (tanulécsoportnak) sz616 kurzusok parjait!
Vajon a kurzusok beoszthatok-e a 48 6rds munkahét érdiba iitkozésmentesen gy, hogy minden egyes
oraban legfeljebb 6 kurzus lehet?[237]



2. Alapveto fogalmak

2.1. Szinezés

2.1. definicié. A G = (V, E) egy grdf, melyben V = V(G) a csiicsok halmaza, E = E(G) az élek halmaza.
Bdrmely élt a V két eleme hatdroz meg, gondolhatjuk 1igy, hogy ket koti dssze.

Ha minden e = {u,v} € E esetén az u és a v csicsok kiilonboznek egymdstol, akkor azt mondjuk a G
hurokélt nem tartalmazo grdf. Ha kételemii multihalmazokat is megengediink, akkor azt mondjuk hurokél
is megengedett.

Ha egyetlen {u,v} él van, akkor tobbszords vagy pdrhuzamos éleket nem tartalmaz G, ha elGfordulhat
tobb {u, v} él is, akkor akkor igen.

Ha egyik sem fordul elé a G egy egyszeri, irdnyitatlan grdf.

Grdf alatt — ha mdst nem mondunk — egyszerii grdfot értiink.

A D = (V, A) grdf irdnyitott, ha az A elemei a V bizonyos rendezett pdrjaibol dllnak. [18]
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Bizonyos megmentett vadon €16 allatok kozott a taplalkozasi lanc természetes irdnyitast ad.

2.2. definicié. A G’ = (V',E’) grdaf a G = (V,E) grdf részgrdfja, ha V' C V, E' C E és az E' minden
elemének mindkét végpontja V'-beli.

AG =(V',E) grdfa G = (V,E) grdf feszitett részgrdfja, ha V' C 'V és E' C E, valamint u’,v' € V' e =
{u',v'} € E esetén e € E' is teljesiil.
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Egy grafbol egy részgrafjat megkaphatjuk csticsok — és a hozzdjuk illeszkedd élek —, valamint esetleg
tovédbbi élek torlésével.

Egy feszitett részgrafot el6 tudunk allitani csak cstcsok torlésével.

Ha a grafbdl csak éleket torliink, akkor minden csics megmarad, az ilyen médon kapott részgrafokat néha
megkiilonboztetjiik, feszitd részgrafnak hivjuk.

2.3. definicié. A G komplementer grdfban {u, v} pontosan akkor él, ha {u, v} a G-ben nem él.

A G grdf G’ feszitett részgrdfja teljes részgrdf vagy klikk a G-ben, ha G’-ben bdrmely két csiics 0ssze van
kotve.

A G grdf G’ részgrdfja fiiggetlen, stabil vagy iires részgrdf a G-ben, ha G’-ben nem megy él.

A G grdf k-részes, ha létezik a csiicsoknak k részre torténd particioja oly modon, hogy mindegyik rész a G
iires részgrdfja. Specidlisan a kétrészes grdfokat pdros koriiljdrdsiiaknak (pdrosnak) is hivjuk. [114)][218]

A G csticsainak szinezése egy hozzarendelés, minden csics kap egy szint (pl. szokds pozitiv egészek-
kel is szinezni).

2.4. definicid. G csiicsainak egy szinezése jo, ha mindegyik él két végpontja mds-mds szint kapott.
G csticsai jol k-szinezhetdk, ha G k-részes, minden rész iires, igy 1 szinnel szinezhetd.



Ha mast nem mondunk 4ltaldban szinezés alatt jé szinezést értiink.

Egy j6 k-szinezés szinosztalyai stabil részgrafok.

Egy k-szinezhet6 graf [-szinezhet6 is, ha [ > k.

Egy k-szinezés nem feltétleniil egyértelm, még akkor sem, ha a szinek permutdcigjatdl eltekintiink.

Tekintsiink — ha mast nem mondunk — véges grafokat, legyen n = |V(G)|.

2.5. definicié (Grafparaméterek). [[[8] A G grdf G’ részgrdfja maximdlis teljes részgrdf (klikk), ha tel-
jes és tovdbbi csiiccsal nem tudjuk béviteni, hogy teljes maradjon.

Egy G’ részgrdf maximdlis fiiggetlen, ha nem vehetiink hozzd tijabb csicsot, amellyel egyiitt is iires lenne.
Jelolje w(G) a legnagyobb teljes részgrdf csiicsainak szdmadt.

Jelolje a(G) a legnagyobb iires részgrdf csiicsainak szdmadt.

Ha G k-részes, akkor w(G) < k < n, valamint 7 < a(G) teljesiil.

2.6. definicid. Jelolje x(G) azt a legkisebb k szdmot, amelyre létezik a G csiicsainak jo k-szinezése, (nem
létezik tehdt jo (x(G) -1)-szinezése).
x(G) a G grdf kromatikus szdma.

2.1. allitas. x(G’') < x(G) ha G’ a G részgrdfja.

A G grdfra w(G) < x(G) < n, valamint ﬁ < x(G) teljesiil.
Ha G-nek van éle x(G) legaldbb 2.

x(G) = 2 pontosan a pdros grdfokra teljesiil.

K., az n csicsii teljes grdf kromatikus szdma n.

Ha G nem teljes, x(G) kisebb, mint n.

A haragban 1év6 lanyok nem keriilnek egy szobdba, ha 1étezik a haragossidg grafnak k-szinezése és van
legalabb k szoba.

Ha Noé rendelkezik a vadallatok graf kromatikus szdma sok dridsi barkaval, akkor meg lehet szervezni a
mentést Ggy, hogy egyik barkaban se legyen dldozat.

Ha az olimpiai események id@intervallumainak metszet grafja kromatikus szdméanal nem kevesebb csa-
torna miikodik, akkor minden esemény lathat6 lesz valahol.

2.1. megjegyzés. Ha valahonnan tudjuk, hogy a G grdf kromatikus szdma x(G) , akkor még nem dll

rendelkezésiinkre feltétleniil egy jo x(G) szinnel torténd szinezése G-nek!
Megforditva: Ha nem sikeriilt még taldlni k szinnel jo szinezést, nem biztos, hogy nincs is!

Az 6rarend készitése nehéz!
A negyedik kérdésben adott egy bemenet - a kurzuslista, az adatokkal - és konkrét, szigoru feltételeket



vérunk el!

Ha az iitkozés grafrol tudnank, hogy a kromatikus szdma nagyobb mint 48, akkor nemleges vélaszt kap-
ndnk.

Ha azonban a gréfot ki lehet szinezni 48, vagy anndl kevesebb szinnel, akkor még figyelembe kell venni
azt a plusz kovetelményt is, hogy egy 6rdban csak legfeljebb 6 kurzus lehet, mivel csak ennyi terem van!
Tehat ez a kérdés ebben a formaban nem egyszert szinezési feladat.

2.2. megjegyzés (Egyszeriien szinezhet6 grafosztalyok). Feltehetd a kromatikus szdm vizsgdlata ese-
tén, hogy a grdf dsszefiiggd.

[18] Tobb komponensii grdf kromatikus szdma megegyezik a legnagyobb kromatikus szdmu komponensé-
vel, hiszen a kiilonbozd komponensek szinezése egymdstol fiiggetleniil torténhet.

A fagrdfok kétrészesek, ezért kétszinezhetiek.

Egy szinezési mod:

Vegyiik a fa egy tetszbleges v csiicsdt! Tudjuk, hogy faban bdrmely két csticsot dsszekdt pontosan egy lit.
A pontok tavolsdga éppen ennek az egyértelmii titnak a hossza (most az éleinek szdma). Szinezziik a v-t6l
pdros tavolsdgra 1évé csiicsokat (tehdt v-t is) pirosra, a pdratlan tdvolsdgra eséket kékre. Igy minden
csticsot egyértelmiien kiszineztiink. Ez a szinezés egyben meg is ad egy két részre bontdst!

Vajon hdny modon lehet egy fa csiicsait kiszinezni két szinnel, ha a szinek cseréjétol eltekintiink?

x(Cy,) kettd, ha n pdros, hdrom, ha n pdratlan.

Vajon hdany médon lehet egy n hosszii kor csiicsait kiszinezni hdrom szinnel, ha a szinek cseréjétdl elte-
kintiink?

2.1. kovetkezmény. A kétrészes grdfok és a pdros koriiljdrdsi (tehdt pdratlan hosszii kort nem tartal-
mazd) grdfok ugyanazok. 2.3

Egyrészt egy paratlan kor nem szinezhet6 két szinnel, tehat nem lehet egy kétrészes graf részgrafja.
Masrészt tegyiik fel, hogy G 6sszefiiggd és nincs benne pératlan kor.

Ekkor alkalmazhatjuk a fakra alkalmazott aldbbi szinezési eljarast:

A tdvolsdg 4ltaldban a két pontot 6sszekot6 legrovidebb tt hossza.

A tavolsag paritdsa alapjan j6 szinezni, ugyanis ha d(v,a) = d(v,b) mod(2) és az {a,b} € E(G) lenne,
akkor ha v-b6l a-ba, onnan b-be majd vissza v-be sétilunk az utak és az {a, b} él mentén, akkor valahol
egy paratlan kor bezarédna.

A hdrom héz, harom kiit gréfot nem tudjuk lerajzolni a sikra oly médon, hogy az élek koziil valamelyik
kettd ne messe egymast belsd pontban.

2.2. feladat (Szinezési feladatok). Az {1,2,--- , 12} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy
egy csoportban bdarmely két szam dsszege legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hdny csoport sziikséges? [|99
100]

2.3.feladat. Az {1,2,---, 12} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy egy csoportban bdr-
mely két szdm szorzata legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hdny csoport sziikséges?
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{1,2} {1,3} {2, 3}
vi1 v2 v3

1.2} 1.3 2,3
v4 v5 v6

1. dbra. A hires harom hdz, harom kit graf is paros.

2.4. feladat. Az {1,2,---, 12} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy egy csoportban bdr-
mely két szdm Osszege legfeljebb k legyen. Mely k-ra elegendd 9 csoport?

2.5. feladat. Az {1,2,---, 12} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy egy csoportban bdr-
mely két szdm szorzata legfeljebb k legyen. Mely k-ra elegendd 9 csoport?

2.6. feladat. Az {1,2,---,20} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy egy csoportban bdr-
mely két szdm relativ prim legyen. Legaldbb hdny csoport sziikséges?

2.7.feladat. Az {1,2,--- ,n} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy egy csoportban bdr-
mely két szdm relativ prim legyen. Jelolje rp(n) azt a legkisebb k szdmot ahdny csoport elegendd. 1gaz-e,
hogy az rp(n) monoton fiiggvény? (99, [100]

2.8. feladat. Az {1,2,--- ,20} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy egy csoportban bdr-
mely két szdm kozott oszthatésdgi reldcio dll fenn. Legaldbb hdny csoport sziikséges?

2.9. feladat. Az {l1,2,---,20} szdmokat olyan csoportokba szeretnénk osztani, hogy egy csoportban bdr-
mely két szdm Osszege oszthato legyen 3-mal. Legaldbb hdny csoport sziikséges?

2.10. feladat. Egy konvex n-szdget egymdst nem metszd dtlok behiizdsdval hdaromszogekre bontottunk.
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Rendeljiink a keletkezett hdromszogekhez szineket iigy, hogy kozos hatdrszakasszal rendelkezd hdromszo-
gek nem lehetnek azonos szintiek. Legaldbb hdny szinre van sziikség?

2.11. feladat. Egy konvex n-szoget egymdst nem metszd dtlok behiizdsdval hdromszogekre bontottunk.
Rendeljiink az n-szog csicsaihoz szineket 1igy, hogy olyan két csiics ne lehessen azonos szinii, amelyekhez
van olyan kis hdromszog aminek 6k csiicsai. Legaldbb hdny szinre van sziikségiink?

2.12. feladat. Adjunk meg 8 pontot a sikon 1igy, hogy egy szabdlyos 8-sz0g csticsaiban helyezkedjenek el.
Vegyiik azt a 28 szakaszt, amelyeket a pontpdrok meghatdroznak. Osszuk a szakaszokat minél kevesebb
csoportba 1igy, hogy ne keriiljon két szakasz egy csoportba akkor, ha belsé pontban metszik egymdst!

2.13. feladat. Néhdny egyenest gy vettiink fel a sikon, hogy bdrmely két egyenes metszi egymdst, de
semelyik 3 egyenesnek nincs kozos pontja. Hdany szin elegendd az egyenesek dltal meghatdrozott tarto-
mdnyok kiszinezéséhez akkor, ha szomszédos szakasszal rendelkezd tartomdnyok nem lehetnek azonos
szindk? [99} [100]

2.14. feladat. Hdny szinnel szinezhetd az n dimenzios hiperkocka csiicshalmaza, ha egy él két végpontja
nem lehet azonos szinii? [15)]

2.15. feladat. A focilabda 5- és 6-sz0gekbdl dll, ilyenek vannak az azonos hoszzisdgi élek mentén ossze-
varrva.

Hdny szint kell haszndlni az elemekhez (a sokszoglapokat szinezziik), ha ebben a kiilonleges labddban
nem lehetnek egyszinii élszomszédos sokszogek?
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2. abra. Az 6t és hatszogekbdl all6 focilabda.

3. A kromatikus szam vizsgalata, becslése

3.1. definicio. [/86]] A v € V(G) csiics d(v) foka a hozzd illeszkedd élek szdma.
A(G) jeldli a G csiicsainak maximdlis fokszamdt, mig 6(G) a minimdlis fokszdmot.

Vajon van-e valamilyen 4ltalanos Osszefiiggés a fokszamok és a kromatikus szdm kozott?
3.1. allitas. x(G) < AG) + 1

Az allitas nyilvanval6, A(G) + 1 szinnel G kiszinezhetd.

Amikor a tetszdleges u cstcsot ki akarjuk szinezni, akkor az esetleg mar kiszinezett szomszédai szinei
kozott nem lehet tobb kiilonb6z8, mint A(G). Van tehat dj szin u-hoz!

Az allitas éles:

X(Ky) =n,A(K,) =n—1

X(Cy41) = 3, A(Cy41) = 2 Vajon ki lehet-e a kovetkezd P graf cstcsait szinezni kevesebb szinnel, mint
AG) + 17

Mint lattuk, A(G) + 1 szin akkor is elegendd, ha valaki mar hozzafogott a szinezéshez, nem nézett
elére, csak a jo szinezésre tigyelt!

[155]
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3. dbra. A Petersen-graf bar 3-reguldris, a csticsai kiszinezéséhez négy szin kell.

(L1

4. abra. Ha a Petersen-graf egyik csucsét helyettesitjiik egy haromszoggel és mindhdrom tj cstcshoz
egy-egy élt kotlink be, akkor elegendd 3 szin.



5. dbra. Kuratovszki tétele szerint ha egy graf nem sikgraf, akkor megtaldlhaté benne vagy Ks, vagy K3 3
topolégikusan.
[208]]

Ha eddig még nem haszndlt fel tobb szint, mint A(G) + 1-et, akkor a szinezés be is fejezhetd A(G) + 1
szin felhasznalasaval.
[ Adjunk meg — ha lehetséges — olyan elGszinezést legfeljebb A(G) szint felhaszndlva, hogy a befejezés-
hez rdkényszeriiljiink A(G) + 1 szin haszndlatdra! 3]

4. Sikgrafok szinezése

4.1. definicié. Ha G pontjai a sik bizonyos pontjai, élei pedig a sikban lerajzolt Jordan-gorbék, amelyek
nem metszik egymdst belsd pontban, akkor G-t sikgrdfnak mondjuk. Valamint minden olyan H grdfot sikba
rajzolhato grdfnak (roviden sikgrdfnak) neveziink, amelynek lehetséges a fent leirt bedgyazdsa.

Ilyen graf pl. a K4, azonban Ks nem sikgraf! Az el6bbit csak le kell rajzolni!
Az utébbit nem lehet, mert véve egy 5 hosszu korét és annak sikbarajzoldsét a belsejébe is és a kiilsejébe
is be kéne hizni tlékat. Azonban kiviil is és beliil is legfeljebb 2 4tl6 hiizhat6 be metszés nélkiil. [3]

Ha egy G grifot bedgyazunk egy X feliiletre, akkor a cstcsok a feliilet kiilonb6zd pontjai lesznek,
az élek pedig egymast belsé pontban nem metsz8 egyszer(i gorbék lesznek a végpontjaiknak megfeleld
pontok kozott.

A gorbék egyiitt koriilhatarolhatnak bizonyos feliiletrészeket. Ezeket nevezziik orszdgoknak. Ha a fe-
lilet a sik, akkor sikgrafot tudunk bedgyazni, de egyéb feliiletbe is bedgyazhatunk grafot, akkor az arra a
feliiletre rajzolhato.

Legyen G egy a sikra rajzolt graf, csicsainak, éleinek és a bedgyazaskor keletkezd orszdgoknak a
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szama rendre: c, e, [, valamint G komponenseinek szdma k.
Kozottiik teremt kapcsolatot az Euler-formula:

4.1. tétel. [[194] Az Euler-formula szerint teljesiil a c + 1 — e = 1 + k dsszefiiggés.

Bizonyitas: [155] A G élszamara vonatkozé indukciéval.

Ha G-nek nincs éle, akkor minden cstics egy komponens és egy orszdg van. Tegyiik fel, hogy G sikgraf
és minden nalandl kevesebb éli sikgrafra teljesiil a formula.

Legyen e a G egy éle.

Tegyiik fel el6szor, hogy az eegy hid, vagyis G \ e eggyel tobb komponenssel rendelkezik mint G, Ekkor
az e él mindkét oldalon ugyanazzal az orszaggal érintkezik.

Elhagydsdval tehat csak az élek szdma csokken eggyel és a komponensek szdma né eggyel. Mivel az igy
kapott grafra a formula érvényes, igy érvényben marad G-re is. Mdsodszor tegyiik fel, hogy az e nem
hid. Ekkor a G \ e grif ugyanannyi komponensii marad, most azonban az orszdgok szdma lesz kevesebb
eggyel, hiszen az a két orszdg, amelyet e valasztott el egybe olvad.

A formula érvényessége igy is 6roklédik G-re. |

4.1. kovetkezmény. Minden osszefiiggd sikgrdfra e < 3¢ — 6 teljesiil.

Bizonyitas: A graf sikbeli bedgyazasakor mindegyik orszdgot legalabb 3 €l hatarol.
Barmely €l legfeljebb két orszagot vélaszt el. Ha 6sszevetjiik az illeszked6 él-orszag parokat, akkor 2e >
3/ adédik. Az Euler-formuldba a becslést beirva

c+ % > e+2, tehdt 3¢ - 6 > e adédik. [

4.2. tétel (Kenneth Appel és Wolfgang Haken). Négyszintétel:
Minden sikgrdf 4-szinezhetd.

//////

vették. A hetvenes években a nagy programozdsi munkét John Koch végezte.
Azt mar nagyon régen bebizonyitottak, hogy 5 szin elegendd.

4.3. tétel (Alfred Kempe - Percy John Heawood). Otszintétel:
Minden sikgrdf 5-szinezhetd.

Bizonyitas: Legyen G egy sikgraf amelynek n > 6 csticsa és m éle van. Nyilvdn a kevesebb, mint 6
cstcsu sikgraf 5-szinezhet8. Indukcidval bizonyitunk.
Feltehetjiik, hogy minden n-nél kevesebb csucsu sikgrafra igaz az allitas.
A fokszamaétlag kisebb, mint 6
2m _ 2(3n-6)
—<——<6

n n
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mivel az élszamot sikgrafokra az Euler-féle poliédertétel kovetkezménye segitségével igy becsiilhetjiik.
Legyen v € G egy olyan csucs, amelynek a foka legfeljebb 5. Az indukciés feltételbdl a G' = G \ v
grafnak 1étezik egy 5-szinezése. Ha v-nek kevesebb, mint 5 kiilonbdz6 szinii szomszédja van, akkor ki
tudjuk v-t is szinezni. Feltehetd, hogy v szomszédai pl. pozitiv forgdsirdnyban vy, v, v3, v4, vs, az indexek
a szineiket mutatjak.

Jelolje Gi3 a G’ azon részgrafjat, amelyet az 1 és 3 szinekkel szinezett csticsok és a kozottiik haladé élek
hatdroznak meg. A G4 hasonldan definialt.

Ha a v; és v3 a G|3 nem azonos komponensében vannak, akkor az egyik komponensben felcserélhetdk a
szinek, igy a v szinezhetd lesz pl. 1-gyel.

Ha azonos komponensben vannak, akkor 6sszekoti dket egy tt, amelyben csak 1-gyel vagy 3-mal szine-
zett csticsok vannak.

Hasonl6an gondolkodva a G4 -ben kell lennie egy a v, és v4 pontokat 6sszekotd, 2 és 4 szinekkel szine-
zett Utnak.

De akkor metszené egymast a két tit, ami ellentmond az indukcids feltételnek![ 18] |

5. Moho szinezés

A G grifot szeretnénk kiszinezni a ¢y, - - - , ¢ szinek felhasznédl4sdval.
Rendezziik a G graf csucsait, legyen a rendezés: vy, - - -, v,.
Mohén szineziink, ha v; megkapja az els6 szint, c;-et, majd dltaldban, ha mér a vy,---,v; csicsokat
jol kiszineztiik, akkor a v;,; kapja azt a legkisebb index(i szint amit kaphat, a ¢;-t, ha ¢y,--- ,¢i_; szind

szomszédjai mdr vannak v, -nak.
A szinezés eredménye a csticsok sorrendjétdl fiigg.

5.1. allitas. G csiicsainak van olyan sorrendje, amelyre a mohd szinezés x(G) szint haszndl fel. [[155]

[13)]

Létezik a G-nek y(G) szinezése. Egy ilyen szinezés ismeretében rendezziik a cstcsokat igy: El6szor a
¢ szinliek, majd a ¢; szindek jonnek és igy tovabb. Ekkor a moh6 szinezés nem kényszeriil arra, hogy a
sorrendben valamikor nagyobb index{i szint haszndljon fel, mint a kiindulé y(G) szinezés.

Az azonban nem igaz, hogy mindig éppen a kiindul6 szinezést adja vissza.

Vajon mennyire lehet rossz a mohé szinezés?

Azt biztosan tudjuk, hogy nem hasznal (A(G) + 1)-nél tobb szint!

Vegyiik a (K,,, \ M)-t, a teljes paros grafbdl kitoroltiik egy teljes parositas éleit.
A kétrészes graf 2-szinezhetd.

Ha azonban azt a szerencsétlen sorrendet adjuk meg, hogy rendre a pérositds éleinek két végpontjit
soroljuk egymads utdn, akkor a mohd algoritmus az elsé két csucsot c;-gyel szinezi, a masodik két csticsot
cp-vel, és igy tovébb, az utolsé két cstiicsndl mar a ¢,-t hasznélja fel.
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5.1. definicio (Szines sakktabla). Bevezetjiik a sakkfiguragrdfokat.

Ha tudjuk, hogyan lép egy sakkbdbu, akkor azt az iires sakktdbla egy mezdjére helyezve meg tudjuk adni,
mely mezdkre léphet.

Az F figura grdfja F(V,E), ahol a V a sakktdbla Osszes mezdje, E = {{(i, J), (k, D)} : (i, j) < (k, 1)} pedig
azon mezdpdrokat tartalmazza, melyek kozott az F figura lépni tud.

Csak a tiszteket tekintsiik, a gyalog menetmddja nem szimmetrikus, sot specidlis szabdlyok vonatkoznak
rd.

5.2. feladat. Hatdrozzuk meg a bdstya-, a kirdly-, a futogrdf kromatikus szdmdit!

5.3. feladat. Mit mondhatunk dltaldnositott, n X n-es sakktdbla esetén? Mennyire lehet rossz a moho
algoritmus?

5.4. feladat. Mennyi a huszdr- és vezérgrdf kromatikus szdma?

5.5. feladat. Adjunk also és felsd becsléseket a huszdr- és a vezérgrdf kromatikus szdmdra az dltaldnosi-
tott, n X n-es sakktdbla esetén!

Erdekesek, az dltaldnos grafoktl egyszertibbek a geometriai tartomanyok, metszéspontok, szakaszok
szinezéseinek kérdései.

5.6. feladat. Néhdny egyenes a sikon iigy helyezkedik el, hogy bdrmely kettd metszd, de bdarmely metszés-
ponton legfeljebb két egyenes halad dt. Hdany szin kell a tartomdnyok kiszinezéséhez, ha kozos szakasz
vagy félegyenes esetén a szinek nem lehetnek azonosak?

5.7. feladat. Hdny szin kell a metszéspontok kiszinezéséhez, ha két pont nem lehet egyszinii, ha valame-
lyik egyenesen kozvetleniil egymdst kdvetd metszéspontok?

5.8. feladat. Legyenek a G grdf csiicsai azon "kis” szakaszok, amelyek valamely egyenesen egymdst
kovetd metszéspontokat kotnek ossze. G-ben két kis szakaszt él kot dssze, ha valamelyik végpontjuk egy-
beesik. Hdny szinnel szinezhetd G?

Tovabbi felsé korlatok adhaték meg fokszamok alapjan.
5.2. definicié. Legyen col(G) := maxgcg 6(G’') + 1 ahol G’ a G dsszes feszitett részgrdfjdn fut végig.

A moh6 szinezés egy véltozatdval G kiszinezhet6 col(G) szinnel.
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5.1. tétel (Szekeres—Wilf-tétel). [[/8] v(G) < col(G)

Bizonyitas: Egy iigyes sorrend segit a moho szinezésnek, rendezziik a csticsokat a kovetkezSképpen:
Vns

vu—1 legyen a G \ v, graf egyik legkisebb foku csicsa,: - -,

viaG N\ {v,, -, vy} graf egyik legkisebb foku csticsa, - - -

Ha ilyen rendezéssel alkalmazzuk a moh¢é szinezést, akkor a v; cstcs szinezéséhez elegendd az elsd
0(G \A{vy, -+ ,viy1}) + 1 szin, amibdl tudunk vélasztani, hiszen col(G) ezen értékek maximuma. |

5.9. allitas. Legyen G dsszefiiggd grdyf.
A(G) = col(G) — 1 pontosan akkor dll fenn, ha G reguldris.

Bizonyitas: Egyrészt ha G reguldris, akkor barmely csticsot hagyjuk is utolsénak, neki éppen A(G)
szomszédja lesz.

Masrészt ha pl. a v; cstcs foka kisebb mint A(G), akkor 6t hagyjuk utoljara, valamint vigydzzunk arra,
hogy mindegyik csicsnak legyen szomszédja, amely még utdna lesz a rendezésben.

Mivel a graf osszefiiggd, igy pl. egy feszitd fa alapjan vegyiik elébbre a v,-td] tdvolabbi csicsokat. Ekkor
A(G) > col(G) — 1. |

A reguldris grafokra nehezebb mohén szinezni!

5.1. kvetkezmény. Ha G dsszefiiggd és nem reguldris, akkor y(G) < A(G).

A teljes grafokra és a pdratlan kordkre y(G) = A(G) + 1 4ll fenn.

5.2. tétel (Brooks tétele). [41l] Legyen G dsszefiiggd. Ha nem teljes grdf és nem pdratlan kor, akkor
x(G) < A(G) teljesiil.

A Brooks-tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz két segédallitdsra. [[155]][18]]

5.10. lemma. Legyen G 0sszefiiggd, de nem teljes grdf. Ekkor létezik hdrom csiics, melyek kozott ponto-
san két él megy G-ben.

Bizonyitas: Mivel G nem teljes, igy pl. u és v nincs dsszekotve.

Mivel osszefiiggd, 1étezik egy u-bol v-be vezetd legrovidebb tit G-ben.

Az u utdni elsé (x) és masodik (w) csucs az dton (ez utébbi lehet v is) és u éppen megfelelé harmas,
hiszen x mindkettének szomszédja, viszont u és w nem szomszédos. [ |

5.11.lemma. Legyen G kétszeresen Osszefiiggd, legaldbb 3 minimdlis foku grdf. Ha G nem teljes, akkor
léteznek x,y,z csiicsok, melyekre {x,y},{x,z} € E(G) és {y,z} ¢ E(G), valamint G \ {y, z} dsszefiiggd.

19



6. abra. Az els6 és harmadik graf a Brooks-tétel szerint kivétel, egyébként elegendd A(G) szin.

Bizonyitas: Ha G 3-szorosan 0sszefiiggd, akkor az allitas egyszeriien kovetkezik az el6z6 lemmabol.
Ha G nem 3-szorosan Osszefiiggd, akkor pl. {x,y} egy kételemi elvdgé halmaz. Mivel G kétszeresen
Osszefiiggd, G \ x Osszefiiggd.

A G\x grifnak az y elvagd csucsa, igy az y illeszkedik legalabb két, By, B, blokkra (6sszefiiggd részgrafja
G \ x-nek).

Mivel a G kétszeresen Osszefiiggd, igy i=1 és 2-re a B; -beli y; elvagd pont nem elvagé pont G-ben, gy
az x cstics szomszédos valamely v; € B; \ {y;} ponttal. igy a G \ {x, v}, v,} osszefiiggG.

De az x foka legalabb 3 a G-ben, igy van szomszédja G \ {v;, v,}-ben.

Tehat G \ {v, v,} Osszefiiggd. |

Bizonyitas: Brooks tételének bizonyitasa, (Lovész Laszld, 1975)

[155] Ha G nem reguldris, akkor az el6z6 5.1 kovetkezménybdl kovetkezik az allitas.

Feltehetjiik, hogy G regularis és A(G) > 3.

A A(G) = 2 esetben G kor. Megadunk egy megfelel6 sorbarendezést a csticsokon, melyre a mohd szinezés
jol teljesit!

Ha a G-nek az x egy elvdgd pontja, legyenek a G \ x komponensei G', - - - G%,.
Tovabbd jeldlje G; a G| €s az x dltal feszitett grafot i =1, , 5).

G, nem regularis, mert az x foka kisebb. Igy alkalmazva a kovetkezményt tjra mindegyik G;-nek létezik
A(G) szinezése.

Mivel a szineket lehet cserélgetni, elérhetd, hogy a minden G;-ben azonos legyen az x szine.

Egyesitve a szinezéseket a G egy j6 A(G) szinezését kapjuk.

Tegyiik fel, hogy G kétszeresen 0sszefiiggd!

Az el6z6 lemma szerint van egy v, csucs, melynek vy, v, szomszédai és G \ {v, v,} Osszefiiggd.
Szamozzuk a tovabbi csicsokat egy v, gyokeri feszitéfa szerint.

Igy biztositjuk, hogy a v3, - - - v,_; csticsoknak is legyen nagyobb indexti szomszédja.

20



A mohd algoritmus a v, v, csticsoknak adja az elsé szint. gy amikor a v,-t kell kiszinezni, akkor biztos
nem lesz neki tobb, mint A(G) — 1 kiilonbozd szinii szomszédja.
Tehat A(G) szinnel kiszineztiik G-t! |

6. Kromatikus kritikus grafok

Mitdl nagy a kromatikus szam? Hogyan tanulmanyozzuk egy graf kromatikus szamat? A kromatikus
szam egy globdlis grafparaméter, nem elég a graf egy kisebb részét ismerni ahhoz, hogy meg tudjuk
mondani mennyi a kromatikus szdma. Egy teljes grafbdl egy csucsot - vagy akar csak egy élt - torolve
eggyel csokken a kromatikus szdm. Ha egy paratlan hosszu kor egyetlen csicsat vagy élét toroljiik szintén
ezt tapasztaljuk, pedig egy kor kevés élt tartalmaz, nagyon ritka. Masrészt egy kétrészes graf kromatikus
szdma 2 egészen addig, amig egyetlen éle van. Sok élet kell tehat tordlniink ahhoz, hogy csdkkenjen ez
az érzékeny grafparaméter.

Ha x(G) = k, akkor minden G’ C G részgrafra y(G’) < k.
Igy ha G-bél elhagyunk egy élt, akkor a kromatikus szdm vagy megmarad vagy 1-gyel csokken.
Ha G-bdl elhagyunk egy csucsot, akkor ugyanez igaz.

6.1. definicid. /59 58160, 164} 1621651611 163]] A G grdf x-élkritikus, ha barmely e € E(G) élre y(G \ e) <
x(G)

6.2. definicid. A G grdf y-pontkritikus, ha bdarmely v € V(G) csiicsra (G \ v) < x(G)

Ha G-bdl igyeksziink dgy elhagyni pl. éleket egyesével, hogy ne csokkenjen a kromatikus szdm, akkor
egyszer azt tapasztaljuk, hogy mar egyik él sem hagyhat6 el.

Igy kaptunk egy y-élkritikus részgrafjat G-nek.

Ha G-bdl csicsokat hagyunk el, akkor ugyanez igaz.

Természetesen élek vagy csticsok torlési folyamata végén nem feltétleniil egyértelmi a megkapott kritikus
graf.

6.1. allitas. Ha G y - pontkritikus, akkor G blokk (kétszeresen dsszefiiggd). [155]]

Bizonyitas: Ha G nem 0Osszefiiggd, akkor minden komponense kiszinezhetd kevesebb, mint y(G) szin-
nel (hiszen ha egy masik komponensbdl torliink egy csticsot, akkor a tekintett komponens megmarad €s
kiszinezhet6 kevesebb mint y(G) szinnel).

De akkor G is kiszinezhetd lenne kevesebb, mint y(G) szinnel! Tehdt G Osszefiiggo.

Ha G csak egyszeresen 0sszefiiggd lenne, akkor van egy u elvagd pont, V \ u felbomlik Vi, .-, V; disz-

junkt részekre.

Legyenek G;-k a V; U {u} csticshalmazok altal feszitett részgrafok.

Mindegyik G; kiszinezhet6 y(G) — 1 szinnel.

Mivel csak az u cstcs k6zos a G;-kben, igy kaphat olyan szint, hogy a G is y(G) — 1 szinezhet6 legyen.
Tehat G egy blokk. |
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7. abra. A Micielski-féle konstrukcié a kritikus 6tszogbdl egy nagyobb kritikus grafot allit eld.

6.2. allitas. [59 1581160, 164,162,165\ 161| 163]] Ha G yx-pontkritikus, x(G) = k, akkor 6(G) > (k — 1)

Bizonyitas: Ha lenne (k-1)-nél is kisebb foku v csiics, akkor &t tordlve a maradék graf a kritikussag
miatt kiszinezhet6 (k-1) szinnel.

Mivel v-nek nincs annyi szomszédja, mint ahdny szinosztaly, igy az egyik szinét megkaphatja, vagyis G
is (k-1) - szinezhetG lenne.

Tehat 6(G) = (k- 1). |

6.3. allitas. [59 58 160, 16411621165, 161, 163]] Ha x(G) = k, akkor van G-nek legaldbb k olyan csiicsa, amely
legaldbb (k-1) foki.

Bizonyitas: Hagyjunk el addig cstcsokat, amig nem kapunk egy G’ k-kritikus részgrafot. Az el6z6
allitas szerint minden megmaradt csics foka legaldbb (k-1). Mivel k-szin kell a G’ kiszinezéséhez, igy
van legaldbb k csicsa. |

Bizonyitas: A Szekeres—Wilf-tétel egy masik bizonyitasa
Legyen G’ a G egy x(G) = k-kromatikus kritikus részgrafja.

Ekkor ¥(G) = x(G") < 6(G") + 1 < maxgrcg 6(G”) + 1, ahol a maximumot - mint a tételben - a G 0sszes
feszitett G” részgrafjaira is vehetjiik. |

6.1. tétel (Dirac tétele). [[18/]/59 158l 160, 164} 62| 165 61} 163] x(G) > k, valamint adott G-nek egy [X, Y]
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csucsparticioja ugy, hogy mind a G(X), mind a G(Y) feszitett részgrdfok (k-1) szinezhetdek.
Ekkor az X és Y kozott mend vagdsbeli élek szdma legaldbb (k-1).

Bizonyitas: Legyenek G(X) és G(Y) szinosztdlyai rendre

X, X Y, Y

Vezessiik be a H kétrészes grafot, amelynek az egyik részében az X;-knek, a masik részében az Y;-knek
felel meg egy-egy pont.

Pontosan akkor kotiink 0ssze két pontot, ha kiilonbdz8 oldalon vannak és a nekik megfelel6 X; és Y;
részek kozott G-ben nem megy él1.

Tegyiik fel, hogy kevesebb, mint (k-1) él lenne az [X, Y] vdgasban. Ekkor a H-nak tobb, mint (k-1)(k-2)
éle van. (k-2) cstccsal lehetetlen lefogni tobb, mint (k-2)(k-1) élt, tehét a lefogd pontok minimélis szdma
legaldbb (k-1).

Konig tétele szerint ekkor a H-ban van (k-1) elem parositas, vagyis teljes parositas.

Emiatt, ha a parba éllitott szinosztalyokat azonos szintiekre szinezziik, akkor ez a szinezés a G egy (k-1)-
szinezése.

Tehat a vagasban valéban lennie kell legaldbb (k-1) élnek. |

6.1. kovetkezmény. Ha G k-pontkritikus grdf, akkor (k-1)-szeresen élosszefiiggd. [155)] [18]] [59 1581160,
64,162 165 161, 163|]

Bizonyitas: Ha k = 1, akkor G = K3, amely élosszefiiggd.

Ha k = 2, akkor G egy paratlan kor, amely 2-él6sszefiiggd.

Ha k > 4, akkor tegyiik fel, hogy G nem (k-1) élosszefiiggs.

Ekkor 1étezik olyan [X, Y] csdcsparticidja, hogy a részek kozott kevesebb, mint (k-1) él megy.

A G(X) és G(Y) (k-1)- szinezhetSk a kritikussag miatt.

Az el6z6 tétel miatt ellentmondasra jutottunk. |

6.4. allitas. [59 58 160|164, 162, 165 61} 163]] G k-pontkritikus, W C V(G) egy elvdgd csiicshalmaz, akkor
G(W) nem teljes grdf.

Bizonyitas: Legyenek a G \ W komponenseinek csicshalmazai: Vi, --- , V.

Legyen G; a V; U W dltal feszitett részgraf; hivjuk ezeket W-komponenseknek. Mindegyik G; (k-1)-
szinezhetd.

Tegyiik fel, hogy mindegyik G;-ben kiilonboz6 szineket kaptak a W pontjai.

Ekkor a szinek alkalmas permutécidjaval elérhets, hogy mindegyik G;-ben a W ugyanugy legyen szi-
nezve. Ekkor mindegyik G; maradék részét kiszinezve, a G egy j6 (k-1)- szinezését kapjuk.

Ha a W teljes grafot feszitene, akkor ellentmonddsra jutnank. |

6.1. megjegyzés. [59 158 160, 164, 162|165 61| 163)] Specidlisan ha egy k-pontkritikus grdf elvdgd halmaza
kételemii, akkor a két csiics kozott nincs él.[15)]

6.2. tétel (Dirac tétele). /59 58 160, 164} 162 165] 161, 163]] Ha G k-élkritikus és W = {u,v} egy elvdgo
csiicshalmaz, akkor pontosan két W-komponens keletkezik és a G az unidjuk.
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Bizonyitas: Az el6z6 megjegyz€s azt is mondja, hogy u €s v nincs 0sszekotve G-ben.

Mindegyik W-komponens (k-1)-szinezhets. Ha lennének a W-komponenseknek olyan (k-1) szinezései,
hogy az u és v mindegyikben ugyaniigy lenne szinezve (Iényegében elég lenne az, hogy vagy egysziniire,
vagy kiilonbozd szindre), akkor G is (k-1) szinezhet§ lenne.

Emiatt kell, hogy legyen olyan G; W-komponens, amelynek minden (k-1) szinezésében u és v azonos
szint kap és lennie kell olyan G, W-komponensnek is, amely minden (k-1) szinezésében az u és a v mas-
mds szint kap. Ekkor ezen két komponens unidja kiadja a G-t, hiszen k-kritikus, tovabbi W-komponense
nem lehet. |

6.3. tétel (Dirac tétele). /59 58 160, l64) 162 165] 161} 163]] Ha G k-élkritikus és W = {u,v} egy elvdgo
csiicshalmaz, akkor létezik a G fenti felbontdsa a Gy és G, unidjdra.

Allitds:

Ha G-ben az u-t és v-t dsszekotjiik, akkor k-élkritikus grdfot kapunk.

Ha Gy-ben az u-t és v-t azonositjuk, akkor k-élkritikus grdfot kapunk.

Bizonyitas: A G,-ben minden szinezésnél u és v mds szint kap, vagyis G’1 = G U {u, v} k-kromatikus.
G/, k-€lkritikus is, mivel G| \ f tetsz0leges f €lre (k-1)-kromatikus.

Ha f = e az nyilvanvalé.

Mis f élre a G k-kritikussdga miatt G, kikényszeriti, hogy u és v mds-mads szint legyen, ezzel a feltétellel
azonban mdr van (k-1) szinez€se a G| \ f grifnak. Ha G>-ben Osszeragasztjuk u-t €s v-t, akkor éppugy
megmarad a k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is. |

6.4. tétel. Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvdgd csiicshalmaz, akkor d(u) + d(v) > (3k — 5).

Bizonyitas: Tudjuk, hogy G| U {u, v} egy k-élkritikus graf.

Tudjuk, hogy csak G U {u, v}-ben mind u-nak, mind v-nek legalabb (k-1) szomszédja van.

Igy 6sszesen u és v-nek van legalabb (2k-4) G;-beli szomszédja.

Hasonl6an a G, graf is k-€lkritikus, igy az dsszeforrasztott u-v csticsnak egyiitt van legalabb (k-1) szom-
szédja.

fgy d(u) + d(v) > 3k — 5) teljesiil G-ben. [ |

6.1. Maximalis fokszam, klikkszam, fels6 becslés

e (A Brooks-tétel ekvivalens megfogalmazasa )
Ha G k-pontkritikus, (k-1) reguléris graf, akkor G vagy a K;, vagy egy paratlan kor (k=2).

o A(G) > 2, x(G) = A(G) + 1 pontosan akkor teljesiil, ha G tartalmaz egy A(G) + 1 méretii klikket.

6.5. feladat. Igaz-e, hogy x(G) > A(G) + 1 — k maga utdn vonja, hogy G tartalmaz egy A(G) + 1 — k
klikket?
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6.6. sejtés (Reed sejtése, 1998). [80] x(G) = A(G) + 1 — k esetén w(G) = A(G) + 1 — 2k vagy
X(G) < [ww a szimmetrikusabb formdja.

6.7. allitas. [68] Legyen G hdromszogmentes grdf. Ekkor y(G) < 3 [%-‘.

Bizonyitas: Legyen k = [%]. V(G)-t particiondljuk fel a Vi, - - - , V} részekre ugy, hogy a részeken

beliil halad6 élek szdma a lehet legkisebb legyen.

A V; dltal feszitett G; graf maximadlis foka legfeljebb 3!

Val6ban, hiszen tegyiik fel, hogy valamelyik x € V; csics bels6 foka nagyobb haromnal. Ekkor van egy
olyan rész pl. V,, amelyben az x-nek legfeljebb 3 szomszédja van, kiilonben az x-nek legalabb 4k >
A(G) + 1 szomszédja lenne, ami nem lehet.

Igy ha az x-et attessziik V,-be, kevesebb lesz a bels6 €1, ami ellentmond annak, hogy a felosztas a legjobb
volt.

Tehat A(G;) < 3 és w(G;) < 2, mert a G-ben sincs haromszdg. A Brooks-tétel szerint tehat y(G;) < 3.

Igy kiszinezziik egymds utdn mindegyik G;-t, mindig 3 szint hasznalunk, a G egy 3k-szinezését kapjuk.
]

6.8. sejtés (Borodin, Kostochka, 1977). Ha a G grdfra A(G) > 9 és x(G) = A(G), akkor w(G) = A(G)
teljesiil.

6.3. definicid. Egy G grdfban a legkisebb kor hosszdt jelolje g(G) (az angol elnevezése girth), nevezziik
derékbdségnek vagy keriiletnek.

Ha egy grafban van egy k méretii klikk, akkor kell legaldbb k szin a kiszinezéséhez. Tudjuk, hogy egy
hosszabb pdratlan korben nincs haromszog, mégis 3 szin kell a szinezéséhez. Viszont elegendd is ennyi
szin. Megforditva, vajon mekkora tud lenni a kromatikus szadm, ha a lehet6 legkisebb klikk van csak, tehat
még haromszog sincsen?

7. Kis korok nélkiil is nagy lehet a kromatikus szam

7.1. definicié (A Mycielski-konstrukcio6). [[155] [33|] Legyen G = ({vy,--- ,vn}, E). Vegyiink fel, mind-
egyik csiicshoz egy mdsodik példdanyt,V' = {vi,---,v,}, valamint egy extra u csiicsot. Legyen G’ =
VuVvV' U{u),EUE UE"), ahol E' = {{v,-,v}} {vi,vit € E, v € E, v} €FE'}ésE" = {{v}, u}: v} e E’}

7.1. tétel (J. Mycielski). [[I8]] Ha G k-élkritikus grdf, akkor G’ is az, eggyel nagyobb kromatikus szdm-
mal.[22
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8. dbra. Az abraval konnyebb kovetni a bizonyitas részleteit.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy xy(G’) > k. Tegyiik fel, hogy G’-nek mégis lenne egy ¢ k-szinezése.
Legyen pl. c(u) = 1.

Ekkor a G egy szinezése f, amely meghagyja az 1-t6] kiilonb6z6 szineket c-bdl, mig az 1-szindi v; szinét
c(v})-re valtoztatja. Ha {x, y} egy €] G-ben, akkor az egyik nem volt 1-es, {gy megmaradt a szine.

Ha a masik is maradt akkor kiilonbdznek, mert a ¢ egy jé szinezés volt.

Ha 1 volt és véltozott, akkor sincs gond, mert pl. az y masodpéldanya 6ssze volt kotve az x szomszédaival,
tehat nem okoz ezutdn sem konfliktust a szine.

Az f azonban csak (k-1) szint haszndlt, ez ellentmondds. A kritikussig igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G" \ e) < k.
Harom tipusu él elhagydsakor kell k-szinezést taldlni, kihasznélva a G k-kritikusssdgat!
Hae = {u, v}}, akkor legyen ¢ a G \ {v}, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v; egy szomszédja G-ben.
or megfeleld lesz a G’ kovetkezd f atszinezése:
G \ {v;}-ben maradjon a c szine.
Fessiik k-ra a v;, V", u csicsokat. A tovabbi v csticsokra f(v) = c(v;) legyen.
Haaz e = {v;, v;,} tipusd, akkor legyen ¢ a G \ {v;,v;} egy (k-1) szinezése.
Maradjon meg a c szine G \ {v;}-ben, f(v;) = f(u) = k és legyen f(v;) = c(v;) minden i-t8] kiilonbozd
indexre.
Végiil ha az e = {v;, v;} tipust, akkor legyen c a G \ {v;, v;} egy (k-1) szinezése.
Maradjon meg a ¢ szine G \ {v;}-ben, legyen f(v}) = k és f(u) = 1.
Tehdt a G* (k+1)-kritikus. |

A Mycielski-féle grafsorozat ismerete el6tt is tudtdk, hogy létezik olyan haromszogmentes graf,

amelynek nagy a kromatikus szdma. Kés6bb érintjiik a hires Erds-Rényi elméletet, a véletlen grafo-
kat, a val6szinliségszamitasi modszert. Erd6s Pal mdédszerével sokkal tobbet is bizonyitott, 1étezik olyan
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graf, amelynek nagyobb mint b a derékbdsége (kertilet, a legrovidebb korének hossza) és egyben nagyobb
mint k a kromatikus szdma. A konstrukcié minden & értékre megad haromszogmentes, k-kromatikus gra-

fot, rdaddsul k-élkritikusat! A bizonyitdsban elmélyedve egyrészt lathatd, hogy a kiinduldsul vett graf
barmely élkritikus graf lehet, tehdt sok sorozatot kapunk. Mdsrészt annak bizonyitdsa, hogy G’ eggyel
nagyobb kromatikus szamu mint G, nem hasznalja ki, hogy G élkritikus.

7.1. feladat. Igazoljuk, hogy 2 < t < k egészekre létezik olyan grdf, melyre w(G) =t és (G) = k.

7.2. feladat. Létezik-e olyan grdf, melyre az w(G) = x(G) nemcsak magdra a G grdfra dll fenn, ha-
nem annyira tokéletes, hogy minden G’ feszitett részgrdfra is teljesiil az w(G") = x(G’) egyenlfség? Az
él nélkiili vagy éppen a teljes grdfok ilyenek, de vajon mennyire bonyolult ezzel a szép tulajdonsdggal
rendelkezd grdfok osztdlya, a benne 1évd grdfok szerkezete?

A Claude Berge dltal bevezetett, a[7.2]feladatban emlitett tulajdonsdggal a kovetkezd fejezetben fog-
lalkozunk.

8. Perfekt grafok

8.1. feladat. Az oktaéder szabdlyos test, 6 csiiccsal, 8 hdromszog lappal, 12 éllel. Vajon igaz-e rd a a[7.2)
feladat feltétele?

8.1. definicié (Claude Berge, 1960). [93]] A G grdfot perfektnek mondjuk, ha bdrmely F feszitett rész-
grdfjdra fenndll az w(F) = y(F) osszefiiggés.

8.2. definicid. k(G)-vel szokds jelolni az vin. klikk fedési szamot. Legaldbb ennyi klikk részgrdf kell a G
osszes cstcsdnak lefedéséhez.

Mivel egy maximalis iires részgraf csicsait csak egyenként lehet klikkel lefedni, igy a(G) < k(G). Ve-
gylik észre, hogy k(G) = x(G).

8.2. feladat. (C,) =?
A perfekt graf fogalmat tehat meghatdrozhatjuk ekvivalens modon igy is:

8.3. definicié. G perfekt, ha G bdarmely H feszitett részgrdfidra a(F) = k(F).
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9. dbra. Az oktaéderen kiviil van még négy tovabbi szabdlyos test is! Vajon perfektek?

Berge elsd sejtése (1963) azt dllitotta, hogy G pontosan akkor perfekt graf, amikor a komplementere.

8.1. tétel (A perfektgraf-tétel, Lovasz Laszlo tétele, 1972). [153]], [153]] G pontosan akkor perfekt grdf,
amikor a komplementere.

Egy véges G graf barmely F feszitett részgrafjara vonatkozéan a kovetkezd harom tulajdonsag ekvivalen-
sen teljesiil.

wF) = x(F) (D
o(F) = k(F) 2
w(F)a(F) > |F| 3)

A rovidebb széhasznalat miatt a G y-perfekt, ha az els6, a-perfekt ha a masodik tulajdonsag teljesiil. A
tétel ezek ekvivalencidja. A bizonyitdshoz hasznos és 6nmagdban is szEép a harmadik ekvivalens tulajdon-
sdg. A harmadik tulajdonsig szimmetrikus a graf és komplementere cserére!

8.2. tétel. A G grdf perfekt, akkor és csak akkor, ha w(G")a(G’) = |V(G’)| minden G’ feszitett részgrdfjdra
teljesiil.

Bizonyitas: [Gasparian bizonyitésa] [153]] Az elegendség kovetkezik, mivel ha G perfekt, akkor
w(G") = x(G") mindegyik feszitett részgrafjara teljesiil, valamint j6l ismert, hogy a(G" )\ (G’) > |V(G’)|.
A sziikségességhez tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben lenne egy G nem perfekt graf, amelyre telje-
siilne az egyenl&tlenség.
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Ha ilyen van, akkor vélasszunk ki egy olyan G ellenpéldét, amelynek a rendje minimalis.

Tehat y(G) > w(G), de ¥(G') = w(G’) mindegyik valédi feszitett részgrafjara. Roviditve, legyen w =
w(G) ésa = a(G), V(G) ={1,--- ,n}.

El6szor megmutatjuk, hogy 1éteznek Cy, ..., Caw fliggetlen halmazok, amelyek minden egyes csticsot
pontosan a-szeresen fednek le.

Legyen Cy egyik tetszSleges @ méretii stabil részhalmaza G-nek. A G minimalitdsa miatt tudjuk, hogy
mindegyik v € Cy csicsra a V(G) \ {v} altal feszitett részgrafja G-nek perfekt, igy tehat kiszinezhetd w
szinnel.

Tehat a V(G) \ {v} particiondlhaté w stabil halmazra. Ha ezt megtessziik a Cy minden csticsdval, akkor
megkapjuk a C;-ket.

Minden i = 0, - - - , aw indexre 1étezik egy K;, w méretii klikk, amely nem metszi C;-t.

Ha nem igy lenne, akkor a V(G) \ C; altal feszitett G’ részgrafjara a G-nek, w(G’) < w teljesiilne, tehat
ki lehetne szinezni (w — 1) szinnel.

Hozzavéve a C; fiiggetlen halmazt, kapndnk a G-nek egy w csticsszinezését, ami ellentmondana annak,
hogy x(G) > w(G).

Misrészt |[K; N Cy| = 1 hai és j kiilonbozd indexek {0, - - - , aw} -bSl. Ez abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy
egy teljes €s egy lires részgraf metszete legfeljebb 1 elemd, viszont tudjuk, hogy K; egy kivételével (ez a
C;) metsz minden Cj-t.

Tekintsiik az (aw + 1) X n -es M és N illeszkedési matrixokat! Az M dltaldnos eleme m;; pontosan akkor
1, ha j € C;, egyébként 0; mig az N 4ltaldnos eleme n;; pontosan akkor 1, ha j € K;, egyébként 0.

A fenti megallapitdsok szerint MNT = J — I, ahol a J az (aw + 1) X (aw + 1) -es csupa 1-et tartalmazé
matrixot jeloli, az I pedig az (aw + 1) X (aw + 1)-es egységmatrixot.

Mivel a J — I rangja (aw + 1), azn > aw + 1. Ez azonban ellentmond a kiindulasi feltételnek. |

Berge erds perfekt graf sejtése, 1963 6ta megoldatlan volt. Sok kittind kutaté munkdjara épitve egy
igazi Osszefogds végiil még Berge €letében az erdsebb dllitassal is megbirkozott.

8.3. tétel (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas, 2006).
[54]] G perfekt akkor és csakis akkor, ha G-ben nincs hdromndl hosszabb pdratlan kor vagy annak komp-
lementere feszitett részgrdfként.

A tétel igazolta egy szinezési tulajdonsag és bizonyos feszitett részgrafok hidnyanak ekvivalencigjat. A
kutatécsoport tagjai egyébként is a hasonld szerkezetii tételek leghiresebb kutatoi.

9. Perfekt grafosztalyok

Amig Berge er6s perfekt graf sejtése (1963 6ta) eldontetlen volt a kutatdsok tobb grafosztalyt meg-
vizsgaltak, szdmos fontos grafosztalyrdl deriilt ki, hogy elemei perfekt grafok. [93] A paratlan korok
kitiintetett szerepe mdr a Brooks-tételnél megjelent. A teljes graf mellett ez a mésik kivétel, j6 kiszinezé-
séhez nem elég maximadlis fokszdmnyi szin.
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10. dbra. A Petersen-grafban sok kor van.

Egy érdekes dllitas azt mondja, csak ha nagyon atszovik a grafot a paratlan korok, akkor nagy a graf
kromatikus szdma. Milyen hosszu paratlan korok vannak a Petersen-grafban? A szimmetria miatt minden
csticson ugyanannyi pdratlan kor megy keresztiil! Szamoljuk meg, a Petersen-grafban (I0] dbra) hany
pératlan kor megy keresztiil egy-egy csicson? A pdratlan korok szdmdval kapcsolatban felsé becslés
adhat6 a kromatikus szadmra.

. PP . . . " V8k+9+1
9.1. tétel. Ha a G grdf minden csiicsa legfeljebb k pdratlan kor eleme, akkor y(G) < {%-‘

Bizonyitas: Ha nincs is paratlan kor G-ben, a 2 val6ban pontos becslés. Ha a k = 1, akkor addig,
amig egyik csucs sem tartozik egynél tobb korh6z nem lesz nagyobb y(G) hadromnal az allitas formuldja
szerint. Mar ez is érdekes.

i & — | MBk9+1
Tegyiik fel, hogy k > 2 és legyen t = [%]

Alkalmazzunk indukciét a G n rendjére.

Konnyi elindulnunk, mert amig az n nem haladja meg a ¢-t, addig az egyenl6tlenség trividlisan teljesiil.
Az indukci6s feltevésiink n > ¢ esetére: Ha H n rendd graf és mindegyik cstcsa legfeljebb k pdratlan
korben van, akkor y(H) < t.

Legyen G egy (n+1) rend(i graf és mindegyik cstcsa legfeljebb k paratlan kérben van.

Megmutatjuk, hogy y(G) < t.

Legyen v a G egy cstcsa.

Ekkor G \ v-re teljesiilnek a feltételek, vagyis t szinnel kiszinezhetd.

L < ¢ amib6] k < 2572 = (1) - 1 adédik.

A (é) szinpdr koziil van legaldbb 1 par (pl. (piros, kék)), amely nem fordult el§, mint a v szomszédai
valamely pdratlan korben.
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Legyen G’ a G \ v azon részgréfja, amelyet a piros és kék pontok feszitenek ki. A G’ paros graf!

Ha a G’-ben nincs olyan piros pont, amelynek szomszédja v a G-ben, akkor a v-t pirosra szinezhetjiik és
nem kell 4j szin, az egyenltlenség G-re is teljesiil.

Vegyiik a G’ azon komponenseit, amelyekben van piros szomszédja v-nek.

Allitjuk, hogy ezekben a komponensekben nincs v-nek kék szomszédja!

Ellenkez6 esetben menne a komponensben egy piros szomszédt6l egy kék szomszédig vezetd tt, amely
pératlan hosszu.

Kiegészitve még a v-bol kiinduld csatlakozé 1-1 éllel egy paratlan kort kapnank. Ez azonban egy olyan
kor lenne, amelyben a v-nek éppen van egy (piros, kék) szomszédpdrja, amit feltettiink, hogy nem lehet.
Tehat egyik komponensben sincs v-nek kék szomszédja.

Igy a komponensekben felcserélve a piros és kék szineket, az Gj szinezés mar olyan, hogy a v-nek nincs
piros szomszédja.

Igy kiterjeszthetS a v-re a szinezés, nem kell tbb szin. Tehdt y(G) < t. |

Keressiink olyan grafokat, amelyekre az egyenlGtlenség éles! A valdban perfekt grafok tanulményo-
zasa a hatvanas években Berge sejtései miatt is gyorsabban folytatédott. Még miel6tt barmelyik kérdés
pozitivan elddlt volna, maris kiillonbozd specidlis tulajdonsagu grafokat vizsgaltak meg, vajon perfektek-
e? Tobb, nagyon fontos grafosztalyrdl kideriilt nem csak az, hogy perfekt grafokat tartalmaz, hanem az
is, hogy mindezt mar a fogalom megsziiletése el6tt bizonyitottak!

Miel6tt a refchud. tétel feltette az i-re a pontot sok sz€p eredmény megsziiletett.

9.1. Intervallumgrafok

Bizonyos grafoknak 1étezik metszet reprezenticiéja. Ha S egy halmaz, ¥ C P(S) egy halmazrend-
szer, akkor ¥ meghatdroz egy grafot. A cstcsok az # elemei, valamint két elemet pontosan akkor kot

Ossze €él, ha metszetiik nem iires. Ha a G graf el6all mint egy # halmazrendszer metszetgrafja, akkor a G
reprezentalhat6.[[14]]

9.1. definicid. A szdmegyenes intervallumainak valamely rendszere dltal meghatdrozott metszetgrdfokat
intervallum grafoknak nevezziik.

9.1. feladat. Vajon kiilonboznek-e a nyitott intervallumokkal meghatdrozott intervallumgdfok? Es ha
csak zdrt intervallumokat engediink meg? Bévebb-e a tetszbleges intervallumok dltal reprezentdlt grdfok
halmaza, az 1 hossziisdgu intervallumoktol? Milyen grdfokat lehet nem tartalmazkodo intervallumokkal
reprezentdlni? [97]

A bevezetSben emlitett kurzus elhelyezési problémét egyszer(sitsiik le.
Adottak a kurzusok id@intervallumai, amelyek rogzitettek.
A kérdés az, hany terembe helyezhetSk el a kurzusok. A termek dlland6an rendelkezésre dllnak.
Ez egy intervallumgraf szinezési problémdja.
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Egy szinosztdly fliggetlen csticsokat tartalmaz, az ezeknek megfeleld intervallumok nem metszik egy-
madst. Ok egy terembe keriilhetnek.
Ha a kromatikus szdmat ismerjiik, akkor megtudjuk legkevesebb hdny teremre van sziikség.

9.2. allitas. Ha G intervallumgrdf, G’ C G, akkor G’ is intervallumgrdf.

9.2. definicié. G hdromszigezett grdf, ha bdrmely legaldbb 4 hosszii kirében van dtlo.

9.3. allitas. Ha G intervallumgrdf, akkor G hdromszdgezett grdf.

Bizonyitas: Tegyiik fel az éllitdssal ellentétben, hogy a G intervallumgrafnak van olyan legaldbb négy
hosszt C kore, amelyben nincs atlo.

Ha vy, v,, v3 ebben a sorrendben a C egymadst kovetd csticsai, akkor a nekik megfelel§ 1, I, I5 intervallu-
mok koziil az I, metszi a masik Kett6t, azonban az I, I3 nem metszok.

Ha pl. az I,-t8l az I; balra esik, akkor a metszéspontjaik is balra esnek az I, és I3 metszéspontjaiktol.

Ha a koron tovabb megyiink, akkor a szomszédos csticsokhoz tartozé intervallumok metszéspontjai min-
dig jobbra keriilnek.

Azonban egy koron haladunk, igy nem tud bezarddni, az I;-et balrél nem tudja metszeni egyik interval-
lum sem.

Ez ellentmondas. |

Egy G(V,E) graf 6sszehasonlitasi graf (vagy tranzitivan irdnyithat6 graf), ha 1étezik az éleinek olyan
G(V,A) irdnyitdsa - az egyik irdnyban -, melyre barmely u,v,w € V esetén, ha (u,v), (v,w) € A, akkor
(u,w) € A.

A feltétel szerint az (u,w) € A azt is jelenti, hogy létezik €l a két pont kozott; csak akkor lehet jol
irdnyitani!

9.4. allitas (Ghouila—Houri, 1962). Egy intervallumgrdf komplementere tranzitivan irdnyithato.

Bizonyitas: A G intervallumgrafban ha {u, v} ¢ E, akkor a neki megfeleld I, és I, intervallumokra pl.
I, balra van a masiktol.

Irdnyitsuk a G komplementerében az (u,v) € A élt.

Ha az I, I, és I,, az egyenesen diszjunktak és balrdl jobbra sorakoznak, akkor (u,v) € A és (v,w) € A
esetén (u, w) € A. |

9.2. tétel (Gilmore-Hoffman, 1964). [155]] [93|] G irdnyitatlan grdf.

A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) G intervallumgrdf.

(ii) G nem tartalmaz legaldbb 4 hosszu, dtlomentes kort és a komplementere dsszehasonlitdsi grdf.

(iii) A G maximdlis klikkjeit linedrisan rendezni lehet oly médon, hogy bdrmely u csiicsra az u-t tartal-
mazo6 maximdlis klikkek egymdst kovetden dllnak.
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Bizonyitas: (i) = (ii)
Az el6z6 két bebizonyitott dllitds éppen ezt mondta ki. |
A kovetkez6 implikdcid igazoldsdhoz sziikségiink van egy lemmara.

9.5. lemma. Tegyiik fel, hogy a G(V,E) grdf nem tartalmaz hdromndl hosszabb feszitett kort és legyen F
a G éleinek egy tranzitiv irdnyitdsa. Legyenek Ay és Ay, G maximdlis klikkjei.
Minden A, és A, kozotti él G komplementerében azonosan van F dltal irdnyitva.

Bizonyitas: Van él A; és A, kozott a komplementerben, egyébként az unidjuk nagyobb klikk lenne
G-ben.

Tegyiik fel az éllitassal ellentétben, hogy (a, b),(d,c) € F,a,c € A} és b,d € A;.

Ha az a és c vagy a b és d azonos lenne, akkor a tranzitivitassal ez ellentmondana, hiszen az egyik klikk
csucsai kozott a komplementerben is kellene, hogy legyen é1.

Tegyiik fel, hogy mind a négy csiics mds.

Az nem lehet, hogy {a, d} és {b, c} is E-ben legyen, mert akkor kialakulna egy feszitett 4-kor G-ben.
Feltehetjiik, hogy pl. {a, d} a komplementerben él. Azonban az F akdrmelyik irdnyitast is adta az élnek a
tranzitivitassal ellentmonddasba keriiliink.

Ezzel a lemmait igazoltuk. n

AP.7] tétel tovabbi két implikacidjanak igazoldsa:

Bizonyitas:

(i) = (iii)

Tegyiik fel tehét, hogy a G(V,E) graf nem tartalmaz haromnél hosszabb feszitett kort és legyen F a G
éleinek egy tranzitiv irdnyitdsa.

A G maximalis klikkjei kozott tekintsiik a kovetkezd rendezést:

A1 < Ay © Ha az F szerint 1étezik A;-bdl az A,-be mutaté €.

A klikkek kozott ez az irdnyitds a lemma miatt teljes, masrészt pedig tranzitiv.

Val6ban, ha A; < A, és A, < Aj, akkor 1éteznek a (w, x), (y,z) € F élek, w € Ay, x,y € Ay, 7 € As.

Ha vagy w és y kozott vagy x és z kozott G-ben nincs él, akkor a komplementerben az irdnyitdsuk adédik
és a (w, z) € F kovetkezik.

Feltehetjiik tehat, hogy {w, y}, {x, z}, {x,y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atldémentes 4 hosszui kor {w, z} ¢ E és (w,z) € F.

Ebbdl adddik, hogy A; < As.

Feltehetjiik tehat, hogy az 0sszes klikket rendeztitk, A| < Ay < --- < A,.

Tegylik most fel, hogy a még igazolandoé tulajdonsdg nem teljesiil, vagyis l1éteznek A; < A; < Ay klikkek,
melyekre valamely x csticsra x € A;, x ¢ A;, és x € Ay

Mivel x ¢ A}, 1étezik olyan y € A;, amelyre {y, x} ¢ E.

De A; < A;j -bdl az jon, hogy (x,y) € F, mig A; < A, -bdl az jon, hogy (y,x) € F.

Ez ellentmondas.

(iii) = (i)

Rendeljiik hozz4 minden u € V(G) cstcshoz az 6t tartalmazo klikkek K(u) halmazat.

A K(u) klikkhalmaz felfoghat6 a sorbarendezett klikkek egy intervallumanak is.
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A K(u) és K(v) a klikk-intervallumok ugyanakkor metszik egymast, amikor van olyan klikk amelyik
mindkett&jiiket tartalmazza.

Maisrészt u és v pontosan akkor van 6sszekotve éllel, amikor 1étezik olyan klikk, amelyben mindketten
benne vannak. |

2 oz

A merev kort, dtlés vagy hdromszogezett (1.[9.2)) grafokra megismertiink egy sziikebb grafosztalyt, az
intervallumgrafokat.
A merev kort tulajdonsag (1. [0.2) szintén 6r6k16dé, tehdt ha egy G grafnak nem létezik 3-nél hosszabb
feszitett kore, akkor ez minden feszitett részgréfjdra is igaz.

9.3. definicié (Szimplicialis csicsok.). Egy G grdf x csicsdt szimplicidlis csiicsnak nevezziik, ha az x
szomszédai pdronként szomszédosak egymdssal is.
Mdsképpen mondva az x nyitott és zdrt szomszédsdga is teljes grdf.

Dirac Gédbor Endre (1961) igazolta, hogy egy merev korii grafnak mindig van legaldbb két szimplicidlis
csucsa.
Vegyiik észre mennyire hasonlit ez az allitds ahhoz, miszerint a faknak van legaldbb két levele.

Mivel a faknak, erd6knek nincs is koriik, igy merevkort grafok.
Egy izoldlt csucs szimplicidlis, egy levél 1-foku cstcsa szintén az.
Csakiigy, mint ahogyan a fakat lebonthatjuk egymads utdn térolve egy-egy levélpontot, a merev kori gra-
fokra is 1étezik ilyen lebontas.
Kivalasztjuk egyik szimplicidlis csucsat és toroljiik.
Ha egyszer nem taldlunk szimplicidlis csicsot, akkor nem merevkori a graf.
Maisrészt ha az eljardst végig folytathatjuk, akkor biztosan merev kori a graf.

9.4. definicid. Legyen G(V,E) irdnyitatlan grdf és az o = [vi, Vo, -+, V,] €gy rendezése a csiicsoknak.
Az o rendezést perfekt elimindcios sémdnak nevezziik, ha mindegyik v; a [v;, Vis1,+ - ,vn] csiicsok dltal
feszitett grdfnak egy szimplicidlis csiicsa.[55]]

9.5. definicid. G-ben u és v nem szomszédos csiicsok.
Az S € V(G) az u és v csiicsokat szepardlo minimdlis ponthalmaz, ha egyrészt elhagydsdval az u és a v
kiilonbozé komponensekbe keriilnek, mdsrészt nincs S’ C S ugyanezzel a tulajdonsdggal.

9.3. tétel. G irdnyitatlan grdf.
A kovetkezdk ekvivalensek: [55] [163)]

(i) G merevkorii.
(ii) G-nek van elimindcios sémdja, s6t bdrmely szimplicidlis csiics lehet az elsd csics.
(iii) G minden S minimdlis szepardlo halmaza teljes grdfot feszit G-ben.

Bizonyitas:

(i) = @)

34



Ha vessziik egy legaldbb 4 hosszi kor két nem szomszédos csicsat, akkor Sket szepardlni S csak ugy
tudja, ha mindkét keletkezett {vrol egy-egy cstcs belekeriil S-be.
(iii) szerint ez a két csucs Ossze van kotve, tehdt a kornek egy atldja.

(i) = (i)
Tegyiik fel, hogy S egy minimaélis # — v elvalaszté halmaz.
Legyen Gy és Gy az S elhagydsa utan keletkezd u-t és v-t tartalmazé két komponens.
Mivel az S minimélis, minden eleme szomszédos valamely Gy és Gy-beli csticcsal.
Ha tehat x,y € S kiilonboz6 csucsok, akkor vegyiink egy legrovidebb utat x-t8l y-ig a Gy érintésével,
illetve hasonléan egy legrovidebb utat a Gy érintésével.
A két ut egylitt egy legaldbb 4 csticsu kor és nincs a Gy-n belill sem egy €l ami atl6ja lenne a minimalitds
miatt, és hasonlén nincs a Gy-n beliil sem.
Természetesen nem lehet €l a két komponens cstcsai kozott sem.
Igy az 4tléssdg miatt x és y szomszédos. Tehit S teljes. W A ??. tétel tovabbi implikdciéinak
igazolasahoz igazoljuk a kovetkez6t:

9.6. lemma (Dirac, 1961). [[18] [84, 185 |86l Minden merev korii G grdfnak van szimplicidlis csiicsa.
Ha G nem teljes, akkor van két, nem szomszédos szimplicidlis csticsa.

Bizonyitas: G rendjére vonatkozd indukcidval bizonyitunk.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy u és v a G nem szomszédos csuicsai és mar minden kevesebb csicst grafra tudjuk, hogy
az allitas igaz.

Legyen az S egy minimalis u — v elvdlaszté halmaz. Legyen Gy €és Gy az S elhagyasa utdn keletkezd, u-t
és v-t tartalmaz6 két komponens.

Az indukci6 erejével Gyys tartalmaz két nem szomszédos, benne szimplicidlis csucsot.

Az egyiknek a Gy-ban kell lennie, mert az S teljes grafot feszit, tehat abban két csiics szomszédos.

Vagy a Gyys maga teljes, ekkor a Gy minden csticsa szimplicidlis a G s -ban.

Mivel U U S-be mennek csak Gy-bdl élek, igy ha egy csics szimplicidlis Gyys-ben az U-bdl, akkor
G-ben is.

Hasonl6an van a B-ben is egy G-beli szimplicidlis cstcs. |

A ??. tétel bizonyitasanak folytatdsa:
Bizonyitas:
(1) = (i)
A most bizonyitott lemma szerint ha G merev kort, akkor van egy szimplicidlis csticsa, ezt elvéve a kisebb
graf szintén merev kord, igy 1étezik egy perfekt elimindciés sémaja, igy az elsd 1€péssel kiegészitve a G-
nek is van.
(i) = ()
Legyen C a G egy legaldbb 4 hosszu kore.
Legyen u az els6 C-beli cstcs, amely benne van az eliminacids sorrendben.
Mivel u-nak a C korben van két szomszédja, igy azok 0ssze vannak kotve, tehat C-nek van atl6ja. |
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9.2. Merev kori grafok részfa reprezentacidja

A merev korll grafok osztdlya reprezentdlhatd egy fa részfainak metszetgrafjaként. Tudjuk, hogy az
intervallumgrafok a merev kor(i grafok egy részosztdlya. Az intervallumgrafok reprezentdlhat6k mint egy
ut részitjainak metszetgrafjai. Ennek dltaldnositdsa, ha utak helyett fakat vesziink.

9.6. definicid. Egy T halmaz T; i€ I részhalmazainak csalddjdt Helly-tulajdonsdgiinak mondunk, ha

JC L TinT;+ 0O mindeni, j€ J teljesiilése esetén kovetkezik, hogy ﬂ T; 0.
jeJ

Ha T egy fa, és T; mindig egy részfaja, akkor igaz a kovetkez§ allitas.
9.7. allitas. Egy fa részfdinak egy csalddja kielégiti a Helly-tulajdonsdgot.

Bizonyitas: Tehat, ha tudjuk a részfak egy csaladjardl, hogy barmely kettd metszete nem iires, akkor az
0sszes metszete sem lres.
Kinalkozik a teljes indukcié a csaldd méretére vonatkozdan.
Indulé 1épésiink éppen a feltétel.
Tegyiik tehat fel, hogy legfeljebb k részfa esetén igaz az allitas.
Legyenek T;,,--- , T, T, részfak.
Az indukci6s feltevés miatt 1étezik harom pont, a,b és c, melyekre
k+1

k
ac ﬂTi/’ be ﬂTij’ ceE T,‘l N Tik+1'
j=1 j=2
Vegylik észre, hogy minden T, tartalmaz legaldbb két pontot az a, b €s ¢ pontokbdl. A fakban két pont
kozott pontosan egy ut van. Igy ha egy fa tartalmaz 2 csiicsot, akkor az Gket sszekotd utat is.

Egy faban 3 csucs kozotti pdronkénti utaknak van kézos pontja.
k+1

Emiatt ﬂ Ti, # 0. [ |

J=1

9.4. tétel (Walter 1972, Gavril 1974, Buneman 1974). [[155] [[I14] A G(V,E) irdnyitatlan grdfra ekvi-
valensek a kovetkezd dllitdsok:

(i) G merev korii grdf

(ii) G reprezentdlhato, mint egy fa bizonyos részfdinak metszetgrdfja.

(iii) Létezik egy T(K,E) fa, amelynek csiicshalmaza a G maximdlis klikkjeinek olyan halmaza, hogy a
Ty, : v eV feszitett részgrdf osszefiiggd (a K, a v-t tartalmazo maximdlis klikkekbdl dll).

Bizonyitas:

(iii) = (i)

Feltehetjiik tehat (iii) szerint, hogy 1étezik egy T'(K, &) fa.
Legyenu,v e V, {u,v} € E.
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Ha u és v valamely K -beli klikk két eleme, akkor %K, N K, # 0, valamint Ty, N Ty, # 0.

fgy tehdt a G metszetgifja a Ty, : v € V T-részfék csalddjdnak.

(i) = ()

Léteznek tehat minden v csicshoz T, részfak igy, hogy {u,vie E & T, N T, # 0.

Tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik egy legaldbb 4 hosszu, dtlémentes kor az igy reprezentélt G grafban.
Ennek legyen 2 egymast kovetd csticsa v;, v €és a nekik megfeleltetett részfak T, Ty .

Létezik a; € Ti N Ti+1'

Egyértelmi tdton el lehet jutni a;-bdl a;_;-be és a;.;-be.

Lehet, hogy egy darabig kozos ez a két 1t a T;-ben. Az utolsé kézos pontja a két titnak legyen b;.

Mivel T;_; és T;.; nem metszOk, igy a b; pontokat egymas utan gy lehet 6sszekotni, hogy az 6sszekotd
b; — —b;; utaknak nincs kozos belsd pontjuk, igy egy kort alakitanak ki. De a T;-k egy fa részfai, igy ez
lehetetlen.

Az (i) = (iii) esetet nem bizonyitjuk. |

9.1. megjegyzés. Egy kordbbi észrevételbdl kovetkezik az aldbbi tétel.

Legyen S egy teljes, elvdgo csiicshalmaz.

A keletkezett Gy, - - - ,G; komponensekhez az S-et hozzdvessziik, jelolje G; U S az dltaluk feszitett grdfokat
(S-komponenseket). Ekkor

X(G) = max; x(G;US)

w(G) =max; w(G;US)
fenndll.

9.1. kovetkezmény. Legyen S a G grdf egy teljes, elvdgé csiicshalmaza.
Az S-komponensek perfektek.

Ekkor a G grdf perfekt.

Bizonyitas: Igazoljunk G rendjére vonatkozé indukcidval.

Tegyiik fel, hogy az éllités teljesiil minden, a G-nél kevesebb csucsot tartalmazo grafra.

Elegend6 megmutatni, hogy y(G) = w(G).

Mivel az S-komponensek perfektek, felhaszndlva az el6z6 allitast:

x(G) =max; x(G;US)=max; w(G;US)=w(G) |

9.5. tétel (Berge 1960, Hajnal és Suranyi 1958). [[[14|] A merev korii grdfok perfektek. [155)]

Bizonyitas: Igazoljunk G rendjére vonatkoz6 indukcidval.

Tegyiik fel, hogy az éllités teljesiil minden, a G-nél kevesebb csucsot tartalmaz6 haromszogezett grafra.
Feltehet6, hogy G 0sszefiiggd, hiszen korabbi allitdsunk szerint mindkét grafparaméteriink a komponen-
sekre vonatkoz6 értékek maximuma.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.
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Legyen S egy minimélis elvdgé halmaz. Tudjuk, hogy az S teljes graf.
Mivel az S-komponensek perfektek az indukcié miatt, az el6z6 kovetkezmény szerint G is az. |

9.6. tétel (Meyniel, 1976). Ha a G irdnyitatlan grdf minden pdratlan kore rendelkezik legaldbb 2 dtléval,
akkor G perfekt grdf.

9.8. allitas (Fulkerson és Gross, 1965). Egy merev korid, n csiicsi grdf legfeljebb n klikkel rendelkezik.
Egyenldség csak az iires grdf esetén dll fenn.

9.9. allitas. Merev korii grdfokra létezik O(|V| + |E|) idejii algoritmus, amely megadja a x(G)-t és G
klikkjeit.

Irdnyitott kormentes grafok csticsaihoz nemcsak az irdnyitdssal kompatibilis linedris rendezés taldl-
hatd, hanem szintezhetSk is a grafok. Az els6 szinten a nyel6k, a mdsodik szinten a csak nyel6khoz
irdnyitott cstcsok, sit. vannak.

Ha vesziink egy tranzitiv irdnyitast, akkor a szintek sorszdmaval torténd szinezés nemcsak jé, hanem a
leghosszabb iranyitott tt (egy forrdsbdl egy nyeldbe) pontjai teljes grafot alkotnak.

Emiatt az egyik szinezés éppen w(G) szinnel tudja kiszinezni a G gréfot.

Az 0sszehasonlitdsi graf tulajdonsdg oroklddik a feszitett részgrafokra, igy ¥(G') = w(G’) teljesil G
minden feszitett részgrafjara is. Tehat G perfekt.

9.7. tétel. A tranzitiven irdnyithato grdfok perfektek.

A perfektgraf-tétel segitségével a fenti, a hires Dilworth tételt eredményezi.
Ugyanis igy tehit egy G tranzitiven irdnyithaté graf komplementere is perfekt, tehat a(G) = k(G).

9.8. tétel (Dilworth, 1950). Legyen (X, <) parcidlisan rendezett halmaz.
A minimdlis linedrisan rendezett részhalmazokra (ldncokra) torténd bontds mérete megegyezik a legna-
gyobb antildnc (nem dsszehasonlithato elemek halmaza) szdmossdgdval.

9.3. Split grafok

9.7. definicié. A G=(V,E) irdnyitatlan grdf split grdf, ha a csiicshalmaza particiondlhato egy teljes és
egy lires részre V=S + K.
A két rész kozotti élekre nincs megkotés. A split grdafokat magyarul hivjuk — mondjuk — hasitott grdfnak.

9.2. megjegyzés. A definicioban szerepld felbontds nem feltétleniil egyértelmii. Egy split grdf komple-
mentere split grdf. A kovetkezdk koziil pontosan egy teljesiil egy split grdfra.
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() 1S] = a(G) és |K| = w(G)
(ii) IS| = a(G) és |K| = w(G) — 1
(iii) IS| = a(G) = 1 és |[K| = w(G)

A hasitott grafok jellemzése. A kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

9.9. tétel.

(i) G split grdf.

(ii) G is és a komplementere is merev kori.

(iii) G nem tartalmaz feszitett részgrdfként 2K,-t, C4-et vagy Cs-0t.

Bizonyitas:

citebp (i) = (ii)

Nem képzelhetd el egy legalabb 4 hosszu feszitett kor egy split grafban.

(i) = (iii)

A 2K, a C4 komplementere.

@@ = )

Vilasszunk ki a G-nek egy legnagyobb olyan K klikkjét, melyre a Gy x legkevesebb élti.

Megmutatjuk, hogy az § = V \ K fiiggetlen csticshalmaza G-nek.

Tegyiik fel, hogy Gs -ben mégis van egy {x, y} él.

A K maximadlis, igy nem lehet sem x sem y szomszédos az 6sszes K-beli csticcsal. Ha egy z pont kivéte-
Iével minden mas K-beli cstics szomszédai lennének, akkor elhagyva a z-t és az x és y cstcsokat K-hoz
véve nagyobb klikket kapnank.

Léteznek tehat u és v csticsok, amelyekre {x, u} ¢ E és {y,v} ¢ E

Mivel G nem tartalmaz Cy-et és 2K,-t, igy az {x, v}, {y, u} élek koziil pontosan az egyik van G-ben.
Legyen ez pl. az ut6bbi.

Valamely tovabbi K-beli w csticsra ha {y, w} ¢ E és {x,w} ¢ E, akkor az {x,y, v, w} csticsok 2K,-t feszite-
nek, ha pedig {y, w} ¢ E de {x,w} € E, akkor {x,y, u, w} cstcsok kifeszitenek egy C4-et.

Tehat y-nak szomszédja minden K \ v csucs, és ha kicseréljiik v-vel, akkor a K’ = K \ {v} U {y} is maxi-
malis klikk.

Mivel S a legkevesebb élt tartalmazta, és x szomszédja y-nak, de nem szomszédja v-nek, igy 1éteznie kell
egy y-tol kiilonbozd ¢ € V \ K csticsnak, amely szomszédos v-vel, de nem szomszédos y-nal.

A t és az x 0ssze van kotve, kiilonben {7, x, y, v} egy 2K>-t feszitene.

Hasonléan t és u is szomszédos, mert masképpen {z, x, y, u} egy Cs-et feszit.

Ezekbdl azonban az kovetkezik, hogy {z, x, y, u, v} egy Cs-0t feszit.

Ellentmondadsra jutottunk, vagyis S fiiggetlen halmaz, tehat G split graf. |

10. A kromatikus polinom

[155]) [211][219} 220] Ha a G egyszeri graf csucsait ki lehet az {1,2,--- , k} szinekkel jol szinezni,
akkor vajon hanyféleképpen?
Ezt csak ugy tudjuk megvdlaszolni, ha eldontjiik mikor tekintiink két szinezést kiillonbozének?
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A tovabbiakban a G csudcsait V = {vy,--- ,v,} szdmozottnak tekintjiik. Két szinezés kiilonb6z8, ha van
olyan cstcs, amely mds szint kap az egyik, mint a masik szinezésnél.

fgy példaul K, szinezéseinek szdma k(k — 1)---(k—n + 1).

A v, kaphat k féle szint. A v, mar csak (k-1) szint kaphat és igy tovadbb, ha a v;-nek mdr van (i-1)
kiilonboz6 szinti szomszédja, akkor (k-i+1) szin koziil valaszthatunk.

Abban az esetben, ha k < n, akkor nincs jé szinezés.

Ekkor a szorzat nullat ad, tehat a fenti formula még ekkor is pontos valasz a szinezések szamara.

George David Birkhoff 1912-ben vezette be a P (k) fiiggvényt a G graf k-szinezéseinek szdmadra.

Vajon mennyire nehéz a fiiggvény kiszamolasa tetszéleges grafra?

100 évvel ezelbtt a 4-szin sejtés nagyon népszerd probléma volt.

Ha sikgrafokra Birkhoff fiiggvényét konnyen ki lehetett volna szdmolni, akkor a négyszinsejtésre is jé
segédeszkozt kaptak volna.

A sejtés ekvivalens formdja lett volna a kovetkezd:

Ha S sikgraf, akkor Ps(4) > 0.

Melyik az az n csucst graf, amelyet k szinnel a legtobb médon lehet kiszinezni?

Melyik az az n csticsu graf, amelyet k szinnel a legkevesebb mddon lehet kiszinezni?

10.1. allitas. Ha G-nek n csiicsa van és nincs éle, akkor Pg(k) = k".
Az n csiicsii titra Pp, (k) = k(k — 1)1,

Ha T n csiicsii fagrdf, akkor Pyp(k) = k(k — 1)"!

Bizonyitas: Az ut els6 pontjat k moédon szinezhetjiik. A kovetkezSt (k-1) médon és igy tovébb.

Fékra azonos a formula! Minden fara!

Teljes indukcidval trividlisnak tekinthetjiik.

n = 1-re k-féle szinnel szinezhetjiik az egyetlen pontot.

Ha feltessziik, hogy n-nél kevesebb csucsu fakra fenndll a képlet, akkor vegyiink az n csicsu T fanak egy
levelét. Toroljiik az 1-fokd cstcsot.

A maradék fat k(k — 1)*=» médon szinezhetjiik.

A levél (k-1) szin koziil kaphat, csak az egyetlen szomszédja szinét nem, igy Pr(k) = k(k — 1)"~". |

Megallapithatjuk, hogy a kombinatorikai jelentése miatt a Pg(k) fiiggvény O-ra biztosan 0-t ad, de az
1,--- ,x(G) — 1 egészekre is 0-t ad, hiszen nem lehet ilyen kevés szinnel a G-t j6l kiszinezni. citeAT97
Minden k nemnegativ egészre egy egész szam lesz a fiiggvény értéke. Vajon milyen tipusu fiiggvény
Pg(k)?

Tudjuk, hogy egy szinezés elképzelhetd tgy is, hogy a csticsokat particionaljuk fiiggetlen halmazokba,
majd ezutin egy-egy részt egy-egy szinnel kiszineziink.

Ez azt jelenti, hogy a k-szinezéseket megkapjuk, ha minden lehetséges particiondlds esetén a fiiggetlen
részeket minden lehetséges moédon mas-mads szindire kiszinezziik. Vildgos, hogy ha mds a particid, mds a
szinezés!

Egy r-részes particio esetén k szinnel k(k — 1) - - - (k — r + 1) médon tudunk szinezni.

Ilyen szorzatokat kell 6sszeadni. Mivel minden ilyen tag egy r-ed fokd polinom, igy az Osszeg is egy
polinomja k-nak.

Egyetlen n részes particié van, tehat egyetlen 6sszeadandé n-ed fokud polinom.

Ez az, amikor mindegyik csucs kiilon részbe keriil. A tag k", igy a Pg(k) kromatikus polinom n-edfoku
és a féegyiitthat6ja 1.
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10.2. allitas. Ha G tobb komponensbél dll, akkor a komponensek kromatikus polinomjainak szorzata
megadja a G kromatikus polinomjdt.

10.3. allitas. Ha egy G grdf rendelkezik elvdgd ponttal, akkor lényegében fiiggetleniil szinezhetjiik a pont
elhagydsdval keletkezd komponenseket. Amikor azonban osszeillessziik 6ket ebben a kozds pontban, akkor
mindegyikiik szdmdra - egy kivételével - ennek a pontnak a szine adott, igy a komponensek kromatikus
polinomjainak szorzatdt el kell osztani a k-nak a komponensek szdma minusz egyedik hatvdnydval. Pl
egy csillagnak van u elvdgé pontja. Az u-komponensek mind egy-egy él. Igy az n csiicsii CS, csillag
= k(k — 1)""'. Mint fdra ugyanezt kaptuk.

(k(k=1)y"!

kromatikus polinomja Pcs, (k) = ==

A fékra konny( volt indukcidval szdmolni, mert egy fanak 1étezik lebontdsa, egy-egy levél egymads
utani torlésével.
PL. egy korre nem 1étezik ilyen.
P Cp (k) =?
Pc, (k) = k(k — 1)(k — 2) ezt tudjuk, hiszen a hdromszog teljes graf is.
Ha dgy kezdenénk szinezni mint egy utat, az m-edik pontndl lennénk bajba, mert neki két szinezett szom-
szédja lenne, igy ha azok eddig azonos szint kaptak volna, akkor most tobb lehetdségiink lenne eggyel,
mint ha nem.
Emiatt kiilonboztessiink meg két esetet.
Szinezziink ki egy P, fat igy, hogy végpontjaik azonos szintiek és tigyis, hogy kiilonb6z8k.
Ha P, és P,, azonos szin(, akkor olyan, mintha egy (m-1) csicsu kort szineztiink volna, ha egyesitjiik a
két végpontot.
Maisrészt ha mas szint kaptak a végpontok, akkor ha egy éllel 6sszekotjiik Sket, akkor j6 szinezését kapjuk
az m hosszu kornek.
Tehat a Pp, (k) = P, _, (k) + Pc, (k) osszefiiggést kapjuk.

m
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Pc, (k) = k(k = 1" = Pc, (k)

Pc, (k) = k(k — 1)* = Pc,(k) = k(k — 1) — k(k — 1)(k = 2) = k(k — 1)(k* = 3k + 3)

Pe,(k) = k(k = 1)* = Pe,(k) = k(k — )* — k(k — (k2 = 3k + 3) = k(k — (k3 — 4k> + 6k — 4) =
k=17 +(1°*k-1)

Pc, (k) = k(k=1)""" = P, (k) = k(k = 1)" " = (k= )"+ (=1)""" (k= 1)) = (k= )" + (=1)"(k— 1)
Ezzel igazoltuk, hogy korokre Pc, (k) = (k— 1)™ + (=1)"(k — 1).
Altalaban is alkalmazhaté a krre megismert médszer.
Ha G-ben az u és v két nem 0sszekotott pont, akkor jelolje G + uv azt a grafot, amit az u és v Osszekoté-
sével kapunk a G-bdl.
Valamint G/uv azt a grafot, amelyet az u és v Osszeolvasztasaval kapunk. Az 4j uv cstcs 1-1 éllel szom-
szédos minden olyan csiccsal, amely szomszédja volt az u és v koziil legalabb az egyiknek.
A kovetkez6 Osszefiiggés igaz:
Pg(k) = Pgyu(k) + PG/uv(k)~
Hasznos a kovetkezd alak is:
Pg(k) = Pg_u(k) - PG/uv(k)~
Itt az {u, v} élt a G tartalmazza és G — uv azt a gréafot jelenti, amit az él elhagydsa utan kapunk.
Ebben az az elényds, hogy a jobboldalon a G-nél kisebb grafok vannak, az egyik pontszdmban, mig a
madsik ugyan pontszdmban egyforma, de az éleinek szdma eggyel kevesebb.
Ez a redukci6 alkalmas arra, hogy barmely graf kromatikus polinomat meghatarozzuk.
Ez mégsem hatékony, hiszen tdl sok részgrafja van egy grafnak, és nem vildgos melyek kromatikus poli-
nomadra lesz sziikségiink.
Hagyjunk el egy élt a 4 cstcst teljes grafbdl. Mi a kromatikus polinomja? Az els6 ekvivalens alakbdl

Pk,_u(k) = Pk, (k) + Pk, (k) = k(k — 1(k = 2)(k — 3) + k(k — 1)(k — 2) = k(k — 1)(k = 2)(k — 2)
A madsodik alapjan

Px,—12(k) = Pg,—12-34(k) = Pp,(k) = Pc,(k) = Pp,(k) = (k= 1"+ (=D)*(k— 1) —k(k = 1)* = (k= 1)((k-
D3+ 1—k(k—1)) = (k- Dk(k —2)?

10.4. feladat. Hatdrozzuk meg a két, egymdst nem metszd dtlot tartalmazo o6tszog kromatikus polinomjdt!

Vajon mit dllapithatunk még meg egy graf kromatikus polinomjardl?

Ki lehet-e - izomorfia erejéig - taldlni a polinombdl, hogy milyen grafhoz tartozik?

Ki lehet-e a polinombdl kovetkeztetni a graf bizonyos tulajdonsagait?

e Vajon mit 4llapithatunk meg egy graf kromatikus polinomjarél még?
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Tudjuk, hogy a polinom foka megegyezik a G csticsainak szdmaval. A féegyiitthat6 1.
Az (n-1) fokd tag egyiitthatéjanak vajon van-e valamilyen jelentése? Amikor kevesebb mint (k-1) részre
particiondljuk a cstcsokat, akkor ezek kiszinezéseinek szdmabol nem adddik hozza semmi az (n-1) fokud
tag egyiitthat6jéhoz.
Az egyesével torténd particiéval a k(k— 1)(k—2)- - - (k—n+ 1) szorzatban a k"~ egyiitthat6ja —@ lesz.
(n-1) fiiggetlen részre gy lehet osztani n csicsot, hogy egy részbe két cstcs keriil, ezek éppen nem
lehetnek szomszédosak.
Tehét annyi (n-1) részre torténd particié van, ahdny nem szomszédos cstcspar. fgy a k(k—1) - - (k—n+2)
tagok szdma éppen ennyi. Osszevonva a két adalékot, éppen az élszdm ellentetjét kapjuk.
Nem lehet egyértelmiien kovetkeztetni a polinombdl a gréfra, pl. mindegyik n-cstcsu fanak ugyanaz a
kromatikus polinomja.

10.5. allitas. [187] Ha Pg(k) = k(k — 1)"~! akkor G egy fa.

Bizonyitas: A polinom n-edfok, igy G n cstcsi. A masodik egyiitthaté —(n — 1), tehat G (n-1) éld. Ha
nem fa lenne, akkor tobb komponensbdl dllna.
Mivel 0 szinnel O féleképpen lehet kiszinezni egy grafot, igy barmely graf kromatikus polinomja oszthaté

k-val. A komponensek kromatikus polinomjainak szorzata adja a G kromatikus polinomjat, azonban az
nem oszthat6 k*-tel. Tehét G fa. [ |

10.6. allitas. Ha G-nek van éle, akkor Pg(k) egyiitthatdinak osszege zérus.

Bizonyitas: Ha van éle, 1 szinnel nem lehet kiszinezni, tehat Pg(1) = 0. |
10.7. allitas. Pg (k) egyiitthatdinak alterndl az eldjele.

Bizonyitas: Az n csucsu grafokra az éleinek m szamara vonatkozé indukcidval bizonyitunk.

Az iires grafokra k" valéban ilyen. Tegyiik fel, hogy a G n cstcst és m éld, valamint a kisebb grafokra
feltessziik az allitast. Alkalmazzuk a redukciés formulat!

Pg(k) = Pg_u(k) — PG/uv(k)~

Tudjuk, hogy G — uv-re és G/uv-raigaz! A G — uv féegyiitthatdja 1, az (n-1)-edik hatvanyé negativ, majd
igy alternélva jonnek az el6jelek.

A Gj/uv viszont csak (n-1) cstcsu, igy a foegyiitthaté itt az (n-1)-edik foku taghoz tartozik, majd igy
tovabb valtakozva. Ha tehdt kivonjuk &ket egymdsboél, akkor a G-uv féegyiitthatéja megmarad, majd
késdbb a negativbdl vonunk ki egy nemnegativat, €s a nemnegativhoz adunk hozza egy nemnegativat.
Tehat az egyiitthatok elGjele valtakozni fog. |

10.8. allitas. Ha G dsszefiiggd, akkor a Pg(k) egyiitthatéinak abszoliitértékei - a magasabb foki tagtol
az alacsonyabb felé haladva - nének az | 5 + 1| kitevdig.
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Bizonyitas: Az allitds igaz a fakra. Alkalmazzunk indukcidt az élek szamara. Ha az 6sszefiiggs grafnak
tobb éle van, akkor kereshetiink egy kort, ennek egy éle legyen e. Alkalmazzuk a redukcids eljarast!
Pg(k) = Pg_(k) — PG/uv(k)'

Ha az el6z6 bizonyitasra gondolunk most is készen vagyunk, hiszen az 1j egyiitthatok abszolut értékei
a két masik polinom megfeleld egyiitthatéinak abszolut értékeinek 0sszegeként adédnak. Az el6bbi két

kisebb Osszege, a kovetkezd két nagyobb Gsszege. |

10.1. kovetkezmény. Ha a G n csiicsi dsszefiiggd grdf, akkor a Pg(k)-ban az i-edik hatvdny egyiitthatd-
jdnak abszoliitértéke legaldbb ('-}).

2 _ 2

Bizonyitas: Mar az n csucsu fara is igaz az éllitas, az el6z8 bizonyitds alapjan ez minden él hozzavéte-
1ével csak nd. u

A kromatikus polinom néhény tulajdonsédga:

A Pg(k) foka a G rendje.

A f6egyiitthato 1.

A k""" egyiitthatéja -m (m a G éleinek szdma).

A szabad tag 0.

Az egyiitthatok valtakoz6 eldjeltiek.

A G 6sszefiiggd, akkor Pg (k) < k(k — 1)*~! minden pozitiv k-ra.

10.1. A Ps(k) gyokeirol

A kovetkezd felsorolt tulajdonsdgok bar igazak, de nem jellemzik a kromatikus polinomot.[32]

e Pg(k)-nak a 0 gyoke.
e Nincs negativ gyoke.

e Ha egy gyok raciondlis, akkor egész.
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o A raciondlis (egész) gyokok a 0,1, -+, ¥(G) — 1 szamok koziil keriilhetnek ki.
10.1. tétel. Nincs egynél kisebb pozitiv gyok.

Bizonyitas:  Tobbet latunk be. Ha 0 < x < 1 és n paros, akkor Pg(x) < 0, ha n paratlan, akkor
Pg(x) > 0. Feltehetjiik, hogy G 0sszefiiggd. Fakra igaz az erSsebb allitds. Ha egy kor élét elhagyjuk,
akkor a redukciés Osszefiiggésben a kiilonbség eldjele az indukcios feltevés miatt valéban az n paritasatol
fugg. |

Emlékezziink arra, a merev kord grafoknak van perfekt elimindcids sémdja. Fel lehet Sket épiteni oly
madon, hogy az tj cstics mindig pontosan egy teljes részgraf 0sszes cstucsdhoz fog illeszkedni. Masrészt
ha ez igy van, akkor a merevkor( grafok kromatikus polinomjét ennek alapjan el tudjuk képzelni. Tudni
fogjuk milyen alaku lesz. Ha az épitésben gondolkodunk, akkor az 1j csticsot biztosan éppen annyi szinnel
nem szinezhetjiik, ahdny elemi az a teljes graf amelyhez illeszkedik.

n
10.2. tétel. Ha G merev kirii grdf, akkor Pg(k) = ﬂ(k— ¢;), ahol a nemnegativ c; szdmok rendre a teljes
i=1
grdfok méretét jelentik. Tehdt a merev korii grdfok kromatikus polinomjainak nemnegativ egész gyokei
vannak.
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Van-e olyan, csak egész gyokokkel rendelkezd Pg(k), melyre a G nem merev korti graf?

Ez a7 csticsu gréf ilyen!

Pr(k) = k(k — 1)(k — 2)(k — 3 (k — 4).

R. C. Read péld4ja a legkisebb, csak egész gyokti kromatikus polinommal rendelkez6 nem merev korti

graf.

Kutatési problémadknak tekinthetjiink az aldbbiakhoz hasonld kérdéseket.

11.

Hatarozzuk meg a négyzetracs, haromszogracs, hatszogracs - mint grafosztily - egy részének kro-
matikus polinomjat!

Osztalyozzuk - kis n-re - az egyszerdi grafokat a kromatikus polinom szerint. Vajon adott n-re
melyik polinomhoz tartozik a legtobb nem izomorf n cstcsd graf?

Ha G 3-szorosan 6sszefiiggd és nem paros graf, akkor nincs gyoke az (1, 2) intervallumban. (Jack-
son sejtése, 1993)

Elek szinezése

Egy G graf két éle szomszédos, ha van kozos csicsuk.
G éleit k-szinezhetének mondjuk, ha 1étezik a G éleinek cimkézése az 1,--- , k szdmokkal oly médon,
hogy szomszédos élek kiilonbozd szamot kapnak.
Egy ilyen j6 cimkézést k-szinezésnek, vagy jo k-szinezésnek mondunk. A csicsok szinezésénél a G eset-
leges parhuzamos éleinek nem volt szerepe, hiszen két cstcs kiilonboz6 szint kellett, hogy kapjon akkor
is ha csak egy él kototte Gssze Sket.

Az élek szinezését vizsgdlva éltalaban nem kotjiik ki G-r6l, hogy egyszerti graf, azonban a hurokélt
nem engedjiilk meg.
Ha u és v csticsok kozott p él fut, akkor ezeket mind mas-mds szinfire kell szinezniink.
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11.1. A kromatikus index

11.1. definicié. [221]] Azt a legkisebb nemnegativ egész k szdmot, amelyre G élei k-szinezhetk x'(G)-vel
Jjeloljiik és élkromatikus szdmnak, vagy kromatikus indexnek nevezziik.

11.1. allitas. AG) < y'(G)

A szinosztilyok a G éleinek fiiggetlen halmazai.

Egy szinosztdly a G-ben egy parositas.

Az élszinezés a G éleinek particiondldsa parositdsokra.
Jelolje o’ (G) a legnagyobb G-beli parositas méretét.

11.2. allitds. o'(G) < .

11.3. allitas. Ha G-nek van m > 1 éle, akkor x'(G) > % Sfenndll.

Altalanosan, parhuzamos élekre is gondoljunk.

11.4. allitas.

o Az iires grdf kromatikus indexe nulla.
o ' (P,) =2, egy it éleit alterndlva szinezhetjiik.

e \'(C,) =2, ha t pdros,
X' (Cy) =3, ha t pdratlan.

o 2

e V'(T) = 2, hiszen indukcioval a T csiicsszdmdra konnyil beldtni, hogy egy levél pontot bekitd él
szinezését a A(T) szin valamelyikével megtehetjiik.

11.5. allitas.

Egy pdros grdf élgrdfja perfekt.
Ha G egy kétrészes multigrdf, akkor ' (G) = A(G) fenndll.

Bizonyitas: Az iires gréfra teljesiil. Bizonyitsunk az élszimra vonatkozé teljes indukcidval.

Tegyiik fel, hogy G egy e = {u, v} élét elhagyva G \ e A = A(G) szinnel élszinezhetd.

Jelolje S, S, az u és v cstcsokhoz illeszkedd élekhez még fel nem hasznalt szinek halmazat.

Nyilvan S, és S, nem iiresek, valamint ha metszetiik nem lenne iires, bel6liik barmely alkalmas lenne e
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kiszinezésére.

Feltehetd tehat, hogy a metszetiik iires. Szemeljiink ki egy-egy szint, S ,-bdl a pirosat, S ,-bdl a zoldet.
Tekintsiik a H,(p, z) részgrafot, amely 4ll az u-bdl és a belSle piros vagy zold éleken haladva elérhetd
csticsokbol és élekbdl a G \ e grafban.

Ha ebben a v is benne lenne, akkor egy u-bdl v-be vezet alterndlé piros - zold utat az e éllel kiegészitve
paratlan kort kapnank a kétrészes G-ben. Tehat v nincs H,(p, z)-ben.

Most cseréljiik fel a szineket H,(p, z)-ben!

Ezutdn az e élt kiszinezhetjiik pirossal!

Elegenddnek bizonyult a A(G) szin. |

11.1. kovetkezmény. Konig tétele[84) 185|180l x'(K,m) = max{n, m} fenndll.

11.1. példa. Szigorii vizsgdztatds![4|] Egy szemeszter végén ha egy tandr k tdrgyat tanitott egy hallgato-
nak, akkor k szobeli vizsgdn kell résztvennie, amelyek egyenként t ordsak.

Hatdrozzuk meg a tanszék minimdlis, vizsgdkra forditando idejét!

Legyen G(H, T, E) egy pdros grdf, amely leirja a szitudciot!

H a hallgatok, T a tandrok halmaza. Kosstink ossze egy hallgatot k éllel egy tandrral, ha ndla k kurzusa
van.

X' (G) = A(G) a legkevesebb vizsgaalkalom, amennyire biztosan sziikség van.

Igy ha t-vel szorzunk, megkapjuk a teljes idét.

12. Vizing tétele, 1964

12.1. tétel. [224)[226|225] 1227, 228|] Egy G egyszerii grdf kromatikus indexe vagy a maximdlis fokszdm
vagy eggyel tobb.
AG) <X (G) S AG)+ 1

Bizonyitas: Elegend? a felsS korlatot igazolni.

Ha az allitas nem lenne igaz, akkor 1étezne minimaélis ellenpélda, vagyis olyan G egyszer( graf, amelyre
X' (G) > A(G) + 1 teljesiil, de barmely e élre y'(G \ e) < A(G \ ¢) + 1 all fenn.

Jelolje roviden A = A(G) a maximdlis fokszamot és legyen e = {u, v} egy rogzitett él, H = G \ e.
Tegyiik fel, hogy H szinezése a A + 1 nagysdgu S szinhalmazbdl megtortént.

Valamely csticsndl hidnyz6 szinnek mondjuk az s szint, ha ebben a szinezésben neki nincs s szind illesz-
ked? éle.

Mivel tobb szin van S-ben mint a maximadlis fok, {gy minden csticshoz tartozik egy vagy tobb hidnyzé
szin S-bol.

Ha lenne u-nak és v-nek k6zos hidnyzé szine, akkor az e-t ezzel kiszinezhetnénk.

Tegyiik fel tehat, hogy nincs kozos hidnyzo sziniik. Ekkor probdljunk gy dtszinezni, hogy az u-nak egy
masik w szomszédjaval legyen kozos hidnyz6 szine.

Igy kapnank ellentmondast!

Induljunk tehat az e; = {u, v} €é1bol és tegyiik fel, hogy H = G \ e; egy S szinezésében kozos hidnyzo
sziniik nincs, de pl. s hidnyzik u-ndl, #; hidnyzik v;-nél.
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Ekkor az e, = {u, v,} él lesz a t; szinii u-nal.

Hogy ne legyiink készen, v,-nél a #, lesz a hidnyz6 szin és hasonldan definidlhatjuk rendre a vy, vp, - -+, v;
pontsorozatot, amelyek az u szomszédai, valamint egy t;, 1, - - - , t; szinsorozatot, melyre #; hidnyzik a v;-
nél és az e; u-t és v;-t koti Ossze, a szine pedig ;.

Legfeljebb egy f; szinii él van, amely az u-hoz vagy a v-hez illeszkedik.

Hav ¢ {vi, vy, -+ ,v;}, akkor legyen v = v;;1, és a hidnyz6 szin legyen 7, .

Ezek a sorozatok legfeljebb A hosszuak.

Legyenek vy és #; az utolsé elemiik.

Az egyik oka lehet annak, hogy a sorozat megéllt, hogy nincs u-nak olyan dj szomszédja amelynek szin-
tén van f;, szind illeszkedd éle.

Szinezziik 4t az éleket, kapjon az ¢;, t; szint (i = 1,2,--- , k).

Ekkor a G-t is ki tudtuk szinezni A szinnel.

A masik ok, amiért elakadhatunk a sorozat folytatdsdban az az, hogy valamely j < k értékre a v; hidnyz6
ti szine megegyezik t;_i-vel, az u-t és v;-t 6sszekotd ey szinével.

Ebben az esetben a j eldtti i-kre szinezziik 4t e;-t ¢; szintire.

Az {u,v;} él szinét toroljiik, a v; hidnyz6 szine legyen legyen #;_ = #.

A tovibbi élekkel mér ne torédjiink. Igy tehat minden G-beli él ki lesz szinezve, kivéve e -1 = {u, vj}-t.
A tovédbbiakban hozzdjutunk egy olyan atszinezéshez, amelyben lesz olyan szin, amely hidnyz6 az u-ndl
is és a v;-nél is.

Tekintsiik a G(s, #;) részgrafot, amelyet a s-szin(i és a #; szinii élek és a végpontjaik alkotnak. A részgraf
minden komponense vagy ut, vagy kor.

Az s az u-ndl hidnyzo, a #; pedig a v; €s a v;-ndl.

A harom emlitett cstics foka a részgrafban legfeljebb 1.

Emiatt ez a hdrom cstics nem lehet a G(s, ;) részgraf egy komponensében.

Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset

Az u és v; csticsok kiilonb6z6 komponensben vannak.
Az v -t tartalmaz6 komponensben cseréljiik fel az s €s a #; szineket! Ekkor az s hidnyzo lesz a v;-nél.
Mivel az s szin az u-ndl is hidnyzd, igy j6 lesz az e;_;-t s-sel kiszinezni.

2. eset

Az u és vy csucsok kiilonboz6 komponensben vannak.

Viltoztassuk meg az {u, v;} él szinét ¢;-re, minden k-ndl kisebb i esetén!

Az éatszinezés nem hat ki G(s, t;)-ra.

Most az egyetlen szinezetlen é1 G-ben az {u, v;}.

Mint az el6bb, cseréljitk meg az élek szinét a vy-t tartalmazé komponensben!

Ekkor az s hidnyz6 szine lesz a v;-nak.

s-sel kiszinezhetjiik az {u, v;} éIt.

Ezzel ellentmonddsra jutottunk, a G kiszinezhetd A szinnel. [ |

A maximalis fokszdm, vagy a kovetkez6 szam egy egyszer( graf kromatikus indexe.
Ez két osztalyba sorolja az egyszeri grafokat.
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A péros korok élei kiszinezhetSk 2 szinnel, de a paratlan korok csak 3-mal!
A péros rend( teljes grafok élei kiszinezhetSk a maximalis fokszdmnyi szinnel.
A pératlan rendd teljes grafok élei kiszinezéséhez eggyel tobb szin sziikséges, mint a maximadlis fokszdm.

12.1. Tornak szervezése

12.1. allitas. Ha G (2n + 1)-rendd, A-reguldris grdf, akkor x'(G) = A + 1 teljesiil.

Egy szinosztdlyba nem eshet n-nél tobb él!

A kormérkézéses versenyeket gy probaljak lebonyolitani, hogy minél kevesebb fordul6 alatt elérjék,
hogy mindenki jatsszon mindenkivel egy mérk&zést.

Ahhoz, hogy a Vizing-tétel erejével kapott minimadlis fordulé szdmot el tudjdk érni, a parokba 4llitast meg
kell szervezni.

12.2. feladat. Adjuk meg a teljes grdfok élhalmazdnak pdrositdsokra bontdsdt 1igy, hogy a lehetd legke-
vesebb pdrositdsbol dlljon!

12.3. feladat. A kollégiumban oten szeretnek teniszezni.

A kieséses bajnoksdgot hamar elvetették.

Egy jo versenyforma a pdros jdték.

Bdrmely két jdatékos mint pdr egy meccset jatszik barmely mdsik két jdtékosbol dsszedllitott pdrral (dssze-
sen 15 meccsre keriil sor).

Egyik pdr sem akar egy napon egynél tobb meccset lejdtszani.

Legaldbb hdny nap kell a lebonyolitdshoz?

Adjunk is meg egy menetrendet a meccsek lejdtszdsdra!

Py

12.4. feladat. Az eldzd tenisztorna lejdtszdsdahoz legaldbb hdny nap kell, ha senki nem akar egy napon
egynél tobb meccset lejdtszani?

12.5. feladat. Az ulti nevii népszerii magyar kdrtyajdtékot n hallgato kedveli a kollégiumban.

Egyszerre hdrom 6 jdtszhat a jdték szabdlyai szerint.

Abbol lehet igazsdgos egyéni eredményt hirdetni, ha bdrmely 3 jdtékos jdtszik egyiitt azonos idétartamban
(pl. egy ordt).

Hdny nap alatt lehet lebonyolitani az egész torndt, ha egy napon mindenki legfeljebb k ordban képes
Jdtszani a vizsgdkra késziilés miatt?

Ki tud nagyobb (n,k) mdtrixot kitolteni?

12.6. feladat. Ha G 3-reguldris, hidmentes és 3-szinezhetd grdf, akkor egy jo élszinezés esetén bdarmely
vdgdsban a hdrom kiilonbozd szinben megjelend élek szdmdnak paritdsa megegyezik egymdssal.
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12.2. Melyik osztalyba?

12.7. feladat. Ha egy 3 reguldris G grdf nem kétszeresen élosszefiiggd, akkor x'(G) = 4.

12.8. allitas. Ha a G grdfnak m éle van és m > A(G)@'(G), akkor x'(G) = A(G) + 1.

Bizonyitas: Kordbban megjegyeztiik, hogy trividlisan teljesiil, hogy a maximalis parositds méretének

és az élszinezés osztilyai szimanak szorzata legaldbb az élek szama, azaz y'(G) > % . Tehat

) m AG)' (G)
e e S L

vagyis ¥’ (G) = A(G) + 1. |
Tehat, ha egy grafnak bizonyos értelemben til sok éle van, akkor a Vizing-tétel szerinti 2. osztilyba
tartozik.

12.1. definicié. Az n csiicsi, m élii G grdf telitett, ham > | 4| A(G).
12.9. allitas. Ha n pdros, akkor G nem lehet telitett.
12.10. allitas. Minden telitett grdf a 2. osztdlyban van.

12.2. definicio. Az n csiicsi, m élii G grdf n’(pdratlan) csiicsi, m’ élii H részgrdfja telitett, ha m’ >
|4 ]A©G) = AG) 5

12.11. allitas. Ha H a G telitett részgrdfja, akkor A(H) = A(G) fenndll, tehdt a H onmagdban is telitett,
vagyis H a 2. osztdalyban van..

12.12. allitas. Ha H a G egy telitett részgrdfja, akkor G a 2. osztdlyban van.

Az dllitas nyilvanvalo, hiszen a kromatikus index monoton paraméter, a H a 2. osztdlyban van és A(H) =
A(G).

Egyrészt a fenti 4llitds miatt egy részgraf telitettsége miatt maga a graf is a 2. osztdlyban van.

Masrészt nyilvan léteznek olyan grafok, amelyeknek nincs valddi telitett részgrafja.

Azonban vannak olyan grafok is, amelyek a 2. osztdlyban vannak, de nincs telitett részgrafjuk.

Ilyen pl. a Petersen-graf, hiszen paros rendd.

Az alébbi telitettségi sejtést Amanda G. Chetwynd és Anthony J. W. Hilton fogalmazta meg.
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12.13. sejtés. Legyen G maximdlis foka nagyobb, mint a csicsszam harmada. Ekkor G pontosan akkor
tartozik a 2. osztdlyba, ha G-nek van telitett részgrdfja.

Ha a Petersen-grafbdl torliink egy cstcsot, még akkor is a 2. osztdlyban marad, nem tartalmaz telitett
részgrafot, és 9 csucsu, 3 maximadlis fokszamu. Tehat a sejtés hasonlé alakban nem erdsithetd.
Szorosan kapcsolddik a telitettségi sejtés az 1-faktor sejtéshez.

12.14. sejtés. Ha G n (pdros) rendii, A reguldris és A > 5 , akkor G élhalmazt fel lehet bontani A teljes
pdrositds diszjunkt unidjdra. (x'(G) = A(G))

12.2. tétel. A telitettségi sejtésbdl kovetkezne az 1-faktor sejtés.

13. Elszinezés altalanositasok

Adott G grif és egy f fiiggvény, amely G csucsaihoz pozitiv egészeket rendel.

13.1. definicié. /4] A G f-szinezésének neveziink az éleinek egy olyan szinezését amelyre teljesiil, hogy
minden v € V(G) csiicshoz legfeljebb f(v) szdmii egyszinii él illeszkedik.

Azt a legkisebb k szdmot, amelyre létezik G-nek f-szinezése k szinnel a G f-kromatikus indexének nevezziik,
jelolése X}(G).

Ha az f minden csiicshoz egyet rendel, akkor a hagyomanyos élszinezésrél van szo.

A Vizing-tételhez hasonlé tételek igazak )(’f(G)-re is. Jelolje

[
@)= 0%, ﬂf(v)”

a maximalis fokszam altalanositasat.

13.1.lemma. Legyen G egyszerii grdf. Ekkor a G f-kromatikus szdmdra fenndll a

) dw) + 1
6 2i66) < mps {475

}SAf(G)+1

egyenldtlenség.

A G egyszer( grafokat most is két osztélyba lehet sorolni, Cr1-be, ha X}.(G) = A¢(G), valamint C2-be,
ha)(}(G) =Ar(G)+ 1.
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13.1. tétel (Hakimi és Kariv, 1986). (03] Ha G pdros grdf, akkor x'(G) = A¢(G).

13.2. tétel (Hakimi és Kariv, 1986). Ha G egy egyszerii grdf és az f fiiggvény minden csiicshoz pdros
szdmot rendel, akkor G a Cy1-be tartozik.

Legyen
d(v)
Wo(G) = {v A(G)=—=,vE V(G)}
T )
azon csticsok halmaza, amelyeknél a A¢(G) definicidjdban az egyenl6ség adddik. A definidlt halmaz iires,
ha a hanyadosok koziil a maximalis nem egész szam.

Jelolie dy(v) = 42 a v csiics f-ardnyit.

13.3. tétel (Zhang és Liu, 2005). A G egyszerii grdfra Vo(G) = 0 akkor és csak akkor, ha G € Cyl.
13.2. definicié. A V(G) csiicshalmaz dltal feszitett G, részgrdfot a G f-magjdnak nevezziik.

13.4. tétel (Zhang és Liu, 2006). A G egyszerii grdf a Cy1 osztdlyba tartozik, ha G, egy erdd.

13.3. definicié. A G grdfot Ar(G)-meghdmozhatonak nevezziik, ha a G Jsszes u csiicsdt egymds utdn
levdghatjuk 1igy, hogy amikor az u levdgdsa torténik legfeljebb egy szomszédja marad, amelynek az f-
ardnya Ay(G).

13.5. tétel (Zhang és Liw). Ha a G egyszeri grdf A ((G)-meghdmozhatd, akkor a Cr1 osztdlyba tartozik.

Ha a G gréf f-magja erdd, akkor G A(G)-meghdmozhatd, mivel a Vo(G) csticsait egyesével levdghat-
juk, minden lépésben levél pontot valasztva, annak legfeljebb egy szomszédja marad G,,-ben.
Tobb is igaz, nem csak a fa-magu grafok meghdmozhatok.

13.1. példa. A 10 csiicsi G példdhoz az elsé 5 csiicsra f(v;) = 1, a kovetkezd 5 csiicsra f(v;) = 2.

Igy Ay(G) = 3.

Vo(G) = {v1,v3,Vv4, V5, V7,8, Vol

A @ dbrdn ldthato G grdf As(G)-meghdmozhatd, ugyanis a csiicsokat sorszdm szerint eltdvolithatjuk!

Mi mondhaté a teljes grafra?

13.6. tétel (Zhang és Liu, 2005). Ha a K, teljes grdf minden v csiicsdra f(v) = k és k|(n — 1), akkor K,
a Cy2 osztdlyba tartozik, egyébként a Crl osztdlyba.
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11. dbra. Egy meghdmozhat6 graf.

Mit mondhatunk a reguldris grafokra?

13.7. tétel (Zhang, Wang és Liu). A A(G)-reguldris G grdf az elsd osztdlyban van, ha f,;, pdros szdam,
vagy nem osztoja A(G)-nak ( fuin a legkisebb érték, amit az f egy csiicshoz rendelt).

13.8. tétel (Zhang, Wang és Liu). A G A(G) = 2n + 1-reguldris grdf és az f minden csiicshoz a (2s + 1)
pdratlan szdamot rendeli. Ha (2s + 1)|A(G), akkor G a mdsodik osztdlyban van.

13.9. tétel (Zhang, Wang és Liu). Legyen G n rendii, A-reguldris, nem teljes grdf. Egyetlen w csiicsban
fOW) > finin. G pontosan akkor van Cyl-ben, ha G \ w is.

13.10. tétel (Zhang, Wang és Liu). Legyen G pdros rendii, nem teljes, A-reguldris grdf. Az f fiiggvény
minden csiicshoz ugyanazt rendeli. Ekkor G pontosan akkor tartozik Cr1-be, ha bdrmely csiicsdt torolve
is az elsd osztdlyba tartozik.

1. probléma. Taldljunk a fentiekhez hasonlé dllitast A-reguldris grdfokra, amikor f,|A és fin pdratlan!
2. probléma. Mely grdfosztdlyok tartoznak a Cy1 osztdlyba bdarmely pozitiv egész f fiiggvényre?

3. probléma. Adjunk sziikséges és elégséges feltételeket arra, vajon mely G egyszerii grdf tartozik Cy1-be
és Cy2-be
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14. Multigrafok élszinezései

[155] Az élszinezési problémdk vizsgdlatdnak egyik gyakorlati motivacidja a szamitégépek kozotti
szovegek atkiildésének problémadja.
Tegyiik fel ugyanis, hogy a v szamit6gépnek f(v) kommunikéciés portja van.
Béarmely komputer-parhoz adott, hany fajlt kell a gépek kozott atkiildeni. A feladat az atkiildések titeme-
zése. Célunk a leggyorsabb teljes dllomanycsere.
Feltéve, hogy mindegyik fjl azonos hosszi (az atkiildések azonos ideig tartanak) éppen az f-szinezés a
megfeleld modell.
A G multigraf csucsai legyenek a halézat aktiv pontjai, a szdmitogépek.
Mindegyik fajlnak feleljen meg egy €l a két gép kozott. Az id6t mérjiik egy fajl atkiildési idejében, legyen
ez az egység.
Az éleket - vagyis a fajlokat - szinezziik meg az egységnyi id6intervallumokkal. Mindegyik azt a szint
kapja, amikor atkiildjiik. Egy v gép egyszerre - egy szinben - legfeljebb f(v) f4jlt kiildhet, illetve fogadhat.
Az f-szinezé€si problémaban minimélis szdmu szin felhaszndldsét szeretnénk.
Ez megfelel az atkiildés 6sszes ideje minimalizaldsanak.

A szovegek tovabbitdsdnak problémadja természetes mddon dltalanosabbad valik, ha figyelembe vessziik
a kommunikdcids csatorndk kapacitdsat is.
Adott egy G multigraf és egy f fiiggvény, amely G csticsaihoz pozitiv egészeket rendel, valamint adott
egy g fliggvény, amely mindegyik csticsparhoz egy-egy pozitiv egészet rendel.

14.1. definicié. [[I71]] A G multigrdf olyan f-szinezését, amelyben be kell tartanunk azt is, hogy gép pd-
rok kozott g(uv) feliilrél korldtozza az u és v csiicsok kozotti E(uv) pdrhuzamos élhalmazban eléfordulo
azonosan szinezett élek szamdt, fg-szinezésnek nevezziik.

Azt a legkisebb szdmot, amennyi szin elegendd a G multigrdf fg-szinezéséhez a G fg-kromatikus indexének
nevezziik és )(}, g(G) -vel jeloljiik.

14.1. tétel (Vizing, Gupta). Minden nemiires multigrdfra

X' (G) < max, yev@{d(w + pow))},
ahol p(vw) a pdrhuzamos élek szdma a két csiics kozott.

14.2. tétel (Shannon). [/93] A G multigrdfra x'(G) < &.

Egy H multigrafban nyilvdnvaléan legfeljeb
élt tartalmazhat egy pérositas, tehat ez egy szinosztily méretének is felsé korlatja.
Legyen

b 52

|E(H)|

7 e [

= max
HCG,|V(H)|23

Nyilvanvaléan I(G) < x'(G)
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14.3. tétel (Nishizeki, T., Kashiwagi, K., 1990). x'(G) < max {I(G), | 45" |}

14.1. sejtés (Goldberg sejtése). Minden 5 < k pdratlan egészre fenndll a

kA(G) + (k- S)J}

x'(G) < max {Z(G), { |

felsd becslés.
14.2. sejtés (Goldberg és Seymour sejtése). y'(G) < max{l/(G), A(G) + 1}.
f-szinezésre a korabbi, egyszeri grafokra vonatkozé éllitdshoz hasonl6 igaz.

14.4. tétel (Hakimi és Kariv ). Minden G multigrdfra

dv) + p(vw)}

Xy(G) < Ve (G) { f)

teljesiil.

Visszakapunk egy masik kordbbi allitast, ha az f fliggvény azonosan 1. Legyen

|E(H)|

lf(G) - [Z\-ev(g) f(V)J

ma
HCG|V(H)|>3

14.5. tétel (Nakano, S., Nishizeki, T., Saito, N.). x,(G) < max {/;(G), | 2222 ).

14.6. tétel (Nakano, S., Nishizeki, T.). x/,(G) < | 49|,

ahol
Afo(G) = max{A¢(G), Ay(G)}, valamint

_ av |
Ar(G) = max { f(v)w $ 8

p(VW)w _

Ag(G) - vvf/lelleflg(G) ’rg(VW)
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15. g-éllefedé szinezés

2~ oz

A G éleinek szinezésekor irjuk eld, hogy minden v csiicsndl mindegyik szinli é1bdl legaldbb g(v)
legyen. Specidlisan, ha g(v) = 1 minden cstcsra, akkor éllefedd szinezésrdl beszéliink. Ellentétben az
eddigi szinezési problémakkal itt kevesebb szinnel konnyebb teljesiteni a feltételt.

15.1. definicid. Jelolje x,.(G) azt a legnagyobb k szdmot, melyre létezik a G-nek g-éllefedd szinezése k
szinnel. Ha a g fiiggvény azonosan 1 a csiicsokra, akkor x.(G) jelenti az éllefedd szinezési szdmot.

Vezessiik be a u(v) = max{p(uv) : u € V(G)} jelolést és legyen u(G) = max{u(v) : v € V(G)}, ahol p(uv)
az u és v csicsok kozotti parhuzamos élek szamat jeloli.

15.1. tétel (Gupta, 1974). Minden G multigrdfra
min{d(v) — u(v) : v € V(G)} < x.(G) < 6(G).

Legyen 6,(G) = min“‘;‘;((v;)J (VE V(G)}.

Egy adott C élszinezésre legyen E(7) az i szint kapott élek halmaza.
Jelolje ic(v) a C szinezésnél a v-hez illeszked®d i szind élek szamat.

15.2. tétel (Song és Liu, 2005). Legyen G pdros grdf. Ekkor x,.(G) = 64(G). Tovdbbd, ha x,(G) = k >
2, akkor létezik olyan g-éllefedd C szinezése G-nek, melyre ||E(i)| — |[E()I| < 1, bdrmely i, j € {1,--- ,k}
esetén, valamint teljesiil még az lic(v) — je(v)| < 1 is minden v € V(G) cstics és i, j € {1,--- ,k} esetén.

15.3. tétel (Song és Liu, 2005). Legyen G tetszdleges grdf. Ha g(v) pozitiv pdros szdm minden csiicsra,
akkor x4.(G) = 64(G) teljesiil.

15.4. tétel (Song és Liu, 2005). Legyen G tetszdleges grdf. Ha az 1 < g(v) < d(v) feltétel minden csiicsra

o , ) d) — u(v)
teljesiil, akkor x,.(G) = Jan, {{WJ} :

dv) -1
Vezessiik be a kovetkezd jeldlést: 6,(G) = min ﬂ ) J} )
veV(G) g(\;)

15.5. tétel (Xu és Liu, 2008). Legyen G tetszdleges grdf. Ha az 1 < g(v) < d(v) feltétel minden csiicsra
teljesiil és 1 < 6,(G) < 4 is fenndll, akkor

X4e(G) 2 5,(G).
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Szokds egy grafot gc1 osztalyban lévonek mondani, ha teljesiil rd a x,.(G) = 6,(G) egyenlSség, egyébként
pedig gc2 osztalyunak.
Egy G egyszer( gréfot gc-kritikusnak mondunk, ha a G a gc2 osztdlyban van €s x,.(G + €) > x;.(G)

minden uj élre.
4. probléma. Jellemezziik azokat a G grdfokat, amelyek a gcl osztdlyban vannak!
5. probléma. Milyen tulajdonsdgaik vannak a gc-kritikus grdfoknak?

15.2. definicié. Egy G grdfnak a (g,f)-szinezése egy olyan élszinezése, amelyre teljesiil, hogy minden v
csticsndl, minden szinii élbol eldfordul legaldbb g(v), de legfeljebb f(v). Jelolje X; f(G) azt a legkisebb k
szdmot, melyre létezik G-nek (g,f)-szinezése k szinnel.

)(;, f(G)-t a G (g.f)-kromatikus indexének nevezziik.

Azt a legnagyobb k szdmot, melyre létezik G-nek (g,f)-szinezése k szinnel, ?g (G)-vel jeldljiik és a G felsé

(g.f)-kromatikus indexének nevezziik.

15.3. definicid. [[104] A G egy H részgrdfjdt a G (g.f)-faktordnak nevezziik, ha |V(H)| = |V(G)| és g(v) <
dy(v) < f(v) minden v csiicsra teljestil.

Ha a G maga is egy (g,f)-faktora onmagdnak, akkor a G-t (g,f)-grdfnak hivjuk.

Legyen A;(G) = max {(%-‘ 1VE V(G)}.

A G grdf egy (g.f)-faktorizdcioja az éleknek egy olyan F,,...,F, particidja, melyre mindegyik F; egy

(g.f)-faktor.

Egy G-nek pontosan akkor van (g,f)-szinezése, ha az éleinek van (g,f) particidja.

15.6. tétel (Xu és Liu, 2008). Legyen a G egy grdf, g és f nemnegativ egész értékii fiiggvények a csiicso-
kon és g(v) < f(v) minden csticsra.
Ha G-nek létezik (g,f) szinezése, akkor

XH(G) < X /(G) < X' () < X (G)

d 1
15.7. tétel (Xu és Liu, 2008). Legyen G egyszerii grdf. Tegyiik fel, hogy X}(G) = max) H W)+ }},

veV(G f
X}o(G) = min € V(G) {V(V) _ IJ} és
v 8v)

X4(G) = X (G) teljesiil.
Ekkor van a G-nek (g,f)-szinezése és

X (G) = X} (G), valamint y ,/(G) = x}.(G).

15.4. definicié. A G grdf k szinnel torténd C élszinezése kiegyensiilyozott, ha lic(v) — jc(v)| < 1, minden
1 <i< j<kszinpdrra ésv € V(G) csiicsra (1. a[l2] dbrdt).
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12. 4bra. Kiegyensulyozott élszinezés.

Legyen V,(G) = {v € V(G) : t|d(v)}, ahol a t pozitiv egész.
A G azon részgrdfjdt, amelyet a V,(G) feszit a G t-magjdnak hivjuk.

15.8. tétel (Hilton és de Werra, 1994). Legyen G egyszerii grdf és k > 2.
Ha a k nem osztoja egyik csiics fokdnak sem, akkor létezik a G-nek kiegyenstilyozott k-élszinezése.

7 _ z

Ha G egyszert graf, akkor a k = A(G) + 1 esetben az el6z6 tétel Vizing tételét adja vissza. Ha
k = 6(G) — 1, akkor Gupta tétele kovetkezik.

15.9. tétel. Legyen G egy multigrdf és k > 2.
Ha w(G) < d(v) (mod k) < k — u(v) mindegyik csiicsra teljesiil, akkor G-nek van egy kiegyensiilyozott
k-élszinezése.

15.10. tétel (Zhang és Liu). Legyen G egyszerii grdf és k > 2.
Ha G k-magja erdd, akkor G-nek létezik kiegyensiilyozott k-élszinezése.

59



16. Listaszinezés

Legyen G egy graf. G minden e éléhez tartozik szinek egy L(e) listdja.
A G graf a listdkbdl jol kiszinezhetd, ha van olyan élszinezése, hogy a szint az €l listdjabol valasztjuk és
szomszédos élek nem kapnak azonos szint.
Adott egy pozitiv k szam.
Azt mondjuk, hogy a G k-lista élszinezhetd, ha barmilyen, legaldbb k hosszi listdkat is rendelnek a csu-
csokhoz, a G a listakbdl jol élszinezhetd. [[133]]

16.1. definicio. Jelolje x)(G) azt a legkisebb k szdmot, melyre a G k-lista élszinezhetd, a neve lista kro-
matikus index.

A listaszinezés a klasszikus szinezés dltalanositdsa, hiszen ha mindegyik lista az {1, ..., k}, akkor a nor-
madl szinezést kapjuk.[69]

Ezért ¥'(G) < x;(G).
A moho szinezés adja a x;(G) < 2A(G) — 1 felsd becslést.

A csucsok szinezésekor a lista kromatikus szdm lehet sokkal nagyobb, mint a kromatikus szdm.
[96][241]

16.1. sejtés.
A lista élszinezési sejtés: [122)][139] [213)] x'(G) = x;(G).

16.1. Dinitz sejtése—Galvin tétele

(L] (87] [178]

Specidlisan Jeffrey Howard Dinitz 1979-ben sejtette a sejtést specidlisan K, ,-re. Ugy is elkép-
zelhetjiik a kérdést, hogy egy altaldnositott n X n-es sakktdbla mezdit szeretnénk kiszinezni igy, hogy
minden sorban és oszlopban csupa kiilonboz6 szinek keriiljenek, de a szineket csak a mez8khoz rendelt
n hosszu listdk elemeibdl vélaszthatjuk.

Fred Galvin, aki a magyar kombinatorika fellegvardban, Budapesten is dolgozott Erds Pal és Hajnal
Andrds kornyezetében, 1994-ben bebizonyitotta a hires Dinitz-sejtést!
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Erdés Pal el6addsaiban gyakran emlegette a KONYVET, amelyben minden matematikai tétel a legegy-
szer(ibb, legelegansabb bizonyitdssal szerepel.

Ha valaki gyonyorii megold4st talélt egy problémara, akkor azt mondta:

ez a KONYVBOL vald, elmondom.

16.1. tétel (Fred Galvin, 1994).
[1] 187] X' (Kn.n) = x;(Knn)-

El6szor belatunk egy irdnyitott grafokra vonatkozé segédallitast.

16.2. definicié. Legyen G(V,A) egy irdnyitott grdy.

A csticsok egy M C 'V halmaza mag, ha M fiiggetlen G-ben és minden u ¢ M csiicshoz létezik olyan
v € M melyre (u,v) € A, vagyis létezik barmely M-en kiviili csiicsbdl egy irdnyitott él M-be (a mag, tobb
matematikai jelentéssel biro sz0).

16.2. lemma. Legyen G(V,A) egy irdnyitott grdf, és tegyiik fel, hogy minden v € V csiicshoz adott egy
L(v) szinhalmaz, amelynek mérete nagyobb mint a v kifoka.
Ha G minden feszitett részgrdfjdnak van magja, akkor G-nek van listaszinezése az L(v) listakbol.

Bizonyitas: A csicsok szama szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.

1 csucsu grafra nincs mit meggondolni.

Vilasszunk egy ¢ € L = U,eyL(v) szint és legyen A(c) := {v € V : ¢ € L(v)} azon csucsok halmaza,
amelyek listaja tartalmazza a c szint.

Az indukcios feltevés miatt a G4 feszitett részgrafnak van egy M(c) magja.

Szinezziink ki minden M(c)-beli csticsot a ¢ szinnel, hiszen a K(c) fiiggetlen halmaz, majd toroljiik a
M(c))-t G-bbl és a c szint az L-bol.

Legyen G” a V \ M(c) altal feszitett részgraf, melyben minden v csicshoz az L(v) \ c listdk tartoznak.
Minden v € A(c) \ M(c)-re a mag tulajdonsiga miatt a kifok eggyel csokkent.

De az L(v) \ c listdk hossza is csokkent eggyel.

A G’ egyéb csucsaiban pedig nem véltozott sem a kifok, sem a listaméret.

Tehat teljesiil G’-re a lemma feltétele.

Mivel kisebb graf, igy az indukcids feltevés miatt G’ is szinezhetd, igy G is a listakbdl. |

16.2. Stabil parositas.

Az el6bbi lemma hasznélatdhoz taldlni kellene olyan irdnyitast a K, élgrafjaban, melyre a d*(v) <
n — 1 teljesiil minden v-re, és amelyben minden feszitett részgrafnak van magja.
A kovetkez6 fogalomhoz képzeljiik el, hogy egy paros graf egyik osztdlya, az Y bizonyos férfiakat jelent,
az X bizonyos ndket.
El kot ossze egy nét és egy férfit, ha ismerdsok.
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Egy parositds hazasparokat hatdrozzon meg.
Minden ndnek és férfinak van egy preferencia sorrendje az ellenkezd nemiiek kozott.
Hapl. N(v) = {u; > - -+ > uqq,} a v ismerdseinek halmaza, akkor a v-nek u; tetszik a legjobban.

16.3. definicié (Stabil parositas). [Il] A G = (X U Y, E) kétrészes grdf egy M pdrositdsdt stabilnak ne-
vezziik, ha a kovetkezd feltétel teljesiil:

Ha{u,v}e ExM,ueX,veY,akkorvagy{u,y} € M és az N(u)-bany > v, vagy {x,v} € M és N(v)-ben
X > u, vagy mindkettd teljesiil.

16.3. lemma. Mindig létezik stabil pdrositds.

16.2. tétel. X’ (Kn,n) = X;(Kn,n)

Bizonyitas: Gondolhatunk a K, , éleire, mint egy n X n-es sakktdbla mezGire, és hivatkozhatunk egy
élre a koordindtdival.

Az (i,j) és (1,s) élek pontosan akkor szomszédosak, ha i = r vagy j = s.

Irjuk a mez&kbe az {1,...,n} szimokat tigy, hogy Latin négyzetet kapjunk (minden sorban és oszlopban
pontosan egy dlljon minden szdmbdl).

Jelolje L(i,j) az (i,j) mezdbe irt szamot.

Irdnyitsuk az éleket!

(i, ) = G, j'), ha L(, j) < L(, j).

(i, ) = (@, j), ha L(i, j) > L(7', )).

azaz a sorokban a kisebbt6l a nagyobb felé irdnyitunk, mig az oszlopokban éppen forditva.

Minden (i,j)-re d*(i, j) = n— 1.

Valéban, ha L(i, j) = k, akkor a sordban van ndla (n-k) nagyobb érték és az oszlopaban pedig (k-1) néla
kisebb érték.

A[16.2] lemma szerint elegend$ megmutatnunk, hogy az irdnyitott grafunkban minden feszitett részgraf-
nak van magja!

Tekintsiik mez&knek egy A C V részhalmazit.

Legyen X azon soroknak a halmaza, melyekbe esik kivalasztott mezd, ill. Y azon oszlopok halmaza, me-
lyekbe esik kivélasztott mezd.

Rendeljiik hozza A-hoz a G = (X U Y, E) paros gréafot, ahol minden (i, j) € A esetén legyen az i € X és
J € Y osszekotve G-ben.

Az irdnyitott grafunk természetes moédon meghatdrozza a G péros graf egy csicsa szomszédsdganak egy
sorrendjét.

N()-ben j* > j,ha (i, j) = (i, j)

N@G)-ben i > i, ha (i, j) = (@', ))

A stabil parosités 1étezése miatt G-ben van egy M stabil parositas.

Az M mint az A egy részhalmaza lesz a kivant mag.

Valéban mag lesz, mert M fiiggetlen, valamint, ha (i, j) € A \ M, akkor a stabil pdrositds definicidja
szerint vagy létezik (i, j) € M, melyre j > j, vagy (', j) € M, melyre i’ > i, és ez az irdnyitott grafunkra
nézve azt jelenti, hogy (i, j) — (7', j') € M, vagy (i, j) = (i, j) € M.

Ezzel a bizonyitis teljes.
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Bér a péros grafok éleinek szinezése mindig megy legalabb n méretd listdkbdl, az altalanos esetre vonat-
koz6 sejtés mdig is nyitott kérdés. |

16.4. sejtés (A lista élszinezési sejtés). [39] x'(G) = x;(G).

16.3. Totalis szinezés, csucsot is, élet is szinezziink!

s 2z

A G graf k-szinnel torténd totdlis szinezésében a csticsokhoz is és az élekhez is rendeliink szineket a
megadott k szinbdl.
Akkor j6 a szinezés, ha nem kap azonos szint sem két szomszédos cstcs, sem két szomszédos él, sem egy
illeszkedd csucs és €l. G totalisan k-szinezhetd, ha 1étezik totalis k-szinezése.

16.3. tétel. A G grdf totdlis kromatikus szdma " (G) az a legkisebb pozitiv egész k szdm, melyre a G
totdlisan k-szinezhetd.

Nyilvéanvald, hogy y”(G) > A(G) + 1 minden grifra igaz.

16.5. sejtés (A totalis szinezési sejtés). [39] ' (G) < A(G) + 2.

Nagyon érdekes a totalis kromatikus szdm €s a lista kromatikus index egy kapcsolata.

16.4. tétel. Minden G grdfra x"(G) < x,(G) + 2 teljesiil. [105]

Bizonyitas: Legyen x;(G) = k.
XG) <SAG)+1 <Y G)+1 <y G)+1 <y (G)+2=k+2

Igy tehat a G kiszinezhets (k+2) szinnel, legyen ¢ egy ilyen szinezés, L a szinek halmaza.

A G tetszbleges e = {u, v} éléhez rendeljiik az L'(e) = L \ {c(u), c(v)} szinlistat.

Mivel mindegyik élhez legaldbb k elem listat rendeltiink, igy ki lehet szinezni a G éleit a listajukbol,
legyen ez a szinezés a c’.

Nem hasznaljuk fel az e = {u, v} kiszinezéséhez a c(u) és c(v) szinek egyikét sem.

Ha tehat az éleket a ¢’ szerint, a cstiicsokat a ¢ szerint szinezziik, az egy jo totalis szinezés (k+2) szinnel.

Tehét x"’(G) < x;(G) + 2 teljesiil. |
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17. A megkiilonboztetdo kromatikus szam

17.1. feladat. [[19] Egy kulcskarikdn vannak a fontos szobdk kulcsai. Kiilsére a kulcsok egyformdk. Leg-
kevesebb hdny szinnel jeloljiik meg a kulcsokat, hogy mindig meg tudjuk dllapitani melyik ajtot melyik
kulcs nyitja?

Ha pl. hdarom kulcs van a karikdn, akkor mindhdrmat mds szinnel kell kiszinezni. Ha két szinnel szinez-
nénk, akkor pl. nem tudndnk eldonteni melyik a kozépsd. Nincs a karikdn kiilon jelzés, melyik kulcs az elséd.

Ha egyetlen kulcsot pl. pirossal szineznénk, akkor sem tudjuk melyik a mdsodik kulcs, mert haladha-
tunk az ora szerint és ellenkezdleg is! Ha a mdsodikat zoldre szinezziik, akkor mdr mindegyikrdl fogjuk
tudni hdnyadik, akkor is ha a tobbi mind fehér.

De elegendd lehet-e kevesebb szin haszndlata?

Konnyen belédthatd, hogy 3,4 vagy 5 kulcs esetén nem.

Azonban ha van legaldbb 6 kulcsunk, akkor ha pirossal megjeloljiik az els6t, harmadikat és negyedi-
ket, akkor a tobbi lehet kék, minden kulcsot megtaldlunk.

17.1. definicié. Egy G egyszerii grdf automorfizmusa a csticsainak egy olyan permutdcidja, hogy az él és
nem él reldcio megmarad.

Ha G csiicsai cimkézettek, akkor ha minden csiics olyan csiicsba megy, amelynek azonos a cimkéje vele,
akkor megdrzi a cimkét a leképezés.

17.2. definicié. Ha a G grdf csiicsai r kiilonbozd cimkével jeloltek, akkor a cimkézést r-megkiilonboztetdnek
nevezziik, ha nincs G-nek olyan automorfizmusa amely megdrzi a cimkéket.

Jelolje D(G) a G grdf megkiilonboztetd szamdt, amely az a legkisebb r, amennyi cimkével létezik r-
megkiilonboztetd cimkézése G-nek.

Ha a cimkézés egy jo szinezés, vagyis szomszédos csicsok nem kaphatnak egyforma cimkét, akkor
j6 r-megkiilonboztets szinezésrdl beszéliink.

17.3. definicié. Jelolje xp(G) a G grdf megkiilonboztetd kromatikus szdmdt, amely azt a legkisebb r-et
Jjelenti, amennyi szinnel létezik jo r-megkiilonboztetd szinezése G-nek.
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A konferencidk szervezésével kapcsolatban is megfogalmazhaté a megkiilonboztetd kromatikus szdm
fogalma.
Egy konferenciakdzpontban a kiilonb6z6 konferencidkhoz termeket rendelnek. Az egyes konferencidk
legyenek egy G graf cstcsai, a szomszédsag legyen az id6beni atfedés, iitkozés.
A csucsokhoz szineket - mint el6ad6termeket - rendeliink. y(G) éppen a minimalis eléadéterem szamot
jelenti, amennyiben még megtarthaté az 6sszes konferencia.
Ha a szinezés egy j6 r-megkiilonboztetd szinezés, akkor az igy szinezett G egyértelmiien megmutatja
melyik konferencia melyik teremben van.

17.2. allitas. Minden G grdfra yp(G) > max{y(G), D(G)}.
Ha G-nek csak a trividlis automorfizmusa van, akkor D(G) = 1 és xp(G) = x(G).

A xp(G) lehet sokkal nagyobb, mint D(G).

Jelolje G + H azt a grdfot, amelyet 1igy kapunk, hogy diszjunkt csiicsokkal vessziik a G-t és a H-t és
mindegyik V(G)-beli pontot dsszekotjiik minden V(H)-beli ponttal.
Csakiigy, mint a kromatikus szamra yp(G + H) = xp(G) + xp(H).

17.3. allitas. Az utaknak van nem trividlis automorfizmusuk, igy D(P,,) > 2.

A pdros hosszii (csticsok szdma) utakat felvdltva pirosra, kékre szinezve megkiilonboztetd szinezést ka-
punk, tehdt yp(Pay,) = D(Pa,) = 2.

Pdratlan hosszii ttra is jo, ha piros az egyik vége, a tobbi kék, tehdt D(Pyy+1) = 2.

Pdratlan sok csiicsi titra a vdltakozo szinezés nem kiilonbozteti meg a balt a jobbtdl, igy kell 3 szin.

Ha egyik végpont piros, majd utdna felvdltva fehéret és zoldet rendeliink a csiicsokhoz, akkor egy jo
3-megkiilonboztetd szinezést kaptunk, tehdt xy p(Pyn+1) = 3.

17.4. allitas.
Kb’rb'kre)(D(C4) = 4, )(D(C5) = 3, XD(C6) =4,

Ha a kor hatndl hosszabb, akkor legyen az elsd és negyedik csiics piros, fehér a tobbi pdros és zold a
tobbi pdratlan.
Két szinnel nem csak pdratlan esetben nem megy a jo 2-megkiilonboztetd szinezés.
Tehdt yp(C,) = 3, ha n nagyobb, mint 6.
xp(Petersen grdf) = 4

17.1. tétel. xp(G) = |V(G)| akkor és csakis akkor, ha G teljes tobbrészes grdf.

Bizonyitas: (<) Haa G két csicsa ugyanazt a szint kapja egy jé szinezésben, akkor nem szomszédosak,
igy egy részben vannak.

De ekkor ha minden mads csucsot helybenhagyunk és ezt a két csicsot megmegcseréljiik, akkor egy valddi,
szintarté automorfizmusat kapjuk G-nek.

Tehat nem lehetnek kiilonboz6 szind csicsok.

(=) Tegyiik fel indirekt, G nem egy teljes tobbrészes graf, de yp(G) = |V(G)| = n.
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Van G-nek u,v csticsa amelyek nem szomszédosak, s6t amelyeknek a szomszédsdga nem azonos.
Szinezziik u-t és v-t pirossal, a tobbi csucsot pedig mas-mas szinnel. Ez egy j6 (n-1)-megkiilonboztetd
szinezése G-nek.

Tehat yp(G) < n— 1, ami ellentmondas. |

Tegyiik fel tovdbbd, hogy a; > --- > a,.

Ahhoz, hogy a definialt altaldnos tobbrészes grafnak meg tudjuk hatdrozni a megkiilonboztetési szamat
sziikség van arra, hogy elég szin legyen ahhoz, hogy meg tudjuk kolonboztetni a részeken beliili cstics-
pérokat is és meg tudjuk kiilonboztetni az azonos méretl részeket egymastol.

Az a; méretli részek kozott sem lehet kettd, amelyek ugyanazon szineket kaptak.

17.2. tétel. D(Ky, j, ajr-a,j,) = Min {p : (5) > j,-} minden i - re.

Bizonyitas: Mivel egy fiiggetlen részben csak két pont cseréje egy automorfizmus, igy minden részben
a csucsokat paronként mds szintire kell szinezni.

Tovabba elegend6 szin kell ahhoz, hogy két azonos méreti részt meg tudjunk egymastdl kiillonboztetni.
Ehhez (D ;G)) > j; szilkkséges mindegyik indexre.

Elegendd is annyi szin, hogy az egyenl6tlenség minden indexre teljesiiljon. |

17.5. definicié. Egy T fagrdf kozepének nevezziik azon csiicsok dltal feszitett részgrdfot, amelyektdl a
legtdvolabbi csiics minimdlis tdvolsdgra van.
A centrum vagy egyetlen pont, vagy két dsszekotott pont.

17.3. tétel. Ha a T fanak tobb csiicsa van, akkor xp(T) = 2 pontosan azon fdkra dll amelyeknek csak a
trividlis automorfizmusa van, vagy a kozepe egyetlen élbdl dll és az egyetlen nem trividlis automorfizmusa
megcseréli az él két végpontjdt.

Bizonyitas: (=) Nyilvan yp(T) legaldbb 2.

Meg kell adni egy j6 2-megkiilonboztetd szinezést. Csak a véltakozé szinezés j6, azonban ez j6 is ha csak
trividlis automorfizmusa van.

Ha az {x, y} él a kozepe, akkor csak az x-t és y-t megcseréld egyetlen nem trividlis automorfizmusa van a
fanak. De x és y szine kiilonb6z6, mert szomszédosak, igy ez nem 6rzi meg a szint.

Ebbdl kovetkezik, hogy ez a szinezés j6 2-megkiilonboztetd szinezés.

(&) Tegyiik fel, hogy xp(T) = 2.
Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a centrum egy cstcs, vagy egy él.
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1. A T kozepe a v csucs. Tekintsiink egy jo 2-megkiilonboztet szinezését a fanak, v kapja a piros
szint.
Nyilvan v-tdl péros tdvolsigra piros, pdratlan tdvolsdgra kék a csticsok szine.
Minden automorfizmusra a v fix marad, hiszen a tdvolsdgoknak is meg kell maradni és az egyetlen cent-
rum.
Valamint a 2-szinezésnek is meg kell maradni. Ezért nem lehet mds csak a trividlis automorfizmus.

2. A T kozepe egy {x, y} €l
Képzeljik el a T = T,U{x,y}UT, felbontést, ahol az x és y is eleme a két lel6g6 részfanak, az él elvaga-
saval kapott két komponensnek.
Tekintsiik a 1étez6 j6 2-megkiilonboztetd szinezését G-nek! Legyen x piros, y kék. Ha T-nek csak a trivi-
alis automorfizmusa van, akkor készen vagyunk.
Legyen h egy valédi automorfizmusa T-nek. Akkor az x és y vagy fix marad, vagy egymadssal cserélodik.
Ha az x és az y is fix, akkor a T is és a T, is meg06rzi minden szinét, mert a tdvolsdg meg kell, hogy
maradjon és igy a szin is.
Mivel yp(T) = 2, igy a h mégsem lehet valddi.
Az x és y-t felcseréld esetet nem targyaljuk. |

17.6. definicio. A G grdfban 7 egy kitiintetett csiics, a gyokér. G,z egy gyokeres grdf. A G csiicsainak egy
cimkézését r-megkiilonboztetének mondjuk, ha nincs olyan automorfizmusa amely a cimkéket megdrzi
és a gyokeret fixen tartja. A megkiilonboztetd kromatikus szdma a G,z gyokeres grdfnak yp(G,z) az a
minimdlis v, amelyre van a G, z-nek jo r-megkiilonboztetd szinezése.

17.7. definicid. Jelolje egynél nagyobb k-ra Ty, az olyan gyokeres fdt, amelyre mindegyik levél éppen h
tdvolsdgra van a gyokértdl, és minden nem levélcsiics foka k.

Brooks tétele a kromatikus szam és a maximalis fok kozotti mély kapcsolatrol szol.
A megkiilonbozteté kromatikus szimmal kapcsolatban analdg allitast mondhatunk.

17.4. tétel (Mike Albertson és Karen Collins tételei, 1999). A T fira xp(T) < A(T)+ 1 mindig teljesiil.
Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha T = Ty, valamely nemnegativ h-ra.

17.5. tétel. A T fdara D(T) < A(T) mindig teljesiil. Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha T = Tap
valamely nemnegativ h-ra.

17.6. tétel. A G dssszefiiggd grdfra D(G) < A(G) + 1. Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha G
Kay+1, Kay,a) vagy Cs.

17.7. tétel. A G ossszefiiggd grdfra xp(G) < 2A(G). Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha G
Ka).a6) vagy Ce.
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17.5. sejtés. Nincs olyan G osszefiiggd grdf, amelyre yp(G) = 2A(G) — 1.

17.6. sejtés. Legyen G legaldbb 5 derékbdségii dsszefiiggd grdyf.
Ekkor yp(G) < A(G) + 1.

18. Kneser sejtése

Martin Kneser 1955-ben definidlta a kovetkezd grafcsaladot.
Legyen k < n két természetes szam.
Jelolje N = [n] = {1, ...,n} az alaphalmazt.

Jelolje ([Z]) az N 0sszes k elemi részhalmazanak halmazat.

Definialjuk a KG, grafot, amelynek a csicshalmaza ([Z]), és két elemet pontosan akkor kot ossze egy él,
ha diszjunktak.

Vajon mennyi y(KGx) ?

A Kneser-grafok néhdny tulajdonsiga:

e KG, azn csucst teljes graf, y(K,) = n.
e Han < 2k, (KG,) = 1, hiszen egyetlen éle sincs.

o x(KGyrx) = 2, hiszen mindegyik k elemi halmaz csak a komplementerével van 6sszekotve, az élek
egy parositast adnak. [7]]

KGs, az els6 érdekes Kneser-graf @} abra), ez éppen a Petersen-graf, amely szdmos esetben, mint
ellenpélda bukkan fel. Az dbrédn lathatd, hogy a csicsokat hogyan lehet a kételem( részhalmazokkal meg-
feleltetni.

X(KGs3) =3

e KG, csticsainak szdma: (Z)
DD
=

o KG, éleinek szdma:

e A szimmetria —csdcstranzitiv, éltranzitiv — miatt reguldris, minden pont foka (";k).

18.1. definicié. A G(V,E) és G’(V’,E’) grdfok izomorfak, ha létezik V és V' kiozott egy f éltartd bijekcid,
melyre {u,v} € E & {f(w), f(v)} € E'.
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A Petersen graf egy Kneser graf

13. abra. A Petersen-graf a KGs, Kneser-graf

A G(V,E) grdf automorfizmusa a csiicsainak egy olyan o permutdcidja amely éltarto, vagyis {u, v} €
E & {o(u),o(v)} € E. Tehdt egy automorfizmus egy izomorfizmus onmagdval.

Mivel az izomorfizmus ekvivalenciareldcio, igy az egymdssal izomorf grdfok egy osztdlyba keriilnek.
Az azonos osztdlyba keriilé grdfokra szoktuk mondani, hogy lényegében nem kiilonboznek, a szerkezetiik
egyforma, a grdfparamétereik megegyeznek.

Megszamolni bizonyos tulajdonsdggal rendelkezd szaimozott cstcsu grafokat mas feladat, mint meg-
szamolni a Iényegében kiilonboz6 grafokat, amelyek rendelkeznek az adott tulajdonsaggal.
Az az egyszerti (?) dontési probléma, vajon a G és G’ grafok izomorfak-e az NP osztdlyban van, hiszen
gyorsan ellendrizhet6 egy hozzarendelésrdl, hogy éltarté-e.

Azonban nem vildgos, hogy P-ben van-e!

Az dltalanosabb részgraf izomorfizmus probléma azt kérdezi:
Ha G és H két graf, vajon 1étezik-e G-nek olyan részgréfja, amely izomorf H-val?
Ez a probléma NP-teljes, hiszen ha H = C, és G n cstcsu, akkor annak eldontésérdl van szd, vajon
1étezik-e G-ben Hamilton-kor?
Ez 6nmagaban NP-teljes probléma.
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Ha G és H két graf, vajon 1étezik-e G-nek olyan feszitett részgrafja, amely izomorf H-val?

Hasonléan a részgraf izomorfizmus problémahoz ez is NP-teljes, hiszen ha H iires graf, akkor az a
kérdés, vajon van-e G-ben adott méretii stabil részgraf? Ennek eldontése NP-teljes.

18.2. definicio.

o G csucstranzitiv grdf, ha bdrmely u,v € V(G) csicspdrra létezik olyan f : V(G) — V(G) automor-
fizmus, amelyre f(u) = v.

o G éltranzitiv grdf, ha bdrmely {ui, v}, {ua,v2} € E(G) élpdrra létezik olyan f : V(G) — V(G)
automorfizmus, amelyre f(u;) = uy és f(vi) = vo, vagy f(u;) = vo és f(vi) = up. Mdsképpen,
létezik bdrmely két élre olyan automorfizmus, amely az egyiket a mdsikba viszi.

18.3. definicio.

e Az n csiicsi, reguldris G grdfban minden pont foka k. G erosen regularis, ha léteznek p, q egészek,
melyekre igaz, hogy G-ben bdrmely két szomszédos u, v csiicsra a kozos szomszédaik szdma p, mig
két nem szomszédos u, v csticsra a kozos szomszédaik szdma q.

Mit mondhatunk a KG, grafokro6l?
KG,  csdcstranzitiv, éltranzitiv, er6sen reguldris?

Mekkora a KG,,; derékb8sége?
Mekkora a leghosszabb kor KG,, x-ban?

wWw(KG,x) =?
a(KGy) =?

18.1. sejtés (Martin Kneser, 1955). [[7]
XKGup)=n-2k+2

Az allitas elegéans, egy két paraméterrel meghatdrozott sz€p, szimmetridkkal rendelkezd graf kromatikus
szamat allitja, egységesen, kivételek nélkiil.

Az 4llitas igaz, Lovasz Laszl6 bizonyitotta be. 1977. marcius 4-én kapta meg a kéziratot a Journal
of Combinatorial Theory, Series A folydirat szerkesztsége. A cikk a 25. kotetben jelent meg, 1978-ban.
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Ezekben az években Lovasz Laszl6 Szegeden, a Jézsef Attila Tudomdnyegyetem Bolyai Intézetének Geo-
metria tanszékét vezette. A bizonyitds a topoldgia bizonyos eszkozeit is haszndlta.[27] [158]]

A kombinatorikus topoldgia egyik legelsé nagy eredménye, a témakor fejlédését megalapozé gondolato-
kat tartalmaz.

18.1. tétel (Lovasz Laszlo, 1978). [155][7)] [165]
XKG.5)=r—2s5s+2

Természetesen feltehetjiik, hogy r > 2s. Alkalmazzuk az r = 2n + k és s = n jelolést.
Az 4tfogalmazott allitassal:
X(KG2n+k,n) =k+2

18.2. tétel. Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztdlyba particiondljuk, akkor valamelyik osztdlyba keriil két
diszjunkt n-es.

(k+2) osztilyba konnyi szétosztani Sket! Tegyilk a K; osztdlyba azon n-eseket, amelyeknek a legkisebb
elemei,i=1,...,k+2. Ekkora Kj,..., K és a Kyyp U--- U Kpyni az n-esek egy megfeleld particidja
lesz (k+2) osztalyba.

Bérmely osztilyba es6 két n-es metszd.

A tétel tehat éppen a Kneser-sejtést allitja.

19. Nagy kromatikus szam, rovid paratlan korok nélkiil

A Kneser-grafok egy tulajdonsaga, hogy nincs (2—k” + 1)-nél rovidebb pdratlan koriik.

Emiatt a grafcsalad is példa haromszogmentes, magas kromatikus szamu grafokra.

Erdés Pél és Hajnal Andras 1966 és 1967-ben vizsgalta a Borsuk-grafokat.

Vegyiik az S*-t, a k dimenzi6s egységgomb feliiletét. Legyen € > 0 egy kis szdm.

Legyenek a By csticsai az S* pontjai.

Legyen két pont (cstcs) éllel dsszekotve, ha tdvolsdguk legalabb 2 — e.

Ez a gréf, ha pici az € nem tartalmaz rovid pdratlan kort! Ebben a tulajdonsdgban hasonlit a Kneser-
grafokra.

Jegyezziik itt meg, hogy B végtelen graf! Azonban igaz a kovetkezd tétel!

19.1. tétel (DeBruijn-Erdds, 1951). Ha a G végtelen grdf csiicsai nem szinezhetdk ki k szinnel, akkor
létezik olyan véges G’ részgrdfja G-nek, amely szintén nem szinezhetd ki k szinnel.

19.2. tétel. Borsuk[[I55] Ha S*¥ = Fy U ---U Fy,1, ahol az Fy, ..., Fis1 az S* zdrt részhalmazai, akkor
valamelyik F; biztosan tartalmaz két dtellenes pontot.
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[8]] Borsuk tétele ekvivalens azzal, hogy a By Borsuk graf kromatikus szama (k+2).
Erd6s, Hajnal, Simonovits és Lovasz otletét felhasznalva Barany Imre topoldgia nélkiil igazolta Lovasz
tételét.

19.3. tétel. Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztdlyba particiondljuk, akkor valamelyik osztdlyba keriil két
diszjunkt n-es.

Legyen H(a) = {x € S* : {a, x) > 0}, ahol az a az egységgomb egy tetszSleges pontjaba mutat.
A Borsuk tételen kiviil sziikség volt még egy tovabbi erds dllitasra is.

19.4. tétel (Gale tétele).
Ha n és k nemnegativ egészek, akkor van egy V- C S* ponthalmaz, amelynek (2n + k) eleme van és
|H(a) N V| > n teljesiil minden a € S*-ra.

Fent Borsuk tétele az eredeti megfogalmazdsban szerepel, vagyis minden halmaz zért. Bardny cikkében
a kovetkezd valtozatot hasznalja, amely kijon az eredeti tételbdl.
Borsuk tételének valtozata:

19.5. tétel. Ha S* = F, U --- U Fiyy, ahol az Fy,- -+ , Fiq az S¥ nyitott részhalmazai, akkor valamelyik
F; biztosan tartalmaz két dtellenes pontot.

Bizonyitas: Barany Imre bizonyitdsa, 1978(22]

A Gale tételben szereplé V ponthalmazt tekintsiik a (2n+k) csticsnak. Tegyiik fel, hogy az n-eseit (k+1)
részre particiondltuk, vagyis (k+1) szinnel szineztiik az n-eseket.

Ez a szinezés meghatdrozza az S* egy (k+1) szinezését a kovetkez6 médon:Ha a € S*, akkor az a pont
megkapja mindegyik n-es szinét, amely benne van a H(a) N V-ben.

Gale tétele szerint minden a € S* pont kap legaldbb egy szint.

Megmutathaté, hogy az azonos szinii pontok az S* nyilt részhalmazat hatdrozz4k meg.

Alkalmazva Borsuk tételének nyilt véltozatat 1étezik olyan a pontja a gdmbfeliiletnek, melynek édtellenes
pontja, —a is ugyanolyan szind.

Az a a szinét egy H(a) N V-beli n-estdl kapta, mig a —a pedig a H(—a) N V egyik n-esétdl.

A halmazok diszjunktak, azonos szint kapott tehat két diszjunkt n-es. |

19.1. definici6. Egy S € ([Z]) részhalmazt stabilnak mondunk, ha nem tartalmaz két szomszédos elemet
modulo n, vagyis hai € S, akkor (i + 1) ¢ S, valamint han € S, akkor 1 ¢ S.

Jelolje (([Z]))mb az alaphalmaz k-asai koziil a stabilokat.

A Schrijver grdfok SG,; := K G((([Z]))Wb) a Kneser grdfok bizonyos feszitett rdszgrdfjai.[l7]

Pl a Petersen grdfbol egy otszog adodik, ha vessziik a Schrijver részgrdfjdt!
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19.6. tétel (Schrijver, 1978). [[7] Ha n > 2k > 0, akkor

X(SGi) = Y(KGpy) = n—2k +2
Tehat ennek a részgrafnak a kiszinezése még ugyanannyi szint igényel mint a Kneser graf.

19.1. feladat. S G, nem mindig reguldris grdf.
Mit mondhatunk egyéb szimmetridirol?

19.2. feladat. S G, kromatikus kritikus grdf, vagyis bdrmely csiicsdt elhagyva csokken a kromatikus
szdma. (Schrijver eredménye)

19.2. definicié. Legyen X egy véges alaphalmaz és legyen F C 2% egy halmazrendszer. Az F Kneser
grdfja, KG(F) csiicshalmaza F, és két F\, F € F szomszédos, ha metszetiik az tires halmaz.

20. Elszinezés, térképszinezés

A 4-szin tétel bizonyitdsdnak keresésekor szdmos szép gondolat sziiletett, els6sorban Peter Guthrie
Tait, a fia Frederick Tait, Alfred Bray Kempe, Julius Petersen, William Tutte és masok munkéssaga nyo-
man.

Legyen G egy térkép grafja, amely 6sszefiiggd, nincs hidja, sikba 4gyazhaté multigraf.
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Ha G-ben minden cstics foka legalabb kettd, akkor hozzdrendelhetd egy G’ 3-reguldris, 6sszefiiggd, hid-

mentes sikbeli térkép amely éppen akkor szinezhet6 k szinnel, ha G is.
Az atalakitdsban minden v, tobb mint 3 foku csicsndl a v szomszédjaihoz futé élre felvesziink egy-egy

csucsot, ezeket a sikbeli elhelyezkedés szerint - egy él kivételével - korbe fiizziik, majd elhagyjuk a v-t
és a v-bdl az 1j csticsokhoz vezetd "élt". Ha egy u kettd foku, akkor szomszédai legyenek x és y. Az u-t
helyettesitsiik egy K4 \ e "kis" graffal ugy, hogy x-et és y-t a kettd foku csicsokkal kotjiik dssze.

A kapott graf 3-reguldris, osszefiiggd, hid nélkiili sikgraf.

20.1. allitas. A 4-szin tétel pontosan akkor igaz, ha minden kétszeresen dsszefiiggd 3-reguldris grdfra,
sikbeli térképre (3-térképre) igaz. [18)] [38]

Tegyiik fel, hogy egy 3-térképet kiszineztiink 4 szinnel (A,B,C,D).
Ennek alapjan ki fogjuk szinezni a tartomanyok kozos hatarszakaszait 3 szinnel dgy,hogy a graf éleit jol

szinezziik.

Ha egy €l két partjan adott a két szin, leirjuk milyen szint kap a hatarszakasz:
AB —B

A,C —=C

AD —-D

B,C -»D

B.D —»C

C,D —B.

Visszafelé, ha a B,C és D szinekkel sikertilt a 3-térkép éleit kiszinezni, akkor az egyik tartomanyt
szinezziik ki A-val, majd az élszomszédait a fenti formuldk alapjan szinezziik ki megfelel6 mddon, az
Uj orszag szine a mar kiszinezett szomszéd szine és a kozos hatdrszakasz szinébdl kovetkezik a fenti
szabdlyok alapjan. (M. Gardner szinezése, 1976)

20.1. tétel. Tait tétele[l18|] [38|] Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

o (i) Bdrmely sikgrdf kiszinezhetd 4 szinnel.
e (ii) Bdrmely 3-térkép grdfjdanak kromatikus indexe 3.
e (iii) Bdrmely 3-térkép grdfja tartalmaz I1-faktort.

e (iv) Bdrmely 3-térkép grdfja az 1. osztdlyba tartozik.

Tait el8szor azt hitte, hogy minden 3-reguldris graf élei 3-szinezhetok.
Ha igy lenne, akkor az el6z6 tétele szerint a térképek 4-szin tétele kovetkezne.
Azonban nem csak olyan 3-reguldris grafok 1éteznek, amelyek térkép grafjaként el6allnak.
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Ha 1étezhet hid, akkor konnyt ellenpélda, ha két K, egy-egy élére felvett csicsokat egy hiddal 6sszekot-
juk.

Természetesen olyan 3-reguldris grafok is vannak, amelyek nem 4gyazhatdk be a sikba és élei nem 3-
szinezhetdk.

Egy ilyen a Petersen graf. [176]]

20.2. feladat. A Petersen-grdfban van teljes pdrositds.
20.3. feladat. A Petersen grdfban nincs hdrom diszjunkt 1-faktor, vagyis az élei nem szinezhetdk 3 szinnel.

20.4. allitas. Minden hid nélkiili 3-reguldris grdfban van teljes pdrositds.

21. Teljes parositas 1étezése paros és altalanos grafokban

Legyen G egy kétrészes graf, A és B szinosztilyokkal. Konig és Hall tétele szerint G-ben akkor és csak
akkor létezik A-t lefedd teljes parositas, ha barmely S C A esetén [N(S)| > |S|. (N(S) az S szomszédainak
halmaza G-ben.)

Altalaban is sikeriilt sziikséges és elégséges feltételét megadni annak, hogy egy G grafnak legyen teljes
pérositasa.
William Tutte 1954-ben bizonyitotta tételét:
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21.1. tétel. [159] Egy nem iires G grdfnak akkor és csak akkor létezik teljes pdrositdsa, ha k,(G\S) < |S|
minden S C V(G) valodi részhalmazra. (k,(H) a H grdf pdratlan nagysdgii komponenseinek szdmdt
jelenti, miga G\ S a V(G) \ S csiicshalmaz dltal feszitett részgrdfjdt jelenti G-nek.)

Bizonyitas: [[155] Sziikségesség:
Tegyiik fel, hogy létezik a G cstcsainak teljes parositdsa.
Legyen S egy tetszbleges részhalmaza V(G)-nek. Ha G\ S -nek nincs pdratlan komponense, akkor teljesiil
az egyenlGtlenség.
Jegyezziik meg, hogy még az S = 0 esetén is! Tegyiik fel, hogy k,(G \ §) = k > 1. A komponensek
kozott nincs €l, igy mindegyik pdratlan méretd komponensben van legaldbb egy olyan csiics, amely az S
egy elemével van pérositva.
Emiatt k,(G \ §) <|S] kell, hogy teljesiiljon.
Elegenddség:
Tegyiik most fel, hogy minden valddi S részhalmazra k,(G \ §) < |S| teljesiil.
Jegyezziik meg, hogy az § = 0 esetre alkalmazva a feltételt azt kapjuk, hogy G-nek nincs pératlan
komponense, vagyis minden komponense paros sok csicsbdl dll. Ellenkez6 esetben nyilvan nem lehetne
pérositani a csticsokat!
Megmutatjuk, hogy van G-ben teljes parositas!
Alkalmazzunk teljes indukciét a paros rendti G grafokra. A két csicst nemiires graf éppen egy él.
Legyen n = |V(G)| > 4 és tegyiik fel, hogy minden kisebb grafra igaz az allitas vizsgalt irdnya! Tegyiik
fel, hogy G-re k,(G \ §) < |§] teljesiil minden valddi S csicshalmazra.
G-nek minden komponense paros rendti. Ha G-bdl elhagyunk egy olyan v csticsot, amely nem elvagd
pont a komponensében (ilyen van, mert egy feszitd fajanak egy levele mindig ilyen), akkor k,(G \v) = 1.
Van tehat olyan nemiires S’ csucs részhalmaz, amelyre k,(G \ S’) = |S'| = kK’ > 1 és legyen S az ilyenek
koziil egy maximalis elemszdmu (|S| = k), valamint a G \ S pdratlan komponensei legyenek rendre
Gy, ,Gy.
Belatjuk, hogy a G \ § -nek mds komponensei nincsenek (paros mérettiek)!
Tegyiik fel indirekt, hogy a Gy egy paros komponense G \ S-nek és vy ennek egy nem elvagé pontja!
Legyen S¢ = S U {vo}. Ekkor az S elhagydsaval egy tjabb pdratlan komponens keletkezik igy tovabbra
is fenndll, hogy a paratlan komponensek szama | g|.
Ez ellentmond annak, hogy S volt a legnagyobb ilyen. Tehat a komponensek: Gy, - - - , Gy.
Legyen S; € S a G; legaldbb egy csucsdval szomszédos pontok halmaza (1 < i < k). §; nem lehet lires,
mert mindegyik komponens pératlan.
Belatjuk, hogy barmely 1 db. S; halmaz unidja legaldbb 1 eleml. Ha nem igy lenne, akkor léteznének
S, .S halmazok, melyekre

S,:Sj1 U"'USj1
és|S'] < j.
Ekkor Gj,,--- ,Gj, a G\ S’ komponensei kozott vannak, vagyis k,(G N\ S”) > j > |S’|, amely ellentmond
az alapfeltevésnek.
Tehat nem lehet az S; halmazokbdl olyan médon kivalasztani néhdnyat, hogy kisebb legyen az uniéjuk
elemszdma, mint amennyien vannak.
Ebben az esetben azonban ki lehet vdlasztani egy reprezentans rendszert az S ;-kbdl, vagyis olyan {vy,- -+ , v} C
S csdcsokat, melyekre v; € §; (1 < i < k) teljesiil.
Mivel a G \ S mindegyik G; komponensében van olyan u; pont amely szomszédja v;-nek, igy a {u;, v;}
élek adnak egy parositast.
Meg kell még mutatnunk, hogy a G; \ u; grafoknak van teljes parositsa.
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14. abra. Blanusa-snark

Legyen W a V(G; \ u;) egy valddi részhalmaza.
Belatjuk, hogy
ko(Gi N Ui \ W) < |W|

teljestil!
Ebbdl mar kovetkezik az elégségesség, hiszen a kisebb komponensekre azt feltettiik.
Tegyiik fel indirekt, hogy

ko(Gi N u; \ W) > [W|

teljestil!
Mivel a G; pératlan, igy a k,(G; \ u; \ W) és |W| azonos paritdsu.
Tehat

ko(Gi N\ u; \ W) > |W|+2.

Legyen X =S U W U {u;}. Ekkor

XI=IS|+Wl+1=I|S|+(W|+2)-1
< k(G N S)+ko(Gi Nt N W) — 1
= k(G \ X) < |X]|

Ebbdl k,(G \ X) = |X|, ami ellentmond az S valasztasanak.

21.1. allitas. Minden hid nélkiili 3-reguldris G grdfban van teljes pdrositds.
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Bizonyitas: Legyen G egy elvagd élt nem tartalmazo 3-reguldris graf.

Alkalmazzuk Tutte tételét!

Belatjuk, hogy barmely S C V(G) valédi részhalmazra k,(G \ §) < |S| = k.

Tegyiik fel, hogy a G \ S pdratlan komponensei Gy, - - - , G;.

Jelolje E; az S és G; kozott mend élhalmazt (1 < i < [)!

Mivel minden cstucs foka 3 a G-ben, igy barmely paratlan G; komponens a beliil futé paros sok él mellett
az S-hez pératlan szamd éllel kapcsolédik, vagyis |E;| paratlan szam.

Mivel G-ben nincs hid, igy |E;| > 3, minden (1 < i <) esetén.

Mivel az S-beli pontoknak is 3 a foka, igy

3k, (G N\ S) = 31 < 3k = 3IS|

tehat k,(G \ S) <|S]|. |

21.1. megjegyzés. A bizonyitdst dvatosan dtgondolva kideriil, hogy ha legfeljebb 2 hid van G-ben, akkor
létezik teljes pdrositdsa.

21.2. feladat. Adjunk meg olyan 3-reguldris grdfot, amelyben 3 hid van és nincs is teljes pdrositdsa!

21.1. kovetkezmény. Minden hidmentes 3-reguldris sikgrdf az 1. osztdlyba tartozik (vagyis 3-szinezhetdk
az élei).

21.3. feladat. Vannak olyan G sikgrdfok, amelyekre A(G) = k és az élei szinezhetdk k szinnel, valamint
olyanok is, amelyek csak (k+1)-élszinezhetdek (2 < k < 5) esetén.

21.2. tétel (Vadim Vizing, 1965). Ha G sikgrdf és A(G) > 8, akkor G az 1. osztdlyba tartozik.

21.3. tétel (Daniel Sanders, Yue Zhao, 2001). Ha G sikgrdf és A(G) = 7, akkor G az 1. osztdlyba tar-
tozik.

21.4. sejtés ( Vizing sikgraf sejtése). [560|] Ha G sikgrdf és A(G) = 6, akkor G az 1. osztdlyba tartozik.

Milyenek azok a 3-reguléris, hidmentes grafok, amelyek a 2. osztdlyba tartoznak, tehit az élei 4-
szinezhet6k?

e Nem sikgrafok.
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17. abra. Tutte-snark

e Nem tartalmaznak Hamilton kort.

Lewis Carrol: The hunting of the Snark (An agony in 8 fits)
nonszensz verse alapjan kapta nevét az a grafcsalad, amelynek jellemz6i:
0sszefiiggd, hidmentes, 3-reguldris, 4 szin kell az élei kiszinezéséhez.
Gyakran felteszik még azt is, hogy a legrovidebb kore legyen legaldbb 5 hosszu!

Maga a 4-szin tétel ekvivalens azzal, nincs olyan Snark (magyaritési kisérlet: snyark), amely sikba
rajzolhat6? Nem csoda, hogy vadaszni kezdtek ezen kiilonleges grafokra! Néhany ilyet mutatnak az 4b-
rak, kozottiik Szekeres Gyorgyét is!

A harmincas évek elején Budapesten olyan matematikus kozosség gondolkodott egyiitt, akik forra-
dalmasitottdk a diszkrét matematikat! ErdSs Pal az egész vilagon, Szekeres Gyorgy Ausztralidban emelte
a matematikat magasabb szintre!
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18. abra. Tietze-snark

22. Cirkularis kromatikus szam

Egy ttkeresztez6désnél kiilonb6zé irdnyokbdl aramlik a forgalom. Mindegyik bejové dthoz hozza
kell rendelni egy id6 intervallumot, amikor az it zold lampat kap, és az onnan érkezdk hasznélhatjdk az
utat.

A teljes lampa periddust fel kellene osztani a bejové utak kozott. Tegyiik fel, hogy egységnyi az az idd,
ameddig egy-egy ttnak egyfolytaban zold a lampdja. Allapitsunk meg egy legrovidebb limpa periédus
hosszat, amely majd ismétlddik.

Rendeljiink minden bejovd uthoz egy grafcsticsot. Két csiics szomszédos az épiilé grafban, ha a nekik
megfelels utakon egyszerre nem engedhetd el a forgalom.

Az igy definidlt G graf kromatikus szdméanak meghatdrozdsa a probléma. Ha minimalis szamd, fiiggetlen
halmazra particiondljuk a G csticshalmazat, akkor egy-egy fiiggetlen halmazhoz hozzarendeliink egy-egy
egységnyi idSintervallumot, amikor éppen azokbdl az utakbdl engedhetd a forgalom, amelyek a csticsok-
nak felelnek meg.

Az egységnyi id6hoz képest megkapjuk a legrovidebb lampaperiédus-hosszat, de igazdbdl azt szeretnénk,
ha hosszu id6 alatt optimélis lenne a forgalom.

Tekinthetiink a forgalomra, mint egy C korre, melynek egy-egy egységnyi intervallumdhoz hozzarendel-
titk valamelyik bejové tt szabad jelzését.

Szomszédos cstcsok id6 intervallumai a koron nem metszhetik egymast.

22.1. definicio. [50] [151)][238] Legyen C egy r sugari kior. Ekkor egy grdf r-cirkuldris szinezése a C
kor nyilt egységhosszii iveinek egy ¢’ hozzdrendelése a csiicsokhoz oly modon, hogy ¢’ (vi) N ¢’ (v2) = 0,
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amennyiben vy és v, kozott fut él. Ekkor a grdf cirkuldris kromatikus szdma:

X(G) =inf{r ahol G-nek van r-cirkuldris szinezése}

22.2. definicié. [[77] Ha k és d pozitiv egészek tigy, hogy k > 2d, akkor a grdf egy (k, d)-szinezése a szinek
egy olyan c hozzdrendelése, amire teljesiil, hogy d < |c(vi) — c(v2)| < (k — d), ahol a vy és v, csicsokat él
koti dssze. Ekkor a grdf cirkuldris kromatikus szdma (vagy eredeti nevén: csillag-kromatikus szdma)
X(G)): x-(G) = inf {§ ahol G-nek van (k, d)-szz’nezése}

(Igy is definidlhatd, a két definicié ekvivalens)

Az nyilvanvald, hogy egy (k, 1)-szinezés egy k-szinezés is, amibdl kovetkezik, hogy y.(G) < x(G).

22.1. allitas. L
Xc(G) = min {E ahol G-nek van (k, d)—szl’nezése}

22.2. allitas.
X(G) =1 = x:(G) < x(G)

22.3. allitas. Ha H részgrdfja G-nek (H C G), akkor:
Xe(H) < x(G)
22.1. Specialis grafosztalyok cirkularis kromatikus szama

22.4. allitas. Néhdny grdfra (pl.: teljes grdfok, pdros grdfok, kirik és kerekek) a cirkuldris kromatikus
szdm értéke [150)]:
/\/C(K[J) =p XC(Km,n) =2
1
XC(CZn) =2 ; Xc(C2n+l) =2+ ; 5
XcWa) =3 5 xe(Waper) =4

22.1. tétel. Legyen x(G) = n. Ha létezik © ¢ A C V valddi csiics részhalmaz, amely a G minden c
n-szinezésére vagy beleesik egy X szinosztdlyba, vagy idegen téle. Ekkor x .(G) = x(G).

22.1. kivetkezmény. Ha G komplementere nem dsszefiiggd grdf, akkor x.(G) = x(G).
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22.2. kovetkezmény. Ha G-nek van olyan csiicsa, amely mindegyik mdsik csiiccsal szomszédos, akkor
Xe(G) = x(G).

22.3. kovetkezmény. Ha x(G) = n és G egyértelmiien n-szinezhetd, akkor x.(G) = x(G).

Mivel barmely n > 1-re és g > 3-ra létezik olyan G graf, amelynek derékbdsége legalabb g, és G egyér-
telmien n-szinezhetd, {gy kovetkezik az el6z6 allitasbol egy djabb kovetkezmény.

22.4. kiovetkezmény. Minden n > 1-re és g > 3-ra, létezik olyan G grdf, amelynek legaldbb g a keriilete
s xc(G) = x(G).

22.2. tétel. Legyenek m és t pozitiv egészek. Ha G-nek van olyan x csiicsa, hogy G \ x m-szinezhetd, és
G minden x-et tartalmazo kore legaldbb m(t — 1) + 2 hosszu, akkor y.(G) < m + %

22.5. kovetkezmény. Ha G (n+1)-kritikus és G-nek a derékbdsége legaldbb n(t — 1) + 2, akkor x.(G) <
1
m+ I

Vannak-e olyan sikgrdfok, melyekre y.(G) = 4?

Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y.(G) = 3?

A paératlan kerékre y.(W,,+1) = 4, hiszen van olyan csicsa, amely minden mas ponttal dssze van
kotve.

Milyen raciondlis szdimok lehetnek egy sikgraf cirkuldris kromatikus szdmai?

A Kneser-graf cirkuldris kromatikus szamarol:

b XL'(KGZVH'I,W) =3 =X(KG2n+l,n)
b XC(KGZVL+2,V!) =4 =X(KG2n+2,n)
b XL‘(KGWI,Z) =m-2 ZX(KGm,Z)
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22.5. sejtés (Johnson sejtése, 1997). y(KG,,) = m —2n+2 = x(KGp, ),

Vagyis mindig megegyezik a cirkuldris kromatikus szdm a kromatikus szammal.
6. probléma. Jellemezziik azokat a sikgrdfokat, amelyekre y (G) = 3, pedig x(G) = 4!
7. probléma. Igazoljuk, hogy sikgrdfokra y .(G) < 5, a 4-szin tétel nélkiil!

8. probléma. Igaz-e, hogy minden G grdfnak van olyan v csiicsa, hogy
X(GN\V) 2 x(G) - 1?7

23. Poliéder-grafok

23.1. definicié. Poliédernek fogjuk nevezni a hdromdimenzids tér olyan hdromdimenzids részeit, amelyek
véges sok zdrt féltér metszeteként elddllnak. A poliéder élei és csicsai pedig épp a szomszédos félterek
metszetei illetdleg a szomszédos élek metszetei.

23.1. tétel. Az ot darab konvex szabdlyos poliédernek (T a tetraéder; Q a kocka; O az oktaéder;, D a
dodekaéder; és I az ikozaéder) a cirkuldris kromatikus szdma is meghatdrozhato [101]:

20
xXc(T)=4 x(Q)=2; x(0)=3; x.D)= = xe() =4

23.2. definicio. Egy poliédert arkhimédészi (vagy féligszabdlyos) testnek neveziink, ha a lapjai mind sza-
bdlyosak, de nem feltétleniil egybevdgok és a csucsalakzatuk (azon szabdlyos sokszogek, amelyek a csi-
csokban taldlkoznak) egybevdgo.

A konvex féligszabélyos testek tehdt az 6t szabalyos test, 13 arkhimédészi test és 2 végtelen osztaly
(prizmdk és antiprizmdk osztdlya). A 13 arkhimédészi test listdja a csticsalakzatukkal megadva:

csucsalakzat ‘ név ‘ jelolés
(3,6,6) csonkitott tetraéder TT
3,8,8) csonkitott kocka TC
4,6,6) csonkitott oktaéder TO

(3,10, 10) csonkitott dodekaéder | TD
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19. abra. A dodekaéder élhal6zata.

csucsalakzat | név jelolés
(5,6,6) csonkitott ikozaéder TI
(3,4,3,4) kuboktaéder co
4,6,8) csonkitott kuboktaéder CcT
(3,4,4,4) rombikuboktaéder CR
(3,3,3,3,4) | pisze kuboktaéder CS
(3,5,3,5) ikozidodekaéder 1D
4,6,10) csonkitott ikozidodekaéder | IT
(3,4,5,4) rombikozidodekaéder IR
(3,3,3,3,5) | pisze ikozidodekaéder 1S
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23.2. tétel. Az arkhimédészi testek grdfjdanak cirkuldris kromatikus szdma megegyezik a kromatikus szd-
mukkal, kivéve a csonkitott ikozaédert{I9

5
X(TO)=x(CT) =x(T) =2 ; x(UIS)=4 ; x(TD = 3
X(TT) = x(TC) = xe(TD) = x(CO) = x(CR) =

= Xc(CS) = x(ID) = x(IR) = 3

23.3. definicié. A szabdlyos konvex antiprizmdk grdfja AG, = (V,, E,), aholn > 3 és

Vi =A{ug,...,u,_1}U{wo,...,w,_1} és az élek halmaza E,, a (ug, . ..,u,_1) és (Wo, ..., w,_1) korokbdl dll,
valamint tovdbbi 2n darab élbdl: uiw; és uiiw;, aholi =0, ...,n— 1 (és persze u, = ugp).

Beldthatd, hogy xc(AG3m) = 3, xc(AGami1) = 3+ £ € x(AG3pi2) = 3 + 5707

2m+1"

23.4. definicio. A szabdlyos konvex prizmdk grdfia PG, = (V,, E,), aholn > 3 és V, = {ug, ..., uy_1} U
{wo, ..., wn_1} és az élek halmaza E, a (ug, ..., u,—1) és (wy,...,w,_1) korokbdl dll, valamint tovdbbi n
darab élbol: uyw;, aholi =0,...,n— 1.

24. Kis grafok

Beldthatd, hogy xc(AGam+1) = 2 + 1 €8 xo(AGopi2) = 2.

24.1. tétel. Pontosan 23 olyan legfeljebb 7 csiicsii dsszefiiggd grdf van, amelynek cirkuldris kromatikus
szdma kisebb, mint a grdf kromatikus szama.

Ennek bizonyitdsa sordn haszndljuk a kovetkez6 altaldnos grafra is teljesiilé Osszefiiggést (ahol g(G) a
G-beli leghosszabb kor hosszat jelenti):

g(G
102 =58 (@) -1

25. Grafszinezés és homomorfizmus

25.1. definicio. Legyenek G és H grdfok. Egy ¢ : V(G) — V(H) fiiggvényt homomorfizmusnak neve-
ziink, ha megdrzi az éleket vagyis, ha (u,v) € E(G), akkor (¢(u), p(v)) € E(H) teljesiil.
Altaldban csak igy irjuk ¢ : G — H.
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Vegyiik észre, hogy egy G graf megfeleld k-szinezése tulajdonképpen egy G — Kj; homomorfizmus,
ahol K jeloli a k pontu teljes grafot.

25.2. definicio. Egy ¢ : G — H homomorfizmust hiinek neveziink, ha ¢(G) a H egy feszitett részgrdfja.

25.3. definicié. Egy ¢ : G — H homomorfizmust sziirjektivnek neveziink, ha barmely H-beli csiicsnak
van dse G-ben.

25.4. definicié. A hii és sziirjektiv homomorfizmusokat teljes homomorfizmusoknak nevezziik.

25.5. definicio. Tetszdleges k € N-re a G grdf teljes k-szinezése egy ¢ : G — H teljes homomorfizmus.

Tehat a G graf egy megfeleld k-szinezése pontosan akkor teljes, ha barmely két kiilonb6z6 szinhez (bar-
mely szinpdrhoz) 1étezik olyan éle G-nek, amelynek végpontjai pont ilyen szinfiek.

Vagyis a G gréf egy teljes szinezése a cstcsainak egy olyan P particidja, ahol a halmazok fiiggetlenek és
a G/P kvdciensgraf teljes.

Ha ez a teljes graf éppen k csticst, akkor beszéliink teljes k-szinezésrol.

25.1. Homomorfizmusok és a kromatikus szam

25.1. lemma. Legyenek G és H grdfok és tegyiik fel, hogy létezik ¢ : G — H homomorfizmus.
Ekkor, ha H-nak van megfeleld k-szinezése, akkor G-nek is!

Bizonyitas: Ha H-nak van megfelels k-szinezése, akkor létezik y : H — K; homomorfizmus is.
Az viszont definicié szerint trividlis, hogy homomorfizmusok kompozicidja is homomorfizmus, tehit a

¥ o ¢ fiiggvény egy homomorfizmus G-bdl Kj-ba és igy 1étezik G-nek is megfeleld k-szinezése. |
A kromatikus szdm fogalmat tehit a[25.6] definicié alapjan is definidlhatnank.

25.6. definicio. [160,|161] Tetszbleges G grdf kromatikus szdmdnak nevezziik és x(G)-vel jelljiik azt a
legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre létezik G — K,, homomorfizmus.

Ekkor trividlisan kovetkezik, hogy ha y(G) = n, akkor minden G — K,, homomorfizmus teljes.

25.1. kovetkezmény. Ha létezik G — H homomorfimus, akkor x(G) < x(H).
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25.7. definicio. Egy ¢ : G — H teljes homomorfizmust eleminek neveziink, ha létezik egyetlen olyan
(u, v) csiicspdr, amik nincsenek dsszekotve és ¢p(u) = p(v).
Ekkor a H-t elemi kvociensgrdfnak nevezziik.

25.2.lemma. Ha H elemi kviciensgrdfja G-nek (egy elemi homomorfizmus dltal), akkor x(G) < y(H) <
x(G)+ 1.

Bizonyitas: Természetesen elegendd a felsd korlatot beldtni a fenti kovetkezmény miatt.
Legyen az elemi homomorfizmus ¢ és legyen a kitiintetett csticspar az (u, v).
Legyeny : G — K,, homomorfizmus. Definidlunk egy teljes homomorfimust ¢’ : H — K4 tigy, hogy

W' (2) = (¢~ '(z)) minden z ¢ {u, v}. Ez jéldefinidlt, mert ¢ elemi volt és y'(u) = ' (v) = n + 1. |

25.8. definicio. Legyenek G és H grdfok. H-t a G retraktumdnak nevezziik, ha léteznek olyan ¢ : G —
H ésy : H — G homomorfimusok, hogy ¢ o = idy. (itt ¢-t retrakcionak és -t koretrakcionak
nevezziik)

25.9. definicio. Egy G grdfot core-nak neveziink, ha nincsen G-nek valodi részgrdfjdba mend retrakcidja.

25.2. kovetkezmény. Tetszéleges grdfnak és a core-jdnak megegyezik a kromatikus szdma.

Vannak olyan graftulajdonsdgok, amelyek esetében érdemes keresni azt a legkisebb részgrafot, amely-
nek még megvan az adott tulajdonsdga.
A G core-ja sokszor éppen ez a minimalis részgraf. A kovetkezd grafok core-ok:

K,,n>1;

Cors1, k> 15

Worst, k > 1;

Petersen-graf;

A y-kritikus grafok.

Nem core pl. K, \ e, Cy,, diszjunkt kérok unidja.
Minden véges grafnak van core-ja.

G retraktumai koziil egy legkisebb csicsszamii core is.
Ha G-nek van tobb core-ja, akkor azok izomorfak.

Szokds ezért egy G graf core-jardl tigy beszélni, mintha csak egy ilyen lenne neki, hiszen mindegyik
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izomorf.

Ha 1étezik homomorfizmus G-bSl H-ba, akkor mondjuk réviden azt, hogy G a H-ba leképezhetd,
(G — H).
A leképezhetd relacié nyilvan reflexiv, tranzitiv de nem feltétleniil szimmetrikus reldcid.

Ha G és H kolcsonosen leképezhetd a masikba, akkor homomorf ekvivalensnek mondjuk &ket,
(G & H).

Ha tehat R a G retraktuma, akkor definicio szerint G < R.
25.3. allitas. Ha G és H két grdf és G & H, akkor core-jaik izomorfak.

A homomorf ekvivalencia egy ekvivalencia relacié a grafokon. A G grafot tartalmaz6 ekvivalencia-
osztélyt jeloljiik H(G)-vel.

25.10. definicié. Legyenek G és F grdfok. Ha G — F, akkor vezessiik be a H(G) < H(F) parcidlis
rendezést az ekvivalenciaosztdly kozott.

A bevezett parcidlisan rendezett halmaz halé.

25.1. tétel (Welzl tétele). Legyenek G és F grdfok, melyekre G — F és F - G. Ekkor létezik egy kiz-
biilsé K grdf, melyre G - K - F és F -+ K -+ G.

26. Cayley grafok

26.1. definicio. LegyenT egy csoport és S al részhalmaza, amely zdrt az inverzképzésre, de nincs benne
az egységelem. Egy ilyen S-et Cayley részhalmaznak neveziink. Képezziink egy grdfot, amelynek csiics-
halmaza T, valamint az u és v csiicsokat pontosan akkor tekintjiik szomszédosnak, ha u™'v € S. Ezt hivjuk
Cayley grafnak és Cay(T, S) a jele.

26.1. tétel (Sabidussi, 1964). [43|] A Cayley grdfok reprezentdljdk az dsszes csiicstranzitiv grdfokat. Bdr-
mely csiicstranzitiv grdf rektraktuma valamely Cayley grdfnak.
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A csucstranzitiv grafok egy szép tulajdonsiga a kovetkezd allitas.

a(G)
IV(G)I

26.2. definicio. A G grdf fiiggetlenségi ardnydnak nevezziik az i(G) = szdmot.

26.1. lemma (Nincs-homomorfizmus, Albertson és Collins, 1985). Legyenek G és H grdfok, H csiics-
tranzitiv és G — H. Ekkor i(G) > i(H).

Bizonyitas: Legyen S (H)a H maximalis, a(H) méretd stabil részhalmazainak csalddja. H szimmetridja
miatt mindegyik cstics ugyananyiszor (mondjuk m-szer) fordul el§ az S (H) csalad elemeiben. Az

a(H) X |S(H)| = m X |H|

egyenldség igaz, mivel kétféleképpen szamoltuk meg egy csics el6forduldsait egy elemében a csaladnak.
Legyen ¢ : G — H egy homomorfizmus. Ekkor minden I € S (H) esetén tudjuk, hogy |¢~'(I)| < a(G).

Osszegezve az egyenl6tlenségeket az osszes I € S (H)-re, kapjuk a kovetkezd egyenlStlenséget

D17 DI < aG) XIS (H)),

1S (H)

Maiskiilonben meg mindegyik u € V(G) cstics m-mel jarul hozza a baloldalhoz, mivel a ¢(u) az S (H)
csalddnak pontosan m tagjahoz tartozik.
Igy tehat

D 167Dl =mx|Gl

IeS(H)

A fenti harom 6sszefiiggésbdl kijon az allitas!

a(G) S m  a(H)
VG ~ IS(H)| ~ |H|

i(G) =

A bebizonyitott tételt tigy is fogalmazhatjuk:
Ha H cstcstranzitiv és i(G) < i(H), akkor G -» H.

26.1. Akromatikus szam

26.3. definicio. Egy G grdf akromatikus szdmdnak nevezziik és achr(G)-vel jeloljiik a legnagyobb olyan
s pozitiv egészet, amire létezik G — K teljes homomorfimus. [I14]

A fentiekhez hasonl6an kaphat6k a kdvetkezd eredmények:
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26.2.lemma. Ha ¢ : G — H teljes homomorfizmus, akkor achr(G) > achr(H).
26.3. allitas. Ha ¢ : G — H elemi homomorfizmus, akkor achr(G) — 2 < achr(H) < achr(G).

26.4. allitas. Legyen G egy grdf. Minden olyan s-re, amire x(G) < s < achr(G) létezik G — Kj teljes
homomorfizmus.

27. Hipergrafok, szinezések

27.1. definicié. [101] [102] [109] Hipergrdfnak neveziink egy H = (X, E) pdrt, ahol X a csiicsok hal-
maza, és E C P(X) pedig az élek halmaza, ahol az élek az X csiicshalmaz részhalmazaibol keriilnek
ki.

27.2. definicié. Egy hipergrdf megfeleld szinezése a csiicsainak egy olyan szinezése, amelyre teljesiil,
hogy nincsen olyan él, amelynek minden csiicsa egyszinii. (ez dltaldnositja a megfeleld szinezés grdfokra
vonatkozo fogalmadt)

27.3. definicié. [I2]|] Egy hipergrdf kromatikus szdma az a legkisebb k pozitiv egész, amelyre Iétezik a
hipergrdfnak k szinii megfeleld szinezése.

Sokféle grafszinezési fogalommal taldlkoztunk. A hipergrafok esetében olyan valtozatok is lehetsé-
gesek, amelyek nem tul érdekesek a specidlis hipergrafokra: a grafokra.

27.4. definicié. H erds k-szinezése az X egy particidjdt jelenti k stabil részre 1igy, hogy minden élben
legfeljebb egy cstics lehet minden osztdlybol.

Jelolje y(H) azt a legkisebb k-t, melyre létezik H-nak egy erds k-szinezése.

y(H) a H erds kromatikus szdma.

Nyilvdn y(H) < y(H), hiszen egy erds k-szinezés normdl k-szinezés is. Ha a hipergrdf specidlisan egy
grdf, akkor a két fogalom egybeesik.[79]

27.5. definicié. H kiegyensilyozott k-szinezése az X egy particidjdt jelenti k stabil részre 1igy, hogy
minden D; € E élnek és S; szinosztalynak a metszetére

|D| |Djl

teljesiil.
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27.6. definicié. H j6 k-szinezése az X egy particidjdt jelenti k stabil részre iigy, hogy minden D; € E
élben van min{|D |, k} kiilonbozd szin.

Ha k < minje; |Djl|, akkor minden S ; a H transzverzdlisa. Ha k > max ey |D|l, akkor egy jo k-szinezés egy
erds k-szinezés. A H kiegyensiilyozott k-szinezése egy jo k-szinezés is.

27.7. definicio. [162|] A normdl, az erds és a kiegyensiilyozott szinezések kozos dltaldnositdsa, ha minden
Dj élhez elére megadunk két nemnegativ szdmot, 0 < a; < b; < |Dj|.
H szabalyos k-szinezése az X egy particidjdt jelenti k stabil részre iigy, hogy minden D; € E élre

CljﬁleﬁSﬂSbj.

A grafok szinezésekor bevezetett fogalmak a hipergrafok esetében is fontosak, definicidjuk olyan,
hogy a specidlis graf esetben visszakapjuk a mar megismert eredeti fogalmat.

27.8. definicié. A H hipergrdf egy x csiicsdnak monofoka, m(x,H) azon élek maximdlis szdma, amelyek
mind tartalmazzdk x-et, de pdronkénti metszetiik csak az x-et tartalmazza. Legyen

M(H) = maxminm(x, H/Y).
YCX xeY

(ahol H]Y az Y dltal feszitett részhipergrdfjdt jelenti H-nak, melynek alaphalmaza Y és H azon élei
alkotjdk az éleit, amelyek részhalmazai Y-nak)
Grdfokra az M(H) + 1 volt az Erdds és Hajnal dltal bevezetett szinezési szam.

27.9. definicio. Kevert hipergrdfnak neveziink egy H = (X, C, D) hdrmast, ahol X a csiicshalmaz, és C
és D is az X részhalmazainak csalddja: a C-élek és a D-élek.[203|]{229, 1230, 1231)]

27.10. definicié. Egy kevert hipergrdf megfeleld k-szinezése egy X — {1,2, ..., k} fiiggvény, amire min-
den C-élben van két egyforma szinii csiics (nincs teljesen tarka C-él) és minden D-élben van két kiilonbozd
szin csics (nincs teljesen egyszinii D-él).

27.1. megjegyzés. Nem minden kevert hipergrdfnak van megfeleld szinezése! Példdul a kovetkezdnek
nincsen: H = ({1, 2} {{1, 2}}; {1, 2}}).

27.11. definicié. Egy kevert hipergrdf k szinnel szinezhetd, ha létezik legfeljebb k szint haszndlo megfe-
leld szinezése.

Feszitett k-szinezésnek neveziink egy megfeleld k-szinezést, ami az osszes szint haszndlja (tehdt a fiiggvény
sziirjektiv)

27.12. definicié. Egy H kevert hipergrdf esetén a feszitett szinezéseiben haszndlhaté maximdlis szinszd-
mot felsdé kromatikus szdmnak nevezziik és y(H)-val jeldljiik.
Hasonléan a minimdlis szinszdmot alsé kromatikus szdmnak nevezziik és y(H)-val jeldljiik.
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27.2. megjegyzés. Jelolje Hp a (X, 0, D) hdrmast és nevezziik ezt D-hipergrdfnak.

Vegyiik észre, hogy a D-hipergrdfok vizsgdlata a minimdlis szinszdm vizsgdlatdt jelenti a hipergrdfok ko-
rében.

Hasonloan jelolje He a (X, C, 0) hdrmast és nevezziik ezt C-hipergrdfnak.

Vegyiik észre, hogy a C-hipergrdfok vizsgdlata pedig a maximdlis szinszdm vizsgdlatdt jelenti a hipergrd-
fok korében.

Ebbdl lathatd, hogy az dltalanosabb kevert hipergrafok vizsgdlata soran minden olyan probléma felmeriil,
ami kiilon-kiilon a minimadlis- és maximalis szinszdm vizsgélatdnal felmeriil.

28. Alkalmazasok, érdekességek

28.1. Kromatikus spektrum

28.1. definicié. [[72]] [156|] Megengedett halmaznak nevezziik azon k pozitiv egészek halmazdt, ame-
lyekre a H hipergrdfnak van feszitett k-szinezése.

28.2. definicio. Minden egyes k-ra legyen ri az X csiicshalmaz olyan particidinak szdma, amely k nem-
iires osztdlybol dll (ezek a szinosztdlyok) és a C-élekre, valamint a D-élekre vonatkozo szinezési feltételek
is teljesiilnek.

Ezeket a particiokat megengedett particioknak nevezziik.

r, megegyezik a feszitett k-szinezések szamdval (ha a szinek permuticidjaval kapott szinezéseket nem
tekintjiik kiilonbozSknek).

28.3. definicié. Az R(H) = (ry,...,r,) vektort nevezziik a H hipergrdf kromatikus spektrumdnak.

Tekintstink egy szinezheté H kevert hipergrafot.

Ekkor természetesen addédik a kérdés, hogy az alsé- és felsd kromatikus szama kozotti tetszleges k-ra
1étezik-e feszitett k-szinezése?

A vialasz nemleges, vagyis a kromatikus spektrumban lehetnek lyukak.

28.4. definicio. A kromatikus spektrumnak k-ban lyuka van, ha a megengedett halmaz tartalmaz k-ndl
kisebb és nagyobb elemet is, de a k-t nem.

28.1. megjegyzés. Tetszdleges 2 < s < t—2-re létezik olyan H,, kevert hipergrdf, amelynek megengedett
halmaza {s, t}.
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Szintén érdekes kérdés, hogy a pozitiv egészeknek melyek azok a részhalmazai, amik kevert hipergrafnak
lehetnek megengedett halmazai?

28.2. megjegyzés. Az bizonyitott, hogy a pozitiv egészeknek egy véges részhalmaza akkor és csak akkor
megengedett halmaza valamely kevert hipergrdfnak, ha vagy az {1,2,...,t} kezdd-intervallum vagy ha
nem tartalmazza az 1 elemet.

Legyen X = {x,x,a1,...,a,-2,b1,...,b,2}. Jelolje T az x,a;b; szerkezeti harmasok halmazait,
ahol r € {1,2} ési € {1,2,...,t — 2}, valamint jeldlje U az a;b;a;b; alaku négyesek halmazit, ahol
Lje{l,2,...,t =2}

Legyen W minden i, j € {1,2,...,t — 2}-re az {a;, b;, a;, b;} négyelemii halmazbdl készithetd harmasok

(minden négyelemi halmazbdl 4 ilyen szdrmazik) unidja.
Ekkor a C-élek legyenek 7"U W és a D-élek legyenek 7' U U U {x; x,}.

Megmutathatd, hogy ennek a kevert hipergrafnak a megengedett halmaza {2, }.
Tehat, ha ¢ > 4, akkor ez a példa mutatja, hogy a megengedett halmaznak lehet lyuka.

28.2. Sikhipergrafok

Tekintsiink egy H = (X, E) hipergrafot.
Ennek a B(H) paros graf reprezentacidja egy olyan paros graf, aminek két osztilya X és E és egy X-beli
csucsot akkor és csak akkor kotiink 6ssze egy E-beli éllel, ha a cstics eleme ennek az élnek.

28.5. definicié. Egy H hipergrdfot sikhipergrdfnak neveziink pontosan akkor, ha B(H) sikgrdf.

Vegyiik észre, hogy a sikhipergrafoknak létezik a sikba olyan bedgyazdsa, hogy a csiicsokhoz a sik egy-
egy pontjit rendeljiik és minden élnek megfelel egy zart sikrész (ami homeomorf a korlappal) és nem
tartalmaz mads csucsokhoz rendelt pontokat, viszont tartalmazza a sajat csucsaihoz tartozé pontokat a
hatdran.

Tovabba két ilyen sikrész csak az élek kozos csticsainak megfeleld pontokban metszhetik egymast.

Legyen most H = (X, C, D) egy kevert hipergraf. Jelolje E = C U D. Ha van olyan C-€l, ami egybeesik
egy D-éllel (vagyis bi-él), akkor az az E-ben csak egyszer szerepel.
Nevezziik a H' = (X, E) hipergrafot a H kevert hipergrafhoz rendelt hipergrafnak. (ha a C-élek mind
egybeesnek a D-élekkel, akkor bihipergrafrél beszélhetiink)

28.6. definicié. A H = (X, C, D) kevert hipergrdf sik-hipergrdf, akkor és csak akkor, ha a hozzdrendelt
hipergrdf sik-hipergrdf.
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28.3. megjegyzés. Az nyilvanvald, hogy minden D-hipergrdf, ami sik-hipergrdf is az szinezhetd megfele-
lGen.

Hasonloan minden C-hipergrdf is, ami sik-hipergrdf.

Azonban dltaldnos kevert sik-hipergrdfok esetén mdr nem feltétleniil létezik megfeleld szinezés.

28.1. példa. A legkisebb (nemtrividlis) nem szinezhetd kevert
H = (X, C, D) sik-hipergrdf a kovetkezd:
X=1{1,2,3}, C={(1,2,3)} és D = {(1,2),(2,3),(1,3)}.

28.4. megjegyzés. Nem nehéz ebbél a példdbdl kiindulva gydrtani nem szinezhetd kevert sik-hipergrdfok
végtelen csalddjdt sem.
Viszont a nem szinezhetd kevert sik-hipergrdfok szerkezete még nem ismert.

28.3. Specialis hipergrafok szinezhetosége

28.7. definicio. Egy hipergrdfot r-uniformnak neveziink, ha nincsenek tobbszords élei és minden élnek
a mérete r.

Teljes r-uniformnak nevezziik azt az r-uniform hipergrdfot, amiben az élek éppen az X csiicshalmaz
osszes r elemii részhalmazai (az dsszes r elemii részhalmazt jeloljiik (f)-rel ).

Ennek jele: K}, ahol |X| = n.

Ezt a fogalmat altalanosithatjuk kevert hipergrafokra is:

28.8. definicié. [242|] Egy kevert hipergrdfot (I, m)-uniformnak neveziink, ha nincsenek tobbszoris élei,
minden C-él mérete | és minden D-él mérete m.

Teljes (I, m)-uniformnak nevezziik azt az (I, m)-uniform kevert hipergrdfot, amiben a C-élek az X csiics-
halmaz dsszes | elemil részhalmazai és a D-élek az osszes m elemil részhalmazok, vagyis: K(n,l,m) =
X.C. D) = (X.(}).(Y)), ahol |X| = n.

28.1. tétel. K(n,l, m) akkor és csak akkor nem szinezhetd megfelelfen, han > (I — 1)(m — 1) + 1.

Bizonyitas: El&szor megmutatjuk, hogy han < (I — 1)(m — 1), akkor van megfelel$ szinezés.
Szinezziik az elsd (m — 1) csucsot az els6 szinnel, a kovetkezd (m — 1)-et a masodikkal, stb.

Mivel n < (I — 1)(m — 1), ezért igy legfeljebb (I — 1) szint haszndlunk fel és az igy kapott szinezés a
K(n, 1, m) egy megfeleld szinezése.

Han > (I - 1)(m - 1) + 1, akkor mivel minden / méret{i részhalmaz egy C-€l, ezért nem hasznalhatunk
csak legfeljebb (I — 1) szint;

valamint, mivel minden m méretli részhalmaz egy D-€l, ezért egy szinosztalyban legfeljebb (m — 1) cstics
szerepelhet.

Ebbdl trividlisan kovetkezik, hogy marad olyan csics, amit mar nem tudunk megfelelGen szinezni. W
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28.1. kovetkezmény. Egy H = K(n,l,m) kevert hipergrdf megfelelden szinezhetd akkor és csak akkor,
ha a kromatikus inverze (amit a C és D-élek felcserélésével kapunk) H = K(n,m, ) is szinezhetd.

28.2. kovetkezmény. Rogzitett (I, m) pdrra tehdt majdnem minden K(n, I, m) nem szinezhetd megfelelden.

A fentiek trividlisan kovetkeztek a tételbdl, €s a kovetkez allitast sem til nehéz belatni.

28.3. kovetkezmény. Ha az (I, m) pdrt nem rogzitjiik, akkor viszont majdnem minden K(n,l, m) szinez-
hetd.

29. Kromatikus kritikus konstrukciok

29.1. Csicsok hasitasa

G és H grifok, x € V(G), valamint legyen X = {x,---x,} € V(H) (n > 2) a H graf egy fiiggetlen
cstiicshalmaza. Ha teljesiil a G \ {x} = H \ X egyenldség, valamint azonos az x G-beli szomszédsaga
és az Osszes x;, (i = 1,---,n) egyiittes H-beli szomszédsaga akkor azt mondhatjuk, hogy a G a H-bdl
szarmazik az X elemeinek x-be olvasztdsdval. Megforditva, ha még az is teljesiil, hogy az X barmely két
elemének diszjunkt a szomszédsdga, akkor azt is mondhatjuk, hogy a H a G-bdl keletkezett az x cstcs

s 2z

X = {xq,- - x,}-re torténd felhasitasaval

29.1. allitas. [[[91|] Ha egy k-kromatikus kritikus grdf egyik csiicsdt hasitjuk, akkor a kapott grdf vagy
kiszinezhetd (k-1) szinnel vagy tovdbbra is k-kromatikus kritikus grdf marad. A mdsodik eset négynél
kevesebb csiics esetén nem fordulhat eld.

29.2. Dirac konstrukcidja

G1(V1, Ey), Go(V», E,) diszjunkt grafok. Legyen G1 VG, = G(V, E) a két grafbol kapott graf, amelyben
osszekotjiik még barmely két kiilonbozé grafbeli csticsot egy éllel, vagyis, V = V| U V,, valamint E =
E|UE, U Ej5ahol E5 = {{x,y}|lx € V|,y € Vo]

29.2. allitas. Ha G, k- kromatikus és G, ky- kromatikus diszjunkt grdfok, akkor G\vG, (ki + ky)- kro-
matikus, valamint pontosan akkor kromatikus kritikus, ha G és G, is az.

[59] 1581 160, 164} 162 165} 161} 163]] A v operacié tobbszori alkalmazdsdval valtozatos kromatikus kritikus
grafokat kaphatunk. Ez az operacid sok élt haszndl fel. Egy pdratlan hosszd kor 3-kromatikus kritikus,
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amelynek annyi éle van, mint csicsa. Ha két ilyen diszjunkt korre alkalmazzuk a v operaciot, akkor 2n
csticson (n? + 2n) él{i 6-kromatikus kritikus grafot kapunk.

Dirac, Erdds, Simonovits és Toft munkdi nyomén véalaszt kereshetiink a k-kromatikus grafok élstiriségére
is.

29.3. allitas. [[117 [I[18] [191] Dirac konstrukcidjdbol kovetkezik minden 6-ndl nagyobb k-ra is olyan
k-kromatikus kritikus grdfsorozat létezése amely legaldbb ain® élt tartalmaz (az n a csiicsok szdma).

Erdés P4l visszaemlékezésébdl tudjuk, hogy & el6szor azt sejtette, csak o(n?) élt tartalmazhat egy k{
kromatikus kritikus graf. Kideriilt, hogy mar k = 4-re is lehet sok €ld kritikus graf, Toft konstrudlt iz
nagysagrendd élt tartalmazé 4-kromatikus kritikus grafsorozatot.[128, 2,130} 131, ?]

29.1. példa. [I73] Induljunk ki két n > 3 hosszi pdratlan korbdl és egy kiilondllo K, , kétrészes grdfbol.
Kossiik dssze az egyik kor csiicsait a pdros grdf egyik osztdlydval mint egy pdrositds és tegyiik ugyanezt
a mdsik kor és a mdsik szinosztdly elemeivel. Az igy kapott 4n csiicsii és n®> + 4n élii grdf 4-kromatikus
kritikus.

7 z . . 53 2 z 7 7 .. 7 z 7 z
ErdSs és Simonovits igazolta, hogy % €lszdmndl t6bb mar nem érhetS el. A pontos konstans taldn
még ma sem ismert.

S6t a sok él eléggé egyenletesen is elhelyezkedhet.

29.4. allitas. Minden k > 6-hoz létezik olyan pozitiv by konstans és végtelen sok k-kromatikus kritikus G
grdf, melyre 6(G) > byn (az n a csiicsok szdma) vagyis minden fokszdm elég nagy.

k = 4 esetén Simonovits és Toft konstrudltak 4-élkritikus grafsorozatot, melyben minden pont foka na-
. 1
gyobb, mint cn:.

29.3. A Dirac-Hajos konstrukcio
1731

29.1. definicio (C, konstrukeié). [47] [59 58 160,164, 162, 165] 161} 163]

Legyen q egy pozitiv egész szam, G és G, diszjunkt grdfok. Mindkét grdfbani = 1,2 legyen xi1 , xiz, S x;.’, Vi

(g+1) kitiintetett csiics, amelyekre fenndllnak a kovetkezok:
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(a) Qi :={x},x7,---x!,y;} teljes grdf G;-ben.

(b) e; :={x}} € E(G)) ' ‘

(c)q € {1,2} vagyqg >3 és j=2,3,---qvagy {x{,yl} € E(Gy) vagy {xé,yz} € E(G,) vagy mindketté
teljestil.

Jelolje G a G| U G,-bdl a kovetkezd operdciokkal megkaphato grdfot:

(1) toroljiik az ey, e, éleket ‘ '

(2) rendre a j=1,2,--- ,q értékekre azonositjuk az x| és x; csiicsokat mds-mds x’-be

(3) kossiik ossze az yy és y, csticsokat egy iij e éllel.

A fenti definiciét Hajos Gyorgy vezette be g = 1 esetén még 1959 elott. [47]]

Egy G gréfot k-konstrudlhaténak hivunk, ha a G maga a k cstcsi teljes graf, vagy megkaphat6 két disz-
junkt k-konstrudlhat6 grafbdl az eredeti Hajds-konstrukcidval, vagy G megkaphaté egy k-konstrualhatd
graf két nem szomszédos csucsanak azonositasaval. Tehat a k-konstrualhaté grafok a k csicst teljes graf-
bdl kiindulva két olyan operacié ismételt alkalmazasaval dllnak eld, amelyek k-kromatikus grafokbol
k-kromatikus grafot adnak.

Hajos tétele szerint ennél tobb is igaz, minden olyan graf amely nem (k-1)-szinezhetd, részgrafként tar-
talmaz k-konstrudlhat6 grafot.

29.1. tétel. Bdrmely G grdfra x(G) > k © G-nek van k-konstrudlhaté részgrdfja.
29.1. kovetkezmény. G k-kromatikus kritikus grdf © G k-konstrudlhaté grdf.

1955-ben Dirac észrevette, hogy a Dirac-Hajés dltalanos konstrukcié egy specidlisabb formdban kritikus
grafokbdl kritikus grafokat 4llit eld.

29.2. tétel (A Dirac-Hajos konstrukcio). /5958 160, 164,162 165 161} 163|] Legyen k >4 és1 < g <k—-2
és legyen G egy olyan grdf, amelyet a G|, G, diszjunkt grdfokbdl a C, konstrukcioval nyertiink. Ekkor a
kovetkezd ket dllitds teljesiil.

(I) Ha a Gy és G, k-kromatikus kritikus grdf, akkor a G is az.

(Il) Ha q=1, akkor a G pontosan akkor k-kromatikus kritikus, ha a G, és G, is az.

A bizonyitasokrdl Gallai Tibor német nyelvi cikkeiben irt. [84}85] [86]

29.4. Toft konstrukcioja

A konstrukci6é bemutatdsa konnyebb, ha a hipergraf egyébként is alapvetd fogalmat itt is lefrjuk. A
G(V, E) hipergraf csicshalmaza a V véges halmaz, mig az E a V egy halmazrendszere, vagyis az E a V
bizonyos kiilonbozo, legalabb két elemet tartalmazoé részhalmazaibél all. Az E elemeit éleknek hivjuk,
a legalabb harom elemfieket hiperéleknek. Ha e = {x, y} egy rendes éle G-nek, akkor mondhatjuk, hogy
az e Osszekoti az x-et az y-nal a G-ben. Egy x € G cstics szomszédja egy y € G csucs, ha 1étezik olyan
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hiperél, amely mindkettdjiiket tartalmazza. Az x € G cstcs fokszdma a G hipergrafban definici6 szerint
megegyezik az 6t tartalmazo hiperélek szdmaval. Jelolje A(G) és 6(G) a hipergraf maximalis és minimadlis
fokszdmat.

Szokds még megkiilonboztetni az x € G cstics 1ényegi fokszdmdt is. Vegyiikk a G minden olyan élét,
amely az x-et tartalmazza, legyen ez E’. Vegyiink ebbdl egy olyan E” C E’ részrendszert, amelyben
barmely két hiperél metszete az {x} és egy legnagyobb ilyen. Az |E’| az x 1ényegi fokszdma. Grafokra a
kétféle fokszam fogalom azonos. A grafokat olyan hipergrafoknak tekinthetjiik amelyeknek minden éle
két elem. Altalaban, ha egy hipergraf minden éle azonos elemszamd, pl. 7, akkor t-uniform. Ha H és G
hipergrifok és V(H) C V(G) és E(H) C E(G), akkor a H részhipergrafja G-nek és réviden a H C G jelo-
1ést alkalmazhatjuk. Ha G hipergraf és X C V(G), akkor jelolje G[X] az X éltal feszitett részhipergrafot,
tehdt V(G[X]) = X, valamint az E(G[X]) a G azon éleibdl éll, amelyek az X részhalmazai is. Tovabba
X CV(G)és F CEG)esetén G\ X = G[V(G) \ X] és G \ F = (V(G), E(G) \ F). Két hipergraf unidja
egyszerlien HU G = (V(G) U V(H), E(G) U E(H)). Egy H hipergraf osszefiigg6, ha V(H) nem bonthat6
fel diszjunkt V; és V, részekre tigy, hogy a H minden éle része vagy a V| vagy a V, halmaznak.

Egy H hipergraf reprezentalhat6 egy G kétrészes graffal. Legyen V(G) = V(H) U E(H), vagyis az egyik
rész alljon a H cstcsaibdl, mig a masik részben a H minden élének feleltessiink meg egy-egy 1j csticsot.
Egyik részben sincs él, azonban a két rész kozott rendes €l koti 6ssze az x € V(H) és e € E(H) csicsokat,
ha x € e teljesiil. Az igy kapott G grafot a H hipergraf r-grafjanak hivjuk. Ha jobban tetszik a konstrukciét
ugy is elképzelhetjiik, hogy mindegyik hiperélt kicseréljiik egy csillagra (K ), a hiperélt alkot6 csticsokat
0sszekotjiik egy Uj csdccsal €s a hiperél megsziinik.

Egy H hipergraf 6sszefiiggd, ha a csticsainak barmely két valddi részre torténd particidjahoz 1étezik olyan
e € E(H) él (hiperél), amely metszi mindkett6t. A H hipergraf pontosan akkor 6sszefiiggd, amikor az r-
gréafja. Altaldnositva ezt az operaciét lefrunk egy r-tipusd konstrukciét! Legyen H egy hipergraf és legyen

E’ = {A,---,A,} a H éleinek olyan halmaza, hogy minden igazi (legalabb 3 elemi) hiperéle kozot-
tik van. Legyenek {G,--- ,G,}, H-t6] és egymdstdl diszjunkt csicshalmazii olyan grifok, hogy min-

den G;-nek van |A;| méretli V; C V(G;) fiiggetlen cstcsrészhalmaza (1 < i < n). Konstrudljuk meg a
{H,Gy,- - ,G,}-bdl a G grafot! Hagyjuk el a H hipergrafbdl az E’-beli éleit, de az A; csicsait azonosit-
suk a V; halmazzal (1 <i < n).

Berge, Lovasz és Toft elképzelése szerint bizonyos tulajdonsagu grafokat lehet konstrudlni hipergrafok
alkalmazasaval. Tegyiik fel, hogy bizonyos P tulajdonsdgu grafokat szeretnénk konstrudlni. Keressiik meg
a P altalanositdsanak megfeleld hipergrafokra vonatkozé % hipergraf tulajdonsagot. Ekkor megtehetjiik
azt, hogy a H hipergrafbdl kiindulva képezziik valamilyen r-tipust konstrukciéval a G grafot. Lehetséges,
hogy teljesiil a kovetkezd: a G akkor és csak akkor rendelkezik a P tulajdonsdggal ha a H-nak megvan a
% tulajdonsdga. Ha ez igy van, akkor a P tulajdonsdgi H hipergraf valahogyan redukélhat6 egy P tulaj-
donsdgu grafra. Megforditva, ha ismernénk az 6sszes P tulajdonsigu grafot, akkor egyfajta inverz r-tipusu
konstrukciéval megkapnank az 6sszes P tulajdonsagu hipergrafot.

A G hipergréf k-szinezése egy ¢ : V(G) — {1,2,--- ,k} (k > 1) leképezés, amelyre minden e € E(G)
teljesiil a |c(e)] > 2 egyenlStlenség, vagyis nem lehet egyszinii él. k-szinezhet$ egy hipergraf, ha 1éte-
zik (j6) k-szinezése. A y(G) kromatikus szdm fogalma hipergrifra hasonldan értelmezett, a legkisebb j
szam, amelyre G j-szinezhets. Ha y(G) = k akkor azt is mondjuk, hogy G k-kromatikus hipergraf. Az
Osszefiiggd G hipergrafot kromatikus kritikusnak nevezziik, ha y(H) < x(G) minden valédi H részhiper-
grafjara. G k-élkritikus, ha minden e € E(G) esetén x(G \ {e}) < x(G) = k. [10] [177]

A G grafban X fiiggetlen csucshalmaz (klikk), ha G[X] nem tartalmaz élt (teljes graf).
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1974-ben B. Toft a fenti hipergrafos elképzeléssel definidlt kromatikus kritikus grafosztalyt. A P graf-
tulajdonsdg a k-kromatikus kritikussag lesz.

29.3. tétel. Ha H, és H, diszjunkt hipergrdfok, akkor a grdfokra megismert operdciéval kapott H =
H\|VH, hipergrdfra y(H) = x(H\) + x(H»), valamint H akkor és csak akkor kromatikus kritikus, ha H, és
H, is az.

29.4. tétel. Legyen k > 3 egész szdm. Legyenek Hy és Hy diszjunkt hipergrdfok, és legyenek X; C V(H;)
(i=1,2) egyforma részhalmazok, |Xi| = |X3| = 2, valamint X; # V(H,) és (X») € E(H,), vagyis az X,
csticshalmaz éppen egy hiperél H,-ben. Jeldlje H azt a hipergrdfot, amely a H,-bdl és a Hy \ (X3)-bdl
kaphato az X, és X, csiicsainak pontokkénti azonositdsdval.

Tegyiik fel, hogy H, kielégiti a kovetkezd ot feltételt:

(I) Hy Osszefiiggd;

(1) x(Hy) < k- 1;

(II1) a H tetszdleges (k-1)-szinezése esetén az X| nem lesz egyszinii;

(IV) mdsrészt, ha tetszblegesen (k-1)-szinezziik a H{[X1] feszitett részgrdfot tigy, hogy az X| nem lesz
egyszinti, akkor ez a szinezés mindig kiterjeszhetd a Hy-re;

(V) mindegyik e € E(H,) esetén létezik olyan (k-1)- szinezése H| \ e-nek, hogy az X, egyszinii lesz.
Ekkor H k-kromatikus kritikus < H, k-kromatikus kritikus.

Vajon milyenek a tételben felsorolt 6t tulajdonsdggal rendelkez6 H; hipergrafok? Jelolje Gy az ot felté-
telnek megfelel6 olyan H; grafokat, amelyeknek van legaldbb 2 elemfi valodi X cstcs részhalmaza.,

29.5. allitas. Egy H; grdf egy k-kromatikus kritikus grdfbdl (3 < k) szdrmazik egy x| csiicsdnak X,-re
torténd felhasitdsdval — H, kielégiti az eldzd tétel (1), (I11) és (V) tulajdonsdgdt és X, egy valodi csiics
részhalmaza. Tehdt ha H, € Gy (3 < k) ekkor a Hy egy k-kromatikus kritikus grdf x, csiicsdbol az X,-re

torténd felhasitdsdval szdarmazik.

29.2. definicié. A G k-kromatikus kritikus grdf (3 < k) egy x| csticsdt a G univerzidlis csiicsdnak nevez-
ziik, ha barmely olyan H, grdf, amely a G x| csiicsdnak X,-be hasitdsdval keletkezett eleme Gi-nak.

29.6. lemma. A G k-kromatikus kritikus grdf (3 < k) egy x1 csicsa a G univerzidlis csicsa — Hj egy

olyan k-kromatikus kritikus grdf, amely a G x| csicsabol az Xi-re (|X1| = dg(x1)) torténd felhasitdsdval
szdrmazik, kielégiti az el6z6 tétel (IV) feltételét.

29.5. tétel. a) Legyen G k-kromatikus kritikus grdf (3 < k) és legyen x egy csiicsa. Ha dg(x) < 2k — 3,
akkor x univerzdlis G-ben, kivéve esetleg a k = 4, dg(x) = 5 esetet.

b) Legyen G* egy (k+1)-kromatikus kritikus grdf, amely egy G k-kromatikus kritikus grdfbol (3 < k) jott
létre 1igy, hogy egy Uij y csiicsot a G minden csiicsdval osszekotottiink. Ha az x csics univerzdlis a G-ben,
akkor univerzdlis a G*-ban is.

c) Legyenek G, G, diszjunkt k-kromatikus kritikus grdfok (3 < k) és legyen G az a grdf, amelyet a G, G,-
bdl Hajos eredeti konstrukciojdval kaptunk 1igy, hogy a két grdf x,, x, csiicsabdl lett azonositva, amely a
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G x csticsa.
Ha az x| univerzdlis a Gi-ben, az x, univerzdlis a G,-ben, akkor az x univerzdlis a G-ben.

29.2. kovetkezmény. Legyen 3 < k—1 < d egészek. Létezik olyan k-kromatikus kritikus G grdf, amelynek
van d-fokii univerzdlis csiicsa.

29.7. allitas. [[78]] A G egy 4-kromatikus kritikus grdf, amely egy Cyy1 pdratlan korbdl keletkezett egy v
Uij csiics felvételével, amelyet dsszekotottiink a kor dsszes csicsdval. Ekkor a v univerzdlis G-ben.

29.8. allitas. Legyen G’ egy (k+1)-kromatikus kritikus grdf, amely egy G k-kromatikus kritikus grdfbol
keletkezett egy y 1ij csucs felvételével, amelyet dsszekotottiink a G dsszes csiicsdval. Ha a H grdfot a G-
bél gy kaptuk, hogy az y-t felhasitottuk egy Y 1ij ponthalmazra és ha az Y csiicsait pontosan két szinnel
kiszinezziik 1igy, hogy haszndljuk is mindkét szint, akkor az Y ezen szinezését kiterjeszthetjiik a H egy
k-szinezésére

29.5. Kritikus hipergrafok

Legyen H egy k-kromatikus kritikus hipergraf (k > 4) és legyenek ey, - ,e, € E(H) a H 0sszes
hiperélei (n > 1). Vegyiink mindegyik e¢; hiperélhez egy-egy olyan G;, k-kromatikus kritikus gréfot,
amelyeknek van olyan x; univerzalis cstcsa, amelynek foka G;-ben legyen legaldbb annyi, mint az e;
mérete, valamint G;-k egymadssal és H-val diszjunkt csicshalmaziak legyenek. Ilyenek léteznek. [29.2] A
H~\ e\ -\ ¢, valamint a Gy, - , G, grafokbdl felépithetjiikk a G grafot n-hasitdssal, vagyis minden
1 <i < n,esetén a G;-nek az x; csicsét torjiik szEt és hasitjuk az e; hiperél csicsaihoz. Mivel az x; univer-
zdlis G;-ben minden i-re, igy [29.4] alapjdn a kapott G graf k-kromatikus kritikus. Ezzel a médszerrel egy
H k-kromatikus kritikus hipergrafbél kapunk egy G k-kromatikus kritikus grafot. Az ehhez felhasznalt
G; k-kromatikus kritikus grafok tetszélegesek, igy akar végtelen sok médon is kaphatunk nem izomorf
grafot H-bol. Ezt az r-tipust konstrukciot szigorithatjuk oly médon, hogy egy H-bdl csak véges sok kii-
16nbo6z6 grafot kapjunk.

Jeloljon minden p > k — 1 egészhez G egy konkrét k-kromatikus kritikus grafot, amelynek van egy
x, univerzilis csticsa, amelynek a foka G-ben p. Ilyen G” 1étezik [29.2]. Ha az e; hiperélre |ej| > k — 1,
akkor a G; legyen egy a GI-vel izomorf grif. Ha 3 > |e;| > k — 2, akkor vilasszuk a G;-t a G*~'-gyel
izomorf grafnak. Mindkét esetben az x; szerepét az adott G ,-beli univerzalis cstics jétssza.
Tovabbd kivanjuk meg még azt is, hogy az x; felhasitdsa a 3 > |e;| > k — 2 esetben olyan legyen, hogy az
e; csucsai koziil egyet kivéve, a tobbi a V(G; \ x;) egy konkrét csicsaval legyen Osszekotve.

s

Ezzel a szigoritott r-tipusu konstrukcidval kapjuk a kovetkezd allitast.

29.6. tétel. /6] [140][184] Legyen H egy k-kromatikus kritikus hipergrdf (k > 4). Ha k > 5, akkor
vdlasszunk ki egy-egy tetszbleges a; € e; csiicsot a H olyan hiperéleibdl, amelyekre 3 > le;| > k — 2
teljesiil. Ekkor létezik egy olyan k-kromatikus kritikus G grdf, amelyre
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(1) V(H)|subseteqV(G);
(2) A G(V(H)) a H részgrdfja, melynek csticshalmaza V(H) az élei pedig a H rendes (nem hiper) élei;
(3) A V(H) mindegyik a;-t0l kiilonbozd x csiicsdra igaz, hogy az x foka G-ben azonos a H-beli fokdval.

Megforditva a[29.4] tételbdl kovetkezik, hogy ha G k-kromatikus kritikus (k > 4), akkor az a H hipergraf
amibdl szarmaztattuk a fenti r-tipust konstrukciéval az is k-kromatikus kritikus.

29.2. példa. Legyen k és p legaldbb 2 egészek. Definidljuk most a H(V,E) hipergrdfot! Legyen |V| =
(k—1(p— 1)+ 1, valamint az E dlljon a V dsszes p elemii részhalmazdbol.

A definidlt H hipergrdf k-kromatikus kritikus.

A H minden csiicsdnak (k_l)_(ﬁ'_l)) a foka, mig a lényegi foka k-1. Ezeket a hipergrdfokat teljeseknek
hivhatjuk. Ha p=2, akkor éppen a k csiicsi teljes grdfokat kapjuk.

29.5.1. Kiritikus grafok és az osszefiiggoség

Mair Dirac Gabor megéllapitotta a k-kromatikus kritikus grafok kétszeresen pont-0sszefiigg6ségét. Je-
16]jon H; egy G k-kromatikus kritikus (k > 3) graf egy x csticsanak két részre - x, x, - torténd hasitasaval
kapott grafot. Nyilvan y(H,) = k— 1. Vegyiink egy H,, csicshalmazaban H;-gyel diszjunkt k-kromatikus
kritikus grafot. Hagyjuk el H,-b6l az a;,a, cstcsit és azonositsuk rendre az a;,a,-t a H; -bdl kapott
X1, xp csucsokkal. Az igy H| és H,-bdl keletkezett H k-kromatikus kritikus graf k-kromatikus kritikus
graf [29.4] [29.5] H-nak van két olyan csticsa, amelyeket elhagyva H szétesik. Megforditva Dirac beldtta,
hogy ha egy k-kromatikus kritikus grafnak van elvdgé két csicsa, akkor az a graf szdrmaztathat6 a fenti
konstrukcidval alkalmas G és H, segitségével. A konstrukcié a Hajés konstrukci6 éltaldnositdsa.

Dirac bizonyitotta azt is, hogy egy k-kromatikus kritikus graf (k > 3) (k-2) él-0sszefiigg6. Ennél tobb
nem igaz.

29.3. példa. Jeloljon Hy egy G k-kromatikus kritikus grdf egy (k-1) fokii x csiicsdnak legaldbb két részre
torténd hasitdsdval kapott grdfot. Jelolje X az x utodainak halmazdt, |X| > 2. Legyen H, egy k-kromatikus
kritikus hipergrdf, amelynek legfeljebb egy e hiperéle van, amelyre |e| = |X|. A diszjunkt H, és H, felhasz-
ndldsdval az X elemeit azonositva rendre az e elemeivel, megkapjuk a H k-kromatikus kritikus grdfot
[29.5] A H grdf mindig tartalmaz (k-1) nem is egy csiicsbol kiindul6 élt, amelyeket elhagyva a H nem

marad Osszefiiggo.
A pont-0sszefiiggéshez hasonldan itt is igaz az 4llitds bizonyos megforditasa.

29.7. tétel (Gallai Tibor és B. Toft). /84 [85] 86]] [206]] Legyen H(V,E) egy olyan k-kromatikus kritikus
grdf (k > 3), amelynek van egy E' C E (k-1) elemii elvdgo élhalmaza, amely élek nem illeszkednek

P e

mindannyian egy (k-1) fokii csiicshoz. Ekkor a H elddllithato az el6zd példa konstrukciojdval.

Bizonyitas: Dirac eredménye szerint az E’ egy minimélis szeparalé élhalmaz, tehat H-E’ éppen két
komponensre esik szét, ezek a grafok legyenek G| és G,. Tovabba E’ mindegyik éle 6sszekot egy-egy
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G és Gy-beli csucsot. Jeldlje V| és V] rendre a G €s G csicsainak azon részhalmazdt, amelyek illesz-
kednek egy vagy tobb E’-beli élre. Mivel H-nak nincs elvago csucsa, valamint az E’ 0sszes eleme nem
illeszkedik egyetlen csicsra, igy mind V|, mind V legalabb két elemd. Mivel a H k-kromatikus kritikus
graf, igy a G is és a G, is kiszinezhetd (k-1) szinnel. Jelolje rendre ¢ és ¢, a G| és G, (k-1)-szinezését.
Legyenek a C; és C, rendre a szinosztalyok.

Definidlunk egy G*(V*, E*) segédgréfot! Legyen V* = C; U C, Az E*-ban egyrészt a C; minden szin-
osztély pérja és a C, minden szinosztdly parja kozotti élek legyenek benne, mdsrészt C; € C; és C; € C,
kozott pontosan akkor menjen €I, ha van olyan E’-beli él, amely a C; egyik Gi-beli és a C; egyik G,-beli
csucsdt koti ossze. Az igy definidlt G* grafokra igaz, hogy y(G*) = max{k|K; € G*}.

Ha G* (k-1)-szinezhetd, akkor a H is (k-1)-szinezhetd. Mivel a H k-kromatikus kritikus graf, k-szinezhetd,
igy a G* tartalmaz teljes k-ast. Mivel |[E’| = k — 1 ez csak ugy lehet, hogy a V| éppen (k-1) kiilonb6z6
szinre van szinezve a ¢ szinezésben, ebbdl kovetkez6éen V| (k-1) elemi, mig a V, minden eleme ugyanazt
a szint kapta a ¢, szinezésben.

Mivel a ¢y, ¢; rendre tetszéleges (k-1)-szinezései voltak G| és G,-nek, valamint a H k-kromatikus kritikus
graf, igy lathatd, hogy ha a G,-hoz hozzavessziik a V,-t, mint hiperélt, akkor egyrészt egy k-kromatikus
kritikus hipergrafot kapunk, masrészt ha G-hez felvesziink egy 1] x cstcsot és 6sszekotjilk a V| mind a
(k-1) csticsdval, akkor egy k-kromatikus kritikus grafot kapunk. Ezekre alkalmazva a konstrukciot vissza-
kapjuk H-t. |

29.5.2. Kritikus grafok sok éllel

S. Hedetniemi konstrualt olyan k-kromatikus kritikus grafosztalyt amelyben a grafok elég sok élt tar-

talmaznak. Jeldljon G} olyan k-kromatikus kritikus grafot (k > 3), amely a G (k-1)-kromatikus kritikus
grafbdl ugy jott 1étre, hogy egy dj y csucsot Osszekotottiink a Gy minden csucsdval. Jeloljon tovabba
H egy 2-kromatikus kritikus hipergrafot. Az ilyenek gy néznek ki, hogy egyetlen hiperéliik az 6sszes
csticsbdl 4ll, més éliik nincs. Teljestiljon még rd a 2 < |V(H)| < |V(G))| egyenlbtlenség is. Legyen G, egy
(k-2)-kromatikus kritikus graf. A diszjunkt G, H és G, segitségével épitsiik fel a G grafot! Kossiik 0ssze
a H és G, 0sszes csticsat egy normdl éllel egymassal! Jelolje H, az igy kapott hipergrafot! Toroljiik H,-
b6l a H csucsaibdl 4ll6 egyetlen hiperélt, valamint hasitsuk a G} y csticsét a H csticsaiba! Az igy kapott
grif lesz G!
A H, k-kromatikus graf, mert 6sszeadédnak a kromatikus szdmok, ha két graf csicsait paronként dssze-
kotjiik. Létezik (k-1)-szinezése ha barmelyik normal é1ét elhagyjuk, st az ilyen (k-1)-szinezésben a H
cstcsai éppen 2 kiilonb6z6 szint kapnak, igy a[29.4]tétel bizonyitdsdbol kovetkezik a k-kromatikus kriti-
kussag.

29.8. tétel. /8] [195] [205][214] Legyen H egy k-kromatikus kritikus hipergrdf (k > 4) és e € E(H) egy
éle H-nak. Legyen G egy H-tol diszjunkt k-kromatikus kritikus grdf, amelynek van egy x € V(G) csiicsa,
amelynek a foka legaldbb |e|. A G-bdl szdrmaztassunk egy G’ grdfot az x csiics e-be torténd felhasitdsdval,
tehdt x helyébe az xi, X2, -+ , x| csticshalmaz keriil 1igy, hogy bdrmely két x; és x; H-beli szomszédsdga
diszjunkt. Definidljuk most a H’ hipergrdfot! V(H') = V(H) U V(G’) és E(H") = (E(H) — {e}) U E(G").
Ekkor

(a) x(H') = k

(b) Ha H és G k-kromatikus kritikus, akkor H’ k-kromatikus kritikus, ha a kovetkezd feltételek koziil
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valamelyik teljesiil:

(i) az x G-beli foka legfeljebb 2k-4,;

(ii) le| =2 és G’ (k-1) - szinezhetd;

(iii) a G(V,E) = G1VG, melyben G, egy pdratlan kor és G, = K1, egy attol diszjunkt teljes grdf,
valamint x € K.

29.4. példa (M. Stiebitz, 1987). [205] [215|] Legyenek X, X>, X3, X4, X5 diszjunkt, n > 3 pontbdl dllo
halmazok. Kossiik dssze az X; és X1 halmazokat i = 1,2,3,4-re és az X5 és X1 halmazokat minden
lehetséges mddon, pdronként n* rendes éllel. Valamint legyenek X, U X3, X3 U X5, X5 U X5, Xo U X,
és X4 U Xy hiperélek. Az igy kapott hipergrdfot H-val jeloljiik. A H 4-kromatikus kritikus hipergrdf. A
H szerkezete emlékeztet a Petersen-grdfra, csak H-ban az 5 csiics helyett n — n pont dll, valamint az

egyik korben a halmazok teljesen 0ssze vannak kotve, mig a hiperélek valahogyan a mdsik kor szerint
helyezkednek el.
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30. A négyszinsejtés torténete

Vajon kinek jutott eszébe legeldszor a kérdés? Taldn mar mdsoknak is feltlint, de nem beszélt réla
senkinek. Taldn nem ismerte fel, hogy kérdése érdekes!? Azt hihette nagyon egyszeri a valasz.

Kicsit furcsa, hogy az iskolasok nem kérdeznek meg ilyeneket a tandraikt61? Az is lehet, hogy kérdez-
nek a fiatalok szép dolgokat, de "a tananyaggal haladni kell" és még az is megfeledkezik sajat otletérdl
aki felvetette.

i

20. abra. Francis Guthrie, 1831-1899

De Morgan tanitvanyaként, Francis Guthrie Londonban egyetemen tanult matematikat, majd jogot és
botanikat is. Occsének, Fredericknek emlitette min tori a fejét, aki akkor mar szintén De Morgantdl tanult
matematikdt. Megkérte, kérdezze meg a nagy matematikust a térképek szinezésének problémdjardl. [83]]

Francis Guthrie 1852-ben kérdezte meg, vajon ki lehet-e szinezni barmely térképet 4 szinnel tigy,
hogy hatarszakasszal szomszédos orszagok a térképen kiilonb6z6 szineket kapjanak?

z z

Francis Guthrie késébb Dél-Afrikaban lett matematikus és botanikus. A Cape Town egyetemrdl
ment nyugdijba 1898-ban.

A South African Philosophical Society tagja volt.

Frederick Guthrie megkérdezte Augustus De Morgant fivére problémajardl.
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22. abra. Frederick Guthrie, 1833-1886

e De Morgan nem oldotta meg a feladatot, viszont megirta azt Dublinba Hamiltonnak. Megirta, hogy
4 szin sziikséges, de nem tudott elképzelni olyan térképet, amelyet ne tudott volna kiszinezni 4
szinnel. A didkja sejtése igaznak tiint.

e 3 nap mulva megérkezett Hamilton vélasza - nem volt gyorsposta, csak gyors volt a posta akkori-
ban!
Hamilton nem igérte meg, hogy gyorsan foglalkozna a 4 szin sejtéssel!
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23. abra. Augustus De Morgan, 1806-1871

De Morgan Indidban sziiletett, kora gyermekkoratdl egyik szemére vak volt.

Egyetemi tanulmdnyai utdn kival6 oktatéva vlt, 22 évesen professzor lett. A London Mathematical
Society megalakitdsdban is fontos szerepet jatszott.

A logika mellett a trigonometria, az algebra megalapozasaban kiemelkedd szerepe volt.

A Hold egy kréterét réla nevezték el.

2 .

De Morgan tovabb népszertisitette Guthrie probléméjat.

2 2

Az amerikai Charles Sanders Peirce is megprébdlta bizonyitani a sejtést 1860-ban, de késdbb is
foglalkoztatta a feladat.

1878-ban De Morgan a London Mathematical Society tagjainak figyelmébe ajanlotta az érdekes
sejtést.

Egy évvel kés6bb Arthur Cayley a Royal Geographical Society részére irt cikket, On the colouring
of maps cimmel, melyben elmagyardzza miért is nehéz megvalaszolni a 4-szinezhetdséget.

Sir William Rowan Hamilton ir fizikus, matematikus, csillagasz.
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24. abra. Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865

A newtoni mechanik4t Hamilton mechanikdnak is hivjdk az egzakt matematikai megalapozottsiga
kovetkeztében. Az elektromagnesesség, a kvantummechanika és az optika teriiletén elméleti mun-
kassaga nagy jelent&ségt.

A kvaterni6 fogalmat & vezette be, dltalanositva a komplex szamfogalmat.

Az analizis mellett diszkrét matematikaval is foglalkozott, szabalyos testek élhdl6zatat is vizsgalta,
a grafelméletben a Hamilton-kor és -tt viseli a nevét.

Bér Cayley Richmondban sziiletett, sziileivel egyiitt az elsé 7 évét Szentpétervarott toltotte.

Cayley gyakorl6 jogdsz volt Londonban 1849-t6] 1863-ig. Szabadidejében tobb mint 300 matema-
tikai cikket publikalt.

1852-ben a Royal Society tagjava vélasztottdk, majd 1863-t61 matematika professzor lett Cambridge-
ben.

Cayley alapvetden jarult hozza Cambridge hirnevéhez!

A csoportelmélet, a gorbék és feliiletek algebrai elmélete, a linedris algebra, matrixelmélet az el-
liptikus fiiggvények teriiletén munkdssaga alapvetd.

A geometria szamos teriiletén alkotott: analitikus geometria, projektiv geometria, nemeuklideszi
geometria.

A kombinatorika és a grafelmélet is érdekelte.
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26. abra. Alfred Bray Kempe, 1849-1922

e Mechanikdrdl, csillagaszatrdl is irt, 6sszesen mintegy 1000 cikke jelent meg.

e Alfred Bray Kempe 1879-ben a Nature-ben kihirdette, hogy megoldotta a négyszinsejtést. [126]
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Cayley tanitvanya volt, aki bétoritotta, hogy kozolje tételét az American Journal of Mathematics
szaklapban.

Kempe torvényszéki iigyvéd lett, pedig mind a matematika, mind a zene elvardzsolta. Mégis kés6bb
a London Mathematical Society elnoke volt az 1872—1874-es id6szakban.

non

Bar bizonyitdsa nem volt tokéletes, mégis idedi egy évszdzada élnek. Az "elkeriilhetetlenség", "re-
dukélhatésag" és a Kempe-lanc megkeriilhetetlen fogalmak. [[115]

Tekintsiink egy térképet, amelyben az O orszdg kivételével a tobbi j6l ki van szinezve négy szinnel.
Ha az O hatarszakasszal nem szomszédos mind a négy szinii orszaggal, akkor O-t is ki lehet jol
szinezni.

Tegyiik fel, hogy O szomszédos a P, F, Z, S orszdgokkal (ebben a koriiljarasi sorrendben), amelyek
rendre piros, fehér, zold és sarga szinfiek.

Ha nincs egy alterndl6 piros-zold lanc csatlakozé orszagokbdl a P-t6l a Z-ig, akkor minden P-bdl
indulé alterndlé piros-zold ldncban cseréljiik a piros szint zoldre és a zoldet pirosra. Mivel nem
lehet egy ilyen lanccal elérni a Z orszagot, igy elérjiik, hogy O-nak nem lesz piros szomszédja,
vagyis az O pirossal kiszinezhetd.

Ha 1étezik alterndl6 piros-zold lanc csatlakozé orszagokbol a P-t6l a Z-ig, akkor nem lehet az F-t61
az S-ig fehér-sarga alternald lanc, mivel nem metszhetik egymadst a piros-zold lanccal. De ekkor a
fehér-sarga szin betolti a piros-zold elébbi szerepét.

Kempe "megoldasat" az American Journal of Mathematics szerkesztGje, William Edward Story is
javitotta, kiegészitette. A f6szerkeszté Sylvester volt ebben az id6ben.

Charles Sanders Peirce amerikai logikus, matematikus is kozzétette észrevételeit, hogyan lehetne
Kempe bizonyitdsat precizebbé tenni.

James Joseph Sylvester Londonban sziiletett, 6 is De Morgan tanitvanya volt.

A Johns Hopkins University, majd Oxford professzora. Az American Journal of Mathematics meg-
alapitoja.

A Sylvester-Gallai tétel allitja, hogy a sikon N pont vagy egy egyenesre esik, vagy 1étezik olyan két
pont, amelyek egyenesén mds megadott pont nincs.

K egymast kovetd, K-ndl nagyobb egész szorzata oszthaté egy K-nal nagyobb primmel - ez a tétel
is Sylvester nevéhez fiiz6dik.

1880-ban a skot fizikus P. G. Tait irt [209) 210]] két cikket a négyszintétel bizonyitdsarol, amelyek-
ben hibékat javitott és vilagosabban érvelt [[115].

Hamilton tanécsai alapjan a kvaternidkkal is foglalkozott, tankonyvet irt az 1j fogalomrol.
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27. abra. Charles Sanders Peirce, 1839-1914

28. abra. James Joseph Sylvester, 1814—1897
o Természetfilozofus, a termodinamika, kinetikus gdzelmélet tuddsa is.
e Lord Kelvinnel nemcsak fizikai, topolégia munkdassag is 0sszefiizi. A csomok elméletét Sk kezdték

el kidolgozni.
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29. abra. Peter Guthrie Tait, 1831-1901

30. abra. William Thompson (Lord Kelvin), 1824—1907

e Julius Petersen az 1898-ban megjelent hires dolgozatdban [175] bemutatott egy ellenpéldat a Tait
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altal hasznalt allitasra, miszerint a 3-reguldris grafok 1-faktorizalhatok.
o A Petersen graf a legkisebb 3-reguldris, hid nélkiili graf amely nem 1-faktorizalhat6.

e Bar mindenki ugy hiszi a grafot elészor Petersen mutatta be, Kempe 1886-0s munkdjaban 12 évvel
korabban mar megjelent.

o Nem sikgraf! Mindkét minimélis nem sikgrafot minorként tartalmazza! Nincs Hamilton kore!

31. abra. Julius Petersen, 1839-1910

30.1. sejtés (Tait, 1884). Minden 3-0sszefiiggd, sikbeli, 3-reguldris grdf tartalmaz Hamilton-kort.

Tutte megcafolta a[30.1] sejtést, ellenpéldat mutatott.

30.2. sejtés. Minden 3-dsszefiiggd, 3-reguldris pdros grdf tartalmaz Hamilton-kort.

Joseph D. Horton és Mark N. Ellington ellenpéldédkkal céfolta a[30.2] sejtést.

e Tutte 1935-ben kezdte meg természettudomanyos, féleg kémiai tanulmdnyait, a Trinity College,
Cambridge egyetemen.
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32. dbra. Petersen-graf nem bonthat6 3 teljes parositds diszjunkt uniéjara

33. dbra. Bill Tutte példdja 1946-bdl, 46 csics, 69 €él, 25 orszag

A matematika miatt csatlakozott a Trinity Mathematical Society-hoz. 1939-ben két tanulmanyt is
kozolt kémidrdl, majd inkdbb a matematika mellett maradt.

A masodik vildghdboru alatt titkos rejtjelezések megfejtésében is segitett Tutte. Ebben a fontos és
nagy munkdban matematikai zsenialitdsara volt sziikség.

A Whitney 4ltal bevezetett matroid fogalmat a grafelméletben szamos problémdaban alkalmazta.

Donald Coxeter meghivta a torontéi egyetemre. 1962-ben a University Waterloo tandra lett. Az 5
éves egyetemen kombinatorika és optimalizalas fakultdst alapitott és vezetett.

Grafokrdl és hipergrafokrol irt monografidja alapm.
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35. abra. 78 csucsu, 2-kromatikus

o A griafok szinezésével kapcsolatban a teljes pdrositdsok 1étezésének karakterizacidja szerepel az
egyik, mig a kromatikus polinom fogalma egy mésikban.

o Tutte egyik hires tétele:
Minden 4-6sszefiigg6 sikgraf tartalmaz Hamilton-kort.

Bill Tutte torténetének misztikus fejezete, hogy 1935-ben, amikor tarsaival a Trinity College hallgatdja
volt Cambridge-ben, R. Leonard Brooks [41]], Arhur Harold Stone és Cedric Smith tarsasdgaban kitalaltak
a Blanche Descartes dlnevet.

Kés6bb mintegy 30 irast publikaltak ezen a néven, matematikai cikkek mellett verseket, humoros irasokat.
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37. abra. William Thomas Tutte, 1917-2002

Egyiitt oldottdk meg a hires rejtvényt: egy négyzetet fel tudtak bontani tobb kicsi, kiillonb6z6 méretii
négyzetre. Ime egy még bonyolultabb példa[88]]! Tutte ezen az dlnéven irt szinezési eredményeirdl is, s6t
a 210 csticsi snark 1étezését is igy publikalta.

30.1. tétel (Grinberg tétele). Legyen G egy véges sikgrdf, amelyben C egy Hamilton-kir. Ha f; és g
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35 27
50
8 19
15 17|11
9,[ 2 |6
7
24
25 18
29 16
~4
33 37 42
112 x 112

38. dbra. Mindegyik kis négyzet kiilonb6zé méretti!

39. abra. William (Blanche Descartes) Tutte, 1948

Jjeloli rendre a C-n beliili és kiviili k oldalii orszdgok szdmdt. Ekkor fenndll a

D k=2(fi-g) =0

k=3
formula.

30.1. definicio. Egy grdf ciklikusan k-élosszefiiggd, ha legaldbb k élt kell ahhoz torolni a grdfbol, hogy
két olyan komponensre essen szét, amelyek mindegyikében van kor.

117



40. abra. Emanuel Grinberg, 1911-1982, lett matematikus

41. dbra. Emanuel Grinberg tételével megallapithatd, hogy nincs Hamilton-kore

A fenti fogalmat a négyszinsejtés hivta el6. A Tutte-graf ciklikusan 3-élosszefiiggd. Grinberg a tételét fel-
hasznélva talalt Hamilton-kort nem tartalmazo 3-reguldris, poliéder élhdlézata tipusi (3-csticsosszefiiggd,
sik) grafot, amelynek a ciklikus élosszefiiggdsége 4.

Az el6z6 abra pedig egy ciklikusan 5-0sszefiiggd graf. Vegyiik észre, hogy minden korlatos orszdgdnak
5 vagy 8 oldala van, mig a kiilsé, nem korlatos 6cednnak 9 €l a hatdra. Ha lenne Hamilton-kore, akkor
barmely orszag kiviil vagy beliil 5 vagy 8 oldald, igy a formuldban minden tag oszthaté 3-mal, kivéve a
kiils6 orszagé. Igy az egyenl3ség nem teljesiilhet.
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30.3. sejtés (Barnette sejtése). Minden 3-reguldris, pdros poliéder grdf (konvex poliéder élhdldzata) tar-
talmaz Hamilton-kort.

30.2. tétel (Steinitz tétel). Egy 3 dimenzids konvex poliéder csiicsai és élei dltal meghatdrozott grdfok

pontosan a 3-csticsosszefiiggd sikgrdfok. Tehdt minden konvex poliéder csiics és él grdfja 3-csiicsosszefiiggd
sikgrdf, valamint minden 3-csiicsosszefiiggd sikgrdf reprezentdlhato, mint egy konvex poliéder élhdlozata.

e Barnette sejtése megoldatlan.
o A sejtés Tait hamis sejtése és Tutte ide vonatkozé hamis sejtésének egy kombinécidja.

o Misképp fogalmazva Barnette sejtése azt mondja, ha egy graf céfolja Tait sejtését, akkor az nem
lehet paros graf.

e 2000-ben egy kapcsolddo sejtés dllitja:
Minden 3-reguldris, poliéder graf, amelynek minden orszdga 6 vagy kevesebb oldald tartalmaz
Hamilton-kort.

e Nincs 178-ndl kevesebb csticsu ellenpélda az el6z0 sejtésre.

30.4. sejtés (Michael Plummer kérdése). Mi a legnagyobb ciklikus élosszefiiggdségi szdma egy 5-0sszefiiggd
sikgrdfnak? (A valasz 10, 11, 12 vagy 13.)

Heawood egész életében - 93 évet €élt - a négyszintétellel foglalkozott. 1890-ben a 11 éve 1étezé Kempe-
féle bizonyitasrdl kideritette, hogy nem lehet helyes. [81] Heawood a sikon kiviil mas feliileteken is
hasonl6 térképszinezéseket vizsgilt. Ha S egy feliilet, jelolje e(S) az Euler-karakterisztikat. 1890-ben
Heawood bebizonyitotta (a gombfeliilet esetét kivéve), hogy

T+ v49 —24e(S)
2

H(S)zl

felsd korlatja a sziikséges szinek szdmanak.
H(S) a Heawood-szam, e(S)=2 esetén H(S)=4.

e 3-reguldris

e alegrévidebb kor 6 hosszd

o alegkevesebb cstcst ilyen: "cage"
e Petersen graf - (3,5)-cage

e Heawood graf - (3,6)-cage

o Tutte-Coxeter graf - (3,8)-cage

e Balaban, Harries, Wong grafok - (3,10)-cage

119



43. abra. Percy John Heawood, 1861-1955

e Balaban - (3,11)-cage

e Hoffman - Singleton graf - (7,5)-cage
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44. dbra. A Heawood-graf, 14 csucs, 21 €1, derékbdség 6

45. abra. Tutte-Coxeter graf, 30 cstcs, 45 él, derékbdség 8

e A Heawood grafot le lehet rajzolni a sikra Ugy, hogy minden él egy egész hossziisdgu szakasz
legyen.

e A Heawood graf bedgyazhat6 a torusz feliiletébe ugy, hogy az élek nem metszik egymast.

e Eppen egy ilyen bedgyazist jelenit meg a Szilassi poliéder. Nem konvex, topoldgiailag térusz, 7
hatszogti arca van. Mindegyik arc éppen egy oldaldval szomszédos a tovabbi 6 arccal.
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47. dbra. Harries-Wong graf, 70 cstcs, 105 él, derékbdség 10

e A téruszon 1 "lyuk" van. Ha egy h lyuku test feliiletére a fenti tulajdonsdgi bedgyazas sikeriil f

arccal, akkor fennall a
_(f-Hr-3)

h
12

Osszefliggés.
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48. abra. Szilassi Lajos poliédere

49. dbra. A Szilassi poliéder szines lapjai

Ha egy poliéder O lyuku, vagyis topolégiailag a gombbel ekvivalens, akkor a fenti formuldban a h
zérus. Tehat f = 4, vagyis 4 lapja lehet egy megfeleld testnek. Ez a tetraéder.
A Szilassi poliéder a h = 1 esetet mutatja, f = 7. A h = 2 esetben az f nem egész szdm! A kovetkezd -

elvileg lehetséges - poliéderre h = 6, és f = 12.
Még nem konstrudltdk meg.
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50. abra. Jacob Steiner, 1796-1863

Az 1949-ben Csészar Akos dltal felfedezett toroiddlis poliéder a Szilassi poliéder dudlisa. Tehat 7 csticsa
van, minden csiicsnak 6 szomszédja van, vagyis a hdldja a 7 pontu teljes graf: K;. Tehat a K7 bedgyazhat6
a térusz feliiletére.

A Csaszar poliéder élhdlézata alkalmas bizonyos Steiner-féle haromszogrendszer megtaldldsara.

Egy alaphalmaz bizonyos harmasait kell ugy kivalasztani, hogy barmely kettes pontosan egy harmasban
forduljon eld. Ez egy specidlis Steiner-rendszer.

Kirkman 1847-ben az iskolds lanyok harmas sorokban torténd sétaltatdsanak problémajaval foglalkozott
bizonyos feltételek mellett. Heinrich Heesch német matematikus a vildghdborts évek alatt otthon dol-
gozott matematikai kérdéseken. Uttord szerepe volt abban, hogy a négyszinezhetSséget szdmitogéppel
kezdték vizsgalni.

O volt aki a redukalhat6sag fogalméval szisztematikusan élt. Algoritmust dolgozott ki és snmaga imp-
lementalta azt. O besz€lt elészor az konfiguraciok elkeriilhetetlen halmazar6l. Karl Diirre kozépiskolds
Akkor, 1964-ben Diirre az Algol 60 nyelven irt 6ridsi terjedelmii programot. A grafok szomszédsagi
matrixat lyukkartydkon vitték be a gépbe.

e Diirre programja megmutatta, hogy a “Birkhoff-diamond” val6éban redukalhat6. 1965-ben egy 9

e

méretl gylirirdl a program mutatta meg, hogy redukalhaté, kordbban ez még nem volt ismert.
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51. abra. Heinrich Heesch, 1906-1995

Diirre disszertacidjdban elemezte a programjanak szerepét, lehetdségeit, a kapott eredményeit.

Mivel az Egyesiilt Allamokban a komputerek egy kicsit fejlettebbek voltak, Heesch - Wolfgang
Haken segitségével - eljutott New York-ba, Brookhavenbe. Shimamoto 1967-ben meghivta, 6t is
érdekelte a hires probléma.

A CDC 6600 gépen kapott lehetdséget, ezen mar a Fortran programozési nyelven irt program futott.

Heawood,majd Oswald Veblen a térképszinezést matematikai eszkozokkel prébéltdk vizsgalni.
Elemi szamelmélettel, linedris egyenletekkel.

Veblen fiatal kollégdja volt George David Birkhoff, aki Kempe nyomén kivant haladni, szép idedk-
kal jutni elSbbre.

Birkhoff nagy matematikus volt, szdmos teriileten bizonyitott hires tételeket. A Poincaré-Birkhoff
fixpont tételt, ergodelméleti tételt,

Birkhoff munkdssaga nyoman Franklin 1922-ben belatta, hogy a 4-szintétel igaz, ha a tartoményok
szdma nem tobb 25-nél.

Heesch hozzijaruldsa a végsd bizonyitdshoz a "reducibility” és a "discharging" fogalmak voltak.
Az utébbi fogalom kellett ahhoz, hogy a bizonyitasi kisérletek sikerrel végzbdjenek.
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52. abra. George David Birkhoff, 1884-1944

Appel és Haken 1976-ban, amikor kihirdették a 4-szintételt megerdsitették Heesch érdemeit.[15]
16

A komputeres ellendrzés elkeriilhetetlen volt 1976-ban, mivel pl. 1476 grafot kellett megvizsgalni!

Appel és Haken mellett dolgozott E. R. Swart. 1957-ben a Pretoriai egyetemen végzett, majd a
Ph.D. fokozatot a Witwatersrand egyetemen kapta meg D. S. Henderson irdnyitasa alatt 1977-ben.

A bizonyitds komoly matematikai, filozéfiai vitat generalt. Vajon mennyire tekinthet§ egy bizo-
nyitds korrektnek, ha vannak benne olyan részek, amelyeket szamit6gépek ellendriztek? Szokasos
volt azt gondolni, hogy minden igazi matematikai bizonyitdsnak szépnek, rovidnek, frappansnak
kell lennie. Azonban ezek a jelz6k sem egzakt fogalmak. Tobb kutaté megprobalt "igazi" bizonyi-
tast adni.

Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour és Robin Thomas az elmult években megkisé-
relte reprodukdlni az 1976-os bizonyitast dtgondoldssal. Nem sikeriilhetett, igy sajat bizonyitdst
terveztek meg, amely a korabbi alapgondolatokat mind felhasznalja.[212]

Minimalis ellenpéldat probaltak keresni mar régéta. Megvizsgaltak 633 konfiguraciét, amelyekrdl
kideriilt, hogy redukélhatdk. Ilyenek a minimadlis ellenpélddban tehat nem lehetnek.
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53. dbra. Wolfgang Haken,1928 -

54. abra. Kenneth Appel, 1932 -
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55. abra. Robin Thomas

56. abra. Daniel P. Sanders

128



57. abra. Niel G. Robertson

Egy algoritmust haszndltak, amely ha egy redukalhaté konfiguricié egy magas Osszefiigg6ségii
G sikgrafban megjelenik, akkor konnyen megad egy kisebb G’ sikgrdfot, melynek barmely 4-
szinezésébdl konnyen kaphaté a G egy 4-szinezése. [188]]

Birkhoff 1913-ban megmutatta, hogy minden minimélis ellenpélda a 4-szinezhetdségre egy beliilrdl
6-0sszefiiggd, haromszogezett graf.
(Az "internally 6-connected" jelentése: nincs olyan C kore, amelyben tobb, mint 5 él megy.)

Bebizonyitottdk, hogy minden "beliilr6l 6-6sszefiiggd" haromszogezett sikgrafban felbukkan vala-
melyik konfiguraci6 a 633-bol.

Ezt hivjdk az elkeriilhetetlenségi bizonyitasnak.

Sikeriilt a "discharging médszert" tigyesebben alkalmazni, Appel és Haken 487 szabélyt alkalma-
zott, mig a négy kutat6 32-re csokkentette ezek szamat.

Mig az eredeti bizonyitds negyedrend(i algoritmust alkalmazott, a javitott négyzetes. Bar szamito6-
gépet Ok is haszndltak, de atlathatd lett a bizonyitds szerkezete.

Formalis tételbizonyité programmal késSbb ellendrizték [233]]
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58. dbra. Paul Seymour

31. Szivarvany szinezés és egyéb valtozatok

31.1. tétel (van der Waerden tétele, 1927). Minden pozitiv k és r egészekhez létezik olyan legkisebb
w(k, r) pozitiv egész, melyre igaz, hogy akdrhogyan szinezziik is ki r szinnel az [1,w(k, r)] intervallum
egészeit, taldlunk azonos szinti, k hosszii szdmtani sorozatot.

w2,r)=r+1

w(3,2) =9;w(3,3) =27;w3,4) =76
w(4,2) =35

w(5,2) =178

Miért nem ismert a tobbi érték?
w(3,5) =?7w(3,5) < 100?
Ha szamitégéppel ellendrizni akarjuk vajon az [1, 100] szamok mindegyik 5-szinezése tartalmaz-e egy-
szin(i 3 tagd szamtani sorozatot, akkor 5'% ~ 8 x 10%° szinezést kell megvizsgalnunk.
Esetleg egy jo elképzelés segithet!

Altaldnositott van der Waerden szdmok:
w(ky, ko, ..., k,; r) hasonldéan definialhatdk.
Néhdny ismert értéket megmutat a tablazat:
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31.1. Schur tétele

31.2. tétel (Issai Schur, 1916). Bdrmely r > 1-re létezik olyan s = s(r) legkisebb pozitiv egész, melyre
az [1, s] tetszdleges r-szinezése esetén létezik egyszinii megolddsa, az x +y = 7 egyenletnek.

Néhany érték:

s(1) =2; 5(2) = 5; 5(3) = 14; s(4) = 45; s(5) =?
”Rengeteg megoldatlan probléma van és tovabbi érdekes, 4j kérdéseket sokkal konnyebb felvetni, mint a
meglévdket megoldani.” F. Harary

31.2. Richard Rado, tovabbi altalanositasok

31.1. definicio. Az r > 1 egészre egy € linedris egyenletet r-reguldrisnak neveziink, ha létezik n = n(e; r),
melyre az [1,n] minden r-szinezése esetén létezik e-nak monokromatikus megolddsa. Reguldrisnak, ha
minden r > 1 esetén r-reguldris.

Schur tétele: Az x + y = z egyenlet reguldris.

31.3. tétel. (Rado egy egyenletre vonatkozo tétele.) Legyen az € linedris egyenlet alakja Y)! ¢;x; = 0,
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ahol c; € Z\ {0} minden 0 < i < n esetén. Ekkor € pontosan akkor reguldris, ha a c; egyiitthatok valamely
nemiires részhalmazdban az elemek osszege 0.

Korlatok, 6sszefiiggések:

w3, r) < (;:)3’

s(r) < R.(3) - 1

32. Szivarvany szinti szamtani sorozatok

32.1. tétel (Alekseev, Savchev, 1987). [164]] Ha az [1,3n] szdmokat gy szinezziik ki hdrom szinnel,
hogy mindegyik szinosztdaly ugyanakkora, akkor az x +y = z egyenletnek létezik olyan megolddsa, hogy
az x, y és z pdronként eltérd szinil.

Az ilyen megoldést hivjak szivarvany megolddsnak. Erd6s és Szekeres kérdezte, vajon mennyire gyen-
githetd a szinosztilyok méretére vonatkoz6 feltétel.

32.2. tétel (Schonheim, 1990). Az [1,n] bdrmely 3-szinezésére, ha mindegyik szinosztdly nagyobb mint
1, akkor az x +y = z egyenlet rendelkezik szivdrvdny megolddssal.
Az § érték nem javithato.

32.1. sejtés (Radoicic). Az[1,3n] szdmok minden egyenletes 3-szinezésére létezik szivdarvdny AP(3), vagyis
az x +y = 2z egyenletnek olyan megolddsa, amelyben az x, y és z kiilonbozd szinii.

32.2. sejtés (Jungié, Licht, Mahdian, NeSetFil, Radoici¢, 2003). [[120] Minden n > 3 egészre az [1,n]
minden 3-szinezése esetén, ha mindegyik szinosztdly nagyobb mint r(n), ahol

{"’Lz ifnz2 (mod6)
rin) = n+64
< ifn=2 (mod6)

taldlhato szivdrvdny AP(3) részsorozat.

32.3. tétel. Az N természetes szdmok bdrmely 3-szinezésére, ha a szinosztdlyok felsd siiriisége nagyobb,
mint t taldlhatd tarka AP(3).
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32.4. tétel. Van az N halmaznak olyan szivdrvdany AP(3)-mentes 3-szinezése, hogy minden n-ig a legki-

sebb szinosztdly mérete l%J

Bizonyitas: Tekintsiik az N kovetkezd szinezését:

fehér ifi=4 (mod 6)

piros ifi=1 (mod 6)
c(i) :=
zold  egyébként.

A fehér szinosztély [%J elemd. |

A sorozat igy kezdddik: PZZF/Z7ZP77¥7/P//7F77...
A szinezés médszere nem fiigg a vizsgalt prefix hosszatdl.
Periddikus szinezés.

32.5. tétel. [[[43)] Minden n > 3-ra létezik szivdrvdny-mentes 3-szinezése [1,n)-nek, amelyben a legki-
sebb szinosztdly elemszdma éppen r(n).

Bizonyitas: Legyen a szinezés:

fehér ifi=4 (mod 6)

piros ifi=1 (mod 6)
c(i) :=
zold  egyébként.

Amely igy kezd6dik: PZZFZZ|\PZZ¥7Z|PZZF 77
A szinezés periddikus.

Ha n # 2 (mod6), akkor az el6z06 altalanos szinezés j6. Az n = 6k + 2 esetben legyen

c a kovetkez6:
piros hai <2k + 1 ési paratlan,

c(i) :={ fehér hai> 4k + 2 és i paros,
zold egyébként.

A legkisebb szinosztdly mérete k + 1 = [%J. [ |
PZPZP7777F7FZF
PZPZP7ZP777777F7F7ZFZF

A P és az F egy tarka AP(3)-ban csak a két szélen lehetne a hosszu kozéps6é Z blokk

miatt.
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Masrészt barmely P és F paratlan tdvolsagra van, tehét nincs kozottiik féliton egy Z!

Mit mondhatunk akkor, ha az [1, n] szdmokat k > 5 szinnel, szivarvany A P(k) nélkiil
szeretnénk kiszinezni?

Az n = 2mk alaki hosszakra 1étezik egyenld méretdi szinosztalyokkal is szivarvany
AP(k) nélkiili szinezés.
Jelolje S,...,S« az n felosztdsat k egymast kovetd, egyenld hossza részre. Legyen

t = L%J

t hai€ S, U S, ésipdros,

j haieS;ésj #t, j+£t+2
c(i) :=
t+2 haie §;US,, ési paratlan.

11]42|33|42|55
k=5m=1
11111111]42424242|33333333|42424242|55555555

k=5m=4
11111111]22222222|53535353|44444444|53535353|66666666

k=6m=4

A t és t + 2 szinli elemek paronként pdratlan tavolsdgra vannak, emiatt kozottiik nem
lehet pdratlan sok szdm a szdmtani sorozatban. Igy 7 és ¢ + 2 nem lehet masik blokkban.
Ha egy blokkban vannak, akkor a legtdvolabbi szin nem érhetd el. n = 10m + 1,

harom szinbdl 2m-et hasznalunk, egyikbdl (4m+1)-et.

AB|AC|CCC|DC|DB
ABAB|ACAC|CCCCCIDCDC|DBDB

ABABAB|ACACAC|CCCCCCC|IDCDCDC|DBDBDB

Elkeriilhet6-e a szivarvdny AP(4), ha az [1,4n]-et 4 szinnel, mindegyikbdl n-et fel-
hasznéalva szinezziik ki?
Axenovich, Fon-Der-Flaass (2003)[150]
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33. Szinezési feladatok

Legyenek G és H grafok. Néhdany miveletet definidlunk grafokra.

33.1. definicio. A G+ H diszjunkt unio az a grdf, amely a G és a H egy-egy példdanydnak
diszjunkt unioja. [99, [ 100]

33.2. definicio. A G és H egyszerii grdfokra a GV H a G + H-bdl szdrmaztathatd, ha
osszekotiink minden u € G és v € H csiicsot egyetlen éllel.

33.3. definicio. A G X H Descartes-szorzat csiicshalmaza V(G) X V(H) és u € V(G),
v € V(H) esetén ((u,v),(u’,v’)) pontosan akkor él, ha vagy u = u’ és (v,v') € E(H), vagy
(u, ') e E(G)ésv=1V.

33.1. feladat. y(G + H) = max{y(G), y(H)}

33.2. feladat. (G VvV H) = x(G) + y(H)

33.3. feladat. x(G x H) = max{y(G), y(H)}

33.4. feladat. Legyen C, egy n hosszu kor, r egynél nagyobb, s pozitiv egész.
Mutassuk meg, hogy x(Cs11 V K) = s + 3, mig
w(Cyri1 V Ks) =s+2/

33.5. feladat. Igazoljuk, hogy G pontosan akkor m-szinezhetd, ha a(G X K,;,) > |V(G)|!

33.6. feladat. Legyen G egy olyan grdf, amelyben bdarmely két pdaratlan kornek van ko-
z0s pontja.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 5!

33.7. feladat. Adott n egyenes a sikon. Az dltaluk meghatdrozott sikrészeket szinezziik
ki ugy, hogy bdarmely szakasz két oldaldn eltérd szinii (korldtos vagy korldtlan) orszdg
legyen. Vajon legaldb hdny szin sziikséges egy ilyen kiszinezéshez?

135



2 2

33.8. feladat. Az eldzd feladatban keletkezett dabrdn most a (korldtos vagy korldtlan)
szakaszokhoz rendeljiink szineket. Egy szakasz alatt két, egyenesen szomszédos metszés-
pont kozotti részt, vagy olyan félegyenest értiink, amely egy metszéspontbol indul. Hdany
szin sziikséges a szakaszok kiszinezéséhez, ha egy metszésponthoz illeszkedo szakaszok
mds-mds szint kell, hogy kapjanak?

33.9. feladat. Szinezziik a metszéspontokat az dbrdn, de egy szakasz két végpontja nem
lehet egyszinii. Hany szint kell haszndlnunk? [99, [ 100]

33.10. feladat. Legyenek az egyenesek a sikon dltaldnos helyzetiiek, vagyis bdrmely
ketto metszi egymdst és nincs olyan metszéspont, amelyen kettonél tobb egyenes menne
keresztiil. Hdny szinnel lehet kiszinezni a csiicsokat és az éleket, ha két illeszkedd elem
nem lehet azonos szinii? (Tehdt szomszédos csiicsok, szomszédos élek és egy él és a

végpontja nem lehet egyszinii.)

33.11. feladat. Mi a vdlasz, ha a csiicsokat és a tartomdnyokat szinezziik, és két szom-
szédos orszdg, két szomszédos csiics és egy orszdg és a csiicsa nem lehet azonos szinii?

33.12. feladat. Szinezziik az orszdgokat és a szakaszokat. Egy szakasz nem lehet azo-
nos szinii azon orszdagokkal, amelyekkel nem csak csiicsban érintkezik. Hdny szin kell
minimum?

33.13. feladat. Mi a totdlis kromatikus szdma az utobbi feladatokban vizsgdlt grdfok-
nak?

33.14. feladat. A sakktdbla mezdit szeretnénk kiszinezni oly modon, hogy az egymdstol
huszdrlépésnyire lévd mezok szine mds legyen. Hdny szint kell feltétleniil haszndlnunk?
Mi a vdlasz, ha a 16 tdltos és menetmodja nem (1,2), hanem (2,3)?

33.15. feladat. Ha a G grdfnak a D egy irdnyitdsa, és a leghosszabb irdnyitott vit hossza
I(D), akkor van G-nek olyan jo szinezése, amely (D) + 1 szint haszndl. Létezik olyan
D’ irdnyitds, amelyre (D) = x(G) — 1. A G egy mdsik y csiicsdra legyen g(y) a g(W)
maximuma, ahol a maximumot az x—y kozotti W sétdkra vessziik.

a) Igazoljuk, hogy g(y) véges és jol definidlt, valamint a g(y) haszndlhato a G egy jo

r(D) + 1 szinezésére.
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Tehdt a G r(D) + 1 szinezhetd.
b) Bizonyitsuk be azt is, hogy

X(G) = min(r(D) + 1),

ahol a D végigfut az 0sszes irdnyitott kormentes irdnyitdson.

33.15, megoldasa [Gallai Tibor, 1968, Roy, 1967, Vitaver, 1962] Valoban ha a G
grafot kiszinezziik az {1, ..., y(G)} szinnel, akkor irdnyithatjuk dgy, hogy minden €l a
kisebb sorszamu szinii végétdl a nagyobb felé legyen irdnyitva. Ekkor a leghosszabb it
hossza legfeljebb y(G) — 1.

Masrészt tekintsilk a maximalis, irdnyitott kormentes D’ részgrafjat a D-nek. Ez a D
minden csucsat tartalmazza, hiszen ha csak egyetlen €l koti be a v csticsot, akkor kort
biztosan nem hoz létre. Tehat V(D’) = V(D) = V A D’-ben minden v € V csiicsra
nézziikk meg milyen hosszi a leghosszabb v-ben végz6dd tt! Rendeljiik ezt a hosszat
- mint szint - a v csicshoz! Nem nehéz latni, hogy barmely irdnyitott dton haladva a
szinek szigordan ndének.

Vegyiink a D-ben egy tetszdleges (u,v) € A(D) irdnyitott élt! A D’-ben biztosan megy
az u és a v kozott ut, hiszen vagy maga az (u,v) €l be van hizva a D’-ben, vagy ha
behidznank, akkor a D’-ben lenne irdnyitott kor. De ekkor 1éteznie kell egy irdnyitott
utnak v-bdl u-ba! Ezen az tton haladva szigordan nének a szinek, vagyis u és v biztosan
nem egysziniiek. De ekkor léteznie kell egy irdnyitott utnak v-bdl u-ba! Ezen az tton
haladva szigorian nének a szinek, vagyis u és v biztosan nem egyszintek.

33.16. feladat. Legyen G hurokél nélkiili osszefiiggd grdf és legyen D egy kormentes
irdnyitdsa. Legyen C egy kor G-ben, a a C eléremend, b a C hdtramend éleinek szdamdt
Jjelolje. Legyen r(D) = maxc[ . Vegyiink egy x csiicsot V(G)-bdl és legyen W egy x-bdl
kiindulo séta. Legyen g(W) = a—bXxr(D), ahol a jeloli a sétaban el6remend élek szdmuit,
mig b a hdatramend élek szamadt (természetesen ez az a és b mds, mint a C esetében).

33.17. feladat. [42][184] A sik bizonyos pontjait kiszineztiik pirossal, a tobbit kékkel.
Legyen d egy pozitiv szam. Igazoljuk, hogy van a kiszinezett sikon két azonos szinii pont,
amely d tavolsdgra van.

33.17, megoldasa Vegyiink egy szabdlyos, d oldald haromszoget. Valamelyik oldal
két végpontja egyszind.

33.18. feladat. A sik pontjait kiszineztiik pirossal vagy kékkel. Legyen d egy pozitiv
szdm. Igazoljuk, hogy legaldbb az egyik dllitds fenndll:
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a) A P ponthoz van vele azonos szinii pont d tdvolsdagra
b) A P pont egy 2d hosszi, egyszinii végpontii szakasz felezopontja.

33.19. feladat. A sik pontjait kiszineztiik pirossal vagy kékkel. Legyen d egy pozitiv
szam. Igaz-e, hogy legaldbb az egyik dllitds fenndll:

a) A P ponthoz van végtelen sok, vele azonos szinii pont d tdvolsdgra

b) A P pont végtelen sok 2d hosszii, egyszinii végpontii szakasz felezopontja.

megoldasa Vegyiik a P pont koriili d sugard kort. Ha a korvonalon van végtelen
sok olyan pont, amely a P-vel azonos szin(i, akkor rendben van, a) teljesiil. Ha nem igy
van, akkor csak véges sok pont azonos szini a P-vel, igy 1étezik végtelen sok étellenes
pontpar a koron, amelyek P-vel ellentétes sziniiek, tehat egymassal azonosak.

33.20. feladat. [170] Ki tudjuk-e szinezni a sik pontjait két szint felhaszndlva iigy, hogy
ne legyen két kiilonbozd szinid pont 1 tdvolsdgra?

33.21. feladat. [207] Ki tudjuk-e szinezni a sik pontjait hdrom szint felhaszndlva 1igy,
hogy ne legyen két kiilonbozé szinii pont 1 tdvolsdgra? [67]

33.22. feladat. A sik pontjait kiszineztiik 3 szinnel. Legyen 1 egy pozitiv szam. Igazoljuk,
hogy van a kiszinezett sikon két azonos szinii pont, amely d tavolsdgra van.

megoldasa Készitsiink két szabdlyos, 1 oldali haromszogbdl egy rombuszt azzal,
hogy a két haromszog egy-egy oldalat egyesitjiik. Vegyiink két ilyen rombuszt, ABDC-t
és AEGF-et! Egy-egy 60°-0s csucsukat egyesitettiik, €és még a DG szakasz is 1 hosszu
legyen. Ha pl. az A kék, akkor ha el akarjuk keriilni az egyszinii 1 hosszu szakaszt, akkor
a B és a C nem kék és mas-mas szini. De ekkor a D csak kék lehet, mert 6sszesen 3 szin
van. De ugyanigy kovetkezik, hogy a G is kék. De igy mégis lett egy azonos végpontu 1-
szakasz! Az elkészitett dbra megtaldlhat6 az egyik didn, bizonyitva, hogy sik kromatikus
szama nagyobb, mint 3. Vajon létezik-e hasonlé konstrukcid, amely kikényszeriti 5 szin
hasznalatat, ha az 1-tdvolsidgu pontok nem lehetnek azonos szintiek?

33.23. feladat. Ki lehet-e szinezni a szamegyenes pontjait 2 szinnel ugy, hogy ne legyen
egyszinii végpontu 1-szakasz?
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33.24. feladat. Ha a szamegyenest pirossal és kékkel kiszinezziik, akkor lehet taldlni
olyan hdrom azonos szinii pontot, amelyek szdamtani sorozatot alkotnak! (A kozépso, a
két szélso pont szakaszdnak felezépontja.)

33.24, megoldasa Probdljunk tobbet igazolni! Bizonyitsuk be, hogy a szdmegyenesen
az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 pontokat sem lehet két szinnel igy megszinezni, hogy ne legyen 3
tagl szamtani sorozatot alkot6 egyszinti harmas!

33.25. feladat. E] * Ki lehet-e szinezni a szdmegyenes pontjait 3 szinnel ugy, hogy ne
legyen olyan szakasz, amelynek a végpontjai és a kozepe is azonos szinii?

33.26. feladat. A sikot két szinnel szinezve mindig létezik egyenld oldalii hdaromszog,
amelynek hdrom csiicsa egyszinii!

33.27. feladat. Egy végtelen szabdlyos hdromszogrdcs csicsait 2 szinnel kiszinezziik.
Van-e biztosan egyszinii csiicsokkal rendelkezd egyenld oldalii hdromszog?

33.28. feladat. Van-e a siknak olyan 3-szinezése, hogy bdrmely egyenesrdl hidnyzik az
egyik szin?

33.29. feladat. Létezik-e a végtelen négyzetrdcs csiicsainak olyan 3-szinezése, hogy
bdrmely két rdcspontot 6sszekoto egyenes legfeljebb két szinii rdcspontot tartalmazzon?

33.30. feladat. Létezik-e a végtelen szabdlyos hdromszogrdcs csiicsainak olyan 3-szinezése,
hogy bdrmely két rdcspontot dsszekoto egyenes legfeljebb két szinii rdcspontot tartal-
mazzon?

33.31. feladat. Ki lehet-e szinezni a sikot 2 szinnel tigy, hogy bdrmely téglalap négy
csucsa kozott legyen mindkét szinii?

33.31L megoldasa Tekintsiik a négyzetracsnak egy 3, egymast kdvetd vizszintes és 9
egymds melletti fliggdleges racsegyenesét. Mar ebbdl a keletkezett 27 racspontbdl is
biztosan taldlunk 4 egyszin(it, amelyek téglalapot hatdroznak meg! Van ugyanis két

A * utal arra, hogy a feladat kicsit nehezebb
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olyan fiiggbleges harmas amely egyforma mintat mutat a vizszintesekkel vett metszeté-
ben. Igy ezen a két egyenesen a harom pontbdl kivalasztjuk a két-két egyforma szinfit,
amelyek éppen egy téglalap csucsai.

33.32. feladat. x Ki lehet-e szinezni a sikot 2 szinnel gy, hogy bdrmely négyzet négy
csucsa kozott legyen mindkét szinii?

33.33. feladat. x Ki lehet-e szinezni egy végtelen négyzetrdcsot 2 szinnel gy, hogy
bdrmely négyzet négy csiicsa kozott legyen mindkét szinii?

33.34. feladat. x Ki lehet-e szinezni egy végtelen négyzetrdcsot k szinnel gy, hogy
bdrmely téglalap négy csiicsa kozott legyen mindkét szinii?

33.34. megoldasa Nem. Mindig taldlunk egyszini téglalapot! Tekintsiink egy N X N
méretl részracsot.
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