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Kºzel²tŖ ®s szimbolikus 

sz§m²t§sok halad·knak

1. elŖad§s

Ortogon§lis transzform§ci·k



2

Ortogon§lis m§trixok,

ortogon§lis transzform§ci·k
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Ortogon§lis m§trixok

Defin²ci·.A             m§trix ortogon§lis, ha

P®lda.Az al§bbi m§trixok ortogon§lisak.
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Ortogon§lis m§trixok

ÅCsak regul§rism§trix lehet ortogon§lis.

(Kºvetkezik a determin§nsok szorz§s-

t®tel®bŖl.)

ÅOrtogon§lis m§trix inverze megegyezik a 

transzpon§ltj§val.

TQQ =-1
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Ortogon§lis m§trixok

ÅOrtogon§lis m§trix oszlopvektorai 

ortonorm§ltvektorrendszert alkotnak.

ÅKomplex m§trixok eset®n a H-ortogon§lis 

mellett haszn§latos az unit®relnevez®s 

is.
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Ortogon§lis transzform§ci·

Defin²ci·. A              ortogon§lis m§trixszal 

megadott  

lek®pez®st, ortogon§lis transzform§ci·nak 

nevezz¿k.

Az ortogon§lis transzform§ci·knak sz§mos 

gyakorlati alkalmaz§suk van.

nnRQ ³Í

Qxx:

nn RR 



7

Ortogon§lis transzform§ci·

Ortogon§lis m§trixok t§vols§gtart· transzform§ci·t

induk§lnak.

T®tel.A ortogon§lis m§trixra ®s 

vektorra

Bizony²t§s.

Megjegyz®s. A t®tel megford²t§sa is igaz, vagyis

ha minden           vektorra                  , akkor 

ortogon§lis.
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Ortogon§lis transzform§ci·

T®tel. TetszŖleges            m§trixra ®s      

ortogon§lis m§trixra

a)

b)

nnRQ ³ÍnnRA ³Í

22
AQA =

Hasonl· ĂhosszmegŖrzŖò tulajdons§g teljes¿l akkor 

is, ha m§trixok ortogon§lis transzform§ci·j§t tekintj¿k, 

a 2-es ®s a Frobenius norm§ban.
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Bizony²t§s
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Megjegyz®sek

ÅMivel tetszŖleges             m§trix eset®n mindk®t 

vizsg§lt norm§ra teljes¿l                 , ²gy azt is 

igazoltuk, hogy

ÅTetszŖleges ortogon§lis hasonl·s§gi transz-

form§ci· eset®n
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Kºvetkezm®ny

ÅTetszŖleges           m§trixra ®s   

ortogon§lis m§trixra mind a 2-es, mind 

a Frobenius norm§hoz tartoz· kond²ci·-

sz§mokra

)(cond)(cond AQA =

).(cond)(cond AAQQT =

nnRA ³Í
nnRQ ³Í
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Megjegyz®s

ÅA ĂhosszmegŖrzŖò tulajdons§gb·l kºvetkezik, 
hogy minden Qval·s ortogon§lis m§trix saj§t-
®rt®keinek abszol¼t ®rt®ke 1. (De ettŖl m®g 
lehetnek komplex saj§t®rt®kei is a m§trixnak.)

P®lda.
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Gram-Schmidt-f®le ortogonaliz§ci·
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Ortogon§lis-triangul§ris felbont§s

Defin²ci·. Az            m§trix ortogon§lis-

triangul§ris felbont§s§n, A-nak egy

alak¼ dekompoz²ci·j§t ®rtj¿k, ahol Q 

ortogon§lis, R felsŖ triangul§ris m§trix.

nnRA ³Í
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Gram-Schmidt-f®le ortogonaliz§ci·

Legyen            tetszŖleges regul§ris m§trix. 

Az A=QRegyenlŖs®get oszlopokra bontva

²gy is megadhatjuk:
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Gram-Schmidt-f®le ortogonaliz§ci·
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Az Am§trix line§risan f¿ggetlen oszlopvektorai az 

al§bbi line§ris kombin§ci·kkal fejezhetŖk ki a Q orto-

gon§lis m§trix ortonorm§lt oszlopvektorrendszer®vel:
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Gram-Schmidt-f®le ortogonaliz§ci·

Az elsŖ

egyenlŖs®gbŖl

kºvetkezik, ²gy v§laszthat·

®s
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Gram-Schmidt-f®le ortogonaliz§ci·

Felt®ve, hogy                 -ig adott     ®s                 ,

az                  ®rt®kekre     -t balr·l beszorozva     -

tal:
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Gram-Schmidt-f®le ortogonaliz§ci·

Meghat§rozva a

)...( 1,12211 --+++-= kkkkkk

def

k qrqrqrab

vektort, a                   ºsszef¿gg®st felhaszn§lva

ad·dik
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Az algoritmus mŤveletig®nye

Åndarab n®gyzetgyºkvon§s,

Åaz aritmetikai mŤveletek sz§ma

ÅA gyakorlatban a m·dos²tott Gram-

Schmidt elj§r§st haszn§lj§k.
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Maple k·d a QR-felbont§s 

meghat§roz§s§ra a Gram-Schmidt-

f®le ortogonaliz§ci· alapj§n
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Megjegyz®s

Ha a kiindul§si m§trix oszlopvektorai line§risan 

f¿ggetlenek, az elŖbbi elj§r§s kiterjeszthetŖ az                

®s          esetre is. 

Ha az             oszlopregul§ris (s ²gy sz¿ks®g-

k®ppen         ), akkor egy®rtelmŤen megadhat·k 

olyan              ®s             m§trixok, hogy            , ®s

(i) Qoszlopvektorai ortonorm§lt rendszert 
alkotnak,

(ii) Rolyan felsŖ triangul§ris m§trix, amelyben  

minden               -re.

mnRA ³Í mn²

mnRA ³Í

mn²
mnRQ ³Í mmRR ³Í QRA=

0>iir mi ,...,1=
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Elemi t¿krºzŖ m§trixok
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Elemi t¿krºzŖ m§trixok

Defin²ci·. A Q kvadratikus m§trixot elemi t¿krºzŖ m§trix-

nak mondjuk, ha Q=I vagy fel²rhat·                

alakban, ahol q olyan vektor, amelyre

Az elemi t¿krºzŖ m§trixokat Householder-m§trixoknak is 

nevezik.
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Elemi t¿krºzŖ m§trixok

Az elnevez®s onnan ad·dik, hogy         

esetben, az           transzform§ci· az n-

dimenzi·s euklideszi t®rnek egy qnorm§l-

vektorral megadott, orig·n §tmenŖ hiper-

s²kra val· t¿krºz®s®t adja, ahol 

Qxx

IQ¸

.2 TqqIQ -=
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P®lda

ĉrjuk fel a            norm§lvektorral megadott, 

orig·n §tmenŖ egyenesre val· t¿krºz®st 

szolg§ltat· elemi t¿krºzŖ m§trixot, ®s 

sz§moljuk ki a seg²ts®g®vel az (5,3) 

koordin§t§j¼ pontnak az elŖbbi egyenesre 

val· t¿kºrk®p®nek a koordin§t§it.
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Megold§s
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T®tel.Minden elemi t¿krºzŖ m§trix szimmetrikus   

®s ortogon§lis.

Bizony²t§s. 

Legyen Qelemi t¿krºzŖ m§trix.

a) Q szimmetrikus, mert

( ) () .222 QqqIqqIqqIQ TTTTTTTT =-=-=-=

Elemi t¿krºzŖ m§trixok
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Elemi t¿krºzŖ m§trixok

( )( )
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b) Qortogon§lis, mert

felhaszn§lva, hogy Qszimmetrikus ®s 

.1=qqT
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Elemi t¿krºzŖ m§trixok

T®tel.Legyenek x ®s y azonos hossz¼s§g¼ 

de k¿lºnbºzŖ vektorok az     euklideszi 

t®rben. Ekkor a  

®s  

formul§kkal megadott elemi t¿krºz®s x-et y-

ba viszi.
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Elemi t¿krºzŖ m§trixok

Bizony²t§s. Kºnnyen l§that·, hogy  

Hat§rozzuk meg a Qx vektort!
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A bizony²t§s folytat§sa
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A bizony²t§s v®ge

Ezzel igazoltuk, hogy

.yQx=
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Megjegyz®s

ÅA k®sŖbbiekben tºbbszºr haszn§lni fogjuk 
az elŖzŖ transzform§ci·t az 

speci§lis esetben, amikor a t¿krºz®s c®lja

a xvektor (elsŖtŖl k¿lºnbºzŖ) komponen-
seinek kinull§z§sa. Ekkor a

vektor §ltal defini§lt transzform§ci·t 
alkalmazzuk.
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Megjegyz®s

ÅTetszŖleges Q elemi t¿krºzŖ m§trix, A

m§trix ®s xvektor eset®n a Qx (illetve      ) 

transzform§lt vektor mŤvelettel, a QA

(illetve        ) transzform§lt m§trix  

mŤvelettel meghat§rozhat·k.

QxT

QAT
)( 2nO

)(nO
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Gyakorl· feladatok
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Gyakorl· feladatok

ÅH§ny olyan 3x3-as Qortogon§lis m§trix 

van, amelynek minden komponense 0, 1 

vagy -1?

ÅIgazolja, hogy az egys®gm§trixt·l 

k¿lºnbºzŖ n-ed rendŤ elemi t¿krºzŖ 

m§trixnak a +1 sz§m (n-1)-szeres, a -1 

pedig egyszeres multiplicit§s¼ saj§t®rt®ke.
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Gyakorl· feladatok

ÅHat§rozza meg az al§bbi m§trix QR 

felbont§s§t a Gram-Schmidt-f®le 

ortogonaliz§ci·s elj§r§s seg²ts®g®vel.
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Kºzel²tŖ ®s szimbolikus 

sz§m²t§sok halad·knak

2. elŖad§s

M§trixok ortogon§lis-triangul§ris 

felbont§sa
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A Householder-algoritmus
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Part²cion§lt elemi t¿krºzŖ m§trixok

T®tel.Legyen           egy elemi t¿krºzŖ m§trix.

Ekkor az al§bbi part²cion§lt form§ban meg-

adott m§trix is elemi t¿krºzŖ m§trix.
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Bizony²t§s

Ha Qegys®gm§trix, akkor 

is egys®gm§trix, ²gy az §ll²t§s ekkor igaz. 

Ha                 , ahol qegys®gnyi hossz¼s§g¼, 

akkor vezess¿k be a  

m-komponensŤ vektort.
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Bizony²t§s

Kºnnyen l§that·, hogy qôhossza is egys®gnyi ®s 

teh§t Tis elemi t¿krºzŖ m§trix.

Megjegyz®s. Anal·g m·don, az al§bbi part²cion§lt 

m§trix is elemi t¿krºzŖ m§trix, ha              elemi

t¿krºzŖ m§trix.
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Householder-algoritmus

T®telMinden A n-edrendŤ, val·s, kvadratikus 

m§trixhoz megadhat·k olyan  

elemi t¿krºzŖ m§trixok, hogy az 

rekurzi·val sz§m²tott      m§trix 1,2,...,j-dik 

oszlop§ban minden fŖ§tl· alatti elem 0. 

Speci§lisan ²gy       felsŖ triangul§ris alak¼.

121 ,...,, -nQQQ

AA =0

,1-= jjj AQA

1-nA

jA
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Householder-algoritmus

Bizony²t§s.

A bizony²t§st jszerinti indukci·val v®gezz¿k.

A j=1esetben haszn§ljuk fel azt a t®telt, amely elemi 

t¿krºzŖ m§trix seg²ts®g®vel kinull§zza egy vektornak a 

m§sodik komponens®tŖl kezdve az elemeit ¼gy, hogy 

kºzben a vektor hossza nem v§ltozik. A kor§bbi t®telbeli 

jelºl®seket haszn§lva legyen

ĉgy a        szorz§s elv®gz®se ut§n kapott  m§trix elsŖ 

oszlop§ban a m§sodik elemtŖl kezdve minden ®rt®k 0.

aAex == 1 .12
eay=

01AQ
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Householder-algoritmus

Bizony²t§s (folyt.)

Tegy¿k fel, hogy az §ll²t§s teljes¿l az elsŖ j

esetre! Az m§trixot ²rjuk fel 

part²cion§lt alakban, ahol 
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Householder-algoritmus

Bizony²t§s (folyt.)

Ism®t felhaszn§lva az elŖbb m§r alkalmazott t®telt, 

van olyan                   elemi t¿krºzŖ m§trix,amellyel 

szorozva az        m§trix elsŖ oszlop§ban a m§so-

dikt·l kezdve minden elem 0. 

A part²cion§lt elemi t¿krºzŖ m§trixokra vonatkoz· 

t®tel szerint          

szint®n elemi t¿krºzŖ m§trix.
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Householder-algoritmus

Bizony²t§s (befejez®s).

Teh§t az

m§trixm§ra j+1-dikoszlop§banis olyan

tulajdons§g¼lesz, hogy az fŖ§tl·alatti elemei

rendre 0®rt®kŤek.
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Ortogon§lis-triangul§ris felbont§s

A fenti t®tel bizony²t§s§ban szereplŖ elj§r§s 

val·ban dekompoz²ci·t ad, hiszen ²gy 

ahol               felsŖ triangul§ris m§trix,  

ortogon§lis m§trix, aminek Q inverze (vagyis az 

elŖbbi szorzatm§trix transzpon§ltja) is ortogon§lis, 

²gy 

A=QR.

,... 1211 AQQQA nnn ---=

1-= nAR 121 ...QQQ nn --
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P®lda

Hat§rozzuk meg a Householder-algoritmussal 

az al§bbi m§trix ortogon§lis-triangul§ris 

felbont§s§t.
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Megold§s

Most csak egy elemi t¿krºzŖ m§trixra van

sz¿ks®g, arra, amely az elsŖ oszlop 

m§sodik elem®t kinull§zza. Legyen 

®s              . 
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Megold§s
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Teh§t a QR dekompoz²ci·:
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FelsŖ Hessenberg m§trix

Defin²ci·: A H felsŖ Hessenberg m§trix, ha 

b§rmely j+1<i-re.
0=ijh
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FelsŖ Hessenberg alakra 

transzform§l§s

Megjegyz®s.TetszŖleges                 m§trix v®ges sok 

elemi t¿krºzŖ m§trixszal v®gzett ortogon§lis hasonl·s§gi 

transzform§ci· seg²ts®g®vel felsŖ Hessenberg alakra 

transzform§lhat·, vagyis megadhat·k olyan                       

elemi t¿krºzŖ m§trixok, hogy az

rekurzi·val sz§m²tott 1,2,é,j-dik oszlop§ban m§r felsŖ 

Hessenberg alak¼. Speci§lisan az          m§trix felsŖ 

Hessenberg alak¼ m§trix lesz.

nnRA ³Í

221 ,...,, -nQQQ

2-nA

AA =0
,1 jjjj QAQA -=
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Regul§ris m§trixok QR-felbont§sa 

a Cholesky-f®le dekompoz²ci·val
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Elj§r§s

Ha Aregul§ris, akkor a              m§trix pozit²v 

definit, teh§t l®tezik B-nek kanonikus

Cholesky-felbont§sa. 

Legyen             . Ekkor az A=QRortogon§lis 

triangul§ris felbont§s, hiszen RfelsŖ 

triangul§ris m§trix, m§sr®szt Qortogon§lis.

AAB T=

1-=ARQ
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Q ortogonalit§s§nak bizony²t§sa

( )( )( )

( ) ( )( )
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A Cholesky-f®le felbont§son alapul· QR-felbont§s 

numerikusan instabil.



61

P®lda

Hat§rozzuk meg a Cholesky-felbont§son 

alapul· elj§r§ssal az al§bbi regul§ris m§trix 

ortogon§lis-triangul§ris felbont§s§t
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Megold§s
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Megold§s
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Teh§t a QR-dekompoz²ci·:
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¥sszehasonl²t§s

Hasonl²tsuk ºssze a Householder-algoritmus 

®s a Cholesky-f®le felbont§son alapul· 

elj§r§s eredm®nyeit.
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Householder-algoritmus:

Cholesky-f®le felbont§son

alapul· elj§r§s:
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A felbont§s unicit§s§r·l

T®tel. Regul§ris A m§trix ortogon§lis 

triangulariz§ci·ja Q oszlopainak ®s R 

sorainak elŖjel®tŖl eltekintve egy®rtelmŤ.

Bizony²t§s.

Tekints¿k Ak®t felbont§s§t.

2211 RQRQA ==
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Bizony²t§s (folytat§s)

Mivel Aregul§ris, ²gy a determin§nsok szorz§s-

t®tele miatt, a felbont§sban szereplŖ minden 

m§trix regul§ris, ez®rt 

Itt a baloldalon ortogon§lis m§trix §ll, a jobb 

oldalon viszont felsŖ triangul§ris m§trix, ami csak 

¼gy lehet, ha mindk®t oldal egy Vdiagon§lis 

m§trixszal azonos.

.1

1212

-= RRQQT
, 
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Bizony²t§s (befejez®s)

VQQ 12 = 12 VRR =

Mivel V egyszerre diagon§lis ®s 

ortogon§lis m§trix is, ²gy a fŖ§tl·j§ban 

csak +1 ®s -1 §llhat, valamint

ami a t®tel bizony²t§s§t jelenti.
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Elemi forgat·m§trixok
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Elemi forgat·m§trixok

Defin²ci·. TetszŖleges               ®s                 

eset®n az

alakban megadhat· m§trixokat elemi 

forgat·m§trixoknak nevezz¿k.

(M§sik szok§sos elnevez®s¿k: Givens-

m§trixok.)
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S(p,q,ɗ)
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Tulajdons§gok

TetszŖleges S(p,q,ɗ) elemi forgat·m§trix ®s A m§trix 

eset®n

a) az S(p,q,ɗ) m§trix ortogon§lis,

b) az Aô=AS(p,q,ɗ) m§trix oszlopvektorai tetszŖleges                 

-re A oszlopvektoraib·l az al§bbi k®plettel  

sz§molhat·ak
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QR-felbont§s, felsŖ Hessenberg-

alakra transzform§l§s

ÅTetszŖleges val·s, kvadratikus m§trix 
ortogon§lis triangul§ris felbont§sa 
elŖ§ll²that· elemi forgat· m§trixokkal O(n3) 
mŤvelettel.

ÅTetszŖleges val·s, kvadratikus m§trix 
O(n2) elemi forgat·m§trixszal v®gzett 
ortogon§lis hasonl·s§gi transzform§ci· 
seg²ts®g®vel O(n3) mŤvelettel felsŖ 
Hessenberg-alakra transzform§lhat·.
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QR-felbont§s
P®lda.Hat§rozzuk meg az al§bbi m§trix 

QR-felbont§s§t elemi forgat· m§trixokkal

Megold§s.
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Mi®rt óforgat·ô m§trix?

ÅHa az (x,y) koordin§t§j¼ pont ɓszºget z§r 
be az x-tengellyel ®s azt az orig· kºr¿l -Ŭ
szºggel elforgatjuk, akkor az ²gy kapott 
pont (xô,yô) koordin§t§i                       

ahol                           . ĉgy

aa

aababa

sincos

)sin(cos)sinsincos(cos'
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zzx
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Megjegyz®s

ÅHa ismert az A=QRdekompoz²ci·, kºnnyen meg-
kaphat· |det A| is. Ehhez el®g meggondolni, hogy egy 
ortogon§lis m§trix determin§nsa csak +1 vagy -1 lehet. 
Ekkor viszont 

ÅHa ismert az Ax=aline§ris egyenletrendszer egy¿tthat·-
m§trix§nak A=QRfelbont§sa, akkor tekintve a

Qy=a 

Rx=y

egyenletrendszereket ykºnnyen meghat§rozhat·, 
kihaszn§lva Qortogonalit§s§t (            ), majd a 
szok§sos visszahelyettes²t®ssel xis megkaphat·.

.||det
1

Ô
=

=
n

i

jjrA

aQy T=



76

Gyakorl· feladatok
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Gyakorl· feladatok

ÅL®tezik-e olyan elemi t¿krºz®s, amely az 

egys®gkºrt az egys®gn®gyzetre k®pezi le?
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Gyakorl· feladatok

ÅLehet-e egy m§trix egyszerre elemi 

t¿krºzŖ ®s elemi forgat· m§trix is?
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Gyakorl· feladatok

ÅHat§rozza meg az al§bbi m§trix QR 

felbont§s§t a Householder-algoritmussal.
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Kºzel²tŖ ®s szimbolikus 

sz§m²t§sok halad·knak

3. elŖad§s

A saj§t®rt®k-probl®ma numerikus 

megold§sa
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Saj§t®rt®k, saj§tvektor

Defin²ci·. Legyen A n-ed rendŤ m§trix. A 

sz§mot az A saj§t®rt®k®nek h²vjuk, ha

l®tezik olyan                 vektor, amellyel 

Ekkor v-t a    -hoz tartoz· saj§tvektornak 

mondjuk.

CÍl
0, ¸Í vCv n
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l
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Saj§t®rt®kek

ÅEgy Am§trix saj§t®rt®kei pontosan a 

karakterisztikus polinomj§nak a gyºkei.
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Saj§t®rt®kek

ÅTriangul§ris m§trix saj§t®rt®kei a m§trix 

fŖ§tl·j§ban §ll· elemei.

ÅA karakterisztikus polinomot szok§s az al§bbi 

alakban is fel²rni:

ÅEgy           polinomhoz tºbb olyan m§trix is 

megadhat·, amelynek az adott polinom a 

karakterisztikus polinomja. Ezek kºz¿l 

k¿lºnºsen fontos a polinom k²s®rŖ m§trixa.

)...()1()( 1

1

1 nn

nnn

Ap alalall -----= -

-

)(lAp



85

Karakterisztikus polinom 

k²s®rŖ m§trixa

Az al§bbi

polinomhoz tartoz· k²s®rŖ m§trix

)...()1()( 1

1

1 nn

nnn

Ap alalall -----= -

-

ö
ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=

0100

00

10

0001

321

3

664

466

3

3 n

pC

aaaa



86

¥sszef¿gg®s a m§trix saj§t®rt®kei, 

determin§nsa ®s nyoma kºzºtt

Ô
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Bizony²t§s

a) ĉrjuk fel       egy¿tthat·j§t, felhaszn§lva a 
karakterisztikus polinom elŖbbi k®t, 
valamint a gyºkt®nyezŖs alakj§t!

Szorozzuk meg az elŖbbi egyenlŖs®get

-nel!
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Bizony²t§s

b) Tekints¿k a karakterisztikus polinomnak a       

helyen vett helyettes²t®si ®rt®k®t!

EbbŖl kºvetkezŖleg

Innen rºgtºn l§that· az is, hogy egy m§trix 
akkor ®s csak akkor regul§ris, ha nincs 0 
saj§t®rt®ke.
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P®lda
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A karakterisztikus polinom k²s®rŖ m§trixa:
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Hasonl·s§gi transzform§ci·

Defin²ci·. Legyen A tetszŖleges m§trix, T 

pedig tetszŖleges regul§ris m§trix. Az

hozz§rendel®st hasonl·s§gi transzform§ci·-

nak nevezz¿k. Azt mondjuk, hogy A hasonl·

B-hez, ha l®tezik olyan regul§ris T m§trix, 

hogy                   Jele:.1ATTB -=

ATTA 1-:

.~ BA
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Hasonl·s§g

Ćll²t§s.Hasonl· m§trixok karakterisztikus 

polinomjaik megegyeznek ®s ²gy saj§t-

®rt®keik is azonosak.

Bizony²t§s.

Legyen .1ATTB -=
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Az §ll²t§s megford²t§sa

ÅAz §ll²t§s megford²t§sa nem igaz. Az 

al§bbi Am§trix saj§t®rt®kei megegyeznek

az egys®gm§trix saj§t®rt®keivel, a k®t 

m§trix m®gsem hasonl·ak.
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Hasonl·s§g

Ćll²t§s.Ha A~B ®s A egy saj§tvektorrend-

szere                , akkor B saj§tvektorrend-

szere fel²rhat·                 form§ban, ahol

Bizony²t§s.

Legyen      az A tetszŖleges saj§tvektora.

Ekkor
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Bizony²t§s (folyt.)
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A fenti egyenlŖs®g azt mutatja, hogy B

saj§tvektorai, pontosan az §ll²t§sban 

megfogalmazott m·don ²rhat·k fel.
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A saj§t®rt®k-probl®ma 

numerikus megold§sa
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Feladatt²pusok

ÅHat§rozzuk meg egy m§trix ºsszes 
saj§t®rt®k®t.

ÅHat§rozzuk meg egy m§trix ºsszes 
saj§t®rt®k®t ®s minden saj§t®rt®k®hez 
egy-egy saj§tvektort.

ÅHat§rozzuk meg egy m§trix 
minim§lis/maxim§lis abszol¼t ®rt®kŤ 
saj§t®rt®k®t ®s hozz§ egy hozz§ tartoz· 
saj§tvektort.
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A numerikus m·dszerek 

fontoss§ga

Mivel egy m§trix saj§t®rt®keinek a 

meghat§roz§s§nak probl®m§ja ekvivalens 

egy algebrai egyenlet gyºkeinek 

megad§s§val, ²gy a Ruffini-Abel t®tel 

miatt, nincs olyan v®ges, effekt²v elj§r§s, 

amellyel a saj§t®rt®keket tetszŖleges

m§trix eset®n pontosanmeg tudn§nk 

hat§rozni.
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Saj§tvektorok

ÅA tov§bbiakban a hangs¼lyt a saj§t®rt®kek

kisz§m²t§s§ra helyezz¿k. Adott saj§t-

®rt®khez tartoz· saj§tvektor, megkaphat· 

egy homog®n line§ris egyenletrendszer 

megold§s§val. (Ha a saj§tvektornak ismert 

egy kºzel²t®se, akkor a hat®konyabb 

inverz hatv§nyiter§ci· is alkalmazhat·.)
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P®lda
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Saj§t®rt®kek kºzel²t®se 

QR-transzform§ci·val
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QR-transzform§ci·
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TetszŖleges A m§trix eset®n k®pezhetŖ az 

al§bbi m§trixsorozat:

ortogon§lis m§trix     
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T®tel

A                    ortogon§lis ®s az              

felsŖ triangul§ris m§trixokat bevezetve

a)

b) .1 kk

k UVA =

111

1211121

     

)()(

--

--

=

=

k

T

k

k

T

kk

VAV

QQQAQQQA 22

kk QQQV ...21=
11 RRRU kkk 2-=



103

Bizony²t§s

A bizony²t§st kszerinti indukci·val v®gezz¿k.  

k=1-re az §ll²t§s igaz.

a) Mivel a       ortogon§lis m§trix regul§ris ®skQ

kk

T

kk QAQA =+1
²gy

.       

)()(       

:alapján feltevés indukciós az       

)()(       

1

21121

1211121

1

k

T

k

k

T

k

kk

T

k

T

k

kk

T

kk

VAV

QQQAQQQ

QQQQAQQQQ

QAQA

=

=

=

=

--

+

22

22



104

Bizony²t§s
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Parlett klasszikus

konvergencia-t®tele a QR-algoritmusra

ÅHa az               m§trixra teljes¿l, hogy saj§t®rt®keit 

alkalmasan indexezve                            ®s megadhat· az       

-et diagonaliz§l· olyan Xm§trix, amellyel

®s l®tezik az                   felbont§s, akkor

0...21 >>> nlll

nnRA ³Í1

1A
),...,diag( n11

1 ll==- DXAX

LRX =-1
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A QR-algoritmus elŖnyei

ÅMindig alkalmazhat·, mert minden m§trixnak van 

QR-felbont§sa.

ÅMegŖrzi a szimmetri§t.

Ha        szimmetrikus, akkor

ÅA kerek²t®si hib§kkal szemben stabilisan viselkedik.
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Eltol§sos QR-algoritmus

ÅA QR-algoritmus konvergenci§ja dºntŖen 

a saj§t®rt®kek elhelyezked®s®tŖl, a

h§nyadosok nagys§g§t·l f¿gg.

ÅA konvergencia jelentŖsen jav²that· az 

eltol§sos QR-algoritmus seg²ts®g®vel. 

Minden l®p®s elŖtt meghat§rozunk egy 

alkalmas        konstanst, ®s a kºvetkezŖ

k®pletp§rokkal dolgozunk:

||/|| ji ll

RkÍs
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Eltol§sos QR-algoritmus

kkkk RQIA =-s

IQRA kkkk s+=+1

Az eltolt m§trix ortogon§lis triangul§ris felbont§sa:

Ford²tott sorrendben ºsszeszorz§s ®s korrekci·:
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Saj§t®rt®kek perturb§ci·ja
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Saj§t®rt®kek perturb§ci·ja

Feladat: Jelºlje az Am§trix saj§t®rt®keit

a      m§trixszal Ăperturb§ltò            m§trix 

saj§t®rt®keit              .

Adjunk felsŖ korl§tot a

elt®r®sekre.
ii ll

~
-

nll,...,1

nll
~

,...,
~
1

AD AA D+
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Saj§t®rt®kek perturb§ci·ja

(Ostrowski-t®tel)
ÅLegyenek az                m§trix saj§t®rt®kei

Ekkor b§rmely         -hoz megadhat· 

olyan          ,hogy ha a                  perturb§l· m§trix

norm§j§ra                , akkor a               saj§t®rt®kei-

hez megadhat· az 1,2,é,neg®szek olyan           

permut§ci·ja, amellyel teljes¿l a

egyenlŖtlens®g.

nnRA ³Í

.,...,1 nll 0>e

0>d
nnRA ³ÍD

d<DA
nll

~
,...,

~
1
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Saj§t®rt®kek perturb§ci·ja

Egy explicit felsŖ korl§t a v§ltoz§sra:

( ) nn
ji AAAAn
i

1

2

1
1

22

~
DD++¢-

-
ll

Abszol¼t norma.

A tov§bbiakban feltessz¿k, hogy tetszŖleges 

Ddiagon§lis m§trixra:

.max
1
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dD
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ÅHa az               m§trix diagonaliz§lhat·, 

vagyis

a              regul§ris m§trixszal, akkor 

tetszŖleges                 perturb§ci· eset®n 

az             perturb§lt m§trix minden    

saj§t®rt®k®re igaz a

egyenlŖtlens®g.

Saj§t®rt®kek perturb§ci·ja

(Bauer-Fike t®tel)

nn

n CDATT ³- Í== ),...,(diag 1

1 ll

nnRA ³Í

nnCT ³Í
nnRA ³ÍD

AA D+
jl

~

.cond(T)
~

min
1
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ni
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ÅHa az              m§trix szimmetrikus, akkor

tetszŖleges                perturb§ci· eset®n az

perturb§lt m§trix       saj§t®rt®keire

Saj§t®rt®kek perturb§ci·ja

nnRA ³Í
nnRA ³ÍD

AA D+
jl

~

.
~

min
21

Aji
ni

D¢-
¢¢

ll

Szimmetrikus m§trixok saj§t®rt®kei mindig 

j·l kond²cion§ltak.
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Gyakorl· feladatok
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Gyakorl· feladatok

ÅMutassa meg, hogy ha k®t m§trix 

saj§t®rt®kei megegyeznek ®s mindk®t 

m§trix diagonaliz§lhat·, akkor hasonl·ak.
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Gyakorl· feladatok

ÅKºzel²tse az al§bbi m§trix saj§t®rt®keit a 

QR-algoritmussal.
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Gyakorl· feladatok

ÅHat§rozza meg az al§bbi               ®s 

esetben ad·d· B(0)m§trix saj§t®rt®keit ®s 

saj§tvektorait. Mit tapasztal?
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Kºzel²tŖ ®s szimbolikus 

sz§m²t§sok halad·knak

4. elŖad§s

Ćltal§nos²tott inverz, 

SVD-felbont§s



A Moore-Penrose inverz
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M§trixok inverze

ÅKvadratikus m§trix bal ®s jobb oldali inverze

ÅM§trix inverze

ÅCsak regul§ris m§trixok invert§lhat·k.

C®l: Szingul§ris m§trixokra, valamint nemcsak n®gyzetes 

m§trixokra is vezess¿nk be egy 

§ltal§nos²tott inverz m§trix

fogalmat.

IAX = IYA=

)( YX= IAAAA == -- 11
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Rang-faktoriz§ci·

Defin²ci·.Egy mxn-es m§trixot maxim§lis

rang¼nak nevez¿nk, ha a rangja min(m,n).

Ha a m§trix rangja m, akkor sor-regul§risnak, 

ha n, akkor oszlop-regul§risnak mondjuk.

Minden         m§trix elŖ§ll²that· k®t maxim§lis 

rang¼ m§trix szorzatak®nt             , ahol B

oszlop-regul§ris, C sor-regul§ris m§trix.

0̧A

BCA=
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P®lda

A rang-faktoriz§ci· nem egy®rtelmŤ.
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Ćltal§nos²tott inverz

Defin²ci·:Az                 m§trix     

§ltal§nos²tott inverz®ta kºvetkezŖk®ppen 

defini§ljuk.

Ha            ®s A=BC egy rang-faktoriz§ci·, akkor

Ha A z®r·m§trix, akkor inverze a transzpon§ltja.

Az §ltal§nos²tott inverzet szok§s Moore-Penrose inverznek is

nevezni. A teljes rang¼ felbont§s itt eredetileg Egerv§ry JenŖ 

(1891-1958) magyar matematikust·l sz§rmazik.

mxnRAÍ nxmRA Í+

TTTT BBBCCCBCA 11 )()(: --+++ ==

0̧A
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A fogalom bevezet®s®nek 

motiv§ci·j§r·l
Alul-®s t¼lhat§rozott line§ris egyenletrendszerek 

vizsg§lata azt mutatta, hogy az al§bbi speci§lis 

esetekben az §ltal§nos²tott inverzet c®lszerŤ ²gy

bevezetni:

Ha                               , akkor

Ha                                , akkor
1)( -+= TT AAAA

TT AAAA 1)( -+=
nmArang ¢=)(

mnArang ¢=)(
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Megjegyz®s

Ha                             , vagyis Aregul§ris, 

akkor

®s hasonl·k®ppen

nmArang ==)(

1111 )()( ----+ === AAAAAAAA TTTT

.)()( 1111 ----+ === AAAAAAAA TTTT
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A fogalom bevezet®s®nek 

motiv§ci·j§r·l

Oszlop-regul§ris eset:

Sor-regul§ris eset:
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P®lda
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P®lda
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Az §ltal§nos²tott inverz 

tulajdons§gai

Å ®s        m§trixok szimmetrikusak, 

vagyis

Val·ban, hiszen

++ =AAAA T)( AAAA T ++ =)(

AA++AA

TTTTTT BBBBBBBCCBCCAA 111 )()()( ---+ ==

.)()()( 111 CCCCBCBBBCCCAA TTTTTT ---+ ==

132



Az §ltal§nos²tott inverz 

tulajdons§gai

Å

Å +++ =AAAA
AAAA =+

Val·ban, hiszen

ABCBCBBBBAAA TT === -+ 1)(

+--

---++

==

==

ABBBCCC

BBBCCCCCCCAAA

TTTT

TTTTTT

11

111

)()(             

)()()(
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Az §ltal§nos²tott inverz 

tulajdons§gai

++ =AAAA 2)( AAAA ++ =2)(

ÅAz          ®s         m§trixok idempotensek, 

vagyis

+AA AA+

++++ == AAAAAAAA )()( 2

AAAAAAAA ++++ == )()( 2

134



Az §ltal§nos²tott inverz 

tulajdons§gai
ÅVannak olyan nxn-es U®s mxm-es V

m§trixok, amelyekkel fenn§ll, hogy

VAUAA TT ==+

Val·ban, hiszen

ahol

TTTT UAAAAAAAAAAA ==== +++++++ )()()(

VAAAAAAAAAAA TTTT ==== +++++++ )()()(

TAAU )( ++=
++= AAV T)(
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Unicit§s

Mivel a rang-faktoriz§ci· nem egy®rtelmŤ, 

²gy nem nyilv§nval·, hogy a bevezetett 

§ltal§nos²tott inverz fogalom j·l defini§lt-e.

T®tel.TetszŖleges          m§trix eset®n a 

kor§bbi tulajdons§goknak eleget tevŖ    

m§trix egy®rtelmŤen meghat§rozott.

0̧A
+A
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Bizony²t§s

Tegy¿k fel, hogy      ®s      egyar§nt eleget 

tesz az elŖbb felsorolt tulajdons§goknak, ²gy

+

1A +

2A

AAAAAAA == ++

21

111 VAAUA TT ==+

.222 VAAUA TT ==+
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A bizony²t§s folytat§sa

Vezess¿k be a kºvetkezŖ jelºl®seket:

Ekkor

++-= 12: AAD

12: UUU -=

12: VVV -=

OADA=

VAUAD TT ==
138



A bizony²t§s folytat§sa

Vegy¿k ®szre, hogy

AVVAD TTTT == )(

0)()()( === ADAVADADADADA TTTTT

Mivel              , ill.               maga ut§n vonja, 

hogy          , ²gy a fenti egyenlŖs®gbŖl 

ad·d·an
.ODA=

OXXT = OXXT =

OX =
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A bizony²t§s v®ge

Mivel

²gy

vagyis

TTTT AUUAD == )(

OUDADD TT == )(

OD=

.12

++=AA
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N®h§ny tov§bbi tulajdons§g

Å AA =++)(
Val·ban, hiszen

+++++ =AAAA )(

.+++ =AAAA
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N®h§ny tov§bbi tulajdons§g

Å

Ha                rang-faktoriz§ci·, akkor 

szint®n az. Ez®rt

Az utols· egyenlŖs®g az®rt igaz, mert 

®s            szimmetrikus m§trixok.
142
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Line§ris egyenletrendszerek ®s 

az §ltal§nos²tott inverz
Defin²ci·.Az Ax=b line§ris egyenletrendszer 

pszeudo megold§s§nak mondunk minden 

olyan x vektort, amelyre

minim§lis. Azt a pszeudo megold§st,amelyre 

az

minim§lis, norm§l megold§snak nevezz¿k.

143
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Line§ris egyenletrendszerek ®s 

az §ltal§nos²tott inverz
ÅTetszŖleges line§ris egyenletrendszer 

eset®n a norm§l megold§s mindig l®tezik

®s egy®rtelmŤ.

ÅAz Ax=bline§ris egyenletrendszer 

egyetlen norm§l megold§sa:

144
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P®lda
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Norm§l megold§s:



SVD-felbont§s

(Singular Value Decomposition)
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SVD-felbont§s

Singular Value Decomposition

Minden             m§trix fel²rhat· 

alakban, ahol

®s             ortogon§lis (komplex 

esetben unit®r),                t®glalap alak¼

diagon§lis m§trix.      fŖ§tl·j§nak elemei 

az A szingul§ris ®rt®kei.

TVUA S=

mxnRAÍ

mxmRUÍ
mxnRÍS
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SVD-felbont§s

ÅA szingul§ris felbont§sban az U®s V

m§trixok rendre az           ®s az 

ortonorm§ltsaj§tvektorait tartalmazza.

ÅAz Am§trix szingul§ris ®rt®kei az 

m§trix saj§t®rt®keinek gyºkei, speci§lisan
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Szingul§ris ®rt®kek

Å

Val·ban, hiszen

ahol
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Line§ris egyenletrendszerek ®s 

az SVD-felbont§s
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Line§ris egyenletrendszerek ®s      

az SVD-felbont§s
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Kapcsolat az §ltal§nos²tott 

inverzzel

153

TUVA ++ S=
ÅA szingul§ris felbont§sban U®s V elemei 

nem egy®rtelmŤen meghat§rozottak,

de ennek ellen®re         csak egy van.+A



Megjegyz®sek 

a szingul§ris felbont§sr·l

ÅA szingul§ris felbont§s seg²ts®g®vel 

mondhatni mindent ismerhet¿nk egy 

m§trixr·l.

ÅElsŖsorban elm®leti eszkºz.

ÅK¿lºnºsen rosszul kond²cion§lt feladatok 

megold§s§ban szokt§k haszn§lni, ha 

m§ssal nem megy a megold§s.
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SVD-felbont§s meghat§roz§sa 

a Maple seg²ts®g®vel
ÅA Maple-rendszerben aszingul§ris 

felbont§st az Svdf¿ggv®ny seg²ts®g®vel 

kaphatjuk meg.

ÅH²v§sakor az evalff¿ggv®nnyel egy¿tt 

alkalmazzuk.

evalf(Svd(A))

evalf(Svd(A,U,V))
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Gyakorl· feladatok
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Gyakorl· feladatok

ÅHat§rozza meg az al§bbi m§trix 

§ltal§nos²tott inverz®t.
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Gyakorl· feladatok

ÅHat§rozza meg az al§bbi m§trix SVD-

felbont§s§t a Maple seg²ts®g®vel.
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Gyakorl· feladatok

ÅMutassa meg, hogy egy m§trix Frobenius 

norm§ja kifejezhetŖ a szingul§ris 

®rt®keinek seg²ts®g®vel.
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Kºzel²tŖ ®s szimbolikus 

sz§m²t§sok halad·knak

5. elŖad§s

Interpol§ci·s 

f¿ggv®nykºzel²t®sek



Ćltal§nos²tott interpol§ci·
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Probl®mafelvet®s

ÅA Lagrange-interpol§ci·s formula:

ahol

ÅHogyan ²rhat· fel a megold§s, ha a folytonos 

f¿ggv®nyek C[a,b] ter®nek egy v®ges dimenzi·s

alter®ben keres¿nk 

hasonl· kºzel²tŖ f¿ggv®nyt?
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Ćltal§nos²tott interpol§ci·s 

polinom meghat§roz§sa

Tekints¿k az al§bbi p§ronk®nt k¿lºnbºzŖ  interpol§ci·s 

alappontokat

®s                       f¿ggv®ny®rt®keket.

Hat§rozzunk meg olyan 

§ltal§nos²tott interpol§ci·s polinomot, amely eleget tesz a 

interpol§ci·s felt®teleknek.
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Speci§lis eset

ÅAz elŖbbi probl®mafelvet®sben a Lagrange-

interpol§ci· annak a speci§lis esetnek felel 

meg, amikor a legfeljebb n-1-ed fok¼ polinomok

alter®ben keress¿k a megold§st.

ÅMilyen tulajdons§gok jellemzik az interpol§ci·ra 

alkalmas altereket?

>< -1,...,,1 nxx
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Haar-alt®r

Defin²ci·. A G n dimenzi·s alteret Haar-alt®rnek

nevezz¿k, ha b§rmely           , nem azonosan 0 

§ltal§nos²tott polinomnak legfeljebb n-1 z®rushelye 

van [a,b]-ben.

ÅHaar Alfr®d (1885-1933) magyar matematikus, a 

szegedi matematikai iskola egyik megalap²t·ja 

volt.

Gxp Í)(
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Csebisev-f®le f¿ggv®nyrendszerek

Defin²ci·. A Haar-alt®r b§zisait Csebisev-f®le 

f¿ggv®nyrendszereknek nevezz¿k.

P®lda Csebisev-f®le f¿ggv®nyrendszerekre:

Åaz                    hatv§nyf¿ggv®ny-rendszer,

Åaz                    exponenci§lis f¿ggv®nyrendszer,

Åaz                                         trigonometrikus 

f¿ggv®nyrendszer a          intervallumon.

{ }1,...,,1 -nxx

{ }xnx ee )1(,...,,1 -

{ }xnxnxx )1cos(,)1sin(,...,cos,sin,1 --

)2,0[ p
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Ćtfogalmaz§s

ÅA Haar-alteret ¼gy is defini§lhattuk volna, hogy 

G Haar-alt®r, ha tetszŖleges

b§zis§t v®ve az ezzel fel²rt tetszŖleges nem 

azonosan 0 

alak¼ §ltal§nos²tott polinomnak legfeljebb n-1 

z®rushelye van [a,b]-ben.

>< )(),...,(),( 21 xgxgxg n

ä
=

=
n

i

ii xgxp
1

)()( a

168



Haar-m§trix

Defin²ci·.A G alt®r                             f¿ggv®nyeihez 

®s az                               pontokhoz tartoz· Haar-

m§trixona

m§trixot ®rtj¿k.
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Az §ltal§nos²tott interpol§ci·s 

feladat megold§sa ®s a Haar-alt®r

T®tel. A                 n dimenzi·s alt®rre a kºvetkezŖ 

h§rom §ll²t§s ekvivalens:

(i) G Haar-alt®r.

(ii) G b§rmely                          b§zis§hoz ®s 
tetszŖleges                               alappontokhoz 
tartoz· Haar-m§trix regul§ris.

(iii)Az §ltal§nos²tott interpol§ci·s feladat 
tetszŖleges alappontok ®s tetszŖleges 
f¿ggv®ny®rt®kek eset®n egy®rtelmŤen 
megoldhat·.
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Bizony²t§s

Bizony²t§s.

Legyen a                                 b§zisban fel²rt 

§ltal§nos²tott polinomnak nk¿lºnbºzŖ z®rushelye

, ekkor

A megfelelŖ Haar-m§trixot v®ve, ²gy a            homog®n 

line§ris egyenletrendszernek                     megold§sa. Ez 

azonban i) miatt csak a trivi§lis megold§s lehet, ²gy H 

val·ban regul§ris.
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A bizony²t§s m§sodik r®sze

Adott alappontokhoz ®s f¿ggv®ny®rt®kekhez 

tartoz· §ltal§nos²tott interpol§ci·s polinom meghat§roz§sa 

ekvivalens az al§bbi line§ris egyenletrendszer 

megold§s§val:

Mivel az egy¿tthat·m§trix ii) alapj§n regul§ris,²gy a 

megold§s egy®rtelmŤen l®tezik.
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A bizony²t§s v®ge

Ha                a p§ronk®nt k¿lºnbºzŖ       

helyeken, akkor p(x)megold§sa az 

ezen alappontokhoz ®s az                     

®rt®kekhez tartoz· interpol§ci·s feladatnak. 

Viszont               is megold§s. ĉgy azonban, 

mivel iii) szerint a megold§s egy®rtelmŤ:
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Ćltal§nos²tott interpol§ci·s polinom

Haar-alterek eset®ben is fel²rhat· az §ltal§nos²tott 

interpol§ci·s polinom a Lagrange-f®le

b§zisf¿ggv®nyek seg²ts®g®vel:)()(
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Racion§lis interpol§ci·

Adottak az n,mterm®szetes sz§mok,

interpol§ci·s alappontok ®s                      

f¿ggv®ny®rt®kek. Hat§rozzunk meg

olyan

racion§lis interpol§ci·s polinomot, amely eleget 

tesz az

interpol§ci·s felt®teleknek.
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Racion§lis interpol§ci·

ÅAz interpol§ci·s felt®telek teljes¿l®s®hez 

sz¿ks®ges, hogy

legyen.

ÅAz              ismeretlenekre ez egy n+m+1 

egyenletbŖl §ll· n+m+2 ismeretlenes homog®n 

line§ris egyenletrendszert hat§roz meg.

0)()( =- imiin xqfxp mni += ,...,1,0
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Trigonometrikus interpol§ci·

Adott az n=2m+1term®szetes sz§m, a p§ronk®nt 

k¿lºnbºzŖ                                       interpol§ci·s alappontok 

®s az                         f¿ggv®ny®rt®kek. Hat§rozzunk meg

olyan

trigonometrikus interpol§ci·s polinomot, amely eleget 

tesz az

interpol§ci·s felt®teleknek.
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Trigonometrikus interpol§ci·

ÅEkvidiszt§ns alappontokat v®ve

ÅAz           meghat§roz§sa visszavezethetŖ olyan

¼n.f§zispolinomkeres®s®re, amely teljes²ti 

az al§bbi felt®teleket:
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Hermite interpol§ci·
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Hermite interpol§ci·

Adott az npozit²v eg®sz sz§m, a p§ronk®nt k¿lºnbºzŖ

alappontok, az       pozit²v eg®sz sz§mok, az    

konstans ®s az egyes alappontokhoz tartoz·                  

®rt®kek.

Hat§rozzunk meg olyan legfeljebb m-1-ed fok¼

Hermite-f®le interpol§ci·s polinomot, amely eleget 

tesz a       

interpol§ci·s felt®teleknek.
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Speci§lis esetek

ÅA Lagrange-interpol§ci·

ÅTaylor-polinom (    kºr¿li)

ÅHermite-Fej®r interpol§ci·

1...21 ==== nmmm )( nm=
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Egy line§ris egyenletrendszer

ÅAz interpol§ci·s probl®ma megold§sa ekvivalens egy 
mxm-es egy¿tthat·m§trix¼ line§ris egyenletrendszer 
megold§s§val. 
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Unicit§s ®s egzisztencia
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Unicit§s

T®tel.TetszŖlegesen megadott felt®telrend-

szerhez legfeljebb egy azt kiel®g²tŖ Hermite-f®le 

interpol§ci·s polinom l®tezik.

Bizony²t§s.

Tegy¿k fel, hogy van olyan felt®telrendszer,

amelyhez k®t k¿lºnbºzŖ           ®s           polinom

l®tezik. Tekints¿k az al§bbi k¿lºnbs®gpolinomot:

)(xHm )(xHm

)()()( xHxHxS mm -=
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A bizony²t§s v®ge

Az S(x) k¿lºnbs®gpolinomnak minden alappont 

z®rushelye, sŖt minden z®rushely multiplicit§sa 

legal§bb     .

S(x)-nek teh§t multiplicit§ssal sz§molva legal§bb

mz®rushelye van. M§sr®szt azonban S(x)

foksz§ma legfeljebb m-1, ²gy nem l®tezhet k®t

k¿lºnbºzŖ Hermite-f®le interpol§ci·s polinom.
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Egzisztencia

T®tel.TetszŖlegesen megadott felt®telrend-

szerhez l®tezik azt kiel®g²tŖ Hermite-f®le 

interpol§ci·s polinom.

Bizony²t§s.

Az unicit§st®tel alapj§n a megold§s akkor is 

egy®rtelmŤ, ha olyan felt®telrendszert 

vesz¿nk, amelyhez a           homog®n line§ris

egyenletrendszer tartozik.

0=aH
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A bizony²t§s

Az egy®rtelmŤs®g miatt az egyenletrendszer 

egyetlen megold§sa a trivi§lis megold§s:

Ez viszont azt jelenti, hogy az egyenletrendszer 

egy¿tthat·m§trixa regul§ris, vagyis

Ekkor azonban az egyenletrendszer tetszŖleges 

jobboldali ®rt®kekkel is megoldhat·.

.0=a

.0det ¸H
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Hermite-Fej®r interpol§ci·

ÅSpeci§lis eset:                        , vagyis minden 

pontban a f¿ggv®ny®rt®k ®s az elsŖ deriv§lt 

®rt®ke van megadva.

Fej®r Lip·t (1880-1959) magyar matematikus, az 

elsŖ magyar matematikai iskola megalap²t·ja volt 

a budapesti tudom§nyegyetemen.

2  ,2 == imnm
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Hermite-Fej®r interpol§ci·

ÅĆll²t§s.A Hermite-polinom a Lagrange-f®le

b§zispolinomok seg²ts®g®vel a kºvetkezŖ

alakban ²rhat· fel:

A bizony²t§s behelyettes²t®ssel elv®gezhetŖ. 
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P®lda az Hermite-Fej®r 

interpol§ci·ra
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P®lda

Tekints¿k az al§bbi Hermite-Fej®r 

interpol§ci·s feladatot ®s hat§rozzuk meg 

a hozz§ tartoz· interpol§ci·s polinomot.
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Megold§s
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Megold§s

434123280       

72345             

52345             

292481632

1             

1          

43210

43210

43210

543210

543210

543210

-=++++

-=++++

=+-+-

-=+++++

-=+++++

=+-+-+-

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

).3,1,9,4,6,2( ---=aMegold§svektor:

193



Megold§s

A keresett Hermite-Fej®r interpol§ci·s polinom:
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A megold§s elŖ§ll²t§sa Lagrange-

f®le b§zispolinomokkal
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Gyakorl· feladatok
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Gyakorl· feladatok

Mutassa meg, hogy ha a g(x) f¿ggv®ny szigor¼an 

monoton [a,b]-n, akkor a

Haar-alt®r az [a,b]-n.

>< -12 )(...,)(),(,1 nxgxgxg
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Gyakorl· feladatok

Adjuk meg az al§bbi pontokhoz tartoz· Hermite 

interpol§ci·s polinomot
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Gyakorl· feladatok

K®sz²tsen olyan elj§r§st, amely Hermite 

polinom elŖ§ll²t§s§t val·s²tja meg! Az elj§r§s

param®terez®s Hermint(x,y,yd)alak¼ 

legyen, ahol az x®s y vektor az adott 

pontok x ®s y koordin§t§ib·l §ll, ®s xd az y 

deriv§lt koordin§t§it tartalmazza.
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Kºzel²tŖ ®s szimbolikus 

sz§m²t§sok halad·knak

6. elŖad§s

Kºzel²t®sek norm§lt line§ris 

terekben



Alapfeladat

Tekints¿k a Vnorm§lt line§ris t®rnek egy n

dimenzi·s Galter®t ®s rºgz²ts¿k G-nek egy 

b§zis§t. Tegy¿k fel, hogy        .

Feladatunk f-nek a legjobb alak¼ p* 

kºzel²t®s®t meghat§rozni, amelyre a

kºzel²t®s hib§jaminim§lis, vagyis

b§rmely        -re.
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Alapk®rd®sek

Vezess¿k be a kºvetkezŖ jelºl®st:                                    . 

Teh§t p* pontosan akkor lesz a legjobb kºzel²t®s, ha 

.

A kitŤzºtt feladattal kapcsolatos alapvetŖ k®rd®sek:

Å Van-e olyan           , amelyre                       ?

Å Egy®rtelmŤ-e p*?

Å Milyen tulajdons§gok jellemzik p*-ot?

Å Hogyan becs¿lhetŖ        ?

Å Praktikusan, milyen m·don hat§rozhat· meg p*?

{ }GppffEG Í-= |inf)(
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)( fEG
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Egzisztencia ®s unicit§s
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A legjobban kºzel²tŖ elem 

egzisztenci§ja

T®tel.A V norm§lt line§ris t®r tetszŖleges f elem®-

hez l®tezik V-nek az n dimenzi·s G alter®ben f-et 

legjobban kºzel²tŖ p* elem.

Bizony²t§s.

defin²ci·j§b·l kºvetkezik, hogy megadhat·

olyan G-beli elemekbŖl §ll·       sorozat, amelyre                         

.
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A bizony²t§s folytat§sa

A h§romszºg-egyenlŖtlens®get felhaszn§lva   

, 

amibŖl kºvetkezŖleg a       sorozat korl§tos.

Vegy¿k a                 elŖ§ll²t§st, ®s ²gy a        = 

korl§tos vektorsorozatot, (a 

sorozat korl§tos, mert             vektornorm§t 

hat§roz meg, ²gy a vektornorm§k 

ekvivalenci§ja miatt van olyan     konstans, 

hogy                    ®s a         sorozat korl§tos).
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A bizony²t§s v®ge

A        sorozat korl§toss§ga miatt kiv§laszthat· 

belŖle egy konvergens r®szsorozat:

.

Tekints¿k a                      elemet! Mivel a 

r®szsorozatra

, ²gy

lk *b b
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i i
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lkp

lk|| p p*|| 0- 

l lk k G|| f p*|| || f p || || p p*|| E (f )- ¢ - + - 

ahonnan ad·dik,hogy p* az f-et legjobban

kºzel²tŖelem.
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Unicit§s

Az §ltal§nos esetben az unicit§s nem garant§lt, ²gy 

elŖfordulhat, hogy egy elemnek v®gtelen sok 

legjobb kºzel²t®se van.

P®lda.Legyen         ,                    ®s         . Ha a     
vektornorm§t haszn§ljuk, akkor f-nek v®gtelen 

sok legjobb kºzel²t®se van, hiszen tetszŖleges            

mellett igaz, hogy

. 
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Szigor¼an norm§lt line§ris t®r

Defin²ci·.A V norm§lt line§ris t®r szigor¼an 

norm§lt, ha tetszŖleges a z®r· elemtŖl 

k¿lºnbºzŖ f ®s h elem®re az

egyenlŖs®gbŖl kºvetkezik, hogy a k®t elem 

line§risan f¿ggŖ.

hfhf +=+
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A legjobban kºzel²tŖ elem unicit§sa

T®tel.Ha a V line§ris t®r szigor¼an norm§lt, akkor 

tetszŖleges f-hez legfeljebb egy G-beli legjobban 

kºzel²tŖ p* l®tezik.

Bizony²t§s.

Tegy¿k fel, hogy f-hez k®t k¿lºnbºzŖ legjobban 

kºzel²tŖ elem l®tezik p*®s p**. Ekkor a 
q*=1/2(p*+p**)

is legjobban kºzel²tŖ elem lenne.
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A bizony²t§s folytat§sa

Val·ban, ugyanis az felemet legjobban kºzel²tŖ 

elemek a Galt®r konvex r®szhalmaz§t alkotj§k. Ez 

kºnnyen l§that·, mivel, ha              , akkor
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