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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

O A derivalt és a monotonités kapcsolata
O Széls6értékvizsgalat, abszolut szélsérték zart intervallumon
O A derivalt és a konvexitas kapcsolata, inflexiés pontok

O Teljes menetvizsgalat

J6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt a szerzé tanacsait.

Ennek a leckének a feldolgozasahoz kiillon6sen fontos tudni a derivaltra vo-
natkoz6 ismereteket (8. lecke), illetve a fliggvények értelmezési tartomanya-
ra, hatarértékére vonatkozoan tanultakat (7. lecke).

A gyakorlati OL fokusza

* Fiiggvények novekedésének és csokkenésének kapcsolata a derivalttal
* Fliggvények szélsGértéke: abszolit és helyi széls6érték
* Filiggvények konvex és konkdv jellege, inflexiés pontok

» Fliggvények menetvizsgdlata

Az OL attanulméanyozésaval az olvasé elérheti, hogy

v’ gyakorlati problémdk megolddsara haszndlja a fliggvények viselkedésérdl tanulta-
kat;

N

v/ meg tudja éallapitani, hogy egy fiiggvénynek vannak-e abszolut széls6értékei, illetve
helyi minimuma vagy maximuma;

v’ értse a fliggvény viselkedését extremalis pontjainak, illetve inflexi6s pontjainak
kornyezetében;

v aval6s fliggvényeket alkalmazva teljes menetvizsgalatot tudjon elvégezni egy fligg-
vénnyel kapcsolatban.

Az OL attanulméanyozasanak idéigénye

A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellen6rzé kérdések megvala-
szolasanak ideje: kb. 45 perc.

* A sziikséges idébe nem szamitottuk bele az el6ismeretként nélkii6lozhetetlen meg-
el6z0 olvasoleckék tartamdanak rovid atismétlését.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Vide6leckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardzatért, fogalmak pontos meghatarozasaért, irinymutatésért, és ez tovabbi
egyéni iddsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdl6 kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.
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2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

=

Az els6 feladatunk egy gazdasédgi problémaét fogalmaz meg. Természetesen nem ra-
gadhatja meg annak komplex jellegét. Csupdn egy, a termelési folyamatra felallitott
modellben megfogalmazott kérdésre keresi a matematikai vélaszt, majd a gyakorlati
esetre vonatkoz6 megallapitast. A feladatban egy képzeletbeli gyart6 cég szerepel.

A "Nagy Szivas" nevl, szivattyukat gyarté és forgalmazé cég marketingosztalya felmérést
készitett az akvariumszivattyuk értékesitésérodl szegedi tizleteinek forgalmi adatai alapjan.
Megéllapitottak, hogy a heti kereslet és az akvariumszivattyik bolti dra kdzott az

a=4000-10x, 0<x<100

Osszefiiggés all fenn, ahol x az egy hét alatt eladott szivattytik darabszdma, a pedig a bolti ar,
amelyen eladtdk. Ha az akvariumszivattyuik el6éllitasi koltsége darabonként 3000 Ft, milyen
eladasi arat képezzenek a bolthal6zatban, hogy maximalizdljak a heti profitot?

Megoldds a[4, oldalon

2.2. Mintafeladat.

|i'
© Hatdrozza meg, hogy a kovetkez6 fliggvény mely intervallumokon monoton, hol vannak he-
lyi, illetve abszolut széls6értékei, és mennyi az értékiik?

frx—Vxt-x2+1

Megoldds az[5 oldalon

2.3. Mintafeladat.

|il
- Vizsgdlja meg a kovetkezd fliggvényt konvexség szempontjabol! Adja meg azokat az inter-
vallumokat, amelyeken a fiiggvény konvey, illetve konkav!

Megoldds a[7 oldalon

2.4. Mintafeladat.

|il
— Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot a kovetkezd fiiggvényen:

x2

fix— TR
Ennek sordn éllapitsa meg az értelmezési tartomdnyt és az értékkészletet; a fiiggvény zé-
rushelyeit; a szakadasi helyeket, a szakadds jellegét, illetve a folytonossagi intervallumokat;
a széls6értékek helyeit; a monotonitds intervallumait; a helyi és az abszolit maximumok
és minimumok értékét; a szakadési helyeken a féloldali hatarértékeket, illetve a végtelenben
vett hatarértékeket; mely intervallumokon konvey, illetve konk4v a fiiggvény, van-e inflexios




[
-'pont; valamint 4brazolja a fliggvényt koordinata-rendszerben!

Megoldds a9 oldalon

2.1. Mintamegoldasok

[_ Mintafeladat megoldésa (3] o.)

T
|iA "Nagy Szivas" nevu, szivattyukat gyarté és forgalmazo cég marketingosztédlya felmérést készitett az akvari-

umszivattytk értékesitésérdl szegedi tizleteinek forgalmi adatai alapjan. Megallapitottdk, hogy a heti kereslet
és az akvariumszivattytik bolti dra kozott az

a=4000-10x, 0<x<100

Osszefiiggés all fenn, ahol x az egy hét alatt eladott szivattytik darabszdma, a pedig a bolti 4r, amelyen eladtak.
Ha az akvériumszivattyuik el6allitasi koltsége darabonként 3000 Ft, milyen eladési arat képezzenek a bolthalé-

zatban, hogy maximalizaljak a heti profitot?

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

’ 1. Fiiggvény diszkrét értelmezési tartomannyal.

2. Fiiggvény helyi és abszoltt szélséértéke.
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Ha hetente x darabot adnak el a aron, akkor a keletkez6 bevétel a - x = x(4000 — 10x)
lesz.

Kiadésként jelentkezik a szivattyik 3000x elallitasi koltsége.

A profit a kett6 kiilonbsége: p(x) = x(4000—10x) —3000x = 10(100x — x2) lesz.

Ennek keressiik a maximumat 0 < x < 100 feltétel mellett.

Ez egy diszkrét fliggvény: értelmezési tartoménya a D, = {0,1,2,3,...,99,100} halmaz.

A bal oldali grafikonon dbrazoltuk a fliggvényt, melynek grafikonja diszkrét pontokbdl
all.

Jol lathat6, hogy van maximum, éppen x = 50 esetén.
Ekkor a profit nagysédga: p(50) = 25000 forint.

A kalkulus eszkozeivel a p(x) = 10(100x — x?) fiiggvényt tudjuk megvizsgalni, melynek
értelmezési tartomdnya most a D, = R halmaz. Ezt a fiiggvényt a jobb oldali dbra
mutatja.

” 2

SzélsGértéke ott lehet, ahol derivaltja eltinik:
p'(x) =10(100 —2x) = 0.

Ez pontosan akkor teljesiil, ha ha x = 50.

Mivel a p'(x) derivéltra p’(x) > 0, ha x < 50, és p’(x) < 0, ha x > 50, a fiiggvény az
x = 50 hely el6tt nd, utdna csokken, igy maximuma van az x = 50 helyen. Ez ennek a
fliggvénynek abszolit maximuma.




i
‘=!k) Az keresett optimalis ar a = 4000 — 10 - 50 = 3500 forint.
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| 2.2| Mintafeladat megolddsa (3} o.)

[
-!érozza meg, hogy a kovetkez6 fliggvény mely intervallumokon monoton, hol vannak helyi, illetve abszoltt
é

- Is6értékei, és mennyi az értékiik?
fix—Vxt—x2+1

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

'. Fiiggvény derivaltjanak fogalma.

2. Osszetett fiiggvény értelmezési tartomédnyanak meghatérozésa, derivéltja.

3. Hatvany-, polinom- és tortkitevds fliggvény, gyokfiiggvény derivaltja.

4. Ha egy intervallumon a derivaltfiiggvény értéke pozitiv, illetve negativ, ott a
fliggvény szigortiian mnoton novekszik, illetve csokken.
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(2) Keressiik meg a szélsGértékek helyeit, ha vannak! Ezek ott lehetnek, ahol a derivéltfiigg-
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€)) { o(en'ua((ﬁcfholg meghataro2isa S)(x) elc';le\e wdervallumonkent ;
x % = %OF AOA’:U&[OESG\‘, .
LANCSZABALY
fo=¢' (peo) p)
D ' (X0 = (X4-K+4) = 4x3-2x
g (== 5 L= PX)

* -&‘(X) O—Melujeiw
{'tx)=
2X°~Xx
X+
2x3-X =0
x(2x-1)=0
)&,:0
Ruivs

x5 ’oén\dezg eléj&\é{& firgq
yhot

-0 Jhot vagy

Lx

KA
_—- L

%

2X°~X

IRz
Xt 4

> ;’(K):_Al’iz

\
) 'chus\r\c\:, a 3 wmegyenest £

4 indervallumra bongia :

(3) A novekedés intervallumai: ahol a derivélt pozitiv.

(o) = (5
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ABSZOLUT MINIMUMOK

Az x = 0 helyen vett 1 értékii helyi maximum akkor abszoltt, ha
fO=fO)=1 VxeDy=R.
De mar pl. x =2 esetén is:
f@=v24-22+1=V13>VI>1.

Vagyis nincsen abszoltit maximum.




gélja meg a kovetkezd fliggvényt konvexség szempontjabol! Adja meg azokat az intervallumokat, amelye-
a fliggvény konvey, illetve konkav!

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

' Fliggvény konvexitasdnak feltétele a masodik derivélttal megfogalmazva.
. Inflexiés pont fogalma.
3. Az x — Inx fiiggvény derivaltja.

Az f fliggvény értelmezési tartoményat nem kéri a feladat megéllapitani, de az egyes
derivéltak l1étezéséhez mégis sziikség van ra.

» Fiiggvénylink Osszetett fiiggvény, belsd fiiggvénye a természetes alapu logarit-
musfiiggvény.

Ennek értelmezési tartoménya: Dy, = Rs.

Kiils6 fiiggvénye a reciprokfiiggvény, melynek értelmezési tartoménya: R\ {0}.

Az In fliggvény az x = 1 helyen veszi fel a 0 értéket.
Ezért Dy = Rso \ {1}.

Hatdrozzuk meg eszerint a masodik derivaltat!
Ehhez elszor sziikség van 1. derivaltra, majd utdna kiszdmithatjuk a mésodik derivaltat.
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="f fiiggvény mellett az f' és az f” fiiggvény értelmezési tartoménydra is az x >0 és x # 1
| feltételek allnak fenn, minthogy a nevezében szerepel az In x kifejezés.

Most hatdrozzuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken a masodik derivalt el6je-
1ét vizsgalnunk kell.

* Azokat az x értékeket dllapitjuk meg, amelyek e szempontbdl bontjdk fel inter-
vallumokra az értelmezési tartoméanyt.

e Az értelmezési tartomdny hatérai: x = 0 és +oo ilyen "helyek".

* Az x =1 hely a fliggvénynek szakadasi helye, ezért ez az érték is lehet osztépont.
(Altalaban elé6fordulhatna, hogy megsziintethetd szakadds van itt, de a bal és a
jobb oldali kérnyezetében 1év6 értékekbdl latszani fog, hogy nem ez a helyzet.)

» Az f" fiiggvény 0-helyeit kell még szamitasba venni.

 Eszerint az f” masodik derivaltjainak el6jelét a kovetkezd intervallumokon
vizsgaljuk:

(o;i), (%1) (1; +00).

e2

A szokdsos médon hatdrozzuk meg az

Inx+2

fll(x) —

x21n3 x

fiiggvényértékek eldjelét.

(x) Intervallumonként meghatéaroz-
zuk, hogy az egyes tényezdéknek
milyen az el6jele.

(x) Hapdratlan sok minusz eldjel van,
akkor a fliggvényiink értékének
el6jele negativ.

(x) Ha péros sok minusz el6jel van,
akkor a fiiggvényértékiink eldje-
le pozitiv. (A jobb oldali 4bran a
pozitivitds intervallumait piros, a
negativitaséit kék szin jeloli.)

Inflexiés pontok az értelmezési tartomédnynak azon pontjai, ahol az f fliggvény konvexitds
megviltozik: konvexbdl konkédvba, vagy konkdvbol konvexbe megy at.

Az x =1 hely nem johet szoba, mert nem tartozik az értelmezési tartomanyhoz. Itt a fiigg-
vénynek meg nem sziintethet6 szakaddsa van. A konvexitas véltozik, de nem "folytonos
atmenettel", hanem ugrassal.




|¥1ﬂexiés pont van x = — -nél.
e

Ez az a hely, ahol f értelmezve van, és
folytonos. -
Az x =1 hely bal oldali és jobb oldali 00 ebjde

kornyezetében is 1-hez tartva a fiigg- -f(x) konve xitaso - B ,[ -
vény grafikonja egyre inkdbb "kiegye- konvex konleav Ronvex
nesedik", egyre kevésbé gorbiil kon- nincsen

kdv, illetve konvex forméra. ertelvme 2ve

(0]
—0

A bal oldali abrén lathatéak az f fliggvény, valamint els6 és méasodik derivaltjai. A tenge-
lyeken kiilonb6z6 egységeket vélasztottunk azért, hogy a grafikonoknak a probléma szem-
pontjabdl legérdekesebb szakaszai megjelenithet6ek legyenek.
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A jobb oldali koordinéta-rendszerben tovabb véltoztattuk az egységeket, hogy jol lathat6
legyen az inflexi6 az x = 1/e? helyen. Piros szinti a konvex és kék a konkav iv.

.

| Mintafeladat megoldésa (3} o.)

Wezzen teljes fuggvényvizsgélatot a kovetkez6 fliggvényen:

oo
fix— GoE
Ennek sorén dllapitsa meg az értelmezési tartomdényt és az értékkészletet; a fiiggvény zérushelyeit; a szakadasi
helyeket, a szakadas jellegét, illetve a folytonossagi intervallumokat; a szélséértékek helyeit; a monotonitds in-
tervallumait; a helyi és az abszoliit maximumok és minimumok értékét; a szakadasi helyeken a féloldali hatar-
értékeket, illetve a végtelenben vett hatarértékeket; mely intervallumokon konvey, illetve konkdv a fiiggvény,
van-e inflexiés pont; valamint dbrazolja a fliggvényt koordinata-rendszerben!

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

'. Fliggvény hatarértéke: végtelenben, féloldali hatarértékek.
.'2. Fliggvény derivéltja és a széls6értékek helye.
3. Fliggvény masodik derivaltja és a konvexitas.

« Ertelmezési tartomdny és értékkészlet megallapitasa fiiggvények szorzata, hanyadosa
esetén.




D * Fiiggvény folytonossaga, a szakadas jellege.

» Egy fliggvény egy x( helyen akkor és csak akkor folytonos, ha az xy helyen értelmezett,
létezik itt a hatarértéke, és az megegyezik a fiiggvényértékkel:

xh_r&l fx)=fx), x€Dy.

* Polinomfiiggvény ET-a R, és ezen mindeniitt folytonos.

Ertelmezési tartomany

* A fiiggvény két fiiggvény hdnyadosa,

« aszamlélébeli és a nevezdbeli fiiggvény is polinomfiiggvény: x — x?, illetve x —
2 _

x“—2x+1.

Mindkett6 értelmezési tartomany R.

A hényadosuk nincsen értelmezve ott, ahol a nevezd 0 értéket vesz fol: ez az
x =1 esetén kovetkezik be.

Tehat | [DF =RV} |

Ertékkészlet

Vizsgaljuk meg, hogy milyen y értékeket vesz fel a fiiggvény! Definicidja szerint
Ry :={f(x)|x € Dy}, vagyis a fliggvénynek az értelmezési tartomdnybeli helyeken fel-
vett értékeinek halmaza. A meghatdrozdsat segiti, ha ezt kissé kibontjuk: Ry :={y €
RI3x € D¢,y = f(x)}; vagyis azok a val6s y értékek tartoznak az Ry-hez, melyeknek
létezik 6se a Dy-ben.

* Vagyis keressiik meg az

x2

(x-12
egyenlet megoldésait x-re, ahol x # 1.
* Amely y-hoz taldlunk x-et, az része az Ry-nek.

y

x2

=12
¥’ = y(x— 1)?

y

xZ:yxz—Zyx+y

0= (y—l)x2—2yx+y.

(x) Ha y =1, akkor ebbdl x = % kovetkezik, tehat 1 € Ry.
(%) Ha y # 1, akkor

2y /Ay —4y(y-1) _y£\y
2(y—1) y—1

X1,2

)

ahol y = 0.




‘=’*) Tehat y = 1 kivételével minden y = 0 érték két x-hez is tartozik. Az y = 1 értékhez csak
egy érték, az %
(x) Igy Ry = Ro.

(%) Tehat .

Ezek az f(x) = 0 feltételnek emgfeleld x értékek az ET-ban.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha x =0

Tehat| egyetlen zérushely van: x =0 |

Hol folytonos az f?

(x) A szamldl6 és a nevez6 is polinomfiiggvény, ezért a teljes szamegyenesen foly-

tonosak.
(x) Hanyadosuk nincsen értelmezve a nevezd zérushelyeinél, ezért x = 1 esetén

nem folytonos, de minden tovdbbi helyen az.
(x) Ez pontosan akkor teljesiil, ha x =0

(x) Tehat f folytonos a kévetkezd nyilt intervallumokon: | [GISHIRERGEERCON |

(x) Szakadasi hely lehet a folytonossagi intervallum (végesben 1év) hatarpontja.
(%) Olyan hely NEM lehet szakadasi hely, ahol f folytonos.

(x) Tehat egyetlen szakaddsi hely van: i

Az f szakadasi helyének tipusa

* Ennek megéllapitdsdhoz meg kell hatdroznunk a féloldali hatarértékeket az x =
1 helyen.

» Kihaszndljuk, hogy ha egy fiiggvény folytonos egy pontban, akkor a pontbeli
helyettesitési értéke megegyezik a hatarértékével, tovabba

* halétezik a hatarérték (mint most), akkor megegyezik a bal oldali és a jobb oldali
hatérértékekkel.

X5 1~ folytonos

a2 x=4 helyem

AL i g s !
0 (T =

K= A~

. ‘2,' 5 ‘b__ ‘2 e ()(_/\]q'
XQ*—,;V‘;\(“(-.M 1 XQL—/-';‘;\(K”/‘) +——1— {(x) >0, ha x>0, ~
I “—‘>£C’<) pOZL‘t(\U erlelelben

XE> (X= 1) folytonoe lee sztul tart o0 - be

a2 x=4 helyen

e Pontosan ugyanilyen szdmoldéssal és indokoldssal kapjuk, hogy az x = 1 helyen a jobb
oldali hatarérték is +oo.
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e Tehat az x = 1 helyen nincsen véges hatarérték. A szakadas tipusa:

nem megsziintetheto |
A fiiggvény és derivéltjai

A tovébbi vizsgdlatokhoz sziikség van a fiiggvényiink elsé és masodik derivaltjara.

AA(X)
—— ) \

| (M(K) ),: W)V 00 -u(X) N J]j"_ -2X | — (MU‘) ): UX) 00 -u(x) o
B (VoY \ x-? (Vo)
U'x) =(x)'= 2x e wWix)='s -2
=(¢-13) =201 (3= (- 18)'= 3045 0=
5
1 1

_ 2X-5Re X 2k gt = D0 ST oen #3x)
(S (oA YRY

1 x(x-1) _ _, X _ 2(2x44) _ Gx+2

. —2842x
T (x=q)4 - T T =AY (x=n)4 (x-4)4

Széls6értékhelyek és szélsGértékek

” 2

> Szélséérték ott LEHET, ahol az f fliggvény elsé derivaltja eltlinik, vagyis

2

, X
f(x):0©—2m:0©x=0.

” 2

> Tehdt az x = 0 helyen lehet széls6érték.

> A széls6érték 1étezésének és jellegének meghatdrozasa dltaldban megkivanja az
f' el6jelének vizsgalatat (ahogyan a 2. mintafeladatban is tettiik).

> Most azonban e nélkiil is tudunk nyilatkozni. Arrdl is, hogy valéban van-e szél-
sOérték, és annak jellegérol is.

> Az x =0 helyen a fiiggvényérték: f(0) = 0, és mivel az értékkészlet

Ry ={yeRly=0}\{1},

az x = 0 helyen a fliggvénynek |faitalinttinEl| van, és ez a minimum

abszoltt minimum |#

> Az f fliggvénynek mas minimuma vagy maximuma nincsen.

\.

Monoton novekedés, illetve csokkenés

e az f fiiggvény szigorian monoton novekszik azokon az intervallumokon, ahol
f'(x)>0.

e az f fliggvény szigorian monoton novekszik azokon az intervallumokon, ahol
f'(x) <o.

* Azonositanunk kell a sz6ba johet6 intervallumokat!

> Mivel az f és az f’ els6 derivalt is folytonos a teljes értelmezési tartomanyon, az f’
elGjelet véltani csak a zérushelyénél (x = 0), illetve a szakaddsi helynél tud.
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—2LX

(x-/\)?’

£'(x)

1 o
f(x)elojele
f (x) monote -
N Lté\%&
G;ul,zﬁon:m.h SMorx;.a.n
~onoton w onoton

Tehat az f a (0;1) és az

(—o0; — %) intervallumon.

az f fiiggvény konkdv azokon az intervallumokon, ahol f”(x) < 0.

az f" fuggvénynek egyetlen zérushelye van:

" 4x 4 1
f (x):Oc»?Z(x—l) :0©4x+2:0©x:—5.

Mivel az f és az f" masodik derivalt is folytonos a teljes ET-on, az f" el6jelet
valtani csak a zérushelyénél (x = — %), illetve a szakadési helynél tud.

e Tehat az ET-t az x = 1 szakadasi hely és az x = —2, a masodik derivalt 0-helye
bontjék fel olyan intervallumokra, ahol az " elsé derivélt el6jelét vizsgalni kell.

Egyetlen van, az x = —% helyen.

=’! Tehat az értelmezési tartoményt az x = 1 szakadasi hely és az x = 0, els6 derivélt 0-
_— helye bontjak fel olyan intervallumokra, ahol az f' elsé derivalt el6jelét vizsgalni kell.

-1x>0 & x<0

(=1 >0 & =150 x> |
o o O értelele s2dmn 0 vagy 2 .
O to o O értekel s2tmp A

. i
Sauferion
Mmonoton

Eszerint f szigorian monoton csokken az (—oo;0) és az (1;+oo) nyilt intervallumokon, és
szigordan monoton né a (0; 1) nyilt intervallumon.

A konvexitds vizsgalata

az f fiiggvény konvex azokon az intervallumokon, ahol f”(x) > 0.

2)

(1; +o0) nyilt intervallumokon, és a

—LX

(x*/t)?’

£'ex)

£x) e("o'jeie

f(x) monote -
n Ltﬂ%q
. ‘ g [§
Saaqornon SaQoruon
A~ onoton wonoton

~1x>0 & x<0

(X1’ >0 &5 x=450 <> x>
o oo @ ertekele s22mn. 0 vogy 2 .
O o o O értekele s28ma 4

! «
GMOMQ—V\
M onoton
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F

A polinomfiiggvények hdnyadosdnak végtelenbeli hatdrértékét a 7. Olvasolecke
2. Mintafeladatdban tanultaknak megfelel6en dllapithatjuk meg (a domindns hatvany
kiemelésével).

& 4
N =lm

m ———
T oo XE-gx4 A X—b-c0

-_—

porbosan ugypnigy, %,

X—$400 (X— “2: =1 mint —c0 ecetén.

Véges hatarértéket kaptunk, mindkét esetben 1-et.

A fliggvény grafikonja

Minden lényeges informéciot megkaptunk ahhoz, hogy az f fiiggvény grafikonjan ko-
vetni tudjuk a fliggvény viselkedését, menetét.

=2
8

&
[

0.5

__________,_____________
H
n
N
N
n
w
w
n
IS

(x) A bal oldali grafikonon kovethetdk a hatarértékek az x = 1 helyen, illetve a +oo
és —oo végtelenben.

(x) Az x =1 és az y = 1 olyan egyenesek, amelyekhez a fiiggvény a végtelenben
"hozzasimul". Ezeket aszimptotdknak (végérintéknek) nevezziik.

(x) A szakadas helye az x = 1. Itt jobbrdl és balrdl is a +oo-be tartanak a fiiggvény-
értékek.

(x) Az abszoliit minimumot kék pont mutatja a fliggvény grafikonjan.
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(%) Ajobb oldali grafikonon megvéltoztattuk az egységeket a tengelyeken, hogy job-
ban lathat6 legyen az inflexiés pont kornyezete.

(x) A filiggvény grafikonjanak inflexiés pontjat zold szinli ponttal jeloltiik.

(x) Jol lathato, ahogyan pozitiv irdnyban haladva a grafikon konkavbol konvexbe
megy 4at az inflexios pontndl.

3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellenorzo kérdések

e

2 Mit lehet mondani egy olyan fiiggvényrol, amelyiknek a derivéltja az értelmezési tar-

tomédnyanak minden pontjaban rendre pozitiv, negativ, 0, illetve ugyanakkora?

2 Lehetséges-e, hogy egy fliggvénynek van helyi, de nincsen abszolit minimuma?
? Adjon példat olyan fliggvényre, amelynek a szakaddsi helyén van hatéarértéke, és adjon

példat olyan fiiggvényre is, amelyiknek nem létezik a hatarértéke a szakadasi helyén.

? Van-e olyan fiiggvény, amelyiknek végtelen sok szakadasi helye van?
? Egy fiiggvény elsd derivaltjdnak 0-helye az x = 1 pont, a fiiggvénynek mégsem sz€ls6-

értékhelye az x = 1 pont. Hogyan lehetséges ez?

? Igaz-e, hogy ha egy fiiggvény az értelmezési tartomdny barmely szakaszin konvex,

akkor van minimuma?

4. Onallé munkdra kitlizott gyakorlatok

7~

1.

2.

Végezziink teljes menetvizsgalatot a kovetkez6 fliggvényeken (legb6vebb értelmezési
tartomany; folytonossdg; helyi széls6értékek, monotonitas; konvexitas, inflexiés pon-
tok; hatarértékek a végtelenben; értékkészlet)!
3

(@ f:x—=x>-5%° +6x+6, (b) g:x— “xt+x3-3x% +3.

A "Kemény Di6" nevii mezdégazdasagi szovetkezet diot termeszt. Az elmilt évek el-
szamoldasaibo6l azt olvastdk ki, hogy ha 50 fat iiltetnek egy hektérra, akkor minden fa
atlagosan 30 kg di6t terem évente. Minden egyes Gjabb fanak egy hektérra beiiltetésé-
vel (15 fdig) az atlagos termés 1 kg-mal csokken. Mennyi fat kell hektaronként iiltetni

ahhoz, hogy maximalizaljdk a hektdronkénti hozamot? Mekkora ez a maximadlis ho-
zam?

5. Ajanlott irodalom

G ED RS =

Reimann Istvdn: Matematika, Typotex

Obdédovics J. Gyula: Matematika, Scolar

Szab6 Tamas: Kalkulus I. példatar informatikusoknak, POLYGON
Fiilop Vanda: Kalkulus I. példatar, POLYGON
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