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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

O Szamsorozatok monotonitésa, korlatossaga (az el6z6 leckébdl);

O hatvanyfiiggvény (gyokfiiggvény), exponencidlis fliggvény, logaritmusfiiggvény értelme-
zési tartomanya és értékkészlete, monotonitdsa;

O nevezetes algebrai azonossdgok, a hatvanyozas és a logaritmus azonossagai,

O araciondlis és az irraciondlis szdmok tizedes tort alakja.

J6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt a szerzé tandcsait.

A gyakorlati OL fokusza

e Polinomok, polinom tipusu hatéarérték;
e 1°° tipusu hatérérték;

* val6s szamok tizedes tort alakja, és jelentése.

5

Az OL attanulmdényozaséval az olvasé elérheti, hogy

v/ meg tudja éllapitani alaptipushoz tartozé sorozatok hatarértékét;

v’ értse a kapcsolatot a valés szamok és a tizedes tortek kozott.

Az OL attanulméanyozasanak id6igénye

* A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellenérzé kérdések megvala-
szoldsanak ideje: kb. 40 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Videdleckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardazatért, fogalmak pontos meghatdrozasaért, irianymutatdsért, és ez tovabbi
egyéni iddsziikségletet jelent.

e A tudas elmélyitését szolgald kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovdbbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

izsgédlja meg monotonités és korlatossag szempontjabol a kdvetkezo sorozatot!

n-—2

apn=—5—""—
" o2n2-6n-9

Megoldds a3, oldalon



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

2.2. Mintafeladat.

2
—3 n,
.zltarozza meg a kovetkezd hatarértéket: 11 m
—00
Megoldds a[4, oldalon
2.3. Mintafeladat.
n®+2n-6 |

.mltarozza meg a kovetkez6 hatarértéket: lim

n—co\/n3 _7n+1
Megoldds a[4 oldalon

2.4. Mintafeladat.

tsa el a kovetkez6 szamokat tizedes tort alakban: (a) 15—3, b & (0 12.
Megoldds az[5 oldalon

2.5. Mintafeladat.

apitsa meg a kovetkezd hatdrértéket: lim (1+3 3)"
—00

Megoldds a[7 oldalon

2.1. Mintamegoldasok

| 2.1} Mintafeladat megolddsa (2} o.)
gédlja meg monotonitas és korlatossag szempontjabdl a kovetkez sorozatot!
n-2

|!i
2n%2-6n-9

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

' Sorozat korlatossaganak fogalma.
-'2. Sorozat monotonitddsnak, szigori monotonitdsanak fogalma.
3. Maésodfoku és linedris egyenlétlenségek megoldasa.
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| 2.2| Mintafeladat megoldasa (3} o.) ]

.’ n*+2n-6
.’térozza meg a kovetkezo hatarértéket: lim ————!
- =0y pd —Tn+1

Mit kell tudni a feladat megolddsdahoz?

' Sorozat hatarértékének fogalma, végtelenbe, ill. —oco-be tart6 sorozatok.

-'2. Az a;, = n“ sorozat a > 0 esetén a végtelenbe tart. (Az f(x) = x* fliggvényrdl itt
olvashat.) A hatvanyfiiggvény barmilyen pozitiv kitevl esetén akdrmilyen nagy
értéknél is nagyobb lesz, ha az alap elég nagy.

3. Sorozatokbdl képezett 6sszegsorozat.

4. Ha tobb sorozatnak van hatarértéke, akkor a hatarértékeik osszege az egyes
hatarértékek Osszege. Két sorozatra megfogalmazva: ha lim,_.a, — A,
lim,,_.oo b;, — B, és ¢, = a, + b;,, akkor lim,,_.o, ¢, — A+ B.

5. Ha a,, — A és b,, — B # 0 két konvergens sorozat, és c;,, = % mindeniitt, ahol a

n

b, #Z 0, akkor lim;,_.o ¢;; — %.
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| 2.3| Mintafeladat megolddsa (3} o.)

.' n+2n-6 :

.’térozza meg a kovetkez6 hatarértéket: lim
— n

—®Vnd—7n+1
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‘= Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

0z06 feladatnal felsorolt ismeretek mellett kiemeljiik, hogy

.'1. egy konvergens sorozat részsorozatai is konvergensek, és ugyanoda konvergal-
nak, mint a sorozat;

2. ha egy sorozat a végtelenbe tart, akkor tagjainak reciprokaibdl dll6 sorozat a 0-
hoz tart;

3. ha egy pozitiv tagti sorozat a 0-hoz tart, akkor a reciprokaibdl 4ll6 sorozat a vég-
telenbe tart; ha a tagok negativok, akkor a minusz végtelenbe.
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Most is dbrdzoltuk a sorozat elsé néhany tagjat !
(a3, ay,..., ax). sl
Az abran a pontok mdsodik koordinétéja jeloli a :
. ” z z Ve !
megfelel6 indext tagok értékét. HIEER
x> +2x-6 | e
3— a " Ld
Lo P (o VX —TX+1 .
fiiggvényt. E fliggvény értelmezési tartoményat az *
x3—7x = 1 > 0 feltétel hatdrozza meg. Szdmolés
mutatja, hogy x > 2,68 esetén mar pozitiv a gyok
alatti mennyiség, és ezért értelmezett a fiiggvény. ° ? i T T

Szaggatott vonal abrazolja az f(x) =

| Mintafeladat megoldésa (3] o.)

tsa el6 a kovetkez6 szamokat tizedes tort alakban: (a) 1—53, b % (© 12

B Mit kell tudni a feladat megolddsdhoz?

. Mértani sorozat 6sszege Y 7| a, = ﬁ_lq’ ha a hdnyados g < 1 (a mértani sorozat
osszegképletérdl itt tud tdjékozodni);

. helyiértékes osztéds 10-es szamrendszerben;

. raciondlis szdmok tizedes tort alakja (A racionalis szamok végtelen szakaszos

tizedes tort alakjanak meghatéarozasaro itt olvashat.);
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A mértani sor osszegképletét haszndljuk ebben a feladatban. Végtelen 6sszegnek éppen

a hatdrérték fogalménak segitségével tulajdonithatunk jelentést. Az 6sszegformula a
kovetkezd hatarértéket fejezi ki 0 < g < 1 esetén:

-1 a
lim S, = 11m Zak— lim Zal =
n—oo n—oo ;= qg-—1 1 -q
Azt, hogy 1étezik, és hogy ez a hatarertek, akdr a definici6 alapjdn is ellendrizhetjiik. Most
pozitiv a; -et tekintiink, és ekkor a mértani sorozat minden tagja pozitiv, kdvetkezésképpen
Sy, szigorian monoton ng.
A hatérérték akkor létezik, és S, ha barmely € > 0-hoz van egy olyan N szdm, hogy n > N
esetén |S— S, <e.

a) q? a; a n

L = —(1-

= i ) e

Itt a tényezG6k pozitivok. Az q < e feltétel teljesiil, ha g" < < Algfiiggvény (10-es alap)
1-q

szigordan monoton novo, ezert logaritmusaikra ugyanilyen irdnyt nagyobb reldcio teljestil:

|S_Sn| —

nlgg < lg(E). Am nem csak a bal oldalon szereplé ¢, hanem - is kisebb 1-nél, ha €
1-q 1-q
elég kicsi, ezért a logaritmusok negativ szamok. Mindkét oldalt a negativ g g-val osztva az

egyenldtlenség irdnya megfordul:

lgq
Ha egy egész szam a jobb oldalndl nagyobb, akkor megvan a keresett kiiszobszdm.
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| 2.5| Mintafeladat megoldasa (3} o.)

A L, a D D P 3\
‘i."pltsa meg a kovetkez6 hatdrértéket: lim (1+35)"!
| —

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

' Az e szdm mint az (1 + 1)" hatdrértéke;
- 2. véges hatarértékkel rendelkezo sorozatok szorzata olyan sorozat, melynek ha-
tarértéke az egyes sorozatok hatérértékének szorzata.

A '*“"‘(”mk) (k€ IN) meghatarozasa
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3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellenorzo6 kérdések

' Ha egy sorozat tart co-be és egy mdsik sorozat hatarértéke az A szam, akkor hov4 tart
~ akétsorozat tagjainak 0sszegébdl képezett sorozat?

? Konvergens-e valamilyen a; esetén a mértani sorozat elsé n tagjdnak 6sszegébdl allo
sorozat, ha g > 1?

? Dontse el, hogy igazak vagy hamisak a kovetkez6 allitadsok!
O Ha egy sorozat tart co-be és egy mdsik sorozat hatarértéke —oo, akkor a két soro-

zat tagjainak 6sszegébdl képezett sorozat a 0-hoz tart.

O Ha két sorozat egyardnt a végtelenbe tart, akkor a tagjaik hdnyadosabdl 4ll6 so-
rozat monoton.

O Két egész szam hanyadosdnak végtelen szakaszos tizedes tort alakjdban a sza-
kasz hossziséga kisebb, mint a szdmlal6 abszolut értéke.

O Csakazok az egész szamok hdnyadosaként felirt tortek véges tizedes tortek, ame-
lyekben a nevezd oszt6ja a 10-nek.

? Igaz-e, hogy ha egy sorozat monoton csokkend, és korlétos, akkor konvergens?




' 2 Igaz-e, hogy van olyan konvergens sorozat, amelyik nem korlatos?

? Keressen olyan szamtani sorozatot, amelyik korlatos! Konvergens ez a sorozat?

4. Onallé munkdra kittizott gyakorlatok

7

1. Vizsgélja meg a kovetkezd sorozatokat monotonitds és korldtossag szempontjabol
(mindegyik esetben n € N)!

Bl n?-3n-1

(@ a i (b) ap= (©) a
n — » n — n — 39_2n

n-3 3-2n’

2. Hatérozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!
10000072

n2+1 "’

n2—3n.

2n2 -5’

n-3n®+6n*
1+n3
n—3n?

(d) .
513 +2n% +v/7
3. Hatérozzuk meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

=

n
@ —;
",
n“-2n+6
b) ————.
vnd—-5n+4 §
4. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét!
3.7" 423771
3n+l _gn ;
22]’13 n4
Vnd—b5n+4 §
5. Hatdrozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét!
(@ v2n—-1-+3n+5;
(b) Vn2-3n-vn?+4n-5;
(© Vn?-2n-3-n.
6. Hatérozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét!

(@)

(b)

(©

(a)

(b)

Yn—- 2
(@ —=;

2-232
(b) Y8 W

Y3 27

() Vn?2-2n-3-n.
7. Vizsgdlja meg a kovetkezd sorozatokat monotonsdg, korlatossag és konvergencia
szempontjabol!
1 1\n+1
@ an=2+(-1" b bp=——, © (1+=] .
n+3 n

n+3
8. Hatdrozza meg az lim,_.o (2 + %) hatarértéket!




n
9. Hatdrozza meg az lim,,_.o. (1 it ﬁ) hatarértéket!

n!
10. Hatarozza meg az lim;_. (1 + zi,,) hatarértéket!
11. Allitsa el a kovetkez6 szamokat tizedes tort alakban!

5 13 64
(@ 12, (b) 5’ (c) 5 (d) —

12. Konstruéljon olyan szimsorozatot, amelynek hatarértéke v/2!
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