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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

A kozépiskolaban megszerzett és az el6adason attekintett legalapvet6bb fogalmak és 6ssze-
fliggések a szogfiiggvényekkel, sikbeli transzformdciokkal, mésodfokia egyenletekkel és
egyenldtlenségekkel, nevezetes azonossdgokkal kapcsolatosan.

O Szogfiiggvények értelmezése, kapcsolata.

O Trigonometrikus egyenletek és egyenl6tlenségek.

O Forgatas és tiikr6zés a sikban.

O Nevezetes algebrai azonossagok.

J6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa elott a szerzd tandcsait.

A gyakorlati OL fékusza

Trigonometrikus alapok, nevezetes szogfiiggvények;
orig6 kortili forgatas;

pont tiikrozése egyenesre;

betts kifejezések szorzatta bontdsa, egyszertsitése;
madsodfoki egyenlétlenségek megoldésa;

tortes egyenldtlenségek megoldésa.

Az OL attanulmdanyozasaval az olvaso elérheti, hogy

az egyes trigonometrikus fliggvények értékébdl nevezetes esetekben megallapitsa
az argumentumat;

v ki tudja szdmitani egy pont origé koriili adott szogli elforgatottjat;

ki tudja szdmitani egy pont tiikorképét tetszéleges egyenesre forgatds kozbeiktata-
saval;

nevezetes azonossiagok alkalmazdsdval szorzattd tudjon alakitani algebrai kifejezé-
seket,

nevezetes azonossagok alkalmazdsaval egyszertsiteni tudjon tortes algebrai kifeje-
zéseket,

v/ meg tudjon oldani mésodfoku egyenlétlenségeket;

v/ meghatérozza tortes egyenl6tlenségek megoldashalmazat.



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

Az OL attanulméanyozasanak idéigénye

A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellen6rzé kérdések megvala-
szolasanak ideje: kb. 45 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Videdleckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardazatért, fogalmak pontos meghatdrozasaért, irianymutatdsért, és ez tovabbi
egyéni idGsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdl6 kitlizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

[
Ii, Oldja meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket!

(@) sinx:%; (b) tgx=V3.

Megoldds a4, oldalon

2.2. Mintafeladat.

i Adja meg sina és cos a pontos értékét, ha tga = %!
Megoldds az[5 oldalon

2.3. Mintafeladat.
I

A P(5;3) pontot forgassuk el +60°-kal az origé koriil!
Megoldds az[5 oldalon

2.4. Mintafeladat.
[

 Tikrozziik a P(—3;2) pontot az x — 2y = 4 egyenletli egyenesre!
Megoldds a6, oldalon

2.5. Mintafeladat.
i

= Alakitsa szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket!
(@ 2x*-13x+7; (b) 36a°+25b* —60a’b°.

Megoldds a[7 oldalon




2.6. Mintafeladat.

[
Ii, Hozza egyszertibb alakra a kovetkez6 kifejezést!

(a+D(@®+a*+1)
(a*—a?2+D(a*+a®+1)

Megoldds a8 oldalon

2.7. Mintafeladat.

[
- Oldja meg az alabbi negyedfoku egyenlétlenséget!

+x>-6>0.

Megoldds a9 oldalon

2.8. Mintafeladat.
[
|i— Oldja meg az alabbi tortes egyenldtlenséget!

x—2 2x-3
>

x+2 4x-1"

Megoldds a[I10. oldalon

2.1. Mintamegoldasok

[_ Mintafeladat megoldésa (3} o.)

[
DOldj a meg a kovetkez6 trigonometrikus egyenleteket!

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

(@) sinx:%; (b) tgx=\/§.

keZ.

keZ.

kotangensfiiggvény periodikus, periédusa 7.

korhoz az (1;0) pontjaban hiizott érint4jébol.

|i' 1. Egy a € R sz0g szinusza az a forgdsszogl egységvektor masodik koordinétaja.
—

2. Egy a € R sz0g koszinusza az a forgasszogl egységvektor elsé koordinataja.
3. Egy a € R sz0g tangense a szinuszanak és koszinuszdnak hanyadosa, amennyi-
ben cosa # 0. Egy a szog koszinusza pontosan akkor 0, ha @ = 5 + k=, ahol

4. Egy a € R szog kotangense a koszinuszdnak és szinuszdnak hdnyadosa,
amennyiben sina # 0. Egy a szdg szinusza pontosan akkor 0, ha @ = km, ahol

5. A szinusz- és a koszinuszfiiggvény periodikus, periédusa 27. A tangens- és a

6. Egy a irdnyszog tangense annak a szakasznak az el6jeles hossziisdga, amelyet
az a irdnyszogl egyenes és az x-tengely metsz ki az Orig6 kozépponti egység-
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.’Derékszﬁgl’i haromszog hegyesszogének szinusza a szoggel szemkozti befogo és
az atfog6 hosszdnak hanyadosa, koszinusza a szog melletti befog6 és az atfogod
hosszdnak hanyadosa.
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Vegyiik észre, hogy a szog tangensének ismeretében a szog szinuszdnak és koszinuszanak
pontos értékét tudtuk meghatarozni. Nem volt sziikség a szog kozelitd értékének szdmolo-
géppel valé meghatarozdsaral

|HI’, 3) pontot forgassuk el +60°-kal az origé koriil!




‘. Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

.’Egy nem zér6 vektort a hosszusagdval elosztva egy egységnyi hosszisagu, un.
.' egységvektort kapunk, melynek az irdnya megegyezik az eredeti vektoréval.
| 2. Egyvektor koordinatdit megkapjuk, ha a végpontjdnak koordinataib6l kivonjuk
a kezdépontjanak megfelel6 koordinatait.
3. Sikban egy vektor +90°-kal elforgatottjdnak els6 koordinatdja az eredeti vektor
masodik koordinatdjanak ellentettje, az elforgatott vektor mésodik koordinétdja
az eredeti vektor els6 koordinatdja.

A feladatot ugy oldjuk meg, hogy el6szor egy altaldnos ¢ szogu elforgatdst hajtunk végre,
majd ezt alkalmazzuk a ¢ = +600 esetére.

Elforg&‘t;xﬁ P 526596\

O_s orgtottia Okorul +50-kal : O_P;O,

Piac®
Az OP*P'A_bSL: |OB*|= sy (0P | =005 |53}
|p*p| = sing|OP| = snip[0P ]
lgij o vektorokm: OP¥= ®oY- oP.
-"ﬂ
PP = sin- OF,.

ik, 0P = OPr PP = cosup-OPH'»mPa@g;

Ha ¢ =60°, és P(5;3):

OP' = 0P+ PFP = 06p OP+6inpOP,
7 =

/ ]\ T I— vektor +30"~0s
(Xy) cosl) ( }i) a2 (~45%) d{oroﬁtobfﬁmk
) = “(’(J‘é)'i' "'8'5x) koordina

(5,3) 3;5)

) =459+ 50,5)=(£- 38,3 +F)w(-on,59)

|Eizzﬁk a P(—3;2) pontot az x — 2y = 4 egyenletli egyenesre!



Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

[
Pontnak a koordinata-tengelyekre vonatkoz6 tiikorképeinek koordinatai.
-ﬂ Pont Orig6 koriili adott szogu elforgatottjanak koordindtai.
3. Egy pontnak egy egyenesre tiikrozését tigy is végrehajthatjuk, hogy a pontot és
az egyenest is elmozgatjuk a sikban, a képeken végrehajtjuk a tiikr6zést, majd
visszamozgatjuk az imént kapott pontot.

Mivel Orig6 koriil tudunk forgatni, és az x-tengelyre konnyen elvégezhetjiik a tiikr6zést, igy
mozgatjuk el a pontot és az egyenest egy alkalmas eltoldssal és az Orig6 koriili megfeleld
szogl forgatéssal, hogy az egyenesiink képe az x-tengely legyen.

Fetadot : P ’(,L}tkrézéﬁe. e y= dx-2 eguenesve .
A) A ~(0,2) vektoru elolas P-t o P'(-3,4)
POn:Upa, ez e-taz & 45-=-"-'>( Loyenesbe viszt.

(2) €9y ot sogi 0 borile forgatie et az X-tengelybe,
P-ta P“ be visze.
o =7 Kordbbi {elocatbdl tudiud,; NEM w, harem
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(@)p"—t Viss2oforgid (—e)-val
Most * svna _\?: YRSA, = Q‘
“"(x“" w) 12 _____ :3_‘,,_’2_"1
P ¢ )=5F )Jd" ( ls' S)
(5) P"et w"ae,zoioléuk —-y_(o —2,)~
PV(xu)ld ) ( 5')

sa szorzattd a kovetkezo kifejezéseket!

L (@ 2x*-13x+7; (b) 36a°+25b*—60a°b2.

Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?
v

' Nevezetes azonossagok koziil: két tag 0sszegének, illetve kiilonbségének négy-
-' zete, négyzetek kiilonbsége, els6foku kifejezések szorzata.
B 2. Teljes négyzetté kiegészités.
3. Masodfoku egyenlet gyoktényezds alakja, gyokok és egyiitthatok kozotti 6ssze-
fiiggés.
4. Masodfoku egyenlet diszkrimindnsa.




(@) 2x¥—1dx+F A ol ofdlalon eop masodfoku kifeezes all.
v " . « ) :
a, > Eet elgofolual smorzdara akariule bontance,
Lx¥ 1%+ F =0 HA LEKETEEGES -

Oequf) (megoldokeplet) b o(ol&e (telses ma‘wzub&é kieﬁész&és>

N Ahoten let
’*J;::y&z;z::m'i‘f 2ot -2 1)

- ‘\G 1l
ol Z[(K A'b) 4: _Z_] 2,[()\ 4'5) 1‘\3]
2(x-x)(x=%¢ )= 0. xt-Rx 182 3 (E;.)
Ho a diszkriminens D20, /7Ty
aldeor J2 gyoke. -Z,[(x ) ( ) J Nevetetes aronossag

> 434;43' £33 43+W T [(x 1 F)(x o) FB)) o-b =(a-b)o+b)
1w

2(x~ Wﬁﬁ‘)(x w—ﬁfﬂ»‘ pofiz) =1{x- 25 (- 25

Azert !elre{e{‘t s?omc:(,{c.
bouwtani ,mert D> 0.

(b) 36a"+25 bL' 60a b o er_s b Legalocsonypbb elsfordulo hod va

=96 (a )+z5(b GOQ’b / » . — ezaecgoa ndul ka{—w& [<,L
P a la{e ezeai eackhd \EPITIOK FEL" Wjrn
:%A'L_‘__zs's "'6OAB )k A= a B b beve?etCScoe! a‘b{elcmthe*oﬁv‘o

Z(GA)L—Z(GA X 513)+(5‘B§ k Afrende=s utan towkhi C%OPO&TOS\‘(AS(e%ﬂ

=((eA)—(5B ))b * Nevezeles a20nacsoq:
2
=(ea"—5¥") .

.l’ egyszerlbb alakra a kovetkez6 kifejezést!
(a+ 1)(a +a*+1)

(@*-a?+1)(a*+a*>+1)’

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

.’Nevezetes azonossagok koziil: két tag 6sszegének, illetve kiillonbségének négy-
zete, négyzetek kiillonbsége, els6foku kifejezések szorzata; két tag kobe kiilonb-
ségének, illetve 0sszegének szorzattd bontdsa.

1. Altalaban nem vizsgaljuk kiilén, hogy a tértes kifejezés az a milyen értékére van értel-
mezve. A feladatot ugy értjiik, hogy az egyszertsitést a kifejezések értelmezési tarto-
manyan kell elvégezni.

2. A magasabb hatvanyok lattdn egyrészt gondolhatunk arra, hogy nevezetes azonossag
alapjan szorzattd bonthat6 a kifejezés. Ha ez nem megy, akkor az is sz6ba johet, hogy
kifejezésiink egy még magasabb hatvanyokat tartalmazoé nevezetes azonossagnak egy
komponense.
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Konnyen ellendrizhetd, hogy a nevezében 1évé mindkét tényezé csak pozitiv értéket vesz fel
(teljes négyzetté kiegészitéssel: a* + a® +1 = (a® + 3)* + 3 > 0), ezért a kifejezés minden a € R
esetén (a+ 1)-re egyszertisodik.

.l’meg az alabbi negyedfoku egyenl6tlenséget!
L

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

.’ Masodfoki egyenlet gyokeinek és egyiitthatéinak 0Osszefiiggése (Viéte-

-' formulak).
2. Egynem nulla szorzat el6jelét az donti el, hogy a tényez6i kozott a negativ eléje-
ltiek szama pdros vagy pdratlan: az els6 esetben a szorzat pozitiv, a masodikban
negativ.

3. Val6s intervallumok abrdzoldsa szamegyenesen.

+x®-6>0.

« Altalaban magasabb foki polinomidlis egyenlétlenség megolddsa a polinom gyokei-
nek meghatédrozasdval adhat6 meg.

e Két nullahelye kozott a polinom eldjele nem véltozik. Ezért a nullahelyek kozott
egy helyen a polinom értékét kiszdmolva, megtudjuk, hogy az adott intervallumon




teljesiil-e az egyenl6tlenség. A legkisebb nullahelytdl balra, illetve a legnagyobbtoél
jobbra ugyanez a helyzet ezekre a végtelen intervallumokra vonatkozdan.

Altaldban magasabb foka polinomidlis egyenlGtlenség meg-
oldasa a polinom gyokeinek meghatédrozésaval adhato6 meg.

() A ru;wed{ol.\l kdeezest olyon %e‘,uﬂc_'zéﬁ (%) S‘témfnéa szovzat, e,\.::jeﬁe (%ro,{'dcu-o ~Mego):
5207 2at0m l:»ov&jq&,ome(;je,(z @Q._-‘_‘,J et
meg Wd'}u.h, h.o:tofrOlb\,L
(
KUxE =6 Ez (x*)-beu masodfolo .
= ((x) = %q)((x1)- ¥Xy) odabloan
X:\:? ) Xq_*—"?
(®) Viete - formulal i ax*+bx+c (oo ):
KatXp=—2 o xyx, =& .
mos‘t" K44-x?_:—.4.;]_-_-_.4.) X1x£=_,1—6:"6-
Ez2t megoldun (_\)txrjtj NSl gyaleorlafz!

.

akatala (Ve )é Xa= 0y 3 xl.-_z, : Tobb esel nuncsen (a2 4 Lc'_n.ieu'::‘ mn.ol\'-a@ )
Vaeyis i ex% G (x 24 B)(x%2) Megolelas: X &<~JT vogy x>z -

@) A misodik terge2st Lo alabiha
xtx"-G = (24 8) (X —{T ) (XHZ)

meg az aldbbi tortes egyenldtlenséget!

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

Tortek 6sszeadésa (kivondsa) kozos nevezdre hozassal.

-ﬂ Egy nem nulla szorzat el6jelét az donti el, hogy a tényez6i kozott a negativ el6je-
- ltiek szdma pdros vagy pdratlan: az els6 esetben a szorzat pozitiv, a masodikban
negativ.

3. Valos intervallumok dbrézoldsa szamegyenesen.

2.2. Megoldasi terv

. Meghatdrozzuk, hogy hol van értelmezve a teljes kifejezés.
=’ . Tortet 0-val tudunk kdnnyen dsszehasonlitani, ezért egy oldalra rendeziink.
3. Atort szamlalojat és nevezdjét is tényezOk szorzatdva alakitjuk.
4. Szadmegyenesen dbrazoljuk az egyes tényezOk pozitivitdsa, illetve negativitdsi
intervallumait.
5. Anegativ tényezdk szdmdanak paritdsa alapjan hatarozzuk meg a tort pozitivitasi
intervallumait.
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‘ ' brazolas
) E\lf‘tdmczésL tardomany : (ﬂ S

X+2#0; 4x-4+0=>x§{2;17.

(2) Rerde2zink a ol oldalvar!
f_:.zi __Z_X-—_.S 0 = (K—Zﬁx—n—(tx-‘b)(xtz.)O

X+ ax—4 - Cx+2)4x-1)

2.x%- 10x+8 \ Mundedl oldo It

> . ,
G =0 | L Sl

< 7 ' “
X“=5X +4 s [575.1\/\5.(0(;2.'@, nevesot & -
GO [guel osatjul ]
) 92omlolot s2orzatio lbowtjul
(korabhen mar allolmazott N\M.‘:’J‘.’l’rd)-

&-4H)(X~1D ! .
(x+2.))()( -1 20 (5) A muﬂo&dos (m_._-o wole X=A %x,:,mga)
X<—2;,uoc‘](d %(X&_",U’aa% x’)_li.‘

3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellen6rzo kérdések

.’ Dontse el, hogy igazak vagy hamisak a kovetkezd allitdsok!

4

O Minden trigonometrikus fiiggvénynek periodusa a 7.

O Tetszbleges pozitiv szdm lehet valamilyen trigonometrikus fiiggvény periédusa.
O A kotangensfiiggvény a tangensfiiggvény inverze.

O Van olyan szog, amelynek koszinusza —1,5.

2 Altaldban igaz-e a kovetkez6 4llitds: Nincsen minden masodfoki egyenletnek valés
gyoke.

? Igaz-e, hogy ha egy méasodfoku egyenlet minden egylitthat6ja negativ, akkor gyokei
csak negativok lehetnek?

? Hogyan véltozik meg az egyenl6tlenség igazsdghalmaza, ha mindkét oldalat egy ne-
gativ szammal osztjuk?

? Megvaltozik-e az egyenldtlenség iranya, ha mindkét oldalt egy valds véltozot tartal-
maz6 kifejezéssel szorozzuk meg?

? Milyen annak a kifejezésnek az elGjele, amelynek a szamlél6jdban és a nevezdjében
levé pozitiv értékil tényezdk szdma p, a negativ értékid tényezok szdma n?

4. Onallé6 munkara kit{izétt gyakorlatok

1. Oldja meg a kovetkez6 trigonometrikus egyenleteket!

1 2
(@) sin2(2x):5; (b) V2|sin3x|=2; (c) cosx:sin(x—?n).

11



1
(d) 2cos’x—3cosx+1=0; (e) X+— =2c0SX; tgzx: 1.
X
2. Legyen A(-1;1), B(4;3), C(—3;5). Forgassa el az ABC hdromszoget az orig6 koriil
(@) +90°-kal; (b) 180°-kal; —90°-kal.

A P(5;3) pontot forgassa el +45°-kal az orig6 koriil!

Tiikr6zze a P(—1;1) pontot az 2x — y + 4 = 0 egyenletti egyenesre!
Tiikrozze a P(4;—-3;2) pontot az 2x — 3y + 1 = 0 egyenlet( sikra!
Alakitsa szorzatta a kovetkezd kifejezéseket!

G o0 > L8

(@) 2x*—13x+20; (b) 25y*-10y*x+x% (c) 1+8b°.
7. Hozza egyszerlibb alakra a kovetkezo kifejezéseket!

4x3y + 4xy® a l1-a(l-a) a 2a-2a%-2
1 (b)) — 1 SB[ 2 .
x4t —y4 a’—2a+1 l1-a 1+a? (1-a?)(a—-1)

8. Hozza egyszerlibb alakra a kdvetkezd kifejezést!

(a)

1 N 1 N 1 .
x—x-2) (z—-x)z-y) Y-x)(y—2)

9. Oldja meg az alabbi egyenl6tlenségeket!

(@ x*-9<0; (b)) x-2°<7-2x; (c)

2 5
>X" ——=x+2.
2x+1 2
10. Adja meg a valés m paraméter értékét ugy, hogy a kovetkez6 egyenlétlenségnek ne
legyen megoldésa:
(m+1x*-2(m-1x+3m-3<0.

11. Oldja meg az alabbi egyenl6tlenségeket!

x2—1 x-1x+2) x—1 x+1
— <1 <2

@ et ®

x+1 X x—1

5. Ajanlott irodalom

Reimann Istvan: Matematika, Typotex

Obddovics J. Gyula: Matematika, Scolar

Szab6 Tamas: Kalkulus I. példatar informatikusoknak, POLYGON
Fiilop Vanda: Kalkulus I. példatar, POLYGON

> 89N =
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