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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

Tobbvéltozos fliggvények parcidlis derivéltjai,
tobbvaltozos fliggvények szélsGértékei,
érint6sik egyenlete,

egyvaltozos fliggvények analizise,

O 0O 0O 00O

egyenletrendszerek megolddsa.

Jo6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt Kozma Jozsef tarsszerzOm tandcsait.

A gyakorlati OL f6kusza

» Tobbvaltozés fliggvények szabad széls6értékeinek meghatédrozasa;

* tobbvaltozos fliggvények tartomdényai széls6értékeinek meghatarozasa.

Az OL attanulmdényozasaval az olvasé elérheti, hogy

v tudja megkeresni t6bbvéltozoés fiiggvények staciondrius pontjait;
v’ tudja osztélyozni a staciondrius pontokat,

v tudja meghatédrozni egy kétvaltozos fliggvény abszoltt szélsGértékeit egy téglala-
pon.

Az OL attanulmdényozasanak iddigénye

* A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellenérzé kérdések megvala-
szoldsanak ideje: kb. 60 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Videdleckéjébe, hasonléképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardazatért, fogalmak pontos meghatdrozasaért, irinymutatdsért, és ez tovabbi
egyéni idGsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdl6 kitlizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.
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. Hol hiizhat6 ,vizszintes” (xy-sikkal parhuzamos) érintdsik az f(x, y) = 2x% + y4 - X
fliggvényhez?

Megoldds a3, oldalon



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

2.2. Mintafeladat.

"~ Keressiik meg az f(x,y) = x> + x>y — y?> — 4y fiiggvény lokalis (szabad) szélséértékeit.
Megoldds a[4 oldalon

2.3. Mintafeladat.

]
© Keressiik meg az f(x,y) = x> + y° — 2xy fiiggvény globalis (abszoltit) szélséértékeit a H =
{(x,)10=x=<2,0<=< y=<2} tartomanyon.

Megoldds al6l oldalon

2.1. Mintamegoldasok

[_ Mintafeladat megoldésa (2] o0.)

I
LiHol htizhat6 ,vizszintes” (x y-sikkal parhuzamos) érintésik az f (x, y) = 2x* + y* — x? — 2 fiiggvényhez?

’ 1. Erint6sik definicija.

2. Erintésik és gradiens kapcsolata: az érintésik tanult egyenletébdl leolvashato,
hogy (totélisan differencidlhat6 esetben) az érintésik pontosan akkor vizszintes,
ha gradiens az adott pontban (0, 0), azaz elfajul.

3. Parcidlis derivélés, egyenletrendszer megolddsa.

Az el6zetes megjegyzések szerint elegendd azokat az (x,y) helyeket megkeresniink, ahol
a Vf(x,y) = (0,0). Ehhez ki kell szdmitsuk a parcidlis derivaltakat: f.(x,y) = 8x% —2x és
fJ’,(x, y) = 4y® — 4y. Ebbél felirhatjuk az egyenletrendszert:

8x3-2x=0
4y3-4y=0

Az elsé egyenlet baloldaldbél 2x-t kiemelve 2x(4x? — 1) = 0. Egy szorzat pontosan akkor
nulla, ha valamelyik tényezd nulla, igy hdrom megoldast kapunk: x; =0 és xp 3 = +1/2.
Hasonléan, a méasodik egyenlet bal oldala szorzatta bonthat6: 4 y( y2 —1) =0, amibdl szintén
harom megoldas adddik: y; =0és y»3 = +1.

Nagyon fontos meggondolni, hogy az egyenletrendszert egy (x, y) szampar akkor elégiti ki,
ha mindkét egyenletbe behelyettesitve igaz allitast kapunk. A kapott x megolddasok barme-
lyike garantdlja, hogy az elsd egyenlet teljesiiljon; hasonl6an barmelyik kapott y megoldas
garantdlja, hogy a mésodik egyenlet teljesiiljon, igy mind a kilenc lehetséges par megoldast
ad: P1(0,0), P»(0,—1), P3(0,1), P4(1/2,0), P5(1/2,-1), Pg(1/2,1), P7(—1/2,0), Pg(—1/2,—-1) és
Pgo(—1/2,1).




Megjegyzés. A kapott pontokat a fliggvény staciondrius pontjainak (helyeinek) nevezziik.

L@. Mintafeladat megolddsa (3} o.)

ﬁeressﬁk meg az f(x,y) = x>+ x?y — y* — 4y fiiggvény lokalis (szabad) széls6értékeit.

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

. Lokalis széls6érték fogalma.

Parcidlis derivalds, egyenletrendszer megoldasa.

Hesse-matrix, determindns.

Recept lokdlis szélsGértékek keresésére (kétszer folytonosan differencidlhaté
fiiggvényekre):

1.

Lokalis széls6érték csak staciondrius pontban lehet, ezért elsé 1épésként
meghatédrozzuk a stacionérius pontokat a V f(x, y) = (0,0) egyenletrendszer
megoldasaval. (Lasd els6é mintafeladat.) FONTOS! A staciondrius helyeken
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nem feltétlen van széls6értek.

. Minden talalt staciondrius pontra alkalmazzuk a kovetkezd tesztet. Ha

(x0, Yo) staciondrius pontja f-nek, és
i) det Hy(xo, yo) <0, akkor f-nek az (xo, yo) pontban nincs lokélis széls6ér-
téke (azaz nyeregpontja van).
i) det H(xo, yo) > 0, akkor f-nek az (xo, yo) pontban lokalis szélsGértéke
van; mégpedig
- ha f}'.(x0, y0) > 0, akkor szigoru lokélis minimuma;
- ha f},(x0, y0) <0, akkor szigoru lokalis maximuma.

Egyéb esetekben (amikor det Hy = 0) a teszt eredménytelen.
Ha a 2. pontban nem jutottunk eredményre, elemi utat keresiink a staciona-
rius pont vizsgalatara.

Alkalmazzuk a fenti eljarast.
1. Staciondrius pontok meghatdrozasa
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A parcidlis derivaltak meghatdrozasaval kezdiink: f.(x,y) = 3x*+2xy és fJﬁ(x, y) = x>—
2y — 4. Ezekbdl felirjuk a megoldandé egyenletrendszert.

3x2+2xy=0
x?-2y-4=0

A maésodik egyenletbdl kifejezhetjiik y-t: y = (x> —4)/2. Ezt visszairva az els6 egyenlet-
be 3x% +2x(x%2 —4)/2 = 0 ad6dik, egyszerusitések utan kapjuk, hogy

X +3x°—4x=0.

Ennek bal oldala szorzattd alakul, igy a megolddsai x; = 0, xp =1 és x3 = —4. Az
y = (x? — 4)/2 6sszefiiggésbe visszahelyettesitve kapjuk a megfeleld y értékeket: y; =
—2, y» = —=3/2 és y3 = 6. Igy a vizsgalando kritikus pontok P;(0,-2); P»(1,-3/2) és
P3(—4,6).

. El6szor kiszamitjuk a Hesse-matrixot és annak determindnsat. A masodik derivaltakat

az fy és f)ﬁ elsérendq parcidlis derivaltak tovabbderivaldsaval kapjuk. Ebbdl a Hesse-
matrix:

6x+2y Zx)

Ao 3 [or 1 L)

Ennek a determindnsara is sziikségiink lesz:

= —4x* - 12x-4y.

detH = det (6x2-;2y 3;)

Ezutan sorra vessziik a staciondrius pontokat.

e A P;(0,—2) pontban a Hesse-determinans
detHy|qo _, =—4-0°-12:0-4--2=8>0.

Mivel a determindns pozitiv, igy a teszt eredményes, f-nek a P; helyen lokdlis
széls6értéke van. Mivel f, (0, —2) = 6-0+2-—2 = —4 < 0 negativ, ezért a szélsGérték
maximuim.

e A P,(1,-3/2) pontban a Hesse-determinéans
detHy|; _3/ =—4:1°-12-1-4--3/2=-10<0.

Mivel a determindns negativ, igy a teszt eredményes, f-nek a P, helyen nincs
lokalis szélsGértéke.

* A P5(4,—-6) pontban a Hesse-determinans
detHy| _ 5 =—4-(-4*-12--4-4-6=-40<0.

Mivel a determindns negativ, igy a teszt eredményes, f-nek a P3 helyen nincs
lokalis szélsGértéke.

Kaptuk, hogy az f fiiggvénynek a P; (0, —2) helyen lokdlis maximuma van, a maximum
értéke f(0,—2) = 4. Mas sz€lsGérték nincs.
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I—iA megtalalt P;-beli maximum jol latszik az abrédn, de egyébként a nagy fliggvényértékek mi-

attajo

abrazolas nehézkes:

L Mintafeladat megoldésa (3} o.) ]

[
DKeressﬁk meg az f(x,y) = x%+ y3 — 2xy fuggvény globdlis (abszolit) szélsGértékeita H ={(x,y) |0<x<2,0<
¥ < 2} tartoményon.

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?
|.' 1. Weierstrass-tétele szerint folytonos fliggvény kompakt (azaz korlatos és zart)
el
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tartomdnyon felveszi a szélséértékeit. Igy a kérdés jo, meg kell hatdroznunk,
mennyi a fliggvény legnagyobb és legkisebb értéke, és azt is, hogy ezeket hol
veszi fel.

Parciélis derivalds, egyenletrendszer megoldasa.

Hesse-matrix, determindns.

” 2

Recept széls6értékek keresésére kompakt tartomdnyon (kétszer folytonosan

differencialhat6 fliggvényekre): A lehetséges szélsOértékhelyek keresését két
részben végezziik:

* A tartomény belsejében: megkeressiik az ide es0 staciondarius pontokat.
¢ A hatéron: egyvaltozos fliggvényekre vezetjiik vissza a vizsgdlatot.

Elegend6 néhany (véges sok) pontot felsorolnunk, amikben lehetnek a széls6-
értékek. Az itt vett helyettesitési értékeket 6sszehasonlitva kapjuk meg végiil a
maximumot ill. minimumot.

kaban”.

El6szor is értsiik meg a vizsgdlt tartoményt: ez egy 2 oldalt négyzet az els6 siknegyed ,sar-
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1) Abels6 pontok vizsgdlata. Megkeressiik a fiiggvény staciondrius pontjait, majd megvizs-

gdaljuk, melyek esnek a H négyzet belsejébe.
Parcidlis derivalds utan kapjuk, hogy Vf(x,y) = (2x —2y,3y? — 2x). Igy a megoldandé
egyenletrendszer:

2x-2y=0
3y2-2x=0

Az elsé egyenlet alapjan x = y, ezt helyettesitjiik be a masodikba, igy 3x% — 2x = 0 egyen-
letre jutunk. Ennek megoldésaiaz x; = 0 és az x, = 2/3, megfeleld y értékek nyilvan y; =0
és az y», = 2/3. A fliggvénynek igy a (0,0) és a (2/3,2/3) helyeken fajul el a gradiense. Az
origo6 nincs a négyzet belsejében (a hataran van), igy itt egyetlen gyanus helyet kapunk,
ezt felvessziik a listdnkra: Py(2/3,2/3). Ezzel H belsejének vizsgalatat befejeztiik.

2) A hatér vizsgdlata sordn a négyzet mind a négy oldalat kiilon vizsgdlnunk kell.

(a) Az x-tengelyre illeszkedd oldal esetén y = 0 és 0 < x < 2. Itt a fliggvény fi(x) =
f(x,0) = x* szekci6fiiggvény megszoritva az x € [0,2] intervallumra. Ennek grafi-
konja egy monoton névé parabolaiv, ezért a legkisebb ill. legnagyobb értékét az
x1 = 0 és az x» = 2 helyeken veszi fel. Ezért felvessziik a listdnkra a P;(0,0) és a
P,(2,0) pontokat.

(b) Az y-tengelyre illeszked6 oldal esetén x = 0 és 0 < y < 2. Itt a fliggvény fo(y) =
£(0,y) = y® szekciofiiggvény megszoritva az y € [0,2] intervallumra. Ennek grafi-
konja egy monoton nové ive a kobos hatvanyfiiggvény grafikonjanak, ezért a legki-
sebb ill. legnagyobb értékét az y; = 0 és az y» = 2 helyeken veszi fel. A listankon a
(0,0) pont mér szerepel, Gjként felvessziik a P5(0,2) pontot.

(c) Anégyzet felsd, vizszintes oldaldn y =2 és 0 < x < 2. Itt a fliggvény f3(x) = f(x,2) =
x? —4x+8 = (x — 2)2 + 4 szekci6fiiggvény megszoritva az x € [0,2] intervallumra.
Ennek grafikonja szintén egy monoton parabolaiv, ezért a legnagyobb ill. legkisebb
értékét az x; = 0 és az x, = 2 helyeken veszi fel. Uj pontként a P4(2,2)-t kapjuk, az
x1 = 0-hoz tartoz6 P; mar szerepel a listan.

(d) A négyzet jobb oldali, fiiggbleges oldaldn x =2 és 0 < y < 2. Itt a fiiggvény fi(y) =
f(2,y) = y® — 4y + 4 szekciofiiggvény megszoritva az y € [0,2] intervallumra.

Ennek vizsgalatahoz egyvaltozds analizist alkalmazunk: f,(y) =3 y? —4, eznulla, ha
y = +2/+/3. Ezek koziil csak az y = 2/+/3 érték esik a vizsgdlt intervallumba, ezért
felvessziik a listara a P5(2,2/+/3) pontot. Az intervallum y; = 0 és y, = 2 értékekhez




I
! tartozo végpontjai mar szerepelnek a listan, egyébként azokat is felvennénk.
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A hatér vizsgalatat ezzel befejeztiik.
3) Végiil a kapott 6 pontot 6sszehasonlitjuk.

f213,2/3)~=0,15,  f(0,00=0  f(2,0)=4

f0,2=8 f2,2=4 f(2,2/V3)=0,92

Tehét az f fiiggvény a H tartomdnyon a minimumadt a P;(2/3,2/3) pontban veszi fel, a
minimum értéke f(2/3,2/3) = —4/27. A maximumét pedig a P4(0,2) pontban éri el, a
maximum értéke f(0,2) =8.




3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellendrzo6 kérdések

.’Igaz-e, hogy ahol a derivalhat6 fiiggvény gradiense nullvektor, ott a fiiggvénynek lo-
' kalis széls6értéke van? Adjunk példat!

? Lehetséges-e, hogy egy f fiiggvény a T téglalapon a minimumadt és a maximumat is a
T belsejében veszi fel?

? Adjunk példét olyan fiiggvényre, aminek nincs lokalis szélséértéke!

? Adjunk példat olyan fiiggvényre, aminek egy kérvonal minden pontjdban lokélis szél-
s6értéke van!

2 Dontse el, hogy igazak vagy hamisak a kovetkezé allitasok!

O Alokélis maximum- és lokélis minimumbhelyek szdma egyenl6.




' O Van olyan f(x, y) fliggvény és T téglalap, hogy f a minimumadt és a maximumat
is T egy csucsdban veszi fel.

O Ha a Hesse-determindans pozitiv (a, b) pontban, akkor f, (a, b) # 0.

4. Onallé6 munkara kit{izott gyakorlatok

1. Atanult médszert alkalmazva vizsgaljuk meg, az alabbi fiiggvényeknek hol van lokalis
(szabad) széls6értéke!
a) f(x,y)=2xy+2x*+4y*+6
b) f(x,y)=xy—x>—y?
c) flx,y)=2x*+y*—x?-2y?
d fey=x"+y+3
e) f(x,y)=4x%e¥—2x*—e
f) foo,y) =x*+yt—x*—y?>-2xy
g) f(x,y)=y*>-3x*y+2x*
h) flx,y)=xy6-x-y)
i) flx,y)=2y3+x2y+5y°+x*>+1
i) fx,y) =xylnx®+y?)
2. Hatérozzuk meg az alabbi fliggvények minimumat ill. maximumadt a megadott tégla-
lapokon.
a) fx,y)=x>-y3-2xy+6aT={(x7y)|-1<x<1;0<y<1} téglalapon
b) f(x,y)=(4x- x%) cosyazR={(x,y)|1=x<3;-n/4 <y<mn/4} téglalapon

5. Ajanlott irodalom

1. Bagota Ménika, Németh J6zsef, Németh Zoltadn: Analizis II. feladatgy(jtemény, POLY-
GON
2. Szab6 Tamas: Kalkulus II. példatar informatikusoknak, POLYGON
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