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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

O Tobbvaltozos fiiggvények parcidlis derivaltjai;
O tobbvaltozos fiiggvények iranymenti derivéltja;
O érint6sik egyenlete,

O egyvaltozos fliggvények derivaldsa,

O koordinatageometria.

Jo6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt Kozma Jozsef tarsszerzOm tandcsait.

A gyakorlati OL f6kusza

» Tobbvaltozés fliggvények parcidlis derivaltja;
* tobbvaltozos fiiggvények érintdsikja;

Az OL attanulmdényozasaval az olvaso elérheti, hogy

v tudjon derivalni képlettel adott tobbvaltozés fiiggvényeket;
v’ fel tudja irni tobbvaltozos fliggvény adott pontbeli érintésikjadnak egyenletét.

Az OL attanulmdényozasinak iddigénye

* A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellendrzé kérdések megvala-
szoldsanak ideje: kb. 45 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Vide6leckéjébe, hasonl6képpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardazatért, fogalmak pontos meghatdrozasaért, irianymutatasért, és ez tovabbi
egyéni idbdsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgél6 kitlizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

* Irjuk fel az f(x,y) = x*sin(xy) kétvaltozos fiiggvény szekcidfiiggvényeit az (1,7) pontban,
majd ezek segitségével szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat is az adott pontban. Irjuk fel a
fliggvény gradiensét is.

Megoldds a3, oldalon



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

2.2. Mintafeladat.
]

. Formalis derivéldssal szamitsuk ki az f(x, y) = x* — y? + 3xy fiiggvény els6- és masodrendti
parcidlis derivaltjait. Irjuk fel a gradienst és a Hesse-matrixot is.
Megoldds a[4 oldalon

2.3. Mintafeladat.
]

¢ Tekintsiik az f(x, y) = x>y — Inx fiiggvényt, és az (x, yo) = (1,2) pontot. Irjuk fel f grafikon-
jahoz huzott érint6sik egyenletét az (xy, yo) pontban.
Megoldds az[5 oldalon

2.4. Mintafeladat.

. Tekintsiik az f(x,y) = x*y —Inx fiiggvényt, és az (xo, o) = (1,2) pontot. Szamitsuk ki az f
fliggvény u = (1/v/2,—1/v/2) vektor szerinti iranymenti derivaltjat (xo, yo) pontban.
Megoldds al6l oldalon

2.5. Mintafeladat.
[

- Szamitsuk ki az aldbbi fliggvények gradiensét és Hesse-matrixat a megadott pontokban.
a) f(x,y)=x>cos2y az (xo, yo) = (1,7) pontban
b) g(x,y) =(nx)Y az (xg, yo) = (e, 1) pontban
Megoldds al6l oldalon

2.1. Mintamegoldasok

[_ Mintafeladat megolddsa (2} o.)
]

Lifrjuk fel az f(x,y) = x*sin(xy) kétvéltozés fiiggvény szekciéfiiggvényeit az (1,7) pontban, majd ezek segitsé-
gével szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat is az adott pontban. Irjuk fel a fiiggvény gradiensét is.

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

’ 1. Szekciofiiggvények definicidja.

. Parcidlis derivalt szdmitasa szekci6fiiggvényekbdl: az x-szerinti parcidlis deri-
valt az (xo, yp) pontban nem mads, mint az f (x) = f(x, yo) szekciofiiggvény deri-
valtja az xp-ban.

3. Gradiens definici6ja.

4. Egyvéltozos fliggvények differencidlasa, 0sszetett fliggvény.

Eldszor is meghatédrozzuk a szekciofiiggvényeket az (xo, yo) = (1,7) helyen:
fi(®) = f(x,m) = x*sin(nx) és  fo(y)=fQ1,y) =siny.

Ezeket az egyvaltozos fiiggvényeknél tanult médon differencidlhatjuk. Az f; fliggvény egy
szorzat, ezért a szorzatra vonatkoz6 szabalyt alkalmazzuk, majd nem feledkeziink meg réla,
hogy sin(mx) 0sszetett fliggvény, amelynek belsé fiiggvénye mx. Ezek alapjan:

f(0) = (x*sin(rx)) = (x?)' - sin(zwx) + x* - (sin(mx))’ = 2xsin(mx) + x* - cos(mwx) - 7.




IiAz f> fliggvény véltozoja y. Ez zavar6 lehet, hisz az egyvéltozos fliiggvényeknél tobbnyire x
valtozot hasznéltunk. Val6jédban a valtozo jelolése dnkényes (természetesen kiilonbozd val-
tozokat nem jelolhetiink ugyanazzal a bettivel), de célszert a jel6léseket olyanra vélasztani,
hogy azok segitség a tdjékozodast, a megértést. Jelen helyzetben az y haszndlata raerdsit ar-
ra, hogy az f, fliggvény az f els6 valtozéjanak rogzitésével szarmazik f-bol. Természetesen
azonban a sin fliggvény derivéltja tovabbra is cos, azaz

f>(y) =(siny)’ =cosy,

ahol most y-szerint derivaltunk.
Végiil a parciélis derivéltakat egyszerti behelyettesitéssel kapjuk:

01f(,m) = fi(1,m) = f{(1) = 2sin7w + cos(n) - 7 = —7;

0> f(,m) :f}’,(l,ﬂ) = fo() = cos(m) = —1.

A gradiens a parcidlis derivaltakbol alkotott vektor:
VfQ,n) =grad f(1,7) = (f;(l,ﬂ),f;,(l,ﬂ)) = (=m,—-1.

Megjegyzés. Az f(1,7) jelolés nem a legszerencsésebb, ugyanis x-szerinti derivélast alkal-
mazunk, de a képletbdl nem dertil ki, melyik a fiiggvény x valtozéja. Helyesebb lenne a

f)é(x’ ) |(1,n)

jelolést haszndlni, de dltalaban a megolddsban hasznélt egyszertibb alak sem félreérthetd.

[_ Mintafeladat megoldésa (3} o.)

|iForma’llis derivéldssal szamitsuk ki az f (x, y) = x* - y?+3xy fiiggvény els6- és masodrend(i parciélis derivaltjait.
Irjuk fel a gradienst és a Hesse-matrixot is.

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

, 1. Parcidlis derivalt fiiggvények: minden pontban kiszdmitva az x- és y-szerinti
parcidlis derivaltak értékét (ha 1éteznek), egy-egy Gjabb fliggvényt kapunk.

2. Masodrendd parcidlis derivélt: az elsérendt parciélis derivaltak tovabbderiva-
14sabdl kapjuk. Kétvaltozos esetben elsérendii parcidlis derivaltbél kettd, ma-
sodrendiib6]l mér négy van.

3. Formalis parcidlis derivdlas: az x szerinti parcidlis derivadldsndl az y valtozot
konstansnak kell tekintsiik. Ez pontosan ugyanaz az eljards, amit az els6 min-
tafeladatndl lattunk, csak ott y konkrét értéket kapott. Most nem frunk helyére
szamot, de ugy kezeljiik, mintha az lenne, és a fiiggvényt az egyvaltozés esetben
tanult szabalyokat alkalmazva derivaljuk.

Elészor az f(x, y) parcidlis derivaltat szamoljuk ki. Tagonként derivalhatunk, az x* tag deri-
valtja az egyvaltozos fiiggvényeknél tanultak szerint 4x°. A —y? tag az x-szerinti derivalasnal
konstansként viselkedik, ezért derivéltja nulla. Végiil a 3xy tagban a 3y faktor konstansnak
tekintendd, ezért kiemelhetd. A megmaradé x tényezd derivéltja az egyvaltozos fiiggvények-




I—inél tanultak szerint 1. Ebb6l
flx, ) = (x* = y* +3xp) = xH'. - D).+ 3xy). = 4x°> + 3y.

Hasonléan, az y-szerinti parcidlis derivdldsnél az x tekintendé konstansnak, ezért az x*
konstans tag derivéltja 0. A —y? tag derivaldsat (y-szerint) az egyvaltozos fiiggvényeknél
tanultak szerint végezhetjiik, igy —2y-t kapunk. Végiil a 3xy tagban a 3x faktor konstans, az
y tényezd derivaltja pedig 1.

Fx,3) = (x* -y +3xy), = (Y, - A, + Bxy)), = -2y +3x.

Az f ésaz fJﬁ parciélis derivéltfiiggvényeket tovabbderivalva kapjuk a masodrendd parcidlis
derivaltakat.

(6 ) = (frlx, )y = @x° +3y) = 12x%;

6y = (filx, 1)), = @x° +3y), =3;
1) = (f, (6 1)y = (-2y +3x); = 3;

J',’y(x, y) = (fJZ(x, y))g, = (—2y+3x)3, =12

Ezekbdl a gradienst az els6rendti derivaltakbdl, a Hesse-matrixot a mdsodrendti derivaltak-
bdl kapjuk:
3 ] 12x> 3
Vf(x,y)=@x’+3y,-2y+3x) és  Hs(x,y)= 15

[_ Mintafeladat megolddsa (3} o.)

|fiTekintsiik az f(x,y) = x>y —Inx fiiggvényt, és az (xo, yo) = (1,2) pontot. Irjuk fel f grafikonjahoz hiizott érinté-
sik egyenletét az (xp, yp) pontban.

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

’ 1. Totdlis derivalhat6sag fogalma.
2. Frintésik fogalma, képlete: legy az f fiiggvény totalisan derivélhat6 az (xo, yo)
pontban. Ekkor a grafikonjdhoz a Py(xo, yo, f (X0, Yo)) pontjdban huzott érintd

egyenlete z = f(xo, Yo) + fx (X0, ¥0) (x — X0) + f} (X0, Y0) (¥ = Yo)-
3. Fiiggvények parcidlis derivaltja.

A tanult médon szdmithatéak a parcialis derivalt fliggvények, amikbdl a gardiens V f(x, y) =
(2xy —1/x,x?), igy a vizsgalt pontban Vf(1,2) = (3,1). Tovabba f(xg, yo) = f(1,2) = 12-2—
In1 = 2. Innen az érintdsik egyenletét a fenti képletbe behelyettesitve kapjuk: z—2 =3(x —
1)+ 1(y—2),rendezve 3x+y—z—3=0.




Mintafeladat megoldésa (3} o.)

kintsiik az f(x,y) = x>y — Inx fiiggvényt, és az (xo, o) = (1,2) pontot. Szamitsuk ki az f fiiggvény u =
(1/v/2,-1/v/2) vektor szerinti irdnymenti derivaltjat (xo, yo) pontban.

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

’1. Az irdnymenti derivélt fogalma.

RES Az irdinymenti derivalt kiszdmitasa: totdlisan differencidlhato6 fliggvény esetén
% (x0, Yo) = V f(x0, ¥0) -u, azaz az irdnymenti derivélt a gradiensvektor és u ska-
l&ris szorzata.

3. Skaléris szorzat kiszamitésa, parcidlis derivalas.

” _n

Az el6z6 feladatban méar kiszamoltuk a fliggvény gradiensét az (1,2) pontban: Vf(1,2) =
(3,1). Nincs mas feladatunk, mint ezt 6sszeszorozni u vektorral:

of of

1 -1 1 —1 2
%(xo,yo)—%(1,2)—Vf(1,2)-u_(3,1)-( )_ 2 _s

2 VEI L 2l | vl 2
Megjegyzés. Totdlisan differencidlhaté fiiggvény esetén a képletbdl lathatd, hogy az irdny-
menti derivalt meghatarozhat6 a gradiensbdl és az irdnyt kijel616 u vektorbdl, azaz az irany-
menti derivalt nem darul el Gj informécioét a fliggvényrdl a parcidlis derivéltakhoz képest.
Szemléletes jelentése, hogy az adott feliileti ponton 4llva, és u irdnyba nézve, a grafikon

mennyire meredek eléttiink, ez az informécio nyilvan kiolvashat6 az érintdsik egyenletébdl
is.

@ Mintafeladat megoldésa (3} o.)

!émitsuk ki az alabbi fiiggvények gradiensét és Hesse-matrixat a megadott pontokban.
-a) f(x,y) = x3cos2y az (xg, yo) = (1, ) pontban
b) g(x,y)=(nx)Y az (xo, yo) = (e, 1) pontban



Ii Mit kell tudni a feladat megolddsdhoz?

' 1. Lasd az elsd és masodik mintafeladatnél feladatnél adott tandcsokat.

2. Itt jegyezziik meg, hogy ilyen tipust feladatoknadl a teljes megoldds része lenne
az értelmezési kérdések (értelmezési tartomany, differencidlhat6sag) vizsgélata.
Ett6l megegyezés szerint eltekintiink, itt pusztan a formaélis derivélds gyakorldsa
a cél. De ne feledjiik el, hogy ha a derivéltat haszndlni szeretnénk valamire,
akkor nagyon is fontos megvizsgdlni a feltételek teljesiilését.

a) Az f(x,y) = x3cos2y fiiggvény szorzat, de az egyes tényezék csak x-t6lill. y-tél fiigge-
nek, ezért minden esetben valamelyik konstansként kiemelhetd; igy az x szerint derival-
va f1(x,y) = 3x*-cos2y adédik, y szerint pedig fJﬁ(x, y) = x> - —sin(2y) - 2, ahol az utols6
2 tényez0 a 2y belsd fliggvény derivalasbo6l adédik. Ezekbe az adott pontot helyettesitve
kapjuk a gradienst:

Vf) — (3x%cos2y, —2x° sin2y)‘ - (3,0).
) (1,7)

(1,7

Hasonl6an szamithatjuk a Hesse-matrixot.

[ 6xcos2y —6x?sin2y (6 0

f‘(l,n) - (—6x2 sin2y —4x3 cosZy) am (O —4)'

b) A g(x,y) = (Inx)Y fliggvény x szerinti derivalaskor az y kitev konstans, igy a kiilsé fiigg-
vényiink egy y kitev6ji hatvdnyfiiggvény, aminek a belsejébe irtunk In x-t. Az x% hat-
vanyfiiggvény x szerinti derivéltja ax® !, ami alapjan g.(x,y) = y- (nx)¥"! - (Inx), =
y-(nx)Y~1-1/x.

Hasonléan, y szerint derivdlva az In x alap konstans, igy g egy exponencidlis fiiggvényként
viselkedik, aminek alapja In x, kitevéje pedig (a véltozo) y. Igy g;,(x, y) = (Inx)? - In(In x).
Ezekbe beirva az adott pontot kapjuk a gradienst:

Vg‘ =(y-(nx)’ 1 1/x, (lnx)y-ln(lnx))’ =(1/e,0).
(1) (1)

Hasonl6an szamithatjuk a Hesse-matrixot:

yy-Dnx)?Y2—yInx)¥"!  (Inx)? '+ydnx)? 'ndnx)
Hg = | 007 i+ tn gy ’
ylnx) n(;x)+(nx) (Inx)? - In?(In x)
H B -1/€%> 1le
Elen | 1/e 0 )

3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez



Ellenorzo kérdések

j ? Adjunk példét olyan fliggvényre, aminek az origéban a parcidlis derivaltjai 1éteznek és
nulldval egyenlék, de a fiiggvény nem folytonos az origéban.

? Az f fliggvény érintdsikja a (2,1) pontban 3x -2y —2z = 4. Az aldbbiak k6ziil melyike-
ket tudjuk kiszamitani ezekbdl az informéciokbol?

1 f@2,1)

9 (2,1), ahol u = (3/5,4/5)
7 (2,1)

fi2.n

Vf2,1)
(2 1)

£l

Hf(2,1)

e TAm T GO

2 Léteznek-e az f(x,y) = /x%+y? fiiggvény parcidlis derivéltjai az origoban?
Folytonos-e az origéban a fliggvény?

2 Adjon példat olyan fliggvényre, amit az origoban érint az xy-sik, de mindkét origébeli
szekciofiiggvény szigorian monoton novo.

2 Dontse el, hogy igazak vagy hamisak a kovetkezd allitdsok!

O Ha a parcidlis derivéltak egyenldek, akkor az érintdsik vizszintes.
O Tetszbleges u egységvektor esetén |V f(0,0)| = ‘% (0,0) |

O Van olyan fiiggvény, ami egy pontban totdlisan differencidlhat6, de ott nem foly-
tonos.

4. Onallé munkdra kitlizott gyakorlatok

7

1. Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvények els6 és masodrendii parcialis derivéltjait. Irjuk fel a
gradienst és a Hesse-matrixot!

Inx-siny  2xy* y?

38y 425 AT+ S Oy ; ; ;

© YTy et B tan(xy) x*+y3 In(x+y)
I + si

Bx8yS +2xyt + 7130, —an({n;mx); sin(yvx); x+4y" +1/x2—y;

2 2
xy i 2r .
¥ - 2 Yeos x% xcos®y; yPcosxd; e, 2¥a; In(y+sin/yx);

XV yIE (n(e+ ).

2. Irjuk fel az érintésik egyenletét a megadott pontban!
a) f(x,y)=xy+x/y? (x0,0) = (0,1)
b) f(x,y)=x*y—Inx, (xo,y0) = (1,-3)
c) f(x,y)=x*y-Inx, (xo,y0) = (2,3)




d) f(x,y)=cosy—e*, (xy,y0) = (7,0)
3. Szamitsuk ki az adott fliiggvények u irdnymenti derivéltjait a megadott pontokban.
a) f(x,y)=xy+x/y?* u=(3/5,4/5), (xo, yo) = (0,1)
b) f(x,y)=x*y—Inx, u=(2/v5,1/V5), (xo, yo) = (1,-3)
c) f(x,y)=x*y—Inx, u=(0,1), (xg, yo) = (2,3)
d) f(x,y)=cosy—e*, u=(7/25,24/25), (x9, yo) = (1,0)

5. Ajanlott irodalom

1. Bagota Ménika, Németh J6zsef, Németh Zoltan: Analizis II. feladatgy(jtemény, POLY-
GON
2. Szab6 Tamas: Kalkulus II. példatar informatikusoknak, POLYGON
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