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Bevezetés

A feladatgyljtemény a Szegedi Tudomanyegyetem Juhdsz Gyula Pedagogusképzé Karan
meghirdetett informatikus szakiranyl felsdoktatasi szakképzési szakok hallgatdinak késziilt.
A példatar és a Matematika praktikum cimi kurzus célja, hogy a felsdoktatasi szakképzési

szak elvégzéséhez sziikséges, kdzépiskolabol hozott matematikai ismereteket szintetizalja.

Fontos a kdzépiskolai (kdzépszintli érettségi) matematikai tananyaghoz kapcsolodo készségek
fejlesztése, olyan matematikai, algoritmustervezési, programozasi, stb. kurzusok kapcsan,

amelyek stabil matematikai alapokat, gondolkodasmoédot igényelnek.
Cél a megfeleld logikus, matematikai gondolkodas megalapozasa és fejlesztése.

Képesek legyenek a hallgatok a matematikai Osszefiiggéseket ért6 modon, logikusan
értelmezni és alkalmazni, tisztdban legyenek az informatikdban hasznalt matematikai

szakkifejezések jelentésével, és tudjak hasznalni, alkalmazni azokat.

Az egyes fejezetekben szereplé feladatok megoldasa elGsegiti a hallgatdban annak az
attitlidnek a kialakuldsat, hogy torekedjen a feladatok preciz megoldasara, nyitott legyen a
feladatok kiilonb6z6 modszerekkel torténd megoldasara, figyelembe vegye azokat.

A feladatok megadott megoldasai az 6nallésag és autonomia kialakitasaban lehetdséget adnak
arra, hogy 6nalloan ellendrizze, és sziikség esetén javitsa vagy korrigalja a feladatmegoldasait
a példatar segitségével. Torekedjen arra, hogy pontosan meghatirozza a szamitasokhoz
sziikséges adatokat, tovabba a pontos szamitdsokra, dbrazolasokra. Ezaltal elkotelezetté valjon

szamitasaiban, munkajaban a mindségi kovetelményeknek.

A fenti, kitlizott célok eléréséhez a feladatok a példatarban a kovetkezd témakordkre vannak
felosztva:
- Elemi algebra: hatvanyozas; a hatvanyozds azonossagai; nevezetes szorzatok; a
racionalis kitevdjii hatvany fogalma; a hatvanyozas és gyokvonds azonossagai
Itt a megszerezhetd tudas a feladatok megoldasaval, hogy a hallgatd legyen tisztaban
az elemi algebrai fogalmakkal, tételekkel (hatvanyozas fogalma, azonossagai;

gyokvonas fogalma, azonossagai; nevezetes szorzatok).

- Elemi algebra: tortek; tizedes tortek; miiveletek tortekkel; arany, aranyparok
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Itt a cél, hogy a hallgatd képes legyen ilyen jellegii feladatok megoldasara, alkalmazza

¢s felismerje az ilyen jellegli 0sszefiiggéseket.

- Elemi geometria: fogalmak, tételek; vektorok; miiveletek vektorokkal

- Elemi fiiggvények: (linedris, abszolutérték, masodfokli, négyzetgyok, racionalis
tortfiiggvények €s tulajdonsagaik)

- Elemi fuggvények: exponencialis fliggvény; a logaritmus fogalma; a logaritmus
azonossagai; a logaritmus fiiggvény.
A feladatok megoldasa utan elvart képesség ezen fiiggvények abrazolasa a Descartes-

féle derékszogli koordinata-rendszerben, valamint az ezekbdl szadrmaztatott

fliggvények, transzformacioinak felismerése €s abrazolasa is.

- Descartes-féle koordinata-rendszer; Koordiniata geometria: szakasz felezOpontja,
harmadolo-pontjai; hdromszog sulypontja; két pont tavolsdga; az egyenes
egyenletének kiillonb6z6 alakjai; kor egyenlete.

Konkrét tanulasi eredmény, hogy a hallgaté 6nalléan meghatarozza az egyes alakzatok

adatait, egyenleteit.

- Egyvaltozés polinomok: fogalmak; miiveletek polinomokkal (szorzattd alakitas,

0SZtas)

Itt a feladatok végrehajtasa soran ezen miiveletek elvégzésére lesz képes a hallgato az

adott szabalyok betartasaval.
- Sorozatok: a sorozat, mint fliggvény; szamtani és mértani sorozatok tulajdonsagai.

A sorozatokkal kapcsolatos tuddselemek (Osszegképlet, adott tag kiszadmitasa)
rengetegszer eldjonnek mas targyak kapcsan a késObbiekben, igy az ezeknek a

felismerésében €s az alkalmazasaban valo jartassag kialakitasa az elérend6 cél.

- Kombinatorika: halmazok; Osszeszdmlalasi alapfeladatok; binomidlis egyiitthatok
(Pascal haromszog).
A hallgatonak ismernie kell az alapvetd Gsszeszamlalasi feladattipusokat (permutécio,

variacio, kombinacio), készségszinten tudnia kell felismerni, meghatdroznia ezek

tipusat.
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- Szogfiiggvények: értelmezés (forgasszogekre is); Osszefliggések; addicids tételek;

trigonometrikus egyenletek, fliggvények

Itt fontos cél, hogy a hallgatd ismerje a derékszogli haromszogben definialt
szogfiiggvényeket, azok geometriai jelentését, a szogfliggvények valds szamokra valo

kiterjesztését.

Pontosan 4abrazolja az egyszerlibb trigonometrikus fiiggvényeket ¢és azok

transzformacioit.

- Egyenletek: megoldas; masodfoku egyenlet (gyoktényezOs alakja, Viete-formuldk);

Specialis harmad- és negyedfoku egyenletek; Egyenlétlenségek
- Egyenletrendszerek: fogalmak, két- ¢és harom-ismeretlenes egyenletrendszerek;

megoldasi modszerek

- Logika, Grafok: fogalmak; tételek

A témakordkre osztdson tul, strukturajat tekintve a feladatgylijtemény hdrom nagy egységre

bonthato:

o feladatok

e megoldasi segédlet (elmélet)

e megoldasok

A tantarggyal a kovetkez0 konkrét tanuldsi eredmények alakithatok ki:

Legyen tisztaban az
elemi algebrai
fogalmakkal,
tételekkel
(hatvanyozas
fogalma,
azonossagai;
gyokvonas fogalma,
azonossagai;

nevezetes szorzatok).

Képes elemi algebrai
feladatok
megoldésara,
melyekben
hatvanyok, gyokok
¢€s nevezetes
szorzatok
szerepelnek.

Torekszik az elemi
algebrai feladatok
preciz megoldésara.

A szakirodalomként
megjeldlt peldatar
segitségével képes
onalléan munkédja
ellendrzésére.

Ismeri az arany Képes torteket Nyitott a feladatok Onalléan ellendrzi, és
fogalmat, fontosabb | tartalmazoé feladatok | kiilonb6z6 szlikség esetén javitja
aranyossagokat megoldésara, modszerekkel torténd | a feladatmegoldasait a
(egyenes ¢€s forditott | alkalmazza és megoldasara, példatar segitségével.
aranyossag), felismeri az ilyen alkalmazésara.
jellegti
6
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Osszefliggéseket
szoveges
feladatokban.

Ismerje meg az elemi
fiiggvények (linearis,
abszolut-érték,
masodfoku,
tortfiiggvény,
exponencialis,
logaritmikus)
megadasi modjait,
alapfiiggvényeiket,
abrazolasukat,
kiilonos tekintettel a
figgvény-
transzformaciokra.

Descartes-féle
derékszogii
koordinata-
rendszerben
abrazolja az elemi
fiiggvényeket, és az
ezekbol
szarmaztatott
fliggvényeket,
transzformacioikat.

Elkotelezett a pontos
szamitasok,
abrazolasok irant.

Onélléan végez elemi
fiiggvényekkel
kapcsolatos
miuiveleteket,
transzformaciokat és
ezeket 6nalloan,
pontosan abrazolja.

Tisztaban van a
koordinata-
geometriai
alapfogalmakkal
(pont, felezési pont,
osztopont,
szabadvektor,
helyvektor).

Ismeri a kiilonb6z6
egyszeri alakzatok
egyenleteit.

Képes egyszerti
koordinata-
geometriai
szamitasokra
(pontok
koordinatainak
Kiszamitasa) és
abrazolasokra.
Felismeri a
kiilonb6zo alakzatok
egyenleteit,
alapadatokbol képes
alakzat egyenleteket
felirni.

Képes alakzatok
metszéspontjainak
meghatarozasara.

Torekszik arra, hogy
meghatérozza a
szémitasokhoz
sziikséges adatokat.
Belatja, hogy ez
euklideszi geometriai
tételek algebrai uton
is igazolhatok.

Onalléan
meghatarozza egyes
alakzatok adatait,
egyenleteit.

Tisztaban van a
polinom fogalmaval,
ismeri a kiilonb6z6
miiveleteket
polinomokkal
(szorzattd alakitas,
0sZtas);

Felismeri a
polinomokat, és
meghatarozza azok
tulajdonsagait.

Ki tudja szamitani
polinomok szorzatat,
hanyadosat. Fel

Torekszik a pontos
Szamitasokra
polinomokkal
kapcsolatos
miveletekben,
ezekkel kapcsolatos
feladatok megoldasa

Betartja a miiveletek
elvégzésének
sorrendjét
(precedencia szabaly).
Korrigalja sajat hibait.

tudja irni a soran.
reducibilis Figyelembe veszi a
polinomokat kiilonb6z6
szorzatalakban. lehetdségeket.
Ismeri az alapvet6 Képes alapvetd Erdeklédik a valos Onalloan végez
7
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Osszeszamlalasi kombinatorikai ¢let problémai irant, kombinatorikai
feladattipusokat feladatok belatja, a szamitasokat.
(permutacio, megoldasara, kombinatorikai
variacio, felismeri, szamitasok
kombinacio). meghatdrozza azok | hasznossagat.

tipusat.
Ismeri a derékszogli | Jartas a Kivancsi a valos élet | Képes az
haromszégben trigonometrikus szogfiiggvényekkel onellendérzésre és a
definialt feladatokkal kapcsolatos hibak 6nall6
szogfiiggvényeket, kapcsolatos feladatainak javitasara.
azok geometriai szamitasokban. megoldasara.
jelentését. Megértia | Abrazolja az Nyitott a kiilonb6z6
szogfiiggvények egyszeriibb megoldasi
valos szamokra vald | trigonometrikus modszerekre.
Kiterjesztését, fliggvényeket és
tisztaban van a azok
forgasszogek transzformacioit.
fogalmaval. Addicios tételek

segitségével

feladatokat old meg.
Ismeri a szamtani és | Felismeri a szamtani | Erdeklédik a valos Képes az
mértani sorozatok €s mértani ¢let problémai irant, onellendrzésre a
fogalmat, sorozatokat, képes a | torekszik a pontos kapcsolodo példatar
tulajdonsagait, hozzajuk kapcsolodo | szamitasokra a segitségével
altalanos alakjat, feladatok sorozatokkal
Osszegképletét. megoldasara. kapcsolatos feladatok

megoldasa soran

Tisztaban van az
egyenletek
egyenletrendszerek
fogalmaval, ismeri a
kiilonb6z6 tipusu
egyenleteket,
megoldasi
modszereket.

Jartas a kiilonb6z6
egyenletek,
egyenletrendszerek
megoldasaban. A
kiilonb6z6 tipusu
megoldasok
segitségével
egyenleteket,
egyenletrendszereket
old meg.

Elkotelezett a pontos
szamitasok irant,
munkajat
koriiltekintéen végzi.

Betartja a megoldasi
modszerek szabalyait,
Korrigalja sajat hibait.

Ismeri az alapvetd
grafelméleti
alapfogalmakat,
tételeket.

Képes alapvetd
grafelméleti
feladatok
megoldasara.

Erdeklédik a valés
¢let problémai irdnt,
belatja, a grafok
jelentdségét a valos
¢let modellezésében.

Onallan végez
grafelméleti
szamitasokat,
abrazolasokat.

Eredményes €s j6 munkat!
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|.  Elemi algebra: hatvanyozas; hatvanyozas azonossagai; nevezetes
szorzatok; a racionalis kitevojii hatvany fogalma; a hatvanyozas és
gyokvonas azonossagai

I.1. Feladat: Szamologép hasznalata nélkiil hatarozza meg a kovetkezd kifejezések
pontos értékét!

1
248 1 _E
a) o f) (2—5)
b.) 3% _(i}sz (13+ 7)% .8-3/2
27 g.) 1
c) 4.8 25 3
152 .16° h) 90°-36*
d) — 120
9 '(10) . 243.1082-9°
Y T

e.) (749 )*2 7100

1.2. Feladat: Végezze el a hatvanyozasokat, majd hozza egyszeriibb alakra a
kifejezéseket!

a) () (x*) - (x7) = y (12d%) " (182-d°)

(

by () )] () - (8737 (3a)
(
(

B B Va2
Xa.yfz) .(st.ys) _ J_) \/a_7 =
a®) -a*-a’ 9 Q/E.Q/a_f?:
) @ (670’ ST _

- } ,
( 23b—2)2 (2b7 )‘1 ) [ a% Jgj
(a2b3)4 . (aAb)3 _

f) 2n7n3 5 2 1)\®
o shdd

gy V0N ) )
(xy")" X7y bgdb?

hy VXY

Y (Y
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1.3. Feladat:

a.) {‘/x‘3
b) ¥a?-b?-Ya°bt=
c) ¥a?-b*:Ya® b =

) (9x2y3)4 .(3x y2)6 _
(5x“y“)3 (5x y‘r’)3

\/a bt 3a’.b*

\/a b3 \/a"‘bl_

kovetkezo kifejezéseket!

y L 4x .y =

1.4. Feladat:
a.) 3-12%vagy 2°-18°
b.) 50 vagy 10%°

1.5. Feladat:
a.) (x+3)2 =

—y
N
NI, Nw NN
o))
|
oo
o
N
N
Il
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Melyik kifejezés a nagyobb?
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Végezze el a kijelolt miiveleteket, majd hozza egyszertibb alakra a

(6x3y2)3 : (5x y“)3
7 (3 7

' (5a'b®)” (3ab’)
(AR )
g. b—s a-z . b—z' b—s -

c.) 247°.36™ vagy 967
487%.36°

vagy 122
2471 9y

d.)

Azonossagok segitségével irja fel 6sszegalakban a kovetkezd kifejezéseket!

j) ( +4bj3

k) (5x—4)(5x+4)=

ur
=
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1.6. Feladat: Alakitsd szorzatta a kovetkezo6 kifejezéseket!
a.) 5x*—10x = j) 4x?—25y% =
b.) 10y? —16y = k) 9y?—x* =
c.) 25a°h—10a’h* = 1) x°—y®=
d.) ax —6a+bx—-6b= m.) 75-12a% =
e) ay+pq+ap+yq= n.) b>+6b+5=
f) x*-10x+25= 0.) 2x*—8x+8=
g.) a®*—6a+9= p) Y +4y° +4y=
h) a’-1= q.) 2a’*-12a*+18a=
i) y'-16= r) b®+30%+30+1=

1.7. Feladat: Alakitsd szorzatta a kovetkez0 kifejezéseket!
a) x*—2x-3=
b) 2x*-12x+16= (=2-(x—2)-(x—4))
c) 2x*+12x-32= (=2:(x—2)-(x+8))
d.) 4a®’-12a+9=

1.8. Feladat: Hatarozza meg a kovetkezo6 kifejezések értelmezési tartomanyat!

a) Vx-3 0y |5

b.) Jx(x+2) X+2
4-—x

[ e) [J——

c.) X+3

1.9. Feladat: Szamologép hasznalata nélkiil hatarozza meg a kovetkezd kifejezések
pontos értékét!

a) /818 = 5

9) ==
b.) ~100° = /80
c.) v32-98 = h.) Ja -+Jab =
d) V327 = y Ya_
e.) \/5-/45 = Jab
gy Y4 _

49
11
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1.10. Feladat: Szamologép hasznalata nélkiill hatarozza meg a kovetkezd kifejezések
pontos értékét!

a) V12 +/75-147 = 0) (5v2+3V3)(5v2-33) =

b.) \28 +7 -/63 = )
¢) 2472 -125 +3420 = h) (15+56) (1556 - 2
d.) 6v18+/45+20 -72 = i) (\/(11+JZ)+\/(11-Jﬁ)j _

e) (Vi2+3)(vi2-3)=
f) (V27 +13)(V27 -13) =
k) (v/98++108 — /8147 ) (v/32 —\/48 +75+/2) =

j) (\/ﬁ+\/§—\/ﬁ)'(\/§+\/§—\/ﬁl§):

I.11. Feladat: Gyoktelenitse a kovetkezo tortek nevezdjét!

a.) S 9. 12
JNG 795
15 9
b) == h) —/——=
' 5 ) 2B i
2 . 25
C) —== i) ————==
35 4233
d) = - i) 2/3+3V2
Vb 7 2B-32
e.) B—j—= ) Va+b _
2b b
4
f) ——=
) N
1.12. Feladat: Hatarozza meg a kovetkezo kifejezések értelmezési tartomanyat!
X+2 x> —16
a.) $ d.) 1
) 3-X ) X—4
b.) ¢ 5)-(x-7 2_
) (x+5)-(x=7) e.)3X 49
X+21 X+17
c) s
x—10
12
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1.13. Feladat: Irja fel egyetlen gyokjel segitségével a kovetkezd kifejezéseket!!

a) §/5-35 =

b)) ¥3-33-33 =
c) 747 -

d) I3 =

e) {at o Ja =

f) ~— =

1.14. Feladat: Gydktelenitse a kovetkezd tortek nevezdjét!
_ dy -0

y _
7-3fy*
8 —
S5X

13
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1. Elemi algebra: tortek; tizedes tortek; miiveletek tortekkel; aranmy,

aranyparok

11.1. Feladat: Hatarozza meg a kovetkezo kifejezések értelmezési tartomanyat!

2
a) —
) X-5
b) x-12
X
C.) X;4
X+4
X—3
d.
) x2 -9
y—7
e) ———
(y-4)(y+2)
2
£) 4a° —4a+1
3-6a
a
9) 3-6a

—3a—-6b

h) ————
) 4h% — a?

11.2. Feladat: Egyszertsitse a kovetkez0 kifejezéseket!

18xy°
6Xx°y

2
by 202Y)
X=Yy
b
7a-49
3a—6
d. =
) 3(a-2)
4x-16
x—4
2x—6=

9-3x

a.)

c.)

e.)

f)
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4’ -da+1
3-6a
—-3a-6b
4p%-a%
y?+6y+13
2y+6
3a>-15a-17
6-a -
X +Xx-6
X2 —3X+2

g.)

h.)

i)

i)

k.)

14
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11.3. Feladat: Végezze el a kijelolt miiveleteket!
2) X=2 x-2_ i) 54a5: _27a’) _
s 4 14x° "\ 35x°
b.) 3X2—2y+5x2—3y_x;4y: K) X=3 Xx+3_
X X X 7 x2-9 x-3
2-X X+5 ) 5
c.) —~ 3~ ) a“-25 a“+5a _
a’-3a a’-9
2
d.) 2 3y+3x 4y 3 x=2
. y . Xy 7 2x+6 x2+6x+9
+
e) —+ y = J_ 1 «/;+1
3 3(y-9) )
) 3 x-1 \/_ 1
(D v i y 272 V72
) 1 1 5 \/_ V12
9 E p.) (X*-3x+2):(x-2)=
1 2 3
h. + -~ = ) (X2 +Xx=6):(xX*+2x-3) =
)x+1 X+2 X+3 q)( " )( " )
i) 3a’ 12x* r) N2x2+12x—32:4/2x? —12x+16 =
7 oxr 9a
I1.4. Feladat: Oldja meg a kovetkez0 egyenleteket a valos szamok halmazan!
a.) §—1 X + 5 2x+3) (x-1 2_ , x+1
I S ) T
b) X-14 o0y =X 42 () X43 x-3 4
2 5 4 ) + ==
x—3 x+3 3
c) x+5_x—2:x—1_3—x 0 x+3+ x 7
3 4 6 82 T x+4 x-3 xP+x-12
d. (3x+2)(x—3)+1:(3L)_1 h.) 3 PN b P
3 x*=3x+2 x-2 x-1
2 2
i) 3x+(x—3) =(x+3) +(x+l)(x—1)
4 8 3
. X X 50
) =2

15
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11.5. Feladat: Hatarozza meg a kovetkez6 tortek tizedestort alakjat!

1 11
a) == d) ==
) 2 ) 25
4 3
) : )7
) §: f) ﬁ:
3 100

11.6. Feladat: Hatarozza meg a kovetkez6 tizedestortek tort alakjat!

a) 0,5= e) 0,213=
b) 0,25= f) 0,3135=
c) 0,5=
d.) 0,25=

11.7. Feladat: Bizonyitsa be, hogy 0,29 =0,3!

11.8. Feladat: 14 Feladat: Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket a valos szamok halmazan!
a.) 3,5(X+3) =2,5x+20 c) x-0,2 O,2X+1+ 0,4x-1 .

0,2 0,4 0,6

b.) (x+3)°~5=8(0,5x—0,25)+9
11.9. Feladat: Péter és Robi testmagassaganak aranya g Milyen magas Robi, ha Péter

124 cm?

11.10. Feladat: Egy haromszog belsé szogeinek aranya 3:4:5. Mekkorak a haromszog
szogei?

11.11. Feladat: Egy téglalap szomszédos oldalainak aranya 2 : 3, keriilete 90 cm. Mekkora a
tényleges teriilete?

11.12. Feladat: Ha 3 tyuk 3 nap alatt 3 tojast tojik, akkor 6 tyik 6 nap alatt hany tojast
tojik? Hany ilyen tytk tojik 9 nap alatt 18 tojast?

11.13. Feladat: Két aut6 160 km-en 19,2 liter benzint fogyasztott. (Ugyanolyan
koriilmények kozott, ugyanolyan autok.)

a) 4 autd 240 km-en hany liter benzint fogyasztott?
b) Egy autd 640 km-en hany liter benzint fogyasztott?

11.14. Feladat: Egy kirandulasra 42 személyes buszt bérelnek, melynek koltsége 23940 Ft .
A buszt nem tudtak teljesen megtélteni, igy fejenként 630 Ft a buszkoltség.

Hany hely maradt iiresen?

16
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11.15. Feladat: Egy hid c6lopének az % része a foldben, a % része a vizben van, 2,8 m

hosszusagu része pedig kiall a vizbol. Milyen hosszusagt a c616p?

17
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I1l. Elemi geometria: fogalmak, tételek; vektorok; miiveletek vektorokkal

I11.1. Feladat: Fejezze ki az AF vektort az AB és az AC vektorok segitségével, ahol F
a BC szakasz felezépontja!

A C
I11.2. Feladat: Az abran lathato kocka A csucsabél kiinduld élvektorai AE =a, AB=b és

AD=c. Fejezze ki a,bésc vektorok segitségével a GC, AG és FH
vektorokat!

|

/
A b B

I11.3. Feladat: Az abran lathato szabalyos hatszog A cstcsabol kiinduld élvektorai
Ezg, E=Q ésﬁ:g. Fejezze ki a, b ésc vektorok segitségével a
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I11.4. Feladat: Az abran lathatd ABC haromszog S sulypontjabdl a csticsokhoz mutatd
vektorok a, b, c. Hatarozzuk meg az a, b, ¢ vektorok 0sszegét!

A

I11.5. Feladat: Az abran lathaté ABCD paralelogramma sikjanak egy tetszéleges pontja O.
Bizonyitsa be, hogy OA+0OC=0B+0D!

I11.6. Feladat: Hatarozza meg az a+b és az a—b vektorok hosszat, ha |a| =10, |b|=8 és
a két vektor hajlasszoge 75°!

19
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I11.7. Feladat: Az abran lathatd6 ABCD négyszog szemkozti oldalaira vektorokat
illesztettink: AB=a, DC=b. Az AD oldal A-hoz kozelebbi negyedels
pontja E, a BC oldal B-hez kozelebbi negyedeld pontja F. Hatarozzuk meg
az EF vektortaz a ésb vektorok segitségével.

A

I11.8. Feladat: Hatarozza meg az aésb vektorok hajlasszogét, ha |a|=5; |b|=8 és
a-b=-10!
I11.9. Feladat: Egy rombusz atloinak hossza 6,5cm és 12,25cm. Szamitsa ki az

atlovektorok skalaris szorzatat! Vélaszat indokolja!
111.10. Feladat: Adott egy ABCD paralelogramma és egy O pont. Bizonyitsuk be, hogy:

(OA2 +0(:2)—(OB2 +OD2) =2AB-AD

20
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IV. Elemi fiiggvények: (linearis, abszolutérték, masodfoki, négyzetgyok,
racionalis tortfiiggvények és tulajdonsagaik)

IV.1. Feladat: Feladat: Legyen adva a kovetkez6 két ponthalmaz:

={(xy)IxyeReésy=-1
B={(xy)IxyeR ésx>1}
Abrézolja a kovetkezé ponthalmazokat:
a.) AnB b.) AuB c.) A\B
IV.2. Feladat: Feladat: Abrazolja a kovetkez fiiggvényeket!

a) Xi>3x—2 e.) xr—>1(x—6)+4

b.) X+>-3x+2 3

c.) xn—>%x—1 f.) xr—>—g(x+5)+3

d.) X —Sx+1 g.) X>2(x+2)-4(x+3)
4

IV.3. Feladat: Feladat: Abrazolja Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben a
kovetkezo ponthalmazokat:

a) A={(xy)Ix,yeR ésy>2x-1}

b.) B

{xy | X, ye]Resy<—gx+3}
1
c) C= {xy |X,yeR ésy>— (ZX—ZJ}

d.) D:{(x,y)| x,yeR ésngy+2}
IV.4. Feladat: Feladat: Adott az f(x)=ax+h, x,a,beR. Tovabba tudjuk, hogy
f(-1)=26ésf(2)=3. Adja meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat,

majd abrazolja Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben!

21
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IV.5. Feladat: Feladat: Hatarozza meg a kovetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat!
3 \/
a) 1(0=," ¢) f(o=YX+3
b) f(x)= 2 2x+6
X —X—6 d) f()= 5_2x

IV.6. Feladat: Feladat: Fiiggvény-transzformaciok segitségével abrazolja a kovetkezo

figgvényeket!
a) f(x)=|x+2 9) f(x)zi_g
b) f(x)=-x*—3 X1+2
c) f(X):\/;—l h.) f(X)=—E(X+2) +2
d) f(x)=2+1 i) f()=2Jx-2+1
” j) f(X)=-243—-x+2

e) f(x)=—|x+1+3
f) f(x)=(x-1)"+2

IV.7. Feladat: Feladat: Abrazolja és jellemezze a kovetkezd fiiggvényeket (értelmezési
tartomany, értékkészlet; zérushely, menete, sz¢&lséérték, paritas)!

a) f(x)=x-1-2[x-2| a) f()():3x—11
b.) f(x)=‘6x—x2‘ x:3

h.) f(X)=—
c) f(x)=[x+2[-2[x-2] X+ 2
d) f(x)=[x-2+1 D f(x)- X? —7x+12
e) f(x)=x*-10x+9 X’ ~8x+16
f) f(x)= ——JF 1

IV.8. Feladat: Feladat: Grafikus modszerrel (fliggvénygrafikonok segitségével) oldja meg
a kovetkez6 egyenleteket, egyenldtlenségeket!
a) X*-4x+7=0 x-1
b.) 8x—12—-x2>0 7 ox+1

c) X+2=+4—x ) Vx=2>(x-2)
d) Vx-/x-3=1 h) x—1=3-|x—4|

1 3 2

e) —<—— i 2_ -
) x12 x_3 i) X 6x+7_x_4
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IV.9. Feladat: Feladat: Hatarozza meg a kovetkezo fiiggvények értelmezési tartomanyanak
azon legbOvebb részhalmazat, melyen 1étezik inverze. Adja meg az inverz

fliggvényt!
a) y=2x+3 e) y=x°
5 1-x
h.) y=— f) y=—"2=
X )y 1+x
X+2
¢) y="3 g) y=+1-x*
3x-1
d) y=
) y=—,
IV.10. Feladat: Feladat: Oldja meg linearis fliggvények segitségével az alabbi masodfoku
egyenldtlenségeket:

a) (x—2)(x+3)<0 b) (x—5)(x+2)£0
(3—x)(1-x)
IV.11. Feladat: Feladat: Abrazolja Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben azon
pontok halmazat, amelyeknek koordinétéira teljesiil:
a) y<«x+3 c. y+%>‘x2—4x‘

b.) y-3>+1-x2

d) y<2-|x-2|

IV.12. Feladat: Feladat: Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben abrazolja a

kovetkezd fiiggvényeket!
—|x+5|+3, hax<-2 X* —6x, hax <3
a.) X
IX+2, hax>-2 C) X<l hax=3

2:(4-x), hax=1 X, hax>3
b.) x>

(x+1)2,hax<1
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V. Elemi fiiggvények: exponencialis fiiggvény; a logaritmus fogalma; a
logaritmus azonossagai; a logaritmus fiiggvény

V.1. Feladat: Feladat: Hatarozza meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat!

5 o fen
b.) f(x )—Inx—t‘: d) f( \/Iog (x+1)—log, (x 3)

V.2. Feladat: Feladat: Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben abrazolja a
kovetkezo fiiggvényeket!

a) f(x)=2" f) f(x)=v2¥?-2
b) f(x)=32-3 g, 3
c) f(x)=log,(x-1) 9) f(x) T 2
d) f(x)=log, (x+2)-3 h.) f(X):IOQ%(X_Z)

- i) f(x)=log,(x*—2x+1
) ()= (x)=log:( )

V.3. Feladat: Feladat: Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben éabrazolja a
kovetkezo fiiggvényeket!

\/x+ hax>0

a.) f
4% hax<0
<
b) T | hax 1
Iogzx+1 hax>1
X+1 <
¢) f 37 hax<l1
2X—x2, hax>1
d.) f {

log, x+2 ,ha-2<x<2
2Xl hax>2
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V.4. Feladat: Feladat: Az alabbi abran a [-8;5]-on értelmezett fliggvény egy egyenes, egy
exponencialis €s egy logaritmikus fiiggvény iveibdl tevodik 6ssze (balrol
jobbra haladva).

a.) Adja meg a fliggvény hozzarendelési szabalyat!

b.) Hatarozza meg a fiiggvény értékkészletét!

€.) Adja meg a fiiggvény zérushelyét!

d.) Hatarozza meg a fliggvény minimumat és maximumat!

e.) Adjon meg olyan intervallumot, ahol a fliggvény szigori monoton ndvekvao!
f.) Hatarozza meg, hol negativ, illetve hol pozitiv a fliggvény!
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VI. Descartes-féle koordinata-rendszer; Koordinata geometria: szakasz
felezopontja, harmadoléopontjai; haromszog sdlypontja; két pont
tavolsaga; az egyenes egyenletének kiilonbo6z6 alakjai; kor egyenlete

VI1.1. Feladat: Adottak az g(—3;2) és t_)(—1;5) vektorok. Adjuk meg az alabbi vektorok

koordinatait:
2) 2+b £) ~Za+ob
b.) a-b 27 2
c) 3a g9) (a—3b)-(3a-2b)
d) —2b h.) 2 Eg—it_) +3 1ngEQ
e.) 3a—2b 2 2 2 2
VI1.2. Feladat: Adja meg a kovetkez6 vektorok abszolutértékét!
a) a(-13,12) e) g(_g 5 j
b.) b(-12;7) 10 10
7.5
c.) ¢(—9;,-5 f) f|=:=
ESN ) 13:3)
) o 32)
55

V1.3. Feladat: Fejezze ki az i és a j vektorok segitségével a c=2a—b vektort, ha
a=3i-2j ésb=i+5j!
V1.4. Feladat: Adottak az a(-2;3) és b(—17)vektorok. Szamitsa ki az alabbi vektorok

skalaris szorzatat:

a.) aésh d) a+b ésa-b
b.) aés —b e.) 3a—2b és 2a+3b
c.) 3aés-2b

V1.5. Feladat: Adott az a(4;3) vektor. Szamitsakia b vektor koordinatait, ha:

a.) a—b(10;3) c.) a—2b(10;20)
b.) a+b(—4;6) d.) 2a+3b(-12;-4)
VI1.6. Feladat: Szamitsa ki a kovetkez6 vektorok altal bezart sz6g nagysagat két tizedes
pontossaggal!
a.) a(L4)és b(-27) ¢) 2(2?2) & b(%;—loj

b.) a(2;-5) és Q(lS;?j

a) g(ggj és 9(5;‘—7)
32 2 3
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VI.7. Feladat: Szamitsa ki a kdvetkez6 pontok origotdl valo tavolsagat!

a.) A(0;2) d) E[§ gj

b.) B(-8;0) 43

¢) C(-3-4) e) F [i £J

3’3

V1.8. Feladat: Szamitsa ki az A és B pontok tavolsagat!

a) A(5:3) és B(-6;3) o) A(Z EJ s 8(5-_Zj

b.) A(-4;2) és B(L5) 32 2" 3

V1.9. Feladat: Adott az ABC haromsz6g. Szamitsa ki az oldalainak hosszat, kertiletét és a
belsd szogeit két tizedes pontossaggal!

a) A(-2-4), B(5-3), C(-13) b.) A(12;13), B(%-8), C(-2;5)

VI1.10. Feladat: Adja meg az AB szakasz felezOpontjanak, illetve harmadolopontjainak
koordinatait!

a) A(34), B(52) d.) A(—§ 1) B(Z-—ﬂj

b) A(-L2), B(-3:2) 4'3)" \4" 3
13 5 1
3 5 _=.= _Z._=
o o2 5[5 2 453 o 53)
V1.11. Feladat: Egy haromszog csucspontjanak koordinatai: A(—l;—l), B(1;3), C(2;—2)

a.) Szamitsa ki a haromszog oldalfelez6 pontjainak koordinatait!

b.) Adja meg a haromszog oldalvektorainak, valamint kdzépvonal-vektorainak
koordinatait!

c.) Igazolja, hogy a haromszog barmely oldala parhuzamos a masik két oldal
felezOpontjat 6sszekotd kozépvektorral!

V1.12. Feladat: Az ABC haromszog sulypontja: S. Adja meg a hianyz6 pont koordinatait!

a) A(-4-2), B(7;1), C(3
b) A(-2:5), B(8; 5) S(2

c) B(-3-4), C(1 (—

10) S
4) C=?
2.4
33
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V1.13. Feladat: Adott az e egyenes tovabba két pontja A és B. Adjuk meg az egyenes egy
iranyvektorat, egy normalvektorat, irdanyszogét, ¢és iranytangensét
(amennyiben létezik)!

2 o= oo 3 o3

o) o3

VI.14. Feladat: frja fel az egyenes egyenletét, ha adott az egyenes egy pontja (P), tovabba
irdnyvektora, vagy normalvektora, vagy irdnyszdge, vagy irdnytangense

(v,n, a, m)!
a) v(-32), P(2-5) g.) a=60° P(7;2)
32 _ h) a=45° P(-3:-2
») \‘/[_5’5) P(52) i) m=-2 P((O;O) |
c) n(-2-4), P(—4;-2) y 1 p(4:5)
d) n(—3;v8), P(2:3) b T

2 (1. 3
2. 4) . k)rn=——,P[<——j
e.) 9(3, 3), P(24) 7 3 5

f) a=-30° P(4-1)

VI.15. Feladat: rja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a P(3, 5) ponton
¢és parhuzamos a 4x+5y =0 egyenletii egyenessel!

VI.16. Feladat:rja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a P(—2, 2)
ponton és merdleges a —2X+ 3y =7 egyenletli egyenesre!

V1.17. Feladat: Az ABC haromszog csiicspontjanak koordinatai: A(L1), B(-2;4), C(4;5)

a.) Irja fel az AB oldal egyenesének egyenletét!

b.) Szamitsa ki az ABC haromszog legnagyobb szogét! Valaszat tized fokra kerekitve adja
meg!

C.) Szamitsa ki az ABC haromszog teriletét!

d.) Irja fel a BC oldalhoz tartozé magassagvonal egyenletét!

e.) Irja fel a haromszog C csticsahoz tartozo sulyvonal egyenesének egyenletét!

V1.18. Feladat: Az ABC haromszdg csucspontjanak koordinatai: A(6;9), B(—5;4),
C(-21)

a.) Irja fel az AB oldal egyenesének egyenletét!
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b.) Szamitsa ki az ABC haromszog legnagyobb szogét! Valaszat tized fokra kerekitve adja
meg!

C.) Szamitsa ki az ABC haromszog teriiletét!
d.) Irja fel a BC oldalhoz tartoz6 magassagvonal egyenletét!
e.) Irja fel a haromszog C csticsahoz tartozo sulyvonal egyenesének egyenletét!

VI1.19. Feladat: Az PQR haromszdg cstucspontjanak koordinatai: P(—2;—1), Q(9;—3),
R(-3;6)

f.) Irja fel az QR oldal egyenesének egyenletét!

g.) Szamitsa ki az ABC haromszog legnagyobb szogét! Valaszat tized fokra kerekitve adja
meg!

h.) I:rja fel a PQ oldallal parhuzamos k6zépvonal egyenletét!

i.) Irja fel az R csticson athalado silyvonal egyenesének egyenletét!

J.) Irja fel a haromszog Q csticsahoz tartozé magassagvonal egyenesének egyenletét!

V1.20. Feladat: frja fel az O kozéppontu r sugara kor egyenletét!

a) 0(0:0) r=2 e) O(1-v3;¥5) r=+i1
b) O(3,0) r=1 f) O(log,3,-3) r=7
c) O(—42) r=3

d.) o(f;4) r=+3
VI1.21. Feladat: rja fel az O kozéppontu P ponton 4thalado kor egyenletét!

a) 0(0:0) P(4,0) c) O(-4) P(2,5)
b.) O(-2-3) P(-5,-2) d.) O(5-4) P(-32)

V1.22. Feladat: Hatarozzuk meg az egyenletével megadott kor kdzéppontjanak koordinatait,
valamint sugarat!

a) x*+y*=20 d) x*+y*—4x+8y-16=0
b.) (x—2)2+(y+2)2=16 e) x*+y*-3x-5y=25

VI1.23. Feladat: Szamitsa ki az egyenleteikkel megadott alakzatok metszéspontjanak
koordinatait!
a.) 4x+3y=76és3x-2y=1
b.) 7x+13y=50¢és —7x+11ly =-15
c) X’ +y*—2x+2y-8=06sx-2y=-5

d) (x+2)" +(y+2) =4 ésx+2y+1=0
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VI1.24. Feladat: Hatarozza meg a  haromszog

oldalegyeneseik egyenlete:

csucspontjainak  koordinatait,
a.) 2x+7y=31 —5x+6y=—-7€és7x+y=-9

ha

b.) x-12y=-28, —8x+9y =-37 és 7x+3y =-22

V1.25. Feladat: frja fel a hdromszog koré irhato kor egyenletét, ha csticsai:
a) A(L1), B(-2;4), C(4;5)

b.) A(6;9), B(-54), C(-2;1)
¢) P(-2-1), Q(%-3), R(-36)
V1.26. Feladat: Adott a koordinata-rendszerben az A(9;-8)kozéppontu, 10 egység sugaru
kor. Irja fel a kér P(L,—2)pontjdba huzhaté érintdjének egyenletét! Adja
meg ennek az érintdnek a meredekségét!

VI1.27. Feladat: Adott az x*+y*-6x+8y—-56=0 egyenleti kor és az x-8,4=0
egyenletli egyenes.

a.) Szamitsa ki a kor és az egyenes k6z06s pontjainak koordinatait!

b.) Mekkora tavolsagra van a kor kdzéppontja az egyenestdl?
V1.28. Feladat: Legyenek A(7;7) és B(0;0) egy egyenlészari haromszog alapjanak

végpontjai. A haromszdg C csucsa rajta van az X+ y>+2x—2y—-47=0
egyenletli koron. Szamitsa ki a C cslics koordinatait!

V1.29. Feladat: Adott az A(—3;—1) és B(3;7) pont. Szamitsa ki, hogy az x tengely melyik
pontjabol lathato derékszogben az AB szakasz!
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VII. Egyvaltozés polinomok: fogalmak; miiveletek polinomokkal
(szorzatta alakitas, osztas)

VII1.1. Feladat: Végezze el a kijelolt miiveleteket, majd rendezze a tagokat fokszam szerint
csokkend sorrendbe!

a.) (3x2—2x+1)—(x2—x—3)—(x2+5x—2)

b.) 2(y*—y+1)+3(y*+y-3)-4(y*+5y+2)

c) (2x—4)(5-x)—(4x+2)(3+3x)

d.) (5x-+1)(2x-1)-2{2-3[ 2x—(-x—3)+3]} —(6+5x)(2—X)

(
e) (2x-4) (5-x)
f) (x2 2x+1) X)
9) (x2—3x) +2(3-2x%)(3+2x ) (4x+1)’
VI1.2. Feladat: Oldja meg a kdvetkez6 egyenleteket
) (3x+1)(2-6x)=0

) (3+x)(2-2x)+ (2 2x)=0

c)9 ] =0

VI11.3. Feladat: Oldja meg a kovetkez6 egyenl6tlenségeket!

a) (x+1)(1-3x)(2-x)=0

b) (2x+6)"(1-x)’(4-x*)<0

c) (x*—4x+5)(x*—4x+4)(x*~4x-5)=0
VI1.4. Feladat: Alakitsa szorzatta az egyenletek bal oldalan allo kifejezéseket, majd oldja

meg az egyenleteket!

a) 2x*—-3x*-3x+2=0 c) x'-4x*—x+2=0

b.) x}+3x*+3x+1=0 d) x*—4x}+3x*+4x-4=0
VI1.5. Feladat: Végezze el a két polinom osztasat!

a.) (x4 —8x° +16x° —7x—2) : (x2 —3x+2)

b.) (—8x3 — 27) :(2x+3)

c) (11x°-32+19x +3x"* - 28x): (~4+3x)

31
Szegedi Tudomanyegyetem
Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu

Eurépai Uni6
Europai Szocidlis
Alap

SZECHENYI @

MAGKARORSZAG . T N



o
M. g

SZECHENYI

s,
7,

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

VIIl. Sorozatok: a sorozat mint fiiggvény; szamtani és mértani sorozatok
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tulajdonsagai

VII1.1. Feladat: Hatarozza meg az 2a, :3—2(—1)n sorozat 2018. tagjat és az els6 2018 tag

0sszeget!
VII11.2. Feladat: Hanyadik tagja az alabbi sorozatnak a 30?
a) a,=8n-18 d) d =n*-11n+18
b.) b, _10n+20 e) e =log,n
3n-26 nex
c) ¢, =|47-7n| F) 1, =60-sin—==

VI11.3. Feladat: Egy szamsorozat els6 eleme 2. Adja meg a sorozat els6 Ot tagjat, ha a
masodik tagtol kezdve igaz, hogy:
a) a,=5a ,+2 b) b = §bn71 9
2

VII1.4. Feladat: Egy szamsorozatra teljesiil, hogy a =a, =1, tovabba a, =2a,,-a, ,,

ahol n>3. Adja meg a sorozat 2018. elemét, és az els6 2018 tag Gsszegét!
VIIL5. Feladat: Egy szamtani sorozat differencidja —7, elsé tagja 5. Adja meg a sorozat
kovetkezo tagjait:

a) aZO b) a51 C) a‘321 d) a'2018
VII1.6. Feladat: Egy szamtani sorozat differenciaja %, elsé tagja 20. Hanyadik tagja a

sorozatnak a kovetkezd szdm:
a.) 95 b.) 191 c.) 935 d.) 3353
VIIL.7. Feladat: Egy szamtani sorozat 42. tagja —74, 57. tagja —104. Hatarozza meg a
sorozatot, azaz adja meg a sorozat elsd elemét, differenciajat és altalanos
tagjat!
VII1.8. Feladat: Egy szamtani sorozat harmadik és nyolcadik tagjanak Osszege 34, a
masodik ¢és a tizenegyedik tag dsszege 46.
a.) Adja meg a sorozat elsé tagjat!
b.) Adja meg a sorozat differencijat!
C.) Adja meg a sorozat 111. tagjat!
d.) Adja meg a sorozat elsé 41 tagjanak az Gsszegét!
VII1.9. Feladat: Egy szamtani sorozat elsd és negyedik tagjanak osszege 38, a hetedik és a
harmadik tag kiilonbsége 16.
a.) Adja meg a sorozat 73. tagjat!
b.) Adja meg a sorozat 51. és 29. tagjanak a kiilonbségét!
c.) Adja meg a sorozat elsé 999 tagjanak az dsszegét!
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VI11.10. Feladat:

Egy szdmtani sorozat esetén ismertek a kovetkezd dsszefiiggések:
ag-a,, =—25¢és a,+a, =10

Hatarozza meg a sorozatot, azaz adja meg a sorozat elsd elemét, differenciajat és

altalanos tagjat!

VIII1.11. Feladat:

Adott két egész szam 6 és az 1623.

a.) lktasson be a megadott szamok ko6zé két szamot ugy, hogy azok a megadottakkal
egylitt egy szamtani sorozat szomszédos elemei legyenek!
b.) Szamitsa ki az adott szamok altal meghatarozott zart intervallumba esé néggyel

oszthatd szdmok dsszegét!

VI11.12. Feladat:
VI11.13. Feladat:

VI111.14. Feladat:

a) a,
VI111.15. Feladat:

a) 1
VI111.16. Feladat:

VI11.17. Feladat:

VI11.18. Feladat:

VI111.19. Feladat:

+a, =15
Ly Gt }

7 a,+a, =60
VI111.20. Feladat:

a.) 32; 24;18
VII11.21. Feladat:
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Egy szamtani sorozat elsd tagja 56, differencidja —4. Szamitsa ki n
értékét, és a sorozat n-edik tagjat, ha az els6 n tag 6sszege 408.

Egy derékszogli haromszog oldalainak mérdszdmai egy szamtani
sorozat szomszédos elemei. Mekkordk a haromszog szogei?

Egy mértani sorozat hanyadosa —2, elsd tagja 10. Adja meg a sorozat
kovetkez0 tagjait:

b) a'47 C) a'.LOO d) a'2018
Egy mértani sorozat hényadosa %, elsd tagja 4. Hanyadik tagja a

sorozatnak a kovetkezd szam:

b.) 0,25 c.) 0,0625
Adottak a kovetkezd szdmok: 1,8,22. A szamokhoz ugyanazt a valds
szdmot hozzdadva egy mértani sorozat hdrom egymadst kovetd elemét
kapjuk. Hatarozza meg a sorozatot, azaz adja meg a sorozat els6 elemét,
hanyadosat és altalanos tagjat!
Egy mértani sorozat harmadik és negyedik tagjanak Osszege 80, az
0todik és a harmadik tag kiilonbsége 240. Hatarozza meg a sorozatot,
azaz adja meg a sorozat els6 elemét, differenciajat és altalanos tagjat!
Egy mértani sorozat elsd tagja 5, masodik €s harmadik tagjanak 0sszege
10. Adja meg a sorozat els6 7 tagjanak Gsszegét!
Egy-egy mértani sorozat tagjaira teljesiilnek a kovetkezd
Osszefliggések. Hatdrozza meg a sorozatot, azaz adja meg a sorozat els6
elemét, hanyadosat és altalanos tagjat!

a +a,+a, =57 a, +a, =160
a1+a3:15} ¢ a6+a7=1215}
lgaz-e, hogy a kovetkezd szamok egy mértani sorozat egymast kovetd

tagjai?

b.)

b.) 16; 40; 100
Egy derékszogli haromszog oldalainak mérészamai egy mértani sorozat
szomszédos elemei. Mekkorak a hdromszog szdgei?

33

x
il
=y Alap

MAGYARORSZAG
KORMANYA

SZECHENYI @
Eurépai Unié
Eurépai Szocialis

BEFEKTETES A JOVOBE



AENTIARY,
o5 g,

o
Bt grona®

“,
T e

SZECHENY]I
EFOP-3.4.3-16-2016-00014

VI1I1.22. Feladat:

VI111.23. Feladat:

VI111.24. Feladat:

VI11.25. Feladat:

VI111.26. Feladat:

Szegedi Tudomanyegyetem
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Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak dsszege 6. Ha az els6 taghoz
5-6t, a masodikhoz 2-t, a harmadikhoz 1-et adunk, egy mértani sorozat
harom szomszédos elemét kapjuk. Hatarozza meg a sorozatokat, azaz
adja meg a sorozat els0 elemét, differenciajat vagy héanyadosat és
altalanos tagjat!

Egy mértani sorozat mésodik tagja 12. Ha a sorozat elsd tagjahoz 4-et, a
masodikhoz 3-at, a harmadikhoz pedig 1-et adunk, egy szamtani sorozat
egymast kovetd elemeit kapjuk. Hatarozza meg a sorozatokat, azaz adja
meg a sorozat elsé elemét, differencidjat vagy hanyadosat és altalanos
tagjat!

Ha elhelyeziink a bankba 200000Ft-ot évi 6%-0s kamatra, ¢s a kamat is
kamatozik 10 éven at, akkor a 10. év végén mekkora 6sszeget vehetiink
ki a bankbol?

Egy csaldd a megtakaritott 800000 Ft-jat két évre bankba szeretné
helyezni kamatos kamatra. Hany szazalékos volt a kamatlab az els6 év
folyaman, ha a bank ezt a kamatlabat 3%-kal ndvelte a masodik évben,
¢s igy a masodik év végén 907200 Ft-ot vehetett fel a csalad?

Hany év alatt novekszik haromszorosara egy bankban elhelyezett
betétiink, ha az éves kamat 6,4% és az ¢vek alatt nem valtozik!
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IX.  Kombinatorika: halmazok; dsszeszamlalasi alapfeladatok; binomialis
egyiitthatok (Pascal haromszog)

IX.1. Feladat: Igazolja, hogy egy 25 f6s tarsasagban mindig van legalabb harom olyan
ember, aki ugyanabban a honapban ilinnepli a sziiletésnapjat?

IX.2. Feladat: Egy iskola 470 tanuldja 16 osztalyban tanul. Bizonyitsa be, hogy van
legalabb egy osztaly, amelynek 1étszama eléri a 30-at!

IX.3. Feladat: Igazolja, hogy a 2 egység oldali négyzetben barhogyan is helyeziink el 6t
pontot, lesz kozottiik legalabb két olyan, melynek tavolsaga legfeljebb

V2

IX.4. Feladat: Egy 32-es létszamu osztalyban év végén hét tanulonak volt jelese
matematikabol, 12 tanulonak pedig torténelembdl. Négyen mindkét
targybol jelest kaptak. Hany olyan tanul6d van ebben az osztalyban, akinek
matematikabdl és torténelembdl sem volt jelese?

IX.5. Feladat: Hany darab kétjegyli pozitiv egész szam van, amely nem oszthaté sem 3-
mal, sem 5-tel, sem 7-tel?

IX.6. Feladat: Hany elemii lehet egy 20 és egy 15 elemii halmaz unidja?

IX.7. Feladat: Egy futoverseny nyolc induldja hanyféle sorrendben érhet be a célba?

IX.8. Feladat: Van 3 piros, 2 fehér, 5 zold golyonk. Hanyféle modon tudjuk éket sorba
rendezni?

IX.9. Feladat: Egy sakkversenyen egy versenyzonek az 5. forduld utan 3,5 pontja van.
Hanyféleképpen érhette el az eredményét, ha azt is figyelembe vessziik,
hogy milyen sorrendben szerezte pontjait?

IX.1. Feladat: Az alabbi elrendezésbdl hanyféleképpen olvashatd ki a BUDAPEST sz0,
ha csak jobbra és lefele 1éphetiink?

>OUCm
v >»0C
mo>X>»0
»wmo>
—unmDo

IX.10. Feladat: Egy futoverseny nyolc induldja kozott hanyféle modon oszthatd ki az
arany-, eziist- és bronzérem?

IX.11. Feladat: Hany 13-tippes totoszelvényt kell kitolteniink, hogy biztosan legyen
telitalalatunk?

IX.12. Feladat: Szabalyos dobokockat kétszer feldobunk. Az eredményeket egymas mellé
irva hany kétjegyli szamot kaphatunk?

IX.13. Feladat: Hany olyan haromjegyli szam van, amelynek minden jegye paratlan
(péros)?

IX.14. Feladat: Hany rendszamtabla készithet6 24 betli és 10 szamjegy felhasznalasaval,
ha a rendszam 3 bet(ibol és 3 szamjegybdl all?

IX.15. Feladat: Hany pozitiv osztdja van a 210-nek?
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1X.16. Feladat:
1X.17. Feladat:

1X.18. Feladat:

1X.19. Feladat:

1X.20. Feladat:

1X.21. Feladat:

1X.22. Feladat:

1X.23. Feladat:

Szegedi Tudomanyegyetem
Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
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www.szechenyi2020.hu

Hény huzasi eredmény lehetséges a hagyomanyos lottoban?

Hany k elemii részhalmaza van egy n elemii halmaznak? Osszesen hany
részhalmaza van a kérdéses n elemii halmaznak?

Bizonyitsd be a binomialis tételt!

Bizonyitsd be, h m_(n-t +
1zonyits e, ho =
y S I

haromszoget!

n-1
[ ‘ j! Rajzold fel a Pascal-

n .-
Ha n adott egész szam, akkor [kj mely k értékre lesz maximalis?

Hanyféleképpen lehet 100 tanuldt 25 fés osztalyokba beosztani, ha az
osztalyok sorrendje nem szamit?

Az Osszes lehetséges modon kitoltott lottdszelvények kozott hany
négytalalatos van (és 3, és 2)?

Ha a virdgboltban hétféle virdgot arulnak, hanyféleképpen lehet Gtszélas
csokrot valasztani?
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X. Szogfiiggvények: értelmezés (forgasszogekre is); oOsszefiiggések;
addicios tételek; trigonometrikus egyenletek, fiiggvények

X.1. Feladat:  Oldja meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket a valds szamok

halmazan!
. 1 . ) 1
a) sinx== i) cos’|2x+= |==
) 2 ) ( 3) 4
b.) cosx=-1 j.) sinx=siny
c.) 2sinx=—/2 K.) sinx=cosx
0) sinoy - V3 ) cos(3x—4z)=sin(z—x)
2 m.) sin2x—cosx =0
. 1
e.) S|n(2x+£J=— n.) 4cosx=—_1 sinx =0
3) 2 sinx
0.) sin’x=2sinx+3
f. Z\=
) ZCO{)H 3) V2 p.) cos® X +4cosx = 3sin® x
g) 4costx =1 0.) 2cos®x =4-5sinx

h.) sinz(x—fj _1
6 4

X.2. Feladat:  Adja meg azoknak a 0°és 360°kozotti o szogeknek a nagysagat,
amelyekre igaz az alabbi egyenldség:

2) sina—l c.) sina=0

' 2 d.) cos’a =2cosa+3
b) COSZ(Z_l e.) cos2a=sina

' 4

X.3. Feladat: Adja meg az 0Gsszes olyan forgasszoget fokokban mérve, amelyre
2sin : .
f(x)= Iz X fliggvény nem értelmezhetd! Valaszat indokolja!

COS™ X

X.4. Feladat:  Adja meg az alabbi allitasok logikai értékét (igaz vagy hamis)!

a.) Az x—sinx xeR fliggvény periodusa 27 .
b.) Az x> sin (ZX) X e R fliggvény periodusa 27 .

: : 1
c.) Van olyan derékszogili haromszog, amelyben az egyik szog szinusza —

. : 1
d.) Ha egy haromszog egyik hegyesszdgének szinusza > akkor a haromszog derékszogii.

e.) A derékszogli haromszognek van olyan szoge, amelynek nincs tangense.
f.) A derékszogii haromszdgnek barmelyik szogének értelmezziik a koszinuszat.

g) Az f:R—>R, f(x)=sinx fiiggvény paratlan fiiggvény.
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h) Ag:R—>R, g (X) =Cc0s2x filiggvény értékkészlete a [—2; 2] zart intervallum.

i) Ah:R->R, h(X) =Ccosx fliggvény szigoran monoton novekszik a {_f-f} zart

intervallum.

X.5. Feladat:  Hatarozza meg a kovetkezo,

fiiggvények értekkészletét!
a.) X 1+cosx

valos szamok halmazan értelmezett

- T
b.) X+ sinx-2 f) XHSIH(X—ZJ+2
C.) XH>2C0SX+2 , am
d.) X|—>—35in(2x)—1 g) X ~COS(X+EJ+

e) X %(sin x—1)

X.6. Feladat:  Hatarozza meg a kovetkezd, valdés szamok halmazan értelmezett

fiiggvények értelmezési tartomanyat

2 1-cosx
a) X|_>«/1—cos X C) Xpo—2

2 tgx—sinx
COS2X COS 2X
b.) X+ ———— d) Xxb ———
) Ctg X—th Sin X(l—Ctg X)

X.7. Feladat:  Szamologép hasznalata nélkiil adja meg a kovetkezd kifejezések pontos

értékeét!

a.) 2c0s60°—sin45°+c0s45°+2-sin30°

b.) sin30°+sin45°+sin60° +sin90° +cos30° + cos 45° + cos 60° + cos 90°
c) c0s60° —sin 60°

sin 60° + cos60°
c0s45°-sin 45°

@) 2-t945°-3

X.8. Feladat:  Oldja meg a kovetkez6 egyenl6tlenségeket!
Z)) i;nXX:\% f) 2-sin [g —%J <-1
c) cosng 9. tg(Bx—%)—\@zo
d) ctgx>-1

e.) cos(Zx +%j >0
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Xl. Egyenletek: megoldas; masodfoku egyenlet (gyoktényezos alakja,
Viete-formulak); Specialis harmad- és negyedfoki egyenletek;

Egyenlétlenségek
XI.1. Feladat: Oldja meg a valés szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!
a) 2(2x—-11)-5(2x+3)=7(4-x) ) J7x—=5=+/4x+7
b) 2(5x-3)=1(3x+5) L) VxZT-N5S7X=2
3 2 U) Vx—4+x-1=+/x+4
c) 3(4-x)=2[3-2(4+x)] v.) 97 =277
d) 1-x =172, 34X w.) 5”7?-1=0
' 2 3 x) 47 =32401
e) 3x+5+1+4x_5x—2_0 01055 8
7718 12 6 y) 01257 ==
f) 2x(x+1)(2-3x)(4—x)=0 2) 15.2% 7.2 4 2* =107
15— x)(x+7 aa.)4*—-6-2*+2°=0
g-) X~w-(zx—l)=0 2x211x+10
Xx—15 bb.) 2 _ 25
h.) [5x-13/=7 ' 5 T4
|) |7—2X|:3X+4 CC.)SX:i‘l‘%
; 5 5
) 2:X=1—|x+4/=x—-6
Jk)) 14|2 ]425| +25| 0 4. 23 =37
X* —25Xx—25=
' ee.)lg(8x—-15)=I1g(1-x
) (5x+1)(3x—5)=2(1-19x) )lo( )=19(1-x)
log, (x+2)
x* +6 ff) ——~=1
m) 2x-2= 3 log, (2x-1)
X+
n) (x+1)2—3:6 gg.) 3+log,5=log, (7x—2)
o5 hh.) log, (5x—7)—log,(3x+9)=2
0.) =0
X+95 ..
0) Bx—3=2 ii.) 2lg(2x+3)=Ig(4x+1)+Ig(2x—3)

) V4x+21l=x+4
%) i) Iog3(\/x+1+1)=2

3 1
r) ,2x——-—-—=0
) T
X1.2. Feladat:  Oldja meg a valds szamok halmazan a kdvetkezé egyenlétlenségeket!
a) 7T+x<-2-(x-2) e) 1:3x+7>O
b.) x*>6-x X" +22
c) 4x?—35x+20<—4 f) ‘;X_ssz
2x+1 X+2 —X
d.) -—=2-1 7-3x  4x+1
3 5 g.) - <=2
6x—2 3x-1
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3x+2 1 3x-1 1 4-x
") 2 x-107° m.) (gj 2(1)

- (Bx+1)(x-2)

Y ey (a=x) <" )

j) |[x+2/-1<2x ' :

k) sy 1 p.) lg(8x+4)—Ig(3x+5)<Ig(2x—4)
» 49 Iogg(x+5)
5 49 -
2 i g.) >0
) [7} ~%5 log, (x—4)

3

X1.3. Feladat: Oldja meg a valés szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket!

a) x*-5=3

b.) x*-6x*+8x=0

c) x*-81=0

d) x*-5x*+4=0

e.) x*+2x*-15x*+2x+1=0
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XIl.  Egyenletrendszerek: fogalmak, két- ¢és  harom-ismeretlenes
egyenletrendszerek; megoldasi modszerek

XII.1. Feladat: Oldja meg a valdos szamok halmazan a kovetkezé két-ismeretlenes
egyenletrendszereket!

. 2x—3y=5 4.3+2Y =16

7 Ix+2y=-5 ¢) 5.3-3-2" =3

b.) X+y=12} w_ 1
X-y=232 h.) 25

oy (T2Y=3 9*.3" =27

T X2 +y?=5 log, x—log, y=1
y—4 i.) 2 2
L -3 _

d) x+1 log, x+1log, y=5
(y-1)(x+1)=12 i) 57 42 =21
X+3y=5 T gyl _ox 217

e.

) X+3y=x*+5 7-log; x-3-log 2y=_6}
2x+3y=-1 3-log; x+8-log, y =81
X—3=,/3X+Yy

1)

XI1.2. Feladat: Oldja meg a valdos szamok halmazan a kovetkez6 haromismeretlenes
egyenletrendszereket!

X+y+2=3

a) 2x+3y-z=1

3Xx—4y+4z=4

3X+y+6z2=8

b.) 2x+2y+5z=11

X+y-3z=11

2X—4y+2=3

C.) 8x—-2y+4z=7
—4x+y-2z=-14
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XIl.  Logika, Grafok: fogalmak; tételek

XII1.1. Feladat: Dontse el, hogy az alabb felsoroltak koziil melyik mondat a tagadasa a

kovetkezo allitasnak! Minden érettségi feladat egyszerti.

a.) Minden érettségi feladat bonyolult.

b.) Van olyan érettségi feladat, ami nem egyszerti.

C.) Sok érettségi feladat bonyolult.

d.) Van olyan érettségi feladat, ami egyszeri

XI111.2. Feladat:

Tamaés a sajat felmérése alapjan a kovetkezot allitja: Minden haztartasban
van televizid. Az alabbi négy allitas koziil valassza ki azt a kett6t, amely
Tamads allitadsanak tagadasa!

a.) Semelyik haztartasban nincs televizio.

b.) Van olyan haztartas, ahol van televizio.

C.) Van olyan haztartas, ahol nincs televizio.

d.) Nem minden haztartasban van televizio.

XI111.3. Feladat:

XI111.4. Feladat:

XII1.5. Feladat:

XI111.6. Feladat:

XI111.7. Feladat:

Fogalmazza meg a kovetkezd allitas tagadasat! Enikd minden eltérést
megtalalt.

Egy grafban 4 csucs van. Az egyes csucsok fokszdma 3;2;2;1. Hany éle
van a grafnak?

Egy sakkverseny dontdjébe 5 versenyzd jutott be. Koziiliik 1 versenyzd
mindegyik tarsat ismeri, a tobbiek pedig egyenként 2-2 személyt ismernek
a dontd résztvevoi koziil. Szemléltesse rajzzal (graf alkalmazasaval) az
ismeretségeket, ha az ismeretségek kolcsonodsek!

Rajzoljon egy olyan 6t csticspontl grafot, amelyben a pontok fokszama 4;
3;3;2; 2.

Egy hatfds tarsasidgban mindenkit megkérdeztek, hany ismerdse van a
tobbiek kozott (az ismertségek kolcsonosek). Az elsd 6t megkérdezett
személy valasza: 5,4,3,2,1.

a.) Abrazolja graffal a hatfos tarsasag ismertségi viszonyait!

b.) Hany ismerdse van a hatodik személynek a tarsasagban?

XI111.8. Feladat:

Szegedi Tudomanyegyetem
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Rajzoljon olyan hatpontu grafot, amelyben a pontok fokszama: 0; 1; 2; 2;
3; 4.
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XI11.9. Feladat: Egy 5 fos tarsasagban 8 kézfogas tortént. Adj meg egy olyan grafot, amely
ezt szemlélteti! (A graf csucsai legyenek a tarsasag tagjai, élei pedig a
kézfogasoknak feleljenek meg.)

XI11.10. Feladat:  Abrazoljuk grafokkal az alabbiakat!

a.) Egy Bergeng6c falucskaban a Fétérr6l a Tohoz, a Parkba és a Kilatohoz vezet at. Ezen
kiviil még a To és a Park kozott tapostak ki jarast a helyiek.
b.) Egy tengerészeti hadgyakorlaton négy hajo (H1, H2, H3, H4) vett részt és rendre

piros, z0ld, kék és sarga festékpatronnal 16tték egymast. A gyakorlat végén H1 oldalan
z0ld és kék, H2 oldalan kék, H4 oldalan piros foltok diszelegtek, azonban H3 tiszta
volt.

c.) Négy ember talalkozojan a kovetkezd kézfogasok torténtek. Egyvalaki mindenkivel
lekezelt, két masik illetd pedig egymassal.

XII1.11. Feladat: Rajzolj olyan &tponta grafot,

melyben minden pont fokszdma
kiilonb6zd!

SZECHENYI @

“\[ Eurépai Unié
=1
=

Eurépai Szocilis
Alap
MAGYARORSZAG

PRIl BEFEKTETES A JOVOBE

x




Y

1. groun®™

SZECHENYI

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

XIV. Megoldasi segédlet (Elemi algebra: hatvanyozas; hatvanyozas
azonossagai; nevezetes szorzatok; a racionalis Kitevojii hatvany

fogalma; a hatvanyozas és gyokvonas azonossagai)

Hatvanyozds azonossdagai:

a"-a"=a
a" ..
o a
a

, a" (a)
nbn: .b : I -
' =(ab) = (2]

k
(an) =an~k
i L
at = q/ap;:aq ~- 93
Nevezetes szorzatok:

(a+b)c=ac+bc

(a+b)’ =a’+2ab+b?

(a+b+ c)2 =a’ +b*+c”+2ab+ 2ac + 2bc A tagok eldjeles kifejezések!
(a+b)-(a-b)=a*-b’

(a+b)’ =a’+3a’h+3ab? +b?

(a—b)(@®+ab+b*) =a*-b?

(a+b)(@*—ab+b’)=a’+b’
Masodfoku kifejezések szorzatta alakitasa:

Masodfoku egyenlet
Teljes Hianyos
Ha, a #0;b = 0;c =0, akkor b=0 c=0
ax’ +bx+c=0 ax’+c=0 ax’+bx=0
Megoldo
) _b++/b? —4ac Megoldas: Megoldas:

Gyoktényezds ax? = —¢ x(ax+b)=0
alfik:axz+bx+c:a~(x—x1)-(x—x2) oG 0
\glete — formulak: . a X, =0 V. ax+b=0

; a b

X, = —
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Négyzetgyok fogalma:

(\/a)z:za:azo

Megjegyzés: \/a? = El
Négyzetgyok azonossdgai:
«/ a-b= \/a . \/B
a_+a

b~
V& -(4a)

wh-edik” gyok fogalma

ha n=2k alakl = a >0, és 3/520
Ya=
ha n=2k+1lalaki = acR és Q/aeR

wh-edik” gyok azonossagai
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XV. Megoldasi segédlet (Elemi algebra: tortek; tizedes tortek; miiveletek
tortekkel; arany, aranyparok)

Tortek értelmezése:
%; =abeRb=0

Arany:
Két szam ardnyan a hanyadosukat értjik.

Aranyossdgok:
Két valtozo mennyiség egyenesen aranyos, ha az egyik valahanyszorosara valtozik, akkor

a masik is ugyanannyi szorosara valtozik.

Az egyenesen aranyos mennyiségek HANYADOSA allando.

Két valtozo mennyiség forditottan aranyos, ha az egyik valahanyszorosara valtozik, akkor
a masik ennek reciprok szorosara valtozik.

A forditottan aranyos mennyiségek SZORZATA allando.
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XVI. Megoldasi segédlet (Elemi geometria: fogalmak, tételek; vektorok;
miiveletek vektorokkal)
Vektorok

Euklideszi tér (Rs) esetén vektornak nevezziik az iranyitott szakaszokat.

Altaldnossagban (R” ) n>2 esetén vektoroknak nevezziik a rendezett szam n-eseket.
R? esetén a(a,,a,) elnevezések: a, —abszcissza, a, —ordinéta

R® esetén a(a,,a,,a,) elnevezések: a, —abszcissza, a, —ordinata, a, —applikata
R" esetén a(a,,a,,a,,...,a,,,8,)

11
Megjegyzés:
.. | R?esetén a(x,
A szokasos jelolés:y . a(x.y)
R® esetén a(x,y,z)

Jelolés: AB; a
Miiveletek vekt .

_—
AB
a

g

Osszeadds:

Az 0sszeadas asszociativ:

b

{Q@\Q
W

Kivonas:
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Skalaris Szorzat:

Haaz a és b vektorok szoge az ¢, akkor az a és b vektorok skalaris szorzatat a kovetkez6
modon definialjuk:
a-b:=|al-[b]-cos¢

Skalaris szorzat tulajdonsdagai:

1) a-b=b-a
2) a-(b+c)=a-b+a-c
3) a-a=|a =a-ax0ésa-a=0ca=0
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XVII. Megoldasi segédlet (Elemi fiiggvények: linearis, abszolutérték,
masodfoku, négyzetgyok, reciprok)

Fiiggvények megadasa:
Legyen adott f fliggvényt, amelyre f: R — R

A hozzéarendelési szabalyt a kovetkezd harom modon szoktak megadni:

1. f(x)=2x+1
2. y=2x+1
3. X 2x+1

Fiiggvény-transzformaciok:

Kiilsé flicevenytranszformdciok:

A kiils6 fliggvény-transzformaciokat szokas érték-transzformacioknak nevezni, mert mindig a
kiszamitott fiiggvényértékeket modositjuk, kiillonb6zé konstansokat adunk hozzéd illetve
vonunk ki, vagy kiilonboz6 skalarral szorozzuk. A kiilsé fliggvény-transzformacioknak az f
fiiggvény grafikonjan mindig az y tengely irdnyaba torténd valtozas az eredménye.

Legyen adott az f fliggvény grafikonja.
1) Legyen ceR. Ekkoraz f(x)+c fuggvény grafikonja az f(x) fliggvény grafikonjanak

y tengellyel parhuzamos eltoldsa. Az f(x) grafikonjanak |C| nagysagu ,.emelése”, ha

c >0 illetve |C| nagysagu ,,stillyesztése”, ha ¢ <0.
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2) A —f(x) fliggvény grafikonja az f(x) fliggvény grafikonjanak x tengelyre vonatkozo

tikkorképe.

- H

3) A cf(x) fiiggvénygrafikonja az f(x) fliggvény grafikonjanak az y tengely menti
nyujtasaval ha ¢ >1, vagy zsugoritdsaval ha 0 <c <1 kaphato.
Megjegyzés.
Ha c<0, akkor |C| -vel elvégezziik a sziikséges nyujtast, vagy zsugoritast, majd

tiikrozziik az igy kapott grafikont az x tengelyre.

rFs
v

-

Lt
|

o
ko
-

-3ffx)

Belsd fiiggveny-transzformaciok

A Dbelsé fliggvény-transzformdaciokat szokds valtozo-transzforméacioknak nevezni, mert
mindig a fliggetlen valtoz6t modositjuk, kiilonb6z6 konstansokat adunk hozza illetve vonunk
ki, vagy kiilonb6z0 skalarral szorozzuk. A belsd fliggvény-transzformacioknak az f fiiggvény

grafikonjanak mindig az X tengely irdnyaba torténd valtozas az eredménye.
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1) Az f(x+c), ahol x+ceD, fiiggvény grafikonja az f(x) fiiggvény grafikonjanak X

tengellyel parhuzamos eltolasa, mely |C| nagysagu ¢s C eldjelével ellentétes iranya.

2) A f(—x) fluggvény grafikonja az f(x) fliggvény grafikonjanak y tengelyre vonatkozo
tilkorképe.

;F(JZ\I{.; _H"“ﬁ-u__ P - fﬁ;f'\"x_

3) A f(cx) fuggvénygrafikonja az f(x) fliggvény grafikonjanak az x tengely menti
nyujtasaval ha 0 <c <1, vagy zsugoritasaval ha ¢ >1 kaphato.
Megjegyzés.
Ha c<0, akkor |C| -vel elvégezziik a sziikséges nyujtast, vagy zsugoritast, majd

tiikrozziik az igy kapott grafikont az y tengelyre.

Abszolutérték definicioja:

| a haa=0
al:= —a, haa<0
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XVIIl. Megoldasi segédlet (Elemi fiiggvények: exponencialis fiiggvény; a
logaritmus fogalma; a logaritmus azonossagai; a logaritmus
fiiggvény)

Exponencialis fiiggvény:

Exponencialis fiiggvény: Az f:R >R f(x)=a" hozzarendelési szaballyal adott elemi
fiiggvényt, ahol a € R \{1} exponencialis fliggvénynek nevezziik.
Megjegyzés:
-ha a >1, akkor a fliggveény szigord monoton névekvo
-ha O<a <1, akkor a fliggvény szigord monoton csokkend
Mivel az f:R—>R f(x)=a" fiiggvény bijektiv, ezért van inverze. Az inverz fliggvény

A logaritmus definicidja:

a alapu logaritmus: log, b jelenti azt a szdmot melyre a-t emelve éppen b-t kapunk, azaz
a'%P" =p,

Logaritmus fiiggvény:

Logaritmus figgvény: Az f:R—>R f(x)=log, X hozzarendelési szaballyal adott elemi
fiiggvényt, ahol aeR"\{1} ésx e R", logaritmus fiiggvénynek nevezziik.

Megjegyzés (hasonldan az exponencidlis fliggvényhez:
-ha a >1, akkor a fliggveény szigord monoton névekvé

-ha O<a <1, akkor a fliggvény szigora monoton csokkend
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Megoldasi segédlet (Descartes-féle koordinata-rendszer; Koordinata
haromszog

geometria: szakasz felezOpontja, harmadolopontjai;
sulypontja; két pont tavolsaga; az egyenes egyenletének kiillonb6zo
alakjai; kor egyenlete)

Vektorok a Descartes-féle deréksziogii koordinata-rendszerben.

Helyvektor: OA; Szabadvektor: BC; DE; FG; HI

v vektor koordinatai: v(a,;a,)

A
¥
C
v Afagaz) ¥
H G v
I
v |
5 >
F E
v
D
53
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XX. Megoldasi segédlet (Egyvaltozos polinomok: fogalmak; miiveletek
polinomokkal (szorzatta alakitas, osztas))

Definicio.
Az a x"+a X" +...+a,x’ +ax+a, alaku kifejezést, ahol a,,a, ,,...,3,,8,3, €R és neN
és a, =0, n-ed foku egyvaltozos polinomnak nevezziik.

Polinom egyenlet:

ax"+a X"'+..+ax*+ax+a,=0,ahol a,a, ,,...,a,,8,8,eR ésneNés a =0
Specidlis esetek:

e linearis egyenletek: ax+b=0, a=0

e masodfoku egyenletek: ax”+bx+c=0, a=0

e harmadfoku egyenletek: ax® +bx*+cx+d =0, a=0

Polinom egyenletek gyokei és egyiitthatéi kozotti kapcsolat:
Ha X, Xy, Xg,ee X, 1 X, 82 @ X"+ X" +...+a,x*+ax+a,=0 és a, =0 alaku egyenlet
gyokei, akkor az egyenlet a kovetkez6 alakban irhato:
a, (x=%)(x=%,)(X=%;)-...-(x=x,) =0
Megjegyzés.
Az egyenlet gyokei kozott lehetnek azonosak, azaz tobbszords gyokok.

Ha X, az egyenlet egy gyoke, akkor (X — Xl) -gyel osztva az eredeti polinomot a maradek 0.

Viéte-formulak altalanos alakja:

X, X, 4 X, oot X X = oL
1 2 3 e n-1 n a

n

a
_ -2
XX, + X X + X X, oo+ X X ==

X XoXg vt X 1%, = (=1)" ?

54
Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu

x

SZECHENYI @
iﬁi‘i‘}fr Eurépai Unié
e Eurépai Szocidlis
\ 3 Alap

MAGYARORSZAG o ow o
PNl BEFEKTETES A JOVOBE




Y

1. groun®™

SZECHENYI

@ i EFOP-3.4.3-16-2016-00014

XXI. Megoldasi segédlet (Sorozatok: a sorozat mint fiiggvény; szamtani és
mértani sorozatok tulajdonsagai)

Szamsorozat:
A természetes szamok halmazan értelmezett valdés szam értéki fiiggvényeket valos

szamsorozatoknak (rdviden sorozatoknak) nevezziik.

Jele: {a,}”

n=1

Megjegyzés.
Az a figgvény neN helyen vett helyettesitési értékét a sorozat n-edik tagjanak nevezziik és

az a(n)=a, jelolést hasznaljuk. Szokas a,-t a sorozat altalanos tagjanak nevezni.

Sorozatok megadasa.

Képlettel: a, =5n+2 vagy {5n+2} .

Rekurzioval: a, =1, a,=1 a,=a,,+a,, ,ezazlugynevezett Fibonacci-sorozat.

1111
3’57 "2n+1"

Specialis sorozatok:

Felsorolassal: {1,

Szamtani sorozat

Azokat a sorozatokat, melyekben VneNeseténa, 6 —a,=d=allandd, szamtani
sorozatoknak, d-t a sorozat differencidjanak nevezzik .

&

a,=a, +d

au=a,+d=a +d+d=a+2d

a,=a,+d=a,+2d+d=a,+3d

a, =a,+(n—1)d aszamsorozat n. tagja vagy altalanos tagja

Megjegyzés.
2 - an_1+an+1[:a1+(n—2)d +a+nd _2a,+2(n-1)d =a1+(n—1)dj
2 2 2
n_an—i_;ami [:a'l+(n_l_1)d_'2_a1+(n+l_l)d :2a1+2§n_1)d :a1+(n—1)d]

Azaz a szamtani sorozat n-edik tagja az n-i-edik és n+i-edik tagjanak a szamtani kozepe.
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Elsé n tag osszege (Gauss):
s,=a,+a,+a,+...+a ,+a
_(a,+a,)n

" 2

Mivel a, =a,+(n-1)d

_(a+a)n _ (a,+a,+(n-1)d)n _ (2a,+(n-1)d)n
" 2 2 2

S

S

Meértani sorozat

Azokat a sorozatokat, melyekben Vvne N esetén St =(g=4lland6 , mértani sorozatoknak,

n

g-t a sorozat hanyadosanak (kvociensének) nevezzik .

&,

a, =a(q

8, =2,0=20-9=a0’
a,=a,0=20"-q=2a0’

a, =aq"" aszamsorozat n. tagja vagy altalanos tagja

Megjegyzés.
] = a3, = aa" -ad" = Jalq"* =[a,q™
2= 2, 2. =yad -aq"" = Jalq"? =[a,q"

Azaz a mértani sorozat n-edik tagja az n-i-edik és n+i-edik tagjanak a mértani kdzepe.

Elso n tag osszege:
S,=a,-a,-3,-...-a,
_a(-y

g-1
Kamatos kamat:
To: alaptke
Thi n. év végén a toke
p: kamat

n: a kamatozo periddusok szama

100+ pY’
T =To ( 100 pj
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XXIl. Megoldasi segédlet (Kombinatorika: halmazok; 0Osszeszamlalasi
alapfeladatok; binomialis egyiitthaték (Pascal haromszog))

A halmazelmélet (megalapozoja Georg Cantor) a matematika azon aga, mely a halmazokkal,
azok altaldnos tulajdonsagaival foglalkozik. Maga a halmaz alapfogalom, igy korrekt
definici6 sem adhaté ra. Altaldban kiilonboz6, jol meghatarozott objektumok Osszességét
értjiilk egy halmazon (naiv halmazelmélet). Minden objektumrodl egyértelmiien eldonthetd,
hogy egy adott halmazba beletartozik vagy sem. A halmazt felépitd objektumokat a halmaz
elemeinek nevezziik.

Jelolések:

e A halmazokat altalaban a magyar ABC nagybetiiivel, a halmazok elemeit altaldban a
magyar ABC kisbettiivel jeloljiik.

e Azt hogy egy a objektum eleme egy H halmaznak az € szimbolum segitségével a
kovetkez6 modon jeloljiik: aeH (olvasd: a eleme a H halmaznak).

e Azt hogy egy a objektum nem eleme egy H halmaznak a ¢ szimbdlum segitségével a
kovetkez6 modon jeldljiik: agH (olvasd: a nem eleme a H halmaznak).

Halmazok megaddasdanak modjai:
. elemei felsorolasaval: A={0,2,4,6,8}, B={3,6,9,12,...}.

o a halmaz elemeire jellemz0 egyértelmi tulajdonsaggal:

A={alaeN és a<10 és a paros}, A={b/beN ésb oszthat6 3-mal}.
Halmazok dabrazolasa:

Venn-diagram

Racionalis szam

A P alaka szamokat, ahol p,qeZ és q=0, racionalis szamoknak, vagy tortszamoknak
q

nevezzik.
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Megjegyzés.
A raciondlis szamokra egy masik, az eldzovel ekvivalens definicio is adhatd, nevezetesen
azokat a szamokat, melyek felirhatok véges, vagy végtelen szakaszos tizedestort alakban

racionalis szamoknak nevezziik. A racionalis szamok halmazat QQ -val jeloljiik.

Irracionadlis szam
Azokat a szamokat, melyek nem irhatok fel két egész szdm hanyadosaként irracionalis
szamoknak nevezziik.

Az irracionalis szdmok azok a szamok, melyek felirhatok végtelen nem szakaszos tizedes tort

formajaban. Az irracionalis szdmok halmazat Q" -gal jel6ljiik.

Valos szamok (szamhalmazok)

R=QuUQ"
Q' =Q,

QNQ" =9, azaz a két szimhalmaz diszjunkt.

Természetes szdmok Egész szamok Raciondlis szdmok Valos szamok

Megjegyzés.
A szamhalmazok betiijeleit szokds egyéb kiegészitd jeloléssel ellatni. Jobb felsd indexben az
elgjelet, mig jobb also indexben a nulla hozzavételét jeldlik. Pl.:

Q" ={pozitiv racionalis szamok}

Z, ={negativ egész szdmok és a nulla}
Halmazelméleti Szita-formula:
|AUB|=|A|+|B|-|ANB|
|AUBUC|=|Al+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBANC
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Skatulyaelv
Adott az A véges szamosagi halmaz, azaz |A/=n. Legyen n>m, ahol meN*. Az A halmaz

elemeit m skatulyaba helyezve kell lennie olyan skatulyanak, amelyben 1-nél tobb elem van.

Kombinatorika

Permutdcio (sorba rendezés)

ismetles nélkiili permutdcio

e Adott egy A halmaz, |Aj=n ¢és VX,yeA esetén X=Y, azaz minden elem

kiilonb6z6.
e Kérdés n kiilonb6z6 elem sszes lehetséges sorrendje.
e Kiszamitasa: P, =n-(n-1)-(n-2):(n-3)-...-3-2-1=n!

e Az elsé n db pozitiv egész szam szorzatat n faktoridalisnak nevezziik, és n!
jellel jeloljiik

e Pl: FOLDRAJZ sz6 betiiinek permuticioja: 8 kiilonbozé elem sorrendjeinek
szama.

e Megoldas: B, =8!=40320

ismetléses permutdcio

e Adott egy A halmaz, |A|=n és 3Ix,y € A amelyre x=y, azaz nem minden

elem kiilonb6zo.
e Kérdés n kiilonbozé elem Gsszes lehetséges sorrendje, melyek k6zott az azonos

elemek szama rendre K;;K,;K;;...;K, .
K n!

Tk Mk, bRk

e PIMATEMATIKA sz betiiinek Osszes sorrendje: 10 elem, melyben 2-2-3

egymassal azonos betll szerepel.

10!

e Megoldas: P2*° = =151200
212131

o Kiszamitsa: Pkt P =nl/k!1!

Varidacio (kivalasztas és sorba rendezés)

ismetlés nelkiili variacio

e Adott egy A halmaz, [A|=n és VX,yeA esetén XY, azaz minden elem

kiilonb6z6. Az A halmaz elemeibdl kivalasztunk k-t és vesszik ezek Osszes
lehetséges sorrendjét.

n!
(n—k)!

e Pl Futoversenyen 10 indulobdl az 6sszes lehetséges dobogods sorrend.

. 7 ror k
e Kiszamitésa: V| =
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. 3 10!
e Megoldas: n=10; k=3 =V, = =720
(10-3)!

ismétléses Varidcio

e Adott egy A halmaz, [Al=n és VX,yeA esetén XYy, azaz minden elem

kiilonb6z6. Az A halmaz elemeibdl kivalasztunk k db elemet ugy, hogy egy
elem tobbszor is eléfordulhat.

o Kiszamitésa: Vnk(i) =n*
e Adjuk meg az otjegyli szamok szamat (10 szamjegybdl 5 kivalasztasa ngy,
hogy egy elem tobbszor is eléfordulhat.
e Megoldas: n=10; k=5 = V.’ =10° =100000
Kombinacio (kivalasztas, sorba rendezés nélkiil)

ismetlés nelkiili

e Adott egy A halmaz, [A|=n és VX,yeA esetén Xy, azaz minden elem

kiilonb6z6. Az A halmaz elemeibdl kivalasztunk k darabot ugy, hogy a sorrend
nem szamit, azaz az A halmaz Osszes kK elemii részhalmazainak a szama.
e K n! n
e Kiszdmitasa: C) = ————=
k !(n -k )! k
e PIl: Hany lottoszelvényt vasaroljunk, hogy biztosan legyen 6t6s taladlatunk?
e n=90 elembdl kell k=5-6t kivalasztani, a sorrend nem szamit.
I

e Megoldas: N=90; k=5=C;, = % = 43949268

ismétléses
e Adott egy A halmaz, [A/=n és VX,yeA esetén XYy, azaz minden elem

kiilonb6z6. Az A halmaz, kivalasztunk k darabot, ugy, hogy az egyes elemek
tobbszor is elofordulhatnak és a sorrend nem szamit.
n+k—1j (n+k-1)!

o Kiszamitasa: Cr'f = =
k k!-(n—l)!

e PIL: 8 kiilonboz6 fagylaltbol 4 gdmbos fagylaltot szeretnénk vasarolni, gy,
hogy a gdmbok kozott lehetnek azonos gombok.
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e Megoldas: minden allapot jellemezhetd a kovetkez6hdz hasonlo jelsorozattal:
| Lol feol | el
ahol a nyolc kiilonb6z6 izl fagylaltot 7 db palcikaval valasztottuk el, a fagylalt
gomboket korokkel jeloltiik. Feladat a jelek Osszes lehetséges sorrendjének

crer

(a+b)'= Mar e M arb+] M a2+ M artor | " Jabm " |
0 1 2 k I’l—l n

A kéttagl 0sszeg hatvanyaiban a tagok egytitthatoit binomialis egyiitthatoknak nevezziik.

A binomidlis egyiitthatokra vonatkozo azonossagok:

)G o)) -r =2
(SJ_(;])*(;J""*(‘l)"‘l '{nrllj+(—1)"(2]=(1—1)” o

Pascal haromszog:
0. szint 1
1. szint 11
2. szint 1 2 1
3. szint 13 31

4. szint 146 41

v 1) () 6 () 0
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Megoldasi segédlet (Szogfiiggvények: értelmezés (forgasszogekre is);

XXIII.
tételek; trigonometrikus egyenletek,

osszefiiggések; addicios
fiiggvények)
A derékszogli haromszégben a hegyesszogek és az oldalak kozotti kapcsolatokat kifejezo

szOogfliiggvény definiciok ismertek a kozépiskolai tanulmanyokbol. Ezek roviden a

kovetkezok:

w: spdggel szembdzh

C b: szdg melletti befoge

. a b
Sina=— C€o0Sa =—
c c

a b
tga=— ctga=—
b a

Ahhoz, hogy trigonometrikus fiiggvényekrdl tudjunk beszélni, az el6z6 definiciokat
altalanositsuk tetszOleges nagysagu szogekre. Elsé 1épésben helyezzilk a szoget egy
egységsugaru korbe ugy, hogy az egyik szogszar az x tengelyre essen, a sz6g csucsa pedig az
egységsugaru kor kozéppontja. Ekkor a szog jellemezhetd a kor sugardval, valamint a kor és a

sz0g masik szaranak metszéspontjanak koordinatdival (a ,,mozgd” szdgsugar tengelyekre

vonatkozo6 vetiileteivel).
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Definialjuk a szogfiiggvényeket a kovetkezé mddon:

- _ y _ _ X _ - 7 - 7 . - 2 2 -
SINa = I =Y COSo = I = X = Pitagodraszi azonossag: sin“a+cos‘a=1

Potszogekre vonatkozo osszefiiggések:
sina =c0s(90° — )

cosa =sin(90° — «)
tga = ctg(90° — &)
ctga =1g(90° — )

SIna
ga =

CoOSax

CoSc
Ctga = —

Sina

Megjegyzés.

Az 10j definicidk hegyesszogek esetén visszaadjak az eredeti derékszogli haromszdgben felirt
kapcsolatokat.

Példa.
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Forgasszogek értelmezése
a (1) I 1. 1. V.
X (1)
a, o, =a,+k-360° | a,=180°—a,+1-360° | o, =180°+ ¢, +m-360° | &, =360° -, +n-360°
X, X, =%, +K-27 X, ==X, +1-2r7 Xy =T+ X, +M-27 o,=2r—X,+Nn-27

ahol k,I,m,neZ
A kiilonboz6 siknegyedekben a szogfiiggvények kiilonbozo eldjeliiek, ezt a kovetkezd abran

szemléltetjiik.

Addicios tételek:

[o+B]-ra vonatkozo osszefiicgések [o—B]-ra vonatkozo osszefiiggések

sin(a — ) = sina cosP — cosa sinf3

sin(a + B) = sina cosP + cosa sinf
cos(a — ) = cosa cosp + sina sinf

cos(a + ) = cosa cosP — sina sinf

tga +tgp tga —tgps
t == t - ="
9(@+ /) 1-tgatgp 9@=A) 1+tgotgp
ctg(a+,8):CtgﬂCtga_1 ctg(a—ﬁ):Ctg'BCtga+1
ctgpf + ctga ctgp - ctga

[30]-ra vonatkozo dsszefligcgések

[20]-ra vonatkozo dsszefliggések

sin 3o = 3sina — 4sin3a

sin 2a = 2 sina cosa
cos 3a = 4cos’a — 3cosa

2 .2
cos 20, = cosa” — sina

2tga 3tga — tg°ar
tg2a = —"—— tg3a = ———— z
1—tgza g 1_3t92a o+ +kr
2 3
ctg20¢:—2Ctg a1 ct93a=—0tg a —3dga a¢£+—k”
2ctga 3ctg e —1 6 3
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a . .,
{—} -ra vonatkozo osszeflicgések

singzi 1-cosa
2
o 1+cosa
cosS—=1+ /—
2 2
tggzi 1-cosa
2 1+cosa
ctgg:ir 1+cosa
2 1-cosa
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XXIV. Megoldasi segédlet (Egyenletek: megoldas; masodfoku egyenlet
(gyoktényezés alakja, Viete-formulak); Specialis harmad- és
negyedfoku egyenletek; Egyenlotlenségek)

Masodfoku egyenlet megoldasa

Masodfoku egyenlet
Teljes Hianyos
Ha, a=0;b = 0;c =0, akkor b=0 c=0
ax? +bx+c=0 ax’+c=0 ax®+bx=0
Megoldo
—_b++/b? —4ac Megoldas: Megoldas:
ax’=-c x(ax+b)=0
x2=_C (i
a X, =0v.ax+b=0
ha —°>0= x, =+ |— ax=-b
a ' a b
X, =—
Gyoktényezos alak

Ha x,, X, megoldasai az ax’ +bx+c =0 egyenletnek, akkor:
ax? +bx+c=a-(x-x)-(x-x,)
Viéte — formulak:

Ha X,, X, megoldasai az ax* +bx+c =0 egyenletnek, akkor:
b , C

—=—(X, +X,) és ==X, - X

D) & S =x0x

Szimmetrikus negyedfoku egyenlet
Tekintsiik a kovetkezd negyedfoku egyenletet: ax* +bx®+cx* +bx+a =0, ahol a,b,ceR és
a=0.

Ha x = 0 (behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy x =0megoldasa-e az egyenletnek), akkor x*-
tel osszuk az egyenlet mindkét oldalat.
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b a
ax’ +bx+c+—+—=0
X X

a b
ax’+—+bx+—+c=0
X X

a(x2+%j+b(x+l)+c:0
X X

Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 kifejezést:

2 2
(X+1J =x2+2-x-1+i2:x2+2+i2 :>x2+i2:[x+1J -2
X X X X X

Legyen: y= x+%

ay’ +by+c-2a=0
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XXV. Megoldasi segédlet (Egyenletrendszerek: fogalmak, két- és
haromismeretlenes egyenletrendszerek; megoldasi modszerek)

Kétismeretlenes linedris egyenletrendszer:

QX +a,X, = b1 }
Ay X +aApX; = bz

Kétismeretlenes linedris egyenletrendszer:
Ay, % +8,X, + 83X =y
X, 85X, 8% =D,
Ay X, T8y X, + 833X, =Dy
Megjegyzés
Altalanossagban az egyenletrendszerekben, szerepelhetnek magasabb foku ismeretlenek,

abszolut-értékes, gyokos, exponencialis és logaritmikus egyenletek.

Megolddsi mddszerek

Behelyettesitéses modszer

1

a X +a,x, =h }—) ha a, # 0, akkor x, = M helyettesitsiik be a masodik egyenletbe

Ay X +3,X, = bz

—a. X
ay % +a,X, = bz
aZlbl —858,X; +8,8,X, = a11b2
X, (anazz - a21a12) = anbz - aZlb.l | ha A8y, 3,8, # 0
X, = a11b2 _az1b1 = X = a22bl _a12b2
a,8y, — Ay, 8,,8,, — 8,8,

Egyenlo egyiitthatok modszere

Jelolje [ay,a,,] az a,, és a,, szamok legkisebb kozds tobbszordsét

a8,

a, X% +a,X, =b /.M
i

a21X1+a22X2 :b2 /M
a21
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[a'lla a21] X1 + [ail’ a21] . alz X2 — [alli a‘Zl] ' bl
a; a,
! ) H ° b
[au,a21]xl+ [a11 a21] ay, X, = [all 8.21] X
a'Zl aZl
A ket egyenletet egyméSbél kivonva:

[aﬂ’azl]'aiz X _[aﬁ’azl]'azz X = [ail’au]'bl _[an’azl]'bz
a, 8 ay,

8y
X _[[au’azl]'au _ [aufazl]'azzj
2

_ [ail’a?l]'bl _[aufau]'bz ha [ail’a21]'a12 _ [au’azl]'azz 40
ay ay a, ay a, ay
[an’a21]'b1 _[an’an]'bz
X, = a, ay
[auiazl]'aiz _ [ail,a21]~a2
G

a21
A Kkiszamitott X, értékét valamelyik eredeti egyenletbe visszahelyettesitve X, kiszamithato!
Uj véltozé bevezetése

A moddszer bemutatdsa a megoldasok részben konkrét feladatokon keresztiil torténik.
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XXVI. Megoldasi segédlet (Logika, Grafok: fogalmak; tételek)

Logika
Allitas vagy kijelentés: Egy kijelentd mondatot, melyrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy igaz

vagy hamis.

Ellentmondastalansag elve: Egy allitas egyidejiileg nem lehet igaz is és hamis is.

Kizart harmadik elve: Egy allitds nem lehet sem nem igaz sem nem hamis.

A negaci6 miveletének igazsagtablaja:

h |i
A konjunkcio igazsagtablaja:
P14 ] PACQ
(I N
i |h |h
h i |h
h |h |h
A diszjunkci6 igazsagtablaja:
P19 ] PVvq
i
i |h |i
h |1 |i
h |h |h
Az implikacid igazsagtablaja:
P14} P—>1
R
i [h |h
h (1 |i
h (h |i
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Az ekvivalencia miveletének igazsagtablaja:

P19 ] P<q
(I I I
i |h |h
h |i |h
h |h |i

Grafelméleti alapfogalmak
Legyen V elemeknek egy véges halmaza, és E a V elemeib6l képezett rendezett parok —esetleg
tires — halmaza. Grafnak nevezziik a V és E altal meghatarozott strukturat. Jelolése: G(V,E).

AV = {Vl’ VsV } halmazt nevezziik a G graf csucshalmazanak, jel6lése V(G).
n

Vo e, V3
€s

\

Ve
1. abra. Példa egy G(V,E) grafra.

V(G) elemeinek a szamat a graf rendjének nevezziik. Jelolése: n(G). E(G) elemeinek a
szamat a graf méretének nevezziik. Jelolése: m(G). Az n-ed rendii, m méretii grafot G(n,m)

vagy Gnm jeloli. Azt mondjuk, hogy e = {vl,vz} osszekoti a v, €s v, csucsokat, v, €s v,
szomszédos csucsok, e2 €S e5 szomszédos élek ¢és e, €S v6 illeszkednek. Egy G graf v

csucsanak fokszaman a csucshoz illeszked6 ¢€lek szamat értjiik. Egy csucsot parosnak vagy
paratlannak nevezziik attol fliggéen, hogy a fokszdma paros vagy paratlan. Egy csucsot
izolaltnak neveziink, ha fokszama 0, és vég-csticsnak, ha fokszama 1.

Tétel: Barmely grafban a csucsok fokszamanak az 6sszege paros.

Kovetkezmény: Barmely grafban a paratlan csticsok szama mindig paros.
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XXVII.  Megoldas (I. fejezet)

I.1. Feladat: Szamologép hasznalata nélkiil hatarozza meg a kovetkezd Kkifejezések
pontos értékét!
248 248 248

8 () 2

32 32 99
b.) 3% [217j - (313} 2399'3%:2?:33:27

32
RURIRRE S NESE R
(22 2 2 4

15% .16° (3.5)20 .(24 )5 3%0 .52 920

=5-2=10

2

1
20%.2°.23 20° 55 (20}5 53
- L X ) R T
. 2 5
253 (52)3 53
g.)
EVs 1 (Vs 0 (13; 1 : 4w s
:(Z_Oj .23 :(Zj .23 — ?j 23 :(2—2)3 23 -23.23 _-923_922_/4

00 .36¢ (¥-25)((23)) gz.pp.ng pusge g
1200 (2.3.5) T 2%3.5 2235 2.5

h.)

243 .1082 .9° _( ) 22, ) .(32)6 B 29,3804 .36 .32 B ol3 321 B 3

i) 27%-48° (33)4 (3 24) T 3235 90 9% gl ol
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1.2. Feladat: Végezze el a hatvanyozasokat, majd hozza egyszeriibb alakra a
kifejezéseket!

a) (X )’2 _(st )’5 .(X—l )’l N IRV .

-2 1
c) (¥ y—z) (X—s ys) =X_6'y4'X5'y_3:X_l'y1:%
-2
q a?) -a* a_z_ae.a"‘.a’z_ a’ 3 1 2
) o T a g a2
a (a ) a a> a° a

(sz )72 .(8‘2 b )71 ~ 22 4 .96 p 04 b2

(262) (2p2)" 2bf2tpT 2bP 2

(a2b3)4 . (a4b)3 a8b12a12b3 aZObIS a.14

f) 2713 = 62l 6121 6
(a’b") a’b a’b b

(X2 ys)e (Xz y)z X2 y30X4y2 X6 y32 X0

g. (xy5)3x3y4 = X3y15X3y4 = Xeylg :F

(x3y2)5x y3 X15y10X y3 X16y13 X®

= =06 3

: (x2y4)2(x3y4)2 - X4y8X6y8 _X y - y
(12d -1 )*2 .(182 . d3)*3 3*22’4d2273376d79 277378d—7 2532

(8_2d_4)2-(3_5d3)2 o 2-124-83-1046 9-123-10 42 - ds

1 3 4
Ja® a2.a2 2 47 3
i) Ja-+a _atal_al_ i
' (.7 7 7
a a2 a2
15 6
o Vada® _atat_at_,
) 4f 6 6~ 6
a a4 a4
2 2 4 6
1) a’da®  afa® a3 az_1
1 N1 Al al
aza a?a?
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3
5 2 1
a2{a’h?b®| adb® 532 63 3 9 6 246 648
aa4b4b3a3b6 a12a12b12b3a12b12 a12b12 63 8

— ql2h12
) 6 4 36 4 - 40 =a b

[bz db?Jz b2p12 bi2p12 biz

Végezze el a kijelolt miveleteket, majd hozza egyszeribb alakra a

I.3. Feladat:
kovetkezo kifejezéseket!

a.) (‘/x‘3-y‘1~4x6-y5 =(X‘3 y )1(X ys)i 4~y%~x .

1 2

b) ¥a?-p?-Ya®-bt = =(a”- bz) (a®-b*)P=a*-b'-a®-b3=ad-b
1 4
! 4

. 7
c) Ya’-b* :€/a5-b1:( —=———=a%-Dbi=as-b
(a®-b') ac.-ps
(9x2y3)4 (3X y2)6 X8y12 X6y12 314X14y24 3
’ 15,,27 le3

d-) (5x4y4)3 (5X y5)3 53X12y12 53 3y15 _56X y

hT Yo (b (@6 (aiargt
e.) Q/as'b%'g/ai'-bfl _(aS );( N l); [aS-bS-eﬁl-le =
1
:(j;_)jjs—(a3 b7)§_a b?

f (6X3y2 )3 _(SX y4 )3 B (6X3y2 )3 (33. b2 )4 ~ 2333 X9y634 a‘b?
) 43\ 2\4 53\2 43_52a8b653312_
(5a'®)” (3ab’) (5a%°) (5x y*) X’y
2337 2%p8x 9y6 23372y
= 55asbeX3y12 - 55a4y5

0 L_H(—H_ b___J_b_J_b_
-2 b—2 b—5 b—3 a—2 b—2 b—5 b—3 a—Z b—2 a.4

b= \a
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I.4. Feladat: Melyik kifejezés a nagyobb?
a.) 3-12* vagy 2°-18°
3‘(3-22)4 vagy 25-(2-32)3
3.3".2° vagy 2°-2°.3°
3.2 < 283
b.) 50°° vagy 10%

(52-2)lo vagy (5-2)°
520_210 < 520.220
c.) 24°.36" vagy 96°
(3- 23)73 (223 )74 vagy (2° ~3)75
3%.2°.2%.3% vagy 27%.3°
3 917 vagy 2% 35
(3°-2°)-3°-2" vagy (3°-2°).27%.2°
3° vagy 2°
1 1
729 256
4873 .36°
247
(4-12)7.(3-12)°
(2-12)"
472.122.32.122
27127
472.32.12°
27127
Ea < 12

25

d.) vagy 12°

vagy 12

vagy 12°

vagy 12°

I.5. Feladat:  Azonossagok segitségével irja fel 6sszegalakban a kovetkezo kifejezéseket!
a.) (x+3)2 =Xx*+6x+9

b.) (3x- y) =9x? —6Xy + y°
) (2x+ ) =4x* +12X+9
d.) (4x- 3y) =16x> —24xy +9y°
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2
e) [2450] =2 20b 252
7 49
2
f.) Ea—Ebj _9 18,5,y
2 5 4 5 25
2
g.) 1x?’—gx2 1xﬁ——x+ x*
2 3 4 9

h.) a+1)3 —a’+3a°+3a+1

3 3 2 3
a

(

(2b—2) =8b® —24b? + 24b -8

i) [%+4b :E+3—4b+3216b2+64b3 8+3a2b+24ab2+64b3
(

=~
N—r
o1
><
.b
~
—~~

BX +4) = 25x* ~16

X NG
Xigy|=X_oy?
(2 y] PR

(z
2

2 3)2_ 3) 4, 9
Rl B

3'5) 9 25
(10x* ~3y?)’ =100x* —2-10x* -3y” +9y* =100x* —60x’y” +9y"*
(x—2y—5)° =x? +4y? + 25— 4xy —10x+ 20y

0) (——3y+1j2:XZZ+9y2+1—3xy+x—6y
1.6. Feladat:  Alakitsd szorzatta a kovetkezo kifejezéseket!
a) 5x*-10x=5x(x-2)
b.) 10y*-16y=2y(5y-8)
c) 25a°h-10a’b* =5a(5a° - 2b°)
d) ax —6a+bx—6b=x(a+h)-6(a+b)=(a+b)(x—6)
e) ay+pg+ap+yq=a(y+p)+a(p+y)=(y+p)(a+a)
f) x®-10x+25=(x-5)’
g.) a2—6a+9:(a—3)2
h) a’-1=(a-1)(a+l)
i) y*-16=(y—4)(y+4)
j)  4x*-25y* =(2x-5y)(2x+5y)
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k) 9y*—x*=(3y—x*)(3y+x*)

1) xe—y6=(x3—y3)(x3+y3)

m.) 75-12a° =3(25-4a’)=3(5-2a)(5+2a)
n) b’+6b+5=(b+1)(b+5)

:—Gi\/36—20 b, = 2 -1

2 2 —6-4

0.) 2x*-8x+8= 2(x2 —4x+4) = 2(x—2)2

p) Y +4y*+4y= y(y2 +4y+4) = y(y+2)2
q) 2a’°-12a’+18a=2a(a’-6a+9)=2a(a-3)
r) b*+3b’ +3b+1=(b+1)3
I.7. Feladat:  Alakitsd szorzatta a kovetkezo kifejezéseket!
a) x*—2x—-3=(x-3)(x+1)

_2+4_3
_2+44412 =TT
4

X1;2
N -

b.) 2x? —12x+16:2(x2 —6x+8):2-(x—4)-(x—2)

X’ -6x+8=0
_6+2_4
BxV36-32 |7
2= 5 _
2 )(2:622:2
¢) 2x*+12x-32=2(x"+6x-16)=2-(x—2)-(x+8)
X* +6x-16=0
_—6+10_2
636464 | 0T 3
2= 5~ -
2 - 62102_8
d) 4a*-12a+9=(2a-3)’
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1.8. Feladat:

a) Jx-3

x—-3>0
X>3

b) X(x+2)
X(x+2)=0
l. eset:

x>0 x<0
X+2>0 X+2<0

11.eset:

X>-2

x>0 X<-2

ET.:x e ]-o0;-2]u[0; 00

B

-3

|~ =

>0 x-320

w

X_
X>3

ET.:x e300

-5
d) ,[—
) X+2

_—Szo@x+2so
X+2
X< -2

ET.:x e ]-o0;-2]
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4-X
e) [|——
X+3
47X50
X+3
l. eset: Il.eset:
4-x>0 4-x<0
X+3>0 X+3<0
4>x 4<X
X>-3 X<-3
-3<x<4 %)
ET.:xe]-3;4]

1.9. Feladat: Szamologép hasznalata nélkiil hatdrozza meg a kovetkezd kifejezések
pontos értékét!

a) V818 =122.2.3° =+/2*.32 =22.3=12

b.) N100° = (2 -5)’ =2°-5° = 2°.5° =100

C) \/32:98=+/2°-2.77 =/2°. 72 =237

d) V3427 =33 =/3.3° =/3" =3

e.) 545 =5.432.5=15.32.5 =3 .52 =3.5

g YA _Y2_ 2 2
RN/ RN TR A
g5 _[5_[1_[1_1
7 Jso V8o Vie V4 4
h) Va-

1.10. Feladat: Szamologép hasznalata nélkiil hatarozza meg a kovetkezd kifejezések
pontos értékét!

a) V12 +75-\147 =/3-4 +/3:25-/3-49 =2/3+5J3-7/3=0
b.) V28+7 /63 =47 +47-9-7 =27 +7-3J7 =0
c) 24/72-125+3y20 =24-2-9 —/5-25+3/4.-5 =12:/2 -5\/5 + 6:/5 =122 + /5
0) 6318 +4/45+/20 ~\[72 =64/2-9+ /0.5 +/4.5-9.4.2 =
=182 +35+ 26 —6/2 =122 +5\5
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V12+3)(v12 - 3)—12—9—3

JE+J1_3)( ) 27-13=14

9) (5v2+3V3)(5v2-3V3)=25-2-9-3=50-27 =23

(15++56 ) \/(15—\/_ )= \/(15+J_ )(15-+/56) = /22556 = V169 =13

\/(11+JZ) +\/(11—\/Z)) :11+Jﬁ+2\/(11+ﬁ)(11—ﬂ)+11—J2_=

—h

e.)
)

— — —

h.)

g

i)

7~ N\

=22+2121-21=22+2100 =22 +2-10 = 42
(J_+J§—J1_2).(J§+J§—J1_8)=(J?E+J§—J?ﬁ)-(¢ﬁ+\/§—@)=

(3v8+2-248)-(242+43-3V2) = (VB+2)(V3-2)=3-2=1
k) (+/98++/108 —/8 - «/17) (\/_2—\/@+ 75+\/§):
(J2.49+J36-3—J2.4—J3~49).(J16.2—J16~3+J25~3+J§)=
(7V2+613-242-73)- (42 - 4\3+53++/2) =
(5\/5—\/5)-(5\/%\/5):25-2—3:47

I.11. Feladat: Gydktelenitse a kovetkez6 tortek nevezdjét!

‘ ‘II

ay 5._5 NT_5T
NN AN
by 15 _15 V3_15V3
"B B3
C) LZLE:&
" 35 355 15
gy 2_a vb_ab
Vb bbb

3a  3a .ﬁ_Sa«/B
) 20b 2¢b b 2b

4 4 3+2 4(\/_+2)
\/_2 “\3-2 3+2  3-2 =4(\3+2)

12 12 9+45 12(9++5) 12(9+5)

9-y5 9-5 9+5  81-5 76

g)
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9 9 2J§+J1_1_9(2\/§+J1_1)_
)2J§—J1_1_2J§—\/1_1'2J§+\/1_1_ 12-11 -9(243+11)
25 25 af2+3/3 25(42+33)
N RN N RN AN, FEN R R LA D)
) 2B+aZ 2MB+32 25+307 (23+32)  (243+342)
Vo3 2B-32 23+32  12-18 6

Vaib b Jaib_(Yarb)

) e b Va b Jaib

1.12. Feladat:

+2
a.
)3 3—-X

X+ 2

3-X
l. eset:
x+220}

3-x>0

XZ—Q}

3>X
-2<x<3
ET.:xe]-2;3]
4(x+5)-(x=7)
(x+5)-(x=7)=0
. eset:

X+5>0
X—72>0

X>-5
x=7 }
X>7
ET.:X & [-o0;-5]U[7; 00

>0

b.)
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a-b

Hatarozza meg a kovetkezo kifejezések értelmezési tartomanyat!

1l.eset:
X+2<0
3-x<0

X<=2
3<X

I1.eset:
x+5s0}

Xx—7<0

X<-5
X<7

Xx<-5
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ET.:xe R\{10}

x* —16

X—4
x*-16 (x—4)(x+4)
Xx—4 X—4
X+4>0
X>-4
ET.:xe[-4;0[

d_) 10

=X+4

x> —49
X+7
x*—49  (x+7)(x=7)
X+7 X+7
ET.:xeR
1.13. Feladat: {rja fel egyetlen gyokjel segitségével a kovetkezé kifejezéseket!!

a.) ?/5.§/—_§/55S_ _3056

o BT TS T AT
ey 7 A7 =iy 7 4T -

d) dX7-3/X7=4§/(X7)3-x2 =1 =8

e.) \6/a2-\5/a3-§/a_7=§/a2-,5f3 a’ 3-a7 =§/a2-1€’/a?=$fl\5/(a2)15-a16 —Ya*

e
o7

e) 3

=X-7

0 bi/_\/b_5 Sdtf_“\/z_li’/ﬁ_z b - Go® 20b12-5b5° =z§/§=28/b7
b 451 b
\/_3 g/_ W 6\/C140 60/185
h.) \/_ \/_ 69f12 60 o - =N
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N O A LN b S Y AR Y D SN i
) y9 X3 y y9 XG y y9 X5

1.14. Feladat: Gyoktelenitse a kovetkezo tortek nevezdjét!
) 5 _5 7 _ 572_5372
T Ty Y 7
25 25 Y57 _25%5° _25%5°
9) 3/5_2_552.553 355 5
h) 5x 5x i/x_2 5x\/_ 5x\/__\/_
7104 10.3%x e 103 10x 2
o 6y 6y Iy eviy ewy’egly
T Pl o R T
y oo (BB o6 ()
J. =

3 (5-4)|(45 )W@(%))

(
BB P (35 e+
( -5 YB+(¥3 )

(¥3
3((¥5) + 3545+ %)) ((%)2

4((%)1%@(%)2)
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XXVIII.  Megoldas (I1. fejezet)

11.1. Feladat:Hatarozza meg a kovetkez6 kifejezések értelmezési tartomanyat!

2
a.) E
Xx=5%0
X#5
ET.:xg R\{5}
b) Xx—12
X
Xx=0
ET.:xeR\{0}
C.) X;4
X+4
X+4#0
X #=—4
ET.:xeR\{-4}
X—3
d.
) x*-9
x-3  x-3 1
x2—9_(x—SXX+3)_x+3
X+3%0
X # -3
ET.:xeR\{-3}
y—7
e) ————
(y=4)(y+2)
y—4+#0¢€és y+2=0
y#4 y #—2
ET.:yeR\{-2;4}
2
£) 4a” -4a+1
3-6a
42’ -4a+l (2a-1)° (2a-1)° (2a-1)
3-6a  3(1-2a) 3(2a-1) 3
ET.:aeR
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h) —27°27

—3a-6b  -3(a+2b) = -3
4b*-a®>  (2b-a)(2b+a) (2b-a)
2b—-a=#0

2b+a
ET.;a,bcRés2b=a

a-b
407 —a?

a-b a-b
4b*-a® (2b-a)(2b+a)
2b—a=#0 és 2b-a=0

2b+a 2b = -a

ET.:a,beR és 2b=+a

i) _a
7 Ja+b
Ja+b#0 és a+b>0
()

a+b>0
a>-b
ET.:a,beR és a>-b
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\

K) a+b
7 Ja+b
Ja+b#0 é a+b>0
)
a+b>0
a>-b
ET.:a,beR és a>-b
) a+b
(a+b)2
(a+b)2¢0 és (a+b)220
g
(a+b)2¢0
a+b=0
a#-b
ET.:a,beR és a=-b
11.2. Feladat:Egyszeriisitse a kovetkez6 kifejezéseket!
3 2
ay 1893
6X°y X
2(x-y)
b.) —( ) =2(x-y)
X-y
7b 7b b
c.) = =
7a-49 7(a-7) a-7
a) 3a-6 :3(a—2):1
3(a-2) 3(a-2)
e) 4x-16 _4(x-4) _,
X—4 X—4
) 2x—6:2(x—3):_2(x—3):_3
7 9-3x 3(3-x) 3(x-3) 3

) 42> -4a+1 (2a—1)2 __(2a—1)2 _ 2a-1
% 7376a 3(1-2a) 3(2a-1) 3
—3a—6b _ -3(a+2b) -3
4b’-a* (2b—a)(2b+a) 2b-a

h.)
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i) y?+6y+13
' 2y+6
y>+6y+13=0
—6++/36—
2 = W D <0 = nincs valds megoldas
Nem lehet felirni a gyoktényetds alakot, teljes négyzetté kell alakitani!
y?+6y+13
2y +6

(y+3)2=y2+6y+9:>y2+6y=(y+3)2—9

y2+6y+13_(y+3)2—9+13_(y+3)2+4_(y+3)2+ 4

2y +6 2(y+3) 2(y+3)  2(y+3) 2(y+3)

(y+3), 2

2 (y+3)

3a2—15a—17:
6-a

3a*-15a-17=0

1o 15%/225+204
T 6

i)

D= 20,7123151¢ Z

Teljes négyzetté alakitas:
3a’ —15a =3(a’ -5a)

2 2
52 o5 :>3a2—15a:3[(a—§j —§J=3(a_§j s
(a—gj —a2-5a+ " 2) 4 2) 4

5\ 75 5\ 143
3la——-| —-17 3la—_-| ——
3a’-15a-17 ( 2) 4 _ ( 2) 4

6-a 6-a B 6-a T
X2 +X-6
k) ——=
) x> —3x+2
X2+ x—6=0 x?-3x+2=0
_-l+5 3+,
Caxirea | NTTp T 3xo-8 M7 T
& 2 ~-1-5 %z 2 3-1
X, = ———>=-3 X, =2 ==1
2
U U
x2+x—6:(x—2)(x+3) x2—3x+2:(x—2)(x—1)

x*+x-6 (x-2)(x+3) x+3
X2 —3x+2 (x—2)(x-1) Cx-1
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11.3. Feladat:Végezze el a kijelolt miveleteket!
X-2 X-2_ 4(x—2)+3(x—2) _ 4x—8+3x-6 6x-14 3x-7

2) 3 4 12 12 12 12 6
b) 3x—2y+5x—3y_x—4y:

2X 2X 2X

3x—2y+5x—3y_x—4y:3x—2y+5x—3y—(x—4y):3x—2y+5x—3y—x+4y:

2X 2X 2X 2X 2X

xX—y

- 2X
¢) 2-x x+5_2(2-x) X(x+5) 2(2-x)-X(x+5) 4-2x—x*-5x _—x*-7x+4

X 2 2X 2X 2X 2X 2X
a) 2x—3y+3x2—4y2 _ x(2x—3y)+3x2—4y2 _ 2 =3xy+3x° —4y® _5x°—3xy -4y’

y Xy Xy Xy Xy Xy
e) 5+ y+6 5(y 9) y+6 5y—45+y+6:6y—39

3 3(y-9) 3(y-9) 3(y 9) 3(y-9) 3(y-9)
£) 2 3 _ 2(x+2)  3(x-2) _ 2x+4-3x+6 _—x+10

x-2 x+2 (x=2)(x+2) (x-2)(x+2) (x-2)(x+2) x°-4
9) 1 N 1 _ X+1 N X—3 _ X+1+x-3 _ 2X—2

x=3 x+1 (x=3)(x+1) (x+1)(x=3) (x=3)(x+1) (x-3)(x+1)
hy S+t -3 _

X+1 x+2 x+3

_ (x+2)(x+3) . 2(x+1)(x+3)  3(x+1)(x+2) _

(x+1)(x+2)(x+3) (x+1)(x+2)(x+3) (x+1)(x+2)(x+3)

(x4 2)(x+3)+2(x+1)(x+3)+3(x+1)(x+2)

(x+1)(x+2)(x+3)
x2+5x+6+2(x2+4x+3)+3(x2+3x+2)
(x+1)(x+2)(x+3)
X2 45X +6+2X7 +8Xx+6+3x°+9x+6  6X°+22x+18
(x+1)(x+2)(x+3) (x+1)(x+2)(x+3)

i) 3_<'a:3_12x“:3a2'4x2 a_2_4_x2:4aZX2

X 9a 1 3 1 1
.. 54a> ( 27a*) 54a’ [ 35x° 54a 35x° 2a 5x° 3
1) 14X3-(_35X6J214X3.{_27a4]:_ VI A T R
k) X-3 X+3 X—3 x+3 1 x+3_ 1 1 1

X’—9 x-3 (x—3)(x+3) x-3 (x+3) x-3 1 x-3 x-3
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) a2—3a: -9

-25 a’-9 _(a-5)(a+5) (a-3)(a+3) (a-5)11-(a+3) (a-5)(a+3)

a? —3a a’ +5a a(a-3) a(a+5)  al a-1 a’
3 X—2
m.) -— =
2X+6 X°+6x+9
3 x—2 _ 3(x+3) ~ 2(x=2) 3(x+3)-2(x-2)
2(x+3) (x+3)° 2(x+3)" 2(x+3)’ 2(x+3)°

3x+9 2x+4  x+13

2(x+3) 2(x+3)
I1&+1 Jx -1 Jx+1 01 #1101 1
le_l(J_ )(J’+1)J_1 IX+L Px-1 1 Jx-1 Jx-1
y 272 T2

5 T2

ZJ_J_(«/_ J_) («/_7+\/1_2) ZJ_J_(J_ J_)+5(J_ Jl_z)
- 5(\i7-12) 5(v17-12) 5(17 -12)
217J_ 212J_+5J_+5J_ 39J_19J_

S~ S~ 2

x2—3x+2=(x—2ﬂx—1)
X—2 X—2

(x+3Xx—2):x_2

(x+3)(x-1) x-1

p.) (x2—3x+2):(x—2)= =x-1

q.) (x2+x—6):(x2+2x—3):

r) 2x° +12x—32:4/2%x° —12x+16 =

2x* +12x-32
2x* —12x+16

\/2(x2+6x—16)J x+8 X+8

2(x* -6x+8) - X —4

_ \/(2x2 +12x-32): (2 —12x+16) _

11.4. Feladat:Oldja meg a kovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan!
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\

k.) 5—X—l=x7L§

4 6
5—X—1:x+E /kn
4 6

DX 1ox+2 i
12 12

15x—-12=12x+10  /-12x

3x—12=10 /+12
3x =22 /:3

2

"3

X

Ell.!
X 14 X
)y X2 20=242
) 375 20=
X1 20=%i2
2 5 4
10x 56 20)=242 Jukn
20 20 20

10x+1120=5x+40 /-5x
5x+1120 =40 /-1120
5x=-1080 /:5
Xx=-216
Ell.!
X+5 X-2 x-1 3-X
3 4 6 8
X+5 Xx-2 Xx-1 3-X
3 4 6 8
8(x+5) 6(x-2)

m.)

4(x-1) 3(3-x)

24 24 24 24

8(x+5)-6(x—-2)=4(x-1)-3(3-x)

8Xx+40-6Xx+12=4x—-4-9+3x
2X+52=7x-13
52 =5x-13
65 = 5xX
13=xX
Ell.!
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n.) (3x+2)(x—3)+1=(3L)2_1
(3—x)2—1
3

3(3x+2)(x-3)+3=(3-x)"-1 /zb
3(3x* —9X+2X—6) +3=9-6x+x* -1
9x* —21x—18+3=x"-6x+8
8x% +15x—23=0

(3x+2)(x-3)+1= /-3

15431

15422541564 | %" 15 O

B ~15-31 46

X2 = = ——
16 16

2x+3) (x-1)  , x+1
0.) S e
3 2 4

2 2
(2X+3j _(X__lj _ye X+l /7b
3 2 4

2 16

Ax* +12x+9 x*-2x+1 , x+1
- =x2-X2 fkn
9 4 4
A(4x* +12x+9) 9(x*-2x+1 9(x+1
( ) a(e-201) sy,
36 36 36

16X> +48x+36—9x> +18x -9 =36x>—-9x—9
7x% +66Xx+27 =36x*-9x—9
0=29x*-75x-36

75499,
75+\B625+4176 | 0 53
%2 58 _75-99 24

X, -
58 58
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) x+3 x—3_ﬂ
P 3 33
(x+3)2 (x—3)2 _4(x—3)(x+3)

3(x—3)(x+3)  3(x—3)(x+3) 3(x—3)(x+3)
(x+3)" +(x=3)" =4(x—=3)(x+3)

X2 +6X+9+ X" —6X+9=4x"-36

2x* +18 = 4x* - 36

54 = 2x?
27 = x*
X = +:/27
a) x+3+ X _ 7
x+4 x-3 x*+x-12
x+3+ X _
Xx+4 x-3 (x+4)(x-3)
(x+3)(x-3) x(x+4) 7

(x+4)(x=3) " (x+4)(x=3) (x+4)(x-3)
X2 =9+ x*+4x=7
2x2 +4x-2=0
x> +2x-1=0

SZECHENYI @

=
MAGARORSZAG . [T L
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_ _ =-1++/2
‘o 2:\4+4 _ 2i2\/§:_1i\/§: X, =-1+2
' 2 2 X, =—1-2

3 X x+2

+ =

x?=3x+2 x-2 «x-1

3 +x(x—1)+(x+2)(x—2)
(x=2)(x-1) x-2 x—1
3+x°—x+x*—4=0
2x* -x-1=0

r.) 0

=0

_1+\/§
144114 |74

X1;2 - 4 - 1_\/5

5) 3H(x—3)2 =(x+3)2 +(x+l)(x—1)
4 8 3
6(x-3)" 3(x+3)’ L 8(x+1)(x-1)
24 24 24
72X +6%> —36X +54 =3x* +18x + 27 +8x* -8
6x° +36X+54 =11x* +18x +19

0=5x*-18x-35

3X+

18432

- 1823245700 =" °

2 10 . _18-32 14

27710 10

9x(x—4) . Ox(x+4) =50(x—4)(x+4)
9(x—4)(x+4) 9(x—4)(x+4) 9(x—4)(x+4)
9x* —36x+9x* +36x =50x* —800
18x* =50x* —800
800 =32x?
25 = x*
X=15

11.5. Feladat:Hatarozza meg a kdvetkezd tortek tizedestort alakjat!

a.) 1=1:2=O,5
2

b) 52-22 _29.5-58
55
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d.) Ez11: 25=0,44
25

e.) §= 3:7=0,428571

f.) 321 =321:100=3,21
100

11.6. Feladat:Hatarozza meg a kovetkez0 tizedestortek tort alakjat!

a.)0,5=£-=1
10 2
b) 0,25=2> -1
100 4
c.) 0,5=

Legyen:

a=0,5 0
10a=55|
9a=5

a=—
9

d.) 0,25=

Legyen:
azo’éé}n.—l.
100a = 25,25
99a = 25
25

" 99

e) 0,213=
Legyen
a=0,213
100a=21,3} Wl

a

1000a = 213,3

900a =192

102
900
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f) 0,3135=
Legyen:
a=0,3135
10a=3,135. } "
10000a = 3135,135
9990a = 3132

3132
a=——
9990

I1.7. Feladat: Bizonyitsa be, hogy 0,29 =0,3!

Legyen:

a=0,29
10&22’9.} -1,
100a = 29,9

90a =27
_20
90
a=0,29

a

—0,29=0,3

11.8. Feladat:Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket a valos szamok halmazan!
a.) 3,5(x+3)=2,5x+20

3,5x+10,5=2,5x+20
x+10,5=20
Xx=9,5
Ell.!
b.) (x+3)" ~5=8(0,5x—0,25)+9
X*+6Xx+9-5=4x+2+9

X>+2x-7=0
244128 2442 X =—1+2v2
X, = = =122 =
2 2 X, =—1-2:/2
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x—0,2_0,2x+1+0,4x—1_

c.)
0,2 0,4 0,6
x—0,2_0,2x+1+0,4x—1:
2 4 6
10 10 10
10 10 10
(x—0,2) 5 (0 2X+1)Z+(0 4x —1) 5"

60 30 20
0,2) 2 —(0,2x+1) = +(0,4x-1
(x=0.2)75 = (0.2x+1) 7 +( )5 =

60x—-12-6x—-30+8x—-20=12x

62X —62 =12X
50x =62
62 31
50 25

Ell!

. 4
11.9. Feladat:Péter és Robi testmagassaganak aranya 3

124 cm?

P =124cm
P_4

R 5 (=
Legyen:
P=4x=124cm = x=31

R =5x=3-31=155cm

Ell.!

V.: Tehat Robi magassaga 155cm.

= P:R=4:5)

Milyen magas Robi, ha Péter

11.10. Feladat: Egy haromszog belsé szogeinek aranya 3:4:5. Mekkorak a haromszog

szogei?
a:fy=3:4:5
Legyen:
a =3X
£ =4x
y =5X
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Tudjuk, hogy a + g+ y =180°
3X+4x+5x =180°
12x =180°
X =15°
o =3x=3-15°=45°% f=4x=4.15°=60° y =5x=5-15°=75°
Ell!
V.: Tehéat a hdromszog szogei o = 45°; f =60°; y =75°.
11.11. Feladat: Egy téglalap szomszédos oldalainak aranya 2:3, keriilete 90 cm.
Mekkora a tényleges teriilete?
K =90cm
a:b=2:3
Legyen:
a=2x
b =3x
Tudjuk, hogy K =2(a+b)
90 = 2(2x+3x)
90 =10x
Xx=9
a=2x=2-9=18cm; b=3x=3-9=27cm
T =a-b=18-27 = 486cm’
Ell!
V.: Tehét a téglalap teriilete 486cm?.
11.12. Feladat: Ha 3 tyuk 3 nap alatt 3 tojast tojik, akkor 6 tyik 6 nap alatt hany tojast
tojik?
3tyuk 3nap alatt 3tojas
6tydk 3nap alatt xtojés}

Egyenes aranyosséag :
6-3
X=—=
3
6tydk 3nap alatt 6tojas
6tydk 6nap alatt ytojas

6

Egyenes aranyosséag :
=3 -
V.: Tehat 6 tylk hat nap alatt 12 tojést tojik.

12

Hany ilyen tyuk tojik 9 nap alatt 18 tojast?
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3tyuk 3nap alatt 3tojas
3tyuk 9nap alatt xtojas

Egyenes aranyossag :
=3 -
3tyak 9nap alatt 9tojas }

X 9

xtyuk 9nap alatt 18tojas

Egyenes aranyossag :

18-3
V=79 -
V.: Tehat 6 tyuk tojik 9 nap alatt 18 tojast.

11.13. Feladat: Két autd6 160 km-en 19,2 liter benzint fogyasztott. (Ugyanolyan
kortiilmények kozott, ugyanolyan autok.)

6

a.) 4 aut6 240 km-en hany liter benzint fogyasztott?
2autd 160km 19, 2liter
4autd 160km xliter

Egyenes aranyossag :
4.19,2
X =

=38,4

4autd 160km 38,4liter
4autd 240km yliter

Egyenes aranyossag :
~ 240-38,4

Y= 160

V.: Tehét 4 aut6 240km-en 57,6 liter izemanyagot fogyaszt.

=57,6liter

b.) Egy aut6 640 km-en hany liter benzint fogyasztott?
2autd 160km 19,2liter
lauté 160km xliter

Egyenes aranyossag :
‘= 1.19,2

8,6
2
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laut6 160km 8,6liter
lautd 640km yliter

Egyenes aranyossag :
_ 640-8,6
160

V.: Tehat 1 auté 640km-en 34,4 liter izemanyagot fogyaszt.
11.14. Feladat:

=34, 4liter

Egy kiranduldsra 42 személyes buszt bérelnek, melynek koltsége
23940Ft. A Buszt nem tudtdk teljesen megtdlteni, igy fejenként
630 Ft a buszkoltség. Hany hely maradt tiresen?

4216 ¥:23940Ft = 23940/42 =570Ft ] fo

42 16 570Ft}

x fé 630 Ft

Forditott aranyossag :

‘= 42-570
630

V.: Tehat a kirandulason 38 f6 vett részt, azaz 4 hely maradt szabadon.

11.15. Feladat:

=38fs

Egy hid co6lopének az % része a foldben, a E része a vizben van, 2,8 m

hossztisagu része pedig kidll a vizbdl. Milyen hosszsagl a col6p?

Legyen:
x = acolophossza
foldben % rész vizben é rész  2,8m kiall a vizbsl
S X + 2, X + 2,8 =X
4 5
—-x+g-x+2,8: X
4 5
—-x+£-x+2,8: X
20 20
5X+8x+56 =20x
56 =7x
X=28
Ell!
V.: Tehat a c6l6p 8 méter hosszu.
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XXIX. Megoldas (111. fejezet)

111.1. Feladat:

Fejezze ki az AF vektort az AB és az AC vektorok segitségével, ahol
F a BC szakasz felezOpontja!

AF — AB+ AC
2
I11.2. Feladat: Az éabran lathatdé kocka A cstcsabol kiindulo élvektorai ﬁé:g,

AB=b és AD=c. Fejezze ki a, bésc vektorok segitségével a
GC, AG és FH vektorokat!

H G
E F
A
4
D C
7
A b B
GC=-a
GC=b+c+a
FH =c-b
111.3. Feladat:

Az abran lathaté szabalyos hatszog A csucsabol kiinduld élvektorai

AB = a, E=Q és CD = c. Fejezze ki a, b és ¢ vektorok segitségével a

F E
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AC=a+b

TO:Q%M vagy AO=b
KE:Q+9

BE=b+c-a

CE=c-a

FA=—¢

FO=a

I11.4. Feladat: Az abran lathato ABC haromszog S stulypontjabol a cstcsokhoz mutatd
vektorok a, b, c. Hatarozzuk meg az a, b, ¢ vektorok dsszegét!

c

sF_a+tb
2
A sulypont 1: 2 aranyban osztja a stlyvonalat. = c= —2-SF
U
gz—zg—;rt-)z—(gﬂ_)) =c+a+b=0

I11.5. Feladat: Az abran lathato ABCD paralelogramma sikjanak egy tetszdleges pontja
O. Bizonyitsa be, hogy OA+0OC=0B+0D!

C
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AB =0B -0A

B —0C - oTa}

AB és DC paralelogramma szemkdzti oldalai (parhuzamosak és egyenlok)

U
AB=DC = OB-OA=0C-0D
U
OB+0D=0C +0A
I11.6. Feladat: ~ Hatarozza meg az a+b és az a—b vektorok hosszat, ha |a|=10,
|b| =8 és a két vektor hajlasszoge 75°!

=

a+bh

758
105°
X

Haromszogekre vonatkozo Coszinusz —tétel alapjan :
[a-bf =[af" +[of - 2Jallbloos 75°
la—b|" =10 +8? —2.10-8cos 75°

[a-+bf" =[a[" +[o]" - 2]al |b|cos105°
|a+b|* =10% +8% —2-10-8c0s105°
la+b|* = 205,4110 la—b|* =122,5889

|a+b|=4/205,4110 =14,3321 la—b|=4/122,5889 =11,0719

I11.7. Feladat: Az abran lathatd ABCD négyszog szemkozti oldalaira vektorokat
illesztettiink: AB=a, DC=b. Az AD oldal A-hoz kozelebbi negyedels

pontja E, a BC oldal B-hez kozelebbi negyedeld pontja F. Hatarozzuk

meg az EF vektort az a és b vektorok segitségével.
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AD=14x és BC =4y

Az abran jol lathatd, hogy:

ﬁ=§+g+y}/.3 3-ﬁ=3_x+3§+3y} Ll
- A1

EF =3x+h-3y EF =3x+h-3y

4.EF =3

3

(IS8

—+
—+

(<5
1T 1T

al fl

4
I11.8. Feladat: ~ Hatarozza meg az a ésb vektorok hajlisszogét, ha |a|=5; [b|=8 ¢és
a-b=-10!
b=-10
o= ebfeos
-10=5-8-cosa

Q.
Q.

cosa = —10 a =104,4775°
5-8

I11.9. Feladat:  Egy rombusz atldoinak hossza 6,5cm és 12,25cm. Szamitsa ki az
atlovektorok skalaris szorzatat! Véalaszat indokolja!
Rombusz &tloi merdlegesek egymasra.

Az &tlok skalaris szorzata: e- f =|e| mcosQOO
€0s90°=0 = Az atlok skalaris szorzata szintén O.

111.10. Feladat:  Adott egy ABCD paralelogramma ¢s egy O pont. Bizonyitsuk be, hogy:
(OA’ +0C?)—(OB? +OD?) = 2AB- AD
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—2 ——2 ——2 ——2\ ——2 ——2 ——=2 ——2
(OA +0C )—(OB L 0D ):OA _ 0B’ +OC’-0D' =

_ (0A-OB)(0A+08)+(0C -0D)(0C +0D) -

ﬁ(O—A+(ﬁ)+D—C(&+O—D):ﬁ(—ﬁ—@)+ﬁ((f+o—D):

ﬁ(—ﬁ—(ﬁ+(f+o?)=ﬁ((f—cﬁ+(ﬁ_cﬁ):
=ﬁ(ﬁ+ﬁ)=2-ﬁ-ﬁ
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XXX. Megoldas (1V. fejezet)

IV.1. Feladat: Legyen adva a kovetkezd két ponthalmaz:

A={(xy)IxyeR ésy>-1}

B={(xy)IxyeRésx=1]

Abrazolja a kovetkezd ponthalmazokat:
a.) AnB

b.) AuUB
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IV.2. Feladat: Abrazolja a kovetkez fliggvényeket!

a) Xi>3x—2
b.) x> —3x+2]

c.) xr—>1x—1
2

f) x> —-=(x+5)+3=-=x-3+3=—=x
5 5 5

o) e e
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\ ' o
" f(x)=-2x-8
-
) I
L g
e
A/ - :

IV.3. Feladat: Abrazolja Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben a kovetkezd
ponthalmazokat:
a) A={(xy)|x yeRésy>2x-1}
. e ) ;‘/“ ,@

-

b
torte
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b.) B:{(x,y)|x,yeR ésys-%x+3}

c.) C={(x,y)|x,yeR ésyz—(%x—z)}

I
| FoY
-

d.) D:{(x,y)lx,yeR ésngy+2}
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&
¥ @)

it

IV.4. Feladat: Adott az  f(x)=ax+b, x,abeR. Tovabba tudjuk, hogy
f(-1)=26ésf(2)=3. Adja meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat,
majd abrazolja Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben!
f(-1)=26ésf(2)=3
-a+b=2|/-2 -2a+2b=4
} } l.+11.

2a+b=3 2a+b=3
3b=7
b="
3
—a+z=2
3
1 1
—-a=-- = a=—
3 3
1.7
f(X)==x+—=
(x)=3x+3

109

Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu

SZECHENYI @
=

MAGYARORSZAG - i
PNl BEFEKTETES A JOVOBE




e

AL grgng

SZECHENYI

5, €
7,

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

IV.5. Feladat: Hatarozza meg a kovetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat!

3
a) f(x)=——
) f0=7=
4—-x#0
X#4
ET.:xeR\{4}
X+2
b) f(X)=———
) 1) x*—x—6
X" —x-6=(x-3)(x+2)=0
()
X—3%#0 és x+2=0
X#3 X# -2

ET.:xeR\{-2;3}

vX+3

c) f(x)=
) f0="—
X+3>0 és 2—x=0
X>-3 2#X

ET.:xe[-3;0[\{2}

2X+6
d) f(x)=
) F(x) E o
2x+620
5-2x
l. eset: 1l.eset:
2X+6=>0 2X+6<0
5-2x>0 5-2x<0
X>-3 X<-3
5 5
—>X — <X
2 2
——3SX<§ %)
2
ETJXE[—&E[
2
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IV.6. Feladat: Filiggvény-transzformaciok
fliggvényeket!
a) f(x)=|x+2

segitségével  abrazolja a  kovetkezd

b.) f(x)=-x*-3
\ /
\ /

c.) f(x =Jx-1

f(x)=sart(x)
fxp=sart(x)-1

d) f(x):%+1
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4. e
=lix
fx)=1/x+1

[

& G ket

e) f(x)=—|x+1+3

fx)=abs(x)
fx)=abs(x+1)
£(x)=-abs(x=1)
S)=-abs(x+1)3

-~

f.) f(x):(x—1)2+é

()2
fx=Ge-12
Hx)=(x-11'242
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1~ fG)=lix
2 fx)=1ix+2)
f(x)=1/(x+2)-3

N

h) f(x)= —%(x+2)

\ / P
\ \ I / Fx=(-12)(x+2)'242
WA J1 1]
VN L
\ o\
\ /‘
) ¥ O ;
/ T\
/ % \
/ \
/ \
i) f()=2yx-2+1
:/:/
. > .
// =
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i) f(X)=-243-x+2

fx)=sart(x)
Hax)=sart(-x)
H)=sart(3x)

sqrt
(x)=-2sqrt(3-x)=2

—
S o -
— —— P
T — [ e
Va :
3 '
3 .,
[
......... -t
"
e
e

IV.7. Feladat: Abrazolja és jellemezze a kovetkez6 fiiggvényeket (értelmezési tartomany,
értékkészlet; zérushely, menete, sz¢&lsdérték, parités)!

a) f(x)=x-1-2[x-2|
1.ET.:xeR
2. EK.: ye]-;1]
3.Zeérushely:

m— O
il T x-1-2|x-2|=0

) X—2,ha x—2>0azaz x>2
X— =

| | —(x-2), ha x—2<0 azaz x<2
leset: x—-1-2x+4=0 x=3

leset: x—142x—4=0 x=>

X

4. Menete :

. ]-o0; 2] szig.mon.ng

[2;00[ szig.mon.csokken

---------- 5. Szélséerték :
a Maximuma van
., helye: x=2

értéke: y=1
6. Paritasa nincs
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b.) f(x)=‘6x—x2‘

1.ET.:xeR

2. EK.:y e[0;00]

3.Zérushely :
f(x)=0
‘GX—XZ‘ZO

X(6—-x)=0«< x=0 vagy x=6
4. Menete :
]-o0; 0] szig.mon.csdkken

3 [0;3[ szig.mon.nd

]3;6] szig.mon.csokken

[6;00[ szig.mon.ng

5. Szélsoérték -
Minimuma van
helye: x, =0; x,=6
értéke: y, =0; vy, =0
6. Paritasa nincs

c) f(x)=[x+2-2[x-2
1z o 1.ET.:xeR
; 2. EK.: y €[0;00]
3.Zeérushely :

f(x)=0 XZ% vagy x==6

4. Menete :
|-o0; 2] szig.mon.ng

[2;00[ szig.mon.csokken

e 5. Szélséérték :
' Maximuma van
helye: x=2

értéke: y=4
6. Paritasa nincs
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Py £mabs(abs(abs(x)-2)+1)

1.ET.:xeR
2.EK.:ye[Loof
3.Zérushely : nincs
4. Menete :

]-o0;—2] szig.mon.csokken

< [2;0[ szig.mon.ng

]0;2] szig. mon. csokken

[2; 00 szig.mon.ndg

5. Szélsgeérték :
Minimuma van
helye: x,=-2; x, =2
ertéke: y, =1, vy, =1
6. Paritasa nincs

e) f(x)=x"-10x+9

[ozios 1.ET.:xeR
2. EK.: y e[-16;09
3.Zérushely :

f(x)=0
x*—10x+9=(x-9)(x-1)=0
: ,= 0
G x=1 vagy x=9
: 4. Menete :
]-o0;5] szig.mon.csokken

[5;00[ szig.mon.ng

5. Szélséeérték :
i Minimuma van
helye: x=5
értéke: y=-16
6. Paritasa nincs

116

SZECHENYI @

Eurépai Unié
Eurépai Szocidlis

Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu

=
i

MAGYARORSZAG - i
PNl BEFEKTETES A JOVOBE

Alap



SZECHENYI

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

X+3>0
X>-3
Xe [—3;00[

2. EK.:y e ]-o0;—1]
3 3.Zérushely : nincs
" 4 Menete:
[-3; 0] szig.mon.csokken

+ 5. Szélséertek :
' Maximuma van
helye: x=-3
értéke: y=-1
6. Paritasa nincs

3x-1
9) f(x)= x-1
1.ET.:
. ’m Xx=1#0
x=1
XeR\{l}

2.EK.:yeR\{3}
3.Zérushely :
\ f(x)=0
;W T 13x -1
) x-1
4. Menete :

]-o0;4 szig. mon.csékken

0 & 3x-1=0 & x=%

JL; o0 szig.mon.csokken

5. Szélséértéke nincs

6. Paritasa nincs
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LET.: x4+2#0 & x#-2
XG]R\{—Z}

2.EK.: yeR;

3.Zérushely: f(x)=0

X—3

Sax)mabs((x-3)((x+2))

X+2

4, Menete :

]-2;3] szig.mon.csokken

[3; 0 szig.mon.ng

35. Szélséérték :

Minimuma van

helye: x=3

értéke: y=0

6. Paritdsa nincs

X -7x+12  (x-4)(x-3) x-3

i) f(x)—X2_8x+16_ (x-4)

>
¥

f(x)=(x"2-Tx+12)/(x"2-8x+16)

~
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Cx—4
1.ET.: x—-4#0 < x4
XG]R\{4}
2.EK.:ye R\ {1}
3.Zérushely: f(x)=0
X—3

—— =0 x-3=0 < x=3
X—4

4. Menete :
]-o0;4[ szig.mon.csokken
]4; o0[ szig. mon.csokken
5. Szélséértéke nincs
6. Paritasa nincs
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IV.8. Feladat: Grafikus modszerrel (fliggvénygrafikonok segitségével) oldja meg a

kovetkezo egyenleteket, egyenldtlenségeket!
a) X*—4x+7=0

"Nincs megoldas!
b.) 8x—12-x*

vV
o

fx)=-x"2+8x-12

2<x<6 azaz x<[2;6]
C) X+2=+4-X < x+2-J4-x=0

fmx=2sart(4x)

x=0

d) Vx—x-3=1 < Jx—x-3-1=0
x=0
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P'S
¥ Hx)=1/(x+2)-3/(x-3)

xel-5-2[ és xe 30

'S
¥ e 1G] x

Xe]—l;oo[
g) Vx-2>(x-2)" & x-2-(x-2)">0

fxart(x-2)-x-2)

xel2;3
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h.) Vx-1=3-|x-4| < Vx-1-3+|x-4|=0

S)msgrt(x-1)-34abax4)

X, =2, X,=3; X =5
IV.9. Feladat: Hatarozza meg a kovetkezO fliggvények értelmezési tartomanyanak azon
legbdvebb részhalmazat, melyen létezik inverze. Adja meg az inverz
fliggvényt!
a.) y=2x+3
f(x)=2x+3

y-3

ek = (0=

2x+3)-3 2x+3-3 «

Ell.: f‘l(f(x)):(

2 2
b) y=

5
f(x)=>
(=2

5 5

= — f_l = —

X y = (x) .
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3y-2=x = f*(x)=3x-2

Ell: £7(f(x))= 35%3—2 X+2-2=X

3x-1
d) y=
) y=—
3x-1
f =
(=2
2y+1=X f‘l(x) 2X+1
3 3
3x-1
2 +1
Ell: £7(F(x)=—2 :3*§+1
e) y=x°
f(x)=x’

ﬁ:x: f(x =+/x ,ha x>0
et

Ell.: X)) =x? =x
1-x
f. =
)Y 1+Xx
1-x
f A
(X) 1+x
y(1+x)=1-x
y+yx=1-Xx
yX+Xx=1-y
(y+1)=1-y
X:];y f‘l(x)zl__x
y+1 1+Xx
Ell.
1-x  1+x-1+X
£1(x) = Clax . 1ex _Lex=Iex o 1+x _2x_
_1+1—X_1+X+1—X_ 1+x  1+x+1-x 2

1+X 1+ X
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g) y=v1-x’
f(x)=vl-x* 1-x*20 -1<x<1
y?=1-x’
xX*=1-y* ,ha 1-y*>0

x=y1-y* = f*(x)=v1-x* ,ha x=0
Bl £2()=\L-V1-X = fim(1-x) = V1-15 X" =X =

IV.10. Feladat: Oldja meg linearis fliggvények segitségével az alabbi masodfoku
egyenlOtlenségeket:

a) (x-2)(x+3)<0

, X+3
® X-2
b L 6 4 B x>
-3<x<L2
Mo.: xe[-3;2]
py X=8)(x+2) 4
(3—x)(1-x)
1 EE_X
- X+2
X-5
b 7 5 4 3 2 X;

—2<x<1vagy 3<x<5
Mo.: xe[-2;1[ U]3;5]

IV.11. Feladat: Abrazolja Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben azon pontok

halmazat, amelyeknek koordinataira teljesiil:

a) y<+x+3
b.) y-3>+1-x2

c.) y+%>‘x2—4x‘

d) y<2-|x-2|
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IV.12. Feladat: Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben abrazolja a kovetkezo
fliggvényeket!
—|x+5|+3, hax<-2

a) X
) JX+2, hax>-2
Ty PE————
9 f(x)=sqrt(x+2)
f -
3 =
-
9 -b D -4 - 2 x=
2-(4-x), hax>1
b.) X 5
(x+1)", hax<1
Ty f=(x+1y2
\ ’ fx)=2(4-x)
\ ,
\ K
I
\ A/
x

&

I
b
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x*—6x, hax<3

3 i
3 &
z =
= 7
“&\% F &
4 @(;‘
TUnoaA
C.) X141,

X,

hax=3
hax>3

b

@

fx)=x"2-6x
fx)=1
fx)y=x

X
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XXXI.  Megoldas (V. fejezet)

V.1. Feladat: Feladat: Hatarozza meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat!

9" -1
a) f(x)=
) F0=5—
21 () -1 (3) -1 (3-1)(3 41
I T O e A O
F-1 31 3 -1 31
xelR
X+3
b) f(x)=Ih——
) 109 x-1
X+3
f(x)=In——
(x)=In"—
X_+3>O
x—1
l. eset: 1l.eset:
X+3>0 X+3<0
x-1>0 x-1<0
X>-3 X<-3
Xx>1 X<1
1<x X<-3

ET.:X e J-o0;-3[ U L;00]

o)f(x}=$o%§i§

X—2
log.—— >0
g3x+3

X—2
log.—— >log.1
gsx+3 9

U log fgv. szig.mon.ndv. miatt
x—221:> x—2—x—320
X+3 X+3

__520
X+3

X+3<0 = x<-3
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X—2

;:§>O

l. eset: Il.eset:

x=2>0 x—=2<0

x+3>0} x+3<0}
X>2 X<2
x>—3} x<—3}
2<X X<—3

ET.:xe ]—oo, —3[

d)f@Q:Jm%(x+Q—MgAx—$

2

f(x):\/logl(x+1)—logl(x—3): Ioglx—Jrl
2 2 \ T2 x-3

X+1

log, —— >0
9% 3
Ioglx—ﬂzlogll
2 X~ 2
U log fgv. szig.mon.csokk. miatt
X_+1§1 . wzo
X—3 X-3
1 oo
X—3
X—3>0 = x>3
X_+1>O
X—3
l. eset: 1l.eset:
X+1>0 X+1<0
Xx—-3>0 Xx—3<0
Xx>-1 Xx<-1
X>3 X<3
3<x Xx<-1
ET.:xe 30

V.2. Feladat: Feladat: Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben abrazolja a
kovetkezd fiiggvényeket!
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b) f(x)=32-3

""-\.____

c) f(x)=log,(x-1)

d) f(x)= Iogl(x+2)—3
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+y

Viog(1/3)-3

|
l/

===

f) f(x)=v2¥?-2

—
\-:__‘_
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0, I
Mot

SZECHENYI

3 2822 3 2243 17

) f(x)=2> — =
g) (X) + 2X 2X 2X \ 2X . 72X

h) f(x)=log, (x-2)"=2log, (x-2)

i) f(x)= Iogz(x2 —2x+1) = Iogz(x—l)2 =2-log, (x-1)
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V.3. Feladat:

Feladat: Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben abrazolja a
kovetkezo fiiggvényeket!

J >

a) f(x)= X+1, hax>0

42" hax<0

b.) f(x): \/M hax<1

log, x+1, hax>1

—X+1
¢) f(x)={ 37, hax<1

2x—x%, hax>1
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2"t hax>2

( )z{logz(uz), ha-2<x<2

V.4. Feladat: Feladat: Az alabbi abran a [—8;5] -on értelmezett fiiggvény egy egyenes, egy

exponencialis és egy logaritmikus fiiggvény iveibdl tevodik 6ssze (balrol

jobbra haladva).

a.) Adja meg a fliggvény hozzarendelési s_zabélyét!
1 x—3, hax<0
f(x)=
(=12 _4 haox <2
log,(x-1), x>2
b.) Hatarozza meg a fliggvény értékkészletét!

ye[-3;2]
c.) Adja meg a fiiggvény zérushelyét!
X =—6; X,=2
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d.) Hatarozza meg a fiiggvény minimumat és maximumat!
Minimum:
helye: x=0
értéke: y =-3
Maximum:
helye: x=5
értéke: y =2

e.) Adjon meg olyan intervallumot, ahol a fliggvény szigori monoton novekvé!
VA intervallum, ahol A= [0;5]

f.) Hatarozza meg, hol negativ, illetve hol pozitiv a fiiggvény!
f(x)>0, ha [-8;-6] U ]2;5]
f(x)<0, ha ]-6;2

133
Szegedi Tudomanyegyetem
Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu )
www.szechenyi2020.hu

MAGYARORSZAG
KORMANYA

SZECHENYI @
Eurépai Unié

Europai Szocialis

Alap

BEFEKTETES A JOVOBE




SZECHENY]I @
EFOP-3.4.3-16-2016-00014

XXXI1.  Megoldas (V1. fejezet)

VI.1. Feladat: Adottak az a(-3;2) és b(—15) vektorok. Adjuk meg az alabbi vektorok

koordinatait:

a) a+b(-47)
b) a-b(-2-3)
c.) 3a(-9;6)

d.) —2b(6;-4)

e.) 3a—2b
3a(-9;6)
2b(-2;10)
3a-2b(-7;-4)

£) —Ta+3p
2 2

_la(_E;_lj
27\ 2

2| ~a—-=b|(-14;5)

V1.2. Feladat: Adja meg a kovetkez6 vektorok abszolutértékeét!

a) a(-1312)

la] = |/(-13)° +122 =313
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J&}{\

b.) b(-12;7)
= J(~12)’ + 7> =193
c) ¢(-9;-5)

a) d[_ _j
16
- ENERE P
25" 25
12 5
e) el —;—
-( 10 1oj
12 5V [44 25 [169 13
g = | 7o + T
10 10 100 100 \100 10
£) f(7 5}
\/49 25 _ 441+400
144 144
_ /811&
144 12

VI1.3. Feladat: Fejezze ki az i és a | vektorok segitségével a c=2a—b vektort, ha

a=3i-2j ésb=i+5]!
=2a-b=2(3i-2j)—(i+5j)=6i-4j-i-5]=5i-9j

V1.4. Feladat: Adottak az a(-2;3) és b(—17)vektorok. Szamitsa ki az alabbi vektorok

skalaris szorzatat:

a.) aésh
a-b=(-2)-(-1)+3-7=2+21=23
b.) aés —b
a(-2;3) és —b(L-7)
a-(-b)=-2+(-21)=-23
c.) 3aés-2b
3a(-6;9) és —2b(2;-14)
3a-(-2b) =-12+(-126)=-138
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d) a+b ésa-b

a+b(-3,10) ésa—b(-1-4)
(a+b)-(a-b)=3+(~40)=-37

e.) 3a—2b és 2a+3b
3a—2b(-4;-5) és 2a+3b(-7;30)
(3a—2b)(2a+3b) =28+ (~150) =—122

V1.5. Feladat: Adott az §(4;3) vektor. Szamitsa ki a b vektor koordinatait, ha:

g
N—r

v 1o wWw NI
|
0 NU
I
w
=
I
o

O
\'./

-

d.) 2a+3b(-12;-4)
2a+30(~12;-4)

8+3 =-12 = b=——

VI1.6. Feladat: Szamitsa ki a kovetkezd vektorok altal bezart szog nagysagat két tizedes
pontossaggal!

e) a(L4) és b(-2,7)

a(y,
a-b=-2+28=26
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4

f)

la| =1+ 47 = 17
o] = (-2)"+7* =53

a-b=|af-|o|-cosex
26—J_-J_-c05a

CoSa = = a =29,9816°

NI

a(2;-5) és 9(15; %j

a.b=30+£_§]=_§

8 =2° +(-5)" =29
|Q|= 15% + E = @
\/ \/ 4

a-b=la|- |b| cosa

—%z@ 10:39 cosa

5

oS =—2 = g =916272°

/5. [1069

4

g.) Q[Z;gj és t_)(% —10}

a-b=15+(-15)=0
A ket vektor merdleges egymasra.

GG
32 2 3
b

13 1069
+| — - |
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a) A(0;2)
d(0,A)=+0?+22 =2
b.) B(-8,0)
d(0,B)=4/(-8)"+0* =8
c) C(-3-4)
d(0,C)=4/(-3)" +(-4)" =\25=5

2 2
d(0,E)= §j {g N g+g=\/81+64 =\/145=\/145
4) 3 16 9 V16 9 V144 144 \144 12

oo 53 A--B BT
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V1.9. Feladat: Adott az ABC haromszog. Szamitsa ki az oldalainak hosszat, keriiletét és a
belsé szdgeit két tizedes pontossaggal!

a) A(-2-4), B(5-3), C(-13)
€

B
d(B.C)=y(5-(-1))' +((-3)-3)" =36+36 =72
b=d(AC)=((-2)~(-1) +((-4)-3) =i+49 =50
c=d(AB)=((-2)-5) +((-4)-(-3))" = VA& +1=50

Cosinus-tétel:

a

a’=b*+c*-2-a-b-cosa

J72° = J50° +/50° —2-/50 - /50 - cosx

cosa :m = q=T374°
—2-4/50 /50
ABC héromszog egyenls szara = ﬂ:y:w =53,13°
b) A(12:13), B(-8), C(-25)
€
b
d
A
(o4
B

a=d(B,C)= \/(1—(—2))2 +((-8)-5)" =+/9+169 = V178
|

(12—(-2))" +(13-5)° = /196 + 64 = /260

J(12-1)° + (13— (-8))" = JI2L+ 441 =562

o
Il
o
—
>
vy
~
Il
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Cosinus-tétel:

a?=b?’+c*-2-a-b-cosa
J178° = 260" ++/562" —2-+/260 - /562 - cosa
_ 178-260-562

"~ _2.260-/562

Sinus-tétel:
sing _b
sina a

sinf 260 o s \/260

COS o

a=32,61°

= sin f = —=-5in32,61°
sin32,61° /178 p J178
U
£ =40,64°

7 =180°— o — B =180°— 32, 61° — 40, 64° = 106, 75°

V1.10. Feladat: Adja meg az AB szakasz felezGpontjanak, illetve harmadolopontjainak
koordinatait!

a) A(34), B(52)
F(ﬂ-ﬂ

2 2 j=(4'3)
H (2-3+5_2-4+2j:(g_@j
'3 " 3 3’
1

3
(3+2-5_4+2-2j ( 3_8)
HZ 1 = o
3 3 3 3

b.) A(-12), B(-3;2)

F(—1+(—3);2+2J:(_2;2)

2 2

3 3
c.) A(E;lj, B(E;—Sj
2 2
3,5
F 2 2.1+(_3) _(2 _2)
2 2 ’
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V1.11. Feladat: Egy haromszog csucspontjanak koordinatai: A(-1-1), B(13), C(2-2)

a.) Szamitsa ki a haromszdg oldalfelez6 pontjainak koordinatait!

23

2 2

(3]
2 2

F.(0;1)

b.) Adja meg a haromszog oldalvektorainak, valamint kzépvonal-vektorainak
koordinatait!

AB=b-a(24)  FR=f-f(22) AB=2FF =AB|RF

AC =c-a(3-1) ﬁﬂ—fa[f 5) AC--2.FF, = AC|FF,

BC=c-b(L-5) FRF=f-f (—E,—j BC=-2-FF. = BC| RF

c.) Igazolja, hogy a haromszog barmely oldala parhuzamos a masik két oldal
felezOpontjat 6sszekotd kozépvektorral!

AB=-2-F.F, = AB| F,F,
AC=-2-F,F, = AC| F,F,
BC--2-RF = BCIIRF

V1.12. Feladat: Az ABC haromszog stlypontja: S. Adja meg a hianyzo pont koordinatait!

a) A(-4-2), B(7;1), C(310) S=?
S(a1+bl+cl_a2+b2+c2J
3 , 3
S(_4+7+3 —-2+1+10

E j:(z;s)
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b.) A(-2;5), B(85), S(2,4) C=?
:a1+bl+c1 2:—2+8+c1 — =0

St

3 3

Sz:a2+b2+02 4:5+5+C2 ¢, =2
3 3

C(0;2)

=8
1 3 3 = 4
:a2+b2+cz 4=a2+(_4)+2 — a =14
2 3 3 2
A(8;12)

V1.13. Feladat: Adott az e egyenes tovabba két pontja A és B. Adjuk meg az egyenes egy
iranyvektorat, egy normalvektorat, irdnyszogét, és irdnytangensét
(amennyiben létezik)!

N=V, g (O' _6)

V. 0
tfga=2=—=0
go 6
a=0

b.) A(-12), B(2:4)
v=AB=b-a(32)
N=V.4 (_2;3)

v, 2
tag=-2==
Qo 3
o =33,69°

tga Y2 _—3
v, 1
a =108,43°
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o =126,87°

VI.14. Feladat: Irja fel az egyenes egyenletét, ha adott az egyenes egy pontja (P), tovabba
irdnyvektora, vagy normalvektora, vagy irdnyszdge, vagy irdnytangense
(\_/! D, a,m )I

a) v(-32), P(2-5)
a: —2x-3y=-2-2+(-3)-(-5)
-2x-3y =11

b.) \_/[—g;gj, P(-2-2)

3X 2y 3
c) n(-2-4), P(-4;-2)
c: —2x-4y=(-2)-(-4)+(-4)-(-2)
—-2x—-4y =16
d) n(—3:¥8), P(23)
d: —3x+/8By=—/3-2++/8-3
e. g(g;—gj, P(2;4)

e: 2x—ﬂy:z~2+(—ﬂ)-4

3 3
4y 12
3

3
f) a=-30° P(4-1)

tg(—-30°)(x—4)=y+1

3
2
3
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g) a=60°, P(7;2)
tg(60°)(x-7)=y-2

h) a=45°, P(-3-2)
tg(45°)(x+3)=y+2

i) m=-2, P(0;0)
—2X=Y

J) m=

k.) m:—g, P[E;—%

VI.15. Feladat: Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a P(S, 5) ponton
¢és parhuzamos a 4x+5y =0 egyenletii egyenessel!
n(4;5) P(3,5)
e: 4x+5y=37
VI.16. Feladat:irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a P(-2,2)
ponton és merdleges a —2x+3y =7 egyenletli egyenesre!
e: —2x+3y=7 n,(-23)=v,
(-3,-2) P(-2;2)
—-3x-2y=2
VI1.17. Feladat: Az ABC haromszog csucspontjanak koordinatai: A(l;l) : B(—2;4) , C (4;5)

Iqf
f:

a.) Irja fel az AB oldal egyenesének egyenletét!
AB=b-a(-3;3) n (-3-3) A(L1)
AB: —3x-3y=-6

b.) Szamitsa ki az ABC haromszog legnagyobb szogét! Valaszat tized fokra kerekitve adja
meg!

a:d(B,C):\/((—Z)—4)2+(4—5)2 =36 +1=1/37
b=d(AC)=\/(1-4) +(1-5) =0+16 =25
c:d(A,B):\/(l—(—Z))z+(1—4)2 -J9+9=118
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Cosinus-tétel:

a’=b’+c*-2-a-b-cosa

J37° =25" + 18" =225 -+/18 - cosax
37-25-18

—2.25./18

C.) Szamitsa ki az ABC haromszog teriiletét!

CoS¢x = o =81,9°

T :b~c~sina
2
T =\/£-\/1_82-sm81,9 _105

d.) irja fel a BC oldalhoz tartozé magassagvonal egyenletét!
BC =c-b(6;1)
n, =BC(6;1) A(L1)
m,: 6x+y=7

e.) Irja fel a haromszog C csticsahoz tartozo sulyvonal egyenesének egyenletét!

2 2 2
- 1o -2-3) o [5-Y)
— 2 2 \2 2
C(4,5)
o 5y 9, %5
2 2 2
5x—-9y =-25

V1.18. Feladat: Az ABC haromszdg csucspontjanak koordinatai: A(6;9), B(—5;4),
C(-21)

a.) Irja fel az AB oldal egyenesének egyenletét!

b.) Szamitsa ki az ABC haromszog legnagyobb szogét! Valaszat tized fokra kerekitve adja
meg!

C.) Szamitsa ki az ABC haromszog teriiletét!

d.) irja fel a BC oldalhoz tartozé magassagvonal egyenletét!

e.) Irja fel a haromszog C csticsahoz tartozo sulyvonal egyenesének egyenletét!
Megoldéas a VI.17. feladat alapjan!

V1.19. Feladat: Az PQR héaromszdg csucspontjanak koordinatai: P(-2-1), Q(9;-3),
R(-3:6)

a.) Irja fel az QR oldal egyenesének egyenletét!
b.) Szamitsa ki az ABC haromszog legnagyobb szogét! Valaszat tized fokra kerekitve adja

meg!
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c.) Irja fel a PQ oldallal parhuzamos kozépvonal egyenletét!

d.) irja fel az R csucson athalado sulyvonal egyenesének egyenletét!

e.) Irja fel a haromszog Q csticsahoz tartozé magassagvonal egyenesének egyenletét!
Megoldéas a VI.17. feladat alapjan!

V1.20. Feladat: frja fel az O kozépponth r sugara kor egyenletét!

a) 0(0;0) r=2
X +y>=4

b.) O(30) r=1
(x—3)2+y2:1

c) O(-42) r=3
(x+4)2+(y—2)2:9

d.) O(\/§;4) r=\/§
(x—\/§)2+(y—4)2 3

e) O(1-+3:45) r=+i1
() (o) -1

f) O(log,3,-3) r=7
(x—I0923)2+(y+3)2=49

VI1.21. Feladat: frja fel az O koézéppontu P ponton 4thalado kor egyenletét!
a.) 0(0;,0) P(4,0)
—d(0,P)=/(0-4) +(0-0) =16 =4

X +y?=16
b.) o(—2-—3) P(-5,-2)

P)=(-2-(-5)) +(-3-(-2))" =VO+1 =10
(X+2) ( +3)° =10
C)O( 4) P(25)
~(0,P) = y{1-2)" +(~4-5)" =i+B1- B2
(x—l) +(y+4) =82
d.) O(5-4) P(-3,2)
=d(O,P):\/(5—(—3))2 +(—4-2)" =/64+36 =10

(x=5)" +(y+4)" =100
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V1.22. Feladat: Hatarozzuk meg az egyenletével megadott kor kdzéppontjanak koordinatait,

valamint sugarat!
a) xX*+y*=20

0(0;0) r=+20
b) (x—2)"+(y+2)" =16
0(2-2) r=4
c) X’ +y*+4x-2y=-5
(x+2)° —4+(y-1)"-1=-5
(x+2)2+(y—1)2:0
O(-2;1) r=0, azaz nem kor!
d) x*+y’—4x+8y-16=0
(x—2)" —4+(y+4)’ -16-16=0
(x—2)2+(y+4)2:36
0(2-4) r=6
e) x*+y’-3x-5y=25

2 2
(X_Ej _g+(y_§j _§:25
2) 4 2) 4
( 3)2 ( 5}2 134
X—==| +ly—=| =—
2 2 4

O(E.ﬁj _ V134
2'2 2

f) 2x*+2y*—4x+6y—-20=0 /:2
X*+y?—2x+3y-10=0

2
(x—1)2—1+(y+g] —%—10:0

3V 53
1) 2| =22
(x )+(y+2j 2
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VI1.23. Feladat: Szamitsa ki az egyenleteikkel megadott alakzatok metszéspontjanak

koordinatait!

a.) 4x+3y=76és3x-2y=1
4x+3y:7} /-2 = 8x+6y:14} Lol
3x-2y=1| /-3 = 9x-6y=3

17x =17
x=1
4-1+3y=7 = y=1
M (1;1)
b.) 7x+13y=50és —7x+11ly =-15
7x+13y =50 }
.+ 1I.
—/Xx+11ly=-15
24y =35
35

y=§

7X+13-3—5:50
24

168x +455=1200
168x =745

745

X=—0

168

(155,55
168 24
C) X*+y’—2x+2y-8=06sx—-2y=-5

X +y>—2x+2y-8=0
Xx-2y=-5] = Xx=2y-5

(2y—5)2+y2—2(2y—5)+2y—8:0
4y* —20y+25+y° -4y +10+2y—-8=0
5y —22y+27=0

22++/484-540

Yip = 10 D<0 = Az alakzatok nem metszik egymast!

d) (x+2)" +(y+2)" =4 ésx+2y+1=0

(x+2)2+(y+2)2 =4
X+2y+1=0| = x=-2y-1
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(—2y-1+2) +(y+2) =4
(1-2y) +(y+2)' =4
1-4y+4y* +y* +4y+4=4
5y?=-1

1 N .
y’ = “E Ellentmondas, nincs metszéspont!

VI1.24. Feladat: Hatarozza meg a haromszog cstcspontjainak  koordinatait, ha
oldalegyeneseik egyenlete:
a.) 2x+7y=31 —-5x+6y=-7es7x+y=-9

2x+7y:31} /5 = 10x+35y:155} .

-5x+6y=-7| [-2 = -10x+12y=-14
47y =141
y=3
2X+7-3=31
X=5
A(5;3)
2x+7y:31} = 2x+7y:3l} ol
7X+y=-9 /-7 = 49x+7y=-63
47x =-94
X=-2
7-(-2)+y=-9
y=5
B(-2;5)
—5x+6y=—7} = —5x+6y=—7} n1
7X+y=-9| [-6 = 42x+6y=-54
47x =-47
x=-1
7-(-1)+y=-9
y=-2
C(-1-2)

b.) x-12y=-28, —8x+9y =-37 és 7x+3y =-22
Megoldés a VI.24./a. feladat alapjan!
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a) A(L1), B(-24), C(45)

b.)
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Fc(—l;Ej n, =AB=b-a(-33)
22 ¢
f.: —3x+3y=9
39
f,: —3x+4y=—
b y >
—-6x+8y =39
f.nf, =0
-3x+3y=9 | /-2 = -6x+6y=18 0|
—6x+8y =39 = —6x+8y=39| =
2y =21
!
2
—3x+3-2—1:9
2
—6x+63=18
—6X =-45
15
2
O(E;Z—le(l,l)
2 2

r:d(A,O):\/(§_ T{%_ jz :\/129+321:\/520

( 15)2 ( 21)2 530
Ki|X——=|+|y——| =—
2 2 4

A(6;9), B(-5;4), C(-21)

Megoldas a VI.25./a. feladat alapjan!
P(-2-1), Q(%-3), R(-3;6)
Megoldas a VI1.25./a. feladat alapjan!
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V1.26. Feladat: Adott a koordinata-rendszerben az A(9;—8)k62éppon‘u’1, 10 egység sugart

kor. Irja fel a kér P(L,—2)pontjdba huzhato érintéjénck egyenletét! Adja
meg ennek az érintének a meredekségét!

n,=PA=a-p(8-6)

e: 8x-6y=20

VI1.27. Feladat: Adott az x*+y*-6x+8y—-56=0 egyenletii kor és az

x—8,4=0
egyenletli egyenes.

a.) Szamitsa ki a kor és az egyenes k6z0s pontjainak koordinatait!
x> +y° —6Xx+8y-56=0
Xx-8,4=0| = x=8,4

8,4 +y?—6-8,4+8y—56=0

70,56+ y* —50,4+8y-56=0

y’+8y—-35,84=0

100y? +800y —3584 =0

v = —800+ /640000 +1433600 _ —800i1440{ y, =3,2
L2 200 200 y, =112

M, (8,4;3,2)
M, (8,4;11,2)

b.) Mekkora tavolsagra van a kor kdzéppontja az egyenestol?
X° +y>—6x+8y—-56=0
(x-3)"—9+(y+4) -16-56=0
(x-3)"+(y+4)" =81
r=9 = d(Ae)=9

V1.28. Feladat: Legyenek A(7;7) és B(0;0) egy egyenldszari haromszog alapjanak

végpontjai. A hdromszog C Csticsa rajta van az X°+y>+2x—2y—47=0
egyenletli koron. Szamitsa ki a C cstics koordinatait!
n, =BA=a-b(7;7)

33
2 2
7X+7y=49

X+y=7| = y=7-X
X2+ y?+2x—-2y—-47=0
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X2 +(7-x)" +2x—=2(7-x)-47=0
X2 +49-14x+ X +2x—14+2x-47=0

2x*-10x—-12=0
x> -5x-6=0

5425424 5+7 [x=6 y=7-6=1
%z = 2 2 _{xzzl y,=7-1=6
C,(6:1)
C,(L6)

V1.29. Feladat: Adott az A(—3; —1) és B(3;7) pont. Szamitsa ki, hogy az x tengely melyik
pontjabol lathato derékszogben az AB szakasz!

)
AF)=(-3-0)" +(-1-3)’ =O+16 =25 =5

SZECHENYI
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XXXII.  Megoldas (VII. fejezet)

VI1.1. Feladat: Végezze el a kijelolt miiveleteket, majd rendezze a tagokat fokszam szerint
csokkend sorrendbe!

a) (3x2—2x+1)—(x2—x—3)—(x2+5x—2)=
=3X" —2X+1-X* +X+3-X* -5x+2=X*-6X+6

b.) 2(y2—y+1)+3(y2+y—3)—4(y2+5y+2):
=2y* -2y +2+3y*+3y—-9-4y*-20y-8=y*-19y-15

c) (2x—4)(5-x)—(4x+2)(3+3x)=
=10X—2x* =20+ 4x—12x-12x* —6—6X = —14x* —4x — 26

d) (5x+1)(2x—1)-2{2-3[ 2x—(-x—3)+3]} -(6+5x)(2-X) =
(5x+1)(2x—1)—-2{2-3[ 2x—(-x—3)+3]}—(6+5x)(2-X)
=10X* —5X +2X —1-2{2—-3[2x+x+3+3]} 12+ 6X —10x +5X° =
=10x* —5X+2x—1-2{2—-6x—3x—-9-9} 12+ 6x—10x+5x" =
=10X* —=5X+2X-1-4+12x+6X+18+18—-12+6Xx 10X +5x" =
=15x* +11x+19

e.) (2x—4)2(5—x)=
=(2x-4)" (5-x) =(4%* —16x+16)(5— X) = 20x — 4x> ~80X + 16X* + 80— 16X =
=—4x° + 36X —96X +80

f) (X*—2x+1)(5-x)=

(x*—2x+1)(5- %) =5xX* = x> ~10x+2X* +5—x = —x*+ 7x" ~11x+5
2

g)

—

X% —3x ) +2(3-2x)(3+2%" ) —(4x+1)" =

(x2-3%)" +2(3-2x)(3+2x*) —(4x+1)’ =
X" —6x° +9x” +2(9-4x*)-16X" —8x~1=
=x*—6x>+9x* +18-8x* —16x* —8x—1=
=x*—6x>—15x* —8x+17
VI1.2. Feladat: Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket
a) (3x+1)(2-6x)=0

3Xx+1=0 v. 2-6x=0
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b.) (3+x)(2-2x)+(2-2x)=0
(2-2x)(3+x+1)=0
(2-2x)(4+x)=0

g

2-2x=0 v. 4+x=0
x=1 v X=-4

c.) (g—xzj(xz ~4)=0

——x*=0 v. x*-4=0

X:ig V. X==2

VI11.3. Feladat: Oldja meg a kovetkez6 egyenl6tlenségeket!
a) (x+1)(1-3x)(2-x)=0

i I:3X
& x+1
Mo {—l;ﬂu[Z;oo]
b.) (2x+6)°(1-x)’(4-x*)<0
(2x+6)° (1-x)’ (2-x)(2+x) <0
2-x
(0
(2x+6)
Mo.: [—o0;—2] U[1; 2]
c) (x2—4x+5)(x2—4x+4)(x2—4x—5)20
(xz—4x+5)(x—2)2(x—5)(x+1)20
15,
X*-4X+3

M-o. :- [—-oo; —lj U[5;0]
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VI1.4. Feladat: Alakitsa szorzatta az egyenletek bal oldalan allé kifejezéseket, majd oldja
meg az egyenleteket!
a) 2x*—3x*-3x+2=0
2x*+2-3x*-3x=0
2(x3 +1)—3x(x+1) =0
2(x+1)(x2 —x+1)—3x(x+l) =0
(x+1)(2(x2 - x+1)—3x) =0
g
x+1=0 v. 2x*-5x+2=0

=2
5+25-16 5+9 |
X:—l X1;2: = = 1
4 4 X, =—
2
b.) x}+3x*+3x+1=0
(x+1)3:0
Xx=-1

c) X' —4x*—x+2=0
X' —4x* —x+2=0

X* (X* —4)=(x-2)=0

X (x=2)(x+2)—(x+2)=
(x=2)(x* (x+2)-1)
(x— (x +2%° 1)
(x—2)( x+1 X2+ X— 1)
(x—2)(x+1)(x +x—1)

0

0

0 (x*+2x*—1)-nek x =1 gyoke = (x+1)-gyel oszthat6
0

0

()
Xx—2=0 V. X+1=0 Vv. XxX°+x-1=0
Xl_—l+\/§
144/ -
X=2 X==1 X1;2:£: 2
2 1-5
X, = >
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d) x*-4x*+3x*+4x-4=0
X' —4x3 +3x* +4x-4=0

X*(X* —4x+3)+4(x-1)=0

X —4x+3=0
_4+\16-12 % =3
2 2 x, =1

VIL.5. Feladat: Végezze el a két polinom osztasat!
a.) (x4 —8x% +16x° —7x—2) ; (x2 —3x+2)

(x4 —8x° +16x2 —7x—2):(x2 —3x+2) =x?-5x-1
—(x4 -3x° +2x2)

—5x3+14x* —7x
—(—5x3 +15x2 —10x)

x> +3x-2
—(—x2+3x—2)
0

Ell.:
(x2 —3x+2)(x2 —5x—1):
x* —5x% —x% —3x3 +15%% +3x + 2x2 —10x -2 =

x*—8x* +16x* —7x—2
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b.) (—8x3 — 27) :(2x+3)
(—8x° +0x* +0x—27):(2x+3) = —4x* + 6x—9
—(—8x3 —12x2)

12x* +0x
—(12x* +18x)
T
—(~18x-27)
0
c.) (llx3 —32+19x% +3x* — 28x) :(—4+3x)
(3x4 +11x° +19%* — 28x —32) 1(3x—4) =x*+5x" +13x +8
—(3x4 —4x3)
15x° +19x?
—(15%° - 20x°)

39x% —28x
—(39x* —52x)
24x 32
—(24x-32)
0
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XXXIV. Megoldas (VIII. fejezet)

VII1.1. Feladat: Hatarozza meg az 2a, =3— 2(—1)n sorozat 2018. tagjat és az elsé 2018 tag
0sszeget!
2a, =3-2(-1)"

)

1.5

G +a‘2n+l=§+§_3

1009

q+a,+a+...+a, +a, =3 (a, +a,_)=1009-3=3027
VI11.2. Feladat: Hanyadik tagja az alabbi sorozatnak a 30?

g.) a,=8n-18
8n-18=30
8n =48
n=6
h) b, _10n+20
3n-26
10n+20 _ 30
3n-26
10n+20=90n-780
800=80n
n=10
i) c,=[47-7n|
51—-7n|=30
51-7n=30 . 51-7n=-30
21="7n 81="7n
n=3 n= 87lellentmondé\s

159

SZECHENYI @
Eurépai Unié

Eurépai Szocialis

Alap

MAGYARORSZAG o ow o
PNl BEFEKTETES A JOVOBE

Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu

x

a2
=i




SZECHENYI

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

5 o
1. groun®™

j) d =n*-11n+18
n’-11n+18=30

n*-11n-12=0
L 11413 24,
114412148 1144169 | 2 2
1,2 - - _ _
2 2 n, = 113 _—2_ —1 ellentmondas
2 2
k.) e, =log,n
log, n=30
log, n = log, 2¥
0
n :230

f, ~60-sin "~
6

60-sin -~ =30
6

nz 1

sin— ==

6 2

hz_z o Nz _>7
6 6 6 6
n=>5

n=1 v
Megjegyzés: A forgasszdgekkel nem foglalkozunk 7 tobbszordsei miatt.
VII1.3. Feladat: Egy szamsorozat elsé eleme 2. Adja meg a sorozat elsd 6t tagjat, ha a

masodik tagtol kezdve igaz, hogy:

c) a,=5a,,+2
a =2
a,=52+2=12
a,=512+2=62
a,=5-62+2=312

a; =5-312+2=1562
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d) b, gbnl 2
b =2
b,=>.2-2-1
2
p=31-p-_1
2 2
SETRIRSE
272 4
3( 11 49
()

VII1.4. Feladat: Egy szamsorozatra teljesiil, hogy a =a, =1, tovabba a, =2a, ,-a, ,,
ahol n>3. Adja meg a sorozat 2018. elemét, és az els6 2018 tag Osszegét!
a=a-=1
a,=2a,-a =2-1-1=1
a,=2a,-a,=2-1-1=1

a,=2a, ,-a,,=2-1-1=1
2018

Y a =2018-1=2018
i=1

VII1.5. Feladat: Egy szamtani sorozat differenciaja —7, els6 tagja 5. Adja meg a sorozat
kovetkezo tagjait:
a.) ay
a,=a +(n-1)d
a, =5+(20-1)(-7)=5-133=-128
b) ay
a,=a +(n-1)d
a;, =5+(51-1)(—7)=5-133=-345
C.) 8y,
a,=a +(n-1)d
8y, =5+(321-1)(-7) =5-133=-2235
d.) ay,
a,=a +(n-1)d
a, =5+(2018-1)(-7)=5-133=-14114
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VII11.6. Feladat: Egy szamtani sorozat differenciaja 7’ elsé tagja 20. Hanyadik tagja a
sorozatnak a kovetkezd szdm:

a.) 95
3
95=20+(n-1),
380=80+3(n-1)
300=3(n-1)

100=n-1
n=101

b.) 191
191=20+(n-1),
764=80+3(n-1)

684 =3(n-1)

228=n-1
n=229

c) 935
935:20+(n—1)§
3740=80+3(n-1)
3660 =3(n—1)

1220=n-1
n=1221

d.) 3353
Az el6z6 feladat alapjan:

tagjat!
a,, =—74 } a,+41d =-74 } .
a;;, =—104 a, +56d =-104
15d =-30
d=-2
a,+41-(-2)=-74
a =8
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VI11.8. Feladat: Egy szamtani sorozat harmadik és nyolcadik tagjanak Osszege 34, a

masodik ¢és a tizenegyedik tag Osszege 46.
a.) Adja meg a sorozat elsé tagjat!

a,+a,=34 a+2d+a,+7d=34 2a,+9d =34 I
a,+a, =46 a+d+a +10d=46] 2a +11d=46

2d =12

d=6
2a,+9-6=34

a =-10

b.) Adja meg a sorozat differencijat!
d=6

c.) Adja meg a sorozat 111. tagjat!
a,=a +(n-1)d
a,;, =—10+110-6
a; =650

d.) Adja meg a sorozat elsé 41 tagjanak az 6sszegét!
;- [2a,+(n-1)d ]-n
2
[2(-10)+40-6]-41
Sy = 2 =

VI11.9. Feladat: Egy szamtani sorozat elsé ¢és negyedik tagjanak 0sszege 38, a hetedik és a
harmadik tag kiilonbsége 16.
a.) Adja meg a sorozat 73. tagjat!

a1+a4:38} a,+a, +3d =38 } 2a1+3d:38}

510

a,—-a,=16] a +6d-a-2d=16

4d =16
d=4
2a,+3-4=38
a =13
a,=a+(n-1)d
a,=13+72-4
a,, =301

b.) Adja meg a sorozat 51. és 29. tagjanak a kiilonbségét!
a,; —a,; =a,+50d —a, —28d =22d =88
C.) Adja meg a sorozat els6 999 tagjanak az 6sszegét!

S :[2a1+(n—1)d]~n

n

2
2.1 4.
5999:[ 3+998:4]:999 00
2
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VI11.10. Feladat: Egy szamtani sorozat esetén ismertek a kdvetkezd Osszefliggések:

ag-a,, =—25¢és a,+a, =10

Hatarozza meg a sorozatot, azaz adja meg a sorozat elsd elemét, differencidjat és

altalanos tagjat!

a5-a10:—25} (a,+4d)-(a,+9d)=-25

a,+a; =10 a,+d+a +7d=10
+4d)-(a,+9d)=-25

(3 +4d) (2 +90) o

2a,+8d =10 & =—>

(10280' +4dj-(10;8d +9d] =-25

(lO—Sd +8d)[10—8d +18sz_25

2 2

5.10+1Od _ o

2
10+10d =-10
10d =-20

d=-2
10-8(-2
=_2( ) _13

a, =13+(n-1)-(-2)

VIII.11. Feladat: Adott két egész szam 6 és az 1623.

a.) Iktasson be a megadott szamok kozé két szamot ugy, hogy azok a megadottakkal

egyiitt egy szamtani sorozat szomszédos elemei legyenek!

a =6; a,; a,; a,=1623
o cltd) 5 643
2 2
_a,+a, _8,+1623
% 2 2

6*;‘%1623
aszf

_ 3252 +a,

===
3a, =3252
a, =1084
d =a, —a, =1623-1084 =539
a,=a,—d =545
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b.) Szamitsa ki az adott szamok altal meghatarozott zart intervallumba esé néggyel
oszthato szdmok 0sszegét!

[6,1623]

a==8

a, =1620

d=4
n=1620:4-1=404

= (a1+a4;4)-404 _ (8+16220)~404 P

VII1.12. Feladat: Egy szamtani sorozat elsé tagja 56, differencidgja —4. Szamitsa ki n
értékét, és a sorozat n-edik tagjat, ha az els6 n tag 6sszege 408.
a, =56; d=-4; s =408

S =[2a1+(n—1)d]-n

" 2
2-56+(n-=1)-(-4)|-n
2
816=119n—-4n*> /:4
204 = 29n—n?
n’>—-29n+204=0
L2945 .
29++/841-816 29++25 |tT
1,2 — - - _
2 2 n2:292 5:12

. eset (n=17): a,, =a,+16d = a, =56+16(—-4)=-8
Il. eset (n=12): a, =a,+12d = a,, =56+11(-4)=12

VII1.13. Feladat: Egy derékszogli haromszdg oldalainak mérdszamai egy szamtani
sorozat szomszédos elemei. Mekkordk a haromszog szogei?

a=b-d; b; c=b+d
(b+d) =(b-d)’ -b?
b?+2bd +d? =b? - 2bd +d? —b?

2bd = —2bd —b?

4bd +b* =0

b(4d +b)=0

b=0 V. 4d+b=0

ellentmondas v. 4d=-b = b=-4d = d<0
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. ¢ -4d+d 3
siny=—-= =—
a -4d-d 5

y=36,87° = [ =5313°

VII1.14. Feladat: Egy mértani sorozat hanyadosa —2, els6 tagja 10. Adja meg a sorozat
kovetkez0 tagjait:

a.) a
a,=aq’ =10(-2)" =160
b.) a,
a,, =aq* =10(-2)"
C.) @y
= 30" =10(-2)"
d.) a,,

Qg = A0 2 = 10(_2)

2017

VII1.15. Feladat: Egy mértani sorozat hanyadosa %, elsd tagja 4. Héanyadik tagja a

sorozatnak a kovetkezd szam:

a) 1 b.) 0,25 c.) 0,0625
an — alqn—l

n-1 n-1
. Q25=4~(1] Qoezsz4.(1j
1-4 (1j 2 2
2 1
1

1 1 n-1 i_ 1 n-1
16 2 64 (2

VII1.16. Feladat: Adottak a kovetkezé szamok: 1,8,22. A szamokhoz ugyanazt a valos
szamot hozzaadva egy mértani sorozat harom egymast kovetd elemét

kapjuk. Hatdrozza meg a sorozatot, azaz adja meg a sorozat els6 elemét,
hanyadosat ¢€s altalanos tagjat!

a=1+x
a,=8+X
a,=22+X
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Meértani sorozat:
8+x=/(1+x)(22+x)
64+16X + X2 =22+ 23X + X2
42 =7x
X=6
a=7 a,=14; a,=28
VII1.17. Feladat: Egy mértani sorozat harmadik és negyedik tagjanak Osszege 80, az
otodik és a harmadik tag kiilonbsége 240. Hatarozza meg a sorozatot,

crer

a,+a, =80 } a,q> +a,q° =80 } 3,9’ (1+q)=80 } .

3-8,-240) ag‘-ag’=240) ag’(q’-1)=240] I
2
q _1:3
1+q
(a-1)(a+1) _,
1+q
q-1=3
g=4

VI11.18. Feladat: Egy mértani sorozat elsé tagja 5, masodik és harmadik tagjanak dsszege
10. Adja meg a sorozat els6 7 tagjanak Osszegét!

a, =5 a,=5 a=> 1.
a,+a,=10] ag+ag®=10] a(q+q’)=10[ I.

q°+q=2
q°+q-2=0
-1+3
1xli8 1x4o | BT
Go=—— == = I
2 2 -
l.esetq=1
S,=5.7=35
Il.esetq=-2
a(q"-1) 5((-2)'-1) _gs5
S,=——L: = S, = =22 -215
q-1 21 -3
167
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VII1.19. Feladat: Egy-egy mértani sorozat
Osszefliggések. Hatarozza meg a sorozatot, azaz adja meg a sorozat elsé
elemét, hanyadosat ¢és altalanos tagjat!

. a+a,=15
7 a,+a, =60
a+aq=15]  a(l+q)=15| |
aq’+a0°=60] ag’(l+q)=6
q° =
q=+/4=+2
l.esetq=2
a+a-2=15
a =3
Il. esetq=-2
a+a,-(-2)=15
a =-15
b) a1+a2+a3:57}
a +a,=15
a, +aq+agq =57 a(l+g+q’)=57
a, +2,0° =60 a,(1+9*) =60
1+9° 60
1+q+q> 57

tagjaira

57 +579% = 60 + 60q + 60>

39°+609+3=0
q°+20q+1=0

o) a, +a, =160 }

a; +a, =1215

a, +2,q =160 a (1+q)=160
aq°+aq°=1215] ag’(1+q)=1215

s 1215 243
160 32
s 243 (3Y
-2-(3
3
172
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VI11.20. Feladat: Igaz-e, hogy a kovetkezd szamok egy mértani sorozat egymast kovetd
tagjai?
a.) 32; 24;18

24=./32.18
24=./576

24 =24
b.) 16; 40; 100

40=+/16-100
40=+/1600

40=40
VII1.21. Feladat: Egy derékszogii haromszog oldalainak mérészamai egy mértani sorozat
szomszédos elemei. Mekkordk a haromszog szogei?

a=—; b; c=bq
2
bzqzz%+b2
qzzq—12+1
q*=1+9°
q*-q°-1=0
2 _1+\/§
g tELed ="
: > B
a’, 1 £/§ ellentmondas g*>0
I.esetq:%
2
b
sinoc:i:i2
bg q
. 1
Sina = = a=3817° = B=90°-a=5183°
1+5 B
2
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VI11.22. Feladat: Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak osszege 6. Ha az els6 taghoz
5-6t, a masodikhoz 2-t, a harmadikhoz 1-et adunk, egy mértani sorozat
harom szomszédos elemét kapjuk. Hatarozza meg a sorozatokat, azaz
adja meg a sorozat els0 elemét, differenciajat vagy héanyadosat és
altalanos tagjat!

a+a,+a,=6
a,+2=/(a,+5)(a, +1)

a+a+d+a+2d=6

a,+d +2:\/(a1+5)(a1+2d +1)
3a, +3d =6 = a+d=2=d=2-a
a,+d +2:\/(a1+5)(a1+2d +1)
a1+2—a1+2=\/(a1+5)(a1+2(2—a1)+1)

4=(a,+5)(5-4)

16=25-a’

a’ =9

a =13
l.eseta, =3
d=2-a=-1
A=a+5=8
A2=a2+2=4}:>q:§:£
A=a,+1=2 A 2
Il. eseta, =-3
d=2-a,=5
A=a+5=2
A2=a2+2=4}:>q=§=2
A =a,+1=8 A,

VII11.23. Feladat: Egy mértani sorozat masodik tagja 12. Ha a sorozat elsé tagjahoz 4-et, a
masodikhoz 3-at, a harmadikhoz pedig 1-et adunk, egy szamtani sorozat
egymast kovetd elemeit kapjuk. Hatarozza meg a sorozatokat, azaz adja
meg a sorozat elsd elemét, differenciajat vagy hanyadosat és altalanos

tagjat!
A =12
A+4+A+1
+3=——
& 2
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A =12

i+4+A2q+1
A +3= g
12

—+4+129+1
12+3="3

2

2
30=E+12q+5
q

300 =12+129° +5q
0=129° - 25q+12

32 4
 25:J625-576 25449 |17 3
" 24 24 q 183
24 4
4
l.esetq=—
173
_A_12
Aty
3
a=A+4=13
a,=A+3=15,=>d=a,-a =2
a,=A+1=17
3
Il.esetq=—
=3
A 12
Aty
4
a=A+4=20
a,=A+3=15,=>d=a,-a=-5
a,=A+1=10

VI11.24. Feladat: Ha elhelyeziink a bankba 200000Ft-ot évi 6%-0s kamatra, és a kamat is

kamatozik 10 éven at, akkor a 10. év végén mekkora Gsszeget vehetiink
ki a bankbo6l?
Képlettel:

10 10
T,=T, 100+p Y- _ 200000 - 100+6 1 _ 358169, 53Ft
100 100
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Levezetve:
Ev Ev eleje Ev vége
1. 200000 1,06-200000
2. 1,06-200000 1,06-1,06- 200000 =1, 062 - 200000
3. 1,062 - 200000 1,06-1,06% - 200000 =1,06° - 200000
10. 1,06° - 200000 1,06-1,06° - 200000 =1, 06" - 200000

T =1,06"-200000 = 358169, 53Ft
VII1.25. Feladat: Egy csalad a megtakaritott 800000 Ft-jat két évre bankba szeretné
helyezni kamatos kamatra. Hany szazalékos volt a kamatlab az elsd év
folyaman, ha a bank ezt a kamatlabat 3%-kal ndvelte a masodik évben,
¢s igy a masodik év végén 907200 Ft-ot vehetett fel a csalad?

Levezetve:
Ev Ev eleje Ev vége
1. 800000 100+X 250000
100+(x+3
100+X 850000 I(()o +3) -101%; X 800000 = (103+ x) - (100+ x) -80

(103+x)-(100+ x)-80 = 907200
(103+x)-(100 + x) = 11340
10300+103x +100x + x* =11340
X? +203x~1040 =0

~ —203+213 5
X, = —203++/41209+ 4160 ~ —203+ 45369 3 %= 2 B
2 - - _ _
2 2 X, = M =-108 ellentmondas

2

VII1.26. Feladat: Hany ¢év alatt novekszik haromszorosara egy bankban elhelyezett
betétiink, ha az éves kamat 6,4% és az évek alatt nem valtozik!

Képlettel:
3T, =T, 100+6,4 _ 3o 100+6,4
100 100
100+6,4Y 100+6,4
lg3=Ilg| ————| = Ig3=n-lg| ———
o3-1g 27| = tg3=n-ig 2]
Ig3

= Ig(loo—+6,4) ~ 17, 7 azaz 18 éV alatt
100
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Megoldas (I1X. fejezet)

. Feladat: Igazolja, hogy egy 25 fOs tarsasagban mindig van legalabb harom olyan

ember, aki ugyanabban a hénapban iinnepli a sziiletésnapjat?
Skatulyaelv alapjan:

12 hénap mindegyikbe 2-2f6 = 6sszesen 2416, de 25-en vannak
U
Valamelyik honaphoz 3 6.

Feladat: Egy iskola 470 tanuldja 16 osztalyban tanul. Bizonyitsa be, hogy van
legalabb egy osztaly, amelynek 1étszama eléri a 30-at!
Skatulyaelv alapjan:

16 osztaly mindegyikbe 29-29f6 = 6sszesen 46416, de 470-en vannak
U
Valamelyik osztalyba legalabb 30 f6.

Feladat: Igazolja, hogy a 2 egység oldali négyzetben barhogyan is helyeziink el 6t
pontot, lesz kozottiik legalabb két olyan, melynek tavolsaga legfeljebb

J21

Skatulyaelv alapjan:

Négy pontot el tudunk gy helyezni az abran, hogy barmely két pont kiilonb6zo
egységoldalil négyzetbe essen, de 6t pontunk van = sziikségképen lesz egy négyzet,

amelyben két pont van, melyeknek a tavolsaga legfeljebb J2.

Feladat: Egy 32-es létszamt osztalyban év végén hét tanulénak volt jelese
matematikabol, 12 tanulonak pedig torténelembdl. Négyen mindkét
targybol jelest kaptak. Hany olyan tanul6 van ebben az osztalyban, akinek
matematikabdl és torténelembdl sem volt jelese?

Torténelem

u|=32

, _ —32-15=17
| Torténelem U Matematika| =15
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IX.6. Feladat: Hany darab kétjegytli pozitiv egész szam van, amely nem oszthat6é sem 3-
mal, sem 5-tel, sem 7-tel?
U={x:xeZ A10<x<99}

U] =90
A={x:xeU A 3|x}

B={x:xeU A 5]|x}
C={x:xeU A7|x}
|A|=30

|B|=18

c|=13

|ANB|=6
|ANC|=4
IBAC|=2
|AnBNC|=0

Logikai szita-formula:
|AUBUC|=|A+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC]|
|AUBUC|=30+18+13-6-4-2+0=49
[AGBUCu|=|U|-|AUBULC|=90-49=41

IX.7. Feladat: Hany elemi lehet egy 20 és egy 15 elemii halmaz unidja?

|A| =20
|B|=15
20<|AUB|<35
IX.8. Feladat: Egy futoverseny nyolc induldja hanyféle sorrendben érhet be a célba?
P, =8!
IX.9. Feladat: Van 3 piros, 2 fehér, 5 zold golyonk. Hanyféle modon tudjuk ket sorba
rendezni?
0 = 2!-13?!-! T

IX.10. Feladat: Egy sakkversenyen egy versenyzonek az 5. fordul6 utan 3,5 pontja van.
Hanyféleképpen érhette el az eredményét, ha azt is figyelembe vessziik,
hogy milyen sorrendben szerezte pontjait?

Nyertes parti: 1pont
Dontetlen: 0,5pont
3,5=0,5+0,5+0,5+1+1
P> = S 10

213!
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IX.11. Feladat: Az alabbi elrendezésbdl hanyféleképpen olvashatd ki a BUDAPEST sz,
ha csak jobbra és lefele 1éphetiink?

>UCwW
T >»>0C
m o X>» 0O
»wmo>
—unmDo

Négy lépés jobbra, harom Iépés lefele. Osszesen 7 lépés
Egy lehetséges kiolvasas lépései:

BELL gL
|
ia_ I35
41.31

Maésodik megoldas (Pascal haromsz6g)
Bl Ul Dl Al Pl
Ul D2 A3 P4 ES
Dl A3 PG ElO SlS
Al P4 ElO SZO T35
IX.12. Feladat: Egy futoverseny nyolc induldja kozott hanyféle modon oszthatd ki az

arany-, eziist- ¢s bronzérem?
I
V3= 8!
(8-3)!
IX.13. Feladat: Hany 13-tippes totoszelvényt kell kitolteniink, hogy biztosan legyen
telitalalatunk?
V313(i) _ 31
IX.14. Feladat: Szabalyos dobokockat kétszer feldobunk. Az eredményeket egymas mellé
irva hany kétjegyli szamot kaphatunk?
V2 =62 =36
IX.15. Feladat: Hany olyan haromjegyi szam van, amelynek minden jegye paratlan
(paros)?
Minden jegye paratlan:

{1,3,5,7,9}

v —5% =125
Minden jegye paros:
{0,2,4,6,8}

10> 10' 10°

4db 5db 5db
4.v2) = 4.52 =100

=336
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I1X.16. Feladat: Hany rendszamtabla készitheté 24 betii és 10 szamjegy felhasznalasaval,
ha a rendszam 3 betibdl €s 3 szdmjegybdl all?

VDLV = 24°.10% =13824000
IX.17. Feladat: Hany pozitiv osztoja van a 210-nek?
210(2
1053
3515
7

210 _ 21+1/~2 .31+1/~2 . 51+1/-2 .7l+1/2
Osztok szama: 2-2-2-2=2" =16
IX.18. Feladat: Hany htizasi eredmény lehetséges a hagyomanyos lottoban?
90 I
Co = = St = 43949268
5 ) 5185!
IX.19. Feladat: Hany k elemii részhalmaza van egy n elemii halmaznak? Osszesen hiny
részhalmaza van a kérdéses n elemii halmaznak?

- g
@{D*(Z]*---(nil}[ﬂj ~(141) =2

I1X.20. Feladat: Bizonyitsd be a binomialis tételt!
Bizonyitas a XXII. fejezet alapjan!

k k—

: n n-1
IX.21. Feladat: Bizonyitsd be, hogy = 1 + c

n-1
[ j! Rajzold fel a Pascal-

haromszoget!

n-1) (n-1) (n-1)! (n-1)t

[k—l}{ k j_(k—1)!.(n—1—(k—1))!+k!-(n—l—k)!_

_ (n-1)! .\ (n-1)! _

(k=1)t(n—k)! kt(n-1-k)!

_ (n-1)Lkt(n-1-k)! .\ (n-1)t(k-1)t(n-k)! _

k!(k-1)L(n—k)*(n-1-k)! k!(k-1)t(n—k)*(n—-1-k)!

(n—l)!-k!-(n—1—k)!+(n—1)!-(k—1)!~(n—k)!=
k!(k-1)t(n—k)*(n—-1-k)!
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Kl (n—k)!
—

(n—1)| k(k-1)}(n—k -1)+ (k-1)+ (n—k)(n—k —1)!

KI(k—1)k(n—k)+(n—1—K)!

_(n=1)+(k-2)k(n—k-1)!(k+(n—k))

KI(k—1)k(n—k)+(n—1-k)!

) k('n(_nl—)lkr;l B k!-(r?!—k)! :[E)

Pascal haromszog:

0. szint 1
1. szint 11
2.szint 1 2 1
3. szint 13 3 1
4, szint 146 4 1
) n n n n n
n. szint

n

1X.22. Feladat: Ha n adott egész szam, akkor (k

j mely k értékre lesz maximalis?
l. eset, ha n =2k alaku:

max: (:} k!‘(:!_k)!: k!r-]:d

Il. eset, ha n =2k +1 alaku:

o () s

IX.23. Feladat: Hanyféleképpen lehet 100 tanulot 25 fés osztalyokba beosztani, ha az
osztalyok sorrendje nem szamit?

100) (75) (50) (25
(o) o)) 2
IX.24. Feladat: Az 0Osszes lehetséges modon kitoltott lottoszelvények kozott hany
négytalalatos van (és 3, és 2)?

5) (85
Négy talalatos szelvények szdma: (4}[ . J

5) (85
Harom talalatos szelvenyek szama: [3}( ) j

5) (85
Két talalatos szelvények szama: (ZJ{ 3 j
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IX.25. Feladat: Ha a viragboltban hétféle viragot arulnak, hanyféleképpen lehet Gtszalas
csokrot valasztani?

n: virdgok szama

k: csokorban 1évé viragok szama
n="7

k=5

cHi_ n+k-1)_(11)_ 1w o
Kk 5) 56!
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5 o
1. groun®™

XXXVI.
X.1. Feladat:
halmazan!
a.) sinx==
) 2
sin X —1 X _Z
° 2 7 6

. eset (els6 negyed)
X1:X0+k27z:£+k27r

, .6 k.\1eZ
I1. eset (mésodik negyed)
X, =7Z—X0+k272'=71'—£+k27f=?ﬂ+|27f

b.) cosx=-1
cosX,=-1 X, =7
X=X +K2r=mr+k27x keZ

c.) 2sinx= 2
sinx = —Q
sinx, = Q Xy = z
2 4
I. eset (harmadik negyed)

X3=7r+xo+k27z=7z+£+k27z=—ﬂ+k27r
4 4
k,1eZ

I1. eset (negyedik negyed)
X, =27 — X%, + K27 = 27r—%+k27r=77[+|27z

d.) sin2x=—§
Sin2x=—£ sinxozﬁ XO=Z
2 2 3

I. eset (harmadik negyed)
2X, =T+ X, +k27r=7z+%+k27r=?ﬂ+k27z

X3:4—7[+k7z:2—7z+k7z
6
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I1. eset (negyedik negyed)

2x, :2;z—x0+k2n=27z—%+k27z=5§+|2ﬁ

5r
X,=—+I7

6

k,1eZ
e.) sin(2x+£}:1
3 2
sin X —1 X -z
2 7 6

I. eset (els6 negyed)

T T
2x1+§:x0+k27z:€+k27z
T
2x, =——+k2
% 6 a

T
S
X 12+ V/4

o k,l eZ
I1. eset (masodik negyed)

2X2+£:7Z—XO+k27r:7r—%+k27r=5%+|27r

COS X, =
I. eset (els6 negyed)

V4 T
x1+§:x0+k27zzz+k27z
X, = - vk

2 kleZ
I1. eset (negyedik negyed)
X4+£:27z'—x0 +k2r = 27r—£+k27r:7—7[+|27r

3 4 4

17z

X, +127

180

SZECHENYI @
Eurépai Unié

Eurépai Szocialis

Alap

MAGYARORSZAG = S
PNl BEFEKTETES A JOVOBE

Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu

x
et
==



e

AL grgng

SZECHENYI

5, €
7,

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

g.) 4cos’x=1
coszx:1 = cosx:J_r1
4 2
T

Xo:§
Ha cosx:1
2

I. eset (els6 negyed)

x1:x0+k27r:%+k27z

) k,leZ
I1. eset (negyedik negyed)
X, =27r—X0+k27r=27z—%+k27z=5?ﬂ+|27z
Ha cosx:—1
2
I. eset (masodik negyed)
X, :7r—X0+m27r:7z—z+m27z:2—”+m27r
3 3 m,nez

I1. eset (harmadik negyed)

Vs 4r
X, =7z+XO+n27z=7z+§+n27z=?+n2ﬂ

h.) sinz(x—fj _1
6 4

sinz(x—%j:% = sin(x—%]zi

Ha sin(x—zj:1
6) 2

. eset (els6 negyed)

N |-

T T
Xl_E:XO—i—kZﬂ-:E—l_kZ”

X1=2—ﬁ+k27r=£+k27r
6 3

L K, eZ
Il. eset (masodik negyed)

X2—£=7Z'—XO+k272'=72’—£+k272’=5—7[+|272'
6 6 6

X, :6—7[+|27r:7r+|27r
6
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. eset (harmadik negyed)

Xg—z=7z+xO +m27r=7r+z+m27r=7—”+m27r
6 6 6

X, =8—ﬂ+m27r=4—7z+m27r

6 . 3 mneZ

1. eset (negyedik negyed)

X, —% =27 — X, +N27 = 272'—%+ n2ﬂ=%+ n2z

X, :12?7[+n27r:27[+n27r

i) cosz(Zx + Zj =
3

cos? (Zx + Zj =
3

Ha COSXZ1
2

NG

Vi 1 1 T
= COS| 2X+— |=%x= = COSX,=— = X,=—
3 2 3

. eset (els6 negyed)

T v
2% +—=X,+ k27 ==+k2x
gt 3

2x, =0+k27
X, =0+kz
I1. eset (negyedik negyed) kleZ

2X4+%:27r—X0+k27r:27r—%+k27z:5?ﬂ+|27z

2X, =4—7T+|27z

A 2r
X, =—+Ilr=—+I7
3
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Ha cosx = 1
2
. eset (masodik negyed)

2X2+£=72'—X0+m27r:7t—£+m27r:2—7[+m27r
3 3 3

2X, =2 im2r
3

T
X, =—+mMx
6
I1. eset (harmadik negyed)

2x3+£:7r+x0+n27z=7z+£+n27r:4—”+n27r
3 3 3
3

2X3:?+n27z:7z+n27z

T
X; =—+N7
2
J.) sinx=siny
X, =Y+2kr
X,=r—-y+2lr
k.1eZ
k.) sinx=cosx

. T
cos X =sin| =—x

5
. . T
sinx =sin| ——x

5

X:Z—X+2k7t
2
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9_;:_3)(2 =m-w+X,+2r
2

—4X, = —9—7T+2I7z

Or Ir
X, = — +—

8 2
k,1eZ

m.) sin2x—cosx =0
2sin xcosx—cosx =0

cosx(2sinx-1)=0

)

cosx=0 V. 2sinx-1=0

T ) 1
X==—+mrx sinx==

2 2
sin X —1 X _Z
° 2 % 8

. eset (els6 negyed)

X1:X0+k27z:%+k27r

o m,k,l eZ
I1. eset (mésodik negyed)

X, =7r—XO+k27r=7r—%+k27z=5§+|27z

1 .
n.) 4cosx=——sinx =0
sinx

4cosxsinx=1

2-2cosxsinx =1
2cosxsinx:l
2

sin 2x=1
2
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. eset (els6 negyed)

2x1:x0+k27z:%+k27z

T
=—+k
WER T

.y k,1eZ
I1. eset (méasodik negyed)

2X, =7z—xo+k27r=7r—%+k27z=5§+l27z

X2=:5L—72[+|7r

0.) sin’x=2sinx+3
Legyen a=sinx

a’=2a+3
a’-2a-3=0

2+J4+12 2+16 [a,=3ellentmondas
2T 22 :{ a, =-1
sinx=-1

X=%T+k27r keZ
p.) cos® X +4cosx = 3sin® x
sin? x+cos® x=1 = sin® x=1-c0s* X
cos? X +4Cos X = 3(1—cos2 x)
cos® x+4cosx =3—3cos? x
Legyen a=cosX
a’+4a=3-3a°
4a’ +4a-3=0

10 ,
 4+16+48 2464 . a =g ellentmondas
e 8 8 L6 3

28 4
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0.) 2cos’ X =4-5sinx
2(1—sin2 x) =4-5sinx
2-2sin? x=4-5sin x
0=2sin? x—5sin x+2
Legyen a=sinx

X.2. Feladat:  Adja meg azoknak a 0° és 360°kozotti o szogeknek a nagysagat,
amelyekre igaz az alabbi egyenléség:

. 1
a.) sina==
2

sing, :% o, =30°

. eset (els6 negyed)

a, = o, =30°

I1. eset (mésodik negyed)
a, =180°-30° =150°

b.) cos’a = 1
4

cosoc:i1
2
o, =60°
Ha COSO(:1
2

. eset (els6 negyed)
a, =60°
I1. eset (negyedik negyed)
a, =300°
Ha cosa = 1
2

. eset (masodik negyed)

a, =120°
I1. eset (harmadik negyed)
a, = 240°
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SZECHENYI

c.) sina=0

a,=0°% o, =180°% a, =360°
d.) cos’a =2cosa +3

cos’ @ =2cosa +3

Legyen a=cosa

a’=2a+3

a’-2a-3=0
_zim_zi@_{
o2 2
cosa =-1

a =180°

e.) cos2a=sina
cos’a—sina =sina
1-sin*a—-sina =sina
0=2sin*a+sina -1
Legyen a=sina
0=2a’+a-1

a1;2 =

sina=-1
a=270°

a ,= 3 ellentmondas

a,

~1+1+8 1+.9 [a,=2ellentmondas
2 2 a, =

X.3. Feladat:  Adja meg az Osszes olyan forgasszoget fokokban mérve, amelyre

2sin x
F(x)= cos’ X

cos’x =0
cosx=0

T
X#—+kr

ET.: XeR\{%+k7[, keZ}

fliggvény nem értelmezhetd! Valaszat indokolja!

X.4. Feladat:  Adja meg az alabbi allitasok logikai értékét (igaz vagy hamis)!

a.) Az x—sinx xeR fliggvény periodusa 27 . IGAZ
b.) Az x>sin(2x) xeR fiiggvény periddusa 277 . HAMIS

C.) Van olyan derékszogili haromszog, amelyben az egyik szog szinusza ] IGAZ
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. . 1
d.) Ha egy haromszog egyik hegyesszogének szinusza > akkor a haromszog derékszogii.

HAMIS

e.) A derékszogii haromszognek van olyan szége, amelynek nincs tangense. IGAZ
f.) A derékszogii haromszdgnek barmelyik szogének értelmezziik a koszinuszat. IGAZ

g)Az f:RoR, f (X) =sinx fiiggvény paratlan fiiggvény. IGAZ

h)Ag:R—>R, g (X) =Cc0s2x filiggvény értékkészlete a [—2; 2] zart intervallum.
HAMIS

i.) Ah:R—>R, h(X) =CcosXx fliggvény szigoriian monoton novekszik a [_%-f} zart
intervallum. HAMIS

X.5. Feladat:  Hatdrozza meg a kovetkez, valdos szamok halmazan értelmezett
figgvények értékkészletét!

a.) X+ 1+cosx
EK.: ye[0;2]
b.) Xx+>sinx—-2
EK.: ye[-3-1]
C.) X+>2C0SX+2
EK.: ye[0;4]
d.) x+>—3sin(2x)-1
EK.: ye[— 4;2]
e) X = (smx 1)
11
EK.: —=;=
ye{ 2 2}
f.) XHSin(X—%j—FZ
EK.:ye[13]
g.) xne2-cos[x+%j+l

EK.: ye[-13]
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X.6. Feladat:  Hatarozza meg a kovetkez6, valés szamok halmazan értelmezett
fliggvények értelmezési tartomanyat
J1-cos? x
a) Xpop+t——
2
1-c0s®* x>0
1> cos® X
vxelR
COS 2X
b.) X
ctgx—tgx
COS 2X
ctgXx—1tg X
sinxz0 és cosx=0 és ctgx—tgx=0
1
X, # k7 x2¢£+lzz ——tgx=0
2 tgx
1-tg°x =0
1#1tg®x
+1#1tgx
v
Xy #—+ M7z
T
X, #——+N7
4
1-cosx
C.) X .
tg x—sin x
1-cosx
tg Xx—sin x
cosx=0 és tgx—sinx=0
sinx .
x1¢£+k;z ——-—sinx#0
2 COS X
sinx—sinxcosx = 0

sinx(1—cosx)#0

g

sinxz0 v. 1-cosx#0
X, =7 1+ cosx
X, # M7
k., meZ
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COS 2X
RS
sinx(1—ctgx)
sinx=0 v. 1-ctgx=0

X.7. Feladat:  Szamologép hasznalata nélkiil adja meg a kovetkezd kifejezések pontos

értékeét!

a.) 2c0s60°—sin45°+c0s45°+2-sin30° =

1 V2 N2 ,1_,

_2___ N

2 2 2 2
sin30° +sin 45° +sin 60° +sin 90° 4+ cos 30° 4+ cos 45° 4+ cos 60° +c0s 90° =

:1+£+ﬁ+1+@+£+l+0:2+\/§+\/§
2 2 2 2 2 2
C0s60°—sin60° _

b.)

C.
) sin60° +cos60°
1 3 1-B 2
22 _ 2 _1-V3B-1_ 31431 (V3
V3.1 B4l B+143-1 341 43-1 2
2 2 2
d) cos45°-sin45°_
7 2-tg45°-3
V242 2
_2 2 _4_1
2-1-3 -1 2
X.8. Feladat:  Oldja meg a kovetkez6 egyenl6tlenségeket!
a.) sinx>0
i TN x
“UE /;v 5 5 4 .\\; 3 . v
0+k2r <x<m+k2r, KeZ
b.) tgx<«f
? ‘ | ! | |
Y T
. 0
7 7 ’ / ;
/ ,ﬂ/ 4/*‘. .(!{: 7 : ve
/ / V / /
/ [ [N [
| [ I ! |

—Z+k27r<x<%+k27z, keZ
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2
c.) cosxz£
2
N2 A b / ¢

Zik2r<x<Zikon, keZ
2 4

d) ctgx>-1

ENEELNEEAVERANERNERN
\ \ X \ y !
\ \ \ \ \
\ l \ 1 |
0

+k7r<XS37ﬂ-+k7r, keZ

e.) cos(Zx + %) >0

AN /N LN N
/ N /4 3\ /- i \J \\)/ b

_3_7[+k7r§xs£+k7z, keZ
8 8

f.) 2-sin(§—£J§—1
2 3

" \\ g // N~ x
FESEPSE TP T TS S e e TS T 4
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XXXVII. Megoldas (XI. fejezet)

XI.1. Feladat: Oldja meg a valds szamok halmazan a kdvetkez6 egyenleteket!
a) 2(2x-11)-5(2x+3)=7(4-x)
2(2x-11)-5(2x+3)=7(4-x)
4x—22-10x-15=28-7x

—6x—-37=28-7x
x—37=28
X =65
Ell.!
2 1
b.) §(5x—3) :E(3X+5)
4 3

€(5X—3) = €(3X+5)

4(5x—3) = 3(3x+5)
20x-12=9x+15

11x-12=15
11x =27
27
X=—
11
Ell!

c.) 3(4-x)=2[3-2(4+x)]
12-3x=2[3-8-2x]
12-3x =-10-4x

12+x=-10
X=-22

Ell.!
d) 1_X:1—2X N 3—-4x
2 3

L, 30-2x) 2(3-4x)
6 6

6-6Xx=3-6Xx+6-8X
6—-6x=9-14x
4+8x=9

8x=5
5
8

X =

Ell!
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4

3X+5 1+4x 5x-2 0

e.) +
18 12 6
2(3x+5) 3(1+4x) 6(5x-2) .
36 36 36
6Xx+10+3+12x—-30x+12=0
-12x+25=0
25=12x
25
X=—
12

Ell.!
f) 2x(x+1)(2-3x)(4—x)=0
Xx=0 v. Xx+1=0 v. 2-3x=0 v. 4—x=0

X=-1 x=g X=4
3
(15— x)(x+7)
) x—4 7. (2x-1)=0
9) X—15 ( )
Xx=0 v. 15—x=0 v. x+7=0 v. 2x-1=0 és x-15=%0
x=15 X=—7 x:1
2
h.) |5x—13|=7
5x-13=7 v. 5x-13=-7
5x=20 5x=6
Xx=4 x:9
5

i) [7-2x=3x+4
7-2x=3x+4 V. 7-2x=—(3x+4)

3=5X 7—-2x=-3x—-4
x:§ x=-11
5

i) 2:|x=1—|x+4/=x-6
B x-1, hax-1>0, azazx >1
[x-1= —(x-1), hax-1<0, azaz x <1
X+4, hax+4>0, azazx>-4
|x+4|=
—(x+4), hax+4<0, azazx<—4

X #15

X+
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l.eset x<—4
—2(x-1)+(x+4)=x-6
—2X+2+X+4=Xx-6
-X+6=Xx-6
2x =12
X =6 hamis gyok
Il.eset —4<x<1
-2(x-1)—(x+4)=x-6
—2X+2-X-4=x-6
-3X—-2=X-6
—4x=-4
X =1 hamis gyok
Il eset 1<x
2(x-1)—(x+4)=x-6
2X—2—-X—4=Xx-6
X—6=x-6
azonossag Vx € [1; 0]
k) 14x*—-25x—-25=0

25+45 70
25462541400 2542025 |7 28 28
. 28 ~ 28 | _25-45_20
728 28
) (5x+1)(3x—-5)=2(1-19x)
15x* —25x +3x—5=2—-38x
15x? —22x—5 = 2 - 38x
15x* +16x-7=0
~16+26 10 1
| 16+/256+420 164676 |07 30 30 3
. 30 R , _-16-26 _ 42
2728 28
m.)2x—2=X2+6
X+3

(2x=2)(x+3)=x*+6

2X° +6X—2Xx-6=%x"+6
2X* +4x—-6=x>+6
X +4x-12=0
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_—4+8_ﬂ_2
4+16+48 -4x6d | T3 T27
2 2 2 —4-8 12
X,=——=-"—=-6
2 2
n.) (x+1)°-3=6
(x+1)"-3=6
x?+2x+1-3=6
x> +2Xx—-8=6
_-246_4_,
244432 2+36 | T 2 2~
2 2 2 —2-6 8
X2:—:——:—4
2 2
2_
0.)x 25:0
X+5
(x——5)(x-+5)__
X+5 B
Xx-5=0
p.) ¥5x—-3 =
5x-3=2 K.:5x-3>0
5x-3=4 5x>3
5x=7 x>
7
X=—
5
0.) V4x+21=x+4
K.: 4x+21>0 és X+4>0
xz—z} X>—-4
4
U
X2 —4
4x+21=x*>+8x+16
0=x*+4x-5
_—4+6_g_2
_—4#\16%20 4236 _| T2 T2 7
2 2 2 —4-6 10
X,=———=-—=-b5
2 2
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2X > —

N
<
|
Mlw
Il
>
\Y4
olw Mlw

N
>
|
V)
Il

o

>
oo |
< w
(!

>
I
ooluor 01 N N
Sl

) NTx=5=+/4x+7
K.: 7x-5>0 és 4x+7>0

X>E X>——

7 4

TX=5=4x+7
3x=12
x=4
£) JX=T—B—x =2
K.:x=7>0 és 5-x>
X>7 5> X

Nincs megoldas!
u) Vx—4+Jx-1=x+4

K.:x=4>0 és Xx-1>0 és X+4>0
X>4 x>1 X>-4
U
Xx>4
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X—4+2,/(x-4)(x-1)+x-1=x+4

2,/(x—4)(x-1)=9-x 9—-x>0 =9>x
ha4<x<9
y

4(x—4)(x—1):81—18x+x2
4x* —20X+4 =81-18X+ X°
3x2-2x-77=0

44028
_2+\4+924 _ 4928 _|"T T 6

6 6 _—4-/o28
6

v) 97 =27
) (e
34)(—2 — 39

)
4x-2=9

E

X.) 49? V24o

74 = 24015

()

4
5

S

7

~
Bx
&
~

M X
= o
o5 als
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~x 8
y.) 0,125°* = =
l 2—-x 23
(2_) 2
(2_3)2—X _p2x
2X—6 — 2—2—X
g
X—6=-2-X
2x =4
X=2

2.) 15.2*% 7.2 4 0¥ =107
15.2%.2°—7.2%.2+2* =107

2 -(15-23—7~2+1)=1o7

107
2" =1
2*=2°
x=0

aa.)4"? -6-2"+2°=0
X 2 2 X 2
(2 ) 22 -6.-2°4+22=0

Legyen: a=2"
43’ -6a+4=0
=2
636164 6+100 %
)(1;2 = = = _4 1
8 8 X, =—=—=
8 2
2x2-11x+10
bb.) (Ej = 25
5 4

2x%2-11x+10 5 2
& -G
2 2x%-11x+10 ) -2
& -G

)
2x% —11x+10=-2

2x* -11x+12=0

(20N

_4
11+121-96 11425 | ™
X1;2: = = 6
4 4 X, =—

4
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Legyen: a=5"

1
a==

a

E&E
5
5a? =5+24a

53’ —-24a-5=0

=5
 24+/576+100 24+./676 _ %

2

5=5"

x=1
dd.)
33

§=

10 10

2)(—3 A 32 — 3)(—1
3
2)(

-6

a, = = ellenrmondéas

g
X=3
ee.) lg(8x—15)=Ig(1-x)

K.:8x-15>0 és 1-x>0
x>E 1>x
8
I
%)
Nincs megoldas!
log, (x+2) 1
" log,(2x-1)
K.:x+2>0 és 2x-1>0
X>-=2 x>1
2
U
1
X>=
2
log, (x+2)=log, (2x—1)
)
X+2=2x-1
Xx=3

199
Szegedi Tudomanyegyetem
Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu

SZECHENYI

x

>mm
3

S
BT
mC
8 2
g5
@

[

MAGYARORSZAG - i
PNl BEFEKTETES A JOVOBE




SZECHENY]I @
EFOP-3.4.3-16-2016-00014

gg.) 3+log,5=log, (7x—2)
K.: 7x-2>0
2
7
log, 2° +log, 5 =log, (7x - 2)
log, 40 =log, (7x—2)
g
40=T7x-2
X=6
hh.) log, (5x—7)—log,(3x+9)=2
K.: 5x-7>0 és  3x+9>0

X>— X>-3
5

5x—7=27x+81
—88 =22x
X =—4 hamis gyok
ii.) 2lg(2x+3)=Ig(4x+1)+Ig(2x—3)
K.:2x+3>0 és 4x+1>0 és X+4>0

X>—— x>—l X>—4
2 4
U
x>t
4
Ig(2x+3)2 =lg(4x+1)(2x-3)
)
Ax* +12x+9=8x*-10x-3
0=4x>-22x-12
_22+26
2244844192 224676 | T g
2 8 8 _22-26_ 1
? 8
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i) |og3(M+1)=2

K.: x+1>0 és «/x+1+1>0

X=-1 vxeR
i
X>-1
Iogs(\/x+1+1):log332
g

JX+1+41=9
JX+1=8

X+1=064
X =63

X1.2. Feladat: Oldja meg a valds szamok halmazan a kdvetkez6 egyenlétlenségeket!

a) 7+x<-2-(x-2)
T+x<-2x+4
3x< -3
x<-1
Xe ]—oo;—l[

b.) x*>6-x
X*+Xx-6>0
s.:(x+3)(x-2)=0

X, =—-3
X, =2

""ﬂ’
S

X<-3 vagy X=>2
X & [0 =3[ 2;00]
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c.) 4x*-36x+20<-4
4x* —35x+24<0

s:4x*—35x+24=0

.2

35:1225-384 35:B4l | N g o °
8 2

§£x§8
4
X€|:—;8i|
4
d) 2x+1_x+2__1
3 5
5(2x+1)_3(x+2)2_1
15 15
5(2x+1)—3(x+2)2—15
10x+5-3x-6>-15
7x-1>-15
7x>-14
X>-2
Xe[—2;oo[
13x+7
e) = >
X +22
x2+22>0 VxeR
y
13x+7>0
13x > -7
7
X>——
13
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\

g)

Il.eset:
6x-9<0
3-x<0

3>X

§£x<3 (%)
2

ET.ZXE[E;?{
2

7-3x 4x+1
6x—2 3x-1
7-3x 4x+1  4(3x-1)
2(3x—1) 2(3x-1)  2(3x-1)
7-3x—4x-1+12x—-4
2(3x—1)

5x+2
2(3x-1)
l. eset:

5x+2>0}

<0

<0

<0

11.eset:
5x+2<0
3x-1>0

X<—=
5}
1
X>=
3

—ESX<— %)
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SZECHENYI

W | | 4
e

L4

2 10
—2<X<—— vagy —<X
3 9 4

a2}
i) (3x+1)(x—2) <0

DoSIE).

3x+1

—%SXSZ vagy 3<x<5

XE[—%;2:|U]3;5[
j) [x+2]-1<2x
[x+2|<2x+1

5 X+2, hax+2>0, azazx>-2
X
[x+2] —(x+2), hax+2<0, azaz x <—2

l. eset x>-2 Il. eset x>-2
X+2<2x+1 —(x+2)<2x+1
1<x —X—2<2x+1
-3x<3

x > —1 ellentmondas
Xe [1,00[
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73X74 > 772

{ exp.fgv.szig.mon.n6v. miatt

3x—4=-2
3x=2
2
X=—
3

{ exp.fgv.szig.mon.csokk. miatt
X—=3>-2
x>1

Mz =)

{ exp.fgv.szig.mon.csokk. miatt

3x-1<8-2x
5x <9
<
5
n.) log,(x*—25)>0
K.: x*-25>0

log, (x* - 25) > log, 1
U log.fgv.szig.mon.nov. miatt
x*-25>1
x*-26>0
S: X, =+/26
X< —/26 vagy X >+/26
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0.) log, (5x-3)<-3
3

K.: 5x—-3>0

1 -3
log, (5x—3) <log, (—j
3 3 3

§ log.fgv.szig.mon.csokk. miatt

-3
5x-3> (Ej
3

5x-32>27
5x > 30
X>6
p.) lg(8x+4)—Ig(3x+5)<Ig(2x—4)
K.ix>2

8x+4
3X+5

Ig <lg(2x-4)

U log.fgv.szig.mon.n6v. miatt
8x+4
3Xx+5
8x+4 (3x+5)(2x—4)
3x+5  3X+5
8X+4—-6x"+2x+20

3X+5
—6Xx° +10x+ 24

3X+5

<2x-4

<0

<0

<0

—

—6(x+4 x-3)
3
<0
3X+5

n:

| 33+
3

4 -

—§<x<—ﬂ vagy 3< X
3 3
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I1.eset
log, (x+5)>0 log, (x+5)<0
3 3
log, (x—4)>0 log, (x—4)<0
3 3
log, (x+5)>1log,1 0g, (x+5)<log,1
3 3 3 3
log, (x—4)>log,1 log, (x—4)<log,1
3 3 3 3
U log.fgv.szig.mon.csokk. miatt
X+5<1 X+521
x—4<1 x—-4>1
Xx<-4 X> -4
X<5 X>5
Xx<-4 X>5

ET.:x € |-o0;—4]U[5;00]
X1.3. Feladat: Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!

a) x*’-5=3
x* =8
X=2
b.) x*-6x*+8x=0
x(x2—6x+8)=
X(x—4)(x-2)=
x=0 v. x-4=0 v. x-2=0
x=4 X=2

0
0

c) x*-81=0
(x*-9)(x*+9)=0
x—3)(x+3)(x*+9)=0
V. Xx+3=0
X=-3
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d) x*-5x*+4=0
Legyen: a=x’

a’-5a+4=0

_5+25-16 5+.9 [a =4
T T _{a2=1
l. eset Il.eset
x> =4 x? =1
X, =12 X3, =11

e) x*+2x*-15x*+2x+1=0

x=0 = 1=0 ellentmondas x =0 nem megoldas

Legyen: x=0
x2+2x—15+g+i2:0
X X
x2+i2+2x+g—15:0
X X
(x2+i2j+2(x+lj—15:0
X X
Vizsgaljuk :
2
(x+lj :x2+2-x-1+i2 -
X X X X
U

2
(X+£J —2+2(x+lj—15:0
X X
2
(x+lj +2[x+1j—17:0
X X

1
Legyen: a=Xx+—
X

a’+2a-17=0
244468 2472 2462
2 2 2
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XXXVIII.  Megoldas (XII. fejezet)

XIl1.1. Feladat: Oldja meg a valés szamok halmazan a kovetkezé kétismeretlenes
egyenletrendszereket!

. 2x—-3y =5
7 Ix+2y=-5
2x-3y=5 |/-2 4x -6y =10
= .+ 1.
7X+2y=-5|/-3 21x+6y =-15
25x=-5
1
X=—=
5

b) x+y=12}

X-y=32
x+y:12}:> y=12-x
X-y=32
x-(12-x)=32
12x—x* =32
0=x*-12x+32

_1224144-128 12+16 [x =8 = y =12-x=4
2 2 X, =4 = y,=12-x,=8

;2
X—2y=3

c) , .,
X“+y =5
X—2y=3 |= x=3+2y
x*+y*=5
(3+2y) +y* =5
9+12y+4y* +y*=5
5y?+12y+4=0

_ —12+./144-80 —121@_{ =-2 = x=3+2y,=-1

y1;2 2 = 2 y2 =-10 = X2 =3+ 2y2 =-17
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f)

g.)
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(y-1)(x+1)=12
y—4

;11:3 = y-4=3(x+1) > y-4=3x+3= y=3x+7

(y-1)(x+1)=12
(3x+7-1)(x+1)=12
(3x+6)(x+1)=12
3x* +9x+6=12

_9x\81-72 949 [x=-1 =y =3x+7=4
% = 6 6 _{x2=—2 =  y,=3x,+7=1
X+3y=5

x+3y=x2+5}

Xx+3y=5
y } In.—1.

X+3y=x"+5

0=x?

x23ésx2—1
3

2X+3y=-1
X—3=3x+y| = X —6x+9=3x+y = x*-9x+9=y

2x+3(X* —9x+9)=-1

2X+3x2 —27x+27=-1

3x* —25x+28=0

254625 336 25:y289 | T 7 y1=x2_9x+9=_1557
6 6 =

? XZ:% y2:x2—9x+9:—~ﬁ;
4.3°+2Y =16
5~3X—3.2Y=3}
4.3 +27 =16
56*—&2y:3}
Legyen: a=3" és b=2’
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2

4da+b=16| /-3 = 12a+3b=48 Lol
5a—3b=3 5a-3b=3 | =
17a=51
a=3
da+b=16
12+b=16
b=4
3=3 2V =4
() 2y =22
x=1 )
y=2
xy_i
h.) 25
9*.3" =27
sv -1 5Y =52
25 32x+y_33
9".3" =27 -’
g
Xy =—2
2X+y=3] = y=3-2X
x(3-2x)=-2
3X—2x* =2
~2x*+3x+2=0
1
. _ -3+9+16  -3+425 _ X=-2 =
2 - -
4 4 X, =2 = y,=3-2x,=-1
log, x—log, y=1
i) 2 2
log, x+log, y=5
Ioglx—logiyzl log, = =1 |091£=|091£
2 2 2 Y = 32 22
log, x+log, y =5 log, xy =5 log, xy = log, 2°
)
x_1
y 2
Xy =3
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%y:32
y® =64
y =18
Y, =8 X =4
y,=—8 X,=-4
B¢
) 52x—y+1_2x:17}
52 421 =21 52 2.2 =21
G2xyH _ ¥ :17} - 5.5%Y _ X :17}
Legyen: a=5>" b=2*
a+2-b=21}/~5 5-a+10-b=105} L.
5-a-b=17 5-a-b=17
11b =88
b=8
a+16=21
a=>5
2" =8 52V =5
¢ =28 50V =5
(i g
X=3 6-y=1
y=>5
K) 7~Ioggx—3-logzy=—6}
3-log, x+8-log, y =81

7-log, x—-3-log ,y =-6
3-log, x+8-log, y =81

Legyen a=log,x és b=Ilog,y
7.-a-3.-b=-6) /-3 . 21-a—-9-b=-18
/-7 21-a+56-b =567

3-a+8:-b=81
65-b =585
b=9
3-a+8-9=81
3-a=9
a=3
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log, x=3 log, y=9
log, x=1og,3* log, y=log, 2°
g g
X =27 y =512

XI1.2. Feladat:  Oldja meg a valds szamok halmazan a kovetkezd haromismeretlenes
egyenletrendszereket!

X+y+z=3
a.) 2x+3y-z=1
3Xx—4y+4z=4

X+y+2=3| = z=3-X-Y
2x+3y-z=1
3Xx—4y+4z=4

2x+3y—(3-x-y)=1
3x—-4y+4(3-x-y)=4

2X+3y—-3+x+y=1
3X—4y+12-4x -4y =4

3x+4y=4 |/-2 6x+8y =38
= q I.+1I.

-X—8y=-8 —X—-8y=—
5x=0
x=0

-8y =-8

y=1
z=3-0-1=2
3X+y+62=8
b.) 2x+2y+5z=11
X+y-3z=11

3X+y+6z2=38 y=8-3x—-6z
2X+2y+5z2=11
X+y—-3z=11

2x+2(8—3x—62)+5z=1l}

X+(8-3x-62z)-3z=11

2X+16-6x-12z+5z=11
X+8-3x-6z-3z=11
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—4x-72=-5
= I.+11.

4x+18z2 =—-6
11z=-11
z=-1
-2x-9(-1)=3
-2X=-5
x=>
2
5 133
y=8—3(5j—6(—11)=7
2X—-4y+z=3
8x—-2y+4z=7

—4x+y-2z2=-14

2X—4y+1z7=3 = 7=3-2x+4y
8x-2y+4z=7
—4x+y—-2z=-14
8x—2y+4(3-2x+4y)=7
—4x+y—-2(3-2x+4y)=-14

8X—-2y+12-8x+16y =7
—4X+y—-6+4x-8y=-14

5
14y =-5 Yy="11
y = 14 Ellentmondas, nincs megoldas
-7y=-8] = 8
—_— y= 7
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XXXIX. Megoldas (XIII. fejezet)

XI11.1. Feladat: Dontse el, hogy az alabb felsoroltak koziil melyik mondat a tagadasa a
kovetkezo allitdsnak! Minden érettségi feladat egyszerti.

a.) Minden érettségi feladat bonyolult.
b.) Van olyan érettségi feladat, ami nem egyszerii.
c.) Sok érettségi feladat bonyolult.

d.) Van olyan érettségi feladat, ami egyszeri

XI11.2. Feladat: Tamas a sajat felmérése alapjan a kovetkezot allitja: Minden haztartasban

van televizid. Az alabbi négy allitds koziil valassza ki azt a kettt, amely
Tamaés allitasanak tagadasa!

a.) Semelyik haztartasban nincs televizio.
b.) Van olyan haztartas, ahol van televizio.

c.) Van olyan haztartas, ahol nincs televizio.

d.) Nem minden haztartasban van televizio.

XI11.3. Feladat: Fogalmazza meg a kovetkezd allitas tagadasat! Eniké minden eltérést
megtalalt.

Van olyan eltérés, amit Enik6 nem talalt meg.
VAGY:

Eniko nem minden eltérést talalt meg.
VAGY:

Eniké nem talalta meg az osszes eltérést.

XI11.4. Feladat: Egy grafban 4 cstcs van. Az egyes cstcsok fokszama 3;2;2;1. Hany éle
van a grafnak?

Azaz a grafnak 4 éle van.
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XI5, Feladat: Egy sakkverseny dontdjébe 5 versenyzd jutott be. Koziiliik 1 versenyzo
mindegyik tarsat ismeri, a tobbiek pedig egyenként 2-2 személyt ismernek
a dont6 résztvevoi koziil. Szemléltesse rajzzal (graf alkalmazasaval) az
ismeretségeket, ha az ismeretségek kolcsonosek!

XI11.6. Feladat: Rajzoljon egy olyan 6t csucsponti grafot, amelyben a pontok fokszama 4;
3;3;2; 2.

XII1.7. Feladat: Egy hatf6s tarsasagban mindenkit megkérdeztek, hany ismerése van a
tobbiek kozott (az ismertségek kolcsondsek). Az elsd 6t megkérdezett
személy vélasza: 5,4,3,2,1.

a.) Abrazolja graffal a hatfos tarsasag ismertségi viszonyait!

(5) (4)

(2)
b.) Hany ismerdse van a hatodik személynek a tarsasagban?

Az abrarol leolvashato, hogy a 6. embernek 3 ismerdse van.
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XI11.8. Feladat: Rajzoljon olyan hatpontu grafot, amelyben a pontok fokszama: 0; 1; 2; 2;
3; 4.

XI11.9. Feladat: Egy 5 fos tarsasagban 8 kézfogas tortént. Adj meg egy olyan grafot, amely
ezt szemlélteti! (A graf csucsai legyenek a tarsasag tagjai, élei pedig a
kézfogasoknak feleljenek meg.)

X111.10. Feladat:  Abrazoljuk grafokkal az alabbiakat!

a.) Egy Bergengoc falucskaban a Fétérr6l a Tohoz, a Parkba és a Kilatohoz vezet ut. Ezen
kiviil még a To ¢€s a Park kozott tapostak ki jarast a helyiek.

¥

T P

b.) Egy tengerészeti hadgyakorlaton négy hajé (H1, H2, H3, H4) vett részt és rendre
piros, zold, kék és sarga festékpatronnal 16tték egymast. A gyakorlat végén H1 oldalan
z0ld és kék, H2 oldalan kék, H4 oldalan piros foltok diszelegtek, azonban H3 tiszta

volt.
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H1 H3

H2 H4

c.) Négy ember talalkozojan a kovetkez6 kézfogasok torténtek. Egyvalaki mindenkivel

lekezelt, két masik illeté pedig egymassal.

XII1.11. Feladat: Rajzolj olyan &tpontd grafot, melyben minden pont fokszama
kiilonb6zd!
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