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El6sz6

Ez a példatar a Szegedi Tudoményegyetem els6éves matematika alapszakos hallgatoinak
tartott Matematikai alapismeretek cimi kurzushoz készilt. A kurzus és jelen feladatgytijte-
mény célja, hogy a sikeres matematikai tanulményok folytatasahoz elengedhetetleniil sziikséges
kozépiskolai ismereteket felelevenitse; az esetleges hianyokat potolja. A feladatsorokat ezzel a
céllal, a teljesség igényét szem el6tt tartva allitottuk ossze. Ennek megfelelGen a feladatgytijte-
mény hasznalata a kozépiskolai kozépszint érettségi kovetelményekben foglaltakon kiviil nincs
sziikség egyéb elGzetes ismeretre.

A példatar tizenharom fejezetre osztva lefedi a kozépiskolds tananyag tovabbiakban sziiksé-
ges részét. A biséges feladatanyag megoldasahoz sziikséges eszkozok a lehetd legkevesebb helyen
lépnek tul a kozépszintd matematika érettségi kovetelményrendszerében foglaltakon; ott ahol
sziikséges, elméleti kiegészitéseket tettliink. A valamilyen szempont alapjan nehezebbnek itélt
feladatokat csillaggal jeloltiik. A jelolés szubjektiv, altalaban a kozvetleniil nem elvarhato otle-
tet, szokatlanabb megoldasi modot, Osszetettebb gondolatokat igényls feladatokat jeloltiik igy.
Altalaban jellemzd, hogy az azonos kérdéskorhoz tartozo feladatok nehezednek a fejezeten beliil,
s ahol tobb részfeladat van, ott a részfeladatok is nehezednek egy feladaton beliil is (az utolsok
lehetnének csillagosak, egy nem csillagos feladatban is); igy ha valaki konnytinek érez egy-egy
részfeladatot, érdemes ugyanannak a pontnak egy késébbi eleméhez ugorni. S ugyanigy forditva
is, ha elakadunk egy-egy feladat, vagy részfeladat megoldésa kapcsan, 1épjlink néhany feladattal
visszabb, s talalni fogunk az adott problémaéara vonatkozo egyszertibb feladatot is, melynek sike-
res megoldéasa segit probléméank megoldasaban. A legtobb esetben csak végeredményt kozliink,
részletes megoldasok csak néhany helyen allnak. Ennek oka, hogy az 6rak latogatasat, az ott
elhangzo6 részletes megoldasok kozos megalkotasat, az orai aktiv részvételt, sziikség esetén az
esetleges konzultaciokat tartjuk a tananyaghoz kapcsolodo tudasszerzés leghatékonyabb mod-
janak. Az olvasé azonban részletes megoldasokat (pontozassal egytitt) is talal, a kidolgozott zh
feladatok formajaban.

A feladatanyag Osszeallitasa soran nagy figyelemmel hasznéaltuk a kurzus tartasa soréan ko-
rdbban szerzett tapasztalatainkat, s azokat a teriileteket domboritottuk ki leginkabb, amely a
korabbi tapasztalatok szerint a legnagyobb problémat okozzak. A feladatok szama, nehézsége,
az egyszerlibbtdl a nehezebb felé haladas 1épcsdinek szama, a megoldasok részletezettségi foka,
mind ezen tapasztalatokon nyugszik. A feladatanyag bd&ségessége lehetévé teszi az orai feldol-
gozast, az orai differencialast, a hézi feladatok kittizését, az 6nall6 otthoni munkat, a zarthelyi
dolgozatokra valo eredményes felkésziilést; mentesitve a hallgatokat és az oktatokat a kapcsolo-
do szinte végtelen mennyiségl szakirodalomban valé bongészés, és a célnak leginkabb megfelels
feladatok megtaladlasanak idérablé nehézségétsl.

Biztosak vagyunk abban, hogy a gyakorlaton val6é aktiv részvétel és ezen jegyzet felada-
tainak megoldéasa soran, jelen feladatgytjtemény célmeghatarozasanak megfelelGen, a hallgato
megismeri és megtanulja az egyes feladattipusokat, megoldasi modszereket, matematikai jelle-
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gl tanulményai folytatasahoz sziikséges (alap)ismereteit eszkozszinttien birtokolni fogja, azokat
akar Osszetett problémak megoldasaban is alkoto jelleggel hasznélni is tudja. Képessé valik ma-
tematikai problémak azonositasara, a megoldasukhoz sziikséges eszkozok felismerésére, és a
sziikséges eszkozok helyes és magabiztos hasznalatara, a kapott eredmények eredeti szituacioba
torténd visszahelyezésére és értelmezésére. Kapcsolodd kompetenciai és képességei oly mérték-
ben fejlédnek, mely lehetévé teszi az egyetemi tanulményai sikeres elvégzését.

A szerzok



Targyleiras

A tantargy neve: Matematikai alapismeretek

Kreditértéke: 5

A tanéra tipusa: gyakorlat

Oraszama: 70

A tantargy tantervi helye: 1. félév

El6tanulmanyi feltétel: nincs

A tantargy képzési karaktere: Az ismeretek atadasa elsGsorban a hallgatok aktiv részvé-
telére épiil, az oktato hathatos, alkoto jellegt iranyitaséaval, tantermi gyakorlat formajaban.

A szamonkérés modja: gyakorlati jegy. A félév sordan harom alkalommal a hallgato
zarthelyi dolgozat formajaban szamot ad az el6z8 gyakorlatokon elsajatitott témakorokben
val6 jartassagarol.

Ertékelés: A gyakorlaton a hallgatok Gsszesen 300 pontot szerezhetnek. A jegyek a szerzett
pontszam fliggvényében: 0-150 elégtelen, 151-175 elégséges, 176-200 kozepes, 201-240 j0,
241-300 jeles.

Az ismeretek ellen6rzésében alkalmazandé tovabbi sajatos modok: A hallgatok a
félév elején egy kiugré dolgozatot irhatnak, melyben a félév soran elsajatitando tananyag-
hoz kapcsolodo osszetett problémékat kell megoldaniuk. Ezen dolgozaton nytujtott legalabb
80%-os teljesitmény esetén a kurzust félév végi jeles (5) értékelés mellett nem kell tovabb
latogatniuk. A sikeres kiugro dolgozatot iré hallgatokat egy maésik, a tehetséggondozast
inkabb szolgélo kurzusba irdnyitjuk.

A kurzust ténylegesen elvégzs hallgatoknak esetleges igény esetén egyetlen zh anyagabol
javito dolgozatot lehet irni, ekkor a javitott dolgozat helyett, a javitdé eredménye szamit a
félév végi értékelés soran.

Aki elégtelen mingsitést szerez, a félév végén, a vizsgaid@szak elsé hetében, egyetlen alka-

lommal a félév teljes anyagabol egy dolgozatot irhat. Itt legalabb 60%-os teljesitménnyel
elégséges osztélyzat szerezhetd.
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1.

10.

Ismeretanyag, tematika

Halmazok, a halmazalgebra mitveletei. Véges halmaz részhalmazainak szdma. Logikai
szita. Végtelen szamossagok.

. A valés szamkor felépitése, miveletek, mtveleti tulajdonsidgok. Racionalis szamok,

irracionélis szdmok.

Szamelmélet alaptétele, primtényezés felbontas, legnagyobb kozos osztod, legkisebb
koz0s tobbszoros. Oszthatosiag fogalma.

. Elemi algebrai azonossidgok. Binomialis tétel. Szorzatta alakités. Miiveletek polino-

mokkal és algebrai tortekkel. A racionalis kitevés hatvany fogalma, permanencia elv,
azonossagok. Az n-edik gyok fogalma, azonossagok. A logaritmus fogalma, azonossé-

gai.

. Els6foku, aszolutértékes, masodfoki egyenletek és egyenlStlenségek algebrai és grafi-

kus megoldasa. SzélsGérték-feladatok. Magasabb foki egyenletek. Gyokos, exponen-
cialis, logaritmusos és trigonometrikus egyenletek és egyenlétlenségek. Egyenletrend-
szerek.

. A fiiggvény fogalma, elemi fliggvények abrazolésa, jellemzése. Miveletek fiiggvények-

kel. Fiiggvénytranszforméciok. Alkalmazés.

Szamsorozat fogalma, szamtani sorozat, mértani sorozat, rekurziv sorozatok. Kama-
tos kamatra, torlesztérészletre, és gytjtGjaradékra és szédzalékszamitasra vonatkozo
feladatok.

. Az elemi geometria fontosabb fogalmai, tételei és ezek alkalmazésai. Egyenes szaka-

szokkal hatarolt sikidomok, kor és korcikk teriilete, keriilete. A szog fvmértéke. Sikbeli
vektorok. Koordinatageometria.

. Osszeszamlalasi alapfeladatok. Egyszert grafok. Eseményalgebra. A valoszintség fo-

galma. Klasszikus valoszintiségi mez6. Visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel;
binomialis és hipergeometriai eloszlés. Feltételes valoszintiség. Geometriai modell.

Az itéletkalkulus alapjai, logikai mtveletek és alkalmazasuk. Sziikséges feltétel, ele-
gendd feltétel. Allitasok tagadasa. Tétel megforditasa. Példak kiillonb6z6 bizonyitési
modszerekre.

Kotelezd irodalom:

e Bogya Norbert, Mader Attila: Matematikai alapismeretek, elektronikus példatér

Ajanlott irodalom:

e Ger6es L., Orosz Gy., Paroczay J., Szaszné Simon J.: Matematika — Gyakorld és

érettségire felkészits feladatgytijtemény 1. Nemzeti Tankonyvkiado, 2006, Budapest

e Ger6es L., Orosz Gy., Paroczay J., Szaszné Simon J.: Matematika — Gyakorld és

érettségire felkészits feladatgytjtemény II. Nemzeti Tankonyvkiado, 2006, Budapest




EL0Oszo

e Czapary Endre, Czapéary Endréné, Csete Lajos, Hegyi Gyorgyné, Ivanyiné Harro
Agota, Morvai Eva, Reiman Istvan: Matematika — Gyakorlo és érettségire felkészitd
feladatgytdjtemény III. Nemzeti Tankonyvkiado, 2006, Budapest

e Arki Tamas, Konfarné Nagy Klara, Kovacs Istvan, Trembeczki Csaba, Urban Janos:
Sokszinti matematika feladatgytjtemény 9., 10., 11., 12., Mozaik Kiadé, 2010, Szeged

A szakmai kompetencidk, kompetencia-elemek, amelyek kialakitasihoz a tan-
targy jellemzden, érdemben hozzajarul:

a) Tudas
e Ismeri a matematikai tanulmanyok folytatasahoz sziikséges fogalmakat.
e Megérti a problémakat, képes azok absztrakt targyalésara.

e [smeri az elsajatitando elméleti és gyakorlati matematikai modszereket.

Birtokolja a kapcsol6do problémék megoldasahoz sziikséges eszkozoket.

Felismeri az egyes problémak megoldasahoz sziikséges eszkozoket, modszereket.
b) Képesség

o Képes a matematika tudomanyteriiletén a fogalmak, elméletek és tények kozotti
Osszefiiggések megteremtésére, kozvetitésére.

e Képes az elsajatitott elméleti ismeretek gyakorlati alkalmazasara.
e Képes a matematika témakorében szakszertien kifejezni magéat.
e Képes a megszerzett 10j ismereteit korabbi ismeretei halojaba épiteni.
e Képes az 6nallo, alkoto jellegii problémamegoldésra.
¢) Attitdd

Torekszik az absztrakt fogalmak pontos hasznélatara.

Erzékennyé valik a matematikai problémak felismerésére, felvetésére.

Sziikségesnek érzi ismeretei tovabbi bévitését.

Kritikusan szemléli az elsajatitando elméleti és gyakorlati modszereket.

d) Autonomia és felelgsség

Onalloan kivalasztja egy feladat megoldasahoz tartozé megfelels modszereket.

Képes feladatok megalkotéasara, megoldasaik elemzésére, hibak 6nallo javitasara.

Onalléan megteremti a matematika tudomanyteriiletén a fogalmak, elméletek
és tények kozotti Osszefiiggéseket.

Kreativan alkalmazza az elsajatitott ismereteket tovabbi tanulmanyai soran.
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A tantarggyal kialakitand6 konkrét tanulasi eredmények:

Tudas Képesség Attitdd Autondémia-
felelGsség

Ismeri a halmazmi- | Igazol egyszeribb | Belatja, hogy | Onalléan  felismeri
veleteket. Tisztaban | halmazelméleti azo- | alaphalmaz nélkiil | egy adott halmaz
van a logikai szita al- | nossagokat. Szemlél- | nincs komple- | szamossagat.  On-
kalmazasi lehet&sége- | teti halmazmiiveletek | menter. Hajland6 | dllban  kivalasztja
ivel. Ismeri a véges | eredményét. Halmazt | egyszerre tobb | a  halmazelméleti
és végtelen halmaz fo- | részhalmazokra bont, | feltétel figyelembe- | feladathoz tartozo

galmét.

illetve részhalmazok
segitségével elGallit.

vételére.

megfelel6 megoldasi
modszert.

Felismeri a raciondlis
és irraciondlis szamo-
kat. Ismeri a racioné-
lis szdmok kiilénbo-
z$ alakjait. Azonosit-
ja a kiilonbozs alak-
ban felirt racionélis
szédmokat.

Kiilonbséget tesz ra-
cionalis és irraciondlis
szam  kozott. Meg-
hatarozza raciondlis
szémok redukalt tort
alakjat.

Elfogadja a 0,9 =
1 jellegii Osszefiig-
géseket.

Ismeri a prim és
az Osszetett szamok
kozotti  kiilonbséget.
Felidézi az oszthato-
sag tulajdonsagait.

Meghatarozza a leg-
nagyobb kozos 0sztot
és a legkisebb kozos
tObbszorost.

Szem el6tt tartja,
hogy a  prim-
hatvinytényezds
alak lényegében
egyértelm.

Onalloan alkalmaz-
za a széamelmélet
alaptételét. Onallo-
an old meg oszt-
hatosaggal kapcso-
latos feladatokat.

Felsorolja a szorzat-
ta alakitas kiilonbo-

Bizonyitja kiilénbo6z6
alakban adott Ossze-

Torekszik az algeb-
rai kifejezések kii-

Onalléan mvelete-
ket végez algebrai

z6 metodusait. Isme- | tett algebrai kifejezé- | 16nboz6  ekvivalens | tortkifejezésekkel.
ri a nevezetes azonos- | sek egyenl@ségét. Ki- | alakjainak a megis-

sdgokat. Tudja a hat- | szamitja algebrai ki- | merésére.

vanyozas, gyokvonas, | fejezések helyettesité-

logaritmus azonossé- | si értékét.

gait.

Ismeri a egyenletek, | Hasznalja a masodfo- | Figyelembe ve- | Onélléan  megold
egyenlGtlenségek, ki egyenlet megoldo- | szi  az  egyenlet, | elsG-, illetve ma-
egyenletrendszerek képletét és a Viete- | egyenlGtlenség, sodfok, gyokas,
kiilonb6z6 megoldasi | formuldkat. Részlete- | egyenletrendszer exponencialis, loga-
modszereit. Felismeri | sen kifejti az egyen- | tipusit a megol- | ritmusos, trigono-
az egyes egyenletti- | letek, egyenlGtlensé- | dasi modszerek | metrikus egyenletre
pusok egymassal valo | gek, egyenletrendsze- | megvalasztasa vezetd problémakat.
kapcsolatat. rek megoldasat. soréan.
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Tudas Képesség Attitidd Autonémia-
felelGsség

Ismeri az elemi fiigg- | Kiszamolja  fiiggvé- | Torekszik a fiigg- | Onalloan  felismeri
vények grafikonjait és | nyek  helyettesitési | vényszemlélet elsa- | az elemi fliggvénye-
tulajdonsigait. Isme- | értékét. Miiveleteket | jatitasara. ket grafikonjukrol.
ri az inverzfiiggvény | végez fiiggvények- Onalloan képes ele-
fogalméat. Tudja a | kel. Meghatarozza mi  fliggvényekbdl
fiiggvény és inverze | fiiggvények inverzét. Osszetett fliggveé-
grafikonja kozotti nyek képzésére.
kapcsolatot.

Ismeri a  sorozat
fogalmat. Felidézi a

Meghatarozza  exp-
licit alakban adott

Onalldéan alkalmaz-
za 1smereteit mas

sorozat és a fliggvény | sorozatok egy, vagy tudoményteriile-
fogalmanak kap- | tébb rekurziv alakjat. tekhez kapcsolodo
csolatat.  Tisztaban | Megold egysze- feladatok megolda-
van az egyszeriibb | rtibb rekurzidkat. saban. Onalloan fel-
kamatozéssal, tor- | Kiszamol tobb  so- ismeri a feladathoz
lesztéssel kapcsolatos | rozattulajdonsag tartozd6  megfelels
problémékkal. vegyes alkalmazasat sorozattipust.
igényls feladatot.
Felsorolja az elemi | Meghatarozza ha- | Torekszik a megfe- | Kreativan nyual a
szintetikus geometria | romszogek  hidnyz6 | lel6 modellalkotas- | kiillonb6z6 geomet-
legfontosabb tételeit. | adatait.  Bizonyitja | ra. riai szemléletek
Ismeri a héaromszog | ponthalmazok  kol- nyujtotta lehet&sé-
nevezetes  vonalait, | csOnos helyzetére gekhez.

koreit. Ismeri a szog-
fiiggvények fogalmat.
Ismeri a  kapcso-
latot az  egyenes
irdnyjellemz6i kozott.

vonatkozo allitasait.
Bemutatja a hasonlo
alakzatokat.

Felsorolja az 0Ossze-
szamlalasi modszere-
ket. Ismeri a klasszi-
kus valészintiségi me-
z6t. Tisztaban van a
feltételes valoszintiség
fogalméval.

Hasznélja az adott
valoszintiségi modellt.

Kiilonbséget tesz
nulla  valészintiségi

¢és lehetetlen esemény
kozott. Bemutatja a
visszatevéses, illetve
visszatevés nélkiili
modellt.

Onalloan old meg
Osszetett Osszeszam-
lalasi problémakat.
Onalléan valaszt
klasszikus és geo-
metriai modell
kozott.
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Tudas

Képesség

Attitidd

Autonémia-
felelGsség

Felidézi a logikai
miveleteket és azok
tulajdonsagait. Ismer
bizonyitasi modszere-
ket.

Részletesen kifejti egy
allitas tagadasat. Kii-
16nbséget tesz alapfo-
galom, axioma, defi-
nicio, sejtés, tétel és
bizonyitas kozott.

Igényli a preciz bi-
zonyitast.

Onalldan valaszt bi-
zonyitasi modszert.

Tantargy felelése: Dr. Kosztolanyi Jozsef, egyetemi docens

Tantargy oktatasaba bevont oktatok:

Dr. Mader Attila, tudomanyos munkatérs




Kiugré dolgozat

A feladatok megoldasihoz szoveges adatok tarolasara és megjelenitésére nem
alkalmas zsebszamologépet és barmilyen négyjegyt fiiggvénytablazatot hasz-
nalhat, mas elektronikus vagy irdsos segédeszkoz hasznalata tilos! Valaszait
minden esetben részletesen indokolja, indoklas nélkiili megoldasra nem jar
pont. A  kiugrashoz” legalabb 80%-os teljesitmény sziikséges. A dolgozat
megirdsahoz 100 perc all rendelkezésre.



Matematikai alapismeretek — Kiugré dolgozat

Név:
Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 15 15 20 20 15 15 100
Elért pont:
1. Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan. [15]
2z +1=log,(9-2% —4)
2. Oldja meg az alabbi egyenlStlenséget a valds szamok halmazén. [15]

cos(z — m) — V3 -sin(r — x) < V2

3. Az f(x) = vV—a?+ 162 — 39 fliggvény a valos szdmok halmazanak lehetS legbGvebb részhalmazan van

értelmezve.
(a) Hatarozza meg az f fiiggvény értelmezési tartomanyat. [6]
(b) Az értelmezési tartomany egész szamai koziil egyet véletlenszertien kivalasztva mennyi annak a vald- [4]
szintisége, hogy a kivalasztott szdm prim, vagy négyzetszam?
1
(c) Hatarozza meg az o) hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvény érékkeészletét. [10]
x
4. A PARALELOGRAMMA sz6 bettiinek hany olyan sorrendje van
(a) amely nem P-vel kezdgdik? [4]
(b) amelyben a négy A nem &ll kozvetleniil egymas mellett? [6]
(c) amelyre egyszerre teljesiil az (a) és (b) feltétel? [6]
(d) amelyben a massalhangzok kozvetleniil egymas mellett allnak? [4]
5. Az 22 + 3% — 4z + 2y + 1 = 0 egyenlet korrel koncentrikus, az origot a belsejében tartalmazé kor a koor- [15]

dinata tengelyeket olyan pontokban metszi, amelyek altal kifeszitett négyszog teriilete 6 - /6 teriiletegység.
Hatarozzuk meg a kor egyenletét.

6. Egy gyarban a gyartasi folyamat rasztjak &ket, igy egy felil nyi- [15]
soran egy a oldalhosszisagu négy- tott, téglatest alakd dobozt képez- | w===========

zet alakd fémlemez minden sarkid- ve. Mekkora az a értéke, ha az E
bol eltavolitanak egy-egy, egyméas- ezen eljarassal készithet6 maximéa- !
sal egybevigd négyzet alaku részt, lis térfogatti doboz térfogata 1024 !
az abra szerint. Ezek utén a szag- cm3? Mekkora az eltavolitott ré- !
gatott vonalak mentén a lapokat szek Gsszteriilete? '
felhajtjak, s élitk mentén Gsszefor-




Név:

Matematikai alapismeretek — Kiugré dolgozat

1. Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazén.

Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 15 15 20 20 15 15 100
Elért pont:

2z +1=1log,(9-2% —4)

Megoldas. Az egyenletben szerepld kifejezések értelmezési tartomanyat nem vizsgaljuk, az adodé meg-
oldasokat a feladatmegoldas végén visszahelyettesitéssel ellenérizziik.

Felirjuk az egyenlet bal oldalat kettes alapd logaritmus segitségével, igy a kovetkezd egyenlethez

jutunk.

logy (2°711) = logy(9 - 2" — 4)

Mivel a kettes alapt logaritmusfiiggvény szigori monoton (ng),

ezért a megoldandé egyenlet ekvivalens a

egyenlettel.

Mivel 2221 = 220 .2 — 2. (27)2,

ezért az 2° = y helyettesitéssel

a 2y? = 9.y — 4 masodfokt egyenlethez jutunk.

Ennek megoldéasai y; =4 és y2 = 0,5.
Ekkor y; =4 =22 és yp = 0,5 =271,

Innen az exponenciilis fliggvény szigori monoton tulajdonsiga miatt z; = 2; 29 = —1.

Ellen6rzéssel mindkét érték megfelelének adodik.

220+l =9.2% —4

2 pont

1 pont

2 pont
2 pont
1 pont
1 pont
2 pont
1 pont
2 pont

1 pont

2. Oldja meg az alabbi egyenlGtlenséget a valés szamok halmazan.

cos(z — m) — V3 -sin(r — x) < V2

Megoldas.

egyenl&tlenségiink

e cos(z — ) + /3 - sin(x — 7) < v/2 alakba irhato.

e Kihasznélva, hogy a szinuszfliggvény pératlan, a sin(m — x)

—sin(x — ) atalakitassal élve

2 pont

1 pont

[15]

[15]
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Az egyenl6tlenséget 2-vel osztva az

3 2
icos(xfﬂ')Jrg sin(z — ) < g
egyenl6tlenséghez jutunk. 2 pont
1
Ekkor az — = sin (z) , @ = cos (f) észrevétellel 2 pont
2 6 2 6
és a sin(a+ ) =sina - cos 8 + cos « - sin 8 addicios tétellel élve, 1 pont
egyenl&tlenségiink a
2
sin(%thfw) < g
alakban irhato. 2 pont
Igy megoldando a
. 5 _ V2
sin | x — — —
6 2
egyenl&tlenség. 1 pont

Ennek megoldashalmaza, példaul az egységkor segitségével egyszertien meghatarozhato, példaul
a kovetkezs alakban

3 5 9
2kﬂ+z<$*€<2k’ﬁ+z, keZ.

2 pont

Ezt atrendezve 19 97

T T
2 — 2k —_— Z.
km + 12 <z <2km+ 12,k€
adoédik. 2 pont

3. Az f(x) = v—a?+ 16z — 39 fliggvény a valos szdmok halmazanak lehets legbGvebb részhalmazan van

értelmezve.

(a) Hatarozza meg az f fliggvény értelmezési tartomanyéat.

(b) Az értelmezési tartomany egész szamai koziil egyet véletlenszertien kivilasztva mennyi annak a valo-
szintisége, hogy a kivalasztott szdm prim, vagy négyzetszam?

1
(c) Hatarozza meg az —— hozzarendelési szabéallyal megadott fliggvény érékkészletét.

/()

Megoldas.
(a) e Az értelmezési tartomany a —z2 + 16z — 39 > 0 egyenlétlenség megoldashalmaza. 1 pont
e A —22 + 16z — 39 = 0 egyenlet megoldasai x; = 3 és zo = 13. 2 pont
e Innen a méasodfoku kifejezéshez tartozd parabolat felrajzolva a derékszogi koordindta rend-
szerben adoédik, hogy 1 pont
e az értelmezési tartomany 3 < z < 13. 2 pont
(b) e Az értelmezési tartomény 11 egész elemet tartalmaz. 1 pont
o Ezek koziil a prim, illetve négyzetszamok: 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13. 1 pont

A keresett valoszintiség a kedvezs esetek és az Osszes eset szamanak hanyadosaként 2 pont

7

p:ﬁ'

[6]
[4]

[10]
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(c) o A —z? + 162 — 39 kifejezést teljes négyzetté kiegészitve —a2 + 162 — 39 = —(z — 8)2 + 25

adodik. 4 pont
e Innen az értékkészletre vonatkozdan a kdvetkez megallapitasok tehetdk:
x  —2?2 4160 -39 =—(z—8)2+25<25 2 pont
* 0<+v—-22+162—-39<5 2 pont
1 1
* > —. 2 pont
—z2+ 162 -39 ~ 5

4. A PARALELOGRAMMA sz6 betiinek hany olyan sorrendje van

(a) amely nem P-vel kezdsdik?

(b) amelyben a négy A nem &ll kozvetleniil egymas mellett?

(c) amelyre egyszerre teljesiil az (a) és (b) feltétel?

(d) amelyben a massalhangzok kozvetleniil egymas mellett allnak?

Megoldas.
Ay G dek sy4 14! 1
(a) e Az Gsszes sorrendek szama ISR pont
13!
e Ezek koziil a P-vel kezd6d6 sorrendek szdma ————. 2 pont
41.21.21. 2]
e Igy a nem P-vel kezd3d6 sorrendek szama 1 pont
14! 13!
41212121 412121 21
b Az 6 dek sz 14! 1
(b) e Az Gsszes sorrendek szama IR pont
11!
e Ezek koziil azon sorrendek szdma melyekben mind a négy A szomszédos RIRCTR 4 pont
e Igy azon sorrendek szdma melyekben nem mind a négy A szomszédos 1 pont
14! 11!
41.21.21.21 212021
(c) e Vegyiik el a P-t ideiglenesen a sorba rendezendd betiik koziil. 1 pont

e Ekkor a b) részben latottak alapjan, ezek koziil azon sorrendek szdma melyekben nem mind

a négy A szomszédos Ll Lol

41.20.21.91 21,2191

3 pont

e Most a P-t minden fenti sorrend esetében 13 helyre tehetjiik, hiszen nem tehetjiik elére, de
tehetjiik barmely két szomszédos betti kdzé, és az utols6é utdn. A sorrendek szama 2 pont

13! 10!
13- <4!-2!-2!-2! B 2!-2!-2!)

8!
(d) e A massalhangzok: P, R, L, L, G, R, M, M. Sorrendjeik szama: EEIRCTE 1 pont
e A maganhangzok: A, A, A, A, E, 0 halmaza kiegésziil a méassalhangzok (egyetlen) csoport-
javal. 1 pont
e Igy a kereset sorrendek szama 2 pont

7! 8!
41 21.921. 21

[4]
[6]
[6]
[4]
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5. Az 22 + 3% — 42 + 2y + 1 = 0 egyenletti korrel koncentrikus, az origot a belsejében tartalmazé kor a koor- [15]
dinata tengelyeket olyan pontokban metszi, amelyek altal kifeszitett négyszog teriilete 6 - /6 teriiletegység.
Hatarozzuk meg a kor egyenletét.

Megoldas.

o Az 22 +y? —4x+2y+1 = 0 egyenletii krrel koncentrikus kérdk egyenlete a k paraméter megfelels
valasztésa esetén 2 + y2 — 4x + 2y + k = 0. 2 pont

o Ezen korok z tengellyel vett metszéspontjainak abszcisszait az y =0, 22 +y?> —4x+2y+ k=0

egyenletrendszer megoldésai adjak. 1 pont
o A fenti egyenletrendszer megoldésai: 1.0 =2+ V4 —k. 1 pont

o Ezen korok y tengellyel vett metszéspontjainak abszcisszait az © =0, 22 +y> —4x 4+ 2y + k=0

egyenletrendszer megoldésai adjak. 1 pont
o A fenti egyenletrendszer megoldasai y1,0 = —1 £ v1 — k. 1 pont

e Ezen pontok altal kifeszitett négyszog teriilete konnyen szdmolhato az atlok (hossza) szorzatanak

feleként. 1 pont
o A kérdéses teriilet. t =2-v/4—k-2-/1—k. 2 pont
o A feladat feltételi alapjan 2-v4 —k-2-v/1—k =6-+/6. 1 pont
e Innen négyzetre emeléssel és atrendezve a k% — 5k — 50 = 0 masodfoki egyenlet adodik. 2 pont
e Ennek két megoldéasa k; = 10 és ko = —5. 1 pont
e A fentiekbdl vilagos, hogy k < 1, igy csak k = —5 ad megoldast. 1 pont

e Ebben az esetben a keresett kir egyenlete (z — 2)2 + (y + 2)? = 13. (A k = 10 értéket vissza
helyettesitve (x —2)2 + (y + 2)? = —2 adédik, ami nem kor egyenlet.) 1 pont

6. Egy gyarban a gyartasi folyamat rasztjak &ket, igy egy feliil nyi- [15]

soran egy a oldalhosszisagi négy-
zet alakd fémlemez minden sarka-
bol eltavolitanak egy-egy, egymaés-
sal egybevagod négyzet alakd részt,
az, dbra szerint. Ezek utan a szag-
gatott vonalak mentén a lapokat
felhajtjak, s élitk mentén Gsszefor-

tott, téglatest alaka dobozt képez-
ve. Mekkora az a értéke, ha az
ezen eljarassal készithet§ maxima-
lis térfogati doboz térfogata 1024
em?3? Mekkora az eltavolitott ré-
szek Gsszteriilete?
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Megoldas.
e Ha a kivagott négyzetek oldalait x-szel jeldljiik, a kapott test alapélei a — 2z, magassaga x hosszi-
sagu. 2 pont
e A kapott test térfogata V(z) = (a — 27)? - x. 1 pont
e Ezen (térfogat)fiiggvény maximumaét keressiik az 0 < z < % halmazon. 1 pont

e A maximum meghatarozhaté példaul a szamtan-mértani kozép kozotti egyenlStlenség alkalmaza-

saval. 3 pont
a i a 4 3
a—2xa—2x a T\ /a x 4 92 "4 2 z a\3
aon(3-D)(E-Pases =10
Vi) =16 ———] 17 2) g g)r=t0 3 (%
) . ) . , a T a x
e A becslésben a szamtan-mértani kozép kozotti egyenlStlenséget alkalmaztuk az 1 3291 9°%
tagokra. 2 pont
e A kifejezés pontosan akkor maximalis, ha a fenti becslésben egyenléség all fenn, vagyis ha
@e_r_a_ T _
1 21 277
a
azaz r = —. 2 pont
6
a 3
e Mivel a térfogat maximuma 1024 = 16 - (6) , ezért a = 24 (cm). 2 pont,

e Ekkor z = 4, vagyis a kivagott részek osszteriilete 4 - 42 = 64 cm?. 2 pont




1 | Halmazelmélet

Halmazalgebra

1. Feladat. Az alabbi halmazok koziil valassza ki az egyenlGeket, illetve azokat, melyek koziil
az egyik valodi részhalmaza a masiknak.
A=0, B ={1;2;-1}, C={ceZ: | <3}, D={zeR|2’—3z+2=0},
E ={1;2}, F = {egyjegyti primek} , G={gelZ':g|2},
H = {[—1; 3] nemnulla egész elmei} , I={xeR|x<0és lgx értelmezett}

2*Feladat. Adjon meg olyan A, B, C' halmazokat melyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.

CCA BCACUB=A
CCABCACUB=ACNA=0
() CCA BCA CUB=A A\C=1

(a)

(b) CCB,BCA CUB=A
)
)

3. Feladat. Legyen A = {1;2;3; B} és B = {0; 1;2}. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) 1€ A (i) {}c B
(b) 0¢ B G)OCA
(c)1cA (k) {0} € B

(d) 2¢€ B 1) {12} c {1;2}
(e) AD{1} (m) Be A

(f) {12} CANB (n) BCA

(g) {1;2} < {1;2} (o) {B}e A

(h) 0eA (p) {B}C A

ELMELETI KIEGESZITES. Az A és B halmazok AA B szimmetrikus differencidja az a halmaz,
melynek elemei az A és B halmazok koziil pontosan az egyiknek elemei, azaz AAB = (A\B)U

(B\A).

16
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4. Feladat. Legyen

A = {a 12 pozitiv oszto6i},
B = {egyjegyd primek} és
C = {|¢] =1 <2 nemnegativ egész megoldéasai}

héarom részhalmaza az U = {0;1;2;...;12;13} alaphalmaznak. Fejezziik ki az tireshalmazt
a fenti halmazokkal végzett halmazmiveletek segitségével legalabb harom kiilonb6z6 modon.
Tovabbé hatarozzuk meg az aldbbi halmazmiiveletek eredményét.

(a) A (g) ANB (n) (AUC)N(BUC) (u) BAB

(b) B (h) AUB (o) AAC (v) AU(BnNO)

(c) BUC (i) C\ B (p) CAA (w) AU(BNC)

(d) CUB () CnB (a) (A\NC)U(C\A)  (x) AU(BNC)

(e) AUD (k) (AUB)NC (r) A\ B (v) Au(BNO)

() AnB (1) (AnC)U(BNC)  (s) A\ B (z) AU(BNCQC)
(m) (ANnB)UC (t) AUuB

5. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy mely halmazmiiveletek eredményét jeloltiik az alabbi ab-

(a) | (c)
H u H u
¥ 4 Va 4
v \/
(b) (d)

o 'y
\/ \/
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6. Feladat. Hatérozzuk meg az A és B halmazokat, ha

(a) A\ B={2;3;4}, AAB ={1;2;3;4;5}, AN B ={6;7};

(b) A\ B=1{2;3;4}, AnB={6;7;8}, AUB ={1,2;3;4;5;6;7;8;9};
(c) B\A={1;2}, AAB ={1;2;3;4;5}, |AN B| = 0;
(d) A\ B=1{2;3;4}, AnB={1;2}, AU B = {1,2;3;4}.

7. Feladat. Készitsliink megfelel§ halmazabrat és jeloljiik rajta az alabbi halmazmiiveletek
eredményeit.

(a) BUA (e) AN (i) A\ B (m) AU(BNO)
(b) AUB (f) AA (G) (AUB)N (n) (AUB)NC
(c) AnB (g) (A\ B)U(B\A) (k) ( a)n (BUC> (o) An(BNC)
(d) A\ B (h) A\ B (1) Au(BNC)

8. Feladat. Hatarozzuk meg az A, B és C halmazokat, ha AN B = {1;5;7}, CN B =
{1;5;8;10}, AnC ={1;5;0}, A\ B={0;4}, B\ A={6;8;9;10}, C\ (AU B) = {3}.

9. Feladat. Hany megoldasa van az alabbi feladatnak? Hatérozzuk meg az A, B, C' halmazokat,
ha tudjuk, hogy AUBUC = {5}, ANB = {1,0;7}, CNA = {69}, BUC = U\ {4;5},
CAB = {1;2;3;8;6}, U = {0;1;2;...8;9} ¢és |A| = |C| < |B|. Az U halmaz egyben az
alaphalmazt is jeloli.

ELMELETI KIEGESZITES. Az A és B halmazok Ax B Descartes-szorzatan azt a halmazt értjiik,
mely rendezett elempéarokat tartalmaz, amelyeknek els6 komponense A-nak, mig a masodik
komponense B-nek eleme, azaz A x B = {(a;b)|la € A; B € B}.

10. Feladat. Legyen A = {1;2}, B = {2; 3;4}. Hatarozzuk meg a kévetkezd halmazokat.

(a) Ax B () Ax A (e) (ANB) x (BU A)
(b) Bx A (d) (ANB) x B

11. Feladat. Legyen A =|-5;5], B={z € R | =3 < x <4} és C' = [2;9[. Hatarozzuk meg az
alabbi intervallumokat, és abrazoljuk ¢ket szédmegyenesen.

(a) AN B (d) A\ B (g) ANBNC
(b) CUB (e) B\ A (h) (C\B)U A
(c) C\ B () (BUC)N A (i) A\ (CUB)

Adjunk olyan halmazmiiveleteket a fenti A, B és C' halmazok segitségével, melyek eredménye
(1) 0, (2) [2;4], (3) ]-5:91, (4) ]5:9[.
12. Feladat. Legyen

A: az 2? —4x — 5 < 0 egyenlStlenség megoldashalmaza;

B: az f(x)=1In/2% — 0,125 fliggvény értelmezési tartomanya;
C: a ¢g:R—R, g(r)=—2"3+ 4 fiiggvény értékkeészlete.

Hatarozzuk meg az alabbi intervallumokat, és dbrézoljuk ket szamegyenesen.



FEJEZET 1. HALMAZELMELET 19

(a) ANB (c) A\ B (e) (BUC)NA (g) C\(BUA)
(b) CUB (d) (B\A)ucC (f) AnBnC (h) A\ (CUB)

Adjunk meg olyan halmazmiveleteket a fenti A, B és C' halmazokkal, melyek eredménye

(1) 0, (3) ]-3;4,
(2) R, (4) ]—o00; —=1[U5; 00l.

13. Feladat. Abréazoljuk kozos koordinatarendszerben az alabbi halmazokat.

(a) A={(z;y) |y<3—]z[} (c) ANB
(b) B={(z;9) | (z+3)* <2+y} (d) A\ B
14. Feladat. Mivel egyenls az A halmaz komplementere az adott U alaphalmazra nézve?
(a) A = {paros szamok}, U =7Z
(b) A = {néggyel oszthaté szamok}, U = {paros szamok}
(c) A= {véges tizedes tortek}, U =Q
)

(d) A = {azon kozonséges tortek melyek szamlaloja egész, nevezGje pedig olyan egész, amely-

nek legfeljebb két prim osztoja van, és az a 2 és/vagy az 5 }, U=Q
() A=R*, U=R (i) A U=R
(f) A=Rj, U=R (j) A= [1 o, U=R
(g) A=R*, U=Ryg (k) A=[13], U=[L4]
(h) A=Q, U=R ) A=]13], U=[0;2]

15. Feladat. Adjon meg harom olyan

(a) véges,

(b) végtelen

halmazt, melyek paronként vett metszete nem {ires, de a hdrom halmaz kdzos része iireshalmaz.
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16. Feladat. Hany elemtek az alabbi halmazok?

(i) F={az f: R\ {0} = R, f(z) =1 fiiggvény grafikonjanak egész koordinataju pontjai}
A, ahol A = {1;2} és az alaphalmaz U = {1;2;3;4}

lumba es6 egész szamok halmaza

(1) A, ahol A={a€Z|a=Tk+5 2<k<T, keZ} és az alaphalmaz Z
(m
NuU{-1}

A, ahol A = {péros szamok} és az alaphalmaz U = Z

~— ~— ~— —

(p) Q (t) R
(a) Q (u) R*
(r) G=]1;2] (v) Ry
(s) H=[-1,9[NZ

(w) H; = {a koordinatasik abszcissza tengelyére megd@leges egyenesei}

(x) Hs = {a tér egyenesei}
17. Feladat. Hany részhalmaza van egy 6t elem® halmaznak?
18. Feladat. Adott az A = {1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz.

(a) Héany részhalmaza van A-nak?
(b) Hany valodi részhalmaz van A-nak?
(c) Hany harom elemt részhalmaza van A-nak?

(d) Mibél van tébb, négy elemii, vagy 6t elemi részhalmazabol?

f

g) Héany olyan hat elemii részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata paros?

(
(f) Hany olyan harom elemt részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata péaros?
(
(

)
)
)
)
e) Hany olyan részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata paros?
)
)
)

h) Héany olyan részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata 35-tel oszthatd?
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19* Feladat. Adott az A = {1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz.
(a) Hany olyan harom elemi részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata 10-zel
oszthato?

(b) Hany olyan 6t elemi részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata 10-zel osztha-

t07
¢) Hany olyan részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata nem oszthaté 3-mal?

(d) Hany olyan részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata 91-gyel oszthato?

(c)
)
(e) Hany olyan két elemt részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata prim?
(f) Hany olyan harom elemt részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata prim?
(g) Hany olyan két elemii részhalmaza van A-nak amelyben az elemek sszege paratlan?
)

(h) Hany olyan részhalmaza van A-nak amelyben az elemek Gsszege 45-tel oszthato?
20. Feladat. Héany elemtek lehetnek az A és B halmazok, ha teljesiilnek rajuk a kévetkezdk?

(a) [A\B| =3, |B\ A =2, |[AUB| =7
(b) |A\ B| =3, |[AAB| =5, |[ANB| =2
(c) JAUB|=7,]ANB| =5

(d) [AUB|=7,|ANB| =56 BC A
(e) |A\ B| =3, |[AAB|=5és ANB =0
(f) A\ B| = 3, |AAB| = 2
(g) |[AUB| =7, |BAA| =2

21. Feladat. Az A, B, C halmazokra teljestil, hogy A, B C C és AN B = (). Melyek igazak az
alabbiak koziil?

(a) [A] < |C] (b) [Al+ B[ <|C]  (¢) [AUB[<|C] (d) |[ANnB| <|B|

22* Feladat. Legyen |A| = a és |B| = b két véges halmaz, ahol a < b. Hany elemtek lehetnek
az alabbi halmazok?

(a) A\ B (e) AAA (i) Ax A
(b) AUB () AAD () Ax0

() ANB (g) A\ (AAB) (k) Ax (AUB)
(d) AAB (h) Ax B

23. Feladat. Tudjuk, hogy |A x B| = 24. Mekkora lehet az
(a) AU B, (b) AN B, (¢c) A\ B

halmazok elemszama?
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Szamhalmazok. A val6s szamkor felépitése

24. Feladat. Vilasszuk ki az alabbi szamok koziil azokat, amelyek elemei

(i) az egész szamok halmazanak,

(ii) a pozitiv racionalis szamok halmazanak.

(@) 5 () 4,12 (k) m (p) V8 (u) logs 4
(b) _o?il (g) 0! (1) e (q) 73 (v) log, 1
(c) 5 (B) 1.9 (m) V4 (r) 161 (w) 5loss4
(d) % (i) 3,419 (n) V3 (s) log, & (x) sinm
(e) 4,12 () 7-V5 (0) v/—064 (t) logg 27 (v) cos840°

25. Feladat. Vilassza ki az alabbi allitasok koziil azokat, amelyek igazak.

Ha a és b is nemnegativ egész szam, akkor a + b is nemnegativ egész szam.

Ha a és b is nemnegativ egész szam, akkor a — b is nemnegativ egész szam.

Ha a és b is nemnegativ egész szam, akkor a - b is nemnegativ egész szam.

Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a + b is nemnegativ egész szam.
Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a + b pozitiv egész szam.
Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a + b nempozitiv egész szam.
Létezik olyan a és b nemnegativ egész, szam, melyekre a + b negativ egész szam.

Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a - b is nemnegativ egész szam.

)
)
)
)
)
)
)
)
(i) Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a - b pozitiv egész szam.
) Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a - b nempozitiv egész szam.
) Létezik olyan a és b nemnegativ egész, szam, melyekre a - b negativ egész szam.
) Ha a + b nempozitiv egész szam, akkor a és b is nempozitiv egész szam.
) Ha a + b nempozitiv egész szam, akkor a vagy b nempozitiv egész szam.
) Ha a + b nempozitiv egész szam, akkor vagy a vagy b nempozitiv egész szam.
) Ha a + b pozitiv egész szam, és a nemnegativ egész szam, akkor b pozitiv egész szam.
) Ha a - b pozitiv egész szam, és a nemnegativ egész szam, akkor b pozitiv egész szam.
)

Ha a - b pozitiv egész szam, és a nemnegativ egész szam, akkor b pozitiv szam.
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Logikai szita

26. Feladat. Hany olyan 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely
(a) oszthato 2-vel és 3-mal;

(b) oszthato 2-vel vagy 3-mal,

(
(

)
)

) oszthato vagy 2-vel vagy 3-mal,
d) ha oszthato 2-vel, akkor 3-mal is;
)
)
)
)

C

e) nem oszthatd 2-vel, de 3-mal igen;

(
(

nem oszthato 3-mal, de 2-vel igen;

(g) a2, 3, 4 szamok koziil pontosan kettGvel oszthato;
(h

(i) a2, 3, 6 szamok koziil pontosan kettdvel oszthato.

a 2, 3, b szamok koziil pontosan kettével oszthato;

27. Feladat. Egy 30 f6s osztalyban mindenki tanulja a német vagy az angol nyelv valamelyikét.
Tudjuk, hogy haromszor annyian tanuljak mindkét nyelvet, mint ahédnyan csak angolul tanul-
nak. Csak németiil feleannyian tanulnak, mint ahanyan angolul tanulnak. Hanyan tanulnak az
osztalybol

(a) angolul, (d) egyik nyelven sem,
(b) csak angolul, (e) valamelyik nyelven,
(c) csak németiil, (f) pontosan az egyik nyelven?

28. Feladat. Egy munkahelyen 62-en dolgoznak. Koziiliik 20-an sportolnak, 14-en dohanyoznak
és 23-an barna hajuak. Tovabbéa 7 barna haju dohanyos, 8 barna haji sportol6 és 3 dohényos
sportold van a dolgozok kézott. Harman vannak a barna haju dohényos sportolok is.

(a) Hany nem dohanyzo6 barna haji ember dolgozik ezen a munkahelyen?
(b) Hany olyan dolgozo6 van aki sportol és nem dohanyzik?
(c) Hanyan vannak a nem barna haja sportolok?

Tegyiink fel olyan kérdéseket amelyekre a vélasz
(i) 20, (i) 12, (iii) 22, (iv) 32.

29¥ Feladat. Egy gyorsétteremben hamburger, gofri és hot dog kaphaté. A tulajdonos egy
pénteki napon a rendeléseket Osszesitve a kovetkezdket tapasztalta. Hamburgert 32-en, gofrit
17-en, hot dogot szintén 32-en rendeltek. Hamburgert és gofrit 9-en, gofrit és hot dogot 12-en
rendeltek. Pontosan kétféle ételt hdromszor annyian rendeltek, mint haromfélét.

(a) Hany olyan megrendels volt, aki hamburgert rendelt, de goofrit nem?

(b) Hannyal vannak t6bben azok, akik nem rendeltek hotdogot, mint azok, akik csak hotdogot
rendeltek?

(c) Hanyan rendeltek gofrit vagy hamburgert?

(d) Lehet-e a rendelést leadok szama ottel oszthato?



Megoldasok

Halmazalgebra

1. Feladat. Az alabbi halmazok koziil valassza ki az egyenlGeket, illetve azokat, melyek koziil
az egyik valodi részhalmaza a masiknak.

A=0, B={1;2-1}, C={c€Z:||<3}, D={zeR|z®>-3z+2=0},
E={1;2},  F={egyjegylprimek}, G={geZ:g]|2},
H = {[—1; 3] nemnulla egész elmei} , I'={zeR|x<0és lgx értelmezett}

Megoldas. A fenti halmazokat kénnyen megadhatjuk az elemeiknek felsorolaséaval.

A=1 B ={1;2;-1} C={-2;,-1;0;1;2} D ={1;2} E ={1;2}
F =1{2:3;5;7} G=1{1;2} H={-1;1;2} I=10

A keresett Osszefiiggések a kovetkezdk.

e A=1 e AICBCDEFGH
e B=H e BCC
e D=FE=G e G,DCB,C/H

e HCC

2*Feladat. Adjon meg olyan A, B, C' halmazokat melyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.

(a)

(b)CCB BCA CUB=A

(c) CCA BCA CUB=A

(d) CCA BCA CUB=ACNA=0
(e) CCA BCA CUB=A A\C=1

24
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Megoldas.
(a) A={1;23}, B={1;2}, C={1}
(b) A={1;2}, B={1;2}, C = {1}
(c) A={L;2}, B={1;2}, C = {1}
(d) A={1;2}, B={1;2},C =10
)

(e) Nincsenek ilyen halmazok. Ha C' C A, akkor a valodi részhalmaz definicioja alapjan A\ C
nem lehet tires.

3. Feladat. Legyen A = {1;2;3; B} és B = {0; 1;2}. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) 1€ A (i) {}cB
(b) 0¢ B () 0cA
(c)l1CcA (k) {0} e B
@28 ) {1;2}  {1;2}
(e) AD {1} (m) Be A
(f) {12} CANB (n) BCA
(g) {1;2} € {1;2} (0) {B}eA
(h) PeA (p) {B}C A
Megoldas.
(a) igaz (g) igaz (m) igaz
(b) hamis (h) hamis (n) hamis
(c) hamis (i) igaz (o) hamis
(d) hamis (j) igaz (p) igaz
(e) igaz (k) hamis
(f) igaz (1) hamis
4. Feladat. Legyen
A = {a 12 pozitiv osztoi},
B = {egyjegyd primek} és
C = {|¢] =1 < 2 nemnegativ egész megoldéasai}
harom részhalmaza az U = {0;1;2;...;12;13} alaphalmaznak. Fejezziik ki az tireshalmazt

a fenti halmazokkal végzett halmazmiveletek segitségével legalabb harom kiilonb6z6 modon.
Tovabbé hatarozzuk meg az aldbbi halmazmiiveletek eredményét.
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(a) A (g) ANB

(b) B (h) AUB

(c) BUC (i) C\ B

(d) CUB () ¢nB

(e) AUB (k) (AuB)nC

(f) AnB () (AnCc)u(BNC
(m) (ANB)UC

26

(n) (AUC)N(BUC) (u) BAB

(o) AAC (v) AU(BnNO)

(p) CAA (w) AU(BNC(C)
(@) (A\NC)U(C\4)  (x) AU(BNC)
() ANB (v) AU(BAC)

(s) A\ B (z) AU(BNC)
(t) AUB

Megoldas. Mivel A = {1;2;3;4;6;12}, B ={2;3;5;7} és C = {0; 1;2; 3}, ezért példaul

A\ A=
(a) A={0;5;7;8;9;10;11;13}
(b) B =B = {23,517}
(¢) BUC ={2;3;5;7;0;1}
(d) CuB=1{0;1;2;3;5;7}
(e) AUB = {0;8;9;10;11;13}
(f) AnB = {0;8;9;10;11;13}
(g) ANDB ={0;1;4;5;6;7;8;

9;10;11;12; 13}
(h) AUB =1{0;1;4;5;6;7;8;
9;10;11;12; 13}
(i) C\B={0;1}
() CNB={0:1}
(k) (AUB)NC =1{1;2;3}
1) (AnCHu(BNC)={1;2;3}
(m) (ANB)UC ={0;1;2;3}

(ANB)\ C = BAB = 0.

m) (AuC)n(BUC) ={0;1;2;3}

(0) AAC = {0;4;6;12}

(p) CAA ={0;4;6;12}

(@) (A\NC)U(C\A) ={0;4;6;12}

(r) A\ B ={0;2;3;5;7;8;9;10;11; 13}

(s) A\B = {57}

(t) AUB = {0-5-7-8-9-10 11;13;2; 3}

(u) BAB

(v) Zu( ): {0;2;3;5;7;8;9;10;11; 13}

(w) AU(BNC)=1{0;1;2;3;4;5,6;7;8;9;
10;11;12; 13}

(x) AU(BNCO) =1{0;4;5;6;7;8;9;
10;11;12; 13}

(y) AU(BNC) ={0;1;4;56;7;8;9;
10;11;12; 13}

(z) AU(BNC)=10;5;7;8;9;10;11; 13}
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5. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy mely halmazmiiveletek eredményét jeloltiik az alabbi ab-
rakon.

R R
W 4 Va4
% \/

H H

o 'y
\/ \/

Megoldas. A halmazmiiveletek tulajdonsagai, illetve a kiilonb6z6 halmazelméleti azonossagok
okan tobb mas helyes megoldas is lehetséges.

(a) (AnC)u(BNC)=(AUB)NnC (c) (B\NA)U((ANC)\ B)
(b) AuUC=AnC (d) (B\(AUQC)U((ANnC)\ B)

6. Feladat. Hatarozzuk meg az A és B halmazokat, ha
(a) A\ B =1{2;3;4}, AAD ={1;2;3;4;5}, AN B = {6;7};
(b) A\ B =1{2;3;4}, ANB ={6;7;8}, AUB = {1;2;3;4;5;6; 7;8,9};
(c) B\ A={1;2}, AAB ={1;2;3;4;5}, |[AN B| = 0;
(d) A\ B=1{2;3;4}, AnB={1;2}, AU B = {1,2;3;4}.
Megoldas. A megoldas konnyen megkaphato a megfelels Venn-diagrammok kitoltésével.
a) A={2;3;4,6;7}, B={1;567}
b) A={23;4;6;7;8}, B ={1;56;7;8;9}
c) A={3;4;5}, B={1;2}
)

d) Az A\ B és AN B halmazoknak nem lehet kozos elemiik. Az elsé két feltétel ellentmond
egymasnak, {gy nincs megoldés.
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7. Feladat. Készitsiink megfelel6 halmazéabrat és jeloljiik rajta az alabbi halmazmiiveletek

eredményeit.

Megoldas.

(a)

(e) AN (i) A\B (m) AU(BNO)
(f) AL () (AUB)NC (n) (AUB)NCT
(g) (A\ JU(B\A) (k) (AuC)N(BUC) (o) AN(BNC)
(h) A\ B ) Au(BNO)

(e)

(b)
(c)

)
H




FEJEZET 1. HALMAZELMELET

29

(m)

T
WaV
\

(n)

T
VaV,
)

\/

o

8. Feladat. Hatarozzuk meg az A, B és C halmazokat, ha AN B = {1;5;7}, CNB =

{1;5;8;10}, AnC ={1;5;0}, A\ B={0;4}, B\ A={6;8;9;10}, C\ (AU B) = {3}.

Megoldas.

A legegyszertibb, ha Venn-diagramot készi-
tiink, és a keletkez6 tartoményokat kitoltjiik a

megfelels elemekkel.

A = {0;1;4;5;7}

B = {1;5;6;7;8;9;10}

C = {0;1;3;5;8;10}

D
NGY

9. Feladat. Hany megoldésa van az alabbi feladatnak? Hatéro_zzuk meg az A, B, C halmazokat,
ha tudjuk, hogy AUBUC = {5}, AN B ={1;0;7}, CNA = {69}, BUC = U \ {4;5},
CAB = {1;2;3;8;6}, U = {0;1;2;...8;9} és |A|] = |C| < |B|. Az U halmaz egyben az

alaphalmazt is jeloli.

Megoldas.

A megadott informéaciok alapjan a Venn-
diagramot nem tudjuk teljesen kitolteni. Vi-
szont azt is megfigyelhetjiik, hogy oda, aho-
va mar irtunk szamot, oda nem irhatunk tob-
bet. Figyelembe véve az elemszamra vonatkozo
feltételt, 4 kiilonb6z6 modon fejezhetjiik be a

Venn-diagramot.

N
M/
\Y/
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10. Feladat. Legyen A = {1;2}, B = {2;3;4}. Hatarozzuk meg a kévetkezd halmazokat.

(a) AxB (c) Ax A (e) (ANB)x (BUA)
(b) Bx A (d) (AnB)x B
Megoldas.
(a) Ax B ={(1,2); (1,3); (1,4); (2.2): (2.3): (2.4)}
(b) B x A= {(2,1); (3,1); (4,1): (2,2); (3,2): (4,2)}
(c) AxA={(11);(1,2);(2,1);(2,2)}
(d) (AN B) x B ={(2,2);(2,3);(2,4)}
(e) (ANB)x (BUA)={(2,1);(2,2);(2,3);(2,4)}

11. Feladat. Legyen A =|—5;5], B={z € R | =3 < x <4} és C' = [2;9[. Hatarozzuk meg az
alabbi intervallumokat, és abrazoljuk Gket szédmegyenesen.

(a) ANDB (d) A\ B (g) ANBNC
(b) CUB (e) B\ A (h) (C\B)UA
(c) C\ B (f) (BUC)N A (i) A\ (CUB)

Adjunk olyan halmazmiiveleteket a fenti A, B és C halmazok segitségével, melyek eredménye
(1) 0, (2) [2;4], (3) ]-5:91, (4) ]5;9[.
Megoldas.
(a) AN B =[-3;4]

A o .
B T .
-3 4
(b) CUB = [-3;9[
C . o
B o .
-3 9
(c) C\ B =49
C . o
B * ° o—
4 9
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(e) B\A=10

B
A S *

(f) (BUC)NA=[-3;5]

BUC . 0
A o

(N
Ut e

(g) AnBNC =[2;4]

Qe

(h) (C\B)UA=]=59]

C\B o0— —— o

5 9
(i) A\ (CUB)=]-5-3|
5 j:% "
(1) A\ A (2) ANBNC (3) (C\B)UA (4) C\ A

12. Feladat. Legyen

A: az 2? —4x — 5 < 0 egyenlStlenség megoldashalmaza;
B: az f(x) =1In/2% — 0,125 fliggvény értelmezési tartomanya;
C: a ¢g:R—R, g(r) = —2"3 + 4 fiiggvény értékkeszlete.

Hatarozzuk meg az alabbi intervallumokat, és dbrézoljuk ket szamegyenesen.

(a) ANDB (c) A\ B (e) (BUC)N A (g) C\ (BUA)
(b) CUB (d) (B\A)UC (f) ANBNC (h) A\ (CU B)

Adjunk meg olyan halmazmiiveleteket a fenti A, B és C' halmazokkal, melyek eredménye

(1) 0, (3) 1-3:4[,
(2) R, (4) ]—o00; —1[U]5; o0].

Megoldas. Elgszor hatarozzuk meg az A, B, C' halmazokat intervallum forméjaban:

A=[-1;5], B =]-3;00], C = ]—o0;4].
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Qo

(a) ANB=A=[-1;5

(b) CUB =]—00,00]

(c) A\B=10

(d) (B\A)UC =]-00;4[U]5; 00]

(e) (BUC)NA=A=[-1;5]

(f) ANBNC = [—1;4]

(g) C\(BUA) =]-00;3

(h) A\ (CUB) =0

(1) 0=A\A

(2) R=BUC

(3) |-3:4[= BN C

(4) J—o0; =1[U]5;00[ = (BUC)\ A
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13. Feladat. Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben az alabbi halmazokat.

(a) A={(z;y) [y <3 —lz[} (c) ANB
(b) B ={(z;9) | (x+3)* <2+y} (d) A\ B
Megoldas.
A szinezés segit a megfelel6 halmazok be- ““ Y
azonositasdhoz. \ /

A: kékkel jelolt pontok halmaza “ :

(a
(

2 ’ . . \ !
b) B: rozsaszinnel jelolt pontok halmaza Y 131
\
2, . 4 e e . 2
(c) AN B: a két szinezés kozos része \ f
\ /
(d) A\ B: azon rozsaszin rész, ami nem kék \ :

14. Feladat. Mivel egyenls az A halmaz komplementere az adott U alaphalmazra nézve?
(a) A= {paros szamok}, U =7
(b) A = {néggyel oszthatd szamok}, U = {paros szamok}
(c) A= {véges tizedes tortek}, U =Q
)

(d) A = {azon kozonséges tortek melyek szamlaloja egész, nevezgje pedig olyan egész, amely-

nek legfeljebb két prim osztoja van, és az a 2 és/vagy az 5 }, U=Q

() A=R*, U=R i) A=0, U=R

() A=R{, U=R () A=[lioo|, U=R

() A=R*, U=R] (k) A=[13], U=[L4]

(hy A=Q, U=R (1) A=11;3], U=10;2

Megoldas.

(a) A = {paratlan szdmok}

(b) A = {néggyel osztva 2 maradékot adé szamok}

(c) A = {végtelen szakaszos tizedes tortek}

(d) A = {végtelen szakaszos tizedes tortek}

(e) A=Ry (h) A=Q (k) A=13;4]

(f) A=R" i) A=R (1) Nem értelmezhetd,
() A= {0} (j) A=]-o0s1 mert 4 ¢ U.
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15. Feladat. Adjon meg harom olyan

(a) véges,

(b) végtelen
halmazt, melyek paronként vett metszete nem {ires, de a harom halmaz kézos része iireshalmaz.
Megoldas.

(a) Példaul: A ={1;2}, B={2;3}, C = {3;1}.
(b) Példaul: R, Ry, Q*.

16. Feladat. Hany elemtiek az alabbi halmazok?

(a) A = {péaros primszamok}
(b
(c
(d
(e
(f
(g
(

h) F = {a 2z + 4y = 17 egyenlet egész megoldasai}

)
) By = {223 = 2 + x pozitiv egész megoldésai}

) By = {az z* + 2% + 1 = 0 egyenlet valés megoldasai}

) C1 = {120 pozitiv oszto6i}

) Co={al|a®=k, k<100, k € N}

) D1 = {2 azon nemnegativ egész kitevss hatvanyai, melyek paratlanok}
) Dy = {3" utols6 szamjegyei, ahol n € N}

)

)

)

) A

(i) F={az f: R\ {0} = R, f(z) =1 fiiggvény grafikonjanak egész koordinataju pontjai}
(j) A, ahol A = {1;2} és az alaphalmaz U = {1;2;3;4}

(k) A,aholA={a€Z|a=Tk+5, 2<k <7, keZ} é az alaphalmaz a [10; 60] interval-
lumba es6 egész szamok halmaza

(1 j,aholA:{a€Z|a:7k;+5, 2< k<7, keZ} és az alaphalmaz Z

\_/\_/g\_/
Z

(n) NU{-1}

(0) A, ahol A = {péros szamok} és az alaphalmaz U = Z
(p) Q (t) R

(q) Q@ (u) RF

(r) G=]1;2] (v) Ry

(s) H=[-1,9[NnZ

(w) H; = {a koordinatasik abszcissza tengelyére meg@leges egyenesei}

(x) Hs = {a tér egyenesei}
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Megoldas.

(a) Al =1 (i) |F|=2 (@) Q] =c

(b) |Bi] =1 (i) [A] =2, (r) |G| =c

(c) |Bs| = (k) [A] =45 (s) [H| =10

(d) |C1| =16 1) A =6 (t) R =c

(e) [Cof = (m) |N| =R, (w) RY|=c

(f) D] =1 (n) [NU{=1}| =R, (v) Ry =c

(8) |Dof = (0) |4] = N, (w) [Hi| =c

(h) [E[=0 (p) Q| =N, (x) [Hy| =c

17. Feladat. Hany részhalmaza van egy 6t elemi halmaznak?

Megoldas. 2° = 32

18. Feladat. Adott az A = {1;2;3;4;5;6;7;8;9}

(a) Hany részhalmaza van A-nak?
(b) Hany valodi részhalmaz van A-nak?

)
)
(c) Hany harom elemt részhalmaza van A-nak?
(d)

(e)
(f)
()
(b)

Megoldas.

(a) 2°
(b) 20— 1

© ;)

(d) Ugyanannyi: (Z)

halmaz.

Mibdl van tébb, négy elemi, vagy 6t elemt részhalmazabol?

Héany olyan részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata paros?

f) Héany olyan harom elemt részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata paros?
Hény olyan hat elemit részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata paros?

h) Héany olyan részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata 35-tel oszthatd?

(e) 29 —25+1

0 ()= ()
o v o ()
(h) 27
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19* Feladat. Adott az A = {1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz.
(a) Hany olyan harom elemi részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata 10-zel
oszthato?

(b) Hany olyan 6t elemi részhalmaza van A-nak, amelyben az elemek szorzata 10-zel osztha-
t67

h) Hany olyan részhalmaza van A-nak amelyben az elemek Gsszege 45-tel oszthat6?
Megoldas

(a) 22 (e) 4

(b) 69 (f) 0

(c) 2° (g) 20

(d) 0 (h) 1

20. Feladat. Héany elemtek lehetnek az A és B halmazok, ha teljesiilnek rajuk a kévetkezdk?

(a) |A\B| =3, |B\A| =2, [AUB| =7

(b) |A\ B] =3, |AAB| =5, |ANB| =2

(c) JAUB|=17,|ANB| =5

(d) [AUB|=7,|[ANB|=5és BC A
e) |[A\B| =3, |AAB|=5é ANB =1
)
)

(
(f) |A\ B| =3, |AAB| =2

(g) [AUB| =17, |BAA| =2
Megoldas.
(a) |[A] =5, |B| =4
(b) |A[=5,|B|=4
(c) |Al =7, |B| =5 vagy |[A] =5, |B| =7 vagy [A| =6, |[B| =6
(d) Al =7, |B]=5
(e) |A[=3,|B|=2
(f) Nem léteznek ilyen halmazok.
)

(g) [Al =7, |B| =5 vagy |A| =5, |B| = 7 vagy [A| = 6, |B| = 6



FEJEZET 1. HALMAZELMELET 37

21. Feladat. Az A, B, C halmazokra teljesiil, hogy A, B C C és AN B = (). Melyek igazak az
alabbiak koziil?

(a) |A| < |C| (b) |A|+ |B| < |C] (c) [JAUB| < |C| (d) |[AnB| < |B|
Megoldas.
(a) hamis (b) hamis (c) igaz (d) hamis

22*Feladat. Legyen |A| = a és |B| = b két véges halmaz, ahol a < b. Hany elemtek lehetnek
az alabbi halmazok?

(a) A\ B (e) AANA (i) Ax A
(b) AUB (f) AAD (G) Ax0
(c) ANB (g) A\ (AAB) (k) Ax (AUB)
(d) AAB (h) Ax B
Megoldas
(a) 0<|A\B|<a (g) 0<|A\ (AAB)| <a
(b)y b<|AUB|<a-+b (h) |[AxB|=a-b
(¢c) 0<|ANB|<a (i) |[Ax A| = a?
(d) b—a<|AAB|<a+b () |JAx 0 =0
(e) |[AAA| =0 (k) ab<|Ax (AUB)| <a(a+Db)
(f) |AAD| =a

23. Feladat. Tudjuk, hogy |A x B| = 24. Mekkora lehet az

(a) AU B, (b) AN B, (¢c) A\ B
halmazok elemszéma?
Megoldas.

(a) 6 <[AUB| <25 (b) 0<[ANB|l <4 () 0<|ANB| <24
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Szamhalmazok. A val6s szamkor felépitése

24. Feladat. Vilasszuk ki az alabbi szamok koziil azokat, amelyek elemei

(i) az egész szamok halmazanak,

(ii) a pozitiv racionalis szamok halmazanak.

(a) 3 (f) 4,12 (k) m (p) V8 (u) logy4

(b) % (g) 0! 1) e (q) 73 (v) log, 1

(c) % (h) 1.9 (m) V4 (r) 161 (w) 5Hloesd

(d) 2 () 3,419 (n) V3 (s) log, & (x) sinm

(e) 41/,512 () 7-v5 (0) v—064 (t) logy 27 (v) cos840°
Megoldas.

(i) Egészek: (b), (d), (g), (h), .
(ii) Pozitiv racionalisok: (a), (c), (d), (e), (f), (g), (h), (i), (m), (r), (t), (w).

Ha a és b is nemnegativ egész szam, akkor a + b is nemnegativ egész szam.
Ha a és b is nemnegativ egész szam, akkor a — b is nemnegativ egész szam.

Ha a és b is nemnegativ egész szam, akkor a - b is nemnegativ egész szam.

Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a + b pozitiv egész szam.
Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a + b nempozitiv egész szam.

Létezik olyan a és b nemnegativ egész, szam, melyekre a + b negativ egész szam.

Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a - b nempozitiv egész szam.
Létezik olyan a és b nemnegativ egész, szam, melyekre a - b negativ egész szam.
Ha a + b nempozitiv egész szam, akkor a és b is nempozitiv egész szam.

Ha a + b nempozitiv egész szam, akkor a vagy b nempozitiv egész szam.

Ha a + b nempozitiv egész szam, akkor vagy a vagy b nempozitiv egész szam.

)

)

)

)

)

)

)

)

(i) Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a - b pozitiv egész szam.

)

)

)

)

)

)

) Ha a - b pozitiv egész szam, és a nemnegativ egész szam, akkor b pozitiv egész szam.
)

Ha a - b pozitiv egész szam, és a nemnegativ egész szam, akkor b pozitiv szam.

Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a + b is nemnegativ egész szam.

Létezik olyan a és b nemnegativ egész szam, melyekre a - b is nemnegativ egész szam.

Ha a + b pozitiv egész szam, és a nemnegativ egész szam, akkor b pozitiv egész szam.
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Megoldas.
(a) igaz (f) igaz (k) hamis
(b) hamis (g) hamis (1) hamis
(c) igaz (h) igaz (m) igaz
(d) igaz (i) igaz (n) hamis
(e) igaz (j) igaz (0) hamis

Logikai szita

(p) hamis
(q) igaz

26. Feladat. Hany olyan 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely

a) oszthato 2-vel és 3-mal;

(c) oszthato vagy 2-vel vagy 3-mal,
(d) ha oszthato 2-vel, akkor 3-mal is;
(e) nem oszthato 2-vel, de 3-mal igen;
(f)
g)

(h) a 2, 3, 5 szamok koziil pontosan kett6vel oszthato;

(a)
(b) oszthato 2-vel vagy 3-mal;
)
nem oszthatoé 3-mal, de 2-vel igen;
(

a 2, 3, 4 szamok koziil pontosan kettével oszthato;

(i) a 2, 3, 6 szamok koziil pontosan kettével oszthato.

Megoldas.
(a) 16 (c) 51 (e) 17 (g) 16
(b) 67 (d) 66 (f) 34 (h) 23

27. Feladat. Egy 30 £6s osztalyban mindenki tanulja a német vagy az angol nyelv valamelyikét.
Tudjuk, hogy haromszor annyian tanuljak mindkét nyelvet, mint ahédnyan csak angolul tanul-
nak. Csak németiil feleannyian tanulnak, mint ahdnyan angolul tanulnak. Hanyan tanulnak az

osztalybol
(a) angolul, (d) egyik nyelven sem,
(b) csak angolul, (e) valamelyik nyelven,

(c) csak németiil, (f) pontosan az egyik nyelven?
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Megoldas.
(a) 20 (d) 0
(b) 5 (e) 30
(c) 10 (f) 15

28. Feladat. Egy munkahelyen 62-en dolgoznak. Koziiliik 20-an sportolnak, 14-en dohanyoznak
és 23-an barna hajtak. Tovabba 7 barna haji dohanyos, 8 barna haja sportolé és 3 dohanyos
sportold van a dolgozok koézott. Harman vannak a barna haju dohényos sportolok is.

(a) Hany nem dohanyzo6 barna haji ember dolgozik ezen a munkahelyen?
(b) Hany olyan dolgozo6 van aki sportol és nem dohanyzik?

(c) Hanyan vannak a nem barna haja sportolok?

Tegytink fel olyan kérdéseket amelyekre a vélasz

(i) 20, (i) 12, (iii) 22, (iv) 32.
Megoldas.

(a) 16 (b) 17 (c) 12

(i) Hany olyan dolgozo6 van, aki nem barna haji, nem dohanyzik és nem is sportol?
(ii

(iii

Hany nem dohéanyzo6 sportolénak nincs barna haja?
Hany olyan nem sportolé dolgozé van aki barna haji vagy dohényzik?

)
)
)
)

(iv) Hany olyan dolgoz6 van, aki nem barna haju és nem is dohanyzik?

29¥* Feladat. Egy gyorsétteremben hamburger, gofri és hot dog kaphaté. A tulajdonos egy
pénteki napon a rendeléseket Osszesitve a kovetkezdket tapasztalta. Hamburgert 32-en, gofrit
17-en, hot dogot szintén 32-en rendeltek. Hamburgert és gofrit 9-en, gofrit és hot dogot 12-en
rendeltek. Pontosan kétféle ételt hdromszor annyian rendeltek, mint haromfélét.

(a) Hany olyan megrendels volt, aki hamburgert rendelt, de goofrit nem?

(b) Hannyal vannak t6bben azok, akik nem rendeltek hotdogot, mint azok, akik csak hotdogot
rendeltek?

(c) Hanyan rendeltek gofrit vagy hamburgert?

(d) Lehet-e a rendelést leadok szama ottel oszthat6?
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Megoldas. Tekintsiik az alabbi halmazéabrét, ahol x jeldli a mindharom ételt rendelSk szamat.

AV

(a) 23 (b) 8-cal (c) 40 (d) Nem



2 | Szamelméleti alapok. Elemi algebrai
azonossagok

Elemi algebrai azonossagok

1. Feladat. Alakitsuk szorzatté az aldbbi kifejezéseket.

(a) 2a+ 4b+ 6¢ (i) x(2b — 4c) + y(3b — 6¢)
(b) 2a® + 3a? + 4a (j) a(z +y)+ 2z +2y

(c) 62%yz + 4zy*z + 10xy2z2 (k) z(5a —b) 4+ 10a — 2b
(d) a(x+y) +b(xr +y) (1) xa+ zb+ya+ yb

(e) 4(2a+b) — ¢(b+ 2a) (m) 4ax + bx + 8ay + 2by
(f) ab(2x — 3y) + ¢(3y — 2x) (n) 22® —102% — 15y + 3y
g) 22(3 —a) — 3y(a — 3) (0) ¥+ 94 3y* + 3y

)

/D_'\/—\

a(5 — 2b) + b(10 — 4b)

2. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) 2?4+ 62 + 8 (f) 2* +42%*+3
(b) 2 +8x+7 (g) =3+ 2z — 3z
(c) 2> +x—12 (h) 22 + 4z + 10
(d) 22 —x —12 (i) —a%+22* + 35
(c) 2% — 4o — 30

(a) 2* +6x+8 (f) 22— 10z +6
(b) 2% +4z+9 (g) 22% — 8z + 30
(¢c) * +2+3 (h) —2?+3z -5
(d) 2* —x (i) 2 +42* + 3
(e) 22 —2x — 12

42
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4. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a® —b? (i) y° —c

(b) 22 — 16 (j) 4a* — 36b*-2
(c) 9 (k) 100z% — 16y*
(d) 41:2 -1 (1) Exz _ @ylo
() 1622 — 81y 25 8l
0 (m) 0,0122 — 0,25y5
(®) 4 160
(g) o c? ) o2 ~ 11
(h)xyz—xyz (o) 22* —2

5. Feladat. Végezziik el a kijelolt miiveleteket.

(a) (a+0b)? w (22
(b) (a—1b)? ( ') (Z’ 43)2
(c) (2a — 3)? Q) (a® +20°)
(d) (42 + 5y)? (G) (12zy* + 52%y°)?
() (=3a—5¢)* (k) (0,1a + %b)
(f) (322 — 10y3)? ,
~N D) (a+b+e)
(g) (a + 5) (m) (a—b+c)?

6. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(p) Ta® — 63b?

(@) @a-d

(1) 300 — — 271"

(s) 1—xt®

(t) (a+0b)*—2?

() (a—3b)? — (c — 2a)?
(v) 4(3a—2b)? —9(2a — 3b)*
(n) (a—b—c)?

(o) (2x — 3y + 52)?

(p) (2a* +100* — 3c3)?
(q) (a+2b—3c+ 5z)?

(a) a® 4 2ab+b? (i) a

(b) a* — 2ab + v? (j) 162%y® — 483y + 362%y*

(c) a* —4a+4 (k) 9a*V? + 12ab* + 4a?b*

(d) z*+ 6z +9 (1) 522 + 10z +5

(e) 42 +4x +1 (m) —z* —24x — 144

(f) 9a? — 30ab + 25b° (n) a®+b* + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca
(g) a* — 30a + 225 (0) a*+b* + ¢ + 2ab — 2bc — 2ca
(h) z'% + 2025 + 100 (p) a®+ 4+ 2* + 4a + 42* + 2aa2?

ELMELETI KIEGESZITES.

(a+0b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b°

(a —b)* = a® — 3a®b + 3ab® — b*
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7. Feladat. Végezziik el az aldbbi miiveleteket.

(a) (a+0)° (d) (4z +5y)° (8) (a® +0°)°
(b) (a—b)? (e) (=3a —5c)? (h) (2ac — 3ab)?
(c) (2a —3)3 (f) (32* —10y°)3 (i) (3a*+0%)3

ELMELETI KIEGESZITES.
a® —0* = (a—b) (a® + ab+ b?)

a’ +b° = (a+10) (a® — ab+ %)

8. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a®> —b? (e) a® — 64° (i) 40a® — 625
(b) a®+ b? (f) 8a® —1 (j) 3ac® + 3000a
(c) a®>—8 (g) 27a° — 1250 (k) é 5 16745 B
(d) 27 +a (h) 1000a'? + 0,125

9. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.
(a) a% —1 (c) a”"+1 (e) a® — 64
(b) a®+1 (d) a® — 32 (f) 4a® + 4

10. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.
(a) a®+ 3a®b + 3ab® + b* (d) 8a®+12a% + 6a + 1
(b) a® — 3a®b + 3ab* — b (e) 27a® — 108a’ + 144a* — 64
(c) a® —6a? + 12a — 8 (f) a® + 3a°0* + 3a®b* + b°

ELMELETI KIEGESZITES.
a® —b"=(a—b)(a" P +a" b+ a" P+ . ab" Y

a2k+1 4 62k+1 — (CI/ 4 b)(a2k . a2kflb + a2k72b2 - ab2k71 + b2k>

a2k o b2k — (CL + b)(a2k—1 o an—Qb 4 a2k—3b2 -+ aka—l . ka)
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11. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a®+2ab+b* —1
(b) 2> +6x+9 —a?
(c) 1— 2%+ 10zy — 25y

12* Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a*+22+1
(b) z* + 22y + ¢*

(d) 9a® — 30ab + 256 — 100
(e) y® —at —30a® — 225
(f) x'%+20z° + 100 — 9a*

(c) 2% — 2t + 423 + 422

(d) a*+ 23+ +1

(g) a*c® +2ac+ 1 — 8la’c®
(h) a* —=b* —a+b
(i) a*—b*+a+b

(e) ° — %+ 2% —1

(f) a2+ 10ab — 70b — 49

13. Feladat. Egyszertisitsiik az alabbi torteket, a valtozok lehetséges értékei mellett.

122%y2 2%
18237223
25a5p*

(b) avc
5(ab)?
40a2b10¢?

(©) s—mra s
200a'?(b*c?)*

(a)

a—>b
b—a
2z + 2y
-3y — 3z
(z +5)
2z 4+ 10

(d)
(e)
(f)

14. Feladat. Egyszertisitsiik az alabbi torteket, a valtozok lehetséges értékei mellett.

(a)

ar + bx + ay + by

2a + 2b
ab+a-+bc+c
ab+a+0b+1
(z +4)*
x2+6x+8
a’® + T7a + 10
a?+4a -5
222 — 2x — 4

522 + 25z + 20
2 -1
r—1
y’ -1
y —y?
(a+b)?
) 9
(a+b)?
a? + b2

20> — 162
10a 4+ 90
a’> —4a + 4
a— 2
a® —6a+9
a?—9

a’—6a+9

()

a? —3b+ ab — 3a
xt—1
2 +2x+1
2ty
22 +1y?
2ty
x3 43
:1:3+y3
2x? — 2zy + 2y?

a’® + 2a + 4
8 — a3
x® — 27
x3 — 622 + 9x
a* — b
a3 + ab?
r?y +y + 2y
3 —x
3 + 622 4 122 + 8
2 +4x +4
42% — 36
8x3 — 216
2 —1
x3—1
3+ P
-z -yt -y

(r)
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15. Feladat. Végezziik el kijelolt miiveleteket, a valtozok lehetséges értékei mellett és hozzuk
az eredményt a lehetd legegyszertibb alakra.

z 6 2+ 4+ 4 xr— 2
O o TR
4 x x?2—4 r? —4dxr 44
122%y 302" 22-25 10 -2z
(b) 1523 1012 (8) :
x Y 2x +10 22 — 10z + 25
(0) 2_!10%?/_3 () 2 +4x+3 22 —32x—-10
3y 5Hy? at »?+r—2 22—6x—7
3v+3y 2% — P Lxt—=1 22-1
d) — 3 () 53—
Sz —by (x+vy) +1 23 -1
-z 22—4 §) .CE3—8‘ 2%+ 22
(©) —55 573 Ve T1 P w14

16. Feladat. Végezziik el kijelolt miiveleteket, a valtozok lehetséges értékei mellett és hozzuk
az eredményt a lehetd legegyszertibb alakra.

2a  da a a—1 2

@) H+% O v ri @riard 1—a@
2 5 a+3 2, — 1
b o .
) 23~ 2a2 0 30 T @ rdasa
(©) 2ab — 5a 0 20 +4a—2  a+2
b a’—1 a’?+a+1
a—b bHb4+c Ta—c 1
d _
(d) 6a2b + 4b2c 10c2a 1 a—a
() a a—+2 <) 1
(§] — _
2a—2 3a-3 at
2 2% — 7 11
(1) x n x 1 1
1—a a—1 (m) b «a
o b _da 1L
& ar +ay by + bx ab .
2a+1) 5-3a —a+5 ¢ _Z
(h) -+ — D) (1’1) a—l a
a—2 a—+ 2 a? —4 a+1 a
+
a a+1

17. Feladat. Végezziik el kijelolt miiveleteket, a valtozok lehetséges értékei mellett és hozzuk
az eredményt a lehetd legegyszeriibb alakra.

(a) (1+1i$)3(1+x§x_21) (c) (xiQ_:viQ):(xiQ—'_il?iQ)

1 1 2x 2x 4 + 8x?
b) (1 2. S d :
(b) ( +x+x) ($+x ) (d) (1—2x+2x+1) (1+ 22)?

18* Feladat. Igazoljuk, hogy

27 2727 272727
34 3434 343434
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2 2

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha T y, (y # z), akkor % _—
y oz Y2 —z z

20*Feladat. Igazoljuk, hogy ha = € Z*, akkor

4 a) (2 11
2 2) \z2 x 2

pozitiv egész szam.

Szamelméleti alapok

Oszthatoésagi feladatok

21. Feladat. Mennyit kapunk maradékul ha az alabbi szamokat elosztjuk 5-tel (a,b € Z1)?

(a) 5a+ 15 (d) (5a —b)* — b(b + 10)
(b) 20a + 17 (e) (2a + 5b)* + a(6a — 5)
(c) 15a* — 10a + 3

22. Feladat. Keressiik meg a hianyzé széamjegyeket, hogy 98726 oszthato legyen

(a) 3-mal, (d) 6-tal, (g) 9-cel, (j) 24-gyel,
(b) 4-gyel, (e) T-tel, (h) 11-gyel, (k) 36-tal,
(c) 5-tel, (f) 8-cal, (i) 12-vel, (1) 72-vel.

23. Feladat. Hany olyan természetes szam van, melybdl elvéve a szamjegyei 6sszegét 2019-et
kapunk?

24. Feladat. Keressiik meg a hianyzo6 szamjegyeket ha

(a) 18| 3438, (c) 36| 351z, (e) 56 | 1xy358,
(b) 36 | 35z1y, (d) 45 | 15267y, (f) 72| 2554y.

25. Feladat. Igazoljuk, a kdvetkezs oszthatdsagi Osszefliggéseket.

(a) 9]10% —1 (d) 18| 10271 4- 224
(b) 9] 102919 + 224 (e) 36| 102019 4224
(c) 6]10%019 + 224 (f) 721 10%1 + 224

26. Feladat. Tudjuk, hogy
11-12-13-14 - 15 = 3603zy.

Hatarozzuk meg a hianyzo szamjegyek értékét, lehetéleg a szorzas elvégzése nélkiil.

27¥Feladat. Igazoljuk, hogy az 1,11,111,... sorozatban pontosan egy négyzetszam van.
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28*Feladat. Igazoljuk a kovetkezd Gsszefiiggéseket.

(a) 5] 1 4+ 111 + 111 4+ 1111 (Az Ssszeg 2010 tagi.)
(b) 10 | 112018 — 1

(c) 2018 | 20192019 4 20172017

(d) 13|27 4+ 37

29. Feladat. Igazoljuk, hogy harom egymaést kovetd egész szam szorzata oszthato 6-tal.
30. Feladat. Igazoljuk, hogy négy egymast kovets egész szam szorzata oszthatod 24-gyel.

31. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges n természetes szdmra fennallnak az alabbi Gsszefiig-
gések.

(a) 3|n®—n (b) 6| n®—n (c) 5|n°—n

32¥ Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges n természetes szamra fennallnak az alabbi Osszefiig-
gések.

(a) 30 | n® —n (b) 7| n"—n (c) 11| nM —n

33. Feladat. Négy pozitiv egész szam szorzata oszthato 4-gyel. Melyik lehetséges az alabbi
allitasok koziil, és melyik nem?

(a) Van koztiik paros.
(b) Pontosan egy péros van kozottiik.
(c¢) Nincs koztiik paratlan.
(d) Nincs koztiik 4-gyel oszthato.
(e) Osszegiik paratlan.
34. Feladat. Harom pozitiv egész szam Osszege oszthaté 3-mal. Melyik lehetséges az alabbi
allitasok koziil, és melyik nem?
(a) Nincs koztiik 3-mal oszthato.

(b) Pontosan egy harommal oszthato van kozottik.

(c) Pontosan két harommal oszthatd van kozottiik.

(e) Mindegyik oszthat6 harommal.
(f
(g) Van koztiik paros.

)
)
)
(d) Pontosan egy harommal nem oszthato van kozottiik.
)
) A szorzatuk nem oszthaté harommal.

)
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35. Feladat. Igazoljuk, hogy ha

(a) 11| 3a + 4b, akkor 11 | a + bb; (g) 7] 10a+ b, akkor 7| 100 + 2a;

(b) 19 | a — 5b, akkor 19 | 10a + 7b; (h) 7| 10b+ 2a, akkor 7 | 10a + b;

(¢) 17 | a — 5b, akkor 17 | 2a + 7b; (i) 13| 10a + b, akkor 13 | a + 4b;

(d) 17 | ba + 2b, akkor 17 | 9a + 7b; (j) a4+ c | ab+ cd, akkor a + ¢ | ad + bc;
(e) 16 | 12a — 7b, akkor 16 | 4a + 230; (k) a—c|ab+ cd, akkor a — ¢ | ad + be.
(f) 13| 2a+bés 13 | ba—4b akkor 13 | a—6b;

36. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az n egész szam nem oszthato 5-tel, akkor n* — 1 igen.

Osztok szama

37. Feladat. Adjuk meg a legkisebb pozitiv egész szamot, melynek

(a) 1, (d) 4, (g) 8,
(b) 2, (e) 5, (h) 10,
(c) 3, (f) 6, (i) 12

pozitiv osztoja van.

38*Feladat. Hatarozzuk meg az n pozitiv egész szam értékét gy, hogy a kivetkezd szamoknak
pontosan 8 pozitiv osztoja legyen.

(a) n®+n®—2n
(b) nt—1
(c) n*—5n%+4

39¥ Feladat. A szultan borténében szaz cella van, 1-t6l 100-ig szamozva, mindegyikben egy
rab. A celldk zarjan minden kulcsforditas valtoztat a zér ,allapotan”, ha nyitva volt bezérja, ha
zarva volt kinyitja. A szultan lanya eskiiv§je alkalmabol amnesztiat hirdet. Szaz fogdadrt indit
utnak. Az els6 minden zarban fordit egyet a kulcson. A méasodik mar csak minden masodikban,
tehét a 2, 4, 6,..., 100-as cellakéban. A harmadik minden harmadikban (3, 6,...). Es igy tovabb,
a 100. fogdadrt mér csak a 100-as cellaéban. Akinek az ajtaja nyitva maradt, az szabadul. Mely
cellak lakoi tavozhatnak? (A cellak kezdetben zarva voltak.)
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Legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos tobbszoros

Az alabbi feladatokban (a;b) az a és b egész szamok legnagyobb kozos osztojat, mig [a; b]
az a és b egész szamok legkisebb kozos tobbszorosét jeldli.

40. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét.

(a) (120;160) (g) (22-3%2°-3)

(b) [120; 160] (h) [22-3% 2% 3]

(c) (2400;17) (i) (22-3%.5%.7;2%.3.5%.72.11)
(d) [17;2400] () [22-3%-52-7;2%.3.5%. 72 11]
(e) (32;36;40) (k) (22-6%-25%41.21-102)

() [32;36;40] (1) [22-6%- 2524121107

(m) (2%-p%2-p?), ahol p # 2 prim
(n) [22-p3 2 p?, ahol p # 2 prim
(0) (22-3-p-¢*3*-p*-q), ahol p,q # 2,3, p # q primek
(p) [22-3-p-¢*3% p®-q], ahol p,q # 2,3,p # q primek

41. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét. A feladatokban a és b tetszGleges
pozitiv egész szamokat jelolnek.

(a) (a;1) (d) [a;d] (8) (a;0°)

(b) [a;1] (e) (a;2a) (h) [a; 0]

(¢) (a;a) (f) [a; 2a]

(i) (a;b?), ahol a és b relativ primek (k) (a3b?;ab?), ahol a és b relativ primek
(j) [a;?] ahol a és b relativ primek (1) [a®b?; ab?], ahol a és b relativ primek

42. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét.

(a) (12;(2°-3;2%-3%)) (c) [(24;46); [12; 38]]
(b) [18, (40;66)] (d) [([24; 36] ; [28;42]) ; ([60; 25] ; [35; 30])]

-p?, (24 - p; 162 - p3)], ahol p # 2,3 prim
(2% p?, (24 - p; 162 - p?)), ahol p # 2,3 prim
(2% p?,[24 - p; 162 - p3]), ahol p # 2,3 prim

-p?,[24 - p; 162 - p3]], ahol p # 2,3 prim
43. Feladat. Mely a pozitiv egész szamokra all fenn, hogy

(a) (a;80) =8, (d) [a;16] = 48,
(b) (a;8) = 80, (e) (a;120) = [a;24]?
(c) (a;60) =15,
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44. Feladat. Mely n, k pozitiv egészre teljesiil, hogy

(a) (n;k) =7 és [n; k] = 63; (g) (n;k)=17és n+k=100;

(b) (n;k) =6 és [n; k] = 90; (h) n+k =36(n;k) és [n; k] = 3850;
(c) (n;k) =26 és [n; k| = 120; (i) n+ k=370, és [n; k] = 270(n; k);
(@0 () = 3 = G s 5 g PR g

(e) n+ k=11 és [n; k] = 30; (n; k)

(f) n+ k= 1323 és [n; k| = 147;

45. Feladat. Adjunk meg harom pozitiv egész szamot melyek legnagyobb kozos osztoja egy,
de koziiliikk semelyik kett6 sem relativ prim.

46. Feladat. Az alabbi, pozitiv egész szamokra vonatkozo allitasok koziil valasszuk ki, hogy
melyik igaz, melyik hamis. Ha a és b relativ primek, akkor ...

(a) a® és b is; (c) 2a és 2b is;

(b) 2a és b is; (d) a%és 1 is.
4T*Feladat. Igazoljuk, hogy ha a és b relativ primek, akkor
(a) (asa+0b)=1, (b) (a;0%) =1, () a+b)=1,  (d) (a>;a—0")=1.

48. Feladat. Mely n egész szamok esetén lesz egész az alabbi tortek értéke?

n—1 2n + 2n?
(a)n+2 (c) 22
n—+1
n+1 on
b d ——
(b) = (@) g (0> 0)

49. Feladat. Mely n egész szamok esetén egyszertisithet6k az aldbbi tortek?

n—1 2n + 3 n?+2n+1
R O () —z—1
n+1 2n + 2n?
(b) (d) —=—
n n+1

50. Feladat. Igazoljuk, hogy az aldbbi tortek egyetlen n pozitiv egész szém esetén sem egy-
szertsithetdk.

n+1 n?+2n+1 2" nd—n+2
@ = ) O W
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Primszamok

51*Feladat. Hogyan segit az Eratoszthenészi szita a primek ,kiszitalasdban™?

1 2 3 4 5 6
7T 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30

52¥ Feladat. Bizonyitsa be, hogy 2007 + n! egyetlen n pozitiv szam esetén sem lehet
(a) primszam, (b) négyzetszam.
53. Feladat. Harom primszam osszege 2018. Lehet-e a szorzatuk 20318877
54. Feladat. Készitsiink az 1,2, 3,4, 5, 6 szamjegyek egyszeri felhasznalédsaval hatjegyd primet.
55. Feladat. Van-e olyan n természetes szam, melyre 2018™ — 1 és 2018™ 4 1 is prim?

56. Feladat. Az n mely legkisebb pozitiv értékére teljesiilnek az aldbbi Gsszefiiggések?
(a) 210 | n! (b) 319 n! (c) 1219 | n! (d) 21| n!
57. Feladat. Hatarozzuk meg a 15! prim(hatvéany)tényezds alakjat.

58. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromnéal nagyobb primszam négyzeténél 1-gyel kisebb szadm
mindig oszthato 24-gyel.

59. Feladat. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam amellyel a 189000-et

(a) elosztva

(b) megszorozva
négyzetszamot kapunk?
60. Feladat. Keressiik meg az sszes olyan p primet melyre 8p? + 1 prim.

61. Feladat. Keressiik meg az Osszes olyan p primet melyre a kévetkezd szamok egyszerre
primek.

(a) p+ 10, p+ 110, p+ 1110

(b) p+10, p+ 14

(¢c)p+2,p+6,p+8 p+14
(d) 10p—1, 10p+1

62. Feladat. Igazoljuk, hogy ha p és p* + 8 prim, akkor p* + p + 1 és p? + 3p + 1 is az.

63. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a p? + 1 = r egyenletet.
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64. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a kévetkezs egyenleteket.

(a) 2p+3q+6r =178
(b) 2p+ 7q + 14r = 252

65F Feladat. Harom prim szorzata az sszegiik

(a) Otszorose,

(b) tizenkétszerese.
Hatarozzuk meg ezeket.

66F Feladat. Két primrsl tudjuk, hogy az dsszegiik is prim, valamint, hogy az dsszegiik és a
szorzatuk szorzata oszthato 10-zel. Hatarozzuk meg ezeket a primeket. (Kozépiskolasok Hajdua-
Bihar Megyei Matematika Versenye, 1987., 10.0sztaly, 5. feladat)



Megoldasok

Elemi algebrai azonossagok

1. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) 2a + 4b+ 6¢

(b) 2a® 4+ 3a® + 4a
(c
(

622yz + dxy’z + 102y 2>

(i) x(2b — 4c) + y(3b — 6¢)

() alr +y) +22+ 2y

(k) z(5a —b) + 10a — 2b

(1)
)
)
)

)
)
)
d) a(x +y) + bz +y) xa + xb+ ya + yb
(e) 4(2a+b) — (b + 2a) (m) 4ax + bx + 8ay + 2by
(f) ab(2x — 3y) + c(3y — 2x) (n) 22® — 102% — 15y + 3y
(g) 22(3 — a) — 3y(a — 3) (o) ¥ +9+3y*+ 3y
(h) a(5—2b) + b(10 — 4b)
Megoldas.
(a) 2(a+2b+ 3c) (f) (ab—c)(2x — 3y) (k) (ba —b)(2+ z)
(b) a(2a* + 3a +4) (g) (3—a)(2z + 3y) () (a+0b)(z+y)
(c) 2zyz(3x + 2y + 52) (h) (5—2b)(a+ 2b) (m) (4a +b)(z + 2y)
(d) (a+b)(z+y) (i) (b—2¢)(2z + 3y) (n) (z—5)(22* + 3y)
(e) (4—¢)(2a+0) () 2+a)(z+y) (0) (y+3)(y*+3)

o4

(f) z* +42* +3
(g) 2*+ 2z — 3z
(h) 22 + 4z + 10
(i) —2®+22*+ 35
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Megoldas.
(a) (x4+2)(x+4) (d) (z—4)(xz+3) (g) (x —1Dzx(z+1)
(b) (z+ 1)(z+7) (e) 2(z —5)(z +3) (h) Nincs szorzat alak.
(c) (z=3)(z+4) (f) (x*+1)(2* +3) (i) —(@*=7)(=* +5)

3. Feladat. Alakitsuk teljes négyzetté az alabbi kifejezéseket.

(a) 2%+ 6z +8 (f) 2 — 102 + 6

(b) 22 +4x 49 (g) 9% — 82 + 30

(¢c) > +x+3 (h) —2%+ 3z —5

(@) a* o (i) a* + 422 + 3

(e) x* —2x — 12
Megoldas.

(a) (z+3)*— 1 2_1 (6) 2 — 2)? +22
() (422 + @ (r3) - h N
1\? 11 (e) (z—1)*—13 ()—<x_§) -

; Hé) B R (i) (@ +2)° -1

(a) a® — b (i) yb — !0 (p) Ta® — 63b
(b) 2% — 16 (j) 4a? — 36p**2 (q) fa—d®
) 2 _ 4 1
e T L
d) 4z° —1 10 o YU g0
2 2 9 25" 817 (s) 1—a'f
(e) 16z — 81y
0 1 22 (m) 0,01z% — 0,25¢° (t) (a+0)?*—x
() 1-2% 4 16p? (W) (a—3b)% — (c — 2a)?
2p2 _ 2,2 (n) S
(g) a ¢ 1902 121 )
(v) 4(3a—2b)? —9(2a — 3b)
(h) z?y*25 — 25¢y?24 (0) 22% —2
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Megoldas.
(a) (a—b)(a+Db) (d) 2z -1)(2z+1) (g) t*(a—c)(a+c)
(b) (z—4)(z+4) (e) (42 —9y)(4z + 9y) (h) 2?22 (yz — 2?) (yz + 2?)
(c) B=y)B+y) (f) (1 —zy)(1+zy) (i) (v =)y’ +¢)
(G) (2a* — 661 (2a* + 6b* 1) (p) 7(a — 3b)(a + 3b)
(k) 4 (5z — 29°) (bz + 2?) (q) alc—a)(c+a)
(1) gm - %gf’ (% + 190y ) (r) 3 (10 . % - 3b2> (10 : % + 362)
(m) (0,12 — 0,5y%) (0,1z + 0,5¢°) () M—2)(z+1) (22 + 1) (z* + 1) (2® + 1)
N 2 2 4 (t) (a+b—2z)(a+b+ )
W\ 7 >(7a+ > (u) (3a—3b—¢)(—a—3b+c)
(0) 2(z = 1)(z +1) (v) 5b(12a — 13b)

5. Feladat. Végezziik el a kijelolt mtiveleteket.

(a) (a+b)? w (b 20\ () (a—b—c)?
(b) (a — b)? ( ') (3 4 ) (0) (2x — 3y + 52)?
(©) (2a—3)? (i) (a® +26%)7 (b) (20% + 105 — 3¢%)2
(d) (4 + 5y)? () (12zy° + 52%y?)? (q) (a+2b— 3¢ +52)?
() (~3a - 50)? (x) (0,1a i %b)
(f) (322 — 104°)?
1\ 2 ) (a+b+c)?
(g) (a + 5) (m) (a—b+ c)?
Megoldas.
(a) a*+ 2ab + b? () 25z*yS + 12023y° + 14422y*
(b) a* — 2ab+ b? b?

(k) 0,01a®+ 0,1ab + 1

(1) a® +b* + % + 2ab + 2ac + 2bc
(m) a®+v? + ¢ — 2ab + 2ac — 2bc

(c) 4a®* —12a+9 :
( )
)
n) a®+b? + ¢ — 2ab — 2ac + 2be
)
)
)

) a
)
)
d) 162% + 40xy + 25y>
)
) 9
)

e) 9a? + 30ac + 25¢2

( (
(f — 602293 + 100y°
1 (0) 42% + 9y* + 2522 — 122y + 20xz — 30yz
(8) a®+ 5 +2 (p) 4a*+1000+9c5+40a2b? — 12a2¢* — 60>
a? ab b? (q) a*+4b*+9c¢* +252% + 4ab— 6ac+10az —

h) — — — + =
(h) 4 3 +9 12bc + 20bz — 30cz

(i) a* + 4a?b® + 45
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6. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a? + 2ab + b? (i) a*c® +2ac+1

(b) a* — 2ab + b? (j) 162*y°® — 4823y + 362%y*

(c) a* —4a+4 (k) 9a*V? + 12ab> + 4a?b*

(d) 2%+ 6z +9 (1) 52* + 10z +5

(e) 4a* +4x +1 (m) —2% — 241 — 144

(f) 9a* — 30ab + 25b (n) a®+b* + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca

(g) a* —30a* + 225 (0) a® +b* +  + 2ab — 2bc — 2ca

(h) z'% +202° + 100 (p) a®+ 4+ 2* + 4a + 42* + 2az?
Megoldas.

(a) (a+b)? () (a? —15)° (m) —(a + 12)?

(b) (a—b)>? (h) (2®+10)° () (a+Db+c)?

() (a—2)? (1) (ac+1)? (0) (a+b—c)

(d) (z+3)? (j) 4a?y*(2zy — 3)* (p) (a+a?+2)°

(e) (2z+1)? (k) a?b*(3a + 2b)?

(f) (3a — 5b)? (1) 5(z +1)?
7. Feladat. Végezziik el az aldbbi miiveleteket.

(a) (a+0)° (d) (4 + 5y)° (8) (a® +0°)°

(b) (a —b)3 (e) (—3a — 5c)? (h) (2ac — 3ab)?

(c) (2a —3)3 (f) (3z% —10y3)3 (i) (3a*+ %)
Megoldas.

(a) a®+ 3a®b + 3ab® + b? (f) 272% — 270243 + 90022y5 — 1000y°

a® — 3a*b + 3ab* — a’ + 3a*b® + 3a°b° +
(b) 2p b? b3 <g) 6 433 2p6 1 p9
c) 3a a” +o4a — —27a°b” 4+ 94a°0°c — 3ba”0c” + 3a”c
8a® — 36a* 4 54a — 27 h) —27a*b® + 54a’b?c — 36a3bc? 4 8a’c?
7+ Ty + Ty? + Y 1 a4+ 27a”0” + Ya +
(d) 64z + 24022y + 300 125¢° (i) 27a'? + 27a30° + 9a*b'? + '8
)

(e) —27a® — 135a%c — 225ac* — 125¢3
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8. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a®> —b? (e) ab — 64° (i) 40a® — 625
(b) a®+ b? (f) 8a® —1 (j) 3ac® + 3000a
(c) a®>—8 (g) 27a° — 1250 () éag _ % B
(d) 27+ a® (h) 1000a'? + 0,1256*°
Megoldas
(a) (a—10)(a®+ ab+b?) (g) (3a® — 5b%) (9a* + 15a%b® + 25b°)
(b) (a+0b)(a? — ab+b?) (h) (10a* 4+ 0,56°) (100a® — 5a*b'® + 0,256%°)
(c) (a—2)(a*+ 2a+4) (i) 5(2a — 5) (4a* + 10a + 25)
(d) (a*+3) (a*> —3a+ 3) (a® + 3a + 3) (j) 3a(c*+10) (¢* — 10¢* + 100)
2 _ 4 2 2 1
(e) (a® — 4b) (a* + 4a®b + 160%) _a__b) (_a N ab+—6b2>
(f) (2a — 1) (4a® + 2a + 1) 2 5 25
9. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.
(a) a® —1 (c) a”"+1 (e) a® — 64
(b) a®+1 (d) a® — 32 (f) 4a® +4

Megoldas.

(@) (a—D(a+1)(a*—a+1)(a*+a+1) (d) (a—2)(a*+ 2a® + 4a* + 8a + 16)

)
(b) (a+1)(a* —a®+a*>—a+1) (e) (a—2)(a+2)(a®—2a+4)(a®+ 2a +4)

(¢) (a+1)(a®—d°+a*—a*+a®>—a+1) (f) 4(a+1)(a®* —a+1)(a®—a®+1)

10. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a®+ 3a®b + 3ab® + b* (d) 8a®+12a* + 6a + 1

(b) a® — 3a®b + 3ab® — b* (e) 27a® — 108a’ 4 144a* — 64

(c) a® —6a*+ 12a — 8 (f) a® + 3a®0* + 3a3b* + b°
Megoldas.

(a) (a+0b)° (c) (a—2)° (¢) (3a? —4)’
(b) (a—b)* (d) (2a+1)° () (a®+0?)
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11. Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) a*+2ab+b* —1 (d) 9a* — 30ab + 250> — 100  (g) a*c® + 2ac+ 1 — 8la'ch

(b) 2> +6x+9 —a? (e) y® —at —30a® — 225 (h) a>=b*—a+0

(c) 1— 2%+ 10zy — 25y (f) x'%+20z° + 100 — 9a* (i) a*—b*+a+b
Megoldas.

(a) (a+b—1)(a+b+1) (f) (z°+10— 3a)(x5+10+3a2)

(b) (z+3—a)(zx+3+a) (g) (ac+1—9ac?) (ac+ 1+ 9a*c?)

() (1 =2+ 5y)(1+x—5y) (h) (a— )(a+b—1)

(d) (3a — 5b—10)(3a — 5b + 10) i) (a—b+1)(a+b)

(e) (y® —a®—15) (y® + a* + 15)

12¥Feladat. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket.

(a) o'+ 2% +1 (c) a% — 2t + 42® + 42° () 2 — a3+ 2% -1

(b) z* + 22y + ¢* (d) 2+ 2>+ 2 +1 (f) a* + 10ab — 70b — 49
Megoldas.

(@) (2—x+1)(2*+x+1) (d) (z+1)* (22 —x2+1)

(b) (2* —ay +y°) (2° + 2y +°) (e) (x—=1)(x+1)*(2* =z +1)

(c) 2*(x +1) (2 — 2? + 4) (f) (a—T7)(a+10b+7)

13. Feladat. Egyszertsitsiik az alabbi torteket, a valtozok lehetséges értékei mellett.

1222y 2% a—b
Rl d
(a) 18739223 @ b—a
67,4 2z + 2y
(b) 25a—bc (e) 30— 32
5(ab)? Y=o
40a2b'0c5 () (r +5)*
(c) W 2z + 10
Megoldas.
(a) 2 (d) ~1
3z 2
3 _z
(b) ba’bc (e) 3
1 T+
(c) 5a1006 7 (f)
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14. Feladat. Egyszertisitsiik az alabbi torteket, a valtozok lehetséges értékei mellett.

ar + bx + ay + by

(a) 2a + 2b

ab+a-+bc+c
ab+a+0b+1
(z +4)?
22+ 6x + 8
a’® + T7a + 10
a?+4a—5
222 — 2x — 4

522 + 25z + 20
2 —1

r—1

y* —1

y —y?
(a+b)?

(h) gy
(a+b)?
a? + b2

Megoldas.

Tty
(a) =
a+c

a+1
T+ 4

x4+ 2
a+2
a—1
2(x — 2)
5(x +4)
(f) v +1
_ytl
Y

(2)

(h) —

()
(k)
(1)

(m)

20> — 162
10a 4+ 90
a’> —4a + 4
a— 2
a® —6a+9
a?—9

a’>—6a+9

a? — 3b+ ab — 3a

xt—1
22+ 2x +1
2t — gt
2yt

x3+y3

2x? — 2zy + 2y?

(a+b)°
a? + b2
a—9

a—2
a—3
a+3
a—3
a+b
(x — 1) (22 +1)
r+1
r®—y
(z —y)(@* +y%)

r? —zy + y?
r+y

a’® +2a + 4
8 — a3
x® — 27
x3 — 622 + 9x
a* — b
a’ + ab?
2y +y + 2y
3 —x
3 + 622 4 122 + 8
22 +4x +4
42% — 36
8x3 — 216
-1
x3—1
3+ P
-z -y -y

(r)

1
2—a
22 +3z+9
z(z — 3)
a® — b?
a
(z+ 1)y
(x — 1)z
(v) x+2
x4+ 3
222 4 62 + 18)
3+t +1
?+rx+1
2 —xy +y?
r—y—1
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15. Feladat. Végezziik el kijelolt miiveleteket, a valtozok lehetséges értékei mellett és hozzuk
az eredményt a lehetd legegyszertibb alakra.

r 6 24+ 4r + 4 T —2
2.2 (0 :
4 2 2 —4 2 —4x+4
b) 12x2y:30x4 ® 2?2 — 25 10 — 2z
152% 1042 8 90 ¥10 22— 10z + 25
(©) 2_30%?;_3 (h) x2+4x+3.x2—3x—10
3y bHy? at »?4+r—2 22—6x—7
3 3 2,2 11 21
@ 2 0 s
Sz —b5y (z+y)? +1 2 -1
2 —x x2—4 () I3—8. x4 2x
() r+2 2r—2 Vo T2+ 2z + 4
Megoldas.
(a) 3 (f) v+ 2
2
1y (g) —1
. 3 (x —T)(x—1)
“ 1oz ) e - D@ trt])
@ 3 o
5 (i) =
1
(€) 3x—2)

16. Feladat. Végezziik el kijelolt mtiveleteket, a valtozok lehetséges értékei mellett és hozzuk
az eredményt a lehetd legegyszertiibb alakra.

2 ba 2la+1) 5-3a —a+5
a) — + — h _
(2) 15 6 (h) a— 2 a+2 a? —4
2 5 -1 2
b) =~ 57 (1) - -
a*b  2ab a?>—4a+4 a’+4a+4 4-—a?
2ab — 5a a-+3 2a —1
() = () i
a?+3a+2 a?2+4a+4
a—b bb+c Ta-—c 2 _
(d) — = — _ (k) 2a° 4+ 4a 2_ a+2
6a?b 4b%c 10c%a PERE] 2+artl
a a+ 2 1
(e) - _Z
20 —2 3a—3 a
_ (1) T
() 2x 20— 7 1
1—a a—1 a+5
3b 4a
(8)

ax—I—ay_by—i—bm
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1 _ 1 a  a— 1
b a a—1 a
(m) 1 (n) a+1 a
1+ — +
ab a a-+1
Megoldas.
29a 4b — 5a 5
(&) 35 b) Sz () a (2 - z)
(@) 10abc?® — 10b%c? + 75a%be + 15a%c? — 42a%b? + 6ab’c
60a2b?c?
a—4 a®> — 18a + 11 a’® + 3a
e hy ——M— k
<)6((1—1) () 4 — a? (k) a® —1
—7 o 11a? — 4a — 4 2
(f) — (i) —————5— 1) 1——
a—1 (a2 — 4) a®+1
2 2 _
©) ) 0 F ot (m) 2=
abx =+ aby J ((l + 1)(@ + 2)2 ab +
) —2a>—a+1
n _—
—2a3+a-+1

17. Feladat. Végezziik el kijelolt miiveleteket, a valtozok lehetséges értékei mellett és hozzuk

az eredményt a lehetd legegyszeriibb alakra.

x RY 1 1 1
1+—):11 — :
(&) ( +1+:c) ( +x2—1) (©) (:c—2 x—i—Q) (x—2+x—|—2
1 1 2x 2x Adx + 822
b 1 — - ——1 d :
(b) ( +x+x> (x—i_x > (d) (1—2x+2x+1) (1+2x)2
Megoldas.
z—1 1 2 1
b) 22+ — +1 — d

18* Feladat. Igazoljuk, hogy

27 2727 272727
34 3434 343434

Megoldas. Mivel \272727\;. 2727 = 27-10101...01, ezért értelemszerten
k db 27-es k—1 db Ol-es

2727...2727 27 10101...01 27
3434...3434 34 10101...01 34
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2 2

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha T g, (y # z), akkor SEQ;Z/ =
y oz

x
y2—22 oz

Megoldas. Ha - g, akkor y? = zz, amibdl
y oz

=y P —wxz x(r—z) w

Y2 —22  xz—22  z(r—2)

20* Feladat. Igazoljuk, hogy ha x € Z*, akkor
4w\ (2 11
22 2) \a2 2

Megoldas. Egyszertsitések sorozataval azt kapjuk, hogy

4z 2 1 1 3+ 8 212 (x4 2)(z* — 2z + 4)
_+_ : _—_+— = . = :I“i_z
2 2 2 x 2 202 22 —-2x+14 2 — 2z +4

pozitiv egész szam.

Ha z pozitiv egész, akkor x + 2 is az.

Szamelméleti alapok

Oszthatésagi feladatok

21. Feladat. Mennyit kapunk maradékul ha az alabbi szamokat elosztjuk 5-tel (a,b € Z*)?

(a) ba+ 15 (d) (5a —b)* —b(b+ 10)

(b) 20a + 17 (e) (2a+ 5b)* + a(6a — 5)

(c) 15a® — 10a + 3

Megoldas. Algebrai atalakitdsok és maradékvizsgalat utdn a kdvetkezoket kapjuk.

(a) A maradék 0, mivel ba + 15 = 5(a + 3).
(b) A maradék 2, mert 20a + 17 = 5(4a + 3) + 2.

c¢) Mivel 15a® — 10a + 3 = 5(3a® — 2a) + 3, ezért a maradék 3.
()

d) A maradék 0, hiszen

(5a — b)* — b(b+ 10) = 25a* — 10ab + b* — b* + 10b = 5(5a* — 2ab + 2b).
(e) Mivel
(2a + 5b)* + a(6a — 5) = 4a® + 20ab + 25b* + 6a® — ba = 5(2a*4ab + 5b° — a),

a maradék 0.
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22. Feladat. Keressiik meg a hianyzo szamjegyeket, hogy 98726 oszthato legyen

(a) 3-mal, (d) 6-tal, (g) 9-cel, (j) 24-gyel,
(b) 4-gyel, (e) T-tel, (h) 11-gyel, (k) 36-tal,
(c) 5-tel, (f) 8-cal, (i) 12-vel, (1) 72-vel.

Megoldas. Alkalmazzuk a megfelel§ oszthatosagi szabalyokat.

(a) 0,3,6,9 (d) 0,3,6,9 (g) 6 () 3
(b) 1,3,5,7,9 (e) 5 (h) 3 (k) nincs megoldéas
(c) nincs megoldas (f) 3,7 (i) 3,9 (1) nincs megoldas

23. Feladat. Hany olyan természetes szam van, melybdl elvéve a szamjegyei 6sszegét 2019-et
kapunk?

Megoldas. Egy természetes szam kilences maradéka megegyezik a szamjegyei 0sszegének ki-
lences maradékaval. Tehat egy szamnak és a jegyeinek Osszegének kiilonbsége oszthatd 9-cel,
viszont 2019 nem az. Tehéat nincs a feltételeknek megfelel§ szam.

24. Feladat. Keressiik meg a hianyzo szamjegyeket ha

(a) 18| 3438z, (c) 36 | 3blzx, (e) 56 | 1lzy358,
(b) 36 | 3521y, (d) 45 | 5267y, (f) 72 | 7554y.

Megoldas. A megfelel§ oszthatosagi szabalyok Osszetett alkalmazaséval kapjuk a kévetkezd
(x,y) megoldasokat.

(a) 0 (c¢) O (e) nincs megoldas
(b) (7:2),(3;6) (d) (8;0),(3;5) () (9:4)

25. Feladat. Igazoljuk, a kdvetkezs oszthatosagi Osszefliggéseket.

(a) 910219 —1 (d) 18 | 102919 4 224

(b) 9110201 + 224 (e) 36 | 10210 4224

(c) 6] 102919 + 224 (f) 72| 107919 + 224
Megoldas.

(a) A 10219 — 1 szdm 2019 darab 9-es szamjegybdl 4ll. Ez a szdm oszthato 9-cel.
(b) A 10?919 + 224 szam szamjegyeinek Osszege 1+ 2 + 2 + 4 = 9, tehat oszthato 9-cel.

(c) Mivel 1021 4224 az el6z6 feladat alapjan a szam oszthato 3-mal, és paros is, igy oszthato
6-tal.
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(d) Az el6z6 két feladat alapjan 102919 + 224 oszthat6 9-cel és 2-vel is, tehat 18-cal is.
(e) Mivel a 24 oszthato 4-gyel, ezért 102919 + 224 is. Viszont igy oszthat6 9 - 4-gyel is.
(f) A 224 oszthato 8-cal, ezért 10201 + 224 is, tehat oszthato 9 - 8-cal is.

26. Feladat. Tudjuk, hogy
11-12-13-14 - 15 = 3603zy.

Hatarozzuk meg a hianyzo szamjegyek értékét, lehetéleg a szorzas elvégzése nélkiil.

Megoldas. Oszthato tizzel, igy 0-ra végzodik, illetve kilenccel is, igy a tizesek helyén &llo
szamjegy 6-o0s.

27*Feladat. Igazoljuk, hogy az 1,11,111,... sorozatban pontosan egy négyzetszam van.

Megoldas. A négyzetszamok négyes maradéka 0 vagy 1. Egy legalabb kétjegyd pozitiv egész
szam négyes maradéka az utolso két szamjegyébdl képzett szam négyes maradéka, ami a sorozat
mésodik tagjatol kezdve harom, tehat innen kezdve egyetlen tag sem lehet négyzetszam, igy a
sorozatnak egyetlen négyzetszam tagja van, az 1.

28* Feladat. Igazoljuk a kovetkezd dsszefiiggéseket.

(a) 5] 1P+ 111 111 o+ 1111 (Az Ssszeg 2010 tagi.)
(b) 10 | 112018 — 1
(c) 2018 | 20192019 4+ 20172017
(d) 13|27+ 37
Megoldas.

(a) Az 6sszegben az egyesek helyén allo szamjegy 2010 darab 1-es 6sszeadéaséaval adodik, tehat
az utolsod szamjegy nulla, az Gsszeg oszthatd 5-tel.
(b) A kiilénbség 0-ra végzddik.

(c) A szam paros, mert két paratlan Osszege, tehat csak azt kell megnézni oszthato-e 1009-cel.
Mivel 2019 = 2 - 1009 4+ 1 és 2017 = 2 - 1009 — 1, ezért +1-et és —1-et adnak maradékul
1009-cel osztva. Igy 20192919 is 1-et maradékul 1009-cel osztva, 20172917 pedig —1-et. A
két szam 0Osszege 0-t ad maradékul 1009-cel osztva.

(d) 27 4 370 = (22>35 + (32)35 = 4% 4 9% = (44 9)(43 — 433 .94 .. —4.9% 4093 =
13(434 — 433 .9+ ... — 4933 + 931,

29. Feladat. Igazoljuk, hogy harom egymaést kovetd egész szam szorzata oszthato 6-tal.

Megoldas. Harom egymast kovetd szam kozott van paros, tehat a szorzat oszthato 2-vel.
Tovabbé koziiliik pontosan egy darab oszthatd 3-mal is, tehat a szorzat is oszthaté 3-mal.
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30. Feladat. Igazoljuk, hogy négy egymast kovets egész szam szorzata oszthato 24-gyel.

Megoldas. Négy egymast kovetd szam koziil pontosan az egyik oszthaté 4-gyel, viszont a
néla 2-vel kisebb vagy nagyobb szam (attol fiiggGen melyik szerepel az egymést kovetd szamok
kozott) oszthatd 2-vel. Tehat a szorzatuk biztos oszthato 8-cal. Mar harom egymést kovetd
szém kozott is van 3-mal oszthato, igy itt is van, tehat a szorzat oszthat6 8 - 3 = 24-gyel.

31. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges n természetes szamra fennallnak az alabbi Gsszefiig-
gések.

(a) 3| n®—n (b) 6 |n®>—n () 5|n°>—n
Megoldas. Az alabbi szorzatta bontasok utéan az oszthatosag ténye konnyen végiggondolhato.
(a) 3|n*—n=n(n—-1)(n+1)

(b) 6|n>—n=nn-1)(n+1)
() 5|n°—n=nn—-1)(n+1)(n*+1)

32¥ Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges n természetes szdmra fennallnak az alabbi Osszefiig-
gések.

(a) 30 |n®—n (b) 7|n"—n (c) 11 |n't —n
Megoldas. Az alabbi szorzatta bontasok utédn az oszthatosag ténye konnyen végiggondolhato.
(a) 30 | n® —n=n(n—1)(n+1)(n*+1)

(b) 7| n" —=n=n(n-1)(n+1)(n* —n+1)(n*+n+1)
(c) 11 |n't —n=nn—-1)(n+1)n®*+n®+n*+n>+1)

33. Feladat. Négy pozitiv egész szam szorzata oszthato 4-gyel. Melyik lehetséges az alabbi
allitasok koziil, és melyik nem?

(a) Van koztiik paros.
(b) Pontosan egy péaros van kozottiik.
(¢) Nines koztiik paratlan.
(d) Nines koztiik 4-gyel oszthato.
)

(e) Osszegiik paratlan.
Megoldas. Mindegyik lehetséges.

(a) Peldaul 1, 2, 3, 4. (c) Példaul 2, 4, 6, 8. (e) Példaul 1, 3, 5, 4.
(b) Peldaul 1, 3, 5, 4. (d) Peldaul 1, 2, 3, 6.
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34. Feladat. Harom pozitiv egész szam Osszege oszthaté 3-mal. Melyik lehetséges az alabbi
allitasok koziil, és melyik nem?
(a) Nincs koztiik 3-mal oszthato.
(b) Pontosan egy harommal oszthato van kozottik.
¢) Pontosan két harommal oszthaté van koézottiik.

(e) Mindegyik oszthat6 harommal.
(f

(g) Van koztiik paros.

)
)
()
(d) Pontosan egy harommal nem oszthato van kozottik.
)
) A szorzatuk nem oszthaté harommal.

)

Megoldas.

(a) Lehetséges. Példaul: 1, 1, 1.
(b) Lehetséges. Példaul: 1, 2, 3.

¢) Nem lehetséges. Ha két darab oszthaté 3-mal, akkor a harmadiknak is olyannak kell lennie.

)
()
(d) Nem lehetséges. Ez ugyanaz, mint az el6z6 kérdeés.
(e) Lehetséges. Példaul: 3, 3, 3.
(f) Lehetséges. Példaul: 1, 1, 1.
(g) Lehetséges. Példaul: 1, 2, 3.

35. Feladat. Igazoljuk, hogy ha

(a) 11 | 3a + 4b, akkor 11 | a + 5b; (g) 7| 10a + b, akkor 7| 100 + 2a;

(b) 19 | a — 5b, akkor 19 | 10a + 7b; (h) 71106+ 2a, akkor 7 | 10a + b;

(¢) 17| a — 5b, akkor 17 | 2a + 7b; (i) 13| 10a + b, akkor 13 | a + 4b;

(d) 17 | ba + 2b, akkor 17 | 9a + 7b; (j) a4+ c | ab+ cd, akkor a + ¢ | ad + be;
(e) 16 | 12a — 7b, akkor 16 | 4a + 230; (k) a—c|ab+ cd, akkor a — ¢ | ad + be.
(f) 13| 2a+bés 13 | ba—4b akkor 13 | a—6b;

Megoldas. Az osszefiiggések jobb oldalan allo kifejezéseket kialakitjuk a baloldaliakbol, és az
oszthatosagok ebbdl 6roklédnek.

(a) 3(a+ 5b) = 3a+ 15b = (3a + 4b) + 11b (2)
(b) 10a 4 7b = 10(a — 5b) + 57b (h)
(¢) 2a+T7b=2(a—5b) + 17b (i)
( )

)

) 5(2a + 10b) = 10a+50b = (10a +b) +49b
)
) 2
d) 9(5a+2b) = 45a+18b = 5(9a+7b) —17b  (j
) 3
)

10a +b =5 = (2a + 10b) — 49

10(a + 4b) = 10a + 40b = (10a + b) + 39b
(a+c)(b+d) = (ab+ cd) + (ad + be)
(a—c)(b—d) = (ab+ cd) — (ad + bc)

C

¢) 3(4a+23b) = 12a+69b = (12a—T7b)+76b  (k

(
(f) a —6b = (ba — 4b) — 2(2a + b)
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36. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az n egész szam nem oszthato 5-tel, akkor n* — 1 igen.

Megoldas. Felhasznéljuk az n* —1 = (n?+1)(n+1)(n — 1) dsszefiiggést, és az n-et 5-tel adott
maradéka szerint vizsgaljuk.

e Ha n =5k + 1 alaku, akkor 5 | n — 1.

e Ha n = 5k + 4 alakua, akkor 5 | n + 1.

e Ha n = 5k + 2 alaku, akkor 5 | n? + 1 = 25k* + 20k + 5.
e Ha n = 5k + 3 alaku, akkor 5 | n? + 1 = 25k% + 30k + 10.

Osztok szama

37. Feladat. Adjuk meg a legkisebb pozitiv egész szamot, melynek

(a) 1, (d) 4, (8) 8,
(b) 2, (e) 5, (h) 10,
(c) 3, (f) 6, (i) 12

pozitiv osztoja van.

Megoldas.
(a) 1 (d) 6 (g) 24
(b) (e) 16 (h) 48
(c) 4 (f) 12 (i) 30

38*Feladat. Hatarozzuk meg az n pozitiv egész szam értékét gy, hogy a kivetkezd szamoknak
pontosan 8 pozitiv osztdja legyen.

(a) n®+n*—2n

(b) n*—1

(c) n* —b5n?+4
Megoldas.

(a) 3

(b) 2

(¢) nincs megoldas



FEJEZET 2. SZAMELMELETI ALAPOK. ELEMI ALGEBRAI AZONOSSAGOK 69

39* Feladat. A szultan borténében széz cella van, 1-t6l 100-ig szdmozva, mindegyikben egy
rab. A celldk zarjan minden kulcsforditas valtoztat a zér ,allapotan”, ha nyitva volt bezérja, ha
zarva volt kinyitja. A szultan lanya eskiivGje alkalmabol amnesztiat hirdet. Szaz fogdadrt indit
utnak. Az elsé minden zarban fordit egyet a kulcson. A mésodik mér csak minden masodikban,
tehat a 2, 4, 6,..., 100-as cellakéban. A harmadik minden harmadikban (3, 6,...). Es igy tovabb,
a 100. fogdadrt mar csak a 100-as cellaéban. Akinek az ajtaja nyitva maradt, az szabadul. Mely
cellak lakoi tavozhatnak? (A celldk kezdetben zarva voltak.)

Megoldas. Azt kell megszamolnunk, hogy hany ajtéon volt paratlan szamu fordités. Az i-edik
6r pontosan akkor fordit a zaron, ha a cella szdma oszthato i-vel. Tehat azon szamokat keressiik,
melyeknek paratlan sok osztoja van. Ezek pontosan a négyzetszamok: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49,
64, 81, 100.

Legnagyobb kozos oszto, legkisebb k6zos tobbszoros

Az alabbi feladatokban (a;b) az a és b egész szamok legnagyobb kozos osztéjat, mig [a; b
az a és b egész szamok legkisebb kozos tobbszorosét jeldli.

40. Feladat. Hatéarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét.

(a) (120;160) () (22312 3)
(b) [120;160] (h) [22-3%23. 3]
(c) (2400;17) (i) (22-3%.5%.7;23.3.52.72. 11)
(d) [17;2400] G) [22-3 527,233 52. 72 11]
(e) (32;36;40) (k) (22-6%-25%41 - 21 - 10?)
(f) [32;36; 40] (1) [22-6*-25%41 - 21107
(m) (2%-p?2-p?), ahol p # 2 prim
(n) [22-p3 2 p?, ahol p # 2 prim
(0) (22-3-p-¢*3%-p*-q), ahol p,q # 2,3, p # q primek
(p) [22-3-p-¢* 3% p® - q], ahol p,q # 2,3,p # ¢ primek
Megoldas.
(a) 40 (g) 12 (m) 2p?
(b) 480 (h) 648 (n) 4p®
(c) 1 (i) 22-3-5%-7 (o) 3pgq
(d) 40800 (j) 22-3%-52. 72 11 (p) 22-32.p2 . @2
(e) 4 (k) 2¢-3.5?
(f) 1440 (1) 26.3%.51.7
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41. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét. A feladatokban a és b tetszGleges
pozitiv egész szamokat jeldlnek.

(a) (a;1) (d) [a;al (8) (a;a?)

(b) [a;1] (e) (a;2a) (h) [a;a?]

(¢) (a;a) (f) la; 2a]

(i) (a;b?), ahol a és b relativ primek (k) (a3b?;ab?), ahol a és b relativ primek

(j) [a;b%] ahol a és b relativ primek (1) [a®b?;ab?], ahol a és b relativ primek
Megoldas.

(a) 1 (e) a (i) 1

(b) a (f) 2a (j) ab?

(c) a (g) a (k) ab®

(d) a (h) a? (1) a3b?

42. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét.

(a) (12;(2°-3;2%-3%)) (c) [(24;46); [12; 38]]
(b) [18,(40;66)] (d) [([24;36];[28;42]) ; ([60; 25] ; [35; 30])]
(e) [2%-p?, (24 - p; 162 - p3)], ahol p # 2,3 prim
(f) (2%-p?, (24 - p;162 - p?)), ahol p # 2,3 prim
(g) (2*-p? [24 - p; 162 - p?]), ahol p # 2,3 prim
(h) [2%-p?, [24 - p; 162 - p3]], ahol p # 2,3 prim
Megoldas.
(a) 12 (d) 60 (g) 2°-p?
(b) 18 (e) 2%.3 - p? (h) 2%.3%. p3
(c) 228 (f) 2p

43. Feladat. Mely a pozitiv egész szamokra all fenn, hogy
(a) (a;80) =8, (d) [a;16] = 48,

(b) (a;8) = 80, (e) (a;120) = [a;24]?
(c) (a;60) = 15,
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Megoldas.

(a) a =23k, ahol k 6ttel nem oszthat6 paratlan szadm
(b) Nincs ilyen a, mivel 80 1 8.

(¢) a = 15k, ahol k paratlan

(d) a=3,6,12, 24,48

(e) a=24,48,72,9

44. Feladat. Mely n, k pozitiv egészre teljesiil, hogy

(a) (n;k) =17 ¢és [n; k] = 63; (g) (n;k)=T7¢ésn+k=100;

(b) (n;k) =6 és [n; k] = 90; (h) n+k =36(n;k) és [n; k] = 3850;
(c) (n;k) =26 és [n; k] = 120; (i) n+k =370, és [n; k] = 270(n; k);
(d) (n;k) =p és [n;k] = pg®, (p,q primek); () 1+ k = 667, és (0,

(e) n+ k=11 és [n; k] :30; (n; k)

(f) n+ k= 1323 és [n; k] = 147;
Megoldas. A megfelel§ (n; k) parok a kovetkezsk (n és k szerepe felcserélhetd):

(a) (7;63).

(b) (6;90), (30;18).

(c¢) Nincs megoldas.

(d) (pspg?)

e) (6;5).

f) Vegyiik észre, hogy n + k = 1323 = 9 - 147, és n = 147a, k = 147b, ahol mar (a;0) = 1.
Igy a,b relativ primek, melyek Gsszege 9. Vagyis az 1 + 8 = 2 4+ 7 = 4 + 5 lehetGségekbsl
adodnak a megoldasok: n = 147; k = 1176, n = 294; k = 1029, n = 588; k = 735 (és persze
a forditott parok).

(
(

(g) Nincs megoldas. (i) (270;100)
(h) (154;350) és (110;3850) (j) (552;115) és (435;352)

45. Feladat. Adjunk meg harom pozitiv egész szamot melyek legnagyobb kozos osztoja egy,
de koziiliik semelyik ketté sem relativ prim.

Megoldas. Példaul 2-3,3-5, 5 2.
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46. Feladat. Az alabbi, pozitiv egész szamokra vonatkozo allitasok koziil valasszuk ki, hogy
melyik igaz, melyik hamis. Ha a és b relativ primek, akkor ...

(a) a? és b is; (c) 2a és 20 is;
(b) 2a és b is; (d) a® és 1 is.
Megoldas.
(a) igaz (b) hamis (c¢) hamis (d) igaz

4T*Feladat. Igazoljuk, hogy ha a és b relativ primek, akkor
(a) (asa+0b)=1, (b) (a;0?) =1, () a+b)=1,  (d) (a®;a—0")=1.

Megoldas. A megoldasok indirekt modon elvégezhetSk. A feltevés, hogy a vizsgalt két szamnak
van valami kozos p primtényezGje ellentmondasra vezet.

(a) Ha (a;a+ b) = p, akkor p | a és p | a + b maga utan vonja, hogy p | (a +b) — a = b, azaz
a és b mégsem relativ primek.
(b) Ha (a;b*) = p, akkor rogtén p | a és p | b* = p | b, ellentmondés.

(c) Ha (b* a+b) = p, akkor p | b*> = p | b, és p | a+b maga utan vonja, hogy p | (a+b)—b = a,
azaz a ¢s b mégsem relativ primek.

(d) Ha (a%*a — b*) = p, akkor p | a®> = p | a, és p | a — b* maga utan vonja, hogy p |
(@ —b*) —a = —b? amibdl p | b, azaz a és b mégsem relativ primek.

48. Feladat. Mely n egész szamok esetén lesz egész az aldbbi tortek értéke?

n—1 2n + 2n?
®) e ©) =1
n+1 2"
b d —
b) = @) = (0> 0)
Megoldas.
(a) Mivel

n—1 n+2-—3 1 3

n+2  n+2 Cn+ 2

a kifejezés pontosan akkor egész, ha 5 egész, ami pontosan akkor all fenn, ha 3 oszt-
n

hato (n+2)-vel. Ez n+2 = —3,—1, 1, 3 esetén lehetséges, vagyis, han € {-5, -3, —1,1}.

(b) Mivel
n+1 1
14—,
n n

1
a kifejezés pontosan akkor egész, ha — egész, ami pontosan akkor all fenn, ha n | 1. Ez
n

csak n = —1;1 esetén lehetséges.
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(¢) Mivel
2 2n?  2n(1
n+2n* n( —I—n):Qn7
n+1 n+1
a kifejezés minden olyan n egész értékre egész lesz, amelyikre értelmezett, vagyis ha
n # —1.
(d) A vizsgalt tort
2" 2"

n2+n+1 nn+l)+1

ahol a szamlo kettének pozitiv egész kitevss hatvanya, tehat (az egyen kiviil) csak paros
oszt6i vannak, mig a nevezé n? +n + 1 = n(n + 1) + 1 paratlan, igy paros osztoja nincs,
vagyis a tort csak akkor lehet egész ha a nevez§je 1, ez viszont egyetlen pozitiv egész n
esetén sem &ll fenn.

49. Feladat. Mely n egész szamok esetén egyszertsithetGk az alabbi tortek?

n—1 2n+3 n?+2n+1
®) (©) =1 () —z=1—
n+1 2 2n?
(b) (d) 2n + 2n”
n n+1
Megoldas.

(a) Mivel (n—1;n+4+2) = (n—1;n—1+3) = (n—1;3), a tort pontosan akkor egyszertsithetd,
ha n—1 a 3 tobbszorose, vagyis ha n = 3k+1, k € Z alakua. (Ekkor egyszertsithets 3-mal.)
(b) Mivel (n+ 1;n) = (1;n) = 1, a tort nem egyszertisithetd.

(c) Mivel 2n+3;n—1) = (2(n—1)+5;n—1) = (5;n—1), a tort pontosan akkor egyszertsit-
hets, ha n—1 az 5 tobbszorose, vagyis ha n = bk+1, k € Z alaka. (Ekkor egyszertsithetd
5-tel.)

(d) Mivel

2n+2n*  2n(1+n)
n+l  n+l1
a tort minden olyan esetben egyszertisithet6 amikor létezik, és n + 1 # 1, vagyis ha n
egész és nem 0 vagy —1.

(e) Mivel

)

n+2n+1  (n+1)?
n2—1  (n—-1)n+1)

a tort minden olyan esetben egyszertisitheté amikor létezik, és n? — 1 # 0, vagyis ha n
egész ésn ¢ {—1,0,1}.

50. Feladat. Igazoljuk, hogy az aldbbi tortek egyetlen n pozitiv egész szdm esetén sem egy-
szerisithetdk.
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n+1 n?+2n+1 2" n’ —n+2
&) n (b) n (©) n?+n+1 (d) 3n
Megoldas.

(a) Az n és n+ 1 szomszédos pozitiv egész szamok, melyek mindig relativ primek.

(b) A szamlalo n? +2n + 1 = (n + 1)2, tovabba n és n + 1 szomszédos pozitiv egész szamok,
melyek mindig relativ primek.

(c) A szamlo kettdnek pozitiv egész kitevss hatvanya, tehét (az egyen kiviil) csak paros osztoi
vannak, mig a nevezé n> +n + 1 =n(n + 1) + 1 péaratlan, igy paros oszt6ja nincs.

(d) A nevezd haromnak pozitiv egész kitevés hatvanya, tehat csak harom hatvanyaival oszt-
hat6, mig a nevezé n®> —n + 2 = (n — 1)n(n + 1) + 2 harommal osztva ketté maradékot
ad.

Primszamok

51*Feladat. Hogyan segit az Eratoszthenészi szita a primek ,kiszitalasdban™?

1 2 3 4 5 6
78 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30

Megoldas. A tablazatbol kihtzzuk az 6sszes 2-nél nagyobb 2-vel oszthato szamot. Ezutan meg-
nézziik melyik a legkisebb megmaradt 2-nél nagyobb szdm. Ez a 3-as. Kitoroljik a tablazatbol
az Osszes 3-nal nagyobb 3-mal oszthaté szamot. Es igy tovabb. Egy véges tablazatban egy id6
utéan csak a primszamok maradnak meg. A moédszer akkor hasznalatos, mikor egy adott inter-
vallumba esG Osszes primszamot ki akarjuk listazni. ErezhetSen nem tul hatékony algoritmus,
de néhany o6tlettel javithato.

52¥ Feladat. Bizonyitsa be, hogy 2007 + n! egyetlen n pozitiv szam esetén sem lehet
(a) primszam, (b) négyzetszam.
Megoldas.

(a) Az els6 néhany eset kézzel végigellendrizends, majd ha n > 4, akkor a szam oszthato
harommal (és nagyobb nala), tehat nem prim.

(b) Az elsé néhany eset kézzel végigellendrizends, majd ha n > 4, akkor a szam négyes
maradéka harom, vagyis nem lehet négyzetszam.
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53. Feladat. Harom primszam osszege 2018. Lehet-e a szorzatuk 20318877

Megoldas. Nem. Harom szédm szorzata csak gy lehet paratlan, ha mindhdrom péaratlan, ekkor
viszont az Osszegiik is az. (A 2, 997, 1019 primekre kiilénben: 2 + 997 4+ 1019 = 2018 és a
2-997 - 1019 = 2031886.)

54. Feladat. Készitsiink az 1, 2, 3,4, 5, 6 szamjegyek egyszeri felhasznalasaval hatjegyd primet.

Megoldas. A szam mindig oszthatd lesz hdrommal, nincs megoldas.

55. Feladat. Van-e olyan n természetes szam, melyre 2018™ — 1 és 2018™ 4 1 is prim?

Megoldas. Nincs. A 2018" — 1,2018",2018" + 1 harom egymast kovet§ szam, igy az egyik
biztosan oszthato 3-mal, és mivel (2018;3) = (2018™;3) = 1, ez nem lehet a harommal oszthato
tag. Igy 2018 — 1 vagy 2018" + 1 oszthaté harommal, és nagyobb néla, tehat nem lehet prim.

56. Feladat. Az n mely legkisebb pozitiv értékére teljesiilnek az aldbbi Osszefiiggések?

(a) 210 | n! (b) 319 n! (c) 1219 | n! (d) 219 | n!
Megoldas.
(a) 12 (b) 24 (c) 24 (d) 104

57. Feladat. Hatérozzuk meg a 15! prim(hatvany)tényezss alakjat.
Megoldas. 15! = 211.36.5%.72.11-13

58. Feladat. Igazoljuk, hogy egy hdromnal nagyobb primszam négyzeténél 1-gyel kisebb szam
mindig oszthato 24-gyel.

Megoldas. Ha p haromnal nagyobb prim, akkor p*> — 1 = (p — 1)(p + 1). Itt, mivel 3 { p, ezért
egyik tényezd oszthatd 3-mal. Illetve mivel p paratlan, ezért az egyik oszthato 2-vel, és a masik
4-gyel.

59. Feladat. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam amellyel a 189000-et

(a) elosztva

(b) megszorozva

négyzetszamot kapunk?
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Megoldas. Ugy kell alakitani a szamot, hogy primtényezds felbontasaban minden prim péros
hatvanyon legyen. Mivel 189000 = 24 - 33 - 5% . 7, ezért

(a) 3.7 =21;
(b) 3.7 =21

60. Feladat. Keressiik meg az dsszes olyan p primet melyre 8p® + 1 prim.

Megoldas. Csak p = 3 lehet, kiilonben oszthatd 3-mal, és az jo is.

61. Feladat. Keressiik meg az Osszes olyan p primet melyre a kovetkezd szédmok egyszerre
primek.

(
(

a) p+ 10, p+ 110, p+ 1110
b) p+ 10, p+ 14
(¢c)p+2,p+6,p+8 p+ 14
(d) 10p—1, 10p+ 1

Megoldas.
(a) Nincs megoldas, valamelyik oszthaté 3-mal.
(b

) Szintén a harommal valé oszthatosag miatt p = 3.
c) Az ottel vald oszthatosag miatt p = 5.
g

)

(d) Ha p # 3, akkor nincs megoldas, mert valamelyik oszthat6 3-mal. A p = 3 eset megoldas.

62. Feladat. Igazoljuk, hogy ha p és p* + 8 prim, akkor p? 4+ p + 1 és p? + 3p + 1 is az.

Megoldas. Az elsG két feltétel egytitt csak p = 3-ra teljestil, és arra harmadik tigy van kitalalva,
hogy prim.

63. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a p? + 1 = r egyenletet.

Megoldas. Paritasok miatt p = 2. Ha ¢ paratlan, akkor a baloldal oszthatd 3-mal, igy csak
q = 2 lehet, és ez megoldés is.

64. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a kévetkezs egyenleteket.

(a) 2p+3q+6r =78
(b) 2p + Tq + 14r = 252
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Megoldas.
(a) Mivel a baloldal két tagja, és a jobboldal lathatéan paros, ezért 3q is az, vagyis ¢ = 2. A
harommal val6 oszthatosagbol pedig p = 3 addédik, amibdél r» = 11.
(b) Az el6z6h6z hasonléan gondolkodva p = 7, ¢ = 2,7 = 16 adodik, tehat nincs megoldas.

65F Feladat. Harom prim szorzata az sszegiik

(a) Otszorose,

(b) tizenkétszerese.
Hatéarozzuk meg ezeket.
Megoldas.

(a) Legyenek a primek p, q,r. Ekkor pgr = 5(p + ¢ + r). Igy valamelyik prim, pl. p = 5, és
feltehets, hogy ¢ < r. Behelyettesitve és atrendezve qr = 5+q+1r, qr —q —r = 5,
(g—1)(r—1)=6. Mivel 6 =1-6 = 2- 3, csak két esetet kell végignézniink, és az egyik
ad csak megoldast: 2,5, 7.

(b) Legyenek a primek p, ¢, r. Ekkor pgr = 12(p + ¢ + 7). Igy a jobboldal oszthaté 4-gyel, a
baloldal pedig biztosan nem, tehét nincs megoldas.

66F Feladat. Két primrsl tudjuk, hogy az 6sszegiik is prim, valamint, hogy az 6sszegiik és a
szorzatuk szorzata oszthato 10-zel. Hatarozzuk meg ezeket a primeket. (Kozépiskolasok Hajdua-
Bihar Megyei Matematika Versenye, 1987., 10.0sztaly, 5. feladat)

Megoldas. Legyenek a primek p és ¢q. Ekkor p + ¢ = r is prim és 10 | pgr. Ekkor p,q,r
valamelyik 2, illetve 5. Két prim Gsszege nem lehet 2, igy feltehets, hogy p = 2. Ekkor két eset
van, ¢ = 3, vagy q¢ = 5. Azaz a megoldasok: 2,3, valamint 2, 5.



3 | Hatvanyozas, gyokvonas, logaritmus

1. Feladat. A hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval hozza egyszertibb (az egyik lehetd
legegyszertibb) alakra a kovetkezd kifejezéseket.

(a) (a2 b c2)1 - (a2)?- (c2)3 (@ 124.277%  97.24°
4.Q5 2. —3)\2
b) :(:_2 (zy)~2 15' 8 482 - (6 x)
y3 x—lyl (e) Y _ Yy +

329 . (8-5)4 eyt ay™? ey

©) @2 2609

2. Feladat. Melyik szam nagyobb?

1 1 1
25 26

a = 3% vagy B =93 5t +37! AN
<b> — (—10)" vagy B = 11710 -
15 11
1020 __ 9010 _ _
(¢) A=10% vagy B = 20 () A= 5+ rs vagy B = o
(d) A——vagyB————

3. Feladat. Hozzuk az egyik lehets legegyszertibb alakra a kovetkezd kifejezéseket.

1624520 (b) \/(.7:23/324) (zy222)
9x2y22

(a)

4. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs kifejezések értékét. (Mely egész szammal egyenldk a
kovetkezdk?)

(2) (V248 —V50)v/32 © (V5 +v3) - (8 — V/60)
(b) (50 +V27) - (V3 + VIZ= VT2 + V) V-3
() VI—V13-V7T+V13 (F) V9+2vId— V9 —-2/14
(d) /2(v3+v2) - VVI2— VB () ¢3+32f—¢3—2\/§
0 (52 verve) (559

5. Feladat. Melyik szam nagyobb?

78
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(a) A=2-v/3vagy B=3-2 (c) A= 1 vagy B = /8
b) A=2 vaey B = V38 Vi= V2
- —— Va =
/7 gy
6* Feladat. Hozzuk egyszertibb (az egyik lehetd legegyszeriibb) alakra a kévetkezd kifejezése-
ket.
b —b b— —b b1
(a) <‘/“+ tva—b, Vatb-va ): (a,b> 0.a #b)
va—b—+va+b Va+b++va—->b) Va®-1b?

Vi -yt 4o
(b) —a— (z>y)

1 ———

/22 — 42
2 Va3 —8
() vIt2 Vro8 o)
r+2y/x+4 x—4
2
xr — Va3 — Va3
(d) (—y) |+ 7Yy
VT =y VT =y

7. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez§ kifejezések értékét. (Mely egész szammal egyenlsk a
kovetkezdk?)

(a) V6 —v28-V6+v28 (d) V162 — v2 - /32
() Y43 V=3 (©) (VI+ V35 + YT0)(5 - ¥2)
() V&1 + V2i— V375 (6) (VIO — /35 + V3B) (V7 + U5)
8. Feladat. Hozzuk az egyik lehets legegyszertibb alakra a kdvetkezd kifejezéseket.
3 4
(2) V2v2v2 (b) {/23/2v2 () V2:-V2-V2
9. Feladat. Irjuk fel 2 egyetlen hatvanyaként a kovetkezs kifejezéseket.
3 4
(a) V2v2v2 (b) {/23/2v2 () V2:-V2-V2
10. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs kifejezések értékét (logaritmusmentes alakban).
(a) log, 16 (f) logg i (1) 0,587
(b) log, 16 (g) 1g0,01 (m) 1Og2(lO§;2(10g2 256)))
(c) log 16 (h) In? (n) logﬁ Va2
(d) 10g93 (1) 210g27 (O) log%afg
1
(e) log, 3 (j) 4lose7 (p) 101152
(k) 210g47 (q) 23—10g49

11. Feladat. Szamoljuk ki a kovetkezd kifejezéseket. (Mely racionalis szammal egyenldk a
kovetkezdk?)
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(a) log, 48 + log, 9 — log, 6 — log, 36
(b) log 581 41log 54+ log, ;564 +log 52 —log 5144 — 3 -log 512
(¢) log, v/1100 + log, v/40 — log, v/110 — log, 10
(d)
)

(e) log, sin30° - logs cos 60° - log, tg 45°

log, 3 - logs 2

12. Feladat. Igazoljuk, hogy

f/1—12-€ﬁ+6-€/@+%:2.

13. Feladat. Igazoljuk, hogy

6’/20—14-\/§+€/20+14-x/§

paros.



Megoldasok

1. Feladat. A hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval hozza egyszertibb (az egyik lehetd
legegyszertibb) alakra a kovetkezd kifejezéseket.

(a) (a —2.pt. 02)—1 . (a2b)2 . (0_2)3 @ 124 .97-3 ' 97 . 943
x? (zy)”? 184.85  482.(6-3)2
(b) B iyl @ oy @

mflyfl xy72 -17721/

(©) 329 . (875)1
AT 1692 (2 645)3
Megoldas.
(a) a®b=2c8 (d) 27138
. —6 3
((b; ;23/ (e) + x2y2 o
c
2. Feladat. Melyik szam nagyobb?
a) A=3"vagy B=9° 571 +371 1\
(b) A= (-10)!"! vagy B=11"1
15 11
(C> = 1020 Va“gy B = 2010 (f) A = ﬁ Vagy = ﬁ
1 1 213.5 211.5
Megoldas.
(a) A (c) A (e) A=RB
(b) B (d) B (f) A

3. Feladat. Hozzuk az egyik lehets legegyszertibb alakra a kovetkezd kifejezéseket.

16249 2? (b) V/(22y32%) - (xy22?)
9x2y22

(a)
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Megoldas.

@ 2ol 12 - vE (b) @y’

4. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs kifejezések értékét. (Mely egész szammal egyenldk a
kovetkezdk?)

(a) (\/§‘|“\/§_\/%)\/3_2 (e) (\/34_\/3)(8_\/@)

() (VA0 + V2 (VB + VIZ— V72 +V2) Vi3

(c) V7—v13-V7+ V13 () V9+2v1d— /9 —2V/14

(@) V2(v3+v2)- VVI2 -8 (&) ¢3+32f—¢3_2¢é

W (v varvs) (-5

Megoldas.

(a) —16 (o) 2

(b) ~23 (1) 212

(©) 6 (g) 2

(d) 2 (h) —35

5. Feladat. Melyik szam nagyobb?

a) A=2-1/3vagy B=3-V2 c _ 1 va _
(a) 9 gy (c) A 5 gy B =18
(b)A=ﬁvagyB:\/%

Megoldas.

(a) B (c) A

(by A=B

6* Feladat. Hozzuk egyszertibb (az egyik lehetd legegyszeriibb) alakra a kévetkezd kifejezése-

ket.

Vatb+va—b Vatb—+va—b) b
. (\/a_b_\/a+b \/a+b+\/a—b)'\/a2_b2 (a,b>0,a #b)
(®) % (z > )
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Vo2 @_8—1 (x> 0)

(c) rt2vz+d 74
vy V' (VEVE
@ (F) (7 )
Megoldas.
(a) —2(a® —b?) (b) Va*—y? (c) 0 (d) 1

7. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs kifejezések értéekét. (Mely egész szammal egyenlSk a

kovetkezdk?)

(a) V6 —v28-V/6+ 28

(d) V162 — V2 —V/32
(e) (V4+ ¥/25+ V10)(¥/5 — V/2)

(b) VV90+3-v/90 -3

(¢) VBT + V2 - /375 () (/49— /35 + V2B) (7 + 5)
Megoldas.

(a) 2 (c) 0 (e) 3

(b) 3 (d) 0 (f) 12

8. Feladat. Hozzuk az egyik lehets legegyszertibb alakra a kovetkezd kifejezéseket.

(©) V233

(a) \/2v/2V?2 (b) 1v/2v/2v2
Megoldas.
(a) V27 (b) %21 (c) 2%/2

9. Feladat. Irjuk fel 2 egyetlen hatvanyaként a kovetkezs kifejezéseket.

(a) \/2V2V2 (b) {/2v/2v2 (c) V2-V2-V2

Jun
w

Megoldas.
(a) 2% (b) 221 (c) 212

)
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10. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs kifejezések értékét (logaritmusmentes alakban).

(a) log, 16 (f) loggi (1) 0,587
(b) log, 16 (g) 1g0,01 (m) log,(log,(log, 256)))
(((;) 1og16 16 (h) In /e (n) log% Va2
(d) logy 3 ] (i) 2loea7 (0) logyga :
(e) 5 (J) Alog2 7 (p) 101+1s2
(k) 2log47 (q> 23—10g49
Megoldas.
(a) 4 (8) —2 (m) log, 3
b) 2 1 4
i; ) v) 3 () —3
(i) 7 12
@ - © 3
9 (4) 49
© -1 ) V7 )20
= 01 W3

11. Feladat. Szamoljuk ki a kovetkez§ kifejezéseket. (Mely racionalis szammal egyenlSk a
kovetkezok?)

(a) log, 48 + log, 9 — log, 6 — log,, 36

(b) log 581 +1log 54 + log, 564 +log, 52 —log 5144 — 3 - log 512
(c) log, V1100 + log, v/40 — log, v/110 — log, 10

(d) log, 3 -logs2

(e) log,sin30° - log, cos 60° - log, tg 45°

Megoldas.

12. Feladat. Igazoljuk, hogy

§’/1—12-€/?+6-<‘/4_9+\3/7:2.
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Megoldas. Atrendezve és kobre emelve adodik az egyenléség.

13. Feladat. Igazoljuk, hogy

\3/20—14-\/§+€/20+14-x/§

paros.

Megoldas. Megfelels atalakitasokkal lathato, hogy a kifejezés értéke 4, és az paros.



4 | Els6- és masodfoku fiiggvények,
egyenletek, egyenl6tlenségek, egyen-
letrendszerek

Linearis fiuggvények
1. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjait.

(@) f:R—=R, f(z) =3z—2 (c) h: [=3;6] = R, h(x):—§x+1
(b) 9:Z =R, g(x) =4 (d) i: R\Z > R, i(z) =x+5

2. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat a valos szamok halmazanak lehets leg-
bévebb részhalmazan.

@ 7)== © h@) = =TT
(b) g(x) = 2@:5‘”_2 2 (d) ilz) =7 —x)(ji-_l)l-i- 1

3. Feladat. Mely fiiggvények grafikonjai lathatok az alabbi abrakon? (Adjuk meg az értelmezési
tartomanyt és a hozzarendelési szabalyt is.)

1 234567
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4. Feladat. Irjuk fel annak a linearis fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelynek
a) meredeksége 2 és (az y tengellyel vett) tengelymetszete 3;

(
1
(b) zérushelye x = 3, meredeksége 5

)

)

(c) tengelymetszete 5 és nincs zérushelye (a fiiggvény mindentitt értelmezett)
(d)

(e) grafikonja athalad az A(2;3) és B(4;6) pontonokon.

grafikonja athalad a P(1;5) ponton és meredeksége —3;

5. Feladat. Az f(x) = a -z + b linearis fliggvény hozzarendelési szabalyaban adjuk meg az a, b
paraméterek értékeét, ha tudjuk, hogy

(a) f(2)=7, f(7)=1T; (b) f(2)=7, f(T)=T.

6. Feladat. Tudjuk, hogy 0°C = 32°F és 100°C = 212°F, ahol a hémérsékletértékek a Celsius-,
illetve a Fahrenheit-skidlan mért értékeket jelentik. Tudjuk, hogy mindkét skala linearis beoszta-
si. Adjuk meg azokat a fiiggvényeket amelyekkel a Celsius-, illetve a Fahrenheit-hémérs értékeit
atvalthatjuk egymaésba.

7. Feladat. Két, egyenletes sebességgel ég6 gyertyank van, az els§ 18 cm és 9 ora alatt ég el,
a masik 12 cm és 6 o6ra alatt ég el. A gyertyakat egyszerre meggytujtjuk.

(a) Irjuk fel a gyertydk hosszat (cm-ben) az id6 fiiggvényében leiré fiiggvényeket.
(b) Abrazoljuk a fiiggvényeket kozos koordinata rendszerben.
(c) Mikor lesz az els6 gyertya kétszer olyan magas, mint a méasik?

)

(d) Mikor lesz az elss gyertya fele olyan magas, mint a masik?
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8. Feladat. Két, egyenletes sebességgel égs, azonos magassagi (15 cm) gyertyank van, az
egyik 12, a masik 18 ora alatt ég el. Azt, amelyik lassabban ég el reggel 6 6rakor, azt amelyik
gyorsabban reggel 8 6rakor gyuijtjuk meg.

(a
(b

(c
(d

[rjuk fel a gyertyak hosszat (cm-ben) az id6 fiiggvényében leiré fiiggvényeket.
Abrazoljuk a fiiggvényeket kozos koordinata rendszerben.

Mikor lesz a gyorsabban égé gyertya kétszer olyan magas, mint a lassabban ég6?

~— ~— ~—

Mikor lesz a gyorsabban égé gyertya fele olyan magas, mint a lassabban ég6?

Abszolatértéket tartalmazo fliiggvények

9. Feladat. Vazoljuk az alabbi fliggvények grafikonjait.

(a) f(z) =3z] -2 (e) j(x) = E'_:i

(b) g(z) = 3|z — 2| ]

(¢) h(z) =z +|a] () k(z) = —w
)

10. Feladat. Az f(x) = a - || + b fliggvény hozzarendelési szabéalyaban adjuk meg az a,b
paraméterek értékét, ha tudjuk, hogy

(a) f(=2)=7 f(7)=17;
(b) f(2) =7, f(=7)=T.

11. Feladat. Az f(z) = |xr — a| + b fuggvény hozzarendelési szabalyaban adjuk meg az a,b
paraméterek értékét, ha tudjuk, hogy f(4) =0 és f(0) = —2.

Linearis egyenletek, egyenlStlenségek, egyenletrendszerek

12. Feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenleteket.

(a) Ba+4)-(14a)—(a—4)-a+20=(2a+1)-(a—3)+3

b - —_—m
b) ——+— 2 ®) — 5 24w
20+5 3z +2 x 3r+1 7 2% — 1
() o = () 2. 201 _ 3.
20 —2 3z —3 4o — 4 r—1 21 r+1
3z ) 6r +1 9 1 1 7 1
(d) — — (h) r+1 x4 _ N
3r—95 5—3r 6x—10 22—-9 2243z 3r—22 x-3
?—4 =T 3z +2 r+9
(e) =4 (i) - = —
r— 2 r—3 x*+2x—15 x+5
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13. Feladat. Oldjuk meg az alabbi abszolutértékes egyenleteket.

(a) |z +2/=3 (8) |z — 1|+ |z +4| — |z —6| = —1

(b) |2z =1 =7 =4 (h) 2-|x+5]+5-]1 —2x| =4-]4x + 1]+ 11
d Jz—1=1-2z 2z +1

e) |t —=3|+ |z +4| = J G6r 10

)

(
(

14. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.

£) 2- |22 +1] — |5 — 32| = 4

(a) 3-3—x)+5-2x—4)—xz>-3-(4x+3)+2
) (x+1)2 =T +11> 13+ (7T —2)?
3x+5_4x—7< 1 7—-3x

2 6 -2 3
2—x

>0

dr — 8 —
2x+5_3$—7
r—12 x—12

<0

(f) T <0 (Mikor all fenn egyenlgség?)
T
2 )
(g) * +12 <0 (Hany prim megoldéas van?)
l’ —
1—-4
(h) E +§ <0 (Megoldas-e a 07)
x
3 )
(i) 2x i 1 <1 (Héany nempozitiv egész megoldés van?)
x p—
L Sr+1 3 , ) . .
() e > —3 (Hany olyan egész szam van, ami nem megoldas?)

r+4 7—3x 5r +1
+ >
r—1 2x—27 3x—3
2r — 3 5r +1
1<
—m+2+ — 2z —4

(Hany egész megoldés van?)

(Hany megoldas esik a [0; 1] intervallumba?)

15. Feladat. Oldjuk meg az alabbi abszolutértékes egyenlGtlenségeket.

(a) [z >3 () o] <o+ 1]

(b) [z —1] <5 (8) v — 5/ < 22— 3]
(Hany egész megoldas van?) (h) 3w +4+ |z —3|>a

(©) |z] > = (i) |z 43|+ |z -5 <8

(d) |z| >z+1 (Hany prim megoldas van?)
(e) 2z +3| >z —1 G) le—1]—|z+2/ <2
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|z + 2| 5
k) —— >0 2
(k) rT+2 (0) x—4 ~
0 11— z| - (Hany egész megoldés van?)
2z — 2 ) 3x—4‘§1
(m) |x|+2>0 2r —4
Y2 - =
vz @ [52=] <o
>0 N
O

16. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket.

(a) (d)
2 4+ 5y = 12 }

-2 + Y = 4
_ - 1 |z
’ Y 3y — |z—2| = 4}
(b)
3 4
- =7 (e)
rx—1 y+9o
2 = 4 lz| + 2y = 6
y+5 1—x r — by = 4
()
) 10 f
+ - -3 ®
4o + 3y 2y — 3z
1 6 | + |yl = 11
_ - 1 ~
5(3y + 4x) 2y — 3z r o= 2y = 95

17. Feladat. Adott 10 kg 30%-os sooldat.

(a) Hany kilogramm vizet kell elparologtatnunk, hogy 50%-os legyen?
(b) Hany kilogramm (tiszta) vizet kell hozzaonteniink, hogy 10%-os legyen?

(¢) Hany kilogramm 70%-os oldat hozzaadasaval érhetd el, hogy a keverék toménysége 50%
legyen?

(d) Milyen tomeénységii az az oldat, amelybdl 40 kg hozzaadéaséaval érhetd el, hogy a keverék
14%-os legyen?

18. Feladat. Egy szemiivegeket gyartd cég azt a reklamajanlatot teszi, hogy annyi szazalékot
enged vagy a lencse, vagy a keret arabol, ahany éves a vasarlo. Betti 18 éves és egy 56 000 Ft-os
keretet szeretne megvenni, lencséi osszesen 94 000 Ft-ba keriilnek.

(a) Hany forintért jut hozza a szemiivegéhez, ha érvényesiti a kedvezményt?

(b) A szemiiveg teljes arat tekintve ez hany szazalékos kedvezményt jelent?

(c) Hany évesnek kellene lennie ahhoz, hogy a szemiiveg teljes arat tekintve 25%-os kedvez-

ményt kapjon?

19. Feladat. Hatarozzuk meg azt a pozitiv egész szamot, amely négyszer akkora, mint a
szamjegyei Osszege.
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20. Feladat. Az A és B varosok tavolsaga 50 km. A-bdl elindul egy kerékparos B-be, reggel 9
orakor, 12 km /h sebességgel egyenletesen haladva, mig B-bdl A-ba egy gyalogos reggel 8 érakor,
4 km /h sebességgel.

(a) Mikor és hol talalkoznak?

(b) Abrazoljuk mozgéasukat tit-id6 grafikonon.

(c¢) Oldjuk meg az el6z6 két feladatot tgyis, hogy a gyalogos A-val ellentétes iranyba halad.

21. Feladat. Egy kétjegyt pozitiv egész szambol levonva a jegyei megforditasédval kapott szé-
mot 54-et kapunk. Melyik ez a szdm?

22. Feladat. Egy osztalykirdndulasra mindenkinek azonos 6sszeget kell befizetnie. Ha mindenki
18 000 F't-ot fizet, 6000 Ft-tal tobb gytilik 6ssze a kelleténél, ha viszont csak kettével kevesebben
jonnek, és fejenként 19 000 Ft-ot fizetnek, pontosan Osszegytilik a sziikséges Gsszeg. Mennyibe
keriil a kirdndulas Gsszesen?

23. Feladat. Mekkorak a haromszog oldalai ha az oldalak paronként vett osszege 19, 24, 217

24. Feladat. Ha egy téglalap rovidebb oldalat 2 cm-rel névelem, a hosszabbat ugyanennyivel
csOkkentem akkor nem véltozik a téglalap teriilete. Ha viszont forditva hajtom végre a fenti
valtoztatasokat, a téglalap teriilete 8 cm?-rel csokken. Mekkorak a téglalap oldalai (a valtoztatas
el6tt)?

25. Feladat. Kétfajta sooldatbol keveréket készitliink. Ha az elsébdl 14 kg-ot, a masodikbol
36 kg-ot vesziink, akkor 30%-o0s lesz a keverék. Ha viszont a masodikbol 5 kg-ot, az els6bdl 12
kg-ot keveriink ossze, akkor 40%-os keveréket kapunk. Hany szazalékosak az 6sszetevk?

26. Feladat. Egy aut6 vizszintes terepen 100 km/h, emelkedén 90 km/h, lejtén 120 km/h
sebességgel halad. A 180 kilométeres utat egyik irdnyba 104 perc, a masikba 107 perc 20 méa-
sodperc alatt teszi meg. Mekkora az egyes szakaszok hossza?

Masodfoku fiiggvények

27. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat.

(a) [: R—=R, f(z)=22*—-2

(b) 9: Z =R, g(z) = (v - 1)°

(c) h: [-3;1[ = R, h(z) = -2z — 2>+ 3

(r+2)?—-2, ha —3<z<0
4—2(x—1)% hazx>0

(d) iz [=3;00[ = R, f(x) :{
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28. Feladat. Parositsuk az alabbi grafikonokat a megadott hozzarendelési szabalyokkal.
Hozzarendelési szabalyok:

(a) f(z) = 22° 1 () hx) = —20% + 1 () j(x) = (20)* — 1
(b) g(z) =2(x —1)? (d) i(z) = [22® — 1
Grafikonok:
Yy Yy

o (=]
I

= [ w - L5
- [ w - ot =]
I I I I I

(IT)

29. Feladat. Irjuk fel annak a masodfoku fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelynek
grafikonja

(a) athalad az A(4;2), B(5;1),C(6;2) pontokon;
(b) athalad az A(1;1) ponton, szimmetriatengelye az x = 2 egyenes, tengelypontjanak ordi-
nataja 3.

30. Feladat. Hogyan kell megvalasztanunk a ¢ paraméter értékét ahhoz, hogy az f(x) =
2?2 — 42 + ¢ hozzéarendelési szaballyal megadott masodfoku fiiggvénynek

(a) két zérushelye legyen, (f) a két zérushelyének tavolsiga 2 legyen,
(

b

)

) kizarolag pozitiv értéket vegyen fel,
(c) ne legyen zérushelye, (h

)

) e

egy zérushelye legyen, (g

ne vegyen fel negativ értéket,

\./\./\./\/

(d
(e

f(2) =7 teljesiiljon, (i) kizarolag negativ értéket vegyen fel?

gyik zérushelye z = —1 legyen,
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31. Feladat. Hatérozzuk meg az a,b,c paraméterek értékén ha tudjuk, hogy f(0) = 10,
f(=1) =4, f(3) = 52 s

(a) f(z) = ax®+ br + c, (b) f(z) =alz +b)*+c.

Masodfokii egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendsze-
rek

32. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi (masodfoki) egyenleteket.

° i 2 (e) 22 — |z| =12
r—2 8+6r —x-—2
()x+2+4—x2: ) (f) |22 —dx+ 3| =1
3 6 9

()

_ -1+ =
20 +1  1—(2x)? +2x—1
33. Feladat. Irjunk fel olyan masodfoki egyenletet,

(
(

a) amelyben az egyiitthatok osszege 1,

b) amelyben az egyiitthatok osszege 1 és gyokei 2 és 3,
)
)

(c

(d) a konstans tag 3 és gyokei 2 és 3.

a fGegyiitthato 2 és gyokei 2 és 3,

34. Feladat. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy az alabbi egyenletnek
(i) 0, (i) 1, (iii) 2
valos gyoke legyen.

(a) 2 +5x+p=0
(b) 322 +pr+3=0

35. Feladat. Hatarozzuk meg az |2 —4x—5| = p egyenlet megoldéasainak szamét a p paraméter
fiiggvényében.

36*Feladat. Adjuk meg, hogy a p paraméter mely értékeire van a pr? + (p— 1)z —2p+2 =10
egyenletnek

(a) két kiilonbozo, (b) két egyenls
valos gyoke. Mely p paraméterértékre teljesiil hogy az egyik gyck

(c) a masik ellentettje, (d) a masik kétszerese?
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37¥Feladat. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy az 2 +pr +3 —p = 0 egyenlet
valos gyokeire teljesiiljon, hogy

(a) mindketts pozitiv;
(

b) mindketts negativ;

)
)
(c) egyik gyok a 3;
(d) egyik gyok a masik kétszerese;
)

(e) egyik gyok kettével nagyobb, mint a masik.

38. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

(a) 22 — 22 =0 (f) 2° — 92 +202% = 0

(b) 2> —2* =0 (g) (2% +2x)* —5(a? 4+ 2z) = 24
(c) 2* =922 +8=0 (h) (2 +3z)*+62*> —2 =38 — 18z
(d) «® + 42" +3=0 (1) 57— g 1+m2:5x—7

(e) 2%+ 42 4+3 =0 TT o or

39. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenltlenségeket.

(a) 22 — bz > —6 ) 3:1:2—18:v—21<1
(Hany olyan egész szam nem megoldas?) 222 — 6z + 4
(b) 222 > 4z — 15 (Hany pozitiv egész megoldas van?)
x® >4 —
T —95 2z
(c) 12z — 2% > 38 (k) -1z
= T+ 2 3+
) _

2 -1 ) x—1+m+4< 27— 2
(Mikor &ll fenn egyenlGség?) (m) 22 — 5|z + 6 < 0

5x% + 4
(e) 2x_120 (n) 22 — |5z — 6|/ >0
2
(6 — =720 © a7
(Hany nemnegativ egész szam nemmeg- 2?2 — 8|z| + 12
oldas?) (p) ———— =0
T
(2) MSO (@) (z—1)(2-3z)(z+4) =0
4 — 222 —Tx (1) 28— >0
r? — 6x + 8
(h)m<0 (S) 133—2{L'2+l'<0
322 — 18z — 21 (t) (2 =32 +4)(—2* + 62 +7) <0

>
202 — 6z +4 —
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40. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a p valdos paraméter értékei esetén.
(a) 2 +6x+p <0 (b) 22 —6x+p*+9>0 (c) *+p-2+4<0

41. Feladat. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét, ha az alabbi egyenlGtlenségeknek minden
valos x megoldasa legyen.

(@) 22— 2p—1)- 2+ 93>0 (d) p-2? =5x+6>0
(b) =222+ (4p—1)x+5p—6>0 (e) (P*—p—2)-22-2(p—2)x+1>0
() p-a*—5x—6>0

42. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket.

(a) (f)

(b)

2¢c — y = -3
> —xy = 15
(c) y2—axy = —6
?2+y? = 25
z-y = 12 ()
(d) 1 9 xS_yS — 26
7y = 06 x = y+2
or + 2y = 15
(e) (i)
x+2 _ 3 Ty 3
y+3 N Y x 2
(z—2)-(y+2) = 10 2 + yt =5

43. Feladat. Bontsuk fel a 250-et két olyan szorzétényezdre, melyek Osszege 35.

44. Feladat. Hany csapat vett részt abban az egyfordulos kérmérkézés sorozattal lebonyolitott
bajnoksagban, ahol 6sszesen 171 mérk&zésre keriilt sor?

45. Feladat. Egy téglalap atloinak osszege 20 cm, keriilete 28 cm. Mekkorak az oldalai?

46. Feladat. Két folyoparti varos tavolsaga 120 km. Ezt az utat egy hajojarat oda-vissza 12,5
ora alatt teszi meg. Mekkora a hajo (allovizben mért) sebessége, ha a foly6 sebessége 4 km /h?

47. Feladat. Egy futdarnak 40 km-t kell megtennie. Mivel a tervezettnél két oraval késébb
indult, sebességét 1 km/h-val megndvelve, éppen célba ért. Mekkora sebességgel haladt?

48. Feladat. Két szam szamtani kozepe 6ttel nagyobb a kisebbik szamnal, mértani kozepiik
pedig hattal kisebb a nagyobbik szamnal. Melyik ez a két szam?

49. Feladat. Két sokszogben az oldalak szamanak o6ssze 19, az atlok szdmanak osszege pedig
68. Hany oldaliak ezek a sokszogek?



Megoldasok

Linearis fuggvények
1. Feladat. Vézoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjait.

(a) f:R—R, f(z)=3z—2 (c) h: [=3;6[ - R, h(x):—gxﬂ
=4

(b) g1 Z =R, g(x) (d) it R\Z 5 R, i(z) =2 +5

Megoldas.

2. Feladat. Vazoljuk az alabbi fliggvények grafikonjat a valés szamok halmazénak lehetd leg-
bévebb részhalmazan.

(ﬁﬂ@:i:f @”Mhﬂui%in
(b) 9lx) = 2(2;313(33—; 2 () ile) = (1-— :E)(.ji_l)lJr x?—1

96
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Megoldas.

W = ot O

— P
\@

+ + + + + + + + X
8 -7 -6 -5 -4 -3 — —11 1 2 3 4 5 6 7 8
2 — f(x)
-3 — g(x)
—4 | — h(=)

Az i(z) kifejezés értelmezési tartomanya az iires halmaz, ezért nem is fiiggvény. (Abrazolas
gyanant esetleg csak egy iires koordinata-rendszerként illusztralhato.)

3. Feladat. Mely fiiggvények grafikonjai lathatok az alabbi abrakon? (Adjuk meg az értelmezési
tartoményt és a hozzarendelési szabalyt is.)

1234567
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y y
9,,
g |
7,,
6,,
5,,
4,,
5|
2,,
® 1
T T T + + + x 1/ t t t t t t X
3-2-1] 1 2 3 ;Z/q 12345 6
(d)
-2 1
(c) -3 °

Megoldas.
(a) [ R=>R, f(z)=5b—x

(b) g: [-2;2]U]4;6] = R, g(x) :—%$+3

(¢) h: [-2;0]UZT = R, h(x) = —2x+3

. 20— 1, hax <3
(d) : R >R, f(x)—{ 3r—4, hax >3

4. Feladat. Irjuk fel annak a lineéris fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelynek

a) meredeksége 2 és (az y tengellyel vett) tengelymetszete 3;

(
1

(b) zérushelye x = 3, meredeksége Y

(c) tengelymetszete 5 és nincs zérushelye (a fiiggvény mindentitt értelmezett)

(d) grafikonja athalad a P(1;5) ponton és meredeksége —3;

(e) grafikonja athalad az A(2;3) és B(4;6) pontonokon.

Megoldas.
(a) f(z)=22+3 (¢) h(z)=5
(b) g(z) = 22— 2 (d) pla) = —3¢ +8
2 3
(©) o) = 5o

5. Feladat. Az f(x) = a -z + b linearis fliggvény hozzarendelési szabalyaban adjuk meg az a, b
paraméterek értékét, ha tudjuk, hogy
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(a) f(2)=7, f(7)=1T; (b) f2) =7, f(T)=7
Megoldas.
(a) a=2, b=3 (b) a=0,b=7

6. Feladat. Tudjuk, hogy 0°C = 32°F és 100°C = 212°F, ahol a hémérsékletértékek a Celsius-,
illetve a Fahrenheit-skidlan mért értékeket jelentik. Tudjuk, hogy mindkét skala linearis beoszta-
si. Adjuk meg azokat a fiiggvényeket amelyekkel a Celsius-, illetve a Fahrenheit-h6mérs értékeit
atvalthatjuk egymaésba.

Megoldas. F(C) = gC’ +32,C(F) = g(F —32)

7. Feladat. Két, egyenletes sebességgel ég6 gyertyank van, az els§ 18 cm és 9 ora alatt ég el,
a masik 12 cm és 6 ora alatt ég el. A gyertyakat egyszerre meggytujtjuk.
(a) Irjuk fel a gyertydk hosszat (cm-ben) az id6 fiiggvényében leiré fiiggvényeket.
(b) Abrazoljuk a fiiggvényeket kozos koordinata rendszerben.
(c¢) Mikor lesz az els6 gyertya kétszer olyan magas, mint a masik?
)

(d) Mikor lesz az els§ gyertya fele olyan magas, mint a méasik?
Megoldas.

(a) hi(z) = —2x + 18, ho(z) = 22 + 12
(b)

181
16 |
14 +
124
10 ¢

N =~ O 00

X

(c) 3 6ra milva
(d) soha
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8. Feladat. Két, egyenletes sebességgel égs, azonos magassagi (15 cm) gyertyank van, az
egyik 12, a masik 18 ora alatt ég el. Azt, amelyik lassabban ég el reggel 6 6rakor, azt amelyik
gyorsabban reggel 8 6rakor gyuijtjuk meg.

(a) Irjuk fel a gyertyak hosszat (cm-ben) az id6 fiiggvényében leiré fiiggvényeket.
(b) Abrazoljuk a fiiggvényeket kozos koordinata rendszerben.
(c) Mikor lesz a gyorsabban égd gyertya kétszer olyan magas, mint a lassabban ég&?
(d) Mikor lesz a gyorsabban égé gyertya fele olyan magas, mint a lassabban ég6?
Megoldas.
(a) ha(t) = 15 — %s; ho(t) = 15 — %t _9), (t>2)
(b)
h
181
16 |
14 |
12 ¢
10 |
8 1
6 1
4 1
2 1
1 2345678 91001121314151617 18
(c) soha
(d) t=12

Abszolutértéket tartalmazo fiiggvények

9. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjait.

(a) () =3Jz] -2 @ j( ):fj':i

(b) g(z) =3z ~ 2 2

() hiz) =z +]al (f) ka) = Y22
)
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Megoldas.

Y Y
51
41
31
9 |

il 1320 1234
Y
61
51
4]
3
9 |
11

. e s

o) _‘4_‘3_2_1 (e) —4-3-2-1 1 2 3 4
y Y
4 14

31 oO—

2 e ————— T

1 —4-3-2-1 1 % 3 4
: : : : — X -1

(c) —4-3-2-1 1 2 3 4 (f)

10. Feladat. Az f(x) = a - |z| + b fliggvény hozzarendelési szabédlydban adjuk meg az a,b
paraméterek értékét, ha tudjuk, hogy

(a) f(=2)=7 f(7)=17;
(b) f(2) =7, f(=7)=T.

Megoldas.
(a) a=2,b=3
(b) a=0,b=7

11. Feladat. Az f(x) = |x — a| + b fuggvény hozzéarendelési szabalyaban adjuk meg az a,b
paraméterek értékét, ha tudjuk, hogy f(4) =0 és f(0) = —2.

Megoldas. a =1, b= -3
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Linearis egyenletek, egyenlGtlenségek, egyenletrendszerek

12. Feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenleteket.

(a) Ba+4)-(1+a)—(a—4)-a+20=2a+1)-(a—3)+3

3r—4 T7—3xr 5—A4x 244 4
(b) 5t T T (f) %zZ—i—x
2e+5 3dr+2 3r+1 7 2 — 1
(c) 2r —2 3r—3 4r—4 <g)2'x—1:x2—1+3'x+1
3z o 6z +1 20+1  z+1 7 1
d — — _ _
()395_5 5—3z 6z —10 (b) x?2 -9 x2+3m_3x—x2+x—3
2
_4 _
(e)$ _y (l)x T 3x42 :m+9
x—2 r—3 a2242x—-15 x+5
Megoldas.
(a) a——g (f) e R\ {-2}
8
(b) z =1 (8) v= 1=
22 24
(© == OE—
(d) z €0 , 10
() v =17
(e) z € 11
13. Feladat. Oldjuk meg az alabbi abszolutértékes egyenleteket.
(a) [z +2/=3 (&) lz— 1+ |z +4]— |z —6]=—1
(b) |2z — 1| =7 =4 (h) 2-|x+5]+5-]1 —2zx| =4-]4x + 1|+ 11
() |z —3|+2x=9 (i v =2 _,
d jz—1=1-2x 2§+15
) x4+
(e) |z —3|+ |z +4 =11 () mzoﬁ
(f) 2- 2z + 1] =15 —3z| =4
Megoldas.
(a) z= -5, 1 (e) x=—6,5 (1)x:l
(b) &= —5, -1, 2, 6 (f) o= —11, 1 3 :
(c) & =4 () ©=-8,0 <J>I€}—§?°°[
(d) € ]—o0;1] (h) z=-1, 0
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14. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.

(@) 3-3—x)+5-2x—4)—x>-3-(4x+3)+2
(b) (x+1)2 =Tz +11> 13+ (7 —z)?
3:c—|—5_4x—7< 1 7-3x

() =3 6 —2 3

2—x
>0
4y — 8 —

20 +5 3x -7

— <0
T
2
(f) 5 <0 (Mikor all fenn egyenlgség?)
T
2 5)
(g) ’ +12 <0 (Hany prim megoldéas van?)
I’ JR—
1—4
h ac <0 (Megoldas-e a 07
or + 3
x
3 5)
(i) 2x + 1 <1 (Hany nempozitiv egész megoldas van?)
x —
o Sz +1 ) ) ) : )
(j) s on > —3 (Hany olyan egész szam van, ami nem megoldas?)

r+4 T7T—3x _ bxr+1
+ >

r—1 2x—2 7 3x—3

2r — 3 L1< 5r +1

—x+2 20 —4

Megoldas.

(Hany egész megoldas van?)

(a) me"—;oo[

(b) z € @;oo{

(© xe_—oo;—%?]

(d) z €0
(e) z € R\ {12}
(f) o € |—o00; =5[] (Az egyenldség soha nem all fenn.)

[—5 .
(g) € |—; 12{ (Ot prim megoldas van: 2, 3, 5, 7, 11.)

| 2

1 3 ]1 )
(h) z € |—o0; —% U 7 oo[ (A 0 nem megoldas.)
(i) x € [-9;2[ (Tiz nempozitiv egész megoldas van.)

7

(Hany megoldas esik a [0; 1] intervallumba?)

(j) x € |—o00;—=| U |—=; oo[ (Egyetlen olyan egész szam van, ami nem megoldas, a —2.)

2 L
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4
(k) = } L; é] (Két egész megoldas van: 2 és 3.)
1
(1) z e 1 —00; % UJ2;00[ (Végtelen sok.)

15. Feladat. Oldjuk meg az alabbi abszolutértékes egyenlGtlenségeket.

(a) |z >3 w 22
(b) |22 — 1] <5 T+2
(Hany egész megoldas van?) 1) 1 — x| -0
2x — 2
() |z| >z | f”| o
x
(m) >0
(d) |z| >z +1 19
>0 — _
(e) 2z +3|>x—1 () x 720
(f) || < |z +1 |z =7
(8) |o— 5| < |22 — 3| (o) 54 > 9
x_
(h) 3z +4d+]e -3 =22 (Hany egész megoldas van?)
(i) lz+3[+]z -5 <8 3z —4
(Hany prim megoldas van?) (p) 5 4‘ <1
G) |z =1 =]z +2| <2 . 3 — A 4
d 20 — 4|

Megoldas.

(a) x € |—00; =3[ U 3; 00|
(b) x € [-2;3]

(Az egész megoldéasok szama hat.)
(¢) z €]—00;0]
(d) z € 1 —00; —%}

(e) xR
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16. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket.

(a) (d)
2v 4+ 5y = 12
_ |z —2| + = 4
S _1} y  — |xg2| = 4}
(b) ; \
ron i 7 (e)
2 _ Y | + 2y = 6
y+5 l—2x T — by = 4}
(c)
5 10 (f)
+ - -3
R Ve 1 2 + |y = 11
53y +4z)  2y—3z r — 2 = 5
Megoldas.
(a) (1;2) o (38,10 38.2
(b) (2:-4) 0 (55) (79
© (1) © @2, (~3i-3)
(d) (052), (4;2)

17. Feladat. Adott 10 kg 30%-o0s s6oldat.

(a) Hany kilogramm vizet kell elparologtatnunk, hogy 50%-os legyen?
(b) Héany kilogramm (tiszta) vizet kell hozzadnteniink, hogy 10%-os legyen?

(c) Hany kilogramm 70%-os oldat hozzaadasaval érhetd el, hogy a keverék toménysége 50%
legyen?

(d) Milyen tomeénységii az az oldat, amelybdl 40 kg hozzaadéaséaval érhetd el, hogy a keverék
14%-os legyen?

Megoldas.

(a) 4 kilogrammot
(b) 20 kilogrammot
(c) 10 kilogramm
(d) 10%-os

18. Feladat. Egy szemiivegeket gyartd cég azt a reklamajanlatot teszi, hogy annyi szazalékot
enged vagy a lencse, vagy a keret arabol, ahany éves a vasarlo. Betti 18 éves és egy 56 000 Ft-os
keretet szeretne megvenni, lencséi 6sszesen 94 000 Ft-ba kertilnek.
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(a) Hany forintért jut hozza a szemiivegéhez, ha érvényesiti a kedvezményt?
(b) A szemiiveg teljes arat tekintve ez hany szazalékos kedvezményt jelent?

(c) Hany évesnek kellene lennie ahhoz, hogy a szemiiveg teljes arat tekintve 25%-os kedvez-
ményt kapjon?

Megoldas.
(a) 133080 Ft-ért
(b) 11,28%
(c) Kb. 40 évesnek (39,89).

19. Feladat. Hatarozzuk meg azt a pozitiv egész szamot, amely négyszer akkora, mint a
szamjegyei Osszege.

Megoldas. 12, 24, 36, 48

20. Feladat. Az A és B varosok tavolsdga 50 km. A-bol elindul egy kerékparos B-be, reggel 9
orakor, 12 km /h sebességgel egyenletesen haladva, mig B-b&l A-ba egy gyalogos reggel 8 6rakor,
4 km /h sebességgel.

(a) Mikor és hol talalkoznak?

(b) Abrazoljuk mozgasukat tt-idé grafikonon.

(c) Oldjuk meg az el6z6 két feladatot ugyis, hogy a gyalogos A-val ellentétes iranyba halad.
Megoldas.

(a) 11 ora 52,5 perckor talalkoznak, A addig 34,5 km-t tett meg, B pedig 15,5 km-t.

(b)

AL : :
8 9 1310 2030

(c) 15 ora 45 perckor taldlkoznak, A addig 81 km-t tett meg, B pedig 31 km-t.

21. Feladat. Egy kétjegyl pozitiv egész szambol levonva a jegyei megforditaséval kapott szé-
mot 54-et kapunk. Melyik ez a szadm?
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Megoldas. 71,82,93

22. Feladat. Egy osztalykirandulasra mindenkinek azonos 6sszeget kell befizetnie. Ha mindenki
18 000 Ft-ot fizet, 6000 Ft-tal tobb gytilik 6ssze a kelleténél, ha viszont csak kettével kevesebben
jonnek, és fejenként 19 000 Ft-ot fizetnek, pontosan Osszegytilik a sziikséges 6sszeg. Mennyibe
keriil a kirdndulas Osszesen?

Megoldas. 570000 Ft.

23. Feladat. Mekkorak a haromszog oldalai ha az oldalak paronként vett Osszege 19, 24, 217

Megoldas. 8, 11, 13

24. Feladat. Ha egy téglalap rovidebb oldalat 2 cm-rel névelem, a hosszabbat ugyanennyivel
csokkentem akkor nem valtozik a téglalap teriilete. Ha viszont forditva hajtom végre a fenti
véltoztatasokat, a téglalap teriilete 8 cm?-rel cstkken. Mekkorék a téglalap oldalai (a valtoztatés
el6tt)?

Megoldas. 5 cm, 7 cm.

25. Feladat. Kétfajta s6oldatbol keveréket készitiink. Ha az elsébdl 14 kg-ot, a masodikbol
36 kg-ot vesziink, akkor 30%-o0s lesz a keverék. Ha viszont a masodikbol 5 kg-ot, az els6bdl 12
kg-ot keveriink Ossze, akkor 40%-os keveréket kapunk. Hany szézalékosak az osszetevk?

Megoldas. Koriilbelil 46,91% és 23, 43%-osak.

26. Feladat. Egy autoé vizszintes terepen 100 km/h, emelkedén 90 km/h, lejtén 120 km/h
sebességgel halad. A 180 kilométeres utat egyik irdnyba 104 perc, a mésikba 107 perc 20 mé-
sodperc alatt teszi meg. Mekkora az egyes szakaszok hossza?

Megoldas. Az odatuton az emelkeds 60 km, a vizszintes szakasz 40 km, a lejtés 80 km hosszi.
(Visszatton az emelkedd és a lejts szerepet cserél.)
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Masodfoku fiiggvények

27. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat.
(a) f[:R—R, f(z)=22*—-2
(b) 9: Z— R, g(x) = (x—1)
(c) h: [-3;1[ = R, h(z) = -2z —2*+3

(x+2)?—-2, ha —3<z<0

(d) i: [-3;00[ = R, f(I):{4_2(x_1)2 haz >0

Megoldas.

(a) (c)

[
<

o
— N W ke Ot & 1 0o O

RIS
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28. Feladat. Parositsuk az alabbi grafikonokat a megadott hozzarendelési szabalyokkal.
Hozzarendelési szabalyok:

(a) f(z)=22%—-1 (c) h(z)=—22*+1 (e) j(z)=(22)* -1
(b) g(z) =2(z —1)? (d) i(z) = [22% — 1
Grafikonok:
) )
) W i
() 3

Megoldas. (a) — (III), (b) — (V), (¢) — (II), (d) — (IV), (e) — (I)

29. Feladat. Irjuk fel annak a masodfoku fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelynek
grafikonja

(a) athalad az A(4;2), B(5;1),C(6;2) pontokon;
(b) athalad az A(1;1) ponton, szimmetriatengelye az x = 2 egyenes, tengelypontjanak ordi-
nataja 3.
Megoldas.
(a) fz)=(z=5)*+1
(b) flz)=—-2(x—2)?+3
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30. Feladat. Hogyan kell megvalasztanunk a ¢ paraméter értékét ahhoz, hogy az f(x) =
22 — 4z + ¢ hozzarendelési szabéllyal megadott masodfoku fiiggvénynek

(a) két zérushelye legyen, (f) a két zérushelyének tavolsaga 2 legyen,
(b) egy zérushelye legyen, (g) kizardlag pozitiv értéket vegyen fel,
(c) ne legyen zérushelye, (h) ne vegyen fel negativ értéket,
(d) f(2) =7 teljestiljon, (i) kizarolag negativ értéket vegyen fel?
(e) egyik zérushelye x = —1 legyen,
Megoldas.
(a) c <4 (d) e=11 (g) c>4
(b) c=4 (e) c= -5 (h) ¢ >4
(c) c>4 (f) c=3 (i) ce®

31. Feladat. Hatérozzuk meg az a,b,c paraméterek értékén ha tudjuk, hogy f(0) = 10,
f(=1) =4, f(3) =52 és

(a) f(z)=ax?+bx +c, (b) f(z) =alx+b)*+c
Megoldas.
(a) a=2,b=8, c=10 (b) a=2,b=2, c=2

Masodfoku egyenletek, egyenlGtlenségek, egyenletrendsze-
rek

32. Feladat. Oldjuk meg az alabbi (masodfok) egyenleteket.

5) 5 2 (e) l’2—|$’:12
b r—2 8—1—6x_—x—2 ,
(>x+2+4—x2_ z—2 (f) 2* =4z 43| =1
3 6 2
(c) — =1+

20 +1  1—(2x)? 2r — 1
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Megoldas.

(a) 171:_%71’2:2 (d)$1:—4,l’2:—3,1’3:3,x4:4
(b) 131:(), {EQZ?) (e) ‘1.1:_47 513'2:4

() z=1 (f) 21=2, 22 =22, z3=2+2

33. Feladat. Irjunk fel olyan masodfoku egyenletet,

(
(

a) amelyben az egyiitthatok Gsszege 1,

)
b) amelyben az egyiitthatok Osszege 1 és gyokei 2 és 3,
(c) a fGegyiitthato 2 és gyokei 2 és 3,

)

(d) a konstans tag 3 és gyokei 2 és 3.

Megoldas.
(a) 22 4+2—-1=0 (c) 222 — 10z +12 =0
1 ) 1 D

34. Feladat. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy az alabbi egyenletnek
(i) 0, (ii) 1, (iii) 2
valos gyoke legyen.

(a) 22 +5z+p=0
(b) 322 +pr+3=0

Megoldas.
. 25 . 25 25
() ) p< (i) p=" (i) p> =
(b) () p€(=6;6) (ii) p1 = —6,po =6 (i) p < —6 vagy p > 6

35. Feladat. Hatarozzuk meg az |z —4z—5| = p egyenlet megoldasainak szamat a p paraméter
fiiggvényében.

Megoldas. Ha p < 0, akkor nincs megoldés; ha p = 0, akkor 2 megoldas van; ha 0 < p < 9,
akkor 4 megoldas van; ha p = 9, akkor 3 megoldas van; ha p > 9, akkor 2 megoldas van.
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36*Feladat. Adjuk meg, hogy a p paraméter mely értékeire van a pr? + (p— 1)z —2p+2 =10
egyenletnek

(a) két kiilonbozs, (b) két egyenls
valos gyoke. Mely p paraméterértékre teljesiil hogy az egyik gyok

(c) a masik ellentettje, (d) a maésik kétszerese?

Megoldas.
(0 Ul

(a) pe Q
1

p1:17p2:_

9
() p=1
(d) p=10 (Valos gyokdk esetén.)

Yy

o

S—
@IH

37*Feladat. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy az 2% + pxr + 3 — p = 0 egyenlet
valos gyokeire teljesiiljon, hogy

Megoldas
(2) p < 6 (@) p=—2(3+ V33) vagy p = S(VI3 - 3)
(b) 2<p<3 4 4

=P (e) p=2v5—2.

(c) p=—6

38. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.
(a) 23— 22 =0 (f) 2% —9z* + 2022 =0
(b) 2° — 23 =0 (g) (2* 4 2x)* —5(2* +22) =24
(c) 2 =922 +8 =0 (h) (2?4 3z)* + 622 —2 =38 — 18z
(d) 2® + 42" +3=0 (1)% a2 =517
(€) 20 +42°+3=0 —or
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Megoldas.

(a) z=0, 1 (d) z€0 (g) ©v=—4, 2

(b) z=0, -1, 1 (e) x=—1, —V/3 (h) z=—4, 1

(¢) o ==1, +/8 (f) =0, £2, £5 54+ /17

(i) =2, 3,
2
39. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.
2
(a) 22 — bz > —6 0 3m—18x—21<1
(Hany olyan egész szam nem megoldas?) 222 — 6x + 4

(b) 222 > 4z — 15
(c) 12z — x? > 38
5)
2 -1
(Mikor &ll fenn egyenlGség?)
5% 4 4
20 — 1

>0

(Hany nemnegativ egész szam nemmeg-
oldas?)
3r —6
—— <0
(&) 4 — 222 —Tx —
12 — 6z + 8
h) ——= <0
() —x?2+4x —3
3z? — 18z — 21

202 —6x+4 —
Megoldas.

(a) € ]—00;2[U]3;00]
(Két egész szam van ami nem megoldés,
a2ésal.)

(b) x € R
(c) z el

(d) ze]-11]
(Az egyenl6ség soha nem all fenn.)

(e) me}%;oo{

(f) z € ]1;2] U [3; 00]

(Hany pozitiv egész megoldéas van?)
T —95 2z
—-1>

(k) >
x+2 3+
2z + 1 11—z 3
| 1—
() z—1 x+4< 2 — 2

(m) 2% —5lz|+6 <0

(n) 2% — |52 — 6| >0
r? —Tr +12
— <0

(0) |22 — 7| =

r? — 8lz| + 12

— <

) r—4 =0

) (x—1)(2—=3z)(z+4)>0

r) 22 —2>0

) 2 =227+ 2 <0

t) (22 — 3z +4)(—2%+ 62 +7) <0

(Két nemnegativ egész szam nemmegol-
das, a 0 és az 1.)

(g)xé}—ﬁl;%[UP;OO[
(h) z € |—o0; 1[U

(1) & € ]—o0; =1 U 15 2[ U [T; o0
() z€]6- \/_1[ 12:6 +V61]

(A pozitiv egész megoldasok szama 11.)
(k) ©e]=3 -2

12;3[U]4; 00
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(1) z €] u} [ (p) = € ]—00; —6]U [—22; 2] U 4; 6]
(m) z €]-3;—2[U]2;3] (@) © € ]—o0; —4]U {5;1}
(n) = €]-o00 U[L U [3; 00] (r) z € [~1;0] U [1; 00]
(0) = €]3:4[\ (8) = €]—00; 0]
{ } (t) x € |—o0; —1[U]7; 00]

40. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenléStlenségeket a p valdos paraméter értékei esetén.
(a) 22+ 62 +p<0 (b) 22 =6z +p*+9>0 (c) 2 +p-x+4<0

Megoldas.
(a) Ha p > 9, akkor nincs megoldas. Ha p < 9, akkor

G}—\/9—p—3;\/9—p—3[.

(b) Minden p valos paraméter érték esetén minden valos = megoldas.

(c) Ha p € [—4;4], akkor nincs megoldéas. Ha p > 4, vagy p > 4, akkor

]—\/p2—16—p p2—16—p[
S 5 ; .

2

41. Feladat. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét, ha az alabbi egyenlGtlenségeknek minden
valos x megoldasa legyen.

(a) 22— (2p—1)-2+9p—3>0 (d) p-2? =5x+6>0

(b) =222+ (4p—1)x+5p—6>0 (e) P*—p—2)-22-2(p—2)x+1>0

(c) p-a®>—5x—6>0

Megoldas.
10 — /87 103+v/87 (c) pe
(a) pe ;
2 2 @ p>=
P~

by ped © p>2
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42. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket.

(a) (f)

-y = 6
(@+1)-(y—T7) = 0
Ty = 5} (z —2) (z+2) _ o}
(b)
? + y* = 26 (2)
L _3} 2> —ay = 15

(c) Yy -y = —6}

2?2 +y? = 25
ty = 12} ()

(d) , , By = 26 }
: = 0,6 x = y+2
or + 2y = 15 }

(e) (i)

T+ 2 _ 3 r oy _ 3
y+3 B Yy x 2
(—2)-(y+2) = 10} o+ oy = 5}

Megoldas.

(a) (3;2), (3) o) (7 4

. 17 19 (o) (7:0) ( : 3>

w9 (55 (6) (~1;-2), (7)

(c) (3:4), (=3;-4), (8) (5:2), (=5;-2)

43), (=4:=3) (b) (3:1), (~1;-3)

(d) (1;5), (5:—-9) (i) (1;-2), (=1;2),

(2;1), (=2;-1)

43. Feladat. Bontsuk fel a 250-et két olyan szorzotényezére, melyek Gsszege 35.

Megoldas. 25 és 10
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44. Feladat. Hany csapat vett részt abban az egyfordulos kérmérkézés sorozattal lebonyolitott
bajnoksagban, ahol 6sszesen 171 mérk&zésre keriilt sor?

Megoldas. 19

45. Feladat. Egy téglalap atloinak osszege 20 cm, keriilete 28 cm. Mekkorak az oldalai?

Megoldas. 6 cm és 8 cm

46. Feladat. Két folyoparti varos tavolsaga 120 km. Ezt az utat egy hajojarat oda-vissza 12,5
Ora alatt teszi meg. Mekkora a hajo (allovizben mért) sebessége, ha a folyo sebessége 4 km/h?

Megoldas. 20 km/h

47. Feladat. Egy futdrnak 40 km-t kell megtennie. Mivel a tervezettnél két oraval késébb
indult, sebességét 1 km /h-val megndvelve, éppen célba ért. Mekkora sebességgel haladt?

Megoldas. 4 km/h.

48. Feladat. Két szam szamtani kozepe 6ttel nagyobb a kisebbik szamnal, mértani kozepiik
pedig hattal kisebb a nagyobbik szamnal. Melyik ez a két szam?

Megoldas. 8 és 18

49. Feladat. Két sokszogben az oldalak szamanak 6ssze 19, az atlok szdmanak Osszege pedig
68. Hany oldaltiak ezek a sokszogek?

Megoldas. 7 és 12



5 | Gyokos, exponencialis, logaritmusos
fligegvények, egyenletek, egyenl6tlen-
ségek, egyenletrendszerek

Gyokos fuggvények, egyenletek, egyenl6tlenségek és egyen-
letrendszerek

1. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjait. Hatarozzuk meg a (lehetd legbGvebb)
értelmezési tartomanyt is.

(a) f(z)=vVae—2+1 (c) h(z) =2/ —2—-1
(b) glx)=1-Vi—2 () i) = VI 7 -1

2. Feladat. Az alabbi abran a négyzetgyokfiiggvény néhany transzformaltja lathato. Hataroz-
zuk meg a fiiggvények hozzarendelési szabélyait.

8 -7 —6 -5 —4 —3 —2 -

—92 1

3. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = /= + a+b hozzarendelési szabéllyal adott fliggvényben
az a és b paraméterek értékét ugy, hogy f(1) =4 és f(10) = 7 teljesiiljon.

4. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket.

(a) 2v/x —3 =4 (c) Ve +T7=2yx+1
(b) Va2 +42=5 (d) Ve —5-vr—2=+vzx+3

117
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(e) j;_fS:\/g 1) Vz++vVr+3=3

() 1= Vi@ dz =6 (m)3—\/6—\/3+m:1

(@) Vo =5+ 32z =10 (n) Vo —3++z+5=4

(h) vVz+b=a2—1 (0) Vor —4=T—-\2z+1

(i) 1 —Va?—bz + 11 =2z (p) V2r+5—vVr—1=+vr—6

G) V3z—b+1=u (q) 222 + 52 — 222+ 52+ 7 =13

(k) 20— vI—3z=1 (r) Va2 — 4z + 42 + 6 = 2?

(s) Va2 —6x+9+ Va2 +4x+4=5
(t) vz + 10z — 25 + /2 — 10z — 25 = /20
(W) Ve+v6x—9— vz —6zr—9=2

(v) V2r—1=-1 (x) Vo= Yr+2

(w) V3rz+1=2 (y) 23 —ba\/x+6=0

5. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.

(a) v2r—12>2 (e) Ve —5b>+v2—=x (i) Va2 =6z +9—x>1

(b) V2x—1<2 (f) Vb +7<+2x+5 ) r—3 9

] _

(c) Va2 =Bz +6 < —1 (g) V2r—1<uz 1+ 3

(d) VaZ—52+6>0 (h) vVBz—6—2 <0 (k) 1-v1-922_
T+ 2 -

6. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket.

Ty = 36}
B r+y + Jr—y = 6
VItV = 5 2+ = 136}
(b) (d)
VY = 20 2-\x+2y = =z+5
3Wr =2y = 2 y—1 = x-2
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Exponencialis fiiggvények, egyenletek, egyenlGtlenségek és
egyenletrendszerek

7. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjait. Hatarozzuk meg a fiiggvények érték-
készletét is.

@ ) =2 -2 @) i(z) = (%) .
(b) glx) = 3% =39 © 1) = O 42

8. Feladat. Az alabbi abran a 2% fliggvény néhany transzformaltja lathato. Parositsuk a fligg-
vények hozzarendelési szabalyait és grafikonjait.

y (a) f(x) =12
g/ — (b) gla) =27 1
— 11 I —
7 i (c) h(z) =2
41
3
— 1¥ —> T
_7—6-5-4=3-2-1 |\l 2 3456 7
_2,,
-3t
4

9. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = a” + b hozzarendelési szabéllyal adott exponenciélis
fiiggvényben (a > 0) az a és b paraméterek értékét, ha f(1) =0 és f(—1) = 1,5.

10. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = a® + b hozzéarendelési szabéallyal adott exponencialis
fiiggvényben (a > 0) az a és b paraméterek értékét, ha a fiiggvény grafikonjanak tengelymet-
szetei (0; —2) és (1;0).

11. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

x2—5x+6 — 1 2-3z

(a) 2 " 1 (1) 821 (§> _ Y313
2 4—x

(b) (§) =1 3\ Vi o
. ®(3) -3

(C) 5smx — 072 7 3

(e) 5%t 021" = 1257 7 49
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8=

w

(i) 34% = —2 (p) 2° +3-2°+1 = 25
17 = 42 1 —2—z
(J) ((]) 3:c_’_2.393+1 _5$+2 — (_) —97.5%
(k) 8-4*=9%.27 3
)
)

(r) 4 =2 —2=0
(s) 10°+! 4 0,1°=2 = 1001
(

(1) 2-817—3.4% =

)
(m 197 — 920 )
81 t) 3e2 4 3l-e = 12
(n) \3/%:101: (u) 3-4*+9*=4-6"
(0) 27 +3.29+1 = 28 (v) 5-47F3 —29.10% +2- 2553 =0

12. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

1 :C sin? z+cos?x __ %
(a) 2”(5) = —y? +6y—7 (b) Zerees = 0,5t

13. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.

(a) 221 > 2 (f) 375 <9

1 z+1
(b) 3%+ < 3% .97 < 1

3 (&) =\ 729

42?2 +55—6
(C) 7 < =7 (h) ot 3 _9l-x
3z—4

(d) 0,259074'5 > =2 (1) 3$2—2x > 27
(e) 0’22|:1:+2|—1 > 5

14. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket.

(a) (d)
2z . 3y = 18 7ol tdrty 49
5-3Y—4-2* = 37 297¢ —-32 = 0
(b) ()
3.9012 4 3l = o7 } 7 16y = o}
2.3y=2 _— 7.2vHl — _96 4243 40y = 0

522582 — 625
91721’/ (493)1/ = 8
1
rrv 9™v. 3T — 3.27u
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Logaritmusos fiiggvények, egyenletek, egyenl6tlenségek és
egyenletrendszerek

15. Feladat. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjait.
(x) =logy(z —1)+1

x) = ZIOg%(x +2)

x) = logg x + log, 2

i(z) = 1g(a?)
(e) j(x) =In(2? — 5z + 6) — In(z — 3)

16. Feladat. Az alabbi abran a log, x fiiggvény néhany transzforméltja lathato. Parositsuk a
fiiggvények hozzarendelési szabélyait és grafikonjait.

Y

— I
— 11
—1I1I
— IV

_— N W

. ————— T
[l 1 2 456 7
— 2\t

(a) f(z)=1—logyx (¢) h(x) =logy(—x)
(b) g(x) =logy(z+2) —1 (d) i(z) =3 logyx +4

17. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = logy(x + a) + b hozzarendelési szaballyal megadott
logaritmikus fiiggvényben az a és b paraméterek értékét, ha f(0) =1, f(4) =

18. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

(a) logy(r —7) =3 (i) w =

(b) 1— logy(5 — z) = 2 lg(3z +2)

(©) 1a(lr] ~2) = 1 0) By -

(d) logs(2* +10 — 3z) = log,(2z — 10)

(e) logs( — 2) + logy(x - 3) 8 gy —sr—a) !

(1) Togy(x — 2) — logy(x — 3) = (1) log,(logs(log,(x — 3))) = 0
)
)

)
)
) log; (6 +log, (2 +1logyx)) =1
)

(g) logz(1+z) =log;(dz +7) — 10g7(w+3) (m
( lg(z+1) -1 (n) log,(z* =5z +7) =0

h) lg2 —lg(z —3) =
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(o) log,(? — 4z +6) =1 (s) log,(22* — 5z) =3
p) log, (222 — 5z + 6) = t) log?z — 3,5log, 22 +6 =0
T 4 4
(@) Tog,(a* —42) = I S
(r) log, (22 — 3) = logsx+1 loggx —3

19. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.

2 = - =~
(a) logy(4x 4+ 1) > logy(x + 2) (h) logg(x —2) + logg(x +4) <2
(b) logi(3z +3) <logy (bz —2) (i) 1g(4 —|z|) > —1
(c) log;(bx+3) <2 (i) [ogy(z = 1) >1
(d) logy (7 — 4z) > —1 (k) [logi(z +2)] <2
(e) In(z? — 2z — 1) > In(3z — 1) 1) L | < 1
(f) logy(z® — 2z — 1) > logy(3z — 7) log, logyz —1

| 3r—1 (m) log,. {81 >2

> 1

(g) logs ———

20. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket.

(a) (d)
lgz + gy =4 y — 90 = 10z
5-lgx — 3-lgy = 4 ley — lgz = 2
b
(b) (@)
5-logsx + logyy = 3 log, T
2-logoy — 3-logox = 6 Yy

logi(zy) = 2

lg(x —1) =

2 — 7-1lg(y+2) loggz = loggy
lglz—1)> = 6 + 5-1g




Megoldasok

Gyokos fuggvények, egyenletek, egyenl6tlenségek és egyen-
letrendszerek

1. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjait. Hatarozzuk meg a (lehetd leghdvebb)
értelmezési tartomanyt is.

(a) f(z)=+vVx—24+1 (c¢) hiz) =2z —2—-1
(b) g(z)=1—+x—2 (d) i(x) =v2x—2—1
Megoldas.
Y
4 1
3 1
2 1
1 1

| V4 srs6 78 910

2. Feladat. Az alabbi abran a négyzetgyokfiiggvény néhany transzformaéltja lathato. Hataroz-
zuk meg a fiiggvények hozzéarendelési szabalyait.

8 -7 —6 -5 —4 -3 —2 —1
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Megoldas.

fla)=v=r-1  g@)=1-3 W) = 2z

i(r) =+vz+5+1

3. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = v/x + a+b hozzarendelési szaballyal adott fiiggvényben

az a és b paraméterek értékét ugy, hogy f(1) =4 és f(10) = 7 teljestiljon.

Megoldas. a = —1, b=14

4. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

(a) 2v/z —3=4 G) V3z—5+1=2

(b) Va2 +42 =5 (k) 22 —v4—-3r=1

(c) Ve+T=2V/z+1 1) Ve+Vr+3=3

(d) \;x£25-¢$—2=Vx+3 (m)3—\/6—m:1
(G)WZ x (n) Vi—3+Vz+5=14

(f) 1— Va2 14z =6 (0) Vhr —4=7—+2r+1

(g) Ve —5++v/3—-2x=10 (p) V22 +5—vVr—1=+z -6
) Vith=x—1 (q) 222 + 52 — /222 + 52 + 7 = 13
() 1—vaZ—bz+ 11 =2z (r) Va2 —dz +4r 46 = 2°

(s) Va2 — 6z +9+ Va2 +4x+4=5
(t) vz + 10z — 25 + /o — 10z — 25 = /20
(W) Vz+v6r—9— vz —6zx—9=2

(v) 2z —1=-1 (x) T = VT +2
(w) V3r+1=2 (y) * —=bay/x+6=0
Megoldas.
(a) ©=7 (h) = =4 (n) = =4 (t)ng
(b) = =+3 (i) z=-2 (0) z =14 .
() z=1 () =1 =2, (p) = =10 (W) z=3
(d) =7 Ty =3 (q) x1 =2, (v) x=0
(0) z =4 (k) @ =1 oy = 2 (w) £ =5
2

(f) z€0 (1) z2=6 (1) 7 =2+ VI3 (x) =16
(g) z€0 (m) z=3 (8) ze[-2:3 (v) i;ié\%
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5. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.

(a) V2r—1>2 () Ve —5>v2—x (i) Va2 —6z+9—2>1
(b) vV2z—1<2 (f) VBz+7<V2x+5 I EEE
(¢) Va?— 5z +6 < —1 (o) VIr =1 < VT8
(d) Va2 =52 +6>0 (h) vz —6— ) 1—m>0
T+ 2 -
Megoldas
(a) = € {g;oo{ (e) z€0 (i) z € ]—o0;1]
72 1
15 (f) z € —g,—g} () xé}—oo,—g{u[&m[
(b>x€[2’§[ 3 o
(c) z €0 (g) v € 5% \ {1} (k) z € {—5;5}
(d) = € ]—00;2] U [3; 0] 0 o c 272 O B

(a) (c)

vy = 36 Tty + Ji—y = 6
ﬁ+\/§:5} R yQy—136}
(b) (d)
JI = 20} 2. /T T2y = x+5}
3Wr -2y = 2 y—1 = x-2
Megoldas.
(a) (4;9), (9;4) (c) (10;6), (10;—6)

(b) (16;25) (d) (5;10)
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Exponencialis fiiggvények, egyenletek, egyenlGtlenségek és
egyenletrendszerek

7. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjait. Hatarozzuk meg a fiiggvények érték-
készletét is.

(a) flx) =21 & () i(x) = (%) o
(b) gla) = 3% — = o
3 (e) j(x) = /0,257 + 2
(c) h(z)=2%"1.3" —4
Megoldas.
Y
o — f(z), Ry =]-2
7 — g(x), Ry=10;00]
6 | — h(z), Ry =]-4;00]
Al — i(x), Ry =]-1i00]
34 o ](l‘), Rj :]2;00[
_5_4_3_J/1 2N ——t—t—————
-2
—3/|
1 |

8. Feladat. Az aldbbi abran a 2% fliggvény néhany transzformaéltja lathato. Parositsuk a fiigg-
vények hozzarendelési szabélyait és grafikonjait.

y () fla)=1-2
g/ — (b) g(r) =272~ 1
— 11 c r) =277
7) —Il =2
41
3
— 1\‘_* — T
—7—6-54=3-2=1 |\l 2 3 45 6 7
-2 4
S
—4 +
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Megoldas.

(a) 11T (b) IV (c) I (d) IT

9. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = a” + b hozzarendelési szabéllyal adott exponenciélis
fiiggvényben (a > 0) az a és b paraméterek értékét, ha f(1) =0 és f(—1) = 1,5.

1 1
Megoldas. a = -, b= —=
egoldas. a 5 5

10. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = a” + b hozzéarendelési szaballyal adott exponencialis
fliggvényben (a > 0) az a és b paraméterek értékét, ha a fiiggvény grafikonjanak tengelymet-
szetei (0; —2) és (1;0).

Megoldas. a =3, b= —3

11. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

(a) 256 = 1 (k) 8-4% =9v.27
(b) (Q)M_z?' =1 () 2-817 =342 =0
3 a 1
’ (m) — -3%.12% = 2%
(C) 5sinac — 072 815m
(d) 2(436) = 2564 (Il) T = 10"
(e) 53+l . (021" = 1257 ”x4 »
7 2-3 (O) 2" +3-2 =28

1 —2—z
(q 3$+2.3x+1_5x+2: <§> _27595

)
(r) 44 =27 —2 =0
) (§) e (s) 107! + 0,172 = 1001
(t) 3*T2 + 3+ =12
) 347497 =46
V) 5-47F2 —29.10% +2-25%T2 =0

u

(i) 345 = —2 (
(
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Megoldas.
(a) =12;3 (h) =0 (0) z=2
(b) = = £2 (i) z €0 ) x_10g2§
3 (G) z=0 !
(C>$:7+2k’ﬂ,l€€Z 5 (q)sz
W2 = =1
3 o=l () ri=1 ma=
(e):z:':— 4 (t) 131——1,$2—0
7 (m) z =2
(f)m—§ 6 (u) 1 =0, x9 =logs 3
7 (n) o =—— — 41
11 (v) z=
(g) 2 €0
12. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.
1 z sin? z4cosZx __ ﬁ
(a) 27+ (5) = —y? +6y—7 (b) Zrmerer® = 0,5%:
Megoldas.
(a) =0, y=3 (b)xER,y:?%—I—kﬂ,kGZ
13. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.
(a) 2201 > 2 (f) 373 <9
1 z+1
(b) 3%+t < 3 . 97 < 1
3 (&) = 729
dx*+-5x—6
(C) 7 + < =7 (h) 2% 3 21—93
3zx—4
(d) 0,257 > —2 (i) 3% > 27
(e) 0 22|x+2|—1 > 5%
Megoldas.
(a) = € [1;00] (d) = € R\ {-5} (g) v =-3
(b) x € ]—o0; —1] (e) x €]-5;—1] (h) = €]0;1]
(c) z e (f) = € |—o00; —4] U]-3;00] (i) x € |—o00; —1] U [3; 00
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14. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket.

(a) (d)
2030 = 18
5.3V —4.2" = 37
(b) (e)
3.2072 4 gl = 27
2.3v2 — 7.27"1 = 2

527 . 25912 = 625
9172y
= 27

3$+4

Megoldas.

(a) (1;2) o (2.5
(b) (1;2) “ (3 3)
(d) (=1;4), (=3;2)

79:2+3x+y = 49
2977 —-32 = 0

T 16y = 0
424 49y = 0

(4= = 8
9w .3 — 3.97y
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Logaritmusos fiiggvények, egyenletek, egyenl6tlenségek és
egyenletrendszerek

15. Feladat. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjait.

(a) f(z) =logy(z —1)+1

(5) 9(z) = 2logy (2 +)

(¢) h(z) =logsx + logs 2

(d) i(x) = lg(2?)

(e) j(z) = In(z* — 5z + 6) — In(x — 3)

Megoldas.

1/2 3456 78 9101112

16. Feladat. Az aldbbi abran a log, x fliggvény néhany transzformaltja lathato. Parositsuk a
fiiggvények hozzarendelési szabélyait és grafikonjait.

Y

— I
— Il
— 111
— IV

_— N W

f —+> X
[[1 2 4 5 6 7
_2,,

(a) f(z) =1—logyx (¢) h(x) = logy(—x)
(b) g(z) =logy(z +2) =1 (d) i(z) =3 -logyx + 4
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Megoldas.

(a) I (b) IV (c) IT (d) ITI

17. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = log,(x + a) + b hozzarendelési szaballyal megadott

logaritmikus fiiggvényben az a és b paraméterek értékét, ha f(0) =1, f(4) =

Megoldas. a =4, b = —

18. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

=1

logy(z —7) = (k log, (22 — 10)
logy (22 — bx — 4)

(1) logy(logs(logy(z — 3))) = 0
(m) log; (6 +log, (2 +log,z)) =1
?—5x+7)=0
22 —4x+6)=1
22 —br +6) =2

(n) log

T

(o) log

T

)

)

)

) log,(

) log,(
(p) log,(

) log,(

) log,(

) log,(

)

)

( ) ~logs(o+) P O
(h) lg2 —lg(z —3) = lg(z + 1) — 1 (@) log, (" — 4o} = 3
lg(2z +7) (r) log, (2z —3) =
(i) 83z +2) (s) log, (222 — 53:) 3
L lg(2e—7) (t) logiz —3,5log 2> +6 =0
0 a9 6 3
(o - -
logsz+1 loggz —3
Megoldas
(a) x =15 (g) v =2 (0) &1 =2, 9 =3
(b)ng (h) = =1+2V6 (p) 71 =2, 23 =
3 : _
() o = %12 W) e=5 (@) =<d
) z e (j) xe€ (r) z €l
k) x =6 (s) €l
d 17
(e) = +2\/_ ) z=11 (t) zy =4, x5 = 4096
10 (m) =4 (0) 21 =9, zo = V27
)
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19. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenlGtlenségeket.

(a) logy(4z + 1) > logy(z + 2) (h) logg(x — 2) + logg(z +4) <2
(b) logi(3z +3) <logi (bz —2) (i) lg(4 —|z|) > —1
(c) log,(5z +3) <2 (i) [logy(z — 1) > 1
(d) logy (7 —4x) > —1 (k) |10g%(m +2)] <2
(e) In(z? — 2z — 1) > In(3z — 1) 1) L < 1
(f) logs(a? — 2z — 1) > logy(3z — 7) logyz 7 logyz—1
3r—1 (m) log,>_,81 > 2
(g) logg ———+ >1
Megoldas.
(a) z € %700{ (g)me}—%;—5{
(b>x€‘g;§{ (h) x €]2;V73 —1]
152 (i) = €[-3,9;3,9]
3 46
<C)x€__5’?1 (J)$€]1,§[U]3,oo[
37
(d)xe_—4,1{ (k) z € —g;?]
(e) = €5 00] (1) = €]0;1[U]2; o0
(f) = € [3;00] (m)me]—\/ﬁ,—ﬂ[U]\/i\/m[

20. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket.

(a) (d)
lgz + gy =4 y — 90 = 10z
5-lgx — 3-lgy = 4 ley — lgz = 2
(b)
(e)
5-logsx + logy,y = 3} 10g9§ =
2.1 — -1 = )
08y Y 3-logyx 6 log%(xy) _ 9

lg(z —1) =

9 _
lg(z —1)> = 6 + 22—y = 81

(y+2) } logsx = loggy}

Megoldas.
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(a) (100;100) (d) (1;100)
(b) (1;8) o (3. _LY (3.1
(c) (101;—1) € ( 4’ 12)’ (4’12>

(f) (9;81)



Els6 zarthelyi dolgozat

A feladatok megoldasihoz szoveges adatok tarolasara és megjelenitésére nem
alkalmas zsebszamologépet és barmilyen négyjegyt fiiggvénytablazatot hasz-
nalhat, mas elektronikus vagy irdsos segédeszkoz hasznalata tilos! Valaszait
minden esetben részletesen indokolja, indoklas nélkiili megoldasra nem jar
pont. A feladatok megoldaséhoz 100 perc all rendelkezésre.
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Név:

Matematikai alapismeretek — 1. zh

Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 18 14 14 14 20 20 100
Elért pont:

. Hany olyan legfeljebb haromjegyii pozitiv egész szam van, amely nem oszthatd sem 2-vel, sem 3-mal, sem

5-tel?

. Bizonyitsuk be, hogy két tetsz6leges paratlan szdm négyzetének kiilonbsége oszthaté 8-cal.

Képezziik az

a +

7 (a;beRT,a>0)

tort és reciprok értékének szorzatat, valamint a tort és reciprokanak Osszegének, tovabba kiilonbségének
felét. Igazoljuk, hogy ezek az értékek lehetnek egy derékszogli haromszog oldalainak mérdszamai.

. A véltozok lehetséges értékeinek figyelembe vételével végezziik el a kijelolt miveleteket, és hozzuk a kovet-

kezgkifejezést a lehets legegyszertibb alakura.

(it ) =)

. Egy motorcsonak és egy tutaj egy id6ben indul a folyon lefelé. A motorcsénak 15 km megtétele utén

visszafordul, és a visszafordulas helyétél 9 km-re taldlkozik a tutajjal. Hatarozzuk meg a motorcsénak
sebességét, ha a tutajé 4 km/h.

Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valés szampérok halmazéan.

22m72y + 2T—Y = 9

1 2y—1
22$+1 + (2> = 5

[18]

[14]
[14]

[14]

[20]

[20]



Matematikai alapismeretek — 1. zh

Név:
Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 18 14 14 14 20 20 100
Elért pont:

1. Héany olyan legfeljebb haromjegyti pozitiv egész szim van, amely nem oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal, sem
5-tel?

Megoldas.

e Jeldlje a legfeljebb haromjegyt pozitiv egész szamok halmazat U. Ekkor |U| = 999. 1 pont

e Jelolje a legfeljebb haromjegyt kettGvel oszthato pozitiv egész szamok halmazat K.
Ekkor |K| = 499. 2 pont

e Jelolje a legfeljebb haromjegyd harommal oszthat6 pozitiv egész szamok halmazéat H.
Ekkor |H| = 333. 2 pont

e Jelolje a legfeljebb haromjegyi Gttel oszthatd pozitiv egész szamok halmazat O.
Ekkor |O| = 199. 2 pont

e Tovabbé a legfeljebb haromjegyt kettGvel és harommal (azaz hattal) oszthato pozitiv egész szamok
szdma: |K N H| = 166. 2 pont

o A legfeljebb haromjegyt kettGvel és oOttel (azaz tizzel) oszthatd pozitiv egész szamok szama:
|[K NO|=99. 2 pont

o A legfeljebb haromjegyt harommal és Gttel (azaz tizenottel) oszthatod pozitiv egész szamok szama:
|H N O| = 66. 2 pont

o A legfeljebb haromjegyti kettGvel és harommal és 6ttel (azaz harminccal) oszthat6 pozitiv egész
szamok szama: |K N H NO| = 33. 2 pont

e Ekkor a logikai szita modszerét hasznalva a legfeljebb haromjegyii, sem 2-vel, sem 3-mal, sem
5-tel nem oszthaté pozitiv egész szamok szama:

Ul —|K|—|H|-|O|+|KNH|+|KNO|+|HNO|—|KNHNO| = 266.

3 pont

2. Bizonyitsuk be, hogy két tetszSleges paratlan szam négyzetének kiilonbsége oszthaté 8-cal.

Megoldas.
e Legyen k,l,€ Z. Igy a két paratlan szam négyzetének kiilénbsége (2k — 1)2 — (21 — 1)? alakban
irhato. 2 pont
e Ekkor (2k —1)2 — (20 —1)2 =4k? — 4k +1 — 41> + 41 — 1. 2 pont

e Szorzatta alakitva 4k? — 4k +1 — 41> + 41 — 1 =4k —1)(k+1+1). 3 pont

[18]

[14]



Matematikai alapismeretek — 1. zh

e Ekkor lathato, hogy (2k —1)? — (21 — 1)? = 4(k — )(k + [ + 1) oszthat6 4-gyel. 1 pont
e Viszont, ha k és [ azonos paritasu akkor k£ — [ paros, 2 pont
o vagyis 4(k — [)(k + 1 + 1) oszthato 8-cal. 1 pont
e Ha k és [ kiilonb6z6 paritasi akkor k — [ + 1 paros, 2 pont,
o vagyis 4(k — [)(k + [ + 1) szintén oszthato 8-cal. 1 pont
3. Képezziik az [14]
%, (a;b € RT a > b)

tort és reciprok értékének szorzatat, valamint a tort és reciprokanak Osszegének, tovabba kiilonbségének
felét. Igazoljuk, hogy ezek az értékek lehetnek egy derékszogi haromszog oldalainak mérdszamai.

Megoldas.
o Legyen
A_a b B_%+g C_%ig
b oa’ 2 2
3 pont
e Ekkor A=1, 1 pont
a® + b? 9 ;
= bont
2ab ' !
2 _ b2
. C:a2ab . 2 pont
4 2 2b2 b4
e Tovibba A2 +C%? =1+ a e b 2 pont
4a2b?
a* + 2a%b? + b*
= R R 1 pont
(a2 + b2)?
— IR 1 pont
2 4 p2\?
o — (2 F = B2 1 pont
2ab
e Ez azt jelenti, hogy A, B, C egy B atfogoju derékszogi haromszog oldalai. 1 pont
4. A viltozok lehetséges értékeinek figyelembe vételével végezziik el a kijelolt miveleteket, és hozzuk a kovet- [14]

kezgkifejezést a lehets legegyszertibb alakura.

() ()

Megoldas.

e Vegyiik észre, hogy Va3 — Vb3 = (Ja — Vb) - (a + Vab+ ). 2 pont




Matematikai alapismeretek — 1. zh

oi Va3 —Vb?
iy~
e =a+2Vab+b
o = (Va+vb)*.
(V-
e Tovabba (M
(at VR (Va— Vi)
(a—0b)?
_ (Va+VB) - (Va— Vb))
(a—0b)?
° :( _b)2 =1.

N

N

+m>:( i )2=(\/6+\/B)2~<w>2

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

5. Egy motorcsénak és egy tutaj egy id6ben indul a folyén lefelé.
visszafordul, és a visszafordulas helyétél 9 km-re talalkozik a tutajjal.
sebességét, ha a tutajé 4 km /h.

A motorcsonak 15 km megtétele utan
Hatarozzuk meg a motorcsénak

Megoldas.

o Ekkor

e Ehhez ty =

15
e Ehhez t; =
v

v —

_|_

v+ 4

9
v—4

6

1

1 orara van sziiksége.

orara van sziiksége.

A motorcsonak sebessége v = 16 km /h.

6
e Ehhez 1 orara van sziiksége, vagyis t; + to = —.

e Mivel a tutaj sebessége 4 km/h, ezért a foly6 sebessége is 4 km /h.
e Jelblje a motorcsonak sajat (pl. egy tavon mérhets) sebességét km/h-ban mérve v.

e Ekkor a motorcsonak 15 km-t tett meg a folyon lefelé v + 4 km /h sebességgel.

e Ekkor a motorcsonak 9 km-t tett meg a folyon felfelé v — 4 km/h sebességgel.

e Ezidg alatt a tutaj 15 — 9 = 6 km-t tett meg 4 km /h sebességgel.

4

e Ezt rendezve masodfoki egyenletet kapunk, melynek egyetlen pozitiv megoldasa v = 16.

1 pont
1 pont

2 pont
2 pont
2 pont
2 pont
1 pont

2 pont

2 pont

4 pont

1 pont

6. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valés szdmpérok halmazéan.

22m—2y +
22m+1 + <

27—y

1

2

>2y—1

[20]

[20]



Matematikai alapismeretek — 1. zh

Megoldas.
o Az elsS egyenletnél az x — y = a helyettesitéssel a 22¢ + 2% = 2 egyenlethez jutunk. 1 pont
e Ekkor, ha 2% = b, a b? + b = 2 méasodfokd egyenlethez jutunk. 2 pont
e Ennek pozitiv megoldasait keressiik (b = 2% > 0) 2 pont
e az egyetlen pozitiv megoldéas b = 1. 2 pont
e Ekkor, mivel az exponencilis fiiggvény szigorti monoton a = 1. 1 pont

e Kaptuk, hogy z —y =1, vagyis y =1 — x.

1
e Mivel 5= 2- 1 1 pont
e ezért a méasodik egyenlet 2221 4 2172V — 5 alakban frhato fel. 2 pont
o Mivel y =1 — x, ezért 22211 4 2172y — 92z+1 4 g2z—1 2 pont
1 5
e Ekkor 22¢+1 4 92z—1 — 9. 927 4 3 2% — 3 22T — 5, 2 pont
e Innen 2% = 2, 2 pont
e ¢és, mivel az exponencidlis fliggvény szigorti monoton, r = 3 1 pont
1 1

Ekkory=1— - = —. 1 pont

[ ] r Yy B 2 I
) 11 o

o Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa az 57 | szampar. 1 pont




6 | Alapvets elemi geometriai tételek és
alkalmazasaik

Thalész-tétel, latészogek

1. Feladat. Egy derékszogt haromszog atfogohoz tartozo stlyvonalanak hossza s, = 5. Hata-
rozzuk meg az atfogd hosszat.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog barmely oldalfelezé pontja egyenld tavol van a
maésik két oldalhoz tartozo6 magassag talppontjatol.

3. Feladat. Egy kor alaka amfiteatrum két atellenes pontjaban egy-egy gladiator all, akik
egyszerre odafutnak a palya szélén allo csaszarhoz. Egyikiik 20 métert, méasikuk 21 métert fut.
Mekkora az amfiteatrum teriilete?

4*Feladat. Egy kor egy hurjanak egyik végpontjat kossiik dssze a kor kozéppontjaval. Igazol-
juk, hogy az igy kapott atmérs Thalész-kore felezi a hurt.

A haromszog nevezetes vonalai, korei

5. Feladat. Igazoljuk, hogy egy konvex négyszog szomszédos oldalfelezési pontjait 6sszekotve,
paralelogrammat kapunk.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy egy konvex négyszog szemkozti oldalfelezési pontjait Gsszekotve,
az 0sszekots szakaszok felezve metszik egymast.

7. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely ABC haromszogre a sik tetszéleges, a hdromszog cstcsa-
itol kiillonb6zs, O pontja esetén, az OA, OB, OC' szakaszok felez6pontjai altal alkotott harom-
szogek egybevagoak, barhol is vessziik fel az O pontot. Milyen kapcsolat van ezen haromszogek,
és az ABC' haromszog kozott?

8*Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog koré irt kore kdzéppontjanak, a haromszog valamely
oldalatol vett tavolsaga feleakkora, mint a az ugyanezen oldalhoz tartozé magassaganak a cstics
és magassagpont kozé esé szakasza.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog koré irt korének kézéppontja megegyezik a harom-
sz0g oldalfelezé pontjai altal alkotott haromszog magassagpontjaval.

140
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10. Feladat. Igazoljuk, hogy a szabalyos haromszog koré irt kore sugaranak hossza, a beirt
kor sugara hosszénak a kétszerese.

11. Feladat. Legyen az ABC haromszog szogei a szokasos jelolésekkel élve «, 3, v. Hatarozzuk
meg, hogy mekkora szogben latszanak az oldalak a haromszog

(a) beirt korének kozéppontjabol, (b) magassagpontjabol.

ELMELETI KIEGESZITES. Egy haromszog két kiilss, és harmadik bels6 szogének szogfelezdje
egy pontban metszik egyméast. Ez a pont egyenld tavol van a haromszog egyik oldalatol, és
mésik két oldalegyenesétdl, igy az egyik oldalt és a masik két oldal egyenesét érinté kor (a
haromszog egyik hozzairt korének) kozéppontja. Egy haromszognek harom hozzairt kére van.

12. Feladat. Igazoljuk, hogy a szabalyos haromszog hozzairt kore sugaranak hossza, a beirt
kor sugara hosszanak a haromszorosa.

13. Feladat. Mekkora részekre osztjik egy haromszog oldalait a beirt kor érintési pontjai?

14. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog oldalainak meghosszabbitasait a haromszog hoz-
zairt kore az oldalak metszéspontjatol félkeriiletnyi tavolsdgban érinti.

15. Feladat. Igazoljuk, hogy egy paralelogramma belsé szogfelezéi téglalapot hatarolnak, vagy
egy ponton mennek at.

16. Feladat. Igazoljuk, hogy egy rombusz egy belsé pontjanak a rombusz két szomszédos olda-
latol vett tavolsagai kiilonbségének abszolutértéke egyenls a masik két oldaltol vett tavolsagai
kiilonbségének abszolutértékével.

17. Feladat. Egy derékszogti haromszogben az atfogd, és a derékszog belsé szogfelezdjének
metszéspontjabol parhuzamosokat hiztunk a haromszog befogoival. Igazoljuk, hogy igy négy-
zetet kaptunk.

18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy trapéz rovidebb alapjanak hossza, egyenlé a szarak hossza-
nak Osszegével, akkor a hosszabb alapon fekv§ szdgek szogfelez6i a révidebb alapon metszik
egymast.

19. Feladat. Igazoljuk, hogy egy trapézban az alaphosszak kiilonbségének abszolutértéke ki-
sebb, mint a szarak hosszanak Gsszege.

Korok

20. Feladat. A P és O pontok tavolsaga 13 egység. Hany egység annak az O kozéppontu
kornek a sugara, melyhez a P pontbdl hizott érint&szakaszok hossza

(a) 12 egyseég, (b) 14 egység?
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21. Feladat. Legyenek az ABC haromszog szogei a szokésos jelolésekkel élve «, 3, . Hataroz-
zuk meg, hogy mekkorak annak a haromszognek a szogei, melyet a beirt kor érintési pontjai
hataroznak meg.

22. Feladat. Legyen az ABC haromszog szogei a szokésos jelolésekkel élve «, 5, v. Hatarozzuk
meg, hogy mekkorak annak a hdromszognek a szogei, melyet a koré irt kor haromszog csticsaiba
huzott érint6i alkotnak.

ELMELETI KIEGESZITES. Egy négyszog hiurnégysziog, ha oldalai egy kor hurjai. Egy négyszog
pontosan akkor hurnégyszog, ha szemkozti szogeinek 6sszege 180° Egy négyszog érintdnégyszog,
ha oldalai egy kor érintéi. Egy konvex négyszog pontosan akkor érinténégyszog, ha szemkdozti
oldalai hosszanak Gsszege egyenld.

23. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog két cstcsa, és a beldliik indulé magassagok talp-
pontjai hurnégyszoget alkotnak.

24. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog egy cstcsa, a csiicsbol induld két oldalon 1évé
magassagtalppontok, valamint a haromszog magassagpontja hirnégyszoget alkot.

Hasonlo6sag, aranyossagi tételek, parhuzamos szel6k, szel6-
szakaszok

ELMELETI KIEGESZITES.

(Pdrhuzamos szeldk tétele.) Ha egy szog szarait parhuzamosokkal metsziik, akkor az egyik
szaron keletkezG szakaszok aranya megegyezik a masik szaron keletkezd, nekik megfelel§ szaka-
szok aranyaval. Fz a parhuzamos szel6k tétele.

(Pdrhuzamos szeldk tételének megforditasa.) Ha két egyenes egy szog szaraibol olyan szaka-
szokat vag le, amelyeknek ardanya mindkét szaron egyenls, akkor a két egyenes parhuzamos.

(Pdrhuzamos szeldszakaszok tétele.) Egy szog szarait metszé parhuzamosokbol a széarak altal
kimetszett szakaszok aranya megegyezik a parhuzamosok altal az egyik szogszarbol kimetszett,
a sz0g csucsatol mért szakaszok aranyaval.

25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszog egyik oldalaval parhuzamosokat huzunk tgy,
hogy azok metsszék a haromszog masik két oldalat, akkor ezen parhuzamosoknak a haromszog
oldalai kozé es6 szakaszait a hdromszog adott oldalhoz tartozo silyvonala felezi.



FEJEZET 6. ALAPVETO ELEMI GEOMETRIAI TETELEK ES ALKALMAZASAIK 143

26. Feladat. Az alabbi dbrakon egy szog szarait parhuzamosokkal metszettiik. Hatarozzuk
meg az ismeretlen szakaszok hosszat.

(a) (b)

10 8 30 60

27. Feladat. Egy szimmetrikus trapéz alapjainak hossza 10 cm és 25 cm, szarai 12 cm hosszuak.

)
)

(¢) Milyen aranyban osztjak egymast a trapéz atloi?
)

Hatarozzuk meg a trapéz atloinak metszéspontjan atmend, a trapéz alapjaival parhuzamos
egyenes trapézba esé szakaszanak a hosszat.

28. Feladat. Egy vizszintes terepen allo épiilet magassagat szeretnénk megmérni. Ha az épii-
lettsl egyenes vonalban 180 métert tavolodunk, akkor egy 10,5 méter magas fahoz ériink, mig
ha tajabb 45 métert tavolodunk, akkor egy olyan pontba ériink, ahonnan 1,7 méter magas szem-
magassagunkbol nézve a fa és az épiilet teteje egy vonalban latszik. Milyen magas az épiilet?

29. Feladat. Tekintsiik az az ABC'D négyszoghen az AB oldal A-hoz legk6zelebbi, a BC' oldal
C-hez legkozelebbi, a C'D oldal és az AD oldal D-hez legkozelebbi negyedel&pontjait.

(a) Igazoljuk, hogy ezen negyedelSpontok egy trapézt feszitenek ki.

(b) Hatarozzuk meg ezen trapéz alapjainak hosszat, ha a négyszog AC atloja 30 cm hosszu-
sagu.

ELMELETI KIEGESZITES. (Szdgfelezdtétel.) A haromszog belss szoglelezGje a szemkozti oldalt
a szomszédos oldalak ardnyaban osztja.

30. Feladat. Egy haromszog oldalainak hossza 10 cm, 12 cm és 14 cm. Hatarozzuk meg,
mekkora szakaszokra osztja a haromszog legnagyobb szogének szogfelezGje a szemkdzti oldalt.

31. Feladat. Egy derékszogt haromszog befogoinak ardnya 3 : 4, atfogdja 15 dm. Hatarozzuk
meg az atfogon a magassagtalppont altal levagott szeletek hosszat.

32. Feladat. Egy derékszogi haromszog atfogohoz tartozé magassdganak hossza 12 cm, egy
mésik magassaganak hossza 1,5 dm. Hatarozzuk meg a haromszoég hidnyzo oldalainak hosszat,
a befogok atfogora esd merdleges vetiileteinek a hosszat, valamint a haromszog beirt és koré irt
kore sugarainak a hosszat.
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33. Feladat. Igazoljuk, hogy egy derékszogii haromszog befogoira irt négyzetek teriileteinek
aranya megegyezik a befogok atfogora esé merdleges vetiiletei hosszanak aranyaval.

34. Feladat. Egy derékszogt haromszog befogbinak aranya 1 : 3. A befogdk atfogora esé mers-
leges vetiiletei hosszéanak kiilonbsége 4 cm. Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak hosszat, a
befogok atfogora esé merGleges vetiileteinek a hosszat, az atfogohoz tartozé magassig hosszat,
valamint a haromszog beirt és koré irt kore sugarainak a hosszat.

35. Feladat. Igazoljuk, hogy a szogek paronkénti egyenlGsége nem elegendd két négyszog ha-
sonlosédgahoz.

36. Feladat. Mekkora az oldalak arédnya abban a téglalapban, melyet az egyik kozépvonala az
eredetivel hasonl6 téglalapokra vag szét?

37. Feladat. Két hasonl6 négyszog koziil az egyik oldalainak hossza rendre 4, 3, 5, 6. Hata-
rozzuk meg a hozza hasonlo négyszog oldalainak hosszat, ha

(a) ezen négyszog leghosszabb oldala 18;
(b) ezen négyszog leghosszabb és legrovidebb oldala hosszanak kiilonbsége 6;

(c) ezen négyszog tertilete kilencszer akkora, mint az eredi négyszogeé.

38. Feladat. Egy 100 cm? alapteriiletti, 40 cm magas szabélyos négyoldalt gulat az alaplapja-
val parhuzamos sikokkal harom egyenl§ térfogatu részre vagtunk. Hatarozzuk meg a keletkezé
sikmetszetek teriiletét, valamint a gula (alaplapra nem illeszkedd) cstucsatol valod téavolsagukat.

Pithagorasz-tétel

39. Feladat. Egy derékszogi haromszog egyik szoge 30°. A haromszog leghosszabb oldaldnak
hossza a. Fejezziik ki a segitségével a tobbi oldal hosszéat.

40. Feladat. Milyen tavol van egy 10 cm sugarta kor kozéppontjatol annak
(a) 6 cm, (b) 20 cm, (¢) 22 cm
hossztsagu hurja?

41. Feladat. Mekkora annak a kornek a sugara amelyben egymastol 11 cm tavolsagban két
parhuzamos, 24 cm és 20 cm hosszi hur hizhat6?

42. Feladat. Egy 19,5 cm és egy 22,5 cm sugart, egymast metszd kor kozos harja 36 cm
hossztsagt. Milyen messze vannak egymastol a korok kézéppontjai?

43. Feladat. Egy haromszog oldalainak hossza rendre 26 m, 40 m és 42 m. Hatarozzuk meg a
haromszog magassagainak hosszat.



FEJEZET 6. ALAPVETO ELEMI GEOMETRIAI TETELEK ES ALKALMAZASAIK 145

44. Feladat. Hatarozzuk meg a jobb oldali &b-
ran lathato kor sugaranak hosszat, ha a kort
két 30 cm sugara koriv hatarolja.

45%* Feladat. Hatéarozzuk meg az alabbi abran lathato legkisebb kor sugaranak hosszét, ha a
félkor atmérdje 24 cm.

46. Feladat. Egy egyenl§ szari haromszog alapja, és a hozza tartoz6 magassidg is 18 mm
hossztsagt. Hatarozzuk meg a koré irt kor sugardnak a hosszat.

Vektorok
47. Feladat. Igazoljuk, hogy egy ABC D paralelogramma esetén teljesiilnek a kévetkezs Ossze-
fliggések.

(a) AB + BC = DC + AD
(b) AD — AB=CD —CB
(¢) AD+ DC + CB = AB
(d) AD + DB + BC = AC

48. Feladat. Igazoljuk, hogy ha két vektor hossza megegyezik, akkor az 0sszegiik és a kiilonb-
ségiik merdleges egymaésra.

49. Feladat. Igazoljuk, hogy ha két vektor Gsszege és kiilonbsége merdleges egymasra, akkor
a két vektor hossza megegyezik.

. PP - .
ELMELETI KIE_C);ESZITES. Legyen adott az E)_é>s b vektor, valamint az «, 5 € R skalar. Ekkor
az - d + 8- b alaka kifejezéseket az @ és b vektorok linedris kombindciojanak nevezziik.
Ha @ )t b (ekkor persze egyik vektor sem a nullvektor), akkor a sik barmely @ vektora
%
7

egyértelmien elGall az o és b vektorok linearis kombinaciojaként, azaz barmely ¢ vektorhoz

ﬁ
létezik pontosan egy olyan «, 5 € R, melyre T =a-d+ G-b.
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50. Feladat. Az abran lathato szabalyos hat-

E
%
sz0g egyik csticsabol igh’tott @ és b vektorok b
segitségével (az @ és b vektorok linearis kom-
binaciojaként) fejezziik ki a kévetkezs vektoro-
kat. F
(a) (e)
(b) (f)
c
(c) ()
(@) (h) )
B
Adjuk meg az alabbi vektorokat tugy, hogy kezds- és végpontjuk is a hatszog egyik csiicsa,
vagy a kozéppontja legyen.

slbsl 8 &
SRS

—

Q) 2% (i) b —2@
() —b - @ (iv) 20 — @

Hatarozzuk meg az F' végpontu vektor X kezd&pontjat, ha
(A) XE= -1 C) XF=1b -4
B) XF=-4 D) XF=—d -0

ELMELETI KIEGESZITES.

Legyen O a sik tetszdleges, rogzitett pont-
ja. Ekkor az AB szakaszt p : ¢ ardnyban oszt6
C pont O-bol indulé ¢ helyvektora

_>
7:q-7—|—p- b
p+q

)

_>
ahol @ és b az A, illetve B pontok (O-bol
indul6) helyvektora.

51. Feladat. Igazoljuk, hogy a sik barmely, tetsz6legesen vélasztott O vonatkoztatasi pontja
esetén, barmely ABC' haromszogre

OA+OB+0C =308,

ahol S a haromszog silypontja.
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52. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely ABC' haromszogre
—
SA+SB+38C=T,

ahol S a haromszog silypontja.

53. Feladat. Igazoljuk, hogy az ABC' haromszog cstcsaiba mutato, tetszéleges O pontbol indi-
tott helyvektorok Gsszege megegyezik az O pontbdl inditott, a hdromszog oldalfelezd pontjaiba
mutato helyvektorok dsszegével.

54. Feladat. Az ABC héaromszog cstucsaiba mutato, tetszéleges O pontbdél inditott helyvek-

— —
torok legyenek rendre E), b és . Fejezziik ki az E), b ,7 vektorok segitségével a haromszog
AC' és BC oldalainak a felezGpontjait 6sszekots szakasz felez6pontjaba mutato helyvektort.

55. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges négyszog kozépvonalai felezve metszik egymaést.

56. Feladat. Legyen ABCD és EFGH két négyszog a sikon. Igazoljuk, hogy

AE + BF + CG + DH = AG + BH + CL + DF.

57. Feladat. Legyenek egy hatszog oldalfeleié;si pontjai valamilyen koriiljaras szerint A; B; C,
D; E; F. Igazoljuk, hogy AB + CD + ﬁ =0.

58. Feladat. Kossiik 0ssze egy szabalyos hatszog minden masodik oldalfelezd pontjat mindkét
lehetséges modon. Igazoljuk, hogy az igy kapott két haromszog sulypontjai megegyeznek.



Megoldasok

Thalész-tétel, latészogek

1. Feladat. Egy derékszogt haromszog atfogohoz tartozd sulyvonaldnak hossza s, = 5. Hata-
rozzuk meg az atfogd hosszat.

Megoldas.

Jeloljiik F-fel az ABC' derékszogd harom-
sz0g atfogodjanak felez6pontjat. Ekkor akkor az
ABC' haromszog koré irt kore, Thalész tételé-
nek megforditasa alapjan, az |F'A| sugara, F
kozépponti kor. Az atfogd hossza ebbdl ado-
doéan 2 -5 = 10.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog barmely oldalfelezd pontja egyenl tavol van a
maésik két oldalhoz tartozo6 magassag talppontjatol.

Megoldas.

Legyen az ABC' haromszog AC oldalanak
felezépontja F', az AB oldalhoz tartoz6 magas-
sag talppontja E, illetve a BC oldalhoz tartozo
magassagtalppont pedig D.

Az ADC és AEC haromszogek a konstruk-
ciojuk miatt derékszogiiek, és kozos az atfogo-
juk: AC'. Thalész tételének megforditasa alap-
jan A, E, C' és D mind egy F' kdzépponta korre
illeszkednek.

148
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3. Feladat. Egy kor alakt amfiteatrum két atellenes pontjaban egy-egy gladiator all, akik
egyszerre odafutnak a palya szélén allo csészarhoz. Egyikiik 20 métert, masikuk 21 métert fut.
Mekkora az amfitedtrum teriilete?

Megoldas.

A két gladiatort jelolje C' és D, a csaszart
E. Thalész tétele alapjan a C'E'D héromszog
derékszogt, tehat a C'D oldal hosszat Pitago-
rasz tételével kiszamithatjuk:

|CD| = V202 + 212 = 29.
A kor sugara 14,5 méter, teriilete pedig

t = 14,51 négyzetméter.

4* Feladat. Egy kor egy hirjanak egyik végpontjat kossiik ossze a kor kozéppontjaval. Igazol-
juk, hogy az igy kapott atmérs Thalész-kore felezi a hurt.

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abrat.

Ekkor az ABC' haromszog egyenld szart, az F'A szakasz pedig Thalész tétele alapjan merdleges
C B-re, vagyis az ABC egyenld szaru haromszog alaphoz tartozé magassidga, ami felezi az
alapot, tehat E tényleg a C'B szakasz felez&pontja.
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A haromszog nevezetes vonalai, korei

5. Feladat. Igazoljuk, hogy egy konvex négyszog szomszédos oldalfelezési pontjait 6sszekotve,
paralelogrammét kapunk.

Megoldas. Az ABC D négyszogben vizsgaland6 az EFGH négyszog. Ennek szemkozti oldalai,
pl. EF és GH oldalai az ABD és CBD haromszogek BD oldalhoz tartozo kozépvonalai. Igy
EF és GH parhuzamosak BD-vel (és igy egymaéssal is) és fele olyan hossztiak. Az EFGH
négyszog két szemkozti oldala igy parhuzamos és egyenls, vagyis a négyszog parallelogramma.
(Az allitas igaz konkav, s6t 6natmetszs négyszogekre is.)

E

6. Feladat. Igazoljuk, hogy egy konvex négyszog szemkozti oldalfelezési pontjait 0sszekotve,
az Osszekots szakaszok felezve metszik egymast.

Megoldas. Az el6zé feladat alapjan tudjuk, hogy EFGH paralelogramma, ennek atloi pedig
felezik egymést.

7. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely ABC haromszogre a sik tetszéleges, a haromszog csicsa-
itol kiilonbo6zd, O pontja esetén, az OA, OB, OC szakaszok felez6pontjai altal alkotott harom-
szogek egybevagoak, barhol is vessziik fel az O pontot. Milyen kapcsolat van ezen haromszogek,
és az ABC' haromszog kozott?
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Megoldas. Legyen D az OA, E az OC és F az OB szakasz felezépontja. Az EF szakasz az
OBC' haromszog BC oldalhoz tartozo kozépvonala, tehat az E'F' szakasz hossza a BC szakasz
hosszanak fele, és a két szakasz parhuzamos. Ez az érvelés elvégezhet6 az F'D és E'D szakaszokra
is. Tehat az EFF'D haromszog oldalai egyértelmiien meghatéarozottak, ami azt jelenti, hogy a
haromszogek az O pont valasztasatol fiiggetleniil egybevagoak, illetve az ABC' haromszog O
kozépponti A\ = % aranyu kozéppontos hasonlosaggal kapott képei.

8*Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog koré irt kore kozéppontjanak, a haromszog valamely
oldalatol vett tavolsaga feleakkora, mint a az ugyanezen oldalhoz tartozd magassaganak a cstics
és magassagpont kozé esé szakasza.

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abrat ahol M a haromszog magassagpontja, O a koré irt kor
kozéppontja, Fixy a megfelel6 szakasz felezGpontjat jeloli.

Az Osszefliggést az AB oldalhoz tartozo magassagra bizonyitjuk, hasonléan elvégezhetd a tob-
bire is. Ekkor az FyaFye és az FypFpe szakaszok parhuzamosak és egyenlék, mert mindkettd
az AC oldalhoz tartozé kozépvonal az AMC, illetve ABC haromszogben. Igy az M Fy aFyie és
OF s Fpc haromszogek egybevigoak, mert oldalaik parhuzamosak, tehat szogeik egyenléek, és
egy oldaluk azonos hosszisagu. Ekkor az egymasnak megfelel6 oldalak hossza egyenld, vagyis
példaul OFAB = MFMC = MC/2

A bizonyitas hasonloan elvégezhetd tompaszogi haromszogben is.
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Derékszogti haromszog esetére pedig tekintsiik a kovetkezs abrat.

¢,

Ekkor egyszertien lathatd, hogy OF4p kozépvonal az ABC haromszogben, igy
me

FapFpe = AC/2= =

9. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog koré irt korének kozéppontja megegyezik a hdrom-
sz0g oldalfelez6 pontjai éltal alkotott haromszog magassagpontjaval.
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Megoldas. Tekintsiik a kovetkezs abrat.

c

A haromszog koré irt korének kézéppontjat az oldalfelez6 merdleges egyenesek kozos metszés-
pontja hozza létre. Mivel az oldalfelezési pontok Gsszekotésével keletkezs haromszog oldalai (az
eredeti haromszog kozépvonalai) parhuzamosak az ABC haromszog oldalaival, igy az ABC
haromszog oldalfelezs merdGlegesei az Fag FpoFea haromszog magassagvonalai, vagyis az ABC
haromszog koré irt korének kozéppontja az FapFpcFeoa hiromszog magassagpontja.

10. Feladat. Igazoljuk, hogy a szabalyos haromszog koré irt kore sugardnak hossza, a beirt
kor sugara hosszénak a kétszerese.

Megoldas.

A szabalyos haromszog nevezetes pontjai (a ¢
beirt kor kbzéppontja, a koré irt kor kozéppont-
ja, a sulypont és a magassagpont) egybeesnek,
és a haromszog nevezetes vonalai (belss szogfe-
lez&k, oldalfelez6 merdleges egyenesek, silyvo-
nalak, magassagvonalak) is egybeesnek, illetve
illeszkednek egymasra. Igy pl. a haromszog m, 5
magassaga a beirt és a koré irt kor sugaranak
Osszege, s ezen szakaszt a korok kozos kozép-
pontja, vagyis a silypont 2 : 1 aranyban oszt-
ja, azaz R = 2r. (Tetsz6leges haromszoghen
R > 2r, ez az tugynevezett sugaregyenltlen-

ség.) A
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11. Feladat. Legyen az ABC haromszog szogei a szokasos jelolésekkel élve «, 8, . Hatarozzuk
meg, hogy mekkora szogben latszanak az oldalak a haromszog

(a) beirt korének kozéppontjabol, (b) magassagpontjabol.
Megoldas.

(a) A beirt kor kézéppontja a belsd szogfelez6k metszéspontja. Ha D jeloli a kézéppontot,
akkor az ABD haromszog belss szogei /2, /2 és az ADB szog. lgy

a f o v B
ADB<q=180° — = — 2 ADC<=180° — = — . DB« =180° — . — 2.
< 80 5 g C« 80 5 CDB<« 80 5 5

(b) Jelolje a magassagpontot M, az A-hoz tartozo magassagtalppontot F', a B-hez tartozot
E és a C-hez tartozot D. Vizsgaljuk az AFC és ADC' derékszogi haromszogeket. Mivel
CAF<1=90° — v és ACD< = 90° — a, ezért

AMC<« =180° — CAF<1— ACD< = a + 7.
Hasonléan megkaphatjuk, hogy

AMB<=a+f és BMC< = (+1.

12. Feladat. Igazoljuk, hogy a szabalyos haromszog hozzairt kore sugaranak hossza, a beirt
kor sugara hosszanak a haromszorosa.

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abréat.
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3
Leolvashato, hogy tg 30° = £ - s tg60° = /3 = L, amibsl r: p=1:3.
3 a2 a/2
13. Feladat. Mekkora részekre osztjék egy haromszog oldalait a beirt kor érintési pontjai?

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abrat.

x Y B

Mivel kiils6 pontbol korhoz hitizott érintészakaszok egyenléek, ezért az azonosan jelolt szakaszok
egyenlé hosszusaguak. Ekkor z 4+ y + 2z = s, ahol s a hdromszog félkeriiletét jeloli. Tovabba
r=s—(y+z)=s—a,y=s—bész=s—rc.
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14. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog oldalainak meghosszabbitasait a haromszog hoz-
zairt kore az oldalak metszéspontjatol félkeriiletnyi tavolsagban érinti.

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abrat.

A . y T .

Mivel kiils6 pontbol korhéz hitizott érintészakaszok egyenléek, ezért az azonosan jelolt szakaszok
egyenls hosszisagiak, tovabb b+ y = a + x. Ekkor a fentiek alapjan

k=a+b+c=a+btar+y=(a+z)+(b+y) =2(a+z)=20b+vy).

15. Feladat. Igazoljuk, hogy egy paralelogramma belss szogfelez6i téglalapot hatarolnak, vagy
egy ponton mennek at.

Megoldas. Ha a paralelogramma rombusz, a belsé szogfelezSk az atlokra illeszkednek, igy egy
ponton mennek at. Ha a paralelogramma nem rombusz, akkor az aldbbi abra alapjan az EFGH
négyszog minden szoge derékszog, vagyis téglalap.
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16. Feladat. Igazoljuk, hogy egy rombusz egy belsé pontjanak a rombusz két szomszédos olda-
latol vett tavolsagai kiilonbségének abszolitértéke egyenls a méasik két oldaltol vett tavolsagai
kiilonbségének abszolutértékével.

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abrat.

-/

ds

dy

Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehets, hogy di > dy , illetve dy > dz. Ekkor a bizo-
nyitando6 |dy — ds| = |dy — da| ekvivalens a dy — d3 = dy — dy Osszefiiggéssel, ami ekvivalens a
dy + d3 = ds + d4 allitassal, ami fennéll, mert mindkét oldalon a rombusz magasséiga all.

17. Feladat. Egy derékszogti haromszogben az atfogo, és a derékszog belsé szogfelezGjének
metszéspontjabol parhuzamosokat huztunk a haromszog befogoival. Igazoljuk, hogy igy négy-
zetet kaptunk.

Megoldas.

Az fenti abran a CDE< és CDF< szogek egyenlek (45°-osak), igy a DEC' és DFC harom-
sz0gek egyenls szartak, vagyis az 4bran azonos modon jeldlt szakaszok egyenlsek. Igy a DEFC
négyszog olyan téglalap, amelynek két-két szomszédos oldala is egyenls, vagyis négyzet.
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18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy trapéz rovidebb alapjanak hossza, egyenlé a szarak hossza-
nak Osszegével, akkor a hosszabb alapon fekvd szogek szogfelez6i a rovidebb alapon metszik
egymast.

Megoldas.

A fenti dbra jeloléseit hasznalva jelolje a ¢ oldal és az A csticsbol huzott szogfelez6 met-
széspontjat P. Belatjuk, hogy a P pont rajta van a B cstcsbol huzott szogfelezén is. Ekkor
BAP< = APD<, mert valtoszogek. Igy az ADP haromszog egyenld szart, vagyis DP = d.
Ekkor a trapéz oldalaira vonatkozo feltétel alapjan PC' = b, igy viszont a PBC' haromszog is
egyenld szart, azaz C PB< = C BP<. Viszont CPB< = PBA<, mert valtoszogek. Igy kaptuk,
hogy C BP< = PBA<, vagyis a P pont rajta van a B csiicsbol induld szogfelezén.

19. Feladat. [gazoljuk, hogy egy trapézban az alaphosszak kiilonbségének abszolutértéke ki-
sebb, mint a szarak hosszanak Gsszege.

Megoldas. Toljuk el a trapéz egyik szarat onmagaval parhuzamosan az abran lathaté modon.

D . C

A a B a—c B

Ekkor az EBC haromszogre a haromszog-egyenltlenséget felirva d + b > a — ¢ adodik.

Korok

20. Feladat. A P és O pontok tavolsaga 13 egység. Hany egység annak az O kodzéppontu
kornek a sugara, melyhez a P pontbdl hizott érint&szakaszok hossza

(a) 12 egyseég, (b) 14 egység?
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Megoldas.

~ - -

Mivel a POFE haromszog derékszogi, ezért Pitagorasz tételébdl egyszertien adodik, hogy

(a) b, illetve (b) nincs megoldas.

21. Feladat. Legyenek az ABC' haromszog szogei a szokasos jelolésekkel élve a, 3, . Hataroz-

zuk meg, hogy mekkorak annak a héromszognek a szogei, melyet a beirt kor érintési pontjai
hataroznak meg.

Megoldas.

Mivel kiils6 pontbol korhoz huzott érintészakaszok egyenlSek, az azonos modon jelolt szakaszok
egyenls hosszusaguak. Igy az AEG, BEF, CGF haromszogek egyenld szartak, amibél

AEG< = EGA< = 90° — % FEB< = BFE< = 90° — g CFG< = CGF< = 90° — 2,

2
és innen az érintési pontok altal meghatarozott haromszog szogei

GEF<I:OH2FB, EFGa= 10

, FGE<1:OZ;LV.



FEJEZET 6. ALAPVETO ELEMI GEOMETRIAI TETELEK ES ALKALMAZASAIK 160

22. Feladat. Legyen az ABC haromszog szogei a szokésos jelolésekkel élve «, 5, v. Hatarozzuk
meg, hogy mekkorak annak a hdromszognek a szogei, melyet a koré irt kor haromszog csticsaiba

huzott érintsi alkotnak.

Megoldas.

Mivel kiils6 pontbol kérhoz huzott érintGszakaszok egyenlSek, az azonos modon jelolt szakaszok
egyenld hosszusaguak. Tovabba a keriileti szogek tétele alapjan

CAB<« = ECB<x = EBC«, C(CBA<« =FCA«=CAF«, ACB< = BAG< = ABG«.

Tehat a keresett szogek nagysiga
CEB<=180° —2a, AFC<=180°—-28, BGA<x=180°— 2.

23. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog két cstcsa, és a beldliik indulé magassagok talp-
pontjai hurnégyszoget alkotnak.
Megoldas. A magassagtalppontok rajta vannak az adott oldal Thalész korén.

24. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromszog egy cstcsa, a csiicsbol induld két oldalon 1évé
magassagtalppontok, valamint a haromszog magassagpontja hirnégyszoget alkot.
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Megoldas.

Az MT,CTpg négyszogben a Ty és Ty csu-
csoknal derékszog van, vagyis Osszegiik 180°,
igy a hurnégyszogek tételének megforditésa ér-
telmében az MT,CTp négyszog hurnégyszog.

Hasonlosag, aranyossagi tételek, parhuzamos szel6k, szel6-
szakaszok
25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszog egyik oldalaval parhuzamosokat huzunk tgy,

hogy azok metsszék a haromszog masik két oldalat, akkor ezen parhuzamosoknak a haromszog
oldalai kozé es6 szakaszait a hdromszog adott oldalhoz tartozo silyvonala felezi.

Megoldas.

A megfelel§ haromszogek hasonlosdgabol
kovetkezik az adott szakaszok egyenl&sége.
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26. Feladat. Az alabbi dbrakon egy szog szarait parhuzamosokkal metszettiik. Hatarozzuk
meg az ismeretlen szakaszok hosszat.

(a) (b)

d 40,
f 30
6 14 c x
10 8 30 60
Megoldas.
d 8 48 ¢ 30 1200
(@) g=1g = d=15 =48 ®) =% “~ %0
Foo8 9252 z 80 2400 80
143 F== ’ 30 90 YT 790 T 3

27. Feladat. Egy szimmetrikus trapéz alapjainak hossza 10 cm és 25 cm, szarai 12 cm hosszuak.

Hatarozzuk meg a trapéz kiegészité haromszoge oldalainak a hosszat.
b

(c
(d) Hatarozzuk meg a trapéz atloinak metszéspontjan atmend, a trapéz alapjaival parhuzamos
egyenes trapézba es szakaszanak a hosszat.

(a
(b) Hanyszorosa a trapéz teriilete a kiegészité haromszog teriiletének?

Milyen aranyban osztjik egymaést a trapéz atloi?

)
)
)
)

Megoldas.
(a) z 10 o c
Y ry12” 2 v L]
25 2 kR
(b) Tapc = (1—()) Tpec = Tapcp = REEIAS
21 AR
Z . TDEC // \\
() 10:25=2:5 SR

(d) GH = £70 cm
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28. Feladat. Egy vizszintes terepen allo épiilet magassagat szeretnénk megmérni. Ha az épii-
lettsl egyenes vonalban 180 métert tavolodunk, akkor egy 10,5 méter magas fahoz ériink, mig
ha tjabb 45 métert tavolodunk, akkor egy olyan pontba ériink, ahonnan 1,7 méter magas szem-
magassagunkbol nézve a fa és az épiilet teteje egy vonalban latszik. Milyen magas az épiilet?

Megoldas.

10,5

180

Hasznalva a parhuzamos szelGszakaszok tételét

r—17 105 —-17 8.8
Lo 0 o = 2252 41,7 =457.
597 1 — 5 45—1— 7 5,7

Tehat az épiilet 45,7 méter magas.

29. Feladat. Tekintsiik az az ABC'D négyszogben az AB oldal A-hoz legkézelebbi, a BC oldal
C-hez legkozelebbi, a C'D oldal és az AD oldal D-hez legkozelebbi negyedelGpontjait.
(a) Igazoljuk, hogy ezen negyedelSpontok egy trapézt feszitenek ki.
(b) Hatarozzuk meg ezen trapéz alapjainak hosszat, ha a négyszog AC atloja 30 cm hosszi-
saga.
Megoldas.

(a) Huzzuk be az AC' atlot és alkalmazzuk a
parhuzamos szelSk tételének megfordita-
sat.

(b) HG =75 cm, EF = 22,5 cm.

30. Feladat. Egy haromszog oldalainak hossza 10 cm, 12 cm és 14 cm. Hatarozzuk meg,
mekkora szakaszokra osztja a haromszog legnagyobb szogének szogfelezGje a szemkozti oldalt.
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140 , 168
Megoldas. Alkalmazzuk a szogfelezGtételt. A keresett szakaszok hossza 57 és 59 cm.

31. Feladat. Egy derékszogti haromszog befogoinak aranya 3 : 4, atfogdja 15 dm. Hatarozzuk
meg az atfogon a magassagtalppont altal levagott szeletek hosszat.

Megoldas. Befogotételt alkalmazasa utan kapjuk, hogy a szeletek hossza 5,4 és 9,6 cm.

32. Feladat. Egy derékszogli haromszog atfogdhoz tartozd magassidganak hossza 12 cm, egy
mésik magassaganak hossza 1,5 dm. Hatarozzuk meg a haromszoég hidnyzo oldalainak hosszat,
a befogok atfogora esé merdleges vetiileteinek a hosszat, valamint a hdromszog beirt és koré irt
kore sugarainak a hosszat.

Megoldas. Hasznaljuk a magassig- és a befogotételt. A befogok atfogoéra esé merdleges vetii-
leteinek hossza 9 cm és 16 cm, igy az atfogd hossza 25 cm, a koré irt kor sugara 12,5 cm, a
haromszog hidnyzo oldala 20 cm, a beirt kér sugara pedig 5 cm.

33. Feladat. Igazoljuk, hogy egy derékszogi haromszog befogodira irt négyzetek teriileteinek
aranya megegyezik a befogok atfogoéra es§ merdleges vetiiletei hosszanak aranyéval.

Megoldas. Hasznaljuk a magassag- és a befogotételt.

34. Feladat. Egy derékszogi haromszog befogbinak aranya 1 : 3. A befogdk atfogora esé mers-
leges vetiiletei hosszénak kiilonbsége 4 cm. Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak hosszat, a
befogok atfogora esé merdleges vetiileteinek a hosszat, az dtfogdhoz tartozé magassag hosszat,
valamint a haromszog beirt és koré irt kore sugarainak a hosszat.

Megoldas. A befogok hossza /2,5 és 3-+/2,5 cm, az atfogd hossza 5 cm, az atfogdhoz tartozéd
magassag hossza 1,5 cm. A befogok atfogora esé merdleges vetiileteinek hossza 0,5 és 4,5 cm.
A koré irt kor sugara 2,5 cm, a beirt kor sugara pedig r ~ 0,662 cm.

35. Feladat. Igazoljuk, hogy a szogek paronkénti egyenlésége nem elegendd két négyszog ha-
sonlosédgahoz.

Megoldas. Gondoljunk a négyzetre, és egy olyan téglalapra, amelyik nem négyzet.

36. Feladat. Mekkora az oldalak ardnya abban a téglalapban, melyet az egyik kozépvonala az
eredetivel hasonlé téglalapokra vag szét?

Megoldas. V2

37. Feladat. Két hasonl6 négyszog koziil az egyik oldalainak hossza rendre 4, 3, 5, 6. Hata-
rozzuk meg a hozzé hasonl6 négyszog oldalainak hosszat, ha

(a) ezen négyszog leghosszabb oldala 18;
(b) ezen négyszog leghosszabb és legrovidebb oldala hosszanak kiilonbsége 6;

(c) ezen négyszog teriilete kilencszer akkora, mint az eredi négyszogeé.
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Megoldas.

(a) 12,9, 15, 18 (b) 8, 6, 10, 12 (c) 12,9, 15, 18.

38. Feladat. Egy 100 cm? alapteriiletii, 40 cm magas szabalyos négyoldala gilat az alaplapja-
val parhuzamos sikokkal harom egyenlé térfogati részre vagtunk. Hatarozzuk meg a keletkezd
sikmetszetek teriiletét, valamint a gila (alaplapra nem illeszkedd) cstucsatol valo tavolsagukat.

Megoldas.

A hasonl6 testek térfogatara, és a hasonld
sikidomok tertiletére vonatkozo Osszefiiggések
alapjan

2
5/ 1
t = 3] 100,
5 2
ty = <3 §> - 100,
illetve
1 2
m1:3§-4 és m2:3§-40.

Pithagorasz-tétel

39. Feladat. Egy derékszogt haromszog egyik szoge 30°. A haromszog leghosszabb oldalanak
hossza a. Fejezziik ki a segitségével a tobbi oldal hosszét.

3
Megoldas. A legrovidebb oldal g és a méasik @ hossz.

40. Feladat. Milyen tavol van egy 10 cm sugarta kor kozéppontjatol annak
(a) 6 cm, (b) 20 cm, (¢) 22 cm

hosszusagnu hiarja?

Megoldas.

(a) 4 cm (b) 0 cm (¢) Nines ilyen hur.
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41. Feladat. Mekkora annak a kornek a sugara amelyben egymastol 11 cm tavolsagban két
parhuzamos, 24 cm és 20 cm hosszi hur hizhat6?

Megoldas. r = 12,5 cm.

42. Feladat. Egy 19,5 cm és egy 22,5 cm sugarid, egymast metszé kor kozos hurja 36 cm
hosszusagi. Milyen messze vannak egyméastol a korok kézéppontjai?

Megoldas. 21 cm

43. Feladat. Egy haromszog oldalainak hossza rendre 26 m, 40 m és 42 m. Hatarozzuk meg a
haromszog magassagainak hosszéat.

504
Megoldas. Legrovidebbtdl a leghosszabbig: 24, 25,2 és BE) méter.
44. Feladat. Hatarozzuk meg a jobb oldali &b-

ran lathato kor sugaranak hosszat, ha a kort
két 30 cm sugara koriv hatarolja.

Megoldas.

Tekintsiik az jobb oldali 4brat és hasznal-
juk a Pitagorasz-tételt:
45

T = — CIn.

4

| SR

15
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45* Feladat. Hatéarozzuk meg az alabbi abran lathato legkisebb kor sugaranak hosszét, ha a
felkor atmérdje 24 cm.

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abrat.

A megfelels derékszogti haromszogekbdl az 2% + 12 = (12 — r)? és 22 + (6 — )2 = (6 + r)?
egyenletek frhatok fel. Ezek megoldasa utan r = 3 cm adodik.

46. Feladat. Egy egyenl§ szari haromszog alapja, és a hozza tartozé6 magassiag is 18 mm
hosszusagu. Hatarozzuk meg a koré irt kor sugaranak a hosszat.

Megoldas. R = 11,25 cm

Vektorok

47. Feladat. Igazoljuk, hogy egy ABC D paralelogramma esetén teljesiilnek a kévetkezs Gssze-
fiiggeések.

(a) AB + BC = DC + AD
m@ AB=CD-CB
(c) AD + DC +CB = AB
(d) AD + DB + BC = AC

Megoldas.

a) AB+BC = AC, DC+AD = AD + DC = AC.

A t6bbi esetben a fentihez hasonld egyszert szdmolés adja az Osszefiiggéseket.
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48. Feladat. Igazoljuk, hogy ha két vektor hossza megegyezik, akkor az 6sszegiik és a kiilonb-
ségiik merdleges egymaésra.

Megoldas. Tekintsiik az Osszeg és a kiilonbség skalaris szorzatat. Ekkor
2 2
(m?) : (7_?) — (@) - (?) — |7 - m —0.

Mivel két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0, ebb6l kovetkezik,
hogy a megfelel6 két vektor merdleges egymésra.

49. Feladat. Igazoljuk, hogy ha két vektor Gsszege és kiilonbsége meréleges egymasra, akkor

a két vektor hossza megegyezik.

Megoldas. Az el6z6 feladat megoldasabol egyszertien adodik az allitas helyessége.

50. Feladat. Az abran lathato szabélyos hat-

E
%

sz0g egyik csticsabol igiitott d és b vektorok b
segitségével (az @ és b vektorok linearis kom-
binacidjaként) fejezziik ki a kovetkezs vektoro-
kat. F

(a (e

( (

c
A
B
Adjuk meg az aldbbi vektorokat gy, hogy kezds- és végpontjuk is a hatszog egyik cstcsa,

vagy a kozéppontja legyen.

0 20 (i) b —2@
Q) —b - @ (iv) 20 — @

Hatéarozzuk meg az F' végpontu vektor X kezd&pontjat, ha

(A) XE =1 C) XF=1b -4
B) XF = -4 D) XEP=-3 -1
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Megoldas.

(a) B ) @-1 (&) T+ 0 @ 2-0 -7

(b) —@ d) @+ 620 -2.@  (M)O0-T+0-0
(i) AD (i) CA (iii) BE (iv) AE

(A) EF = -0 B) OF = - (C)AF=1 -3 (D) DF=-d-1

51. Feladat. Igazoljuk, hogy a stk barmely, tetsz6legesen véalasztott O vonatkoztatasi pontja
esetén, barmely ABC' haromszogre

OA+0B+0C =3.08,

ahol S a haromszog silypontja.

Megoldas.

Hasznéljuk az abra jeloléseit. Ekkor

—
7=

Y

_>
?_2-?+?_7+ b+7
3 3

ahonnan beszorzéssal adodik a bizonyitando
allitas.

52. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely ABC' haromszogre
|
SA+SB+5C =T,

ahol S a haromszog silypontja.

Megoldas. Eljiink az S = O valasztassal, és tekintsiik az el6z6 feladat allitasat, megoldéasat.

53. Feladat. Igazoljuk, hogy az ABC haromszog csticsaiba mutato, tetszéleges O pontbdl indi-
tott helyvektorok dsszege megegyezik az O pontbdl inditott, a haromszog oldalfelezd pontjaiba
mutato helyvektorok Gsszegével.
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Megoldas.

Hasznéljuk az abra jeloléseit:

5 +b b+?
Igy
= =
b b+7¢
?+?+7:a; + ;
%
—d+b+7

54. Feladat. Az ABC haromszog csucsaiba mutato tetszoleges O pontbdl inditott helyvek-

torok legyenek rendre @ b 6s C. Fejezziik ki az @, b @ vektorok segitségével a haromszog
AC és BC oldalainak a felezopontjalt Osszekotd szakasz felez()’pontjéba mutato helyvektort.
=
b +27
Megoldas. %

55. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges négyszog kozépvonalai felezve metszik egymast.

Megoldas. Tekintsiik a kdvetkezs dbrat.

K>

Az EG kozépvonal I felez6pontjara egy tetszéleges O vonatkoztatasi pontbol inditott helyvek-
torokkal felirhato, hogy

T+ T+ d

»_ P49 _ 9 T :7+?+?+7
2 2 4 ’
a HF kozépvonal J felez6pontjara pedig
N @+d b+7 N
7_h+7_ st A+ b+7e+d
2 4 ‘

Ebbdl kévetkezik, hogy I = J, tehéat a kozépvonalak a felezGpontjaikban metszik egymast.
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56. Feladat. Legyen ABCD és EFGH két négyszog a sikon. Igazoljuk, hogy
AE + BF +OG + DH = AG + BH + CE + DE.

Megoldas. Fejeziink ki minden vektort egy tetszdleges O pontbdl inditott helyvektorok segit-
ségével. Igy egyszertien lathato lesz a két oldal egyenlGsége.

57. Feladat. Legyenek egy hatszog oldalfele3é>si pontjai valamilyen koriiljaras szerint A; B; C,
D; E; F. Igazoljuk, hogy AB + @ + ﬁ =0.

Megoldas. Fejezziink ki minden vektort a hatszog csiicsaiba mutato helyvektorok segitségével.
Ekkor

= = = =
%
1@: b _72291—;272 _p2‘;—p3.
A masik két vektort is hasonloan felirva, majd ezeket Gsszeadva adodik a bizonyitandé egyen-
16ség.

58. Feladat. Kossiik 0ssze egy szabalyos hatszog minden masodik oldalfelezd pontjat mindkét
lehetséges modon. Igazoljuk, hogy az igy kapott két haromszog sulypontjai megegyeznek.

Megoldas. Fejeziink ki minden vektort egy tetszéleges O pontbél inditott helyvektorok segit-
ségével. Igy egyszertien lathato lesz a két oldal egyenlGsége.



7 | Szogfiiggvények

Szogfiggvények geometriai alkalmazasai

A szinusztétel alkalmazasai

1. Feladat. Egy haromszog keriilete 90 cm, belsé szogeinek aranya 2 : 3 : 4. Mekkorak a
haromszog oldalai?

2. Feladat. Egy haromszogben a szokésos jelolésekkel élve a + b = 12 cm, a = 45°, 5 = 80°.
Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak hosszat, teriiletét, a koré irt, valamint a beirt korének
sugaranak hosszat.

3. Feladat. Egy haromszog teriilete 100 cm?. Két szogének nagysaga 60,43° és 57,12°. Hata-
rozzuk meg a haromszog oldalainak a hosszat.

4. Feladat. Egy szimmetrikus trapéz atloja 20 cm hosszusagi. Az atlo a trapéz hegyesszogét
25°11" és 32°47 nagysagu részekre osztja, melyek koziil a nagyobbik szog illeszkedik a trapéz
szarara. Szamitsuk ki a trapéz oldalainak a hosszat.

5. Feladat. Egy szimmetrikus trapéz atloja 10,2 dm, révidebb alapja 6,1 dm hosszisagu. A
trapéz egyik szoge 72°40'. Szamitsuk ki a trapéz ismeretlen oldalainak a hosszat és a trapéz
tertiletét.

6. Feladat. Egy haromszog egyik szogének nagysiga 80°. A szoghoz tartozd cstcsbol induld
magassag hossza 8 cm, az ebbdl a cstcsbol induld szogfelezd haromszogbe esé darabjanak
hossza 10 cm. Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak hosszat, hianyzé szogeinek nagysagat,
a haromszog teriiletét, valamint a beirt és a koré irt kor sugardnak hosszét.

7. Feladat. Egy egyenes orszagutbol 28°-0s szoghen egy egyenes Ut dgazik el. Ezen tuton két
épiilet all. Az orszaguton az eldgazastol 800 m-t tovabb haladva az orszaguton, az épiiletek felé
mutato irdnyok 100°-os, illetve 70°-o0s szoget zarnak be a haladas iranyaval. Mekkora tavolsagra
fekszik egyméastol a két épiilet?

8* Feladat. A foly6 egyik partjan allva szeretnénk megmeérni a folyon 1évs szigeten egy A
pontban elhelyezkedd épiilet, és a folyo tulpartjan egy B pontban allo fa tavolsdgat. Ehhez a
foly6 innensé partjan az AB egyenes mentén felvesziink egy C' pontot, illetve ebbdl a pontbol
kiindulva felvessziik a 400 m hosszit C'D szakaszt. Megmérve néhany szoget, a kovetkezSket
tapasztaljuk: ACDL = 73,4°; ADCK = 40°23'; ADBA = 29°30'47". Mekkora az épiilet és a
fa tavolsaga?

172
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9. Feladat. Az A épiilet egy utkeresztezddéstdl északra, 3600 m-re fekszik, mig a B épiilet
nyugatra van, 4800 m-re. A C' épiiletbe A-bol olyan egyenes ut vezet amely az északi iranytol
balra tér el 80,6°-0s szogben, mig B-bsl C-be a nyugati iranytol jobbra, 74,64°-0s szogben
eltérg uton lehet eljutni. Milyen messze van C' A-t6l, illetve B-t617

10. Feladat. Egy megkozelithetetlen terepen allé6 antenna magassagat szeretnénk megmérni.
Ehhez felvesziink a stkon egy AB = 150 m-es szakaszt. Az antenna csticsat C-vel, talppontjat
D-vel jelolve a kovetkezs szogeket mérjiik BADA = 55,47°; ABD L = 70°40"; CAD AL = 47°27'.

Hatéarozzuk meg az antenna magassagat.

A koszinusztétel alkalmazasai

11. Feladat. Egy haromszog két oldalanak hossza 10 dm és 16 dm, a hdromszog teriilete 4800
cm?. Hatarozzuk meg a hianyzo oldal hosszat.

12. Feladat. Egy paralelogramma teriilete 114,4 m?, egyik oldala 71 dm, egyik szoge 147,7°.
Hatarozzuk meg a hianyzé oldal és a hosszabbik atlo hosszat.

13. Feladat. Egy repiil6gép elGszor északnak repiil két oran keresztiil 200 km /h-s sebességgel,
majd kelet-északkeletnek fordul és harom és fél 6ran at 260 km/h-s sebességgel repiil. Milyen
tavol van ekkor a kiindulasi pontjatol?

14. Feladat. Milyen hossztuiak az 6ramutatok, ha végpontjaik téavolsaga 10 érakor 26 cm, 3
6rakor pedig 34 cm?

15. Feladat. Igazoljuk, hogy a paralelogramma oldalainak négyzetosszege egyenl az atlok
négyzetosszegével.

16. Feladat. Egy paralelogramma két oldalanak hossza 2 dm és 3,5 dm. Az atléi hosszénak
kiilonbsége 10 cm. Hatarozzuk meg az atlok hosszat.

17¥Feladat. Fejezziik ki a haromszog stlyvonalainak hosszat az oldalhosszainak segitségével.

18. Feladat. Egy haromszog oldalainak hossza 2,6 m, 2,4 m, illetve 3 m. Mekkora annak a
kornek a sugara, amely érinti a haromszog két rovidebb oldalét, kbzéppontja pedig a haromszog
leghosszabb oldalan van?

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszogben a szokésos jelolésekkel élve c-cos a = a-cos 7,
akkor a haromszog egyenls szaru.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy a szokasos jelolésekkel élve, barmely haromszégben
2 _ o2
b

21. Feladat. Egy haromszog teriilete 265 cm?, koré irt korének sugara 16 cm, egyik szoge
72°43'. Hatarozzuk meg a hidnyzo oldalak hosszat.

C-COSx —a-Cos7y =

22¥* Feladat. Igazoljuk, hogy a szokasos jeldlésekkel élve, barmely haromszogben

2242
ctga +ctg B+ ctgy = %,

ahol t a haromszog teriiletét jeloli.
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Trigonometrikus fiiggvények, egyenletek, egyenlGtlenségek,
egyenletrendszerek

ELMELETI KIEGESZITES. Addicios tételeknek, vagy Gsszegzési képleteknek az alabbi trigono-
metrikus Osszefliggéseket nevezziik.

sin(a + B) = sina - cos 8 + cos a - sin 3
sin(aw — ) = sina - cos B — cos « - sin
cos(a+ ) = cosa - cosf —sina - sin
cos(aw — ) = cosa - cos 5 + sina - sin 3
Ezek leggyakrabban hasznalt speciélis esetei az tin. kétszeres szogek szogfiiggvényei:

sin(2a) = 2 - sin v cos a,

cos(2a) = cos® a — sin’a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin® a.

23. Feladat. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat, és jellemezziik (értelmezési tartomény,
értékkészlet, zérushely, szélsGérték, monotonités, paritas, periodicitas szempontjabol) a fliggveé-
nyeket.

(a) f(z) =2sinxzcosx () :Siﬂ
0 0~ - T vt
(¢) h(z) = sin(z) — sin(—x) (g) () =sin*z + cos* x + 2;111 T cos?
(d) i(x) = cosz + | cos z (h) m(x) = sinx + cos <$ — 5)
(0) 3la) = (1) n(r) = 2- cos(2e) — 2
o (i) o(z) =2 —2-sin (f)
3

24. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenleteket.
(a) sinz = % (d) 1—sin(dz — ) =0

T
(e) ctg(2x+ =) =0,45
(b) 2cos*(2z) = = ( 3>
2 23

wo-3)|-v 0 sian -2
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25. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenleteket.
(a) sinz = sin(2z) (h) cos(10x) = cos (23: + %)
(b) sin(x + 7) —sin(3x) =0 9
. o )
(c) sin(4z + ) = —sin(bz) (i) cos(m —z) = — cos ( 3 * :1:)
(@) sin2e — ) +sin (a4 1) =0 (i) sine + cosz = 0
T T (k) sinz — v3cosz =0
(e) cos (23: + —> = sin (:L‘ - —)
3 6 (1) sinx =2-tgz
(f) —cos (x — Q—W) = sin (390 + E) (m) sin(2x) ﬁ
3 2 tg(27) 2
(g) cos(3x) — sin (21) + g) =0 (n) ctgx = cosx
26. Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket.
(a) 2-cos’z +2=>5cosx (2) tgx —ctgr =2-/3
(b) 4-cos’x+2cosz =1 (h) sin’z — cos?z = 0,5
(c) 5-sin’x — 1 = 3sinx (i) sin?x + cos?z = 0,5
(d) cosz = cos(2z) (j) 2cos’x —Hsinz —4 =0
(e) cosz =1+sin <x> (k) sz _ 3
2 ctgx 2
(f) tgz +ctgr = =2 (1) 1,5 -tgx = cosz
27. Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket.
(a) sin x —0 (d) 2*> —sinz = —1
1 —sin(2x) ) 3.
. 6 o . -
(b) cosz-tgz =0 (e) sin®z + cos [)3—5(8111 T+ cos™x 5
sinx — cosx
et £) 3.t tgz =
(c) sin(2x) 0 ®) BT+ g sin x

(g) tg?x —4cos’z+1=0
28. Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket.
(a) sin(2x) =sinx (d) sin®x — 0,75 = | cos 7|
(b) cosz-ctgr = —

6

)

V3 (e) sin®x +sinz - cosz =2 - cos?x
(f)
(c) 16sin*x — 16sin’x +3 =0 )
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29* Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket.

(a) sinz +cosz =1 (d) 4sinx +3cosz =6
(b) V3sinz — cosz = /2 (e) 2cosz =2(1 —sinx)

(c) 3sinz —4cosx =2

30. Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenlétlenségeket.

31¥Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenlétlenségeket.

(a) % < (g) sinx-cosx >0
(b) sin < (h) cosz - tg (x—g> <0

1 +cosz ™ (i) sina - (1 +sin(2z)) <0

CoS ¥

-—— 1
(©) sinz — 2 0 (j) tgx > -
(d) —2 >0

sin =1 (k) tgo 2cosx

V3

CoST = =~ (1) tger < —=——
(e) —\/520 V2cosz

Sinx+7 (m) (cosz—1)-(2? =3z +2) <0
p ST (n) (2—a%+2) (sinz+1)>0
®) 1 +sin(2x) —

32. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési tartoményat.

(a) Vsinx (f) \/cos?z —0,5 0 . 1

0 Ve 0 {fe—3) “td
1

(d) y/cos(2z) — 1 e (1) T

© vigr—1 (h) y/te (3 6) J \ te <3x - 6>
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33. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenletrendszereket.

(a)

(b)

(d)

cos(x —y) = 0 Tty = 3

cos(r+y) = 0 sinz —cosy = 0
(e)

cosx-siny = 0 cos’z = cosy

cos(r+y) = 0 sinz = siny

cos?x +sin’y =

sinx — cos’y =

N N




Megoldasok

Szogfiggvények geometriai alkalmazasai

A szinusztétel alkalmazasai

1. Feladat. Egy haromszog keriilete 90 cm, bels6 szogeinek aranya 2 : 3 : 4. Mekkorak a
haromszog oldalai?

Megoldas. Hasznaljuk a szinusztételt az oldalhosszak aranyanak meghatéarozasara. Az oldalak
hossza kozelitSleg 23,2 cm, 31,26 cm és 35,54 cm.

2. Feladat. Egy haromszogben a szokésos jelolésekkel élve a + b = 12 cm, a = 45°, 5 = 80°.
Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak hosszat, teriiletét, a koré irt, valamint a beirt korének
sugaranak hosszat.

Megoldas. A koré irt kor sugaranak meghatérozasara hasznaljuk a szokésos jeldlésekkel élve
a = 2R - sina alakban felirhaté Osszefiiggéseket, a beirt kor sugardnak kiszamitasahoz pedig
at =r-s Osszefliggést, ahol s a haromszog félkertiletét jeloli. A haromszog oldalai a ~ 5,015
cm, b~ 6,985 cm és ¢ ~ 5,81 cm. A haromszog teriilete t ~ 14, 348 cm?. Beirt korének sugara
r = 1,611 cm, a koré irt kor sugardnak hossza R ~ 3,546 cm.

3. Feladat. Egy haromszog teriilete 100 cm?. Két szogének nagysaga 60,43° és 57,12°. Hat4-
rozzuk meg a haromszog oldalainak a hosszat.

Megoldas. Az oldalak hossza kozelitéleg 15,285 cm, 14,758 cm és 15,581 cm.

4. Feladat. Egy szimmetrikus trapéz atloja 20 cm hosszusagi. Az atlo a trapéz hegyesszogét
25°11" és 32°47" nagysagu részekre osztja, melyek koziil a nagyobbik szog illeszkedik a trapéz
szarara. Szamitsuk ki a trapéz oldalainak a hosszat.

Megoldas.

32047

178
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Az &bran jelolt szogek egyszertien kiszémolhatok, majd az ABC' haromszogre felirt szinusz-
tételek segitségéve a trapéz szarainak, illetve rovidebb alapjanak hossza meghatarozhato, mig
az ADC haromszogre felirt szinusztételbdl a rovidebb alap hossza szamolhaté. A trapéz széarai
10,04 cm hosszusaguak, az alapjai hossza pedig 23,42 és 12,77 cm.

5. Feladat. Egy szimmetrikus trapéz atloja 10,2 dm, révidebb alapja 6,1 dm hosszisaga. A
trapéz egyik szoge 72°40'. Szamitsuk ki a trapéz ismeretlen oldalainak a hosszat és a trapéz
tertiletét.

Megoldas. A trapéz szarai 6,56 dm hosszisaguak, a hosszabbik alapja pedig 10,01 dm. A
trapéz teriilete ¢ ~ 50,41 dm?.

6. Feladat. Egy haromszog egyik szogének nagysiga 80°. A szoghoz tartozd cstcsbol induld
magassag hossza 8 cm, az ebbdl a csicsbol induld szogfelez6 haromszogbe esé darabjanak
hossza 10 cm. Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak hosszat, hianyzé szogeinek nagysagat,
a haromszog teriiletét, valamint a beirt és a koré irt kor sugardnak hosszét.

Megoldas.

Az abra jeloléseit hasznalva a DT'C' harom-
8

szoghen — = cos, ahonnan ¢ ~ 36,87°.
Ekkor 6 = 40° — ¢ ~ 3,13°, illetve [ =~
86,87°, a ~ 13,13°. Ezzel a hdromszog szogei-
nek nagysagat meghataroztuk. Ekkor, a C'T'B

derékszogi haromszoghdl — = sin 3, ahonnan
a ~ 8,01 cm, majd példaul a szinusztételbsl
meghatarozhatd a tovabbi oldalak hossza, b ~
35,22 cm, ¢ =~ 34,73 cm. Innen az ismert kép-
letek segitségével ¢ ~ 138,89 cm?, R ~ 17,63
cm, 7 = 3,56 cm.

7. Feladat. Egy egyenes orszagutbhol 28°-os szogben egy egyenes 1t agazik el. Ezen tton két
épiilet all. Az orszaguton az elagazastol 800 m-t tovabb haladva az orszégiton, az épiiletek felé
mutato irdnyok 100°-os, illetve 70°-o0s szoget zarnak be a haladas iranyaval. Mekkora tavolsagra
fekszik egyméastol a két épiilet?

Megoldas. Tekintsiik az alabbi abrat. Az abran szerepld szogek egyszertien meghatarozhatok.
Ekkor az EC'A haromszogben egy szinusztételt felirva adodik az y-nal jelolt szakasz hossza,
y ~ 394,90 m, majd az ACB haromszogben felirt szinusztételbsl x ~ 295,09 m a két épiilet
tavolsaga.
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Y

800 C

8* Feladat. A folyé egyik partjan &llva szeretnénk megmérni a folyon 1évé szigeten egy A
pontban elhelyezkedd épiilet, és a folyd tulpartjan egy B pontban allo fa tavolsdgat. Ehhez a
foly6 innensé partjan az AB egyenes mentén felvesziink egy C' pontot, illetve ebbdl a pontboél
kiindulva felvessziikk a 400 m hossztt C'D szakaszt. Megmérve néhany szoget, a kovetkezsket
tapasztaljuk: ACDL = 73,4°; ADCK = 40°23'; ADBAL = 29°30'47". Mekkora az épiilet és a
fa tavolsaga?

Megoldas.

40°23]

l29° 30747"
D

Az abran jelolt szogek egyszertien meghatarozhatok. Ekkor az AC'D haromszoghben szi-
nusztételt felirva meghatarozhatjuk az AD szakasz hosszat, AD ~ 418,99 m, majd az ADB
haromszogben felirt szinusztételbdl az AB szakasz hosszat, AB =~ 345,29 m, ennyi az épiilet és
a fa tavolsaga.

9. Feladat. Az A épiilet egy tutkeresztez6déstdl északra, 3600 m-re fekszik, mig a B épiilet
nyugatra van, 4800 m-re. A C épiiletbe A-bol olyan egyenes ut vezet amely az északi iranytol
balra tér el 80,6°-0s szogben, mig B-bsl C-be a nyugati irdnytol jobbra, 74,64°-0s szogben
eltérs uton lehet eljutni. Milyen messze van C' A-tdl, illetve B-t617
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Megoldas. Tekintsiik az aldbbi abrat. Az AB szakasz hossza Pitagorasz tételébsl AB = 6000
m. Az abran jelolt szogek egyszertien meghatarozhatok, elsként az AD B haromszogben felirt
valamely szogfliggvény segitségével. A szogek ismeretében pedig az ABC haromszogben fel-
irt szinusztétel segitségével meghatarozhatok a kérdéses tavolsagok AC ~ 6147,24 m, CB =~
4774,56 m.

10. Feladat. Egy megkozelithetetlen terepen allo6 antenna magassigat szeretnénk megmérni.
Ehhez felvesziink a sikon egy AB = 150 m-es szakaszt. Az antenna cstucsat C-vel, talppontjat
D-vel jelolve a kovetkezs szogeket mérjilk BADA = 55,47°; ABDA = 70°40"; CAD L = 47°27'.
Hatéarozzuk meg az antenna magassagat.

Megoldas.

A megadott szogek alapjan

ADB< = 53,86°,

42°33/]

az ADB héaromszogben felirt szinusztétellel

adodik, hogy

y ~ 175,27 m.

Az ADC derékszogi haromszogben felirt tan- A 47027

gens szogfiiggvénybdl
x ~ 190,9 m

adodik. B
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A koszinusztétel alkalmazasai

11. Feladat. Egy haromszog két oldalanak hossza 10 dm és 16 dm, a hdromszog teriilete 4800
cm?. Hatarozzuk meg a hianyzo6 oldal hosszat.

Megoldas. Két megoldés van, ¢; = 10 dm, illetve ¢y ~ 24,74 dm.

12. Feladat. Egy paralelogramma teriilete 114,4 m?, egyik oldala 71 dm, egyik szoge 147,7°.
Hatarozzuk meg a hianyzé oldal és a hosszabbik atlo hosszat.

Megoldas. A hianyzo6 oldal hossza b ~ 30,15 m, a hosszabbik atl6 hossza x ~ 36,35 m.

13. Feladat. Egy repiil6gép elészor északnak repiil két o6ran keresztiil 200 km /h-s sebességgel,
majd kelet-északkeletnek fordul és harom és fél 6ran at 260 km/h-s sebességgel repiil. Milyen
tavol van ekkor a kiindulési pontjatol?

Megoldas. A tavolsag 1125,92 km.

14. Feladat. Milyen hossztiak az 6ramutatok, ha végpontjaik téavolsaga 10 érakor 26 cm, 3
orakor pedig 34 cm?

Megoldas. 30 cm és 16 cm

15. Feladat. Igazoljuk, hogy a paralelogramma oldalainak négyzetosszege egyenls az atlok
négyzetosszegével.

Megoldas.

A jobb oldali dbra alapjan, ha ¢ jeloli a
paralelogramma hegyesszogét, akkor

62 — CL2 4 b2 o QCLbCOSQO o B e

f? = a*+b* —2abcos(r — @) § N
= a®+ b* + 2abcos p,

amibdl
e? + 2 =24 4 2V°.

16. Feladat. Egy paralelogramma két oldalanak hossza 2 dm és 3,5 dm. Az atléi hosszéanak
kiilonbsége 10 cm. Hatarozzuk meg az atlok hosszat.

Megoldas. Akéar koszinusztételt, akar az el6z6 feladat eredményét hasznélva az atlok hossza
3,5 dm, illetve 4,5 dm.
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17¥Feladat. Fejezziik ki a haromszog stlyvonalainak hosszat az oldalhosszainak segitségével.

Megoldas. Az alabbi abra jeloléseit hasznalva, frjuk fel a koszinusztételt az AFC és a BFC
haromszogekben, a 180° — ¢, illetve a ¢ szogekre.

C

Ekkor azt kapjuk, hogy

)2 L2 _p2 2, 2 2
M, illetve cosg0:(2) L ‘.

2- ¢ s, 2.

cos(180° — ¢) =

C
3 " Se

Felhasznalva, hogy cos(180° — ) = —cos ¢, a

(5 +s2=¥ __(5) +si-a’

2-<.5, 2.

Osszefiiggés adodik. Innen algebrai atalakitasok segitségével kapjuk, hogy

V2024202 -2
— 5 .

Sc

18. Feladat. Egy haromszog oldalainak hossza 2,6 m, 2,4 m, illetve 3 m. Mekkora annak a
kornek a sugara, amely érinti a haromszog két rovidebb oldalét, kdzéppontja pedig a haromszog
leghosszabb oldalan van?

Megoldas. Hasznéljuk ki, hogy a kor kdzéppontja rajta van a haromszog legnagyobb szégének
szogfelezGjén, majd hasznaljuk a szogfelezGtételt, valamint a koszinusztételt, kapjuk r ~ 0,622
m.

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszogben a szokésos jelolésekkel élve c-cos a = a-cos 7,
akkor a haromszog egyenls szaru.
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Megoldas. A feltétel és a koszinusztétel alapjan

a® = b* + % — 2bccos o

=b> +¢* — 2abcosy

valamint
= a4+ b* — 2abcos .

A két egyenletet kivonva egymésbol kapjuk, hogy

a2—02 = 62—(12
(a—c)la+c) = (c—a)(c+a)
a—c = c—a
a = C.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy a szokasos jelolésekkel élve, barmely haromszoghen

C2—(l2

b

C-COSQ— @-CoS7y =
Megoldas. Mivel

c? b% + a® — 2ba cosy

a> = b* 4 —2bccosa,

ezért

A —a®=a®>—¢® — 2bacosy + 2bccos a,

azaz 9 9
cT—a

b

= CCOS(x — aCcos7y.

21. Feladat. Egy haromszog teriilete 265 cm?, koré irt korének sugara 16 cm, egyik szoge
72°43'. Hatarozzuk meg a hianyzo oldalak hosszat.

abc
Megoldas. Hasznéljuk az a = 2Rsin «a Osszefliggést, a ¢ = — teriiletképletet, valamint a

koszinusztételt. A haromszog oldalainak hossza 28,45 cm; illetve 18,8 cm és 31,7 cm.

22¥Feladat. Igazoljuk, hogy a szokasos jelolésekkel élve, barmely haromszégben

a® +b* + 2

ctga+ctg B+ ctgy = 1 ,

ahol t a haromszog teriiletét jeldli.
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Megoldas. Mivel

2

2bccosa = b + % — a?, 2

2aqccos f=a’+c* —b* és 2abcosy = b +a* — 2,
ezért ezeket Osszeadva
2bc cos a 4 2accos B+ 2abcosy = a® + b + 2.
A kotangens definiciojat hasznélva
2bcsin avctg a + 2acsin B ctg B + 2absiny ctgy = a® + b + ¢
adodik, amibdl a 2t = absiny = besin a = acsin B Osszefliggés alapjan
4t(ctg o + ctg B+ ctgy) = a® + b* +

adodik, ami pontosan a bizonyitandé allitas.

Trigonometrikus fiiggvények, egyenletek, egyenlGtlenségek,
egyenletrendszerek

23. Feladat. Vazoljuk az alabbi fliggvények grafikonjat, és jellemezziik (értelmezési tartomény,
értékkészlet, zérushely, szélsGérték, monotonitas, paritas, periodicitas szempontjabol) a fliggveé-
nyeket.

(a) f(z)=2sinzcosx () k(z) = sinz
(b) g(z) = |sin(—)| |cosal R
(¢) h(x) = sin(z) — sin(—x) (g) l(z) =sin"z + cos* z + 2;111 T COs” T
(d) i(x) = cosz + | cos x| (h) m(x) = sinz + cos (m — 5)
(e) j(z) = ek (i) n(z) =2 cos(2x) — 2

|COS$| (J) O(LE) =92 _92.sin (E)

3
Megoldas.

(a)

AAA%AA
\z%\/ﬂ\/lt\ﬁr\,gﬁ\zw
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e Ertelmezési tartomany: = € R.

o Ertékkészlet: y € [—1,1].

Max: 1, hely: z = % +km, keZ.

I Min: —1, hely: z = —% + km, k€ Z.
e Zérushelyek: x = ;, ke Z.

Paritas: paratlan.

Periodus: 7.

—3m —27 —Tr -1 i[ ™ 2m 3
e Ertelmezési tartomany: = € R. e Min: 0, hely: x = km, k € Z.
e Ertékkészlet: y € [0, 1]. e Paritas: paros.
e Zérushelyek: x = km, k € Z. e Periodus: .

e Max: 1, hely: z = g + km, k€ Z.

/\V\/\
V\AV

e Ertelmezési tartoméany: z € R. e Min: —2, hely: x = —g + 2km, k € 7.
e Ertékkészlet: y € [—2,2].

e Zérushelyek: x = km, k € Z.

e Max: 2, hely: x = g + 2km, k € Z.

N TN TN

T T g T T T r T T T y T T r T T T f T T T y T >

—37 —27 -7 1 ™ 27 37

e Paritas: paratlan.

e Periodus: 27.
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Ertelmezési tartomany: = € R.

Ertékkészlet: y € [0, 2].

Zérushelyek:

x € E+2k7r;3—7r+2k7r , keZ.

2 2
Max: 2, hely: x = 2k, k € Z.

e Min: 0, hely:

3
T € g—l—Qkﬂr;g—l—Zlm , keZ.

e Paritas: paros.

e Periddus: 2.

A
o—0 oO—4—+—0 o—0
=37 5 —27 o—=T o1 | o—2>r —o 27 o—23m
B T .
e Ertelmezési tartomany: = # 3 + e Min: —1, hely:

km, k € Z.
Ertékkészlet: y € {—1,1}.

Zérushely: nincs.
Max: 1, hely:

$E]—z+2kﬂ;z+2kﬂ' , keZ.

2 2

x € g+2k7r;3§+2k:7r , keZ.

e Paritas: paros.

e Periodus: 2.

— 27

e Ertelmezési tartomany:
x F# g +km, keZ.

o Ertékkészlet: y € R.
e Zérushelyek: x = km, k € Z

I A4

e Max: nincs.

e Min: nincs.

Paritas: paratlan.

Peritdus: 2.
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(2)

R

Ertelmezési tartomany: = € R. e Min: 1, hely: z € R.
Ertékkészlet: y = 1. e Parités: paros.
Zérushely: nincs. e Periodus: nincs.

Max: 1, hely: x € R.

Ertelmezési tartomany: = € R. e Min: —2, hely: z = 3; 1 2%n, ke Z.
Ertékkészlet: y € [—1;1].
Zérushelyek: x = km, k € Z.
MwﬂJMyx:g+%mk€Z

e Paritas: paratlan.

e Periddus: 2.

Ertelmezési tartomany: = € R. e Min: —2, hely: x = g +km, ke Z.
Ertékkészlet: y € [—4;0].

Zérushelyek: x = km, k € Z.
Max: 2, hely: x = km, k € Z.

e Parités: paros.

e Periodus: 7.
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()

—4m —3T7

e Ertelmezési tartomany: € R.

e Ertékkészlet: y € [0;4].

Max: 4, hely: z = —%T + 6km, k € Z.

3
3 Min: 0, hely: z = & + 6kr, k € Z.
o Zérushelyek: v = — + 6km, k € Z. 2
2 Paritas: nincs.

Peritdus: 67.

24. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenleteket.
(d) 1 —sin(dz —7) =0
(e) ctg <2$ + g) = 0,45

23
3

(a) sinzx = %
(b) 2cos?(2z) = ;
o -]

Megoldas. A kovetkez6 megoldasokban k tetszéleges egész szamot jelol.

(f) 3sin*(7Tz —7) =

5
(a) v ==+ 2%k vagy v =2 4 ok

6 6
(b) o= 4 4 *7
12 2
11
(c)x:%—klm vagy x:%jL/m
3r kmw
d) r=—+—
(d) v=—2+
T 1 9  km
(e) v = — — —arctg — + —

(f) Nincs megoldas.
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25. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenleteket.

(a) sinz = sin(2z) (h) cos(10z) = cos (235 + %)
(b) sin(x + 7) —sin(3x) =0 -
(c) sin(4zx + m) = — sin(bx) (i) cos(m —x) = —cos (2? + 2517)
(d) sin(2z — ) + sin (x + g) =0 (j) sinz +cosz =0

T _ T (k) sinz — v3cosz =0
(€) cos (237 " §> - <$ B 6> (1) sinx =2-tgz

2m i T sin(2x

(f) —cos <x — ?) = sin (395 + 5) (m) tg((;gj)) _ ?
(g) cos(3z) — sin (21) + g) =0 (n) ctga = cosx

Megoldas. A kovetkez6 megoldasokban k tetszéleges egész szamot jelol.

(a) x =km vagy x:ig+2k7r

_kn

2
D
(¢) x = 2km, x:ig+2k7r vagy x::l:§+2k7r

4 2k

(d)x:—gﬁ+T7T vagy x:g+2k7r
2k
(e):ng%—T7T vagy « =7+ 2km
k 5
(f)x:—%—i—l—g vagy x:—%jtkw
2k

(g)$=;—0+% vagy x:—g+2k7r

T T T 7r
(h) x = +k = +k

T T T T

4 2k 2
(i)xz%—k% vagy x:—g—l—Z/m
(J)x:—%—i—lm

2
(k)xz—%—i—kw
(1) z =km

™

-t

(m) z 12+k:7r
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26. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenleteket.

(a) 2-cos?x +2=5cosw (2) tgx —ctgr =2-/3
(b) 4-cos’x +2cosz =1 (h) sin®z — cos?z = 0,5
(c) 5-sinz — 1 = 3sinz (i) sin?x + cos?z = 0,5
(d) cosz = cos(2z) (j) 2cos’z —Hsinx —4=0
(e) cosz =1+ sin <£> (k) smr 3

2 ctgx 2
(f) tga +ctgr = —2 (1) 1,5-tgx = cosz

Megoldas. A kovetkez6 megoldasokban k tetszéleges egész szamot jelol.
(a) = j:g + 2km
(b) x ~ £1,2567 + 2k7 vagy = ~ +1,885 + 2k, vagy pontos értékkel kifejezve;

1
x = =+ arccos (Z (j:\/g — 1)) + 2k, illetve x = £72° + k- 360° vagy © = £108° 4+ k- 360°

(¢) = =~ 0,995 + 2km vagy = ~ —0,241 + 2kw vagy x ~ 2,147 + 2kn vagy x ~ 3,382 + 2k,
vagy pontos értékkel kifejezve;

3++29 3+ +v29
T = arcsin <T> + 2km vagy x = m — arcsin (1—()) + 2km

2km
d) =21
@ =2
(e) = = 2km, x:—5§+4k7r vagy :1::—%—1-4/{#
m )
(f):B:—Z—i—knr (j)x:—%—i-?km vagy x:—%+2k7r
™ km T
- 4 k =+— + 2k
(g) x 12+ 5 (k) z 3+ T
T )
(h>$:i§+2k’ﬂ (l)a::%—i—%w vagy JZ:%-FQ]C?T

(i) Nincs megoldas.

27. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenleteket.

(a) sinz 0 (d) 22 —sinz = —1
1 —sin(2x) 3 .
(b) cosz-tgz =0 (e) sin®x + cosbz = 3 (sin®x + cos*z) — 3

sinxz — cosx
— =0 f) 3.t t =
(c) sin(2x) ®) BT+ otgr sin x

(g) tg?x —4cos?z+1=0
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Megoldas. A kovetkez6 megoldasokban k tetszéleges egész szamot jelol.
(a) x =k (d) Nincs megoldas.
(b) = km (e) xR
(c)x:%—i—lm (f) @ = £ + 2%k
™ krm
(g) x= 19
28. Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket.
(a) sin(2x) =sinx (d) sin*z — 0,75 = | cos 7|
b) cosa:-ctgxzﬁ (e) sin®z +sinz - cosx = 2 - cos? &
6 (f) sin*z = 0,625 — cos* x
4 .2 _
(c¢) 16sin*z — 16sin“z+3 =0 (0) tez+cosz — 1 +sina
Megoldas. A kovetkez6 megoldasokban k tetszdleges egész szamot jelol.
(a) x =km vagy z= j:g + 2km
2
(b) :U:%—i-le vagy x = §+2k7r
™  krm
— 4+ 4
(c) z 5 + 5
(d) 2 =+ —0,8897 + 2km  vagy x =+ —0,6811 + 2kw vagy pontos értékkel kifejezve;
5+ 4v2
r = £2arctg (\/ -5+ 4\/5) + 2km  vagy x = +2arctg (\/ #) + 2km
(e) x = % + kn vagy = = —1,1071 + 2km vagy x = 2,0344 + 2kmw vagy ez utobbi

megoldasokat pontos értékkel kifejezve;
1
xr = 2arctg (5 (1 + \/5)> + 2km

T  km
f =4+ —
() o=35+3

(g) = =2km vagy ngqtlm,aholkEZ

29* Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket.

(a) sinx + cosx =1 (d) 4sinz +3cosz =6
(b) V3sinz — cosz = /2 (e) 2cosz =2(1 —sinx)

(c) 3sinz —4cosx =2
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Megoldas. A kovetkez6 megoldasokban k tetszéleges egész szamot jelol.

(a) © =2k vagy x:g+2k7r

om 117
(b) x:§+2k7r vagy x—ﬁ—l—le

(c) x=1,3380+ 2km  vagy x = —2,6258 + 2km vagy pontos értékkel kifejezve;
1
x = 2arctg (2 ( 32 )) + 2k
(d) Nincs megoldas.

(e) x =2km vagy x:g+2k7r

30. Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenlétlenségeket.

—_

(a) sinx > = (g) sin®(x — ) <

[\
DN | —

V2 (h) sin’x < sinx

b 2 —

(b) cos(2z) < 5

(c) tgx—1>0

(d) ctg?(3z) >3
) 2m

(e) sm(m—?)g—l (1) 8sin*z — 1 > 2cos?x

(i) cos?x > 2cosz

)
)
)
(j) 2sin®x —3sinz +1>0
(k) 2cos?x — 3cosx < —1
)
)

- (m) 8cos*z —1<5—2sin’x
(f) COS<3[E+§)+1>0

Megoldas. A kovetkez6 megoldasokban k tetszdleges egész szamot jelol.

(a) z € %%—2/<;7r;5F7r +2k7r}

(b) x € g%—k’w;%—i—kw{

(c) wG_—%Tﬂ'+k7r —§+k7r{

[ v kr m k7 km
(d) z € _‘E*?Tg*?]\{?}
1
(e) mz%—i—?lm

2 2
(f) me}_f+ﬁ.f+ﬁ{

2 376 3

(g) CBG}—%—FI&"R’ +k:7r[

(h) z € [2km; ™ + 2k~
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3
(i) z € g+2k‘7r;§+2k7r{

G) © == + 2%

2

(X) xe——g+2kﬂ;g—|—2kﬂ[\{2kﬂ}
7 T

(1) z € _—§+k7r,§+k7r}

(m) z € ——g + km; —0,4073 + k?T[ vagy
NS _ 0,4073 + k; g + kw} vagy pontos értékkel kifejezve;
K 1

NS 3 + km; — arctg (5 V33 — 5) + lm{ vagy

1
x € |arctg (5 \/ﬁ—?)) +k7r;g+k7r;1

31*Feladat. Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenlétlenségeket.

(a) 34Sjléoxsx < (g) sinz - cosz > OW
) ey < 0 ot —5) <0

co(sjca)vsx (i) sinz - (1 +sin(2z)) <0
(c) snz—2 0 () tgz > colsx
@ o> (k) tgz >

~ 2cosx
<e>COS$—\/§ZO (1) tgm<m
sinz + - (m) (cosz —1)-(z* —=3x+2) <0

® 1 +S;?ngz2a:) <0 ®) @-a’+a) (nz+1) 20

Megoldas. Az aldbbi megoldasokban k egy tetszéleges egész szamot jelol.

(a) x € [—m + 2km; 2kn]
(b) = € |—m + 2km; 2k]

1 3
(c) x € g+2k:7r;§+2k7r{

(d) z € g+2k7r;3§+2/{7r{

3
(e) z € —f%—?lm;—%%—%’m{ vagy T € —%+2k7r;%+2k7r]
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(f) = € [—m + 2km; 2kn] \ {—z + 2k7r}
4
7T
(g) = E}lm,a—i-k?r[
(h) z = —g +2kr vagy x € |2km;m+ 2knw|

3
(i) x = Zﬂ +2kr vagy x € [—7 + 2km; 2k

3
(j) z € g+2k7r;§+2k’7r[

(k) x € -%+2k7r;g+2k7r[ vagy T € {%—I—ka;%—i—ka{

2 4
(m) z €]2;2r[U]0;1] vagy |2nm; 27+ 2nw[, aholn € Z\ {0}

1 3
(1) =€ —z+2k:7r;z+2k:7r[ vagy x€]§+2kw;£+2kw{
3
(n) z €[-1;2] vagy x= §+2k7r

32. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyéat.

(a) Vsinx (f) \/cos?z —0,5 (0 1
i) o ——x
b) v1—sinx to (37 — =
) : (g) 3tg<3x—z) \g<x 6)
(¢) V1+cosx 6 -
(d) y/cos(2z) — 1 (h) 4/tg (Sx _ %) (i) . (3x B E)
(e) Vtgx —1 \ & 6
Megoldas. Az aldbbi megoldasokban k egy tetszéleges egész szamot jelol.
(a) x € [2km; T + 2kn] (&) o # 2 b
9 3
(b) z €R
b St km w  kmw
(c) zeR (h) z € _E+?’_§+?
(d) z=kn ) ™ km
3 - (i) = # ITREEY
() v € |—— +km—= +krm
! G)we |- Xy hm Tk
m J 18 393
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33. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenletrendszereket.

(a) (d)

cos(x —y) = 0 Tty = 3

cos(r+y) = 0 sinz —cosy = 0
(b) (e)

cosx-siny = 0 cos’z = cosy

cos(zx+y) = 0 sinr = siny

()
cos?x +sin’y =

sinx — cos’y =

N N

}

Megoldas. Az alabbi megoldasokban k,n tetszéleges egész szamokat jelolnek.

(a) = = km, y:g+n7r vagy x:g—l—lm, Yy =nm

(b) mzz—i-k:?r, y=nnm

2
T  km T
(@) a=-F+ y=—2 +ur
197 23w
(d)I——E—Fkﬂ',y—E—k’ﬂ'

(e) v =km, y=2nm vagy x:nglmr, y:g—l—er



8 | Filiggvények

Fiuggvénytranszformaciok

1. Feladat. Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket a lehetd legbévebb halmazon.

(a) f(z) = [2] () f(z) %.{I} (k) f(x) = sgn(| cosz[)
(b) f(z) = [27] (g) f(z)=sgnz (1) f(x) = sgn(2%)
(C) f(:E) =2- [:L‘] (h) f(x) _ sgn(—Zx) (m) f(:)j) = |I2 —or + 6|
(A) fla) = {x} 6 Fo)—snle? 5o g ) F@=lle=11=2/=3
_J1 : (o) f(z)=+/|z]
(e) flx) =177 f(x) =sgn(sinz
{7} ) Jl) = senisin) () f@) = |z — 2| + |5 +3]

(a) fw) = 50— 2 ~2 (¢) fla) = —YTT3+1
) f(z) 2z — 3 (f) f(z) =sin(2z) — 1
A () f(@Z%COS(%a:)
(c) f(x)= (—;_\/:;; 3+1 ) )= Lo
@@= () flr) =237 4
(i) f(z) =1—1logy(z +1)

3. Feladat. Abrazoljuk a kivetkezd transzformacios lépésekkel az f(x) = —24/2(z —2) — 1
fiiggvényt.

(a) fo(z) =V (d) fs(z) =22 (x—2)
(b) fi(z) = v =2 (e) falx) =-2-v2-(z—-2)
(c) folz) =2 (z—2) (f) fs(z)=—2-1/2-(x—2)—1

4*Feladat. Az el6z6 feladatban latott lépéseket kovetve dbrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket.

() f)=—VBFz =3 (1) g(a)= Vi~ (©) ha) =24/ 5 =1

197
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5. Feladat. Az f(x) = /z fiiggvény grafikonjan az alabbi transzformacios lépéseket hajtottuk
végre (mindig csak az egyiket). Hatarozzuk meg a transzformécié utan keletkezett grafikonhoz
tartozo g fiiggvény hozzéarendelési szabalyat, ha a transzformacié egy

tengelyes tiikrozés az x tengelyre;

tengelyes tiikrozés az y tengelyre;

tengelyes tiikrozés az x = 3 egyenesre;

tengelyes tiikrozés az y = 2 egyenesre;

tengelyes tiikrozés az y = x egyenesre;

kozéppontos tiikrozés a P(1;2) pontra;

eltolas a 9(1;2) vektorral;

A = —2 aranyu merGleges affinitas az = tengelyre;
1
A 3 aranyd merdleges affinitas az x tengelyre;

)
)
)
)
)
) kozéppontos tiikrozés az origora;
)
)
)
)
)

Lo . o
= — ardnyd merGleges affinitas az x tengelyre;

= —2 aranyd merdleges affinitas az y tengelyre;

1

A
A = 2 ardnyu merdleges affinitas az y tengelyre;
A
A= 3 aranyu merdleges affinitas az y tengelyre;

1
(p) A= —3 aranya merdleges affinitas az y tengelyre.

6. Feladat. Az el6z6 feladat transzforméacios lépései koziil melyek valtoztattak meg a fiiggvény
(a) értelmezési tartomanyat,
(b) értékkészletét,
(c) zérushelyét?

T¥*Feladat. Az f(z) = 2? fiiggvény grafikonjan az alabbi transzformacios lépéseket hajtottuk

végre, az adott sorrendben. Hatérozzuk meg a transzformaciok utan keletkezett grafikonhoz
tartozo g fiiggvény hozzérendelési szabalyat, ha a transzformaciok egy

(a) tiikrozés az z tengelyre, majd eltolas a ¥/(0;2) vektorral;

(b) eltolas a /(0;2) vektorral, majd tiikkrozés az = tengelyre;

)
)

(c) eltolas a ¥/(1;2) vektorral, majd eltolas az v(2; —1) vektorral;

(d) eltolas az v(2; —1) vektorral, majd eltolas a v/(1;2) vektorral;

e) A\ = 2 aranyu merdleges affinitas az x tengelyre, majd eltolas a ¢(—3;2) vektorral;
)

(
(

f) eltolas a ¥(—3;2) vektorral, majd A = 2 aranytu merdleges affinitas az = tengelyre;
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(g) kozéppontos tiikrozés a P(3;1) pontra, majd eltolas a v(—2;4) vektorral, majd tiikrozés
az x tengelyre;

(h) kozéppontos tiikrozés a P(3;1) pontra, majd tiikrozés az x tengelyre, majd eltolas a
v(—2;4) vektorral,

(i) eltolas a ©(—2;4) vektorral, majd tiikrozés az x tengelyre, majd kozéppontos tiikrozés a
P(3;1) pontra;

(j) eltolas a v(—2;4) vektorral, majd kozéppontos tiikrozés a P(3;1) pontra, majd tiikkrozés
az x tengelyre;

(k) tikrozés az x tengelyre, majd eltolas a v(—2;4) vektorral, majd kozéppontos tiikrozés a
P(3;1) pontra,

(1) tikrozés az x tengelyre, majd kézéppontos tiikrozés a P(3;1) pontra, majd eltolas a
v(—2;4) vektorral.

Fiuggvénytulajdonsagok

8. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

(a) f(z) =2 —6x+8 () o(z) = 2z +23 (s) z(z) =logy(z — 1)+ 1
(b) glx) = 2f(x) o (t) a(z) = log,(")
(c) hlx) = —f(x) (k) p(@) = 775 (w) b(z) = sgn(s* — 1)
(d) i(z) = | f(2)] _2 o) ela) —sen [ (L)
B L O

1 m) r(x) =2 (z— 1) w) d(z) = [2x
((f; k(@)) 2 '(‘] ;x) (n) s(z) =sinz - cosx (x) e(z)=2-[z] +3
g) l(z) =—j(z (o) t(z) =sinx + cosx x:§- .
(h) m(z) = j(z) +2 () u(z) = £2(x) (y) fi(x) 22 {z + 2}
(i) n(z) =j(z +3) (q) v(z) =271 +1 (z) folz) = :Ex_—ll

(I‘) w(:)s) _ 2sin2 z+cos? z

9. Feladat. Adjunk meg egy olyan intervallumot ahol az alabbi fliggvények szigori monoton
novekeddk.

(@) f(z) = @2 —3)a+2) (@) i(r) = sin(2)
z+1 o) i(2) = 2P — o

(b) g(z) = —— (e) Jj(x)
x—2 (f) k(x) :108;%(96—5)

r+1
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10. Feladat. Valasszuk ki az aldbbi fiiggvények koziil az invertalhatoakat. Hatarozzuk meg az
inverziiket, valamint abrazoljuk a fiiggvényt és inverzét kozos koordinata rendszerben.

(a) f(x)=22—1 (d) i(z) = z(x — 2) a [—1; 3] intervallumon
(b) g(z) = v (e) jz) =2"7"
(c) h(z) =a? (0) k) = T

11. Feladat. Hatérozzuk meg az f fliggvényt, amennyiben inverze a kovetkezd.

2 f-l(p) = 22 —3 () f(z) =2z +3—2
(a) [~ (z) E
(d) fHz)=—-V22-3

(b) f1(x) = logy(1 - 2)
° () M (x) = (22— 1) 11

12. Feladat. Mutasson példat olyan fiiggvényre, amelynek inverze énmaga.

13. Feladat. Vizsgaljuk az aladbbi fiiggvények paritasi tulajdonsagait.

() flz) = 22 (t) k(z) = V32 ) g(z) = - cosz
(b) g(x) =223 (g) l(x) = sin(—x) (m) r(z) =2*-cosx
(¢) hiz) = \‘ZE (h) m(z) = cos(2x) (n) s(z) = ]13:| -7
() i(z) = —20* EJ; ”(<)> T (0) t(x) =~ +u

e) j(z) = —(2x)* u(z) = 3% —97°
(e) j(z) = —(22) ) ple) = o (p) u(z)

14. Feladat. Mutasson példat olyan fliggvényre amely paros és paratlan is.

15. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi periodikus fiiggvények (alap)periodusat.

(a) f(x) =sinz (e) j(z) =|cosz| (i) n(z) =sinx + cosx
(b) 9(z) = cos(22) (f) k() =1 —cos’a () ofz) = {z}

(c) h(z) = tg(32) (g) l(r)=1—2cos’x (k) p(z) =1

(d) i(x) =sin’x (h) m(z) =sinz - cosx

SzélsGérték feladatok

16. Feladat. Egy haz fala mentén 100 m hosszu keritéssel egy téglalap alakt részt szeretnénk
lekeriteni. Mekkoranak valasszuk a téglalap méreteit, hogy maximaélis teriileti lekeritett részt
kapjunk, ha a fal mentén nem kell kerités? Mekkora az ily médon lekerithetd maximaélis teriilet?

17. Feladat. Hatarozzuk meg a 40 cm keriiletd téglalapok koziil a maximalis tertiletiit.

18. Feladat. Hatarozzuk meg a 100 egység teriiletd téglalapok koziil a minimalis kertilettit.
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19* Feladat. Irjunk adott kérbe maximalis teriiletd téglalapot.

20* Feladat. Egy téglatest egyik lapjanak teriilete 1 dm?, az élek hosszanak Gsszege 20 dm.
Mekkora ezen téglatestek felszinének maximuma?

21* Feladat. Mekkorak a 10 cm oldalhossztisagi szabalyos haromszogbe irhaté legnagyobb
teriiletd téglalap oldalai?

22¥ Feladat. Egy trapéz egyik alapja 12 cm, a masik alap és a trapéz magassaganak Osszege
30 cm. Hogyan kell megvalasztani a trapéz magassagat, hogy teriilete maximaélis legyen?

23. Feladat. Legyen a + b = 50, a;b € R*. Hatarozzuk meg az a? + b? kifejezés
(a) minimumat, (b) maximumat.

24. Feladat. Egy 50 cm hosszi szakaszt két részre osztunk, majd az egyes részek mint oldalak
folé egy-egy négyzetet emeliink. Hatarozzuk meg a négyzetek teriiletosszegének

(a) minimumat, (b) maximumat.

25. Feladat. Hol vagjunk ketté egy 200 cm hosszii szalagot tugy, hogy az egyes részekbdl
hajthato négyzetek teriiletének 0sszege minimalis, illetve maximalis legyen?

26. Feladat. Hatarozzuk meg az 50 cm keriilet( egyenld szart haromszogek koziil azt, amelyre
minimalis az oldalakra allithatd négyzetek teriiletének osszege.

27. Feladat. Bontsuk fel a 10-et két pozitiv szam Osszegére gy, hogy a tagok
(a) szorzata (c) négyzetének kiillonbsége
(b) négyzetiosszege (d) kobeinek osszege

szélsGértéket vegyen fel.

28. Feladat. Egy derékszogl haromszog atfogdja 10 cm. Hatarozzuk meg a befogok hosszét
gy, hogy a

(a) haromszog teriilete

(b) befogok hosszénak Gsszege

(c) befogok hosszanak négyzetosszege maximalis legyen.

29. Feladat. Adottak a koordinatasikon az A(1;6) és a B(5;9) pontok. Hatarozzuk meg az x
tengely azon C pontjat, melyre az AC? + BC? tavolsag-négyzetdsszeg minimalis.



Megoldasok

Fiuggvénytranszformaciok

1. Feladat. Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket a lehets legbGvebb halmazon.

202
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6 7 *—O 2
4 *—O0
I
T
—6 —4 -2 2 4 6
2 *—O
(h) -
———————t————— 00—+
A
-6 —4 -2 2 4 6 2
) O [
: o -
—6 —4 —2 2 4 6
—o04 o )
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" ) ® T ARk
(o) -

(a) f(z) =%(:c—2)2—2 (e) flz) =¥z +3+1
(b) f(x) 27 — 3 (f) f(z) =sin(2z) — 1
IR (g) f(x)zécos(%x)
(c) flz)= (—xz_\/x;; 341 ) ) Lo
@) flo) =" (i) f(z)=2-3"2—4
(i) f(z) =1—logy(z +1)
Megoldas.
- (x —2)?
Ay
— 3@ —-2)? -2
(a)
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WV

— vz +3

—— —2/z¥3
— —2Vz +3+1

6 4 3
- (w _ 3)3
| L —3)°

W~

[
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— Yz +3
—— Yz +3
— Yz F3+1

sinx
sin(2x)
sin(2z) — 1




FEJEZET 8. FUGGVENYEK

207

312
3:0—2
23772
—2.3%72 -4
—6 —4 —2 1 6
(i)
6 1 logy x
| logy(z +1)
41 —— —logy(z +1)
—— 1 —logy(z + 1)
—2 4 6 8 10
4
. 6 |
()

3. Feladat. Abrazoljuk a kovetkezd transzformacios lépésekkel az f(r) = —24/2(z —2) — 1

fliggvényt.
(a) fo(z) =z (d) fslz) =22 (z—-2)
(b) fi(z) = vz -2 (e) fulz)=—-2-2 -(x—2)

(c) fol@) =2 (x—2) (f) fs(z)=—-2-/2-(x—2)—1
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Megoldas.
10 “ Iz
— V-2
8 —— /2(z — 2)
——2/2(z — 2)
o —— 2,2z —2) 1
4
2
—_92 |

4*Feladat. Az el6z6 feladatban latott lépéseket kovetve dbrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket.
_ _ 1 1
(2) f(z) = =v6+o-3 (b) glo) = 5vVA=2x (©) hx) =24/5(c—1)

Megoldas.

LY
— 6tz
— 6tz -3

|
A
OAA
I/
1 =
| o o
L Il L L ! ! L L L L Il ! ! ! ! -
o
S

—10 +
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10 4
— X
—Vr 4
—— Vit 2z
—Vi—2z
— iVi=2z
-5 |
(b) o
A
i —Vz
i — Vv —1
8 R
{ %(Z‘—l)
—\/2+i(@-1)
6,,
4,,

(c)

5. Feladat. Az f(x) = /z fiiggvény grafikonjan az alabbi transzformacios lépéseket hajtottuk
végre (mindig csak az egyiket). Hatarozzuk meg a transzformécié utan keletkezett grafikonhoz
tartozo g fiiggvény hozzéarendelési szabalyat, ha a transzformacié egy

(a) tengelyes tiikrozés az = tengelyre;
(b

)

) tengelyes tiikrozés az y tengelyre;

(c) tengelyes tiikrozés az x = 3 egyenesre;
)

(d) tengelyes tiikrozés az y = 2 egyenesre;
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e) tengelyes tiikrozés az y = x egyenesre;

(e)
(f) kozéppontos tiikrozés az origora;
(g) kozéppontos tikrozés a P(1;2) pontra;
(h) eltolas a 9(1;2) vektorral;
(i)
()
)

(k

= 2 aranyu mer6leges affinitas az = tengelyre;

—2 ardnyu merdleges affinitas az x tengelyre;

1

A=
A
A== aranyu merGleges affinitas az x tengelyre;

1

) A= ) aranyu merdleges affinitds az x tengelyre;
(m) A = 2 aranyu merdleges affinitas az y tengelyre;
(n) A = —2 aranyu merdleges affinitas az y tengelyre;
1
(o) A== aranyu merGleges affinitas az y tengelyre;
1
(p) A= =5 aranyu merdleges affinitas az y tengelyre.
Megoldas.
(a) g(z) = -V (8) g(x) = —v2—a+4 (m) g(z) = /1 .
(b) g(x) = v~z (b) g(x) = Vi —T+2 ’
(c) g(z) =v6—2 () g(z) =2V (n) g(z) = _% x
(d) glz) =4— V= () gz) =—2-Vx
= 2 .
(6) g(a) =22 2> 0 1 ©) glz)=v2 z
(k) g(z) =5 Vo (p) g(z) =vV—2-=
(t) glx) = —v=7 1
D) g(z) =—5 vz

6. Feladat. Az el6z6 feladat transzforméacios lépései koziil melyek valtoztattak meg a fiiggvény
(a) értelmezési tartomanyat,
(b) értékkészletét,

(c) zérushelyét?

Megoldas.

(a) Megvaltozott: (b), (c), (f

(b) Megvaltozott: (a), (d), (F), (2), (h), (3), (D).
(¢) Megvaltozott: (¢), (d), (g), (h).

~
~—
09
~
—
=
S—
—
=
SN—
—
=
SN~—
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T¥*Feladat. Az f(z) = 2? fiiggvény grafikonjan az alabbi transzformacios lépéseket hajtottuk
végre, az adott sorrendben. Hatarozzuk meg a transzformaciok utan keletkezett grafikonhoz
tartozo g fiiggvény hozzérendelési szabalyat, ha a transzformaciok egy

(a) tikrozés az x tengelyre, majd eltolas a ¢/(0;2) vektorral;

(b) eltolas a 9(0; 2) vektorral, majd tiikkrozés az x tengelyre;

(c) eltolas a 9(1;2) vektorral, majd eltolas az v/(2; —1) vektorral;

(d) eltolas az ©(2; —1) vektorral, majd eltolas a 9(1;2) vektorral;

(e) A =2 aranyu merdleges affinitas az x tengelyre, majd eltolas a v/(—3;2) vektorral;

(f) eltolas a U(—3;2) vektorral, majd A = 2 aranyu meréleges affinitas az x tengelyre;
)

(g) kozéppontos tiikrozés a P(3;1) pontra, majd eltolas a v(—2;4) vektorral, majd tiikrozés
az x tengelyre;

(h) kozéppontos tiikkrozés a P(3;1) pontra, majd tiikrozés az x tengelyre, majd eltolas a
U(—2;4) vektorral;

(i) eltolas a ©(—2;4) vektorral, majd tikrozés az x tengelyre, majd kozéppontos tiikrozés a
P(3;1) pontra;

(j) eltolas a v(—2;4) vektorral, majd koézéppontos tiikrozés a P(3;1) pontra, majd tiikrozés
az r tengelyre;

(k) tikrozés az x tengelyre, majd eltolas a v(—2;4) vektorral, majd koézéppontos tiikrozés a
P(3;1) pontra,

(1) tiikrozés az x tengelyre, majd kézéppontos tiikrozés a P(3;1) pontra, majd eltolas a
U(—2;4) vektorral.

Megoldas.
(a) g(z) = —a® +2 (8) glz) = (v —4)*—6
(b) g(x) = —a? -2 (h) g(z) = (x —4)* +2
(c) glx) = (z—-3)°+1 (i) g(z) = (z—8)*+6
(d) g(z) = (x=3)*+1 (3) g(z) = (x —8)* +2
(e) g(z) =2 (z+3)* +2 (k) g(z) = (z —8)* —2
() g(z) =2-((z+3)"+2) (1) g(z) = (= 4)*+6
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Fuggvénytulajdonsagok

8. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

(a) f(zr)=2*—6x+38 (i) o(z) = 2243 (s) z(x) =logy(x — 1) +1
(b) g(x) = 2/(x) . (t) a(x) = log,(87)
(c) hlx) = —f(x) (k) pl@) = 775 (w) b(z) = sgn(s* — 1)
(d) i(z) = [f(2)] 2 _ AN
i ST
1 m) r(z) =2 (v — 17 w ) = |22
((f; f(<x)> ] 5;((7;2:) (n) s(z) =sinz - cosz (x) e(x) =2-[2]+3
g) &)= —J\x o) t(r) =sinz 4 cosx i)
(h) m(z) = j(z) +2 ((p; u((x)) _ 2 (v) filz) = 52' {z+2}
(i) n(z) = j(z +3) (@) v(z) = 2 +1 () o) = = _—11
(r) w(z) = 9sin? z+cos® x
Megoldas.
(a) Dy =R, Ry = [—1;00] (n) Dy =R, Ry = [—3;1]
(b) D, =R, R, = [~2;00] (0) Dy =R, R, = [-V2;1/2]
(c) Dp =R, Ry =]—00;1] (p) D, =R, R, =[0;2]
(d) D; =R, R; = [0; o0 (q) Dy =R, R, = ]—o00:1]
(e) Dj = [2;00[, R = [1;00] (r) Dy =R, R, = {2}
(f) Di = [2;00[, Ry, = [3500] (s) D.=]1,00[ R. =
(8) Dy =[2;00[, B =]—00; —1] (t) D,=R, R, =R
(h) D, = [2;00[, Ry, = [3; 00] (u) Dy =R, R, ={-1,0,1}
(i) Dn = [~1;00[, Ry = [1;00] (v) D.=R, R. = {1}
() Do =R\{2}, R, =R\ {2} (W) Da=R, Ry=7
(k) D, =R\ {—%}7 R,=R\ {%} (x) D. =R, R, = {paratlan szamok}
() Dy =R, Ry =R (v) Dy, =R, Ry, = [0;3)
(m) D, =R, R, =R (z) Dy, =R\ {1}, Ry, =R\ {2}
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9. Feladat. Adjunk meg egy olyan intervallumot ahol az alabbi fliggvények szigoria monoton
novekeddk.

(a) fz)= 2z =3)(x+2) (d) i(x) = sin(2z)
r+1 o) i(z) = 25 — 2
) gx) = 2 F 1 © J(2)
x—2 (f) k(z) :1Og%(:17—5)
(c) h(z) = T

Megoldas. MegfelelGek az alabbi halmazok tetszéleges részintervallumai.

(a) [_;L;OO{ (d) [—%Jrk-ﬂ;%k‘-w},kez
(b) Nincs ilyen halmaz. (e) }_Oo; _%} U {%;m{

(¢) z e R\ {-1}

(f) Nincs ilyen halmaz.

10. Feladat. Valasszuk ki az aldbbi fiiggvények koziil az invertalhatoakat. Hatarozzuk meg az
inverziiket, valamint abrézoljuk a fiiggvényt és inverzét k6zos koordindta rendszerben.

(a) f(z)=22x—-1 (d) i(x) = z(x — 2) a [—1; 3] intervallumon
(b) g(z) = v (e) j(z) =2"7"
(c) h(z) =a” (0) k) = T
Megoldas.
— f(x) =22 —1
- f_l(m) — a:—2i—1




FEJEZET 8. FUGGVENYEK 214

—g(z) =Vz
—— gl (@) = 2%, ¢ € R}
4 .
2 .
—6 —4 —2 2 4 6
.
—4 }
6 |
(b)

(c) Nem invertalhato az egész értelmezési tartomanyan.

(d) Nem invertalhato a megadott intervallumon.

— (@) = 277
—— 7 @) =1+ logy x
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(f)

11. Feladat. Hatarozzuk meg az f fliggvényt, amennyiben inverze a kovetkezd.

(@) f7H ) = 212

(b) f7H(x) = logs(1 — )

Megoldas.
(0) fle) =2
(b) f(z)=1-3"
1 . 3
(c) f(z) = §($+2) -5

(c) f[7Hz) =22 +3—2
(@) 1) =~ 23

1 3
(d) f(x) = §az4+ 3 TS 0
(e) A fiiggvény nem kolesonosen egyértelmdd,

nem lehet inverzfiiggvény.

12. Feladat. Mutasson példat olyan fiiggvényre, amelynek inverze énmaga.

Megoldas.

h(m):%, acR\ {0}
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13. Feladat. Vizsgaljuk az alabbi fliggvények paritési tulajdonsagait.

(a) f(x) = 27 (f) k(z) = V32 ) gfx) = o - cosa

(b) g(z)=2-2° (g) I(x) = sin(—x) (m) r(z) =22 cosx

© by 7 (1) m(x) = cos(2r) (n) s(a) = [« ~ 7

, o (i) n(z) =sgnw (0) t(z) = LI

(d) i(z) = —2a* (j) o(x) =x-sinzx x

e) j(x) = —(2x)* u(r) = 3% —9*

(©) ja) = ~(22) ) ot () ula)
Megoldas

(a) péaros (g) paratlan (m) péaros

(b) péaratlan (h) péaros (n) nincs paritasa

(c) paratlan (i) paratlan (o) paratlan

(d) paros (j) paros (p) paratlan

(e) paros (k) paratlan

(f) nincs paritasa (1) paratlan

14. Feladat. Mutasson példat olyan fliggvényre amely paros és paratlan is.

Megoldas. f(x) =

15. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi periodikus fiiggvények (alap)periodusat.

(a) f(x)=sinz (e) j(z) =|cosz] (i) n(z) =sinx + cosx
(b) g(x) = cos(2x) (f) k(z) =1—cos®x () o(x) = {x}
(©) hiz) = tg (32) (8) l(z) = 1 — 2cos?a ) pla) = 1
(d) i(x) =sin’x (h) m(z) =sinz - cosx
Megoldas
(a) 2w (e) (i) 27
(b) = (f) = () 1
(c) 2m (g) = (k) Periodikus, de nincs
() = (h) = (alap)periddusa.
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SzélsGérték feladatok

16. Feladat. Egy haz fala mentén 100 m hosszi keritéssel egy téglalap alaku részt szeretnénk
lekeriteni. Mekkoranak valasszuk a téglalap méreteit, hogy maximaélis teriiletd lekeritett részt
kapjunk, ha a fal mentén nem kell kerités? Mekkora az ily médon lekerithetd maximalis teriilet?

Megoldas.

100 — 2z

Az ébra jeloléseit alkalmazva a téglalap tertilete t(z) = z- (100 —2z), ahol 0 < z < 50. Keressiik
tehéat az adott fliggvény szélsGértékeit (maximuméat) az adott intervallumon. Ekkor

t(z) = 2-(100—2z) = —22°+100z = —2-(2*—502) = —2-((z—25)*—625) = —2-(z—25)*+1250.

Mivel (x —25)% > 0 és fgy —2 - (x — 25)% < 0, és egyenlSség © = 25 esetén all fenn, ezért ¢(z)
akkor maximalis, ha x = 25. Ekkor a téglalap hazfallal parhuzamos oldala 50 méter hosszi,
mig a masik két oldala 25 méteres, a teriilet pedig 1250 m?.

17. Feladat. Hatarozzuk meg a 40 cm keriiletti téglalapok koziil a maximalis teriilettit.

(40 — 2a)

Megoldas. Legyenek a téglalap oldalai a és b. Ekkor 40 = 2a+2b, azaz b = =20—a.

Keressiik a t(a) = a - (20 — a) figgvény maximumat, a 0 < a < 20 intervallumon.

e 1. megoldds. Ekkor

20 —a\”
ta)=a- (20 —a) < (“Ta) — 100,

felhasznalva a szamtani-mértani kézép kozotti egyenldtlenséget az (a; 20 — a) tagokra. Igy
t(a) pontosan akkor maximaélis, ha a fenti becslésben egyenléség all fenn, ami pontosan
akkor van, ha a = 20 — a, vagyis a = 10. Ekkor b = 10 = a, vagyis a téglalap négyzet és
t(a) = 100.

e 2. megoldds. Ekkor
t(a) =a- (20 —a) = —a® + 20a = —(a — 10)? + 100.

Mivel —(a — 10)? < 0, ezért —(a — 10)? és igy t(a) is pontosan akkor maximélis, ha
—(a—10)% = 0, vagyis a = 10. Ekkor b = 10 = a, vagyis a téglalap négyzet és t(a) = 100.

(Ezzel tulajdonképpen belattuk, hogy adott keriiletii téglalapok kozott a négyzet teriilete a
maximalis. )

18. Feladat. Hatarozzuk meg a 100 egység teriileti téglalapok koziil a minimalis keriilettit.



FEJEZET 8. FUGGVENYEK 218

100
Megoldas. Legyenek a téglalap oldalai a és b. Ekkor ¢ = ab, vagyis b = —. Ekkor a k(a) =
a

0
2 (a + —) fliggvény minimumat keressiik a 0 < a halmazon. Alkalmazzuk a szamtani-mértani
a

100
kozép kozotti egyenlGtlenséget az (a; —) tagokra. Ekkor
a

100 100
k(a)zZ((L—F—) >2-2-4/a-— =40.
a a

Igy k(a) pontosan akkor minimalis, ha a fenti becslésben egyenldség &ll fenn, ami pontosan
100 100

akkor van, ha a = —, vagyis a = 10. Ekkor b = — = 10 = a, vagyis a téglalap négyzet.
a

a
(Ezzel igazabol belattuk, hogy adott tertiletd téglalapok kézott a négyzet keriilete a minimalis.)

19* Feladat. Irjunk adott kérbe maximalis teriiletd téglalapot.

Megoldas.

Az abra alapjan

N

a\ ? b\> o b
o= (2) -5

) +(3) =5+
Jelolje a téglalap teriiletét ¢. Ekkor ¢ = ab = a - VAR? — a? = \/(4R? — a?) - a2. Alkalmazzuk a
szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenséget a (4R? — a?;a?) tagokra. Igy

AR? — o2 2
t=+AR —a?) a? < ++“:21~z?

Ekkor t pontosan akkor maximaélis, ha a fenti becslésben egyenlgség all fenn, ami pontosan
akkor van, ha 4R? — a® = a?, vagyis a = v2R. Ekkor a = b, vagyis a téglalap négyzet. (Ezzel
tulajdonképpen belattuk, hogy adott kérbe irt téglalapok koziil a négyzet tertilete a maximalis.)

20% Feladat. Egy téglatest egyik lapjanak teriilete 1 dm?, az élek hosszanak Gsszege 20 dm.
Mekkora ezen téglatestek felszinének maximuma?

Megoldas. A szokasos jelolésekkel élve legyen a téglatest felszine A = 2(ab+ be + ca). Tudjuk,
hogy 4a + 4b + 4c¢ = 20, ahonnan a + b = 5 — ¢, tovabba legyen ab = 1. Ekkor

=24+ — =14,5.
2 * ’

c+5—c 2 25
2

A:2(ab+bc+ca):2+20(a+b):2—|—20(5—0)§2+2<



FEJEZET 8. FUGGVENYEK 219

A becslés soran a szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenséget alkalmaztuk a (¢;5 — c¢)
tagokra. A felszin pontosan akkor maximalis, ha a fenti becslésben egyenléség all fenn, ami a
¢ =5 — c egyenlet megoldasaként ¢ = a + b = 2,5 esetén all fenn. Az

ab = 1
a+b = 25

1 1
egyenletrendszer megoldésaként ekkor a = 2, b = 37 illetve a = 3 b = 2 adodik.

21* Feladat. Mekkorak a 10 cm oldalhossziisdgii szabalyos haromszogbe irhaté legnagyobb
teriiletd téglalap oldalai?

Megoldas.

Az abra jeloléseit hasznalva a téglalap tertilete

t(a):\/§-2a-(5—a)§\/3-2-<a+;_a> :*/32'25.

A becslés soran a szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenséget alkalmaztuk az (a;5 — a)
tagokra. A teriilet pontosan akkor maximaélis, ha a fenti becslésben egyenlGség all fenn, ami az
a = 5 — a egyenlet megoldasaként a = 2,5 esetén all fenn.

22¥ Feladat. Egy trapéz egyik alapja 12 cm, a masik alap és a trapéz magassaganak Osszege
30 cm. Hogyan kell megvalasztani a trapéz magassagat, hogy teriilete maximaélis legyen?

Megoldas.

c
m
12
Az abra jeldléseit hasznalva m+c = 30, azaz ¢ = 30—m. Ekkor a téglalap teriilete t = ¢ —2|— ¢ -m,
vagyis
12+ 30 — 1
t(m) = kL —(42 — m)m.
2 2
e 1. megoldds.
212

t(m) = %(42 —m)m = —% (m—21)*—21%) = —% (m —21)° + >

1
Ekkor ¢(m) pontosan akkor maximalis, ha —5 (m — 21)* maximalis, vagyis m = 21.
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e 2. megoldds.

1 1/42—m+m\> 1
t = —(42 — < [ 7)) =Z.9212
(m) 2( m)m_2( 5 ) 5

A becslés soran a szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenséget alkalmaztuk az (42 —
m;m) tagokra. A teriilet pontosan akkor maximaélis, ha a fenti becslésben egyenldség all
fenn, ami a 42 — m = m egyenlet megoldasaként m = 21 esetén all fenn.

23. Feladat. Legyen a + b = 50, a;b € R*. Hatarozzuk meg az a® + b* kifejezés
(a) minimumat, (b) maximumaét.
Megoldas. A feltétel miatt
a’ +b* = a® + (50 — a)? = 24 — 100a + 2500 = 2 (a® — 50a + 1250) = 2 ((a — 25)* + 625) .

(a) A fenti kifejezés a minimumét az a = 25 pontban veszi fel, ekkor a® + b? = 1250.

(b) Maximum nincs.

24. Feladat. Egy 50 cm hosszu szakaszt két részre osztunk, majd az egyes részek mint oldalak
folé egy-egy négyzetet emeliink. Hatarozzuk meg a négyzetek teriiletosszegének

(a) minimumat, (b) maximumat.
Megoldas. A megoldas ugyanaz, mint az el6z6 feladatban, ha az egyik szakaszdarab hosszat

a-val, a mésik darab hosszat b-vel jeloljiik.

25. Feladat. Hol vagjunk ketté egy 200 cm hosszi szalagot ugy, hogy az egyes részekbdl
hajthato négyzetek teriiletének O0sszege minimaélis, illetve maximaélis legyen?

Megoldas. A megoldas ugyanaz, mint az el6z6 feladatban.

26. Feladat. Hatarozzuk meg az 50 cm keriiletii egyenls szara haromszogek koziil azt, amelyre
minimalis az oldalakra allithatd négyzetek teriiletének osszege.

Megoldas.
A négyzetek teriiletének Osszege ami pontosan akkor veszi fel a minimumat, ha
t(a) = 2a®+ (50 —a)® a =50/3.
= 3a* — 100a + 2500
= 3 (a2 — @a + M) a a
3 3

_ s (, 2+5000
= 3 -5 | 50 — 2a
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27. Feladat. Bontsuk fel a 10-et két pozitiv szam Osszegére gy, hogy a tagok
(a) szorzata (c) négyzetének kiilonbsége
(b) négyzetiosszege (d) kébeinek osszege

szélsGértéket vegyen fel.

Megoldas. Ha x + y = 10 és z,y € RT, akkor
(a) az wxy kifejezés pontosan akkor maximaélis, ha # = 5, minimuméat nem veszi fel;
(b)

(c) az x? — y? kifejezés nem veszi fel sem a maximumét, sem a minimumat;

)

(d

az 12 + y? kifejezés pontosan akkor minimalis, ha z = 5, maximuméat nem veszi fel;

az 73 4 y? kifejezés pontosan akkor minimalis, ha = 5, maximuméat nem veszi fel.

28. Feladat. Egy derékszogli haromszog atfogdja 10 ecm. Hatarozzuk meg a befogok hosszét
gy, hogy a

(a) haromszog teriilete

(b) befogok hosszanak Gsszege

(c) befogok hosszénak négyzetosszege maximalis legyen.
Megoldas.

(a) A héaromszog teriilete pontosan akkor maximalis, ha a befogok 5v/2 cm hossziiak. Ekkor

a teriilet 25 cm?. A teriilet a minimumat nem veszi fel.
(b) A befogok dsszege pontosan akkor maximélis, ha a befogok 5v/2 cm hossziiak.

(c) Barmely esetben a befogok hosszanak négyzetosszege 100.

29. Feladat. Adottak a koordinatasikon az A(1;6) és a B(5;9) pontok. Hatarozzuk meg az x
tengely azon C pontjat, melyre az AC? + BC? tavolsag-négyzetdsszeg minimalis.

Megoldas. A keresett pont koordinétaira a c(x; 0) jeldlést bevezetve az (x—1)?+36+(x—5)%+81
kifejezés minimumat keressiik. Teljes négyzetté kiegészitve a 2(x — 3)? + 125 alakot kapjuk,
melynek minimuma z = 2 esetén van.



Masodik zarthelyi dolgozat

A feladatok megoldasahoz széveges adatok tarolasara és megjelenitésére nem
alkalmas zsebszamologépet és barmilyen négyjegyti fiiggvénytablazatot hasz-
nalhat, mas elektronikus vagy irasos segédeszkoz hasznalata tilos! Vélaszait
minden esetben részletesen indokolja, indoklas nélkiili megoldasra nem jar
pont. A feladatok megoldasahoz 100 perc all rendelkezésre.

222



Név:

Matematikai alapismeretek — 2. zh

Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 14 16 14 16 20 20 100
Elért pont:

. Hany negativ egész megoldésa van az aldbbi egyenlStlenségnek?

Viz+2x+1—-2<3

. Oldja meg az alabbi logaritmusos egyenletet a valés szaimok halmazan.

log,, 8 — log,,, 16 = log,, 8
Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenletet a valés szdmok halmazan.

ctgx +3-tgx —5- =0

sSinx

. Igazoljuk, hogy a haromszog koré irt kor kozéppontjanak a haromszog barmely oldalatol vett tavolsaga

feleakkora, mint az ugyanezen oldalhoz tartozd magassignak a csiics és a magassagpont kozé esé szakasza.

. A siksag egy pontjabol nézve két egymas mogotti hegy azonos iranyban van. A kozelebbi hegycsiics 22°45/,

mig a tavolabbi hegycsucs 38°28" emelkedési szogben latszik. Ha 450 métert megyiink a hegyek felé, akkor
a két hegycstcs kozos emelkedési szoge 47°24'. Milyen magasan vannak a hegycsicsok a siksag felett és
mekkora a hegycsucsok tavolsidga légvonalban?

(a) Hatérozza meg az f: [3;5] — R f(z) = 22 — 62 + 10 fiiggvény inverzének hozzarendelési szabalyat,
értelmezési tartoményat, valamint értékkészletét.
1
r+1 x—1
(¢) Adja meg az f(x) = —2 - ctg(—2x) fiiggvény (legkisebb pozitiv) periddusat.

(b) Hatarozza meg az f(z) = fiiggvény paritésat.

[14]

[16]

[14]

[16]

[20]

[10]

[5]
5]



Név:

Matematikai alapismeretek — 2. zh

Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 14 16 14 16 20 20 100
Elért pont:

1. Hany negativ egész megoldasa van az alabbi egyenlStlenségnek?

Vri4+2zx+1-2<3

Megoldas.
. \/m:\m—s—ﬂ 2 pont
e Ha x> —1, akkor |z + 1| =z + 1. 1 pont
e Ekkor egyenlStlenségiink = + 1 < 3 + x alakban irhaté. 1 pont
e Ez azonossag. 1 pont
e Innen z € [—1;00[. (%) 1 pont
e Ha z < —1, akkor |z 4+ 1| = —z — 1. 1 pont
e Ekkor egyenl6tlenségiink a —z — 1 < 3 + z alakba irhaté. 1 pont
e Innen -2 < z. 1 pont
e Ekkor az x < —1 és a —2 < z halmazok metszetébdl 1 pont
o 1 € [—2;—1[ adodik (x*). 1 pont
e Ekkor a (x) és (%) halmazok uniojabol 1 pont
o 1 € [—2;00[ adodik. 1 pont
o Igy az egyenl6tlenségnek két negativ egész megoldasa van. 1 pont

2. Oldja meg az alabbi logaritmusos egyenletet a valés szamok halmazan.
log,, 8 — log,,, 16 = log,, 8

Megoldas.

e Az egyenletben szerepls kifejezések értelmezési tartomanya: = > 0; = # 1. 1 pont

Térjiink at kettes alapu logaritmusra:

logy 8 logy 16 logy 8

logyz  log, 2z  log, 4z’

2 pont

[14]

[16]
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o Atalakitva, a logaritmus megfelel§ azonosségait felhasznalva a

log, 8 log, 16 _ log, 8
logoz  logy2+logyz  logy 4+ logy @
alakhoz jutunk. 2 pont
e Ekkor a log, x = a helyettesitéssel 1 pont
e a
3 4 3
a l4+a 2+4a
egyenletet kapjuk. 1 pont
e A nevezSkkel beszorozva és a megfelels atalakitasokkal a 4a® + 2a — 6 = 0 alakot kapjuk. 2 pont
e Ennek megoldésai a; =1 és ag = 5 2 pont
e Innen a log, z = 1 egyenletbdl a logaritmus definiciéjat felhasznélva x1 = 2, 2 pont
ig al 3 letbdl L 2 t
e mig a log, © = —— egyenletbdl zo = —. hon
g 22 5 €8y 2 7 I
e Behelyettesitéssel ellendrizve mindkét érték megfelels. 1 pont
3. Oldjuk meg az alédbbi trigonometrikus egyenletet a valés szdmok halmazan.
ctgr+3-tgx — 5 = =0
sinx
Megoldas.
e Az egyenletben szerepls kifejezések értelmezési tartomanya
x;«ég—&—kz-ﬂ',x;«élm‘, k,l,eZ.
1 pont
o Mivel ctgx = cosxj illetve tgz = smx, 1 pont
sinx cosx
e ezért sinx - cos x-szel beszorozva 1 pont
e acos’x+3-sin?x — 5cosz = 0 alakhoz jutunk. 2 pont
e Ekkor, mivel sin® z = 1 — cos? z, 1 pont
e a —2cos?x —5-sin®x + 3 = 0 egyenletet kapjuk. 1 pont
e Innen a cosz = a helyettesitéssel 1 pont
e a —2a% — 5a + 3 = 0 masodfoki egyenlet 1 pont
1
e megoldasai a; = —3 és ag = ok 2 pont
o A cosx = —3 egyenletnek nincs valés megoldésa, 1 pont
1

® acosx = 5 egyenletbdl pedig z = j:g +2-m-m, m € Z adodik. 1 pont
e Ezen értékek mindegyike megoldasa az eredeti egyenletnek. 1 pont

[14]
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4. Igazoljuk, hogy a haromszog koré irt kor kozéppontjanak a haromszog barmely oldalatol vett tavolsaga [16]
feleakkora, mint az ugyanezen oldalhoz tartozd magassagnak a csiics és a magassagpont kozé es6 szakasza.

Megoldas.
e Tekintsiik az alabbi abrat ahol M a haromszog magassagpontja, O a koré irt kor kézéppontja,
Fxy pedig a megfelel6 XY szakasz felez6pontjat jeloli. 4 pont
C

o Az Gsszefiiggést az AB oldalhoz tartozo magassagra bizonyitjuk, hasonldéan elvégezhetd a tobbire
is. Ekkor az FiaFyo és az FapFpc szakaszok parhuzamosak és egyenlGk, mert mindketts az
AC oldalhoz tartozo kozépvonal az AMC), illetve ABC haromszogben. 2 pont

° Igy az M FyaFao és OF sp Fpo haromszogek egybevagoak, mert oldalaik parhuzamosak, és egy
oldaluk azonos hosszisagu. 2 pont

e Igy az egymasnak megfelel§ oldalak hossza egyenls, vagyis példaul OFap = M Fyc = MC/2.

2 pont

e A bizonyitis hasonléan elvégezhetd tompaszdgii haromszogben is. 2 pont




Matematikai alapismeretek — 2. zh

M
e Derékszogi haromszog esetére pedig tekintsiik a kovetkezd abrat. 2 pont
c [
A

e Ekkor egyszertien lathato, hogy OFap kozépvonal az ABC haromszogben, igy

FapFpc = AC/2 = %

2 pont




Matematikai alapismeretek — 2. zh

5. A siksag egy pontjabol nézve két egyméas mogotti hegy azonos irdnyban van. A kozelebbi hegycstics 22°45/, [20]
mig a tavolabbi hegycstcs 38°28" emelkedési szogben latszik. Ha 450 métert megyiink a hegyek felé, akkor
a két hegycstcs kozos emelkedési szoge 47°24’. Milyen magasan vannak a hegycstcsok a siksig felett és
mekkora a hegycstcsok tavolsidga légvonalban?

Megoldas.
e Tekintsiik az alabbi abrat. 4 pont
B
y
450 m D E c
e A megadott szogekbdl a, illetve 5 egyszertien meghatarozhato: 1 pont
o o =24,65° [ =8,94°. 2 pont
e Az ADF haromszogben felirt szinusztételbdl 1 pont
e a = 417,24 m. 2 pont
e A DEF haromszogben a szinusz szogfiiggvény definiciojat felhasznalva 1 pont
e r ~ 307,13 m, ez az elsé hegycsics magassaga. 2 pont
e Az ADB héromszogben felirt szinusztételbsl 1 pont
e z = 1383,83 m, ez a hegycstcsok légvonalban mért tévolsaga. 2 pont
e A DEF és DCB haromszogek hasonlésagat felhasznélva 2 pont
e y = 1327 m adodik, ez a masik hegycsics magassaga. 2 pont
6. (a) Hatarozza meg az f: [3;5] — R f(z) = 2? — 62 + 10 fiiggvény inverzének hozzarendelési szabalyat, [10]
értelmezési tartomanyéat, valamint értékkészletét.
1 1
(b) Hatarozza meg az f(z) = peorii— fiiggvény paritasat. [5]
(c) Adja meg az f(x) = —2 - ctg(—2x) figgvény (legkisebb pozitiv) periodusat. [5]
Megoldas.
(a) e Teljes négyzetté alakitas: f(x) = 22 — 6z + 10 = (v — 3)% + 1. 2 pont
e A [3;5] halmazon ennek a fiiggvénynek az értékkészlete [1;5]. 2 pont
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Ezen a halmazon a fiiggvény szigort monoton névg, tehat van inverze.
Az inverz értelmezési tartomanya: Dy-1 = [1;5].

Az inverz értékkészlete: Ry-1 = [3;5].

A fliggvény értelmezési tartoménya R \ {—1;1}, ez a halmaz origéra szimmetrikus.

Tekintsiik a fiiggvény —z helyen felvett helyettesitési értékét, ami

1 1 1 1
—r+1 —z—1 z+41 =x-1

fl=z) = = f(@).

Ebbdl kovetkezik, hogy a fiiggvény péaros.

A fiiggvény periddusat a valtozoéérték-transzformécié véaltoztatja csak meg,

ami jelen esetben a felére csékkenti,

. .. , . . ™
igy a fliggvény periédusa p = 5

2 pont
2 pont
2 pont

1 pont

3 pont

1 pont

1 pont
1 pont

3 pont




9 | Szamsorozatok

Szamsorozatok megadasa, rekurziv és explicit alakok

1. Feladat. Folytassuk az alabbi sorozatokat néhany tovabbi taggal, illetve adjuk meg a soro-
zatok (egy lehetséges) altalanos tagjat.

(a) 2; 2, 2; ... (e) 7; 15; 31; 63; ... (1)12.§ L
(b) 3; 7; 11; 15; () 2,7, 2 7 2 7, 234 5’
) b ) ) ) ) ) ) ) ) (J) 1(37 8 2; 1; o
(c) 1; =1; 1; =1; 1;... (g) 2; 3; 5, 7; 11; 13; ... K 112 3 5 8
(d) 5; 10; 20; 40; (h) 0; 1; 4; 9; 16; ... (1) 0: 10; 1110; 3110:
2. Feladat. Adjuk meg az alabbi sorozatok elsé néhany tagjat.
(a) @y =5n+2 (8) hn = logs(V/3")
= —2
(b) by =3"— 7 g, = T2
(¢) ca=2-(=1)" oo
() d _ <n7r) (i) jn =
n = sin [ —— ,
1 () /- 2" >R, f(z)=2*—1
(€) fo=n*+3n-1 k) f:Z+ >R, fz)=2"—1
)

() go =10 (=1)" — 15 - (—1)"*!
(1) es =1, ea =2, e3 =14, €13 =26, — €p11+3€pso, N EZLT

3. Feladat. Hatarozzuk meg az A és B paraméterek értékét, ha az a, = A -n + B sorozat
masodik tagja 7, hetedik tagja pedig 22.

4. Feladat. Adjuk meg altaldnos tagjaval azt a sorozatot melynek n. tagja az n. nemnegativ,
3-mal osztva ketté maradékot ado szam. Hanyadik tagja a sorozatnak a 1797 Es a 2567

5. Feladat. Adjuk meg az alabbi sorozatok értékkészletét.
(a) an = =2+ (1) + 2 (~1)"*"

n-m

(b) b, = cos (T)

(c) ¢, = 12" utols6 szamjegye
25

Q) d, = |2

@ d = |32]

230
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6* Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok ltalanos tagjanak (egy) explicit és rekurziv
alakjat.

(b) —5; 5; —5; 5; —5;

(c) 3; 5; 3; 5; 3;

(d) 4; 6; 8 10; 12;

(e) 1; 3; 9; 27; 81;

(f) 1; 2; 5; 10; 17; ... (A szomszédos tagok kiilonbségei szamtani sorozatot alkotnak.)
(g) V3; VT; V11; V15; ... (Szamtani sorozat tagjaibol vontunk négyzetgyokot.)

(h) %; %; é; %; (Szamtani sorozat tagjainak reciprokai.)

7*Feladat. Adjuk meg az alabbi explicit médon megadott sorozatok egy rekurziv alakjat.

(a) a, =2n-5 (d) d, =nl!
_9.2n 1
(c) ¢, =n? "

8. Feladat. Adjuk meg az alabbi rekurziv médon megadott sorozatok egy explicit alakjat.

Cn+1

(@) ay =1, apy1 —a, =3, n € Z" (c) ¢ =1, =c,, nC€Z"
c
bn+1 "
b) by =1, =3, neZt 2
®) & bn (d) di =2, dy = 3;dpy0 = (dgl) , neL

Szamtani sorozatok

9. Feladat. Folytassuk az alabbi sorozatokat tgy, hogy szamtani sorozatot kapjunk. Adjuk
meg a szamtani sorozat differenciajat is.

(a) 2; 2; ... (d) v2; V3; ... (f) sinm; sin(27); ...

L1 le2: 1g3: ...

10. Feladat. Valasszuk ki az aldbbi sorozatok kozil a szadmtani sorozatokat.

() ap =2 (€) ¢ =27 — 2! (K) f, =8
1
N () d, = > t2 (g) g1 =75,
(b) by = 11 1 Gni1 — gn =6, n € Z*
ntd (e) en:2n+1 (h) hy, = sin(nm) + 2

n
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11. Feladat. Igaz-e, hogy egy szamtani sorozat minden k. tagja (k € Z*, k > 1) is szamtani
sorozatot alkot?

12. Feladat. Miért ,szamtani” a szamtani sorozat?

13. Feladat. Egy szamtani sorozat 6todik tagja 44, tizedik tagja 79. Hatarozzuk meg a sorozat
altalanos tagjat.

14. Feladat. Egy szamtani sorozat tizedik tagja 25, huszonotodik tagja 70. Adjuk meg a sorozat
elsé tagjat, differenciajat, szazadik tagjat, elsé 125 tagjanak az Osszegét, valamint hatarozzuk
meg, hogy a sorozat hany tagja esik 1000 és 2000 kozé (a hatarokat is beleértve).

15. Feladat. Igazoljuk, hogy minden szamtani sorozat felirhat6 a,, = An+ B alakban, alkalmas
A és B valos szamokkal.

16. Feladat. Iktassunk be a 7 és az 57 kozé
(a) 9 (b) 4 (c) 1
tagot, hogy a megadottakkal egyiitt szamtani sorozatot alkossanak.
17. Feladat.
(a) Toltstink ki egy 3 x 3-as biivos négyzetet a 3; 8; 13; 18; 23; 28; 33; 38; 43 szamokkal.

(b) Igazoljuk, hogy ha kilenc szam szamtani sorozatot alkot, akkor azokkal mindig kitolthetd
egy 3 X 3-as biivos négyzet.

18. Feladat. Egy szamtani sorozat negyedik tagja 5. Hatarozzuk meg az elsé 7 tag Gsszegét.

19. Feladat. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak osszege 33, szorzatuk 1232. Hatarozzuk
meg azt a harom tagot.

20. Feladat. Egy szamtani sorozat els6 két tagjanak négyzetosszege 74, masodik és harmadik
tagjanak négyzetosszege 130. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és a differenciat.

21. Feladat. Hatarozzuk megaz S =14+2—-3+4+5—-6+ 7+ ... — 2019 Gsszeget.

22. Feladat. Osszeszoroztuk az 5 elsé 2019 pozitiv egész kitevds hatvanyat. Hany jegyt szamot
kaptunk?

23. Feladat. Egy szinhaz nézétere trapéz alaki, az elsé sorban 12 szék van, majd minden
tovabbiban kett&vel tobb, mint az el6zében.

a) Hany 6 befogadaséara alkalmas a nézétér, ha Osszesen 20 sor van?
y g
(b) Hany sor van, ha 1610 néz6 teljesen megtolti a nézdteret?

24. Feladat. Osszeadtuk 3-t6l kezdve a 3-mal oszthato6 pozitiv egész szamokat. Legalabb hany
tagot adtunk Ossze, ha az 6sszeg Otjegyd lett?

25. Feladat. Egy szamtani sorozatban ay = —74;a, = 290, a kozbiils6 tagok Osszege 1404.
Hatarozzuk meg n értékét.

26. Feladat. Peti egy 1018 oldalas konyv olvasasba kezdett bele. Az els6 nap 17 oldalt olvas
ki, majd minden nap 5-tel tobbet, mint az el6zén.

(a) Hany nap alatt olvassa ki a konyvet?

(b) Hany oldalt olvas az utols6 napon?
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Mértani sorozatok, alkalmazasok

27. Feladat. Folytassuk az aldbbi sorozatokat tgy, hogy mértani sorozatot kapjunk. Adjuk
meg a mértani sorozat hanyadosat is.

(8) 2 2 () %; %; -

(b) 2; 4; . 5 3

(c) L -1 () 35 =55

(d) 7; 0; ... (i) cosm; cos2m; ...
(e) 0; 6; ... (j) 1g2; 1g3; ...

(a) an = 22 (e) e, = %

(0) b=y (©) fo =

(c) cn =27 — 21 (g) g1 =5, ggzl —6, neZt
(d) d, = Snz— 2 (h) h, = cosnm

29. Feladat. Igaz-e, hogy egy mértani sorozat minden k. tagja (k € Z*, k > 1) is mértani
sorozatot alkot?

30. Feladat. Miért ,mértani” a mértani sorozat?

31. Feladat. Egy mértani sorozat harmadik tagja 40, hatodik tagja 320. Hatarozzuk meg a
sorozat altalanos tagjat.

32. Feladat. Egy mértani sorozat harmadik tagja 6, kilencedik tagja 162. Adjuk meg a so-
rozat elsé tagjat, hdnyadosat, huszonegyedik tagjat, els6 hiisz tagjanak az Osszegét, valamint
hatérozzuk meg, hogy a sorozat hany tagja esik 1000 és 2000 kozé (a hatarokat is beleértve).

2
33. Feladat. Iktassunk be a 9 és a 13122 kozé
(a) 9 (b) 4 (c) 1
tagot, hogy a megadottakkal egyiitt mértani sorozatot alkossanak.

34*Feladat. Kitoltottiink egy Stoslottoszelvényt (az 1-90 szamok koziil bejeldltiink 5-6t) gy,
hogy a bejelolt szamok egy egynél nagyobb hanyadost mértani sorozatot alkotnak. Hanyféle-
képpen tehettiik ezt meg?

35. Feladat. Egy haromszog oldalainak hosszai egy mértani sorozat egymast kévets elemei.
Milyen hatarok kozé eshet a sorozat hanyadosa?

36. Feladat. Egy mértani sorozat negyedik tagja 5. Hatarozzuk meg az els§ 7 tag szorzatat.
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37. Feladat. Egy mértani sorozatban az els6 két tag Osszege 8, a méasodik és harmadik tag
Osszege 24. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat.

38. Feladat. Egy mértani sorozatban az els6 és a harmadik tag Osszege 20, az 6todik és
harmadik tag kiilonbsége 144. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat.

39. Feladat. Egy mértani sorozatban a negyedik és az elsé tag kiilonbsége 52, az masodik és
az els6 tag kiilonbsége 4. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat.

40. Feladat. Egy mértani sorozat elsé hét tagjat tekintve az els6 harom tag Osszege 26, mig
az utols6 harom 6sszege 2106. Mennyi a hét tag Osszege?

41. Feladat. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak osszege 26, az elsé harom tag szorzata
pedig 216. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és hanyadoséat.

42. Feladat. Egy 60°-o0s szogtartomanyba a szogszarakat és egymast is érinté koroket frtunk.
Hatarozzuk meg a szomszédos korok sugarainak ardnyat.

43* Feladat. Adjunk (explicit) képletet az alabbi sorozatok altaldnos tagjéra.
(a) 1; 11; 111; 1111; ...
(b) 53; 553; 5553; ...
(c) 23; 2233; 222333; ...

44. Feladat. Harom pozitiv egész szam egyszerre egymas utani harom tagja egy szamtani és
egy mértani sorozatnak is. Hatarozzuk meg a hianyzo két szdmot, ha a hdrom szam egyike a 6.

45. Feladat. Harom szdm szamtani sorozatot egymés utani harom tagja, osszegiik 30. Ha az
utolsot ottel megnoveljiik, egy mértani sorozat harom szomszédos elemét kapjuk. Hatarozzuk
meg ezt a hdrom szamot.

46. Feladat. Harom szam egy szamtani sorozatot szomszédos elemei, Osszegiik 51. Ha az
els6t kilenccel a méasodikat eggyel megnoveljiik, a harmadikat néggyel csokkentjiik, egy mértani
sorozat harom szomszédos elemét kapjuk. Hatarozzuk meg ezt a hdrom szamot.

47. Feladat. Harom szam mértani sorozatot alkot, Osszegiik 26. Ha az els6hoz egyet hoz-
zdaadunk, a harmadikbol kilencet elvesziink, egy szamtani sorozat szomszédos tagjait kapjuk.
Hatarozzuk meg ezt a harom szamot.

48¥* Feladat. Egy mértani sorozat elsé hat tagjanak Osszege 728; az elsé hat tag koziil ha a
paros indextiek 6sszegébdl levonjuk a paratlan indextiek Osszegét 364-et kapunk. Hatarozzuk
meg a sorozat els tagjat és a hanyadosat.

49%* Feladat. Egy mértani sorozatban a; + as + a5 = 182, ay + a4 = 60. Hatarozzuk meg a
sorozat els6 tagjat és a hanyadosat.

50. Feladat. Egy gyar termelése havonta 3%-kal né.

(a) Hany szézalékkal ng a termelés egy év alatt?

(b) Mennyi id6 alatt haromszorozodik meg a termelés?
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51. Feladat. Ha egy szamitogépet megvasarolunk, értéke a kicsomagolas és az elsé hasznélat-
bavétel okan 20%-kal csokken. Ezutan a gép minden honapban 5%-ot veszit értékébdl.

(a) Hany széazalékkal csokken az értéke egy év alatt?

(b) Hany év alatt csokken a gép értéke az eredeti értéke negyedére?
52. Feladat. Egy 10 literes oldat 80%-os. Kimeriink bel6le 5 decilitert és a helyére vizet tesziink,
majd elkeverjiik. (A feladat megoldasanal a folyamat soran bekovetkezd térfogatcsokkenéstol
eltekintiink.)

(a) A fenti eljarast tizszer végrehajtva hany szézalékos oldatot kapjunk?

(b) Hanyszor kell a fenti eljarast megismételniink, hogy az oldat toménysége 10% ala csok-
kenjen?



Megoldasok

Szamsorozatok megadasa, rekurziv és explicit alakok

1. Feladat. Folytassuk az aldbbi sorozatokat néhany tovabbi taggal, illetve adjuk meg a soro-

zatok (egy lehetséges) dltalanos tagjat.

(a) 2; 2; 2; (e) 7; 15; 31; 63;
(b) 3; 7; 11; 15; (f) 2, 7,2, 7, 2, 7,
(c) 1 =1 1. (g) 2; 3; 5; 7; 11; 13;
(d) 5; 10; 20; 40; (h) 0; 1; 4; 9; 16; ...
Megoldas.
(a) 2; 2; 2 a, = 2
(b) 19; 23; 27; ... by =4dn—1
(c) —=1; 1; =15 1; ... ¢, = (—1)"*!
(d) 80; 160; 320; d, =527
() 127; 255; e1 =7, ens1 =2en+1, n€Z*
£) 2,7 2,7 2, 7 foko1 =2, fo =T, k€L
(g) 19; 23; 29; 31; gn az n. primszam
(h) 25; 36; 49; ... hy, = (n—1)?
L0 67 _ n
WE 7 g =i
n—5
3) —%; i; —%; N (%) (=1t

(k) 13; 21; 34; 55;
(1) 132110; 1113122110;

an :ig = 1, in+2 :in+1 +Zn, n € Z+

236

1: 1; 2; 3; 5; §;

(Fibonacci-sorozat)

Nézd és mondd sorozat: hany darab milyen jegyet latunk?
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2. Feladat. Adjuk meg az alabbi sorozatok elsé néhany tagjat.

(a) an =5n+2 (8) hn = logs(V/3")
(b) by =3"—7 W g, = P2
(¢) ¢n=2-(=1)" n+5
(d) d, = sin (u) )
" 4 G) f:Z" >R, flz)=2>—1
e) fn=n>+3n-1 k) f:Zt >R, f(z)=2*—1
)

(1) es =1, ea =2, e3 =14, €13 =26, — €p11+3€p4o, N E€ZLT

Megoldas.
(a) 7, 12, 17, 22, 27, 32, ... (&) % ; 1, % g 5 g g 5
(b) —4, 2, 20, 74, 236, 722, (h) 4, -3, 2. 1,012 3 4
(c) —12, 2, —? 2, =2, 12’ R () 3,33 3,33, 3,3
(@) 5 L 5 0 =T —lom s () 0,38, 15, 24, 35, 48, 63, 80
(¢) 3, 9, 17, 27, 39, 53, 69, 87, 107, ... (k) 1,3, 7,15, 31, 63, 127,255,511,
(€ _25. 25, 25, 25, —25. ... () 1, 2, 4, 12, 36, 104, 300, 868,

3. Feladat. Hatarozzuk meg az A és B paraméterek értékét, ha az a, = A -n + B sorozat
masodik tagja 7, hetedik tagja pedig 22.

Megoldas. A=3, B=1

4. Feladat. Adjuk meg altaldnos tagjaval azt a sorozatot melynek n. tagja az n. nemnegativ,
3-mal osztva kettd maradékot add szam. Hanyadik tagja a sorozatnak a 1797 Es a 2567

Megoldas. A sorozat altalanos tagja a, = 3n — 1. A 179 a sorozat 60. tagja, a 256 pedig nem
tagja a sorozatnak.

5. Feladat. Adjuk meg az alabbi sorozatok értékkészletét.
(@) a, = —2-(=1)"+2-(=1)"*!
(b) b, = cos <H>
2
(¢) ¢, = 12" utols6 szamjegye

va[2]
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Megoldas.
(a> {47 _4}
(b) {1,0,—1}

)
(c) {2,4,6}
(d) {12,6,4,3,2,1,0}

6* Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok ltalanos tagjanak (egy) explicit és rekurziv
alakjat.

(b) —5; 5; —5; 5, —5;
(¢) 3; 5: 3; 5; 3;
(d) 4; 6; 8; 10; 12;
(e) 1; 3; 9; 27; 8L;
(f) 1; 2; 5; 10; 17, (A szomszédos tagok kiilonbségei szamtani sorozatot alkotnak.)
(g) \/_ VT, V11; \/_; . (Szamtani sorozat tagjaibol vontunk négyzetgyokat.)
(h) % % é il; (Szamtani sorozat tagjainak reciprokai.)
Megoldas.
(a) a, =5, a1 =5, Qpp1 = ap, N € LT
(b) by, = (—1)"-5, by = =5, b1 = —bp, n€ZT
(c) ¢ =4+ (=1)", c1=3, cpp1=cp+2-(=1)"" neZ"
(d) d, =2n+2, d =4, dyy1=d,+2, neZ*t
(e) e, =3""1 er=1, enp1 = 3e,, n € LT

(f) fn:<n_1)2+17 f1:17 fn+1:2n_1+fmnez+

n dn + 3

(g) Egyrészt g, = v4n — 1, illetve a Intl _ 4n i ] egyenletbdl

gn n
dn + 3
= V3, Gni1 = Gp - ., neZL.
B =V, gur = gn -\ =0 7
1
) L. hony1 3n+2 e 1ex
(h) Egyrészt h, = 31’ illetve a = egyenléségbdl
n— n
3n—1
3n—1
=5 hopr =hy o n €LY
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7*Feladat. Adjuk meg az alabbi explicit médon megadott sorozatok egy rekurziv alakjat.

(a) a, =2n—5 (d) d, =nl!
(c) ¢, =n? " "
Megoldas.

(a) ay = -3, apy1=a,+2, n€Z" (c)er=1,cpu1=cp+2n+1, nezZr
b b1:6,bn1:3bn,nEZ+ d dlzl,dnlzdnn+1,n€Z+

- +

3n+4 3n+1 1

(e) Egyrészt e =4 és e, — e, = :_:_1 — n;— alapjan e, 1 = e, — m, nezt.

8. Feladat. Adjuk meg az aldbbi rekurziv médon megadott sorozatok egy explicit alakjat.

Cn+1

(@) a1 =1, apy1 —a, =3, nezZ*t (c) ¢ =1, . =c,, NELT

(b) b =1, bZZl =3 nelt () dy =2, do = 3;dps0 = (d’;l“)z, nezt
Megoldas.

(a) a, =3n—2 (b) b, =31 (c) cn=1 @ d=2. (g)nl

Szamtani sorozatok

9. Feladat. Folytassuk az aldbbi sorozatokat tgy, hogy szamtani sorozatot kapjunk. Adjuk
meg a szamtani sorozat differenciajat is.

(a) 2; 2; ... (d) v2; V3; ... (f) sinm; sin(27);
(b) 25 3; ... () & L (8) 1g2; lg3;
(c) 15 —1; 29
Megoldas.
(a) 2 d=0
(b d=1

) 4
(c) — d= -2
(d) 2 f—f 3v3-2v2, 43 -3v2; ... d=+3-V2
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1 1 1
= 0; —=; ... d=—=
(e) 67 ) 67 6
(f) 0; 0; ... d=0
(g) 21g3 —1g2; 3lg3 —21g2; 41g3 —31g2; ... d=1g3 —1g2

10. Feladat. Valasszuk ki az alabbi sorozatok koziil a szamtani sorozatokat.

(4) ay = (©) e =27 -2 (®) fu =8
1
e () d, = 22 (8) g1 =75,
(b) bn=n+n 4 gn+1_gn:6an€Z+
ntd (e) en:2n+1 (h) h, =sin(nm) + 2

n

Megoldas. Szamtani sorozatok: a,, by, dyn, fu, Gn, hn.

11. Feladat. Igaz-e, hogy egy szamtani sorozat minden k. tagja (k € ZT, k > 1) is szamtani
sorozatot alkot?

Megoldas. Igen, a differencia az eredeti sorozat differenciajénak k-szorosa.

12. Feladat. Miért ,szamtani” a szamtani sorozat?

Megoldas. A tagjaira fennall az
p-1+ Ap41

2

Ay —

Osszefiiggés, ha n > 1.

13. Feladat. Egy szamtani sorozat 6todik tagja 44, tizedik tagja 79. Hatarozzuk meg a sorozat
altalanos tagjat.

Megoldas. a, = Tn + 9.

14. Feladat. Egy szamtani sorozat tizedik tagja 25, huszonétodik tagja 70. Adjuk meg a sorozat
elsé tagjat, differenciajat, szazadik tagjat, elsé 125 tagjanak az Osszegét, valamint hatarozzuk
meg, hogy a sorozat hany tagja esik 1000 és 2000 kozé (a hatarokat is beleértve).

Megoldas. Az ayg = a1 + 9d és ass = a; + 24d egyenletekbe torténs behelyettesitéssel
kapott egyenletrendszer adja: a; = —2, d = 3. Ekkor ayp9 = 295, Si; = 23000. Mivel
azss = 1000; aggs = 1999, ezért 1000 és 2000 kozé a sorozat 334 tagja esik.

15. Feladat. Igazoljuk, hogy minden szamtani sorozat felirhat6 a,, = An+ B alakban, alkalmas
A és B valos szamokkal.

Megoldas. Az a; kezdGtagi, d differenciaja szamtani sorozat altalanos tagja
apn=a1+(n—-1)d=d-n+a —d,
igy A =d és B = a; — d valasztas megfeleld.



FEJEZET 9. SZAMSOROZATOK 241

16. Feladat. Iktassunk be a 7 és az 57 kozé

(a) 9 (b) 4 (c) 1
tagot, hogy a megadottakkal egyiitt szamtani sorozatot alkossanak.
Megoldas.

(a) 12;17;22;27;32;37;42;47; 52
(b) 17;27;37;47
(c) 32

17. Feladat.

(a) Toltsiink ki egy 3 x 3-as biivos négyzetet a 3;8; 13; 18; 23; 28; 33; 38; 43 szamokkal.

(b) Igazoljuk, hogy ha kilenc szam szamtani sorozatot alkot, akkor azokkal mindig kitolthets
egy 3 X 3-as biivos négyzet.

Megoldas.
18143 | 8 a—d |a+4d | a — 3d
(a) | 13|23 33 M| a—2d| a |a+2d
381 3 | 28 a+3d|a—4d | a+d

18. Feladat. Egy szamtani sorozat negyedik tagja 5. Hatarozzuk meg az els§ 7 tag Osszegét.

Megoldas. 35

19. Feladat. Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 33, szorzatuk 1232. Hatarozzuk
meg azt a harom tagot.

Megoldas. 8, 11, 14
20. Feladat. Egy szamtani sorozat els6 két tagjanak négyzetosszege 74, masodik és harmadik
tagjanak négyzetosszege 130. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és a differenciat.

Megoldas. a; =5, d =2

21. Feladat. Hatédrozzuk meg az S =14+2—-34+4+5—-6+ 7+ ... — 2019 Osszeget.
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Megoldas. A fenti 6sszeg felbonthaté az

1+ 2017
51:1+4+...+2017:%-673:679057,
2 42018
52:2+5+...+2018:+T~673:679730,
342019
33:3+6+...+2019:%-673:680403

Osszegekre, igy S = 51 + s9 — s3 = 678384.

22. Feladat. Osszeszoroztuk az 5 elsé 2019 pozitiv egész kitevds hatvanyat. Hany jegyt szamot
kaptunk?

Megoldas. A szorzat

5.52.  .52019 _ pl+2+..42019 _ 5122020 _ 52039190
Ha ennek vessziik a 10-es alapt logaritmusat, akkor megkapjuk a szdmjegyeinek szamat. Mivel

1g(52%39199) = 2039190 - Ig 5 ~ 1425332,64,

ezért a szam 1425333 jegy.

23. Feladat. Egy szinhaz nézétere trapéz alaki, az elsé sorban 12 szék van, majd minden
tovabbiban kettdvel tobb, mint az el6zében.

(a) Hany f6 befogadasara alkalmas a nézétér, ha dsszesen 20 sor van?

(b) Hany sor van, ha 1610 nézd teljesen megtolti a nézéteret?

Megoldas.
(a) Soo = 212*27& £20 = 620
(b) Mivel
S, = 1610 — 2'1“(2"_1)'2-71,
igy az n; = 35 és ny = —46 megoldasok adodnak, tehat a nézétéren 35 sor van.

24. Feladat. Osszeadtuk 3-t6l kezdve a 3-mal oszthato pozitiv egész szamokat. Legalabb hany
tagot adtunk Ossze, ha az Osszeg Otjegyii lett?

Megoldas. A 3 kezdétagu, 3 differenciaju szamtani sorozat elsé n tagjanak Osszege

2.3 —1)-3
_ +(Z )3

Az S, > 10000 egyenléStlenséget megoldva, a megoldéashalmaz pozitiv szdmokbol allo részhal-
mazabol kapjuk, hogy legaldbb 82 tagot adtunk Gssze.

Sn
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25. Feladat. Egy szamtani sorozatban a; = —74;a, = 290, a kozbiils6 tagok Osszege 1404.
Hatarozzuk meg n értékét.

—74 + 290
Megoldas. Az S, = —74 + 1404 4 290 = T—i_ -n egyenletbdl n = 15 adodik.

26. Feladat. Peti egy 1018 oldalas konyv olvasésba kezdett bele. Az els6 nap 17 oldalt olvas
ki, majd minden nap 5-tel tobbet, mint az el6zén.
(a) Hany nap alatt olvassa ki a konyvet?

(b) Hany oldalt olvas az utols6 napon?

Megoldas.

(a) Az

2-17+(n—1)-5
2

egyenlGtlenség legkisebb pozitiv megoldasa 18, igy a konyvet 18 nap alatt olvassa ki.

(b) Mivel Si7 = 969, igy az utols6 napon 1018 — 969 = 49 oldalt olvas el.

Sy =

-n > 1018

Mértani sorozatok, alkalmazasok

27. Feladat. Folytassuk az aldbbi sorozatokat tgy, hogy mértani sorozatot kapjunk. Adjuk
meg a mértani sorozat hanyadosat is.

) 1 1
(a) 2; 2 (8) 5: 3+ -
(b) 2; 4; . 5 3
W 2 -2
(c) 1, —1; 3 Ty
(d) 7; 0; ... (i) cosm; cos2m; ...
(e) 0; 6; ... (j) 1g2; 1g3; ...
(f) v2; V3;
Megoldas.
(a) 2,2 ... g¢=1 @ 2. 2. g2
55 a3 e =
(b) & 16; ... q= 33
33 3° 9
(c) 1, —1; ... g=—1 (h) 230 Tgs 1=
(d) 0; 0; ... qg=20 (i) —1; 1; ... g=—1
(e) Nem lehet mértani sorozat. i (Ig3)? (1g3)* .- Ig3
() 3 3V3 _iﬁ lg2 7 (Ig2)? lg 2

ﬁa 92 y e q_\/§
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28. Feladat. Valasszuk ki az alabbi sorozatok koziil a mértani sorozatokat.

@) am=2" (e) en = %

(0) b= ooy (0 f,=5

(c) ¢, =27 —2n1 (g) g1 =5, g;zl =6, ne€Z"
(d) dy = 3”: 2 () hn = cosnm

Megoldas. Mértani sorozatok: a,, b,, ¢n, fn, Gn, hn.

29. Feladat. Igaz-e, hogy egy mértani sorozat minden k. tagja (k € Z*, k > 1) is mértani
sorozatot alkot?

Megoldas. Igen, a hanyados az eredeti sorozat hanyadoséanak k-adik hatvanya.

30. Feladat. Miért ,mértani” a mértani sorozat?

Megoldas. A tagjaira fennall az

Qp = /Qp—1 * Qp+1

Osszefliggés (nemnegativ tagok esetén).

31. Feladat. Egy mértani sorozat harmadik tagja 40, hatodik tagja 320. Hatérozzuk meg a
sorozat altalanos tagjat.

Megoldas. a,, =5 - 2"

32. Feladat. Egy mértani sorozat harmadik tagja 6, kilencedik tagja 162. Adjuk meg a so-
rozat els6 tagjat, hdnyadosat, huszonegyedik tagjat, els6 hisz tagjanak az Gsszegét, valamint
hatérozzuk meg, hogy a sorozat hany tagja esik 1000 és 2000 kozé (a hatarokat is beleértve).

Megoldas. Az a3 = a; - ¢, ag = a; - ¢© egyenletekbe torténd behelyettesitéssel kapott egyen-
letrendszer két megoldast ad: a1 = 2, ¢ = +v/3. (Tehat két, a feladat feltételeinek eleget teve
sorozat létezik.) Mindkét esetben ag; = 118098 valamint

V3 1

~ 161322,1361, ha ¢ = V/3,
V31 !

520:2-

és

( \/3)20 1
T /Bo1

Mivel |ajo| ~ 841,77, a3 = 1458 és \a14\ ~ 2525,33, ezért 1000 és 2000 kozé a sorozat egyetlen

tagja esik.

Sop =2 A~ —43226,1361, ha ¢ = —V/3.
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2
33. Feladat. Iktassunk be a 9 és a 13122 kozé
(a) 9 (b) 4 (c) 1
tagot, hogy a megadottakkal egyiitt mértani sorozatot alkossanak.

Megoldas.

2 2
(a) 3’ 2; 6; 18; 54; 162; 486; 1458; 4347 vagy —3 2; —6; 18; —54; 162; —486; 1458; —4347

(b) 2; 18; 162; 1458
(c) 54 vagy —b4

34*Feladat. Kitoltottiink egy Stoslottoszelvényt (az 1-90 szamok koziil bejeldltiink 5-6t) gy,
hogy a bejelolt szamok egy egynél nagyobb hanyadost mértani sorozatot alkotnak. Hanyféle-
képpen tehettiik ezt meg?

Megoldas. Ha az elsé szam 1, a hanyados lehet 2, 3, de 4 mar nem mert 1-4* = 256 > 90. Igy
eggyel kezd6ds sorozat dsszesen ketts van. Ha a legkisebb bejeldlt szam 2, akkor a 2 - 2* = 32,
2 - 3* = 162 Osszefiiggések miatt csak egy helyes kitoltés van. Ugyanigy lathato, hogy nagyobb
kezdStagokra is csak kettS lehet a hanyados. Mivel 3 - 2% = 48, 4 -2* = 64, 5-2* = 80 és
6 - 2* = 96, ezért csak harom tovabbi sorozat van. Osszesen tehat hat, a feladat feltételeinek
megfelels kitoltés lehetséges.

35. Feladat. Egy haromszog oldalainak hosszai egy mértani sorozat egymast kévets elemei.
Milyen hatarok kozé eshet a sorozat hanyadosa?

Megoldas. Az altalanossidg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy a sorozat hanyadosara g > 1,
valamint, hogy a haromszog legrovidebb oldala 1 hossztsagi. Ekkor a haromszog-egyenlGtlenség
alapjan felirt 0 > ¢> — ¢ — 1 egyenlétlenséghdl adodik a megoldas:

1++/5

1<g< .
=~q 9

36. Feladat. Egy mértani sorozat negyedik tagja 5. Hatarozzuk meg az els§ 7 tag szorzatat.

Megoldas. 57 = 78125

37. Feladat. Egy mértani sorozatban az els§ két tag Osszege 8, a masodik és harmadik tag
Osszege 24. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat.

Megoldas. a; =2, g =3
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38. Feladat. Egy mértani sorozatban az elsé és a harmadik tag Osszege 20, az 6todik és
harmadik tag kiilonbsége 144. Hatarozzuk meg a sorozat els6 tagjat és hanyadosat.

Megoldas. a1 =2, ¢ = 43

39. Feladat. Egy mértani sorozatban a negyedik és az elsé tag kiilonbsége 52, az masodik és
az elsé tag kiilonbsége 4. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat.

4
Megoldas. a; =2, ¢ =3 vagy a; = 4= —4

40. Feladat. Egy mértani sorozat elsé hét tagjat tekintve az els6 harom tag Osszege 26, mig
az utols6 harom 6sszege 2106. Mennyi a hét tag Osszege?

Megoldas. A feladat feltételeinek két sorozat tesz eleget.

e Ha ¢ =3 és a; = 2, akkor S; = 2186.

26 14222
. Haq:—3é8a1:7,akkor57:T.

41. Feladat. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak osszege 26, az els6 harom tag szorzata
pedig 216. Hatarozzuk meg a sorozat elsé tagjat és hanyadoséat.

1
Megoldas. a; =2, g =3 vagy a; = 18, ¢ = 3

42. Feladat. Egy 60°-os szogtartomanyba a szogszarakat és egymast is érinté koroket irtunk.
Hatarozzuk meg a szomszédos korok sugarainak aranyat.

Megoldas. 3

43* Feladat. Adjunk (explicit) képletet az alabbi sorozatok altaldnos tagjéra.
(a) 1; 11; 111; 1111; ...
(b) 53; 553; 5553; ...
(c) 23; 2233; 222333; ...

Megoldas.
10" -1
10n+1 -1
b) b,=5 —— — 2
(b) -
10" -1 10" -1
(¢) ¢, =3- +10™-2-
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44. Feladat. Harom pozitiv egész szam egyszerre egymas utani harom tagja egy szamtani és
egy mértani sorozatnak is. Hatarozzuk meg a hianyzo két szdmot, ha a hdrom szam egyike a 6.

Megoldas. Csak a konstans sorozat tesz eleget a feltételnek, igy a hianyzo két szam is a 6.

45. Feladat. Harom szam szamtani sorozatot egymés utani harom tagja, osszegiik 30. Ha az
utolsot Gttel megnoveljiik, egy mértani sorozat harom szomszédos elemét kapjuk. Hatarozzuk
meg ezt a harom szamot.

Megoldas. 5; 10; 15 vagy 20; 10; 0

46. Feladat. Harom szam egy szamtani sorozatot szomszédos elemei, Osszegiik 51. Ha az
els6t kilenccel a mésodikat eggyel megnoveljiik, a harmadikat néggyel csokkentjiik, egy mértani
sorozat hédrom szomszédos elemét kapjuk. Hatarozzuk meg ezt a hdrom szamot.

Megoldas. 3; 17; 31 vagy 18; 17; 16

47. Feladat. Harom szdm mértani sorozatot alkot, Osszegiik 26. Ha az els6hoz egyet hoz-
zdadunk, a harmadikbol kilencet elvesziink, egy szémtani sorozat szomszédos tagjait kapjuk.
Hatarozzuk meg ezt a harom szamot.

Megoldas. 2; 6; 18 vagy 18; 6; 2

48¥* Feladat. Egy mértani sorozat elsé hat tagjanak Osszege 728; az elsé hat tag koziil ha a
paros indextiek 0sszegébdl levonjuk a paratlan indextek Osszegét 364-et kapunk. Hatarozzuk
meg a sorozat elsd tagjat és a hanyadosét.

Megoldas. Legyen A = ay + az + as. Ekkor as + a4 + ag = Aq, amibsl Aq + A = 728 és
Aq — A = 364 adodik. Ezek alapjan A = 182 és g = 3 és a sorozat elsé tagja a; = 2.

49* Feladat. Egy mértani sorozatban a; + as + a5 = 182, ay + a4 = 60. Hatarozzuk meg a
sorozat elsé tagjat és a hdnyadosat.

1 1 1
Megoldas. Mivel 182 = as - (—2 +1 —|—q2) és 60 = ag - (— +q> , lgy az @ = (— —i—q)
q q q

helyettesitéssel a 182 = ag - (2% — 1), 60 = a3 - = egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletek
10 3

hényadosat véve adodik, hogy z; = 3 és 19 = T
10 ) .
e Ha x = 3 akkor ¢ = 3 és qu = 3 adodik.

3
e Haz = ~10’ akkor nem kapunk valés megoldast.

1
Ha ¢ = 3 akkor a; = 2; ha ¢ = 3 akkor a; = 486.
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50. Feladat. Egy gyar termelése havonta 3%-kal né.

(a) Hany szézalékkal ng a termelés egy év alatt?

(b) Mennyi id§ alatt haromszorozodik meg a termelés?
Megoldas.

(a) Mivel 1,03'2 ~ 1,4258, ezért koriilbeliil 42,58%-kal n6 a termelés egy év alatt.

(b) Az 1,03" = 3 egyenlet megoldasabol n ~ 37,16, azaz a termelés a 38. hénapban harom-
szorozodik meg.

51. Feladat. Ha egy szamitogépet megvasarolunk, értéke a kicsomagolas és az elsé hasznélat-
bavétel okan 20%-kal csokken. Ezutan a gép minden honapban 5%-ot veszit értékébdl.
(a) Hany szézalékkal csokken az értéke egy év alatt?

(b) Hany év alatt csokken a gép értéke az eredeti értéke negyedére?
Megoldas.

(a) Mivel 0,8 - 0,95 ~ 0,4323, ezért koriilbeliil 56,77%-kal csokken a gép értéke.

(b) A 0,8-0,95™ = 0,25 egyenlet megoldasabol n = 22,68, azaz a gép értéke a 23. honap sorén
csokken az eredeti értékének negyedére.

52. Feladat. Egy 10 literes oldat 80%-os. Kimeriink bel6le 5 decilitert és a helyére vizet tesziink,
majd elkeverjiik. (A feladat megoldasanal a folyamat soran bekévetkezs térfogatcesokkenéstol
eltekintiink.)
(a) A fenti eljarast tizszer végrehajtva hany szazalékos oldatot kapjunk?
(b) Hanyszor kell a fenti eljarast megismételniink, hogy az oldat téménysége 10% ala csok-
kenjen?

Megoldas.

(a) Mivel 0,8 -0,95'% ~ 0,479, az oldat kb. 47,9%-os lesz.

(b) A 0,8-0,95" = 0,1 egyenlet megoldasabol n & 40,54, igy legalabb 41-szer kell az eljarast
megismételni.



10 | Koordinatageometria

Vektorok a koordinata-rendszerben; tavolsag; osztopontok

%
1. Feladat. Adottak a sikon az (origobol indulé) @ = (3;4) és b = (—1;5) helyvektorok.
Hatarozzuk meg

(a) az @ vektor hosszét,
b

(
(c
(d
.,

%
(e) az d és b vektorok hajlasszogét.

) a 2@ vektor koordinatait,
) a3d —2 T vektor koordinétéit,
)

7 d és b vektorok skalaris szorzatat,

Q

—
2. Feladat. Hatarozzuk meg x értékét, ha @ = (2z — 1;4), b = (1;—3) és
(a) [@] =5,

%
(b) az @ és b vektorok merdlegesek egymasra,

%
(c) az @ és b vektorok parhuzamosak egyméssal.

3. Feladat. Adottak a sikon az A(6;10) és B(14; —20) pontok.
(a) Hatéarozzuk meg az AB szakasz felez6pontjanak koordinatait.
(b) Hatéarozzuk meg az AB szakaszra illeszkedé P pont koordinatait, ha AP : PB =3 :7.
(c) Hatarozzuk meg az A pont B-re vett kozéppontos tiikrozéssel kapott A’ képének koordi-
natait.
4. Feladat. Adottak a sikon az A(2;2), B(6;—1) és C(14;7) pontok. Hatarozzuk meg az ABC
haromszog

(a) /@ oldalvektoranak koordinatait,
(b)
(c) A cstcsbol indulo sulyvonalvektoranak koordinatait,
()

(e) legnagyobb szogének nagysagat.

S sulypontjanak koordinatéait,

keriiletét,

5. Feladat. Hatarozzuk meg az ABC héaromszog cstucsainak koordinatait, ha a haromszog
oldalfelez6 pontjainak koordinatai Fap(6;0), Fpc(7;2), Foa(4;4).

249
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6. Feladat. Hatérozzuk meg az ABC' haromszog cstucsainak koordinatait, ha a haromszog két
oldalfelez6 pontjainak koordinatai Fap(6; —1), Fpc(10;0,5), silypontjanak koordinatai pedig
S(7;1).

7. Feladat. Igazoljuk, hogy az A(3;7), B(6;2), C(8;11), D(11;6) pontok paralelogrammaét
hataroznak meg.

8. Feladat. Egy paralelogramma két szomszédos csiucsanak koordinatai A(2;1) és B(4;3).
A paralelogramma kozéppontjanak koordinatai K(4;0). Hatarozzuk meg a hianyzo cstucsok
koordinatait.

9. Feladat. Egy paralelogramma harom cstcsanak koordinatai (3;7), (6;2) és (8;11). Hata-
rozzuk meg a negyedik csiics koordinatait.

10. Feladat. Egy négyzet egyik oldalfelezs pontjanak koordinatéai F'(5, 5;4, 5), kozéppontjanak
koordinatai K(7;3). Hatarozzuk meg a négyzet csucsainak koordinatait.

11. Feladat. Az ABCD rombusz AC' atloja haromszor olyan hosszi, mint a BD atlo. Tudjuk,
hogy A(2;1) és a rombusz kozéppontja pedig K (3,5;2,5). Hatarozzuk meg a hianyzo cstucsok
koordinatait.

Az egyenes és a kor koordinatageometriaja

12. Feladat. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek tengelymetszetei
(a) (2;0) és (0;4), (b) (—4;0) és (0;2), (c) (40) ¢és (0;0).

13. Feladat. Igazoljuk, hogy az A, B, C' pontok egy egyenesre illeszkednek. Irjuk is fel az
egyenes egyenletét, adjuk meg egy irdnyvektorat, norméalvektorat, meredekségét, iranyszogét,
valamint hatarozzuk meg a tengelymetszeteket.

(a) A(=2;6), B(4;—3), C(=4;9)
(b) A(=5;—4), B(10;2), C(—10;—6)
(c) A(2;4), B(2;2), C(2;-6)

14. Feladat. Irjuk fel azon, A ponton atmend egyenes egyenletét, amely az ABC haromszog
teriiletét felezi, ha A(2;2), B(4;—3),C(8;3).

15. Feladat. Adjuk meg a 2z + 3y = 8 egyenes azon pontjanak koordinatait amelynek
(a
(b
(c
(d

16. Feladat. Egy rombusz atloi a koordinatatengelyekre illeszkednek, hosszuk 10, illetve 12
egység. Irjuk fel a rombusz oldalegyeneseinek egyenleteit.

abszcisszaja és ordinataja egyenld;
abszcisszaja fele akkora, mint az ordinatéja;

abszcisszajanak és ordinatadjanak osszege 0;

~— — — ——

tavolsaga az = tengelytdl 2.

17. Feladat. Hatarozzuk meg annak a haromszognek a teriiletét, amelyet a koordinatatenge-
lyek és az e egyenes zarnak kozre.
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(a) e: br+10 =2y
(b) e:x+2y =6

2
(c) e:yzEx—2

(d) e:y=3

18. Feladat. A koordinatatengelyek mely pontjai vannak egyenld téavolsagra az A és B pon-
toktol?

(a) A(2;5), B(8:1) (b) A(=1;5), B(6;—2) (c) A(2;5), B(5;2)

19. Feladat. Hatarozzuk meg az egyenld szart haromszog harmadik cstcsanak koordinéatéit,
ha alapjanak két végpontja A(2;3) és B(9; —2), valamint a harmadik csucs illeszkedik az e :
x + 4y = —9 egyenleti egyenesre.

20. Feladat. Hatarozzuk meg azon P pontok mértani helyét melyekre PA%? — PB? = 30, ha
A(2;2) és B(8;4).

21. Feladat. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dthalad az A(3;5) ponton, és
amelynek a koordinatatengelyek kozé esé szakaszat az A pont felezi.

22. Feladat. Az ABC haromszog egyik oldalegyenesének egyenlete e: — 3x + by = 14. Erre az
oldalegyenesre es6 két csucsanak ordinatai y; = 1,y = 4. Hatérozzuk meg az ABC' haromszog
cstcsainak koordinatait, hianyzo6 oldalegyeneseinek egyenletét, valamint szogeinek nagysagat,

21
ha a haromszog sualypontja S (5, 5) .

23. Feladat. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad az e: 2z + 3y = 12 és
f:y =2 —1 egyenesek metszéspontjan és

(a) iranyvektora o' (2;3),

(b) normalvektora 77 (1;6),

(c) egy tovabbi pontja B(4;1),

(d) merdleges a g : 3z — by = 2 egyenesre,

(e) parhuzamos a h : —2x + 3y = 8 egyenessel.

24. Feladat. Hogyan kell megvalasztanunk az m paraméter értékét, hogy az mxz — 3y = 7
egyenletd egyenes

(a) athaladjon a P(2;—1) ponton

)
(b) parhuzamos legyen az 0 = 2z — y — 3 egyenletii egyenessel
(c¢) mer6leges legyen a 2x + 3y = 15 egyenleti egyenesre

)

(d) athaladjon az e : x + 2y = 17 és f : 2y — x = 7 egyenesek metszéspontjan?

25. Feladat. Hatarozzuk meg az egymaésra meréleges AM és BM egyenesek egyenletét, ha
A(3;2), B(8;1) az M pont ordinataja —1.

26. Feladat. Egy derékszogi haromszog atfogoegyenesének egyenlete ¢ : Ty — z = 27. Egyik
befogdegyenesének egyenlete b : 3z + 4y = 19. Az ezen oldallal szemkozti cstcs ordinatéja 5.
Hatarozzuk meg a haromszog
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(a) atfogobhoz tartozo magassaganak egyenletét,
(b) magassagpontjanak koordinatait,

(c) koré irt kore sugaranak hosszat.
27. Feladat. Irjuk fel a k kor egyenletét, ha

(a) kozéppontja az origd, és sugara r = 5;

(b) kozéppontja C(3; —5), sugara r = v/19;

(c) kozéppontja C(2; —1) és athalad az A(5; —2) ponton;

(d) atmérdjének két végpontja A(7; —3), B(5;1);

(e) athalad az A(—1;1), B(7; —3),C(8;4) pontokon;

(f) kozéppontja C(4;1) és egy érintSje a 4z + 3y = 44 egyenletii egyenes;

(g) athalad az A(3;2) és B(8;3) pontokon és sugara r = v/13;

(h) koncentrikus az 2% + y* — 8¢ — 4y = 0 egyenlett korrel és sugara fele akkora.

28. Feladat. Az alabbi alakzatok koziil valasszuk ki azokat, amelyek egy kort hataroznak meg.
Ha korrsl van szo6, adjuk meg a kozéppontjanak koordinétait, és sugaranak hosszat.

(a) 22 +y* — 4z + 6y = 10 (d) 22—y + 22 +8y—10=0
(b) 2% +y* — 22y + 62 — 8y — 100 =0 (e) 2> +y? =42 +3y—5
(c) 222 +2y* +2x +2y =0 (f) 2?2+ 6x +y* + 10y + 100 =0

29. Feladat. Hatarozzuk meg a derékszogi haromszog derékszogl csticsanak koordinatéit,
valamint a koré irt korének egyenletét, ha atfogdjanak végpontjai A(5;2), B(11;0) és egyik
befogdja parhuzamos a —x + y = 2 egyenletd egyenessel.

30. Feladat. Hatarozzuk meg az A(2;4) ponton athalado, az x tengelyt azon P pontban érinté
kor egyenletét, melyre AP = /32.

31. Feladat. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely az a2 + y? = 25 egyenletti kort a
P(3;4) pontjaban érinti, és sugara 10 egység.

32. Feladat. Szamitsuk ki, hogy az e: © + y = 8 egyenesbdl milyen hosszti hirt metsz ki a
k:(x—3,5)%+ (y —3,5)% = 8,5 egyenletd kor.
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33. Feladat. Hatarozzuk meg a k: 2> — 8z + y?> — 6y = —7 egyenletii kér P(5;6) ponton
athalado legrovidebb és leghosszabb hiregyenesének egyenletét.

34. Feladat. Irjuk fel a k : 22 + 4® + 42 — 4y = 10 egyenleti korhéz a P pontbol hizhato
érint6(k) egyenletét.

(a) P(=5;5) (b) P(42) (c) P(=3;6)
35. Feladat. Milyen helyzettiek egymashoz képest az alabbi korok?

a) ki:a?+y? —6x+4y = -3, ky:a?+y*— 120 — 8y = 27
) ki (2 =22+ (y—2)2=8, ky:(z+2)2?+(y+2)?=8

(€) ki: 2> +y? —do —4y =0, ko: 2®+y? — 18z + 4y = —83

(d) ky:2?+y?* —de—4y =0, ky: (z -1+ (y—2)*=2

(€) ki: (v —4)2+ (y—3)2=18, ky: 2> +9y*>— 120 —2y = —-35

(f) kr: (2 4+22+(y+3)%2=9, ky:a?+9? +4x+6y=—4

36. Feladat. Hatarozzuk meg a ky: 2% +y*> — 62 + 4y = —3 és ky: (x —6)* + (y — 4)* = 25
korok kozos huregyenesének egyenletét, valamint a metszéspontok koordinétait.

37. Feladat. Hatarozzuk meg az m paraméter értékét gy, hogy az e: mx + y = 7 egyenes a
k: (z+3)%+ (y — 3)* = 20 kor érintGje legyen.

B 2
38*Feladat. Irjuk fel a k: (z+4)2+ (y—3)? = 29 egyenletii kor m = R meredekségi érintéinek
egyenletét.

39* Feladat. Az (x — 7)2 + (y — 1)? = 10 egyenlet® korbél egy origon athaladé egyenes egy
V20 egység hossza hart metsz ki. Hatdrozzuk meg az egyenes egyenletét és a metszéspontok
koordinatait.

40. Feladat. Az % + y? — 8z + 2y = 12 egyenletii kérhoz olyan érintéket hizunk, amelyek
(a) parhuzamosak (b) merdlegesek

az e: 2x + by = 17 egyenleti egyenessel. Hatarozzuk meg az érinték egyenletét.

41. Feladat. Hatarozzuk meg a k: 2° + y*> — 10z — 6y = —21 kor azon pontjait, melyek a
P(15;1) ponttol v/65 egység tavolsagra vannak.

42. Feladat. Hatarozzuk meg annak a k kornek az egyenletét, amely athalad a ky: (x — 4)? +
(y —3)2 =8¢s ko: (x —6)% + (y — 3)% = 4 korok kozos pontjain, valamint a P(—4;5) ponton.

43%* Feladat. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét amelynek kozéppontja C(—3;—1), és a
k2% +y?*— 102 — 10y = —25 kor

(a) beliilrsl (b) kiviilrsl

érinti.



Megoldasok

Vektorok a koordinata-rendszerben; tavolsag; osztopontok

1. Feladat. Adottak a sikon az (origobol indulé) @ = (3;4) és T = (—1;5) helyvektorok.
Hatarozzuk meg

(a) az @ vektor hosszat,

(b) a 274 vektor koordinatait,

d 7

Q

Z

)

(c) a3d —2 T vektor koordinétéit,

(d) és b vektorok skaléris szorzatat,
)

(e az @ és b vektorok hajlésszogét.

Megoldas.
(a) [@|=VFTE=5 (c) 37 -2 = (11;2)
(b) 27 = (68) (d) @B =3-(-1)+4-5=17

(e) A skalaris szorzat kétféle modon torténd felirasabol kapjuk, hogy
75 =17="5-v26 - cosa,

ahol a a vektorok hajlasszoge. Innen o =~ 48,18°.

—
2. Feladat. Hatarozzuk meg x értékét, ha @ = (2z — 1;4), b = (1;—3) és

(a) [@| =5,

%
(b) az @ és b vektorok merdlegesek egymasra,

—>
(c) az @ és b vektorok parhuzamosak egymassal.

Megoldas.
(a) A (2z — 1) + 4% = 52 egyenlet megoldésaibol 1 = 2 és z, = —1 adodik.
(b) A (2z —1)-1+4-(—3) =0 egyenlet megoldasaként » = 6,5 adodik.

20 — 1

(c) A .

4 1
=3 egyenletbdl x = 5 adodik.

254
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3. Feladat. Adottak a sikon az A(6;10) és B(14; —20) pontok.
(a) Hatérozzuk meg az AB szakasz felez6pontjanak koordinatait.
(b) Hatérozzuk meg az AB szakaszra illeszkedé P pont koordinatait, ha AP : PB =3 :7.
(c) Hatarozzuk meg az A pont B-re vett kozéppontos tiikrozéssel kapott A’ képének koordi-
natait.
Megoldas.
(a) Fap(10;—5)
(b) P <7 0 Tog 14,710 +1?6' (_20)) = P(8,4;1)

(c) A’(22;—50)

4. Feladat. Adottak a sikon az A(2;2), B(6;—1) és C(14;7) pontok. Hatarozzuk meg az ABC

héromszog
(a) AB oldalvektorénak koordinatait,
(b) S sulypontjanak koordinatait,
(c¢) A cstcsbol indulo stulyvonalvektoranak koordinatait,
(d) kertiletét,
(e) legnagyobb szogének nagysagat.

Megoldas.
(a) AB = (6—2;—1—2) = (4;-3)

24+46+14 2—1+7 22 8
b . _ 222
<>s( RALRRS ) 5(373)

(c) Ha Fge a BC oldal felez6pontja, akkor Fpe = (10; 3) és a sulyvonalvektor AFpe = (8;1).
(d) k= |BC| + |AC| + |AB| = VI28 + 13+ 5 ~ 29,31
(e) B~ 98,13°

— N W ks OO N
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5. Feladat. Hatarozzuk meg az ABC héaromszog cstucsainak koordinatait, ha a haromszog
oldalfelez6 pontjainak koordinatai Fap(6;0), Fpc(7;2), Foa(4;4).

Megoldas.
Y
7,,
C
6,,
i Fes
A(3;2), B(9;-2), C(5;6) 3 Fre

2,,

Ll A4

1 — 1 —
1112345 W 10
_2 1
3 B

6. Feladat. Hatérozzuk meg az ABC' haromszog cstucsainak koordinatait, ha a haromszog két
oldalfelez6 pontjainak koordinatai Fap(6; —1), Fpc(10;0,5), silypontjanak koordinatéi pedig
S(7;1).

Megoldas. A(1;2), B(11;—4), C(9;5)

7. Feladat. Igazoljuk, hogy az A(3;7), B(6;2), C'(8;11), D(11;6) pontok paralelogrammét
hataroznak meg.

Megoldas.
Mivel Y
AC' = BD = (5;4) 12 ] o
, 111
és 10!
AB = CD = (3, -5), o |
ezért az ACDB négyszog szemkozti oldalai 81 A
parhuzamosak és egyenlek. (Es a négy pont 71 D
nincs egy egyenesen.) 6 {
5 1
4 1
3 1
2 1
1 1 B
s
=3[ 12345678 9101112
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8. Feladat. Egy paralelogramma két szomszédos csicsanak koordinatai A(2;1) és B(4;3).
A paralelogramma kozéppontjanak koordinatai K (4;0). Hatarozzuk meg a hidnyzé cstucsok
koordinatait.

Megoldas.

C(6;—1), D(4;—3)

9. Feladat. Egy paralelogramma harom cstcsanak koordinatai (3;7), (6;2) és (8;11). Haté-
rozzuk meg a negyedik cstcs koordinéatait.

Megoldas. A hianyzoé cstucs az adott harom csiics barmelyikével lehet a paralelogramma szem-
kozti cstcsa. Igy harom megoldés van: Py(11;6), Pa(5;16), P3(1;—2).

10. Feladat. Egy négyzet egyik oldalfelezd pontjanak koordinatéai F(5,5; 4, 5), kézéppontjanak

koordinatai K (7;3). Hatarozzuk meg a négyzet cstuicsainak koordinatait.

Megoldas.

A(4;3), B(7;0), C(10;3), D(7;6)

— N W s OO

t —tt——t+—+—&——+—+—F—+—>
—h| 1234567891011

11. Feladat. Az ABCD rombusz AC' atloja haromszor olyan hosszii, mint a BD atlo. Tudjuk,
hogy A(2;1) és a rombusz kozéppontja pedig K (3,5;2,5). Hatarozzuk meg a hianyzo6 cstucsok
koordinatait.
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Megoldas.

B(4;2), C(5;4), D(3;3)

— N W s Ot

Az egyenes és a kor koordinatageometriaja

12. Feladat. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek tengelymetszetei

(a) (2;0) ¢s (0;4), (b) (—4;0) és (0;2), (c) (4;0) és (0;0).
Megoldas.
(a) 2z +y=4 (b) —z+2y = (c) y=0

13. Feladat. Igazoljuk, hogy az A, B, C' pontok egy egyenesre illeszkednek. Irjuk is fel az
egyenes egyenletét, adjuk meg egy iranyvektorat, normalvektorat, meredekségét, iranyszogét,
valamint hatarozzuk meg a tengelymetszeteket.

(a) A(=2;6), B(4;—-3), C(—=49)

(b) A(—5;—4), B(10;2), C(—10;—6)

(c) A(2:4), B(2:2), C(2~6)
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Megoldas. Barmely két ponton atmend egyenes egyenletét felirva, abba a harmadik pont
koordinatéit behelyettesitve adddik, hogy a pontok egy egyenesen vannak.

(a) Az egyenes egyenlete e: 3z + 2y = 6, egy irdnyvektora ¥ = (2;—3), egy normalvektora

W= (3;2), meredeksége m = —1,5, irdnyszoge o ~ 123, 69°, tengelymetszetei: P;(2;0) és

(b) Az egyenes egyenlete e: 2z — 5y = 10, egy iranyvektora v = (5;2), egy normélvektora
2
W = (2; —5), meredeksége m = = iranyszoge a =~ 21,8°, tengelymetszetei P;(5;0) és

(¢) Az egyenes egyenlete e: 2 = 2, egy iranyvektora o = (0;1), egy normalvektora 7 =
(1;0), meredeksége nincs, iranyszoge o = 90°, tengelymetszete P;(2;0).

14. Feladat. Irjuk fel azon, A ponton atmend egyenes egyenletét, amely az ABC haromszog
teriiletét felezi, ha A(2;2), B(4;—3),C(8;3).

Megoldas. A keresett egyenes az A cstcsbél indulé silyvonal egyenlete, ami s,: x + 2y = 6.

15. Feladat. Adjuk meg a 2z + 3y = 8 egyenes azon pontjanak koordinatait amelynek

abszcisszaja és ordinataja egyenld;
abszcisszaja fele akkora, mint az ordinatéja;

)
)

(c) abszcisszéjanak és ordinatajanak osszege 0;
)

(d) tavolsaga az x tengelytdl 2.
Megoldas.
(a) (1,6;1,6) (b) (1;2) (c) (~8;8) (d) (1;2), (7;-2)

16. Feladat. Egy rombusz atloi a koordinatatengelyekre illeszkednek, hosszuk 10, illetve 12
egység. Irjuk fel a rombusz oldalegyeneseinek egyenleteit.

Megoldas. Két megoldéas van.

e Ha a rombusz hosszabbik atloja illeszke-
dik az abszcisszatengelyre, akkor az ol-
dalegyenesek egyenlete bx — 6y = 30,
bx — 6y = —30, bz + 6y = 30 valamint
br + 6y = —30.

e Ha a rovidebb atlo illeszkedik az absz-
cisszatengelyre, akkor az oldalegyenesek
egyenlete 6 — 5y = 30, 62 — by = —30,
6x + 5y = 30 és 6z + Hy = —30.
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17. Feladat. Hatarozzuk meg annak a haromszognek a teriiletét, amelyet a koordinatatenge-
lyek és az e egyenes zarnak kozre.

(a) e: b+ 10 =2y () ezyzgm_z

5
(b) e:x+2y=6 (d) e:y=3

Megoldas.

QUL O 2
NN NN

(d) Nem jon létre haromszog.

TN N N T

~4-3f2 -1 1 2 3.4 5 6

18. Feladat. A koordinatatengelyek mely pontjai vannak egyenld téavolsagra az A és B pon-
toktol?

(a) A(2;5), B(8;1) (b) A(-1;5), B(6;-2) (c) A(2;5), B(5;2)
Megoldas.
(a) P1(3;0), P2(0;—4,5) (b) P1(1;0), P»(0;—1) (c) P(0;0)

19. Feladat. Hatarozzuk meg az egyenld szara haromszog harmadik cstcsanak koordinatéit,
ha alapjanak két végpontja A(2;3) és B(9; —2), valamint a harmadik csucs illeszkedik az e :
r + 4y = —9 egyenletii egyenesre.

Megoldas. A keresett cstics az AB szakasz f szakaszfelezé mer6leges egyenesének és a megadott
e egyenesnek a metszéspontja. Az AB szakasz F felez6pontja F(5,5;0,5) a keresett f egyenes

egy normalvektora n? = AB = (7;-5). Igy az egyenes egyenlete f: 7Tz — 5y = 36. Az e és f

//////

haromszog harmadik cstcsa a C'(3; —3) pont.
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20. Feladat. Hatarozzuk meg azon P pontok mértani helyét melyekre PA? — PB? = 30, ha
A(2;2) és B(8;4).

Megoldas. A keresett P(z;y) pontra (z — 2)? + (y — 2)* — ((x — 8)* + (y — 4)?) = 30, igy a
keresett pontok mértani helye a 6x + 2y = 51 egyenletd egyenes.

21. Feladat. Irjuk fel annak az egyenesnck az egyenletét, amely athalad az A(3;5) ponton, és
amelynek a koordinatatengelyek kozé esé szakaszat az A pont felezi.

Megoldas. Tiikrozziik az = tengelyt az A pontra, igy az y = 10 egyenletii egyenest kapjuk, a
keresett egyenes egy masik pontja tehat B(0;10). Az A és B pontokon dtmeng egyenes egyenlete
pedig: e: 5z + 3y = 30.

22. Feladat. Az ABC haromszog egyik oldalegyenesének egyenlete e: — 3x + by = 14. Erre az
oldalegyenesre es6 két cstcsanak ordinatai iy, = 1, yo = 4. Hatarozzuk meg az ABC' haromszog
cstcsainak koordinatait, hianyzo6 oldalegyeneseinek egyenletét, valamint szogeinek nagysagat,

2 1
ha a haromszog stulypontja S (5’ g) .

Megoldas. A haromszog cstcsainak koordinatai: A(—3;1), B(3; —4) és C(2;4). Az oldalegye-
nesek egyenlete f: 8x +y = 20 és g: bxr + 6y = —9. A szogek nagysaga a =~ 70,77°, 0 =~
43.07°,~ ~ 66,16°.

23. Feladat. Irjuk fel annak az egyenesnck az egyenletét, amely athalad az e: 2z + 3y = 12 és
f:y=x—1 egyenesek metszéspontjan és

(a) iranyvektora ' (2;3),

(b) normalvektora 77 (1;6),

(c) egy tovabbi pontja B(4;1),

(d) mer6leges a g : 3z — 5y = 2 egyenesre,
)

(e) parhuzamos a h : —2x + 3y = 8 egyenessel.
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Megoldas.
(a) 3z —2y =5 (c) x+y=>5 () —22+3y =0
(b) x+6y =15 (d) br+3y =21

24. Feladat. Hogyan kell megvéilasztanunk az m paraméter értékét, hogy az mx — 3y = 7
egyenletd egyenes

(a

athaladjon a P(2; —1) ponton

)
(b) parhuzamos legyen az 0 = 2z — y — 3 egyenletii egyenessel
(c) mer6leges legyen a 2x + 3y = 15 egyenleti egyenesre
(d) athaladjon az e : x + 2y = 17 és f : 2y — x = T egyenesek metszéspontjan?
Megoldas.
(a) m=2 (b) m=6 (c) m=4),5 (d) m=5

25. Feladat. Hatarozzuk meg az egyméasra merdGleges AM és BM egyenesek egyenletét, ha
A(3;2), B(8;1) az M pont ordinataja —1.

S -
Megoldas. Az M(xz;—1) pontra az AM = (x — 3;—3) és BM
legesek egymasra, vagyis skalaris szorzatuk 0. Az (z — 3)(x —
megoldasa 1 =5 és x5 = 6.

= (z — 8; —2) vektorok merd-
8) + (—3) - (—2) = 0 egyenlet

e Haxy =5, azaz M(5; —1), akkor az AM egyenes 3x+2y = 13, a BM egyenes 2x—3y = 13.
e Ha x5 = 6, azaz M(6; —1), akkor az AM egyenes x +y =5, a BM egyenes x —y = T.

26. Feladat. Egy derékszogt haromszog atfogoegyenesének egyenlete ¢ : 7y — x = 27. Egyik
befogdegyenesének egyenlete b : 3z + 4y = 19. Az ezen oldallal szemkozti cstics ordinatéja 5.
Hatéarozzuk meg a haromszog

(a) atfogobhoz tartozo magassaganak egyenletét,
(b) magassagpontjanak koordinatait,

(c) koré irt kore sugaranak hosszat.

Megoldas.

(a) Tz +y =236 (b) M(5;1)
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27. Feladat. Irjuk fel a k kor egyenletét, ha

(a) kozéppontja az origo, és sugara r = 5;
(b) koézéppontja C(3; —5), sugara r = /19;
(c) kozéppontja C'(2; —1) és athalad az A(5; —2) ponton;
(d) atmeérdjének két végpontja A(7; —3), B(5;1);
(e) athalad az A(—1;1), B(7; —3),C(8;4) pontokon;
(f) kozéppontja C'(4;1) és egy érintGje a 4x + 3y = 44 egyenletii egyenes;
g) athalad az A(3;2) és B(8;3) pontokon és sugara r = /13;
)

h) koncentrikus az 22 + y? — 8z — 4y = 0 egyenletii korrel és sugara fele akkora.

(
(

Megoldas.
(a) k: 2?2 +y*=25 (e) k: (z —4)*+(y—1)>=25
(b) k: (x =3+ (y+5)*=19 (f) k: (z—4)*+(y—1)2=25
(¢) k: (x—2)%+ (y+1)2 =10 (g) k: (x—6)2+y*=13
(d) k: (x—6)*+(y+1)*=5 (h) k: (z—4)*+(y—2)*=5

28. Feladat. Az alabbi alakzatok koziil valasszuk ki azokat, amelyek egy kort hataroznak meg.
Ha korrdl van sz6, adjuk meg a kozéppontjanak koordinatait, és sugaranak hosszat.

(a) =% +y? — 4z + 6y = 10 (d) 22 —y* + 22+ 8y —10=0

(b) 22 +y* — 22y + 62 — 8y — 100 = 0 (e) 22 +y*=4x+3y—5

(c) 222 +2y2 + 22 +2y =0 (f) 22 + 6x +y* + 10y + 100 =0
Megoldas.

(a) Kor: C(2; —3), r = v/23. (d) Nem kor.

b) Nem kor.

(b) Nem kbr (e) Kor: C(2;1,5), r = Z

.. 1
(c¢) Kor: C(—0,5;—0,5), r = 3 (f) Nem kor.

29. Feladat. Hatarozzuk meg a derékszogii haromszog derékszogl csticsanak koordinatéait,
valamint a koré irt korének egyenletét, ha atfogojanak végpontjai A(5;2), B(11;0) és egyik
befogdja parhuzamos a —x + y = 2 egyenlet egyenessel.

Megoldas. C1(7;4),Cy(9; =2), k: (x —8)*+ (y—1)2 =10

30. Feladat. Hatarozzuk meg az A(2;4) ponton athaladd, az x tengelyt azon P pontban érinté
kor egyenletét, melyre AP = /32.
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Megoldas. (x —6)2 + (y — 4)? = 16 vagy (v + 2)?> + (y — 4)?> = 16

31. Feladat. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely az a2 + y? = 25 egyenletti kort a
P(3;4) pontjaban érinti, és sugara 10 egység.

Megoldas.

ki: (x —9)*+ (y — 12)* = 100

vagy

T

2 4/6\ 8 10 12 14
ky: (x4 3)*+ (y +4)* = 100

32. Feladat. Szamitsuk ki, hogy az e:  + y = 8 egyenesbdl milyen hosszt hurt metsz ki a
k: (x—3,5)%+ (y —3,5)? = 8,5 egyenleti kor.

Megoldas. h = V32

33. Feladat. Hatarozzuk meg a k: x*> — 8z + 3> — 6y = —7 egyenlett kor P(5;6) ponton
athalado legrovidebb és leghosszabb hiregyenesének egyenletét.

Megoldas.

(a) z+3y =23 (b) 3z —y=9
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34. Feladat. Irjuk fel a k : 22 + 4® + 42 — 4y = 10 egyenlet korhéz a P pontbol hizhato
érint6(k) egyenletét.

(a) P(=5;5) (b) P(4;2) (c) P(=3;6)
Megoldas.
(a) e:y—2x—10=0

(b) e1:x+y=6, ea:x —y=2
(¢) Nem huzhato(k) érint6(k), a pont a kor belsejében van.

Y

(@) ky:a? +y? —6r+4y = -3, ko2’ +y? — 120 — 8y = —27
(D) ki (x =224+ (y—2)2=8, ky: (z+2)*+(y+2)*=38
ks a® +y? —do —4y =0, ko:a®+y? — 18z + 4y = —83

(d) ky:2? +y?* —doe —4y =0, ky: (z -1+ (y—2)*=2

(€) ki: (v —4)2+ (y—3)2=18, ky: 2> +9y*>— 120 —2y = —35
(f) ki: (z+22 4+ (y+3)*=9, k:a?+y*+4z+6y=—4
Megoldas.

(a) A két kornek 2 metszéspontja van.

(b) A korok kiviilrsl érintik egymaést.

(¢) Nincs kozos pontjuk, elkeriilik egymaést.

(d) Nincs kozos pontjuk, ks a ki belsejében van.
(e) A ko beliilrdl érinti k;-et.

(f) A két kor megegyezik.
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36. Feladat. Hatarozzuk meg a ky: 2% +y*> — 6z + 4y = —3 és ky: (x — 6)> + (y — 4)*> = 25
korok kozos huregyenesének egyenletét, valamint a metszéspontok koordinétait.

Megoldas. A korck egyenleteit egymasbol kivonva adddik a hiiregyenes egyenlete e: x+2y = 4.
A korok egyenleteibdl allo egyenletrendszert, vagy barmely kor és az e egyenes egyenletébdl 4llo
egyenletrendszert megoldva pedig a metszéspontok koordinatait: A(2;1) és B(6;—1).

37. Feladat. Hatarozzuk meg az m paraméter értékét tgy, hogy az e: mx + y = 7 egyenes a
k: (x+3)%+ (y — 3)% = 20 kor érintéje legyen.
2
Megoldas. my = 2, my = I
. 2
38*Feladat. Irjuk fel a k: (z+4)2+ (y—3)? = 29 egyenletii kor m = : meredekségti érintGinek
egyenletét.

2
Megoldas. Az érint6 egyenletét e: y = —x + b alakban keresve az e és k egyenletébdl allo

egyenletrendszernek csak egy megoldasa lehet. Vagyis az egyenletrendszer megoldésa soran
adddo mésodfoku, b-ben paraméteres egyenletben a diszkriminans nulla kell, hogy legyen. Innen
e1:2x — oy = —H2 és ey: 2x — Oy = 6.

39* Feladat. Az (v — 7)2 + (y — 1)? = 10 egyenlet® korbél egy origon athaladé egyenes egy
V20 egység hosszii hirt metsz ki. Hatarozzuk meg az egyenes egyenletét és a metszéspontok
koordinatéit.

Megoldas. A hirok a kor kozéppontjatol /5 egységnyire haladnak, ez egyszert Pitagorasz-

tetelbsl adodik. Igy a (7; 1) kozéppont, v/5 egység sugart korhoz és az ma = y origon athalado

egyeneshez tartozo egyenletrendszerhez keressiik azon m paraméterértékeket, amelyre csak egy
2

megoldas van. Ebbd6l m; = 3 és my = BT adodik. Vagyis a keresett egyenesek és a metszés-

pontok e: x = 2y, A(4;2), B(8;4) és f: 2x + 11y =0, C(4,4; —0,8), D(8,8; —1,6).

| B

4,,

| A

2,,

1,,

] 5.6 7 89 A0
-9 D
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40. Feladat. Az 22 + y? — 8z + 2y = 12 egyenlett korhoz olyan érintsket htizunk, amelyek
(a) parhuzamosak (b) merdlegesek

az e: 2x + by = 17 egyenleti egyenessel. Hatarozzuk meg az érinték egyenletét.

Megoldas.

(a) fi:2x+5by =232, fo: 2+ 5y = —26 (b) g1: =bx+2y="7, go: bx — 2y =51

Y

41. Feladat. Hatarozzuk meg a k: 2° + y*> — 10z — 6y = —21 kor azon pontjait, melyek a
P(15;1) ponttol v/65 egység tavolsagra vannak.

Megoldas. A k és a P kozépponti, v/65 egység sugart korok metszéspontjait keressiik, ezek
koordinatai a korok egyenleteibdl allo egyenletrendszer megoldasaiként adodnak: A(7;0) és

B(8;5).

42. Feladat. Hat4drozzuk meg annak a k kornek az egyenletét, amely athalad a ky: (z —4)* +
(y—3)2 =8¢s ky: (x — 6)* + (y — 3)* = 4 korok kozos pontjain, valamint a P(—4;5) ponton.

Megoldas. k: (z —1)? + (y — 3)? = 29
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43* Feladat. Irjuk fel annak a kérnek az egyenletét amelynek kozéppontja C(—3; —1), és a
k:xz?+y? — 102 — 10y = —25 kor

(a) belilrsl (b) kivilrsl
érinti.

Megoldas. Az adott k kor kozéppontja A(5;5). Az AC egyenes egyenlete —3z +4y = 5. Ennek

k-val vett metszéspontjai P;(9;8) és P»(1;2). A megoldasokat a C' kézéppontti, ezen pontokon
(kiilon-kiilon) athalado kérok adjak.

(a) ky: (z+3)2+ (y+ 1) =225 (b) ky: (x +3)*+ (y+1)2=25

2

e 2 > 4 6 8 10 1
0_2}




11 | Kombinatorika, grafok

Osszeszamlalasok

1. Feladat. Hanyféleképp allithatja sorba Hofehérke a hét torpét, ha

(k) Morgo a sor szélén all és Szende és Szundi nem szomszédosak.
2. Feladat. Hanyféleképp iilhet le Artur kiraly és a hét lovagja a kerekasztal mellé, ha

(a) nincs semmilyen extra feltétel,

(b) Galahad nem szeretne Parszifal mellé tilni.

Két iiltetést akkor tekintiink kiilonbozének, ha van legalabb egy valaki, akinek a két iiltetésben
legalabb az egyik szomszédja kiilonbozik.

3. Feladat. A hét torpét meglatogatja a hét lovag. Hofehérke leiilteti Gket egy egyenes asztal
ugyanazon oldalara. Hanyféleképp teheti ezt meg tgy, hogy

(a) torpe mellett vezér, vezér mellett torpe iljon felvaltva,
(b) a torpék iilnek az els6 hét helyen,

(c) a lovagok mindannyian szomszédosak?

269
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4. Feladat. Az 1,2,3,4,5 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany olyan 6tjegyt po-
zitiv egész szam képezhets, mely

(a) péaros, (e) hattal oszthato,

(b) ottel oszthato, (f) 20 000-nél nagyobb paratlan szam,

(c) tizzel oszthato, (g) 20 000-nél kisebb, vagy ottel oszthato,
(d) harommal oszthato, (h) négyzetszam.

5. Feladat. A 0,1,2,3,4 szamjegyek felhasznalasédval hany olyan 6tjegyd pozitiv egész szam
képezhets, ami
(a) tetszGleges, (c) ottel oszthato, (e) harommal oszthato,

(b) péros, (d) tizzel oszthato, (f) hattal oszthato?

6. Feladat. Hany olyan sorrendje (permutacioja) van az 1,2,3,4,5 elemeknek, amelyben az
eredeti, 12345 sorrendhez képest

az 1 vagy a 2 fixen maradt,
pontosan 2 elem maradt fixen,
pontosan 3 elem maradt fixen,

h) pontosan 4 elem maradt fixen?

7. Feladat. Hany olyan kolcsonosen egyértelmi fiiggvény van, amely értelmezési tartomanya
az A = {1;2;3;4;5;6} halmaz, értékkészlete pedig

(a) B ={1;2;3;4;5;6},

(b) B={a;bic;d;e; f},

() B=A{a;bc;dse; f39}7
8. Feladat. Hany sorrendje van a MATEMATIKA sz6 bettinek, amelyben

(a) nem szabunk extra feltételt,
(b) M az els6 bett,
(c¢) A az utolso bett,
(d)
)
)

a harom A nem szomszédos,

e) M az elsd betti és a harom A szomszédos,

(
(f

a maganhangzok eldl allnak.
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9. Feladat. Hanyféleképp olvashatdé ki az
alabbi tablazatbol a MATEMATIKA sz6, ha
a bal fels§ sarokbol indulunk és csak jobbra
vagy lefele haladhatunk?

>Zma e e
HeZos e
— > 2 E A
I R lics
>R = =

10. Feladat. Egy tuszoversenyen nyolcan indultak. Hanyféleképpen alakulhatott a dobogoésok
sorrendje, ha nem volt holtverseny?

11. Feladat. Hanyféle négyjegyti pozitiv egész szam képezhets az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyek
legfeljebb egyszeri felhasznalasaval, ha

(a) nem szabunk feltételt,

(b) a szam nem tartalmazza az 1-et,
(c
(d

a szamban szerepel a 7-es szamjegy,
a szam Ottel oszthato,

e) a szam Ottel oszthatd, és nem tartalmazza az 1-et,

(
(f
(g
(

)

)

)

)

)

) a szam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et, és a szamban szerepel a 7-es szamjegy,

)
h) a szam vagy oszthato 5-tel, vagy nem tartalmazza az 1-et,

)

)

)

)

)

)

a szam Ottel oszthatd vagy szerepel benne a 7-es szadmjegy,

(i) a szam csak paratlan szamjegyekbdl allhat,
(j) a szam péaratlan,
(k) a szam csak paros szamjegyekbdl allhat,
(1) a szam péaros,
(m) a szamban a szamjegyek szorzata paros,
(n) a szamban a szamjegyek Osszege paros.
12. Feladat. Hanyféle 6tjegyt pozitiv egész szam képezhets a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek
legfeljebb egyszeri felhasznalasaval, ha
(a) nem szabunk feltételt,
(b) a szam nem tartalmazza az 1-et,

¢) a szamban szerepel a T-es szamjegy,

)
)
()
(d) a szamban szerepel a 4-es szamjegy,
(e) a szam Ottel oszthato,
(f)
)
)

f
(g
(b

a szam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et,
a szam paratlan,

a szamban nagyobb, mint 34220.
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13. Feladat. Egy szabalyos pénzérmét tizszer feldobva tiz hossztisagu fej-iras sorozatot kapunk.
Hény kiilonb6z6 sorozat van? Hany olyan sorozat van,

a) amely irassal kezdédik,
(b) amely irassal kezdddik, és fejjel végzsdik,

(c) amelyben a fejek és irasok felvaltva kovetik egymast,
d) amelyben ugyanannyi iras van, mint fej,
(¢)
(

g) amelyben a fejek és irasok széma is primszam,

(
(
amelyben tobb iras van, mint fej,
f) amelyben a fejek és irasok szama is paros,
(
(h) amely palindrom (tehat visszafele olvasva is ugyanaz),
(i) amelyben nincs két irds amely szomszédos lenne?

14. Feladat. Egy szabalyos dobokockat 6tszor feldobva, a dobésok eredményét egymas mellé
leirva 6tjegyid pozitiv egész szamokat kaptunk. Ezek kézott hany olyan van,

(b) amelyben van ismétl6ds szamjegy,
(c) amely ottel oszthato,
(d) amely 30000-nél kisebb,

amely 34000-nél nagyobb,

)
)
)
)
)
) amelyben nem szerepel prim szémjegy,
) amelyben a szamjegyek szorzata prim,
) amelyben a szamjegyek szorzata 3600-zal oszthato,
) amelyben az els6 két szamjegy nem 6-os, de a harmadik igen,
) amely palindrom, tehat visszafele olvasva is ugyanaz,
(k) egy egész szam tizedik hatvanya?
15. Feladat. Hanyféle négyjegyti pozitiv egész szam képezhets az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyek
(akar tobbszori) felhasznalasaval, ha
(a) nem szabunk feltételt,
(b) van olyan szamjegy, amely legalabb kétszer szerepel,
(c) a szam nem tartalmazza az 1-et,

e) a szam Ottel oszthato,

(
(f

a szam Ottel oszthatd, és nem tartalmazza az 1-et,

g) aszam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et, és a szdmban szerepel a 7-es szdmjegy,

(
(h

)
)
)
(d) a szamban szerepel a T-es szamjegy,
)
)
)
)

a szam Ottel oszthatd vagy szerepel benne a 7-es szamjegy,
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(i) a szam vagy oszthato 5-tel, vagy nem tartalmazza az 1-et,
(j) aszam csak paratlan szamjegyekbdl allhat,
(k) a szam paratlan,

1

(m) a szam paros,

—~

)
)
)
) a szam csak paros szamjegyekbdl allhat,
)
(n) a szamban a szamjegyek szorzata péros,
)

(0) a szamban a szamjegyek Osszege paros.
16. Feladat. Hanyféle 6tjegyd pozitiv egész szam képezhets a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek
(akar tobbszori) felhasznalasaval, ha

(a) nem szabunk feltételt,

(b) a szam nem tartalmazza az 1-et,

(c) a szamban szerepel a T-es szamjegy,

(d) a szamban szerepel a 4-es szamjegy,

f

(
(f) a szam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et,
(g) a szam péaratlan,
(h

)
)
)
)
e) a szam ottel oszthato,
)
)
)

a szam nagyobb, mint 34220.

17. Feladat. Hanyféleképp olvashato ki az M A T EMAT I KA
alabbi tablazatbol a MATEMATIKA sz6, ha A T E M A T I K A
a bal fels6 sarokbol indulunk és csak jobbra T E M A T I K A
vagy lefele haladhatunk? E M A T I K A
M A T I K A
AT I K A
T I K A
I K A
K A
A
18. Feladat. Hany
(a) 4 (b) 6 (c) n(nelZh)
jegyd pozitiv egész szam van a
(i) 10-es (ii) 2-es (ili) k-as (k€ Z1 k> 2)

alapu szamrendszerben?
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19. Feladat. Hany legfeljebb

(a) 4 (b) 6 (c) n(nelZh)
jegytl pozitiv egész szam van a

(i) 10-es (ii) 2-es (iii) k-as (k€ Z1 k> 2)
alapu szamrendszerben?

20. Feladat. Hanyféle nyolcjegyt pozitiv egész szam képezhet§ csak a 2 és 7 szamjegyek
felhasznalasaval, ha

(
(

a) semmilyen feltételt nem szabunk,
b

)

) a szamnak mindkét szamjegyet tartalmaznia kell legalabb egyszer,
(c) a szamnak 9-cel oszthatonak kell lennie,
)

)

(d) a szamnak 18-cal oszthatonak kell lennie,

(e) a szamnak 36-tal oszthatonak kell lennie.

21. Feladat. Egy tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog pontosan egyszer. Hany kézfo-
gasra keriil sor, ha a térsasig

(a) 4 (b) 10 (c) n
febal all?
22. Feladat. Hany
(a) 2, (b) 3, (c) k (ke Nk <6)
elemd részhalmaza van az A = {1;2; 3;4;5;6} halmaznak?
23. Feladat. Hany &ltaldnos helyzet egyenest vettiink fel a stkon, ha Gsszesen
(a) 3 (b) 10 (c) 91

metszéspontjuk van? Egyeneseket altalanos helyzetiinek neveziink, ha semelyik ketté nem pér-
huzamos (vagy esik egybe), illetve semelyik harom nem megy at egy ponton.

24. Feladat. Egy tszoversenyen nyolcan indultak. Holtverseny nem volt és az elsé 4 helyezett
jutott tovabb a kovetkezd forduloba. Hanyféleképp alakulhatott a tovabbjutok csoportja?

25. Feladat. Hanyféleképp tolthets ki egy lottoszelvény (ahol az 1-90 szamok koziil kell beik-
szelniink 6t6t), ha

(a) semmilyen feltételt nem szabunk, (d) a szelvény négy talalatos,
(b) a szelvényen nincs nyerd szam beikszelve,  (e) a szelvény telitalalatos?

(c) a szelvény egy talélatos,
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26. Feladat. Egy gyar napi termelése soran az 500 elkészitett végtermék 12 szazaléka selejtes
lesz. Hanyféleképp lehet 12-t kivalasztani (egyszerre, visszatevés nélkil) a termékek koziil ugy,
hogy a kivalasztottak kozott

(a) ne legyen selejtes, (d) ugyanannyi sejtes legyen, mint hibatlan,
(b) pontosan két selejtes legyen, (e) kétszer annyi hibatlan legyen, mint selej-
tes?

(c) legyen két selejtes,

27. Feladat. Hanyféleképp lehet kiosztani a 32 lapos magyar kirtya csomagot 8 jatékos kozott
ugy, hogy mindenki 4 lapot kap?

28. Feladat. Egy 32 lapos magyar kartya csomaghol kivalasztunk egyszerre, visszatevés nélkiil
8 lapot. (A magyar kiartyaban 4 szin van, mindegyikbdl 8-8 lap. Ezek: hetes, nyolcas, kilences,
tizes, also, felsd, kiraly, 4sz.) Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg tgy, hogy a kivalasztott lapok
kozott

ne legyen sz,

ott legyen a piros hetes,

csak zold legyen,

csak asz és hetes legyen,

)
)
)
)
e) csak asz és zold legyen,
) csak zold és makk legyen, de legyen mindkét szinbdl legalabb egy,
) pontosan két szinbdl valok legyenek,
) csak figura legyen,
)

legalabb harom figura legyen.

29. Feladat. Hany olyan hatjegyi pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szigori
monoton

(a) novekvs (b) csokkend

sorrendben kovetik egymast?

30. Feladat. Egy 32 {6s osztaly, melybe 14 lany és 18 fit jar valaszt egy bizottsagi elnokot és
5 (egyenrangi) bizottsagi tagot. (Az elnok nem lehet tag is.) Hanyféleképp tehetik ezt meg, ha
(a) semmilyen feltételt nem szabunk,
(b) az elnoknek lanynak kell lennie,

(c
(d

(e) a tagok tobbségének az elnokkel ellenkezd nemiinek kell lennie.

)

) a tagok csak fiak lehetnek,

) a bizottsag nem &llhat csupa azonos nemt személybdl,
)
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31. Feladat. Igazoljuk a binomialis egyiitthatok kovetkez6 tulajdonsagait, Osszefiiggéseit.

@ ()= (")
o (") G0 -6)
(c) (g>+<7f)++<2) — on

32¥ Feladat. Leirtuk a pozitiv egész szamokat egymas mellé 1-t61 2019-ig.

(a) Hany szamjegyet irtunk le?
(b) Hanyszor irtuk le az 1-es szamjegyet?

(c¢) Melyik a 2019. szamjegye a leirt szamnak?

33. Feladat. Hany
(a) hatjegyt, (b) hétjegyt

tiikorszam (palindorm szdm) van a tizes szamrendszerben? Es a négyesben?

Grafok

Ebben a fejezetben graf alatt minden esetben véges, egyszert, iranyitéas nélkiili grafot értiink.

34. Feladat. Egy hat tagt vendégségben, a hazigazda aki mindenkit ismer, megkérdezte, ki
hény jelenlévst ismer (az ismeretségek kolesonosek). A kovetkezs valaszokat kapta: 1,4,2,3.
Az utolso valaszt nem hallotta, mégis ki tudta talédlni. Mennyi volt az utols6 vélasz, és hogyan
gondolkodott a hazigazda?

35. Feladat. Rajzoljon olyan 6t csticst grafot amelynek 6 éle van, és

(a) van benne olyan cstcs, amelynek fokszama 3,
(b) nem Osszefiiggd,

(c) pontosan két olyan csticsa van, amelynek fokszama 4.

36. Feladat. Rajzoljon olyan 6t cstucsu grafot, amelynek fokszamsorozata

(a) 4, 4, 4, 4, 4, (d) 2,1,1,0,0, (g) 4, 3,2, 1,0,
(b) 4, 4, 4, 3, 3, (e) 5,4,3,3,2, (h) 4,3, 3,2, 1.
(c) 3,3,2,2, 2, (f) 4, 4,3, 2,1,

37. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely tarsasaghban van legalabb két olyan ember, akinek ugyan-
annyi ismerdse van a jelenlévék kozott.

38. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely poliédernek van legalabb két, azonos oldalszami lapja.
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39. Feladat. Egy informatikus azt a feladatot kapta, hogy kosson Ossze 2019 szamitogépet
tgy, hogy mindegyik 365 mésikkal legyen 6sszekotve. Hogyan végezze el a feladatat?

40. Feladat. Adjuk meg a hidnyzo6 fokszamot /fokszamokat a kovetkezs fokszamsorozatokban.
Ha t6bb lehetséges megoldas is van, akkor adjuk meg az 0sszes megoldast.

(a) 5, 5,5, 5,5 X d) 5,2 1,1,X,Y
(b) 5,5,3,3,3,X (e) 5,5,3,2 X, Y
(c) 5,5,5, 5 X,Y (f) 5,53, 1, X, Y

41. Feladat. Nyolc csapat egyfordulos kormérkszést jatszik egymassal.

(a) Hany meccset jatszanak Osszesen?
(b) Ha eddig minden csapat harom mérkézésén van tul, akkor hany meccs van még hatra?

(c) Eddig méar 17 mérkézést lejatszottak. Igazolja, hogy van olyan csapat amely mar 5 mér-
kézést jatszott.

(d) Legalabb hany lejatszott mérkdzés utan allithatjuk biztosan azt, hogy van olyan csapat,
amely mar legalabb 6 mérk&zést lejatszott?

42. Feladat. Rajzoljunk olyan 5 csicsi grafot amelynek

(a) 11 éle van, (b) 3 éle van és Osszefiiggd.
43. Feladat. Hany éle van egy

(a) 3, (b) 6, (c) n
csicsu teljes grafnak?
44. Feladat. Hany cstcsa van annak a teljes grafnak, amelynek élszama

(a) 15, (b) 171, (c) 1957

45. Feladat. Hany csiicsa van annak a teljes grafnak, amelyben az élek szama tobb, mint a
cstcsok szamanak 6tszorose, de kevesebb, mint a hatszorosa?

46. Feladat. Egy faba 435 élt behiizva teljes grafot kapunk.

(a) Hany csicsa van ennek a grafnak?

(b) Legfeljebb hany élt tudunk kitérdlni az élek behuzéasaval kapott a teljes grafbol tgy, hogy
a kapott graf még osszefiiggs legyen?

(¢) Maximum hany élt tudunk kitérolni ebbdl a teljes grafbol ugy, hogy a kapott grafban
még legyen kor?

(d) Legfeljebb hany élt tudunk kitérolni ebbdl a teljes grafbol gy, hogy a kapott graf dssze-
fiiggs legyen, és legyen benne kor?

47. Feladat. Mibdl van tobb, olyan 7 cstcsu grafbol, amelynek 10, vagy amelynek 11 éle van?



FEJEZET 11. KOMBINATORIKA, GRAFOK 278

48. Feladat. Mibdl van t6bb, olyan

csucesu graftbol, amelyben minden pont foka 3, vagy amelyikben minden pont foka 47
49. Feladat. Hany olyan 5 cstcsu graf van, amelynek

(a) 10 éle van, (b) 9 éle van, (c) 8 éle van, (d) 7 éle van,
ha a cstucsokat nem kiilonboztetjiik meg?
50. Feladat. Hany olyan n (n € Z™) csticsu graf van, amelynek

(a) O, (b) 1, (c) 2
éle van, ha a csiicsokat nem kiilénboztetjik meg?

51. Feladat. Megrajzolhatok-e az alabbi grafok ,egyetlen vonallal”?

(a) (c)

52. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely 6 tagu tarsasagban van 3 ember akik paronként ismerik,
vagy paronként nem ismerik egymast.

53*Feladat. Egy 17 csticst graf minden élét egyszintire, vagy kékre, vagy pirosra, vagy sargara
festettiik. Igazoljuk, hogy van a grafban egyszin haromszog.

54* Feladat. Egy orszag 32 telepiilése kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal
pontosan két telepiilést kot Ossze, és két telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen vonal épiil.
Bizonyitsuk be, hogy ha mar 466 vonalat kiépitettek, akkor barmely teleptilésr6l barmely telepii-
lésre lehet telefonélni vagy kozvetlen vonalon, vagy tobb, méar kiépitett vonal 6sszekapcsolasaval.

(OKTV, 1997-1998. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat)



Megoldasok

Osszeszamlalasok

1. Feladat. Héanyféleképp allithatja sorba Hofehérke a hét torpét, ha
(a) nem szabunk semmilyen feltételt,

(b) Szundi all kbzépen,

(
(d

¢) Morg6 a sor szélén all,
Morgo6 és Hapci all a sor két szélén,
Kuka és Hapci nem szomszédos,

)
)
)
e)
) Szende kozvetlentil Tudor és Vidor kozott all,
)
)
)
)

(
(f
g

(g) abécérendben allnak,

(h) Morgo a sor szélén &ll és Szende és Szundi szomszédosak,

(i) Morgo a sor szélén all vagy Szende és Szundi szomszédosak,

(j) vagy Morgo all a sor szélén, vagy Szende és Szundi szomszédosak,

(k) Morgo a sor szélén all és Szende és Szundi nem szomszédosak.

Megoldas.

(a) 7! (g) 1

(b) 6! (h) 2-2-5!

(c) 26! (i) 2-61+2-6! —2-2.5

(d) 2-5! (j) 2-6!+2-6!—2-2.5/—2.2.5]
(e) 7' —2-6 (k) 2- (6! —2-5!

(f) 25!

2. Feladat. Hanyféleképp iilhet le Artur kiraly és a hét lovagja a kerekasztal mellé, ha
(a) nincs semmilyen extra feltétel,
(b) Galahad nem szeretne Parszifal mellé iilni.

Két iiltetést akkor tekintiink kiilonbozének, ha van legalabb egy valaki, akinek a két iiltetésben
legalabb az egyik szomszédja kiilonbozik.

279
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Megoldas.

(a) 7! (b) 71 =26l

3. Feladat. A hét torpét meglatogatja a hét lovag. Hofehérke leiilteti ket egy egyenes asztal
ugyanazon oldalara. Hanyféleképp teheti ezt meg tgy, hogy

(a) torpe mellett vezér, vezér mellett torpe iiljon felvaltva,
(b) a torpék iilnek az elss hét helyen,

(c) a lovagok mindannyian szomszédosak?

Megoldas.

(a) 27071 (b) 717! (c) 8!-7!

4. Feladat. Az 1,2,3,4,5 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany olyan 6tjegyt po-
zitiv egész szam képezhets, mely

(a) péaros, (e) hattal oszthato,
(b) ottel oszthato, (f) 20 000-nél nagyobb paratlan szam,
(c) tizzel oszthato, (g) 20 000-nél kisebb, vagy ottel oszthato,
(d) harommal oszthato, (h) négyzetszam.
Megoldas.
(a) 2- 4! (d) 5! (g) 24 + 18 = 42
(b) 4! (e) 2-4! (h) 0
(¢) 0 (f) 24 + 36

5. Feladat. A 0,1,2,3,4 szamjegyek felhasznalasédval hany olyan 6tjegyd pozitiv egész szam
képezhets, ami

(a) tetszOleges, (c) ottel oszthato, (e) harommal oszthato,

(b) péros, (d) tizzel oszthato, (f) hattal oszthato?
Megoldas.

(a) 4-4! (c) 4-1 (e) 0

(b) 41+2-3-3 (d) 4! (f) 0
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6. Feladat. Hany olyan sorrendje (permutacioja) van az 1,2,3,4,5 elemeknek, amelyben az
eredeti, 12345 sorrendhez képest

az 1 vagy a 2 fixen maradt,
pontosan 2 elem maradt fixen,
pontosan 3 elem maradt fixen,

pontosan 4 elem maradt fixen?

Megoldas.

(a) 3! (d) 3-3! (©) (5)
(b) 4! (e) 2-4!1 — 3

(c) 3! () (g) P

7. Feladat. Hany olyan kolecsonosen egyértelmi fliggvény van, amely értelmezési tartomanya
az A = {1;2;3;4;5;6} halmaz, értékkészlete pedig

(a) B ={1;2;3;4;5;6},

(b) B={a;b;c;d;e; f}

(c) B=Aa;b;c;dse; fr9}7
Megoldas.

(a) 6! (b) 6! (c) 0

8. Feladat. Héany sorrendje van a MATEMATIKA sz6 bettiinek, amelyben

(a) nem szabunk extra feltételt,
(b) M az elss betii,
(c) A az utolso bet,
()
)
)

a harom A nem szomszédos,

e) M az els6 beti és a harom A szomszédos,

(
(

a maganhangzok el6l allnak.
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Megoldas.
10! 9! 7!
(@) oo (©) 53 (©) 5
9! 10! 8! 51 5l
(b) o1. 3! (d) 21.21.31 2.9l (f)ﬁ'zl.z!

9. Feladat. Hanyféleképp olvashatdé ki az
alabbi tablazatbol a MATEMATIKA sz6, ha
a bal fels§ sarokbol indulunk és csak jobbra
vagy lefele haladhatunk?

>Zma e e
HeZoa >
— e 2 E A
A e lies
> =

Megoldas.

5! -4l

10. Feladat. Egy tszoversenyen nyolcan indultak. Hanyféleképpen alakulhatott a dobogoésok
sorrendje, ha nem volt holtverseny?

Megoldas. 8- 7-6

11. Feladat. Hanyféle négyjegyi pozitiv egész szam képezhets az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szdmjegyek
legfeljebb egyszeri felhasznalasaval, ha

(a) nem szabunk feltételt,

(b) a szam nem tartalmazza az 1-et,

(c) a szamban szerepel a T-es szamjegy,

(d) a szam ottel oszthato,

)
)
)
)
(e) a szam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et,
(f) a szam ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et, és a szamban szerepel a 7-es szamjegy,
(g) a szam ottel oszthatod vagy szerepel benne a 7-es szamjegy,
(h) a szam vagy oszthato 5-tel, vagy nem tartalmazza az 1-et,

(i) a szam csak paratlan szamjegyekbdl allhat,

(j) a szam péaratlan,

(k) a szam csak paros szamjegyekbdl allhat,

(1) a szam péaros,
(m) a szamban a szamjegyek szorzata paros,

)

(n) a szamban a szamjegyek Osszege paros.
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Megoldas.
(a) 7-6-5-4 (h)
(b) 6-5-4 (i) 4
(c) 4-6-5 ()
(d) 6-5-4 (k) 0
(e) 5-4-3 (1)
(f) 3-4-3 (m)
(g) 6:5-4+4-6-5-4—3-5-4

(n)

3:5-4+5-4-3-2+3-5-4-3
6-5-4-4

6-5-4-3
7-6-5-4—4l

() ()

12. Feladat. Hanyféle 6tjegyd pozitiv egész szdm képezhets a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek

legfeljebb egyszeri felhasznalasaval, ha

a szam péaratlan,

a szamban nagyobb, mint 34220.

(S

(
(
g

)
)

(8)
6-6-5-4-3—5-5-4-3.2 (h)

a szam Ottel oszthatd, és nem tartalmazza az 1-et,

6-5-4-3+5-5-4-3
5-4-3-2+4+4-4-3-2

5-5-4-3-3
2:-3+2-4-34+2-5-4-34+3-6-5-4-3

13. Feladat. Egy szabalyos pénzérmét tizszer feldobva tiz hosszuisagu fej-iras sorozatot kapunk.
Hany kiilonb6z6 sorozat van? Hany olyan sorozat van,

(a) amely irassal kezddédik,
(b

amely frassal kezdddik, és fejjel végzadik,

(d

(e) amelyben tobb iras van, mint fej,

amelyben ugyanannyi {ras van, mint fej,

)

(c) amelyben a fejek és irasok felvaltva kovetik egymast,
)
)
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(f) amelyben a fejek és irasok szédma is paros,
(g) amelyben a fejek és irasok szama is primszam,
(h) amely palindrom (tehat visszafele olvasva is ugyanaz),

(i) amelyben nincs két irds amely szomszédos lenne?

Megoldas. Osszesen 2! kiilénb6z6 sorozat van.

14. Feladat. Egy szabalyos dobokockat otszor feldobva, a dobasok eredményét egymés mellé

leirva otjegyt pozitiv egész szdmokat kaptunk. Ezek kozott hany olyan van,

)

)

)

)

) amely 34000-nél nagyobb,
) amelyben nem szerepel prim szamjegy,
)

)

)

)

)

Megoldas.
(a) 67 (d) 2-6* (g) 35
(b) 6°—6-5-4-3-2 (e) 3-63+3-6*

(c) 6* (f) 3°
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5!
(h) ST (Csak a 4, 6, 6, 5, 5 szamjegyek megfelelGek.)
(i) 5262
(j) 6°
(k) 0 (A W11111 és V66666 koze az egész szamok koziil csak a 3 esik, viszont 310 = 59049

nem lehet ilyen dobéssorozat eredménye.)

15. Feladat. Hanyféle négyjegyti pozitiv egész szam képezhets az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyek
(akar tobbszori) felhasznalasaval, ha

(a) nem szabunk feltételt,

(b) van olyan szamjegy, amely legalabb kétszer szerepel,

(c) a szam nem tartalmazza az 1-et,

(d) a szamban szerepel a T-es szamjegy,

(e) a szam Ottel oszthato,

(f) a szam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et,

(g

(

) a szam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et, és a szamban szerepel a 7-es szamjegy,
h) a szam Ottel oszthatd vagy szerepel benne a 7-es szamjegy,

i) a szam vagy oszthato b-tel, vagy nem tartalmazza az 1-et,

—~

J

(k) a szam paratlan,
1

(m) a szam paros,

P

a szam csak péaratlan szamjegyekbdl allhat,

—~

)
)
)
) a szam csak paros szamjegyekbdl allhat,
)
(n) a szamban a szamjegyek szorzata paros,
)

(o) a szamban a szamjegyek Osszege paros.

Megoldas.
(a) 74 (i) (7*—6%) +5-6°
(b) 7*—7-6-5-4 (j) 44
(c) 6* (k) 7 -4
(d) 7* — 6 (1) 34
(e) 7 (m) 73-3
(f) 6 (n) 74 —4*
() 6" =5 o) 344t (2 Al
(h) 73+ (7" — 6%) — (7° — 6%) o) S (2) (2)
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16. Feladat. Hanyféle 6tjegyd pozitiv egész szdm képezhets a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek
(akér tobbszori) felhasznalasaval, ha
(a) nem szabunk feltételt,
(b) a szam nem tartalmazza az 1-et,
c) a szamban szerepel a 7T-es szadmjegy,

)
)
()
(d) a szamban szerepel a 4-es szamjegy,
)
)
)
)

(e) a szam Ottel oszthato,
(f) a szam Ottel oszthato, és nem tartalmazza az 1-et,
(g) a szam péaratlan,
(h) a szam nagyobb, mint 34220.
Megoldas.
(a) 6.7 (e) 6-73-2
(b) 5-6 (f) 5632
() 0 (8) 6733
(d) 6-7*—5.6 (h) 6+4-7+4-7"+2-7+3-74

17. Feladat. Hanyféleképp olvashato ki az M A T EMAT I KA
alabbi tablazatbol a MATEMATIKA sz6, ha A T E M A T I K A
a bal fels§ sarokbol indulunk és csak jobbra T EM A T I K A
vagy lefele haladhatunk? E M A T I K A
M A T I K A
AT I K A
T I K A
I K A
K A
A
Megoldas. 2°
18. Feladat. Hany
(a) 4 (b) 6 () n(neZ")
jegyl pozitiv egész szam van a
(i) 10-es (ii) 2-es (ili) k-as (k € ZT,k > 2)

alapi szamrendszerben?
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Megoldas.
i) (a) 9-10° (i) (a) 1-2° (iil) (a) (h—1) -k
(b) 9-10° (b) 1.2° (b) (k—1)-&°
(c) 910" (c) 1.271 (¢) (k—1)- k!

19. Feladat. Hany legfeljebb
(a) 4 (b) 6 () n(neZh)
jegyl pozitiv egész szam van a
(i) 10-es (ii) 2-es (iii) k-as (k€ Z1 k> 2)

alapi szamrendszerben?

Megoldas.
(i) (a) 10* =1 (i) (a) 24 —1 (iii) (a) k*—1
(b) 10° —1 (b) 26 —1 (b) k% —1
(c) 10" —1 (c) 2" —1 (c) k" —1

20. Feladat. Héanyféle nyolcjegyt pozitiv egész szam képezhets csak a 2 és 7 szamjegyek
felhasznélasaval, ha

(a) semmilyen feltételt nem szabunk,
(

b

)

) a szamnak mindkét szamjegyet tartalmaznia kell legalabb egyszer,
c) a szamnak 9-cel oszthatonak kell lennie,
)

)

(
(d

(e) a szamnak 36-tal oszthatonak kell lennie.

a szamnak 18-cal oszthatonak kell lennie,

Megoldas.

(a) 28 (b) 28 —2 (c) 8 (d) T (e) 3,6—‘3,

21. Feladat. Egy tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog pontosan egyszer. Hany kézfo-
gasra keriil sor, ha a tarsasig

(a) 4 (b) 10 (c) n

fobal all?
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Megoldas.
a) 6 10-9 n\ n-(n—1)
@ b =3 © <2) I
22. Feladat. Hany
(a) 2, (b) 3, (c) k (keN,k<6)

elemii részhalmaza van az A = {1;2; 3;4;5;6} halmaznak?

Megoldas.

(a) (g) _ 15 (b) @ 20 (©) (Z)

23. Feladat. Hany &ltaldnos helyzetd egyenest vettiink fel a stkon, ha Osszesen
(a) 3 (b) 10 (c) 91

metszéspontjuk van? Egyeneseket altalanos helyzetiinek neveziink, ha semelyik ketté nem péar-
huzamos (vagy esik egybe), illetve semelyik harom nem megy at egy ponton.

Megoldas. A sikon n altalanos helyzetii egyenes esetében barmely ketté metszi egymést min-
den mas metszéspontbol kiilonb6zd pontban, igy annyi metszéspont van, ahanyféleképpen ki-
valaszthato kett6 az n egyenes kozil.

) (n—1)

(n—1
(a) Az (n) = M = 3 egyenlet pozitiv egész megoldasa n = 3.

=5 = 10 egyenlet pozitiv egész megoldasa n = 5.

‘(n—1
n) = % = 91 egyenlet pozitiv egész megoldasa n = 14.

24. Feladat. Egy tszoversenyen nyolcan indultak. Holtverseny nem volt és az elsé 4 helyezett
jutott tovabb a kovetkezd forduloba. Hanyféleképp alakulhatott a tovabbjutok csoportja?

Megoldas. (i) =70
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25. Feladat. Hanyféleképp tolthets ki egy lottoszelvény (ahol az 1-90 szamok koziil kell beik-
szelniink 6tot), ha

(a) semmilyen feltételt nem szabunk, (d) a szelvény négy talalatos,
(b) a szelvényen nincs nyerd szam beikszelve,  (e) a szelvény telitalalatos?

(c) a szelvény egy talalatos,

Megoldas.

(a) (95()) = 43949268 (d) (Z) : <815) = 425
(b) (855> = 32801517 (e) (g) : (805) =1
o () (%) = otz

26. Feladat. Egy gyar napi termelése soran az 500 elkészitett végtermék 12 szazaléka selejtes
lesz. Hanyféleképp lehet 12-t kivalasztani (egyszerre, visszatevés nélkiil) a termékek koziil ugy,
hogy a kivalasztottak kozott

(a) ne legyen selejtes, (d) ugyanannyi sejtes legyen, mint hibatlan,

(b) pontosan két selejtes legyen, (e) kétszer annyi hibatlan legyen, mint selej-

i ?
(c) legyen két selejtes, tes”

N 0 ()9
0 ()2 o (02
o () () (5)-(2)

27. Feladat. Hanyféleképp lehet kiosztani a 32 lapos magyar kartya csomagot 8 jatékos kozott
ugy, hogy mindenki 4 lapot kap?

oot (7)-(3)- (5)-(3)- (2)- (2)-G)- (o)



FEJEZET 11. KOMBINATORIKA, GRAFOK 290

28. Feladat. Egy 32 lapos magyar kartya csomagbol kivalasztunk egyszerre, visszatevés nélkiil
8 lapot. (A magyar kartydban 4 szin van, mindegyikbdl 8-8 lap. Ezek: hetes, nyolcas, kilences,
tizes, also, felsd, kiraly, asz.) Hanyféleképpen tehetjik ezt meg tgy, hogy a kivalasztott lapok
kozott

(a) ne legyen &sz,

(b) ott legyen a piros hetes,

(c) csak zold legyen,

(d) csak asz és hetes legyen,
)

(e) csak asz és zold legyen,
(f

) csak zold és makk legyen, de legyen mindkét szinbdl legalabb egy,
(g) pontosan két szinbdl valok legyenek,

(h) csak figura legyen,
(i) legalabb harom figura legyen.

PR TR C N
w (%) 0 ()2 o)
0 (-0 ()-)- )

29. Feladat. Hany olyan hatjegyt pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szigora
monoton

(a) novekvs (b) csokkend

sorrendben kévetik egymast?

Megoldas.
0 ) o ()

30. Feladat. Egy 32 {6s osztaly, melybe 14 lany és 18 fit jar valaszt egy bizottsagi elnokot és
5 (egyenrangu) bizottsagi tagot. (Az elnok nem lehet tag is.) Hanyféleképp tehetik ezt meg, ha
(a) semmilyen feltételt nem szabunk,
(b) az elndknek lanynak kell lennie,
(c) a tagok csak fitk lehetnek,
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(d) a bizottsag nem allhat csupa azonos nemt személybdl,

(e) a tagok tobbségének az elnokkel ellenkezd nemiinek kell lennie.

Megoldas.

(e) 14 18+18 13+18 13 s 14+14 17+14 17
¢ 5 4)\1 3 )\ 2 5 1)\ 1 3)\ 2
31. Feladat. Igazoljuk a binomialis egyiitthatok kovetkezé tulajdonsagait, Osszefiiggéseit.
n n
@ ()= (")
n—1 n—1 n
b
o (")) - G)
)+
n

@ () + (") +
c -
0 1
Megoldas.

(a) Ha egy n elemi halmazbdl kivalasztunk egy k elemi részhalmazt, akkor ezzel egyszerre
kivalasztjuk (a ki nem valasztott elemek halmazaként) egy n — k elemii részhalmazat is.

(b) Képzeljiik el, hogy egy n tagt tarsasag k tagu kiildottséget valaszt. Szamoljuk 6ssze a
kiildottségeket tgy is, hogy a tarsasag egy adott tagja benne van-e a kiildottségben, vagy
sem.

(c) Mindkét oldalon egy n elemt halmaz Gsszes részhalmazéanak szama all.

32¥Feladat. Leirtuk a pozitiv egész szamokat egymas mellé 1-t6l 2019-ig.
(a) Hany szamjegyet irtunk le?
(b) Hanyszor irtuk le az 1-es szamjegyet?

(c) Melyik a 2019. szamjegye a leirt szamnak?
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Megoldas.

(a) 9-1490-2+ 9003+ (2019 — 999) - 4 = 6969
(b) e Az egy jegyi szamok kozott csak 1 darabot irunk le.

A kétjegyld szamok esetén 10-szer irunk 1-est a tizes helyi értékre és 9 - 1-szer az
egyesek helyére. Ez 19 darab 1-es.

A héromjegytieknél 100 darab van a szézas helyi értéken, tovabbé 9-szer annyi, mint
amennyi az eddigiekben 6sszeszamoltunk, azaz 6sszesen 100 + 9 - (1 + 19) = 280.

A négyjegytiek koziil leirtuk az 6sszes 1-essel kezd6dét. Ezek 1000 4 (280 + 19 + 1)
darab 1-est tartalmaznak, 6sszesen 1300-at. Tovabba még leirtuk a 2001, 2010, 2011,
..., 2019 szamokat, melyek tjabb 12 darab 1-est tartalmaznak.

Tehat 6sszesen 1 4 19 + 280 4 1300 4 12 = 1612 darab 1-es szamjegyet irtunk le.

(c) Az egy- és kétjegyt szamokkal Gsszesen 9 4+ 180 = 189 szamjegyet irtunk le, igy 2019 —
189 = 1830 szamjegyet kell még leirnunk. Mivel 1830 = 610 - 3, ez azt jelenti, hogy a
610. haromjegyld szam utolsé szamjegye lesz a 2019. leirt szdmjegy, ami a 709 utolsod
szamjegyeként a 9.

33. Feladat. Hany

(a) hatjegyt, (b) hétjegyt
tiikorszam (palindorm szam) van a tizes szamrendszerben? Es a négyesben?
Megoldas.

(a) Tizes szamrendszerben 9 - 10 - 10 = 900. Négyes szamrendszerben pedig 3 -4 - 4 = 48.
(b) Tizes szamrendszerben 9-10-10-10 = 9000. Négyes szamrendszerben pedig 3-4-4-4 = 192.
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Grafok

Ebben a fejezetben graf alatt minden esetben véges, egyszert, iranyitas nélkili grafot értiink.

34. Feladat. Egy hat tagt vendégségben, a hézigazda aki mindenkit ismer, megkérdezte, ki
hany jelenlévst ismer (az ismeretségek kolesonosek). A kovetkezs valaszokat kapta: 1,4,2)3.
Az utolso valaszt nem hallotta, mégis ki tudta talédlni. Mennyi volt az utols6 vélasz, és hogyan
gondolkodott a hazigazda?

Megoldas. Az utols6 is 3 embert ismert. Kénnyen felrajzolhato a tarsasag ismertségi gréfja.

35. Feladat. Rajzoljon olyan 6t csticsti grafot amelynek 6 éle van, és

(a) van benne olyan cstcs, amelynek fokszama 3,
(b) nem Osszefiiggd,

(c) pontosan két olyan csticsa van, amelynek fokszama 4.

Megoldas.

(a) (b)

(c) Nincs ilyen graf. A két 4 foku cstics 6ssze van kotve a mésik harom cstcesal, ez rogton 6
élt jelent, viszont egymassal is 0ssze vannak kotve, tehat egy ilyen grafnak legalabb 7 éle
kell, hogy legyen.

36. Feladat. Rajzoljon olyan 6t csticsi grafot, amelynek fokszamsorozata
(a) 4,4, 4, 4, 4, (d) 2,1,1,0,0, (g) 4,3,2, 1,0,

(b) 4,4, 4, 3, 3, (e) 5, 4,3, 3,2, (h) 4, 3,3, 2, 1.
(c) 3,3,2,2 2, (f) 4,4, 3,2, 1,
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Megoldas.

(a) (b) (©) (@)

e) Nincs ilyen graf, egy 5 foku grafban nem lehet 5 foku cstcs.

(
(
g) Nincs ilyen graf, a 4 foka cstcs kizarja a 0 foku cstcs létezését.

)
f) Nincs ilyen graf, ha van két 4 fokua cstcs, akkor nem lehet 1 foku is a grafban.
(8)

(h) Nincs ilyen graf, a fokszamosszeg nem lehet paratlan.

37. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely tarsasaghban van legalabb két olyan ember, akinek ugyan-
annyi ismerdse van a jelenlévsk kozott.

Megoldas. Barmely véges egyszert grafban van két azonos foku cstiics. Ha egy n cstcst graftban
minden fokszam kiilonb6z6 lenne, akkor 0,1,2,...,n — 1 lenne a fokszdmsorozat, de a 0 és az
n — 1 egyiitt lehetetlen.

38. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely poliédernek van legalabb két, azonos oldalszami lapja.

Megoldas. Feleltessiik meg a poliédernek azt a grafot amelynek csticsai a poliéder lapjai, és
két cstics pontosan akkor van Gsszekotve éllel, ha a nekik megfelel§ lapoknak van kozos éliik,
majd hasznaljuk, hogy barmely véges egyszerii grafban van két azonos foka cstcs.

39. Feladat. Egy informatikus azt a feladatot kapta, hogy kosson Ossze 2019 szamitogépet
ugy, hogy mindegyik 365 mésikkal legyen 6sszekotve. Hogyan végezze el a feladatat?

Megoldas. Hozza sem kell kezdeni, mert barmely egyszerid grafban a paratlan foka cstuicsok
szama péaros, és itt paratlan lenne a feladat feltételei szerint.

40. Feladat. Adjuk meg a hidnyzo6 fokszamot /fokszamokat a kovetkezs fokszamsorozatokban.
Ha t6bb lehetséges megoldas is van, akkor adjuk meg az 0sszes megoldast.

(a) 5,5,5,5,5 X (d) 5,2, 1,1, X, Y

(b) 57 57 3? 37 37 X (e) 5, 5, 3, 2, X, Y

(¢) 5,5,5,5, X, Y (f) 5,5,3,1,X,Y
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Megoldas.
(a) X =5

41. Feladat. Nyolc csapat egyfordulos kormérkézést jatszik egymaéssal.

(a) Hany meccset jatszanak Osszesen?
(b) Ha eddig minden csapat harom mérkézésén van til, akkor hany meccs van még hatra?

(¢) Eddig mar 17 mérkdszést lejatszottak. Igazolja, hogy van olyan csapat amely mar 5 mér-
kézést jatszott.

(d) Legalabb hany lejatszott mérkdzés utan allithatjuk biztosan azt, hogy van olyan csapat,
amely mar legalabb 6 mérkézést lejatszott?

Megoldas.
(a) 28 (b) 16

8-4
(c) Ha mindenki csak legfeljebb négy mérkézést jatszott volna, akkor legfeljebb 5 = 16

mérkézés lehetett volna. Mivel mar 17 mérkézésen vannak tul, kell, hogy legyen olyan
csapat, amely legalabb 5 mérkézést méar lejatszott.

(d) Az el6z6 gondolatmenet alapjan, ha mindenki csak legfeljebb 5 mérkdzést jatszott volna,

akkor legfeljebb 2% — 20 mérkozés tortént volna. Tehat 21 mérkszés esetén mar biztos

van egy csapat, aki 6 mérkézést jatszott.

42. Feladat. Rajzoljunk olyan 5 csiicst grafot amelynek
(a) 11 éle van, (b) 3 éle van és Osszefiiggd.

Megoldas.

(a) Nincs megoldas, mert egy 6t csicsu egyszeri grafnak legfeljebb 10 éle lehet.

(b) Nincs megoldas, mert egy 6t csucsu Osszefiiggd grafnak legalabb 4 éle van.
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43. Feladat. Hany éle van egy

(a) 3, (b) 6, (c) n
csucsu teljes grafnak?
Megoldas.
(a) 3 (b) 15 © n-(n-1)
2
44. Feladat. Hany cstucsa van annak a teljes grafnak, amelynek élszama
(a) 15, (b) 171, (c) 1957

n-(n—1)

Megoldas. Mindhérom esetben az = x egyenlet pozitiv egész megoldasait keresstik,

ahol x a megadott ¢lek szama.

(a) 6 (b) 9 (¢) nincs megoldas

45. Feladat. Hany csiicsa van annak a teljes grafnak, amelyben az élek szama tobb, mint a
cstcsok szamanak 6tszorose, de kevesebb, mint a hatszorosa?

Megoldas. Az

n-(n—1)
2

egyenlStlenség(ek)et kell megoldanunk a pozitiv egészek halmazéan. Innen n = 12.

om < < 6n

46. Feladat. Egy faba 435 élt behiizva teljes grafot kapunk.
(a) Hany csucsa van ennek a grafnak?

(b) Legfeljebb hany élt tudunk kitérdlni az élek behuzéaséaval kapott a teljes grafbol tgy, hogy
a kapott graf még Osszefiiggs legyen?

(¢) Maximum hény élt tudunk kitorolni ebbdl a teljes grafbol ugy, hogy a kapott grafban
még legyen kor?

(d) Legfeljebb hany élt tudunk kitérdlni ebbdl a teljes grafbol ugy, hogy a kapott graf Gssze-
fiiged legyen, és legyen benne kor?

Megoldas.

(a) Legyen a graf cstucsainak szama n. Egy n csucsu fanak n — 1, egy n csticsu teljes grafnak

“(n—1
pedig % éle van. A fentiek alapjan az
(n—1
%) ~(n—1) =435

egyenletet kapjuk. Ezen masodfoki egyenletet dtrendezve és megoldva: n? —3n —868 = 0,
ny = —28,ny = 31. A grafnak 31 csiicsa van.
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(b) Mivel a fa épp a minimalis 6sszefliggs graf, ezért 435 él torolhetd.

(c) A grafnak nem kell 6sszefiiggének lennie, ezért egyetlen 3 hosszusagu kor kivételével az
Osszes él tordlhets. Az Gsszes élek szama % = 465 Igy 465 — 3 = 462 ¢l torolhets.

(d) Mivel a fa épp a minimalis 6sszefiiggd graf és egyben maximaélis kormentes graf is, ezért
434 él torolhetd.

47. Feladat. Mibdl van tobb, olyan 7 csticst grafbol, amelynek 10, vagy amelynek 11 éle van?

Megoldas. Gondoljunk a komplementer grafra. Egy hét csiicsi teljes grafnak 21 éle van, igy ha
egy hét cstcsu grafnak 10 éle van, akkor a komplementerének 11, vagyis a 7 cstucsa 10, illetve
11 élid grafok parba allithatok egymaéssal, szamuk megegyezik.

48. Feladat. Mibdl van tobb, olyan

cstiesu grafbol, amelyben minden pont foka 3, vagy amelyikben minden pont foka 47
Megoldas.

(a) Mivel egy minden grafban paros a paratlan foku csticsok szama, ezért nincs olyan 7 cstcst
graf, amelyben minden pont foka 3. Olyan viszont, amelyben minden pont foka 4, konnyen
kredlhato, igy ez utobbibol van tobb.

(b) Gondoljunk a komplementer grafra. Ha egy 8 csticsu grafban minden pont foka 3, akkor
a komplementerében 4, igy ezen grafok parba allithatok egymassal, szamuk megegyezik.

49. Feladat. Hany olyan 5 cstcsu graf van, amelynek
(a) 10 éle van, (b) 9 éle van, (c) 8 éle van, (d) 7 éle van,
ha a cstucsokat nem kiilonboztetjiik meg?

Megoldas. Vizsgaljuk a komplementer grafokat.

(a) 1 (b) 1 (c) 2 (d) 4

50. Feladat. Hany olyan n (n € Z") csucsu graf van, amelynek
(a) O, (b) 1, (c) 2

éle van, ha a cstucsokat nem kiilénboztetjik meg?
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Megoldas.

(a) Tetszoleges n-re egy megoldas van, az tires graf.

(b) Han = 1, nincs megoldas. Kiilonben egy megoldas van, az a graf amelyben két, egymassal
0sszekotott csuces fokszama 1, a tobbi cstcs izolalt.

(¢c) Han = 1,2, nincs megoldas. Ha n = 3, akkor egy megoldas van, az a graf, amelyben a két
els6foktl csiics van Osszekotve az egyetlen masodfokiaval. Ha n > 4, akkor két megoldés
van. Az egyik az a graf amit ugy kapunk, hogy az n = 3 eset grafjat megfelel6 szamu
izolalt csticesal egészitjiik ki, a masik pedig az a graf amely két élének nincs kozos csticsa.

51. Feladat. Megrajzolhatok-e az alabbi grafok ,egyetlen vonallal”?

(a) (c)

Megoldas. Pontosan akkor rajzolhato le egy graf egyetlen vonallal, ha vagy nincs, vagy ha
pontosan két paratlan foku cstucsa van.

(a) igen (c) nem
(b) igen (d) nem

52. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely 6 tagu tarsasagban van 3 ember akik paronként ismerik,
vagy paronként nem ismerik egymast.

Megoldas. A tarsasag egyik tagjat tekintve neki vagy van legalabb 3 ismerdse, vagy van
legalabb 3 ember akit nem ismer. Tekintsiik ezt a (legalabb) 3 embert. Az els6 esetben, ha
koziiliik barmely ketts ismeri egymast, akkor az eredeti emberrel egyiitt 6k harman paronként
ismerik egymaést. Ha koziiliik semelyik ketté nem ismeri egymast, akkor 6k harman paronként
nem ismerik egyméast. A méasodik esetben hasonloképpen gondolkodhatunk.
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53*Feladat. Egy 17 csticst graf minden élét egyszintire, vagy kékre, vagy pirosra, vagy sargara
festettiik. Igazoljuk, hogy van a grafban egyszinti haromszog.

Megoldas. Mivel egy 17 csticst teljes graftban minden csics foka 16, és 16 > 5-3, ezért van olyan
csucs, amelybdl legalabb 6 azonos szintd (pl. piros) él indul ki. Tekintsiik ezen (legalabb) 6 él
mésik végpontjait. Ha ezen hat cstcs kozott van piros €él, akkor van a grafban piros haromszog.
Ha nincs, akkor tekintsiik azt a teljes részgrafot, amit ez a hat cstcs hataroz meg. Ebben minden
cstcsbol 6t, ezen hat cstucs valamelyikéhez futo él indul ki. Mivel 5 > 2 - 2, ezért a 6 cstcs
valamelyikébdl legalabb 3 azonos szint él (pl. kék) indul a tébbibe. Ha ezen 3 él végpontjainak
barmelyike kozott van kék él, akkor van a grafban kék haromszog, ha nincs, akkor az a fentiek
alapjan azt jelenti, hogy a 3 cstics kozott csak sarga élek futhatnak, sdrga haromszoget alkotva.

54 Feladat. Egy orszag 32 telepiilése kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal
pontosan két telepiilést kot Ossze, és két telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen vonal épiil.
Bizonyitsuk be, hogy ha mér 466 vonalat kiépitettek, akkor barmely telepiilésrél barmely telepii-
lésre lehet telefonélni vagy kozvetlen vonalon, vagy tobb, méar kiépitett vonal 6sszekapcsolasaval.
(OKTV, 1997-1998. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat)

Megoldas.

Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz. Ekkor a graf legalabb két komponensbdl all. Legyen
ezek csticsainak szama n, illetve 32 — n, ahol 0 < n < 32,n € N. Ekkor a két komponensben
Osszesen legfeljebb

nn—1) (32—=n)(31 —n)
2 + 2

¢l hiuzhato. Teljes négyzetté kiegészitve kapjuk, hogy az élek szama (n — 16)% + 240. Ekkor n
lehetséges értékeit figyelembe véve kapjuk, hogy |n— 16| < 15, igy (n—16)%+240 < 1524240 =
465, ami ellentmond annak, hogy legalabb 466 vonalat mar kiépitettek. Igy a graf osszefiiggds,
tehat barmely telepiilésrdl barmely telepiilésre lehet telefonalni.




12 | Valoszintiségszamitas és leir6é sta-
tisztika

Val6szintiség: klasszikus valoszintiségi mezd; geometriai mo-
dell

1. Feladat. Egy csomag francia kartyabol egy lapot kihiizva tekintsiik a kovetkezs eseményeket.

A: A kihuzott lap figura.
B: A kihazott lap kiraly.
C: A kihuzott lap pikk.

Fogalmazzuk meg mit jelentenek az alabbi események.

(a) AB (c) A+C (e) AB (g) C—B
(b) A— B (d) A (f) BC

2. Feladat. Egy szabélyos dobokockat egyszer feldobunk. Tekintsiik a kovetkezd eseményeket.

A: A dobott szam paros. D: A dobott szam legfeljebb hat.
B: A dobott szam prim. E: A dobott szam kétjegyti.

C: A dobott szdm harommal oszthato.

Hatarozzuk meg a kovetkezd eseményeket alkoté elemi események halmazat.

(a) AB (c) C (e) (A+D)E (8)
(b) B+C (d) AC+ B (f) OB (h)

Hatarozzuk meg az alabbi valdszintiségeket.

(i) P(A) (v) P(E) (ix) P(AC + B) (xiii) P(D)
(il) P(B) (vi) P(AB) (x) P((A+ D)E)

(iii) P(C) (vii) P(B+ C) (xi) P(CB)

(iv) P(D) (viii) P(O) (xii) P(B+C)

300
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3. Feladat. Egy szabalyos dobokockat kétszer feldobtunk. Hatarozzuk meg az alabbi események
valoszintiségét.

A dobott szamok szorzata prim.

A dobott szamok szorzata Ottel oszthato.

A dobott szamok szorzata paros.

A dobott szamok szorzata legaldbb 12.

A dobott szamok szorzata egyjegyt.

A dobott szamok Osszege prim.

A dobott szamok Osszege Ottel oszthato.

A dobott szamok Osszege paros.

A dobott szamok Osszege legaldbb 12.

A dobott szamok Osszege egyjegy.

Az els6 szam nagyobb, mint a masodik.

A masodik dobas eredménye megegyezik az els6 dobas eredményével.
Els6re haromszor annyit dobtunk, mint mésodikra.

A dobott szamok relativ primek.

A dobott szamok szorzata vagy Osszege péros.

A dobott szamok szorzata és Osszege is paros.

QIO ZEA N un Qo ET QW

A dobott szamok szorzata és Osszege is paratlan.
4. Feladat. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy dobokockét hatszor feldobva

(a) minden lehetséges érték pontosan egyszer jelenik meg;
(b) pontosan kétféle szamot dobunk;

(c) a dobott szamok szorzata péaratlan;
(d) a dobott szamok szorzata paros;
)

)

)

e) a dobott szamok 6sszege hdrommal oszthato;

(
(f) a dobott szamok szorzata oszthato 4096-tal;
g) el6szor a harmadik dobasra dobunk hatost;

(
(h) a dobott szamok szorzata prim.

5. Feladat. Egy szabalyos pénzérmét tizszer feldobtunk. Hatarozzuk meg az alabbi események
valoszintiségét.

(a) Az els6 dobas eredménye fej. (d) Legalabb nyolc fejet dobtunk.
(b) Az els6 és utolso dobas eredménye kiilon-  (e) Legfeljebb 9 irast dobtunk.
boz8. (f) Tobb frést dobunk, mint fejet.

(c) Ugyanannyi fejet dobtunk, mint irast.
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6. Feladat. Egy pakli 32 lapos magyar kartyabol kihtzunk nyolc lapot (visszatevés nélkiil, a
sorrendre valo tekintet nélkiil). Hatarozzuk meg a kovetkezd események valoszintiségét.
) Nalunk van a piros asz.
) Csak zoldet hazunk.
) Huazunk figurat is.
(d) Nem htzunk makkot.
) Nem huzunk makkot és figurat sem.
) Pontosan harom kiraly van nalunk.
) Tébb piros van nalunk, mint az &sszes tobbi szinbdl egyiittvéve.
h) Pontosan két szinbgl valok a lapjaink.
7. Feladat. Az 6t6s lotton az els6 90 pozitiv egész szam koziil huznak 6t6t. Hatérozzuk meg
az alabbi események valoszintiségét.
(a) Nem huzzak ki a 43-ast.
(b) A kozéps6 kihtuizott szam a 43.
(c) A kihtzott szamok szorzata paratlan.
(d) A legnagyobb kihuzott szam a 43.
) A legkisebb kihizott szam a 43.
)
)
)

Minden kihtizott szam 34 és 43 kozott van, beleértve a hatarokat is.

(e
(f
(g) A legkisebb kihuizott szama a 34, a legnagyobb a 43.
(h) A szadmok nagysag szerint névekvé sorrendben keriilnek kihtzasra.
(i) Egy szelvényt kitoltve azzal nyeriink (tehat legalabb két talalatunk van).
8. Feladat. Egy 36 fGs osztalyba 20 lany és 16 fia jar. Az osztéaly 6t taga kiilldottséget valaszt,

amelynek egy elnoke és négy tagja van. (Egy ember tobb tisztséget nem viselhet.) Hatarozzuk
meg az alabbi események valoszintiségét.

(a) Andor lesz az elnok.

(b) Andor az elnok és Balazs a tagok kozott van.
(
(

)
)

) Andor és Balazs sem szerepel a kiildottségben.
d) A kiildottség csak lanyokbol all.
)

)
)

c
(e) Az elndk lany, de a tagok mindegyike fiu.
(f) Az elnok fiu és a tagok kozott tobbségben vannak a lanyok.

(g) Az elnok ellenkez6 nemi, mint az azonos nemi tagsag.
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9. Feladat. Egy gyar 5000 terméket gyart naponta, amelynek 2%-a selejtes. Egy munkanap vé-
gén mindségellendrzést hajt végre naluk a fogyasztovédelem. Vizsgalat céljabol véletlenszerden
kivalasztanak 50 terméket. Hatarozzuk meg az alabbi események valoszintiségét.

b
(c

(d) A kivalasztott termékek kozott a selejtesek aranya pontosan 2%.

(a) A véletlen mintaban nincs selejtes termék.
(b) Csak selejtes terméket vizsgalt meg a fogyasztovédelem.

)
)
) Legalabb két selejtes terméket talalt ak ellendrzéskor.

)

10. Feladat. Anna, Bea, Cili, Doéra és Edina moziba mennek, és leiilnek egymés mellé. Hata-
rozzuk meg az aldbbi események valoszintiségét.

Edina iil kozépen.

(a
(b

Anna és Bea szomszédosak.
c) Cili a sor (valamelyik) szélén tl.

)
)

(c)

(d) Edina il kozépen és Anna és Bea szomszédosak.

(e) Edina il kozépen és Cili a sor (valamelyik) szélén il.
)

(f) Edina iil kézépen és Anna és Bea szomszédosak és Cili a sor (valamelyik) szélén iil.

11. Feladat. Az els6 9 pozitiv egész szamot véletlenszerd sorrendben egymas mellé irjuk.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy a kapott kilencjegyti szam oszthato

(a) 2-vel; (b) 4-gyel; (c) 5-tel; (d) 9-cel; (e) 18-cal?

12. Feladat. Feldobunk egy szabélyos pénzérmét. Ha a dobés fej, akkor egy, ha iras, akkor
két szabalyos dobokockaval dobunk egyszer. Mi annak a valészintisége, hogy mindekozben nem
dobunk 6tost?

13. Feladat. Egy versenyen minden ejtGernyds egy 10 méter sugara korben landol. Kiilondi-
jat akkor kap egy ugrd, ha a koérben elhelyezett 2 méter oldalhossziisagu négyzetben landol.
Mekkora a valoszintisége, hogy egy ugrés kiilondijas lesz?

14. Feladat. Egy 1 méter hosszt péalcat kettétoriink. Mennyi annak a valdszintsége, hogy a
toréspont kozelebb van a palca valamelyik végéhez, mint a kozepéhez?

15. Feladat. Egy 1 méter hosszt péalcat kettétoriink. Mennyi annak a valészintsége, hogy a
toréspont legalabb kétszer akkora tavolsagra van a pélca kozepétdl, mint valamelyik szélétsl?
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Leir6 statisztika: véges szamsokasagok jellemzdi; tablazatok;
diagramok

16. Feladat. Adjunk meg egy pozitiv egészekbdl allo 6t tagi adatsokasagot, amelynek

(a) modusza 3; (f) szoréasa 0 és atlaga 5;

(b) medianja 4; (g) modusza 3 és atlaga b;

(c) modusza 3 és medianja 4; (h) medianja 4 és atlaga 5;

(d) szorasa 0; (i) modusza 3, medianja 4 és atlaga 5.
(e) atlaga b;

17. Feladat. Egy otelemd mintardl tudjuk, hogy két modusza 2 és 3, medidnja 3, terjedelme
5. Sorolja fel a minta elemeit.

18. Feladat. Egy otelemid mintarol tudjuk, hogy modusza 3, atlaga, medianja és terjedelme
pedig 5. Adjuk meg a minta elemeit.

19. Feladat. Egy osztalyban a matematika dolgozatok atlaga 3,32, a jegyek Osszege 83 lett.
Legfeljebb hany

(a) jeles (b) elégtelen
dolgozat sziilethetett?

20. Feladat. Egy cég eladasi adataira vonatkozoan a 2017-es tulajdonosvaltast kovetGen a
kovetkez6 adatok tiintek fel egy ujsagcikkben 2018 novemberében.

18 +

16 1

14

12 ¢

10

2015 2016 2017 2018*

(a) Mit sugall a grafikon?
(b) Mit jelenthet a * jelolés?

(c) Készitsen helyes abrazolast.
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21. Feladat. Egy dobokockat otvenszer feldobva, a dobott szamokroél az aldbbi gyakorisigi
tablazatot készitettiik.

Dobas 112134156
Gyakorisag || 10 | 7 |6 | 12 | 8 | 7

(a) Hatérozza meg az egyes dobott értékek relativ gyakorisagat.
(b) Hatarozza meg a dobott szamok moduszat.
(c) Hatéarozza meg a dobott szamok medianjat.
(d)
(e)

(f) Abrazolja a fenti adatokat oszlopdiagramon.

Hatarozza meg a dobott szamok atlagat.

Hatarozza meg a dobott szamok szoérasat.

)
(g) Abrazolja a fenti adatokat kérdiagramon.

22. Feladat. Egy érmét hisszor feldobva a dobott fejek szdmat a kovetkezs grafikon abrazolja.

Fejek szdma

=N W Ot 0o ©o
T
|

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 1011121314 1516 17 18 19 20
Dobés

a) Miért nem szerencsés az dbrézoldsnak ez a modja?

(a)

(b) Hany irast dobtunk Gsszesen?

(c¢) Milyen hosszu volt a leghosszabb, kizarolag fejekbdl allo dobéssorozat?
)

(d) Mennyi volt a dobasok soran a fejek és irasok szama kozotti legnagyobb eltérés?
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23. Feladat. Az alabbi tablazat a magyarorszagi kukoricatermelés teriileti atlagait mutatja

2015-ben. (Forras: KSH, AKI )

Megye, régio Termésatlag (kg/ha)
Budapest 5460
Pest 5490
Fejér 8380
Koméarom-Esztergom 6830
Veszprém 6970
Gyér-Moson-Sopron 5610
Vas 6110
Zala 6330
Baranya 6520
Somogy 6900
Tolna 7460
Borsod-Abaij-Zemplén 4930
Heves 4020
Nograd 3480
Hajda-Bihar 6070
Jasz-Nagykun-Szolnok 4120
Szabolcs-Szatmar-Bereg 3610
Bacs-Kiskun 5050
Békeés 5760
Csongrad 5130

(a) Keészitsiink oszlopdiagramot.
(b) Hatarozzuk meg az atlagot, mediant, szorast.

(c) Hany megye, régi6 termésatlaga esik az atlag egy szoras sugaru kornyezetén kiviil?

24. Feladat. Egy farmon automatikusan mérik a tojasok témegét. Egy napon az elsé 100
tojas esetében a kovetkezd adatokat kaptéak:
80, 79, 49, 87, 46, 72, 54, 47, 84, 79, 54, 84, 81, 56, 56, 73, 68, 73, 56,
58, 79, 87, 47, 63, 46, 81, 46, 81, 49, 90, 77, 54, 83, 59, 45, 66, 87, 61,
47, 47, 90, 60, 51, 58, b2, 66, 79, 63, 49, 90, 48, 49, 66, 62, 49, 70, 56,
63, 62, 84, 66, 49, 75, 76, 83, 86, 58, 79, 66, 86, 63, 70, 46, 89, T4, 77,
88, 67, 88, 64, 49, b6, 77, 88, 76, b1, 78, 87, 59, 53, 79, 87, 75, 74, T4,
79, 47, 83, 52, 76.

A tojésok méret szerinti besorolasa a kdvetkezGképp tablazat alapjan torténik.

Osztaly | S | M | L | XL
Tomeg ‘ 53 g-nél kisebb ‘ 53-63 g ‘ 64-73 g ‘ 73 g-nal nagyobb

(a) Soroljuk az adatokat a fenti osztélyba. (Ertelmezziik a fentieket balrél nyitott, jobbrol
zart intervallumnak, az utolso kivételével.)

(b) Szamitsuk ki az adatok atlagat.

(c) Szamitsuk ki a csoportositott adatok szorasat.
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25. Feladat. Egy weboldal az év els6 150 napjarol latogatottsagi statisztikat készitett. A
kovetkezd latogatoszamokat tapasztalték.

3604, 5494, 2050, 2854, 2387, 2587, 6452, 6007, 4083, 6386, 1738, 1618, 5524,
6305, 2301, 5012, 5986, 3953, 6324, 4079, 5124, 6297, 2334, 5347, 5266, 4059,
4038, 2919, 6147, 5091, 2609, 3858, 5193, 2258, 4810, 6266, 2099, 5079, 6157,
4896, 3551, 2049, 3138, 3449, 5668, 2885, 5692, 4677, 3647, 2918, 6297, 4522,
4158, 4217, 3610, 3702, 4833, 6253, 3778, 2424, 2465, 4168, 2097, 4203, 4021,
4014, 3913, 4268, 5954, 2141, 3521, 2566, 5807, 5801, 5672, 2758, 5969, 2628,
4328, 4842, 1928, 3387, 5343, 3984, 5247, 2073, 4387, 6285, 2973, 5087, 2787,
4211, 5474, 1897, 1936, 3809, 1573, 2364, 4072, 1932, 6466, 1733, 3959, 4030,
5160, 3029, 2390, 3417, 3389, 4663, 5343, 3391, 4369, 4649, 5668, 1597, 5292,
2605, 2908, 2972, 1638, 4419, 5511, 4367, 2976, 4844, 2571, 5719, 2376, 4829,
3433, 4810, 6114, 2069, 5564, 3299, 4126, 1964, 5196, 5112, 1789, 3170, 1567,
3501, 4674, 1646, 1918, 5231, 6288, 4571



Megoldasok

Valbszintiség: klasszikus valoszintiségi mezd; geometriai mo-
dell

1. Feladat. Egy csomag francia kartyabol egy lapot kihiizva tekintsiik a kdvetkezs eseményeket.

A: A kihuzott lap figura.
B: A kihazott lap kiraly.
C: A kihtzott lap pikk.

Fogalmazzuk meg mit jelentenek az alabbi események.

(a) AB (c) A+C (e) AB (g) C—-B
(b) A—-B (d) A (f) BC
Megoldas.

(a) AB: A kihazott lap figura és kiraly, azaz a kihuzott lap kiraly.

(b) A— B: A kihtzott lap figura de nem kiraly.

(¢) A+ C: A kihuzott lap figura vagy pikk.

(d) A: A kihtizott lap nem figura.

(e) AB: A kihtizott lap nem figura de kiraly.

(f) BC: A kihazott lap kiraly és pikk, azaz a kihuzott lap a pikk kiraly.
(g) C — B: A kihtizott lap nem pikk és nem kiraly.

2. Feladat. Egy szabalyos dobokockat egyszer feldobunk. Tekintsiik a kovetkezs eseményeket.

A: A dobott szam paros. D: A dobott szam legfeljebb hat.
B: A dobott szam prim. E: A dobott szam kétjegyti.

C: A dobott szam harommal oszthato.

Hatarozzuk meg a kovetkezs eseményeket alkoto elemi események halmazat.

308
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(a) AB (c) C (e) (A+D)E (&) B+C
(b) B+C (d) AC+ B (f) CB (h) D
Hatarozzuk meg az alabbi valoszintiségeket.
(i) P(A) (v) P(E) (ix) P(AC + B) (xiii) P(D)
(ii) P(B) (vi) P(AB) (x) P((A+ D)E)
(iii) P(C) (vii) P(B+C) (xi) P(CB)
(iv) P(D) (viii) P(O) (xii) P(B+O)
Megoldas.
(a) AB = {2} (d) AC+ B = {2;3;5;6} (g) B+C ={1;3;4;6}
(b) B+ C ={2;3;5;6} (e) (A+D)E={} (h) 52{1;2;3;4;5;6}
(c) C={1;2;4;5} (f) OB = {1;2;4;5;6}
(i) P(A) = % (vi) P(AB) = é (x) P((A+D)E) =0
5
(i) P(B) :% (vii) P(B+ C) :% (i) PICB) =5 )
(i) P(C) = % (vili) P(C) = % (xit) P (é =35
xiii) P(D) =
(iv) P(D) =1 (ix) P(AC + B) = & (xiii) P(D) =1
(v) P(E) =0 6

3. Feladat. Egy szabalyos dobokockat kétszer feldobtunk. Hatarozzuk meg az alabbi események
valoszintiségét.

=

A dobott szamok szorzata prim.

A dobott szamok szorzata Ottel oszthato.
A dobott szamok szorzata paros.

A dobott szamok szorzata legalabb 12.
A dobott szamok szorzata egyjegyt.

A dobott szamok Osszege prim.

A dobott szamok 0Osszege ottel oszthato.
A dobott szamok Osszege paros.

A dobott szamok 0Osszege legaldbb 12.

A dobott szamok Osszege egyjegyti.

Az els6 szam nagyobb, mint a masodik.

S S IR S R B S By

A masodik dobas eredménye megegyezik az elsé dobas eredményével.
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M: Els6re haromszor annyit dobtunk, mint masodikra.
N: A dobott szamok relativ primek.
O: A dobott szamok szorzata vagy Osszege paros.
P: A dobott szamok szorzata és Gsszege is paros.
Q: A dobott szdmok szorzata és Osszege is péaratlan.
Megoldas.
6 17 1 2
- E) = —~ - -~
() P(4) = o (¢) P(E) = o () P(=5  (m) P(M)=—
11 15 30 22
b) P(B) = — f) P(F)=— P(J)=— P(N)=—
(b) P(B) = 5 (t) P(F) = 5 () P(T) =5 () P(N) = =
27 7 15 (o) P(O)=1
P = — P = — k) P(K)=—
(€) P(C) = = (8) P(G) = 5 (9 P(K) = o s
17 18 6 b Y
@ PD)=o W PH)=5 () P(I)=o 3
(@) P(Q)=0

4. Feladat. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy dobokockat hatszor feldobva

(a) minden lehetséges érték pontosan egyszer jelenik meg;
(b) pontosan kétféle szamot dobunk;
¢) a dobott szamok szorzata paratlan;

)
)
()
(d) a dobott szamok szorzata paros;
)
)
)
)

(e) a dobott szamok Gsszege harommal oszthato;
(f) a dobott szamok szorzata oszthat6 4096-tal;
(g) eldszor a harmadik dobasra dobunk hatost;
(h) a dobott szamok szorzata prim.
Megoldas.
6! 2
(@) p=g OFEE
6 6 1
(2 -2) —
5-5-1
36 _
(©) =5 (8) p &
3-6
30 h) p="1r
d) p=1-2 (h) p=—c
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5. Feladat. Egy szabalyos pénzérmét tizszer feldobtunk. Hatarozzuk meg az alabbi események
valoszintiségét.

(a) Az els6 dobas eredménye fej. (d) Legalabb nyolc fejet dobtunk.

(b) Az els6 és utolso dobas eredménye kiilon-  (e) Legfeljebb 9 irast dobtunk.

b6z8. (f) Tobb irast dobunk, mint fejet.
(c) Ugyanannyi fejet dobtunk, mint irést.

Megoldas.

1 10 10 10
(a)ng (d)p:(s)_l_(;(?_l_(w)
(b>p:% (e)pzl—%

(c) p= Qloo) L G)

i (f) p= 2210

6. Feladat. Egy pakli 32 lapos magyar kartyabol kihtzunk nyolc lapot (visszatevés nélkiil, a
sorrendre valo tekintet nélkiil). Hatarozzuk meg a kovetkezs események valoszintiségét.

) Nalunk van a piros asz.
) Csak zoldet huzunk.
) Huzunk figurat is.
(d) Nem htzunk makkot.
) Nem huzunk makkot és figurat sem.
) Pontosan harom kiraly van nalunk.
) T6bb piros van nalunk, mint az Gsszes tobbi szinbdl egytittvéve.
)

Pontosan két szinbél valok a lapjaink.

Megoldas.
() _ ()
W= D P
() ()

o p= D OE) + O + Q)
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G ()=-2) QEE+-+GE)
(h) p= (382) - (382)

7. Feladat. Az 6tos lotton az elsé 90 pozitiv egész szam koziil huznak 6t6t. Hatarozzuk meg
az alabbi események valoszintiségét.

(a) Nem huzzak ki a 43-ast.

(b) A kozéps6 kihtzott szam a 43.

(c¢) A kihtuzott szamok szorzata péaratlan.
(d) A legnagyobb kihuzott szam a 43.

(e)

(

f) Minden kihtzott szam 34 és 43 kozott van, beleértve a hatarokat is.

A legkisebb kihtzott szam a 43.

(g) A legkisebb kihuzott szama a 34, a legnagyobb a 43.
(b)

A szamok nagysag szerint névekvs sorrendben keriilnek kihuzésra.

(i) Egy szelvényt kitoltve azzal nyeriink (tehat legalabb két talalatunk van).
Megoldas.

o p= ) _ G
( ) p (950) (g) p (950)
(d) p= @ () p= =

5!
(i) p= () (%) + () (815)(;2)(3) )+ ) (%)

8. Feladat. Egy 36 fGs osztalyba 20 lany és 16 fiu jar. Az osztély 6t tagu kiilldottséget valaszt,

amelynek egy elnoke és négy tagja van. (Egy ember tobb tisztséget nem viselhet.) Hatarozzuk
meg az alabbi események valoszintiségét.

Andor lesz az elnok.

(a
(

b) Andor az elndk és Balazs a tagok kozott van.

)
)
(c) Andor és Balazs sem szerepel a kiildottségben.
(d) A kiildottség csak lanyokbol all.

)

(e) Az elndk lany, de a tagok mindegyike fiti.
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(f) Az elnok fiu és a tagok kozott tobbségben vannak a lanyok.

(g) Az elnok ellenkezs nemii, mint az azonos nemi tagsag.
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Megoldas.
() 1 _20-(5)
(a) p= 36 (345) - % (e) p= 36 - (345)
_ () _16- (G + () - (V)
(b) = &) (f) p= 36 (%)
_34-(3) _20-(5) +16- (%)
_ 20 - (149)
D)

9. Feladat. Egy gyar 5000 terméket gyart naponta, amelynek 2%-a selejtes. Egy munkanap vé-
gén mindségellendrzést hajt végre naluk a fogyasztovédelem. Vizsgalat céljabol véletlenszerten
kivalasztanak 50 terméket. Hatarozzuk meg az alabbi események valoszintiségét.

(
(

a) A véletlen mintdban nincs selejtes termék.

)
b) Csak selejtes terméket vizsgalt meg a fogyasztovédelem.
(c) Legalabb két selejtes terméket talalt ak ellenérzéskor.

)

(d) A kivalasztott termékek kozott a selejtesek aranya pontosan 2%.

Megoldas.
oo U5 o= G () + C) ()
@) P = {om) v ()
(50) () - ()
b) p = d) p= 40/ V1)
( ) p (5280) ( ) p (5280)

10. Feladat. Anna, Bea, Cili, Doéra és Edina moziba mennek, és leiilnek egymés mellé. Hata-
rozzuk meg az aldbbi események valoszintiségét.
(a) Edina iil kozépen.
(b) Anna és Bea szomszédosak.
(c) Cili a sor (valamelyik) szélén il.
(d) Edina il kozépen és Anna és Bea szomszédosak.
e) Edina 1l kozépen és Cili a sor (valamelyik) szélén iil.
)

f) Edina il kozépen és Anna és Bea szomszédosak ¢és Cili a sor (valamelyik) szélén l.

(
(
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Megoldas.
411 2.4 2 23!
(a)pzﬁzg (C)p:ng (e)p:T
2.4 2 2-2-2 4
(b) p= " == (@ p=— 0 p=7

11. Feladat. Az els6 9 pozitiv egész szamot véletlenszerti sorrendben egymas mellé irjuk.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy a kapott kilencjegyt szam oszthato

(a) 2-vel; (b) 4-gyel; (c) 5-tel; (d) 9-cel; (e) 18-cal?
Megoldas.
4 16 1 d) p=1 4
= — = — _ — p = —
(a) p= (b) =275 () p=7 () p=7

12. Feladat. Feldobunk egy szabalyos pénzérmét. Ha a dobés fej, akkor egy, ha iras, akkor
két szabalyos dobokockaval dobunk egyszer. Mi annak a valészintisége, hogy mindekozben nem
dobunk 6t6st?

Megoldas.

e Annak a valoszintisége, hogy egy kockaval dobunk p = 1/2. Annak valdszintisége, hogy
egy kockaval dobva a dobott szam nem 6t ¢ = 5/6. Mivel ezen események fiiggetlenek,
annak valoszintisége, hogy igy nem dobunk &6tést p; = 1/2-5/6 = 5/12.

e Annak a valdszintisége, hogy két kockaval dobunk p’ = 1/2. Annak valdszintisége, hogy
két kockaval dobva a dobott szamok egyike sem 6tds ¢’ = (5/6)* = 25/36. Mivel ezen ese-

mények fiiggetlenek, annak valoszintisége, hogy igy nem dobunk 6tést p, = 1/2-25/36 =
25/72.

A py és py valészintiségii események olyan egymast kizar6 események, melyek Osszege a keresett
valoszintiségl esemény. [gy a keresett valoszintiség

55
P e = — ) .
p1+ D2 ) 0,7639

13. Feladat. Egy versenyen minden ejtGernyGs egy 10 méter sugari korben landol. Kiilondi-
jat akkor kap egy ugrd, ha a koérben elhelyezett 2 méter oldalhossziisagu négyzetben landol.
Mekkora a valdszintisége, hogy egy ugrés kiilondijas lesz?

22

Megoldas. p = 12 -
T
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14. Feladat. Egy 1 méter hosszt péalcat kettétoriink. Mennyi annak a valdszintsége, hogy a
toréspont kozelebb van a palca valamelyik végéhez, mint a kozepéhez?

1
Megoldas. p = 3

15. Feladat. Egy 1 méter hosszu palcat kettétoriink. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a
toréspont legalabb kétszer akkora tavolsagra van a pélca kozepétdl, mint valamelyik szélétsl?

1
Megoldas. p = 3

Leir6 statisztika: véges szamsokasagok jellemzdéi; tablazatok;
diagramok

16. Feladat. Adjunk meg egy pozitiv egészekbdl allo 6t tagi adatsokasagot, amelynek

(a) modusza 3; (f) szorasa 0 és atlaga 5;
(b) medianja 4; (g) modusza 3 és atlaga 5;
(¢) modusza 3 és medianja 4; (h) medianja 4 és atlaga 5;
(d) szorasa 0; (i) modusza 3, medianja 4 és atlaga 5.
(e) atlaga b;

Megoldas.
(a) 1; 2; 3; 3; 3 (f) 5; 5; 5; 5; 5
(b) 1; 25 45 55 5 (8) 33, 4 7 8
(c) 3; 3; 4; 5; 6 (h) 3; 3; 4, 7; 8
(d) 2; 2; 2; 2; 2 (i) 3; 3; 4, 7; 8
(e) 4; 4; 5; 6; 6

17. Feladat. Egy otelemd mintarol tudjuk, hogy két modusza 2 és 3, medidnja 3, terjedelme
5. Sorolja fel a minta elemeit.

Megoldas. 2; 2; 3; 3; 7

18. Feladat. Egy 6telemd mintarél tudjuk, hogy médusza 3, atlaga, medianja és terjedelme
pedig 5. Adjuk meg a minta elemeit.

Megoldas. 3; 3; 5; 6; 8
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19. Feladat. Egy osztalyban a matematika dolgozatok atlaga 3,32, a jegyek Osszege 83 lett.
Legfeljebb hany

(a) jeles (b) elégtelen

dolgozat sziilethetett?

83
Megoldas. A jegyek 0sszegébdl és atlagabol megallapithato, hogy —— = 25 {6 irt dolgozatot.

(a)

3,32

Ha mindenki jelesre irta volna a dolgozatot, akkor 25 -5 = 125 lenne a jegyek Osszege.

Ha egy 6tost kicseréliink egy egyesre, néggyel csokken a jegyek osszege. Mivel — =

10,5, ezért legalabb 11 6tost kell mas jegyre valtoztatnunk, igy legfeljebb 14 jeles sziilet-
hetett. Ezek Osszege 14 - 5 = 70, ha ehhez hozzavesziink még 10 egyest, és 1 harmast,
akkor a jegyek Osszege éppen 83 lesz. Igy legfeljebb 14 jeles lehetett.

Ha mindenki egyesre irta volna a dolgozatot, akkor 25-1 = 25 lenne a jegyek 0sszege. Ha
83 —25 )

= 14,5, ezért

legalabb 15 egyest kell més jegyre valtoztatnunk, igy legfeljebb 10 egyes sziilethetett. Ezek

osszege 10 - 1 = 10, ha ehhez hozzavesziink még 14 jelest, és 1 harmast, akkor a jegyek
Osszege éppen 83 lesz. Igy legfeljebb 10 egyes lehetett.

egy egyest kicseréliink egy 6tosre, néggyel né a jegyek 6sszege. Mivel

20. Feladat. Egy cég eladasi adataira vonatkozoan a 2017-es tulajdonosvaltast kovetSen a
kovetkez6 adatok tiintek fel egy ujsagcikkben 2018 novemberében.

(a)
(b)
(c)

18 +

16 +

14

12 ¢

10

2015 2016 2017 2018*

Mit sugall a grafikon?
Mit jelenthet a * jelolés?

Készitsen helyes abrazolést.
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Megoldas.

(a) Azt, hogy a bevételek 2017-ben pl. a 2015-6s szint haromszorosara emelkedtek, pedig az
emelkedés csak 33, 33% koriili.

(b) Példaul azt, hogy csak becsiilt adatokrol van szo, 1lévén a grafikon publikalasakor az év
még nem ért véget, végleges adat nem lehetett.

()

15+

10

2015 2016 2017 2018*

21. Feladat. Egy dobodkockat otvenszer feldobva, a dobott szamokrél az aldbbi gyakorisagi
tablazatot készitettiik.

Dobas 1 12]3]41]5]6
Gyakorisag || 10 | 7|6 |12 |8 | 7

(a) Hatéarozza meg az egyes dobott értékek relativ gyakorisagat.
(b) Hatarozza meg a dobott szamok moduszat.

c) Hatarozza meg a dobott szamok medianjat.
(e) Hatarozza meg a dobott szamok szorasat.

(f) Abrazolja a fenti adatokat oszlopdiagramon.

)
)
()
(d) Hatarozza meg a dobott szamok atlagat.
)
)
(g) Abréazolja a fenti adatokat kérdiagramon.

Megoldas.
(a)

Dobés 1 2 3 4 0 0
10 7 6 12 8 7

lativ gyakorisdg | = | =5 | =0 | 55 | 79 | 50
Relativ gyakorisag 50 1 50 [ 50 1501 501 50
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(b) 4 (c) 5 (d) 3,44 21/902

(f) (g)

m1
02
03
04
85
a6

22. Feladat. Egy érmét hisszor feldobva a dobott fejek szdmat a kovetkezs grafikon abrazolja.

Fejek szama

— N W Oty g o ©
T
|

123 45 6 7 8 9 101112 13 14 1516 17 18 19 20
Dobas

(a) Miért nem szerencsés az abrazolasnak ez a modja?

(b) Hény irast dobtunk Gsszesen?

(c) Milyen hosszu volt a leghosszabb, kizarolag fejekbdl allo dobassorozat?

)

(d) Mennyi volt a dobasok soran a fejek és irasok szama kozotti legnagyobb eltérés?

Megoldas.

(a) A pontokat dsszekots szakaszok (a vonaldiagram folytonossaga) nem értelmezhetd, pont-
diagram lett volna szerencsés (azaz a dobasokat jel6l6 pontok, 6sszekotés nélkiil).

(b) Osszesen 9 fejet, azaz 11 irast dobtunk.
(c) A leghosszabb fej-sorozat 2 hosszt volt, mert a fiiggvény legnagyobb ,ugrasa” kettd.
(d) A 13. dobéasnal volt a legnagyobb a kiilonbség, mégpedig 3.
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23. Feladat. Az alabbi tabldzat a magyarorszagi kukoricatermelés teriileti atlagait mutatja

2015-ben. (Forras: KSH, AKI )

Megye, régio Termésatlag (kg/ha)
Budapest 5460
Pest 5490
Fejér 8380
Komarom-Esztergom 6830
Veszprém 6970
Gydr-Moson-Sopron 5610
Vas 6110
Zala 6330
Baranya 6520
Somogy 6900
Tolna 7460
Borsod-Abaij-Zemplén 4930
Heves 4020
Nograd 3480
Hajda-Bihar 6070
Jész-Nagykun-Szolnok 4120
Szabolcs-Szatmar-Bereg 3610
Bacs-Kiskun 5050
Békés 5760
Csongrad 5130

(a) Készitstink oszlopdiagramot.

(b) Hatéarozzuk meg az atlagot, mediant, szorast.

(c) Hany megye, régi6 termésatlaga esik az atlag egy szoras sugaru kornyezetén kiviil?
Megoldas.

(a)

o
o
8
00
—~
(@)
g 3
~ Oh’
o0
i) ©
SN—
o0
= 8
=) ]
= v
E
o
5 S
B <
[}
o,

= n K ® o] @ N R
EELSEL 222N L3087 % £
%O—«ﬂiﬂazl ngoﬁﬂwwmzcnm\obo
e 5 & s aEs L4 A
E 5 380 K “ % 2
A 2= O
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. 32050455
(b) Atlag: 5711,5. Median: 5685. Szoras: “1—9'

(c) Hat: Fejér, Tolna, Heves, Nograd, Jasz-Nagykun-Szolnok, Szabolcs-Szatmér-Bereg.

24. Feladat. Egy farmon automatikusan mérik a tojasok tomegét. Egy napon az
tojas esetében a kovetkezs adatokat kaptak:

80, 79, 49,
58, 79, 87,
47, 47, 90,
63, 62, 84,
88, 67, 88,
79, 47, 83,

87,
47,
60,
66,
64,
52,

46,
63,
51,
49,
49,
76.

72, 54,
46, 81,
58, 52,
75, 76,
56, 77,

47, 84,
46, 81,
66, 79,
83, 86,
88, 76,

79,
49,
63,
58,
51,

54,
90,
49,
79,
78,

84,
7T,
90,
66,
87,

81,
54,
48,
86,
59,

56,
83,
49,
63,
53,

56,
59,
66,
70,
79,

73,
45,
62,
46,
87,

68,
66,
49,
89,
75,

73,
87,
70,
74,
74,

A tojasok méret szerinti besorolasa a kdvetkezGképp tablazat alapjan torténik.

Osztély ‘

S

M

L

XL

Tomeg ‘ 53 g-nél kisebb ‘ 53-63 g ‘ 64-73 g ‘ 73 g-nal nagyobb

elsd 100

56,
61,
56,
7,
74,

(a) Soroljuk az adatokat a fenti osztalyba. (Ertelmezziik a fentieket balrél nyitott, jobbrol

zéart intervallumnak, az utolso kivételével.)

(b) Szamitsuk ki az adatok atlagat.

(c) Szamitsuk ki a csoportositott adatok szorasat.

Megoldas.

(a) XL, XL, S, XL, S, S, M, S, XL, XL, M, XL, XL, M, M, S, S, S, M, M, XL, XL, S, M, S,
XL, S, XL, S, XL, XL, M, XL, M, S, S, XL, M, S, S, XL, M, S, M, S, S, XL, M, S, XL,
S, 8,8, M, S, S, M, M, M, XL, S, S, XL, XL, XL, XL, M, XL, S, XL, M, S, S, XL, XL,
XL, XL, S, XL, S, S, M, XL, XL, XL, S, XL, XL, M, M, XL, XL, XL, XL, XL, XL, S,

XL, S, XL
1687
b) ——" = 67,4
(b) - = 67.48

/506974
11
(c)

15

~ 14,3122
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25. Feladat. Egy weboldal az év els§ 150 napjarol latogatottsagi sta
kovetkezd latogatoszamokat tapasztalték.
3604, 5494, 2050, 2854, 2387, 2587, 6452, 6007, 4083, 6386, 1

tisztikat készitett. A

738, 1618, 5524,

6305, 2301, 5012, 5986, 3953, 6324, 4079, 5124, 6297, 2334, 5347, 5266, 4059,
4038, 2919, 6147, 5091, 2609, 3858, 5193, 2258, 4810, 6266, 2099, 5079, 6157,
4896, 3551, 2049, 3138, 3449, 5668, 2885, 5692, 4677, 3647, 2918, 6297, 4522,
4158, 4217, 3610, 3702, 4833, 6253, 3778, 2424, 2465, 4168, 2097, 4203, 4021,
4014, 3913, 4268, 5954, 2141, 3521, 2566, 5807, 5801, 5672, 2758, 5969, 2628,
4328, 4842, 1928, 3387, 5343, 3984, 5247, 2073, 4387, 6285, 2973, 5087, 2787,
4211, 5474, 1897, 1936, 3809, 1573, 2364, 4072, 1932, 6466, 1733, 3959, 4030,
5160, 3029, 2390, 3417, 3389, 4663, 5343, 3391, 4369, 4649, 5668, 1597, 5292,
2605, 2908, 2972, 1638, 4419, 5511, 4367, 2976, 4844, 2571, 5719, 2376, 4829,
3433, 4810, 6114, 2069, 5564, 3299, 4126, 1964, 5196, 5112, 1789, 3170, 1567,

3501, 4674, 1646, 1918, 5231, 6288, 4571

Megoldas.

(a) A minta terjedelme 4899.

(b) Az adatokat a kovetkezs szabaly szerint osztottuk csoportokba:

adat
500 ’

csoport = [

azaz 2000-nél kisebb adat az 1-es csoportba keriilt, 2000 és 2500 kozti adat a 2-es cso-

portba, és igy tovabb. Az csoportokba osztott adatok a kovetkezdk.

5, 8, 2, 3, 2, 3, 10, 10, 6, 10, 1, 1, 9, 10, 2, 8, 9, b
2, 8, 8, 6, 6, 3, 10, 8, 3, 5, 8, 2, 7, 10, 2, 8, 10, 7,
3,9, 7,5, 3, 110,7,6,6,5,5,7, 10,5, 2, 2,6, 2,
2,5,3,9,9,9,3,9,3,6, 7,1, 4,38,5,8, 2, 6, 10
1, 1,5,1, 2,6, 1, 10, 1, 5, 6, 8, 4, 2, 4, 4, 7, 8, 4
3,3,3,1,6, 9,6, 3,7,3,9,2,7,4,7, 10, 2,9, 4
4,1, 5,7,1,1,8, 10, 7

-

b

, 10, 6, 8, 10,
5, 2, 4, 4, 9,
6, 6, 6, 5, 6, 9,
, 3, 8, 3, 6, 8
, 6, 7,9, 1, 8,
, 6, 1,8, 8,1

3

b b
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()

20 ¢

15|

Gyakorisag
—_
o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Csoport

0 ~ 4006,6667.

(d) Az osztalykozepek atlaga

370642
(e) Az osztalykozepek szorasa 50 w 1439,77145.




13 | Matematikai logika, bizonyitasi
modszerek

Matematikai logika

A kovetkez6 feladatokban az igazmondok/lovagok mindig igazat mondanak, a hazugmon-

dok/16kotsk mindig hazudnak.

1. Feladat. Egy szigeten lovagok és 10kotok élnek. Az elsG jarokelstsl megkérdezziik: —On
lovag? Mit fog véalaszolni?

2. Feladat. Egy szigeten lovagok és 10koték élnek. A lovagok minden kérdésre tudjak a he-
lyes valaszt, és azt is mondjak. A 16k6t6k minden kérdésre hamis vélaszt gondolnak jonak, de
amikor megszolalnak, ennek ellenkez§jét mondjak. Egy utazé a szigetre érvén szeretné megkii-
16nboztetni a lovagokat a 16kotsktdl, de csak eldontendd kérdéseket tehet fel nekik. Az utazd
a kovetkezSképpen gondolkozik. ,Ha azt kérdezem, hogy 2 - 2 = 5 igaz-e, akkor a lovag azt
gondolja, és azt is mondja, hogy nem, mig a 16k6t6 azt gondolja, hogy igen, és igy 6 is azt
valaszolja, hogy nem. Ha azt kérdezem, hogy 2 - 2 = 4 igaz-e, akkor egy lovag az gondolja, és
azt is valaszolja, hogy igen, mig egy 10k6t6 azt gondolja, hogy nem, és igy § is azt valaszolja,
hogy igen. Igy tehat barmely kérdésre azonos valaszt adnak, tehat nem tudom eldénteni, hogy
ki lovag és ki 16k6t6.” Igaza van-e a vandornak?

3. Feladat. Egy utkeresztez6désben két Gt agazik el, az egyik a varosba, a masik a szakadékba
vezet. A keresztezddésnél egy héz all, amelyben egy ikerpar él. Az egyikiik igazmondo, a mésikuk
hazugmond6. Csak az egyikiik van otthon, nem tudni melyikiik. Mit kérdezziink téle, hogy
megtudjuk, melyik Ut vezet a varosba?

4. Feladat. Seholsincs szigeten jarunk, ahol két varos van: Hazugburg varosa és Igazpolis.
(A véarosok neve az ott él6 emberek viselkedésére utal.) A varoslakok azonban atjarogatnak
egymashoz latogatoba. Mit kérdezzen a vandor, ha meg akarja tudni, melyik varosban van?

5. Feladat. Egy asztalon 4 kartyat latunk,
tudjuk, hogy minden kértya egyik oldalan egy 2 M A 7
betd, a mésikon egy szam van. Mely kartyakat
kell megforditanunk, hogy le tudjuk ellenérizni
a kovetkezd allitast?

Minden pdros szam tiloldalan maganhangzo van.

6. Feladat. Egy szigeten fura szabaly vonatozik a szigetlakokra. Csak az ehet kasszavagyo-
keret, akinek a hatan tetovalas van. Négy szigetlako all elGttiink, ketten szemben, az egyikiik

324
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kasszavagyOkeret eszik, a masik nem. Az & hatukat nem latjuk. Ketten viszont hattal allnak,
igy nem latjuk, hogy esznek-e kasszavagyokeret vagy sem, viszont azt latjuk, hogy az egyikiik
hata tetovalt, a masikuké nem. Mely szigetlakokat kell megkérniink, hogy forduljanak meg, ha
ellendrizni szeretnénk, hogy mindenki betartja-e a torvényt?

7. Feladat. Fogalmazzuk meg az alabbi allitdsok tagadasat.

(a) Minden primszam péros.
(b) Van konkav deltoid.
Nem minden arany, ami fénylik.

Nincs fehér hollo.

(c
(d

e) Nincs nem fehér hollo.

(
(
(g
(

h) Van olyan harommal oszthaté szam, ami nem paros.

Nincs az a szerelem, ami soha el nem miilik.

)

)

)

)

)

f) Nem mindennek van meg a maga ideje.

)

)

(i) Egyetlen paros szam sem oszthato 11-gyel.
(j) Moziban megyek, és esik az es6.

(k) Ha esik az es6, akkor moziba megyek.

(1) Moziba megyek, vagy esik az esé.
8. Feladat. Mely allitasok tagadasai a kovetkezsk?

) Nem minden allitas hamis.

) Nincs igaz ember.
(c) Minden madéar tarsat valaszt.
(d) Minden e-hoz van olyan §, hogy € > 6.
(e) Van olyan prim, amely paros.
(f) Van olyan k, hogy minden n-re k # n?.
9. Feladat. Egy varosban harom baratné megalapitotta az elvalt nék klubjat. Vezetékneviik
Kiss, Nagy és Szép, keresztneviik Anna, Kata és Sara Tovabba 5, 10 vagy 15 éve valtak el
férjeiktsl. Allapitsuk meg, kinek mi a teljes neve, ki miota elvalt és hogy melyikiik a cukrasz,
kémikus illetve pilota, ha tudjuk a kovetkezé allitdsokat. Van-e felesleges informécié az alabbiak
kozott?
(a) Sara, aki cukrasz, régebb ota elvalt, mint Kiss.
(

b

)
) Kata nem kémikus.
c) Szép pilota egy kisebb légitarsasagnal és az ¢ valasa a legfrissebb.
)
)

(
(d
(e) A tobbiek Annat véalasztottak meg elndknek. (Logika, 2012/9. alapjan)

Nagy tobb mint nyolc éve valt el.
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10. Feladat. Egy iskolai rajzverseny els6 négy helyezettje, Fanni, Kolos, Péter és Zita 6todik,
hatodik, hetedik vagy nyolcadik osztalyos, minden évfolyamra pontosan egyikiik jar. Tudjuk
még a kovetkezdket is.

a) A SzglGsziirettel nevezd Kolos nem hatodikos.

(
(b) Nem a negyedik helyet megszerzg tanulé miive az Erdei allatok.
(c) A gy6ztes Levélhullas cimi rajz nem a nyolcadikos Fanni alkotésa.
(d) Az 6todikes induld Kirandulés cimi rajza nem a harmadik helyet szerezte meg.
(e) Fanni nem harmadik, Zita pedig nem negyedik lett.
Dontsiik el, ki melyik osztalyba jar, milyen téméju rajzzal indult, és hanyadik lett a versenyen.
(Kresz Kéaroly rejtvénye, Kis Fiiles, 2016/3.)

11* Feladat. Egy varosban 6t férfi klubot alapitott. Vezetékneviik Acs, Boda, Csaki, Toth és
Végh. Mindannyian elvaltak, 6, 12, 16, 24 vagy 28 éve. Keresztneveik Béla, Géza, Otto, Pal és
Tibor, foglalkozasuk biologus, hentes, mérnok, orvos vagy tanar. Allapitsuk meg mindannyiuk
teljes nevét, fogalakozasat és azt, hogy hany éve valtak el, ha tudjuk a kovetkezd informaciokat.

A 24 éve elvalt férfi nem a hentes, és nem is Cséaki.

)
)
)
)
e) Nem Béla valt el a legrégebben, hanem a hentes.
)
) Az orvos keresztneve nem Béla.

)

)

(i) Acs valasa a legfrissebb, P4lé tortént a legrégebben. (Logika, 2012/9.)
12. Feladat. Tekintsiik a kovetkezd (pim)itéleteket.

A . Esik az es6. D : Moziba megyek.
B : Siit a nap. E : Kitakaritom a garéazst.
C : Fuj a szél.

Segitségiikkel formalizaljuk a kovetkezd mondatokat, és készitsiik el az igazsagtablajukat is.

a) Nem esik az esd.

(a)

(b) Siit a nap, vagy faj a szél.

(c) Ha fuj a szél, akkor nem megyek moziba.

(d) Pontosan akkor megyek a moziba, ha kitakaritom a garazst.
(e) Esik az es6 vagy siit a nap és moziba megyek.

(f) Ha nem esik az esd és nem f0j a szél, akkor kitakaritom a garazst, vagy moziba megyek.
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13. Feladat. Tekintsiik a kovetkezd (pim)itéleteket.

A : Pom Pom hazakiséri Picirt.

B : A Radirpok megregulézza a Civakodo Cipdikreket.

C : A Bator Tintanytl megijeszti a Lesbdltamado Ruhaszaritokotelet.
D : Madarvéds Golyokapkodd megvédi Gomboc Arturt.

E : Festéktiisszenté Hapci Bend beszinezi a Szomortu Szamovart.

Allapitsuk meg, mely mondatokat formalizaltuk a kovetkezSképpen?

(a) —A () D« FE (i) (=C) A (=D)
(b) ANB (f) (BVC)AE (j) =(C v D)
(¢) CVD (g) (A= B)AC

(d) D — (=C) (h) A— (BAC)

Bizonyitasi moédszerek

Indirekt bizonyitasok
14. Feladat. Igazoljuk, hogy /2 irracionalis.

15¥Feladat. Igazoljuk, hogy minden irracionalis szam tizedestort alakjaban legalabb egy szam-
jegy végtelen sokszor szerepel.

16*Feladat. Igazoljuk, hogy egy irracionélis szam tizedestort alakjaban legalabb két szamjegy
végtelen sokszor szerepel.

17. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely (legalabb két {6t szamlalo) tarsasagban van két ember,
akinek ugyanannyi ismerése van.

18*Feladat. Egy konvex négyszog oldali f5lé Thalész-koroket frunk. Igazoljuk, hogy a négyszog
minden belsé pontja le van fedve legalabb egy korrel.

Skatulya-elv
A kovetkez§ sziiletési feladatokban szamoljunk 365 nappal, illetve 52 héttel egy évben.

19. Feladat. Legalabb hanyan vannak abban a tarsasdgban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb

2 ember, aki a hét ugyanazon napjan sziiletett;

(a
(b

)

) 3 ember, aki a hét ugyanazon napjan sziiletett;
(c) 2 ember, aki ugyanazon hénapban sziiletett;

)

(d) 3 ember, aki ugyanazon honapban sziiletett;
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(e) 2 ember, aki az év ugyanazon napjan sziiletett;
(f) 3 ember, aki az év ugyanazon napjan sziiletett?
20. Feladat. Egy iskolanak van 870 didkja, 92 tanara és 28 osztalya. Dontsiik el, melyik igaz,
illetve hamis az alabbi allitasok koziil.
(a) Van olyan osztaly, amelyikbe legalabb 30-an jarnak.
(b) Van két didk, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.
(c) Van harom diak, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.
(e) Van nyolc tanar, aki ugyanabban a honapban sziiletett.
(f) Van egy olyan didk, aki ugyanabban a honapban sziiletett mint valamelyik tanar.

)
)
)
(d) Van négy didk, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.
)
)
(g) Van olyan osztaly, amelyikben legalabb 6t tanar tanit.

21¥* Feladat. Igazoljuk, hogy 12 kiilénboz6 kétjegyii szam koziil mindig kivalaszthato kettd
ugy, hogy azok kiilonbsége azonos szémjegyekbdl all.

22¥Feladat. Legyen adott n darab természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy mindig kivélaszt-
hato koziiliik néhany (legalabb egy) tgy, hogy azok Osszege oszthato n-nel.

23* Feladat. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész szamnak van olyan tobbszorose, amely (a
tizes szamrendszerben felirva) csak a 0 és az 1 szamjegyekbdl all.

24*Feladat. Igazoljuk, hogy az 2019-nek van olyan tobbszordse, amely (a tizes szamrendszer-
ben felirva) csak az 1 szamjegybdl all.

25*Feladat. Egy gulyaban két falu 65 tehene legel, vorosek, fehérek, feketék, tarkak. Igazoljuk,
hogy ha nincs 6t kiilonb6z6 kort, azonos szint tehén, akkor van harom azonos szint, egyidés
tehén ugyanabbdl a falubol.

26 Feladat. Egy tiztagi tarsasagban mindenki legalabb hét mésikat ismer. Bizonyitsuk be,
hogy barmely harom embernek van kézos ismerdse.
(Arany Déniel Matematikai Tanuloverseny haladok II. ford. (szki) 1986.)

27*Feladat. Igazoljuk, hogy barmely poliédernek van két, azonos oldalszamu lapja.

28*Feladat. Igazoljuk, hogy ha adott a koordinatasikon 5 racspont, akkor van kozottiik kettd,
melyeket 0sszekots szakasz a belsejében is tartalmaz racspontot. (KéMaL P.53)

29. Feladat. Adott egy négyzet, melynek atloja 2 egység. Melyik az a legkisebb d szam, amelyre
igaz, hogy a négyzetben 6t pontot felvéve mindig lesz ketts, melyek tavolsdga nem nagyobb
mint d?

30. Feladat. Egy egységkocka minden pontjat harom szin valamelyikével szinezziik. Igazoljuk,
hogy mindig van két azonos szinid pont, melyek tavolsaga legalabb 1.4.

31. Feladat. Egy egységsugartu kérvonalon hét pontot elhelyezve igazoljuk, hogy van két pont,
melyek tavolsdga nem nagyobb mint 1.
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32* Feladat. Egy 3 x 6 cm-es téglalapban elhelyeztiink nyolc pontot. Mutassuk meg, hogy a
pontok kozott talalhato két olyan, amelyek tavolsaga nem nagyobb v/5 cm-nél.

33¥* Feladat. Szaz kavicsot 50 kupacba rendeziink tgy, hogy egyik kupac sem iires. Igazoljuk,
hogy a kupacok két csoportba tolhatok gy, hogy a két csoportban 50-50 kavics van.
(KoMaL. Gy.2304.)

34. Feladat. Egy n x n-es tablazat minden mezgjére rairjuk az 1,2, 3 szamok valamelyikét. Ki
lehet-e tolteni a tabldzatot gy, hogy a sorokban, az oszlopokban és a két atloban levs szamok
0sszege mind kiilonbo6zd legyen?

(Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 1995. 10. osztaly 1. feladat)

Logikai szita (Szita-formula)

35. Feladat. Az iskoldban az els6 évfolyamrol harmincan indultak haziversenyen matematika-
bol. A versenyzSknek harom feladatot kellett megoldaniuk. Az elsé feladatot tizenkilencen, a
mésodikat tizentten, a harmadikat tizennyolcan oldottdk meg hibatlanul. Az els6 és masodik
feladatot heten, az els6 és harmadik feladatot kilencen, a masodikat és harmadikat pedig tizen
oldottak meg jol. Mindharom feladat megoldasa harom tanul6 dolgozataban volt kifogastalan.
Héany tanulonak nem sikeriilt egyetlen feladatra sem hibatlanul valaszolni?

(Forras: Természet Vilaga)

36. Feladat. Egy osztaly 30 tanuldja koziil a matematikat 12-en, a fizikat 14-en, a kémiat
13-an szeretik. 5 tanulé a matematikit és a fizikat, 4 a matematikat és a kémiat is, 7 a fizikét
és a kémiat is szereti. Hairman mindharom targyat szeretik. Hanyan nem szeretik egyik targyat
sem?

37. Feladat. Egy osztaly a tanév folyaman harom kirandulast szervezett. Az elsén az osztaly
70%-a vett részt, a masodikon 80%-a, a harmadikon 90%-a. Igy 12 tanulé haromszor, a tobbi
kétszer kirdandult. Hanyan vannak az osztalyban?

(Arany Déniel Matematikai Tanuloverseny 1985/1986 9. évfolyam 1. kategoria 2. forduld)

38. Feladat. Hany olyan kétjegyt szam van, amely nem oszthaté sem 2-vel, sem 3-mal?

39*Feladat. Egy konvex n-szog csticsai koziil hanyféleképp valaszthato ki 3, hogy azok paron-
ként nemszomszédosak legyenek?

40. Feladat. Hany olyan 8 jegyti pozitiv egész szam van, amely csak az 1, 2, 3 szamjegyeket
tartalmazza, de mindegyiket legalabb egyszer?

41*Feladat. A 45 tagi Majmok Tudomanyos Akadémija iilést tartott. Ezen az {ilésen harom
kérdést tiiztek napirendre, mely f6lott szavazéassal 6hajtottak donteni. A kérdések a kovetkezsk
voltak.

1. Okosabb-e a majom, mint az ember?
2. Szebb-e a majom, mint az ember?

3. Igaz-e, hogy az ember a majom Gse?

Hényan szavaztak mindharom kérdésre nemmel, ha az alabbi megallapitasokat kozolték a saj-
toban?
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e A szavazés utan kideriilt, hogy az 1. és a 3. kérdésre egyarant 23-23 igen szavazat érkezett,
mig a 2. kérdésre csak 17.

e Az els6 kérdésre igennel valaszolok koziil 13-an a masodikra, 12-en pedig a harmadik
kérdésre feleltek nemmel.

e [gent mondott a 2. és a 3. kérdésre 6 ,akadémikus”’, de koziiliik ketten az els¢ kérdésre
nemmel szavaztak.

(Arany Déaniel Matematikai Tanuléverseny 1981/1982 9. évf. 1. kat. 1. ford. 4. fel.)

Teljes indukcid

42. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n € N*, akkor

1+2+...+n:w.
43. Feladat. Az alabbi abra segitségével fo- ::::::
galmazzunk meg észrevételt az egymast kove- 000000
t6 paratlan pozitiv egész szamok Osszegére, és 000000
lassuk is azt be. o600OO
000000

44. Feladat. Fogalmazzunk meg észrevételt az n-edik kobszam egy lehetséges elGallitaséra
vonatkozoan az
1 = 13
24442 = 28
3+6+9+6+3 = 3
44+8+124+16+124+8+4 = 43

egyenletek kapcsan és lassuk is be azt.

45. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges pozitiv természetes szdmra fennalnak a kovetkezd
Osszefiiggések.

n(2n—1)(2n +1)
3
(b) 24+1)-(22+1)-...- (2 +1)=2"" —1
() 1-44+2-7T+...4+n-Bn+1)=n(n+1)?
(n+1)(n+2)
3

(a) P +32+5%+...+(2n—1)?2 =

(d) 124234 ... +n-(n+1) ==
(n+1)(n+2)(n+3)

(€ 1-2:3+2-3-4+4...+nn+1)(n+2) ==

4
f) 1- 114221+, .. 4n-nl=n+1)-1
(2) Loty ! -1 ! + +1
812734 T en—12m n+l ntz
1 1 1 n
h) — +—+... =
(>2-3+3-4+ +n(n+l) n+1
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Q) 1 n 1 T 1 n
) — +—+... =
1-3 3-5 2n—-1)2n+1) 2n+1
L 12 22 n? n(n+1)
() —5+5—=+...+ =
1.3 3.5 2n—1)2n+1)  22n+1)

46. Feladat. Igazoljuk, hogy ha

alz\/§7 Qp = \/2+an—17 (n22)7

akkor 1 < a, < 2 és a sorozat szigori monoton né.

47. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges n € Ny szamokra teljesiilnek az alabbi 6sszefiiggések.
(a) 6| n—n (c) 5|21 +3 () 9| 7™ +3n—1
(b) 6| (n*+5)n (d) 4|7+ 3+

48* Feladat. Bizonyitsa be, hogy 9" — 8n — 1 oszthaté 64-gyel, ahol n nemnegativ egész szam.
(Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 2004. 11. osztaly 1. feladat)

49. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n egy 1-nél nagyobb természetes szam, akkor

1 1 1 1 1 1 1 1
— b) —+—4=+...+ —=>n.
(a)n+1+n+2+ 2n " 2 n <)\/I+\/§+ +\/ﬁ Vi

50. Feladat. Igazoljuk, hogy minden pozitiv természetes szamra fennallnak a kivetkezs egyen-
16tlenségek.

() L.3.5 -1 _ 1 b L.3.8 2n-1_ 1
2°4°6 7 2n T~ \Bniil 2 46 o~ 2yn

51. Feladat. Azt allitjuk, hogy minden 16 ugyanolyan szind, és ezt be is latjuk. Egy egyetlen
16bol &ll6 ménesre (halmazra) igaz, hogy abban minden 16 azonos szint. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz tetszbleges, legfeljebb n 16bol 4ll6 ménesre, és tekintsiink egy n+ 1 16bol all6 ménest.
Ha ebbdl kivesziink egy lovat, egy n 16bol all6 ménest kapunk, amelyben a feltételezésnek
megfeleléen mar minden 16 ugyanolyan szinti. Mar csak azt kell megmutatni, hogy a kivett 16 is
ugyanilyen szini. Ezt a kovetkezSképpen tessziik: tegyiik vissza a kivalasztott lovat a tobbi kozé,
vegylink ki egy masikat, és tjra alkalmazzuk az indukcids feltevést; az igy kapott ménesben
is ugyanolyan szind minden 16, beleértve az eredetileg kivalasztott lovat is, amelynek tehat
ugyanolyan szintinek kell lennie, mint az 6sszes tobbinek. Ezzel belattuk, hogy tetszéleges n+ 1
16bol all6 ménesben is minden 16 ugyanolyan szind. A teljes indukcié elvének megfelelGen ezzel
belattuk az eredeti allitdsunkat: minden 16 ugyanolyan szint. Hol a hiba a gondolatmenetben?

(Lo-paradoxon Polya Gyorgytdl (1887-1985).)

Invarians tulajdonsagok

52. Feladat. Egy tablara felirtuk az 1, 2, ... 10 szamokat. Egy-egy alkalommal kett6t letorliink,
és helyettiik a kiilonbségiiket irjuk. El6fordulhat-e, hogy az utols6 megmaradt szam a 07

53. Feladat. Egy tablan 2019 darab nulla és 2019 darab egyes szdmjegy van. Egy-egy alka-
lommal kett6t letorliink. Ha ezek azonosak voltak akkor egy egyest, ha kiilonbo6zdk, akkor egy
nullat frunk vissza. Milyen szam marad utoljara?
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54. Feladat. Egy papirlapunk van, amelyet egy lépésben 6, vagy 11 részre téphetiink, majd
a kapott darabok koziil akdrhannyal akarhanyszor ugyanigy jarhatunk el. Elérhets-e, hogy a
végén 2019 papirlapot kapjunk?

55. Feladat. Egy kocka csiicsaiba szamokat irunk, az egyikbe egyest, a tobbibe nullat. Egy
alkalommal egy él két végpontjaban lévé szamokat eggyel-eggyel megnoveljiik. Elérhets-e igy,
hogy minden csticsban azonos szam &lljon?

56 Feladat. Két kupacban gyufak vannak. Egy alkalommal az egyik kupacbol valamennyit
levesziink, és a mésikhoz kétszer annyit hozzatesziink. Elérhet6-e, hogy néhény lépés utan
mindkét kupacban ugyanannyi gyufa legyen, ha kezdetben a két kupacban 2019 és 2018 szal
gyufa volt?

57. Feladat. Egy kor alakt asztal koriil 10 torpe all. Minden alkalommal az egyik torpe egyet
jobbra, egy masik egyet balra 1ép. Elérhetik-e hogy ugyanazon a helyen alljanak?

Egyéb modszerek, triikkok

A kétoldali 0sszeszamlalas modszere

58* Feladat. Mutassuk meg, hogy szoros kapcsolat van az

[e.e]

R R S e L
10102 100 T 10m T A10m 9
Osszefliggés, és a kovetkezd Kalmar Laszlotol szarmazo feladat kozott. Régen arultak olyan
csokoladét, amely papirjaban egy szelvény volt, s tiz szelvényért egy tjabb tabla csokoladét
lehetett kapni. Valojaban hany tébla elfogyaszthato csokoladét ért 1 tabla?”

(1) = m

a kovetkezd feladat kétféle megoldasaval. [ Képzeljiink el egy tablat, amelyik n — k + 1 1épés
hosszi (0 < k < n) és k + 1 1épés széles. Jelenleg a bal als6 sarokban egy egér iil, a tabla jobb
felsé sarkdban egy darab sajt van. Egeriink csak felfelé vagy jobbra léphet, mindig szomszédos
mezdére. Hanyféleképp juthat el egeriink a sajthoz?”

59. Feladat. Igazoljuk, hogy

60. Feladat. Igazoljuk, hogy
n+1\ [n . n
k) \k k—1)

1
1+24... +n= (n+ )

61* Feladat. Igazoljuk, hogy
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62¥ Feladat. Igazoljuk, hogy

) () ()=

63 Feladat. Bizonyitsuk be az alabbi Gsszefiiggést.

# (o) ez () e el ) ()=

64F Feladat. Az abran lathato ABCD és G F
BEFG négyzetek AE és DF cstcsait 6sszeko-
tottik. Igazoljuk, hogy az 0sszekots szakaszok
a BG oldalon metszik egymaést.

A legrosszabb eset modszere

65. Feladat. Egy dobozban haromféle goly6é van 14 piros, 17 kék és 21 zold. Legkevesebb hény
golyot kell visszatevés nélkiil kihtuzni, hogy a kihiizott golyok kozott legyen

(a) legalabb kettd azonos szind, (c) legalabb két zold,
(b) mindharom szinbdl legalabb egy, (d) hérom piros?

66. Feladat. Egy dobozban haromféle golyd van 4 piros, 7 kék és 11 zold. Véletlenszertien
kivettiink 5 golyot. A kovetkezsk koziil melyek igazak biztosan a dobozban maradt golyokra?

(a) Nincs koztiik piros. (c) Maradt kék.
(b) Mindharom szinb&l maradt. (d) Legalabb kétféle szintd maradt.

67. Feladat. Egy ladaban 10 piros, 20 sarga, 30 kék és 40 barna goly6 van. Legfeljebb hanyat
lehet koziiliik bekétott szemmel kihiizni gy, hogy a ladaban biztosan maradjon

(a) 2 kiilonb6z6 szint; (b) 2 egyforma szint; (c) t6bb sarga, mint piros?
(Bonifert Domonkos Nemzetkozi Matematikaverseny, 2018, 8. osztaly, dontd)

68. Feladat. Egy dobozban van néhany papircetli. Egy darabon az 1 all, kettén a 2, és igy to-
vabb, 100 darabonon az &ll, hogy 100. Legalabb héany cetlit kell kihtizni ahhoz (csukott szemmel,
visszatevés nélkiil), hogy legyen tiz cetlink, amire ugyanaz van irva?

69. Feladat. Egy dobozban tobbféle goly6d van, mindegyikbdél ugyanannyi, 6sszesen 30. Hanyfé-
le goly6 van a dobozban, ha ahhoz, hogy biztosan legyen harom egyforma a keziinkben, legalabb
11-et kell el6venni?
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70. Feladat. Egy dobozban tobbféle golyé van, mindegyikbdl ugyanannyi, 6sszesen 30. Hany-
féle golyd van a dobozban, ha ahhoz, hogy biztosan legyen harom kiilonb6z6 a keziinkben,
legalabb 11-et kell el6venni?

71¥Feladat. Egy zsakban fehér, piros és kék golyok vannak, dsszesen 100. Kékbol éppen kétszer
annyi mint fehérbsl. Mennyi van az egyes szinekbdl, ha ahhoz, hogy biztosan legyen nalunk
kék, 47 golyot kell kihtznunk?

,»A bolcs olykor a végén kezdi”’ mobdszer

72. Feladat. Harom vandor érkezett a fogaddba és egy tal gombdcot rendelt. Mire a vendéglGs
megf6zte a vacsorat, a vindorok az asztalnél a faradtsagtol elszunnyadtak. A vendéglés eléjiik
tolta a gombodcos talat, és elment. Felébredt az egyik vandor, megszamolta a gombodcokat,
megette azok egyharmadat, majd ismét elaludt. Ezutén felébredt a masodik, & is elfogyasztotta
a talon maradt mennyiség egyharmadéat, majd tovabb aludt. Késébb felébredt a harmadik,
megette a maradék harmadrészét, mire a talon 8 gomboc maradt. Hany gombdcot f6z6tt a
vendéglés? (Természet Vilaga)

73* Feladat. Hogyan lehet egy folyéroél pontosan 6 liter vizet felhozni, ha csak egy 4 és egy 9
literes edénytink van? (Természet Vilaga)

74. Feladat. Négy jatékos megegyezett, hogy a vesztes minden jatszma utdn megkétszerezi a
tobbi jatékos pénzét. Osszesen 4 jatékot jatszottak. Mindenki egyszer vesztett, a jaték befejez-
tével mindegyik jatékos megszamolta a pénzét, és ugy talalta, hogy mindegyikiiknek 16 forintja
van. Mennyi pénze volt a jatékosoknak a jaték kezdetekor?

75¥Feladat. Egy asztalon 27 gyufaszal hever. Az elsé jatékos tetszése szerint elvehet ebbél 1,
2 vagy 3 gyufaszalat, majd a 2. a maradékbol tgyszintén 1-et, 2-t vagy 3-at valaszthat. Ezutan
ismét az elsd vesz, és igy tovabb, felvaltva. Az nyer, aki utolsoként vesz gyufaszalat a halombol.
A kezdé jatékos tudja-e biztositani, hogy nyerjen? (Természet Vilaga)



Megoldasok

Matematikai logika

A kovetkez6 feladatokban az igazmondok/lovagok mindig igazat mondanak, a hazugmon-
dok/16kotsk mindig hazudnak.

1. Feladat. Egy szigeten lovagok és 16koték élnek. Az els6 jarokel6tsl megkérdezziik: —On
lovag? Mit fog valaszolni?

Megoldas. Természetesen azt, hogy igen.

2. Feladat. Egy szigeten lovagok és 16kétk élnek. A lovagok minden kérdésre tudjak a he-
lyes valaszt, és azt is mondjak. A 16k6t6k minden kérdésre hamis vélaszt gondolnak jonak, de
amikor megszolalnak, ennek ellenkez§jét mondjak. Egy utazo a szigetre érvén szeretné megkii-
lonboztetni a lovagokat a 16kotsktdl, de csak eldontendd kérdéseket tehet fel nekik. Az utazo
a kovetkezGképpen gondolkozik. ,Ha azt kérdezem, hogy 2 - 2 = 5 igaz-e, akkor a lovag azt
gondolja, és azt is mondja, hogy nem, mig a 16k6té azt gondolja, hogy igen, és igy 6 is azt
valaszolja, hogy nem. Ha azt kérdezem, hogy 2 - 2 = 4 igaz-e, akkor egy lovag az gondolja, és
azt is valaszolja, hogy igen, mig egy 10k6t6 azt gondolja, hogy nem, és igy § is azt valaszolja,
hogy igen. Igy tehat barmely kérdésre azonos vélaszt adnak, tehat nem tudom eldonteni, hogy
ki lovag és ki 16k6t6.” Igaza van-e a vandornak?

Megoldas. Nincs. Arra a kérdésre, hogy lovag-e a lovag igent, mig a 16kot6 nemet felel.

3. Feladat. Egy utkeresztez6désben két Gt agazik el, az egyik a varosba, a masik a szakadékba
vezet. A keresztezddésnél egy héz all, amelyben egy ikerpar él. Az egyikiik igazmondo, a mésikuk
hazugmondé. Csak az egyikiik van otthon, nem tudni melyikiik. Mit kérdezziink téle, hogy
megtudjuk, melyik 0t vezet a varosba?

Megoldas.

(1) A testvéred melyik utat mutatna a véaros felé? (Erre mindketten a szakadékba vezetd utat
mutatjak.)

(2) Melyik utat szoktad mutatni, amikor megkérdezik, hogy merre van a varos? (Erre mind-
ketten a varosba vezetd utat mutatjak.)

335
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4. Feladat. Seholsincs szigeten jarunk, ahol két varos van: Hazugburg véirosa és Igazpolis.
(A véarosok neve az ott ¢l emberek viselkedésére utal.) A varoslakok azonban atjarogatnak
egymashoz latogatoba. Mit kérdezzen a vandor, ha meg akarja tudni, melyik varosban van?

Megoldas. Idevaldsi On? Erre az igazmondok varosaban igen, a hazugmondok varosdban nem
valaszt fog kapni.

5. Feladat. Egy asztalon 4 kirtyat latunk,
tudjuk, hogy minden kartya egyik oldaldn egy 2 M A_ 7
beti, a masikon egy szam van. Mely kartyakat
kell megforditanunk, hogy le tudjuk ellenérizni
a kovetkezd allitast?

Minden pdros szdm tiloldaldn magdnhangzo van.

Megoldas. Ellendrizni kell, hogy a 2-es hatdn maganhangz6 van-e, illetve hogy az M hatan
paratlan szam van-e. A tobbit kartya nem tudja megszegni az éallitast, akarmi is legyen a masik
oldalén.

6. Feladat. Egy szigeten fura szabaly vonatozik a szigetlakokra. Csak az ehet kasszavagyo-
keret, akinek a hatan tetovalds van. Négy szigetlako all el6ttiink, ketten szemben, az egyikiik
kasszavagyOkeret eszik, a masik nem. Az & hatukat nem latjuk. Ketten viszont hattal allnak,
igy nem latjuk, hogy esznek-e kasszavagyokeret vagy sem, viszont azt latjuk, hogy az egyikiik
hata tetovalt, a masikuké nem. Mely szigetlakokat kell megkérniink, hogy forduljanak meg, ha
ellendrizni szeretnénk, hogy mindenki betartja-e a torvényt?

Megoldas. Aki szemben &ll veliink és eszik, annak latnunk kell a tetovalast a hatan. Aki hattal
van nekiink és nincs tetovalasa, az nem ehet. Nekik kell megfordulniuk.

7. Feladat. Fogalmazzuk meg az alabbi allitasok tagadésat.
(a) Minden primszam péros.
(b) Van konkav deltoid.
(c
(d

Nem minden arany, ami fénylik.
Nincs fehér hollo.

e) Nincs nem fehér hollo.

(
(t
(g
(h
(i
§
(k

1

)

)

)

)

)

) Nem mindennek van meg a maga ideje.

) Nincs az a szerelem, ami soha el nem mulik.
) Van olyan harommal oszthatd szam, ami nem péros.
) Egyetlen paros szam sem oszthato 11-gyel.
) Moziban megyek, és esik az esé.

) Ha esik az es6, akkor moziba megyek.
)

Moziba megyek, vagy esik az esé.
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Megoldas.

(a) Van paratlan primszam

Minden deltoid konvex.

Minden arany, ami fénylik.

Van fehér hollo.

Van nem fehér holl6.

Mindennek megvan a maga ideje.

)
)
)
)
)
g) Van olyan szerelem, ami soha el nem mulik.
)
)
)
)
)

8. Feladat. Mely allitasok tagadésai a kovetkezok?

(a) Nem minden é&llitas hamis.
(b) Nincs igaz ember.
(c) Minden madéar tarsat valaszt.

Van olyan prim, amely péaros.

)
)
)
(d) Minden e-hoz van olyan §, hogy & > .
e)
)

(
(f) Van olyan k, hogy minden n-re k # n?.
Megoldas.

(a) Minden allitas hamis.

(b) Van igaz ember.

(c

(

)
) Nem minden madér vélaszt tarsat.
d) Létezik olyan e, hogy minden ¢ esetén ¢ < .
)
)

e) Minden prim pératlan.

(
(f) Minden k-hoz van olyan n, hogy k = n?.

9. Feladat. Egy varosban hiarom baratnd megalapitotta az elvalt nék klubjat. Vezetékneviik
Kiss, Nagy és Szép, keresztneviik Anna, Kata és Sara Tovabba 5, 10 vagy 15 éve valtak el
férjeiktsl. Allapitsuk meg, kinek mi a teljes neve, ki miota elvalt és hogy melyikiik a cukrasz,

kémikus illetve pilota, ha tudjuk a kovetkezs allitdsokat. Van-e felesleges informécié az alabbiak
kozott?
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a) Sara, aki cukrasz, régebb ota elvalt, mint Kiss.

b)

(c) Szép pilota egy kisebb légitarsasagnal és az ¢ valasa a legfrissebb.
)
)

(
(

Kata nem kémikus.

(d) Nagy tobb mint nyolc éve valt el.
(e) A tobbiek Annéat véalasztottak meg elndknek. (Logika, 2012/9. alapjan)

Megoldas. Az utolso allitas felesleges.

\ Vezetéknév \ Keresztnév \ Foglalkozas \ Valas \

Kiss Anna kémikus 10
Szép Kata pilota )
Nagy Sara cukrasz 15

10. Feladat. Egy iskolai rajzverseny elsé négy helyezettje, Fanni, Kolos, Péter és Zita 6todik,
hatodik, hetedik vagy nyolcadik osztalyos, minden évfolyamra pontosan egyikiik jar. Tudjuk
még a kovetkezdket is.

a) A Szdlgsziirettel nevezd Kolos nem hatodikos.

(

(b) Nem a negyedik helyet megszerzg tanulé miive az Erdei allatok.
(c) A gy6ztes Levélhullas cimi rajz nem a nyolcadikos Fanni alkotésa.
(

d) Az 6todikes induld Kirandulas cimi rajza nem a harmadik helyet szerezte meg.

(e) Fanni nem harmadik, Zita pedig nem negyedik lett.

Dontsiik el, ki melyik osztalyba jar, milyen témaju rajzzal indult, és hanyadik lett a versenyen.
(Kresz Karoly rejtvénye, Kis Fiiles, 2016/3.)

Megoldas.
Helyezés \ Név \ Osztaly \ Cim ‘
1. Zita 6. Levélhullas
2. Fanni 8. Erdei allatok
3. Kolos 7. SzG6lGsziret
4 Péter 5 Kirandulas

11* Feladat. Egy varosban 6t férfi klubot alapitott. Vezetékneviik Acs, Boda, Csaki, Toth és
Végh. Mindannyian elvaltak, 6, 12, 16, 24 vagy 28 éve. Keresztneveik Béla, Géza, Otto, Pal és
Tibor, foglalkozasuk biologus, hentes, mérnok, orvos vagy tanar. Allapitsuk meg mindannyiuk
teljes nevét, fogalakozasat és azt, hogy hany éve valtak el, ha tudjuk a kovetkez§ informaciokat.

(a) Otto, aki biologus, nem 16 éve valt el.
(b) Tibor, aki 6 éve valt el, nem Toth, a hentes.

(c) A 24 éve elvalt férfi nem azonos a tanarként dolgozé Bodaval.
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(d) A klubot Végh Géza alapitotta.

f

(g) Az orvos keresztneve nem Béla.

(h) A mérnék nem 12 éve valt el.

)
(e) Nem Béla valt el a legrégebben, hanem a hentes.
(f)

A 24 éve elvalt férfi nem a hentes, és nem is Cséaki.

(i) Acs vélasa a legfrissebb, Palé tortént a legrégebben.

Megoldas.

’ Vezetéknév \ Keresztnév \ Foglalkozas \ Valas ‘

Acs Tibor orvos 6 éve
Boda Béla tanar 16 éve
Csaki Otto biologus | 12 éve
Toth Pal hentes 28 éve
Végh Géza mérnock 24 éve

12. Feladat. Tekintsiik a kovetkezd (pim)itéleteket.

A : Esik az esé.

B : Siit a nap.

D : Moziba megyek.

(Logika, 2012/9.)

E : Kitakaritom a garéazst.

C: Fuj a szél.
Segitségiikkel formalizéljuk a kovetkez6 mondatokat, és készitsiik el az igazsagtablajukat is.
(a) Nem esik az esé.
(b) Siit a nap, vagy faj a szél.
(c) Ha fuj a szél, akkor nem megyek moziba.
(d)
)
)

d
(e
(

Pontosan akkor megyek a moziba, ha kitakaritom a garazst.

Esik az es6 vagy siit a nap és moziba megyek.

f) Ha nem esik az es6 és nem fij a szél, akkor kitakaritom a garazst, vagy moziba megyek.
Megoldas.
(a) -A (d) D+ FE
(b) BVC (e) AV(BAD)
(¢c) C— (=D) (f) (mAN-C)— (EV D)
B|C|BvVC C|D|C—(=D) D|E|D«+ FE
Al -A 1| 1 7 1] 1 h 1|1 1
i h | h 7 1| h 7 1| h
h | 1 h | 1 i h |1 i h | i h
h | h h h | h h h | h 1
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A|B|D|BAD|AV(BAD,)
il | h h i
v | h | h 7
i | h|h h i
h| il i i
h|v|h h h
h|hil: h h
h|h|h h h

13. Feladat. Tekintsiik a kovetkezd (pim)itéleteket.
A : Pom Pom hazakiséri Picurt.
B : A Radirpok megregulézza a Civakodé Cip6ikreket.
C : A Bator Tintanyul megijeszti a Lesbsltamado Ruhaszaritokotelet.
D : Madarvéds Golyokapkod6 megvédi Gomboc Artirt.

E : Festéktiisszenté Hapci Bend beszinezi a Szomort Szamovart.

Allapitsuk meg, mely mondatokat formalizaltuk a kovetkezképpen?

(a) =A () D E (i) (=C)A (D)
(b) ANB (f) (BVC)AE (j) ~(CVv D)
(¢c) CVD (g) (A= B)AC
(d) D — (—=C) (h) A= (BAC)

Megoldas.

(a) Pom Pom nem kiséri haza Picurt.
(b) Pom Pom hazakiséri Picurt és a Radirpok megregulazza a Civakodé Cipdikreket.

(c) A Bator Tintanyul megijeszti a Lesbdltamadé Ruhaszaritokotelet vagy Madéarveds Go-
lyokapkodd megvédi Gomboc Arturt.

(d) Ha Madarvéds Golyokapkodé megvédi Gomboc Arturt, akkor a Bator Tintanyil nem
ijjeszti meg a Lesbdltamadd Ruhaszéaritokotelet.

(e) A Madarvéds Golyokapkodd akkor és csak akkor védi meg Gomboc Artirt, ha Festék-
tiisszent6 Hapci Bend beszinezi a Szomort Szamovart.

(f) A Radirpok megregulézza a Civakodo Cipdikreket vagy a Béator Tintanyil megijeszti a
Lesbéltamadé Ruhaszaritokotelet és Festéktiisszenté Hapci Bend beszinezi a Szomoru
Szamovart.

(g) Ha Pom Pom hazakiséri Picurt akkor a Radirpok megregulézza a Civakod6 Cipdikreket,
és a Bator Tintanyul megijeszti a Lesbéltamad6 Ruhaszaritokotelet.

(h) Ha Pom Pom hazakiséri Picurt, akkor a Radirpok megregulazza a Civakod6 Cipdikreket
és a Bator Tintanyul megijeszti a Lesbéltamadé Ruhaszéaritokotelet.
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(i) A Bator Tintanyul nem ijeszti meg a Lesbsltamado Ruhaszaritokotelet és a Madarvéds
Golyokapkod6 nem védi meg Gomboc Arturt

(j) Nem torténik meg, hogy a Bator Tintanyul megijeszti Lesb6ltamado Ruhaszaritokotelet
vagy Madarvéds Golyokapkodd megvédi Gomboc Arturt.

Bizonyitasi médszerek

Indirekt bizonyitasok

14. Feladat. Igazoljuk, hogy /2 irracionalis.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a bizonyitando6 allitas hamis, vagyis v/2 racionélis szam. Ekkor
léteznek olyan p, ¢ € Z* szamok melyekre /2 = P s (p;q) = 1. (BEz a v/2 redukalt tort alakja.)
q

Ekkor négyzetre emelve és atrendezve a 2p® = ¢? egyenlethez jutunk. Ekkor lathato, hogy ¢
péros, igy viszont a jobboldal (és akkor persze a baloldal is) oszthat6 néggyel is. Ehhez viszont
p-nek is parosnak kell lennie, ami ellentmond a (p;q) = 1 feltételnek.

15*Feladat. Igazoljuk, hogy minden irracionalis szam tizedestort alakjaban legalabb egy szam-
jegy végtelen sokszor szerepel.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, azaz van olyan irracionalis szam, amely ti-
zedestort alakjaban minden szdmjegy véges sokszor szerepel. Ekkor azonban a tekintett szam
tizedestort alakja véges, vagyis a szam racionalis. Ezzel ellentmondésra jutottunk, vagyis igaz
a feladat allitasa.

16*Feladat. Igazoljuk, hogy egy irracionélis szam tizedestort alakjaban legalabb két szamjegy
végtelen sokszor szerepel.

Megoldas. Az el6z6hoz hasonlo6 indirekt feltevéssel élve ellentmondasra juthatunk; ha ugyanis
feltessziik, hogy nem igaz a feladat allitasa, vagyis van olyan irracionalis szam amelynek tizedes-
tort alakjaban legfeljebb egy szamjegy szerepel végtelen sokszor, akkor azt kapjuk, hogy ezen
szam tizedestort alakja vagy véges, vagy végtelen szakaszos (hiszen egy id6 utan csak az egy,
végtelen sokszor el6fordulo szamjegy tud ismétlédni), azaz a szam racionalis, ami ellentmondas.
Igy a feladat allitasa igaz.

17. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely (legalabb két {6t szamlalo) tarsasdgban van két ember,
akinek ugyanannyi ismerése van.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy ez nincs igy. Ha a tarsasag n f6bdl all, akkor a lehetséges ismerds-
széamok: 0,1,...n — 1, és mivel nincs két ember, akinek ugyanannyi ismerése van, ezért minden
érték el is fordul, mégpedig pontosan egyszer. Ez azonban azt jelenti, hogy van olyan a tér-
sasdgban, aki senkit nem ismer (0 ismerdse van), és van olyan is, aki mindenkit ismer (n — 1
ismerdse van), ez pedig ellentmondas.
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18*Feladat. Egy konvex négyszog oldali f5lé Thalész-koroket frunk. Igazoljuk, hogy a négyszog
minden belsé pontja le van fedve legalabb egy korrel.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy van olyan bels pontja a négyszognek, amelyet egyetlen Thalész-
kor sem fed le. Ekkor ebbdél a pontbol minden oldal hegyesszog alatt latszik; négy hegyesszog
Osszege viszont nem lehet 360°.

Skatulya-elv

A kovetkez§ sziiletési feladatokban szamoljunk 365 nappal, illetve 52 héttel egy évben.

19. Feladat. Legalabb hanyan vannak abban a tarsasdgban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb

(a) 2 ember, aki a hét ugyanazon napjan sziiletett;

(b) 3 ember, aki a hét ugyanazon napjan sziiletett;

)
)
(c) 2 ember, aki ugyanazon honapban sziiletett;
(d)
)
)

d) 3 ember, aki ugyanazon hénapban sziiletett;

e) 2 ember, aki az év ugyanazon napjan sziiletett;

(
(

f) 3 ember, aki az év ugyanazon napjan sziiletett?

Megoldas.
(a) 8 (c) 13 (e) 365+ 1
(b) 15 (d) 25 (f) 2-365+1

20. Feladat. Egy iskolanak van 870 didkja, 92 tanara és 28 osztalya. Dontsiik el, melyik igaz,
illetve hamis az alabbi allitdsok koziil.

(a) Van olyan osztaly, amelyikbe legalabb 30-an jarnak.
(b) Van két didk, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.
(
(

)

)

c)

d) Van négy didk, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.
)
)
)

Van harom diék, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.

e) Van nyolc tanér, aki ugyanabban a hénapban sziiletett.

(
(

(g) Van olyan osztaly, amelyikben legalabb 6t tanar tanit.

f) Van egy olyan didk, aki ugyanabban a héonapban sziiletett mint valamelyik tanar.
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Megoldas.
(a) 28-29 = 812 < 870, igaz.
(b) Igaz
(c) Igaz
(d) Nem igaz, 3365+ 1 = 1096 > 870

Nem igaz, és nincs olyan létszam, aminél biztosan igaz lenne.

)

)

)
(e) 7-12+ 1 =85 < 92, igaz.
(f)

)

21* Feladat. Igazoljuk, hogy 12 kiilénboz6 kétjegyti szam koziil mindig kivalaszthaté kettd
ugy, hogy azok kiilonbsége azonos szamjegyekbdl all.

Megoldas. Vizsgaljuk a 11-gyel vett osztasi maradékokat. Mivel 12 szamunk van, és csak 11
lehetséges 11-es maradék, a skatulya-elv értelmében lesz (legalabb) két szam melyek 11-gyel
vett osztasi maradéka megegyezik, tehat kiilonbségiik oszthato 11-gyel, igy mivel a kiilonbség
kétjegy, azonos jegyekbdl all.

22¥Feladat. Legyen adott n darab természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy mindig kivélaszt-
hato koziiliik néhany (legalabb egy) tgy, hogy azok Osszege oszthato n-nel.

Megoldas. Jeldlje a szamokat ay; as; ...; a,. Ekkor, ha az ay; a1 +as; a1 +as+as; ...; a1+
as + ...+ a, szamok koziil van ami n-nel oszthato, kész vagyunk. Ha nincs, akkor ezen n szam
mindegyike mindegyike n-nel osztva csak az 1, 2, ..., n — 1 maradékok valamelyikét adhatja.
Igy mivel n szam és csak n — 1 lehetséges maradék van, a skatulya-elv alapjan lesz két szam,
amely n-nel osztva ugyanazt a maradékot adja. Ezek kiillonbsége megfelel a feladat feltételeinek,
és oszthato n-nel.

23* Feladat. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész szamnak van olyan tSbbszorose, amely (a
tizes szamrendszerben felirva) csak a 0 és az 1 szamjegyekbdl 4ll.

Megoldas. Jeldlje k a tetszéleges pozitiv egész szamot. Az

1, 11, 111, ..., 111...1
——
k+1 db

szamok kozott biztos van ketts, amelyik ugyanazt a maradékot adja k-val osztva. Ezen két
szam kiilonbsége megfeleld.

24*Feladat. Igazoljuk, hogy az 2019-nek van olyan tobbszordse, amely (a tizes szamrendszer-
ben felirva) csak az 1 szamjegybdl all.

Megoldas. A gondolatmenet eleje az el6z6 feladatban latottakkal megegyezik. A kiilonbség
1...10...0 alakd, és mivel a (10;2019) = 1, ezért a végérdl a nullak elhagyhatok.
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25*Feladat. Egy gulyaban két falu 65 tehene legel, vorosek, fehérek, feketék, tarkak. Igazoljuk,
hogy ha nincs 6t kiilénb6z6 kort, azonos szind tehén, akkor van hiarom azonos szint, egyidds
tehén ugyanabbodl a falubol.

Megoldas. Biztos van 17 azonos szini tehén. Ezek kozott biztos van 5 azonos koru (legfeljebb
négy kor van) tehén, s ezek kozott biztos van 3, amelyik ugyanabbol a falubél valo.

26* Feladat. Egy tiztagi tarsasagban mindenki legalabb hét mésikat ismer. Bizonyitsuk be,
hogy barmely harom embernek van kézos ismerdse.
(Arany Déniel Matematikai Tanuléverseny haladok II. ford. (szki) 1986.)

Megoldas. Harom ember irja fel egy listara az ismeréseit. Igy legalabb 21 név lesz a harom
listan, ami tiz ember koziil keriil ki. Igy biztos van olyan, aki mindharom listan szerepel.

27¥Feladat. Igazoljuk, hogy barmely poliédernek van két, azonos oldalszami lapja.

Megoldas. Feleltessiink meg a poliédernek egy grafot. A graf csiicsai legyenek a poliéder
lapjai, és két csticsot pontosan akkor kosson Ossze él a grafban, ha a nekik megfeleld lapok
(él)szomszédosak. A(z egyik) legnagyobb oldalszamu lap oldalszdma legyen k. Az ezzel szom-
szédos k lap kozott biztos van két azonos oldalszamu, mert az oldalszam minden lap esetében
3 és k kozott van.

28*Feladat. Igazoljuk, hogy ha adott a koordinatasikon 5 racspont, akkor van kozottiik kettd,
melyeket 0sszekdts szakasz a belsejében is tartalmaz racspontot. (KéMaL P.53)

Megoldas. A végpontok koordinatainak paritasvizsgalataval konnyedén igazolhatjuk az &lli-
tast. A végpont koordinatai paritasaik alapjan a (paros; paros), (paros; paratlan), (paratlan;
paros), (paratlan; paratlan) skatulyak valamelyikébe esnek. Mivel négy skatulya és 6t pont
van, lesz olyan skatulya, amelyikbe legalabb két pont esik. Ezen két pontot 0sszekots szakasz
felez6pontja is racspont.

29. Feladat. Adott egy négyzet, melynek atloja 2 egység. Melyik az a legkisebb d szam, amelyre
igaz, hogy a négyzetben 6t pontot felvéve mindig lesz kettd, melyek tavolsdga nem nagyobb
mint d?

Megoldas. 1

30. Feladat. Egy egységkocka minden pontjat hdrom szin valamelyikével szinezziik. Igazoljuk,
hogy mindig van két azonos szind pont, melyek tavolsaga legalabb 1.4.

Megoldas. Mindig van (legalabb) 3 azonos szint csucs. Ezek kozott pedig biztosan van kettd,
melyek nincsenek éllel dsszekitve. Ezek tavolsaga legalabb /2 > 1.4.

31. Feladat. Egy egységsugart korvonalon hét pontot elhelyezve igazoljuk, hogy van két pont,
melyek tavolsaga nem nagyobb mint 1.



FEJEZET 13. MATEMATIKAI LOGIKA, BIZONYITASI MODSZEREK 345

Megoldas.

Osszuk fel a korlapot (korvonalat) 6 egybe-
vago korcikkre. Ekkor van olyan koriv, amelyre
legalabb két pont esik. Ezek tévolsaga legfel-
jebb 1.

32* Feladat. Egy 3 x 6 cm-es téglalapban elhelyeztiink nyolc pontot. Mutassuk meg, hogy a
pontok kozott talalhato két olyan, amelyek tavolsaga nem nagyobb /5 cm-nél.

Megoldas. Tekintsiik a téglalap kivetkezs lefedését.

Az egyes cellakon beliil a lehets legnagyobb téavolsag nyilvan valamely atlo vagy oldal mentén
elhelyezkeds két cstcsra fog fellépni. Ez Pithagorasz tétele miatt minden cellaban éppen v/5 cm.
Viszont ha nyolc pontot szeretnék elhelyezni a téglalapban, akkor legalabb egy celldba legalabb
két pont keriil, és ezek tavolsaga a fentick alapjan nem lehet nagyobb /5 cm-nél.

33*Feladat. Szaz kavicsot 50 kupacba rendeziink tigy, hogy egyik kupac sem iires. Igazoljuk,
hogy a kupacok két csoportba tolhatok gy, hogy a két csoportban 50-50 kavics van.
(KoMaL Gy.2304.)

Megoldas. Ha minden kupacban egyenld szamu kavics van, akkor készen vagyunk. Ha van két
nem egyenld szamu kavicsot tartalmazo kupac (ag, as), akkor tekintsiik az 51 darab aq, as, a; +
G, ...,a1 + ...+ aso szamokat. Ezek kozott van kettd, melyek 50-es maradéka ugyanaz. Mivel
mind legfeljebb 100, ez csak tgy lehet, ha kiilonbségiik éppen 50. Igy a kiilénbségben szerepls
kupacok jok lesznek az egyik csoportnak.

34. Feladat. Egy n x n-es tablazat minden mezgjére rairjuk az 1,2, 3 szamok valamelyikét. Ki
lehet-e tolteni a tabldzatot gy, hogy a sorokban, az oszlopokban és a két atloban levs szamok
0sszege mind kiilonbo6zd legyen?

(Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 1995. 10. osztaly 1. feladat)

Megoldas. A sordsszegek kozott a minimélis az n, a legnagyobb pedig a 3n. E két érték kozott
csak 2n + 1 van. Az n darab sor és oszlop, valamint a két 4tlo Osszesen 2n + 2 darab Osszeget
jelent, azaz a kért beirds nem megvalosithato.
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Logikai szita (Szita-formula)

35. Feladat. Az iskoldban az elsé évfolyamrol harmincan indultak haziversenyen matematika-
bol. A versenyzSknek harom feladatot kellett megoldaniuk. Az elsd feladatot tizenkilencen, a
maéasodikat tizenoten, a harmadikat tizennyolcan oldottdk meg hibatlanul. Az els6 és masodik
feladatot heten, az els6 és harmadik feladatot kilencen, a masodikat és harmadikat pedig tizen
oldottédk meg jol. Mindhérom feladat megoldasa harom tanulé dolgozatdban volt kifogastalan.
Hany tanulénak nem sikeriilt egyetlen feladatra sem hibatlanul véalaszolni?

(Forréas: Természet Vilaga)

Megoldas. Ha mindharom feladatot harom tanulé oldotta meg hibatlanul, akkor 7 — 3 = 4
olyan tanul6 volt, aki csak az els6 és mésodik feladatra adott j6 megoldast, csak az els§ és
harmadik feladatra 9 — 3 = 6 didk felelt jol, csak a mésodik és harmadik feladat megoldésa
pedig 10— 3 = 7 tanulonak sikeriilt. Hasonléan gondolkodva kapjuk, hogy csak az elsé feladatra
19 —4 — 3 — 6 = 6; csak a masodikra 15 —4 —3 — 7 = 1; csak a harmadikra 18 —6 -3 —7 =2
diak valaszolt kifogastalanul. Tehat 30 -3 -4 —-6—-7—6 —1—2 = 1 olyan tanul6 volt, akinek
egy feladat megoldasa sem sikeriilt.

36. Feladat. Egy osztaly 30 tanuldja koziil a matematikat 12-en, a fizikdt 14-en, a kémiét
13-an szeretik. 5 tanul6é a matematikit és a fizikat, 4 a matematikit és a kémiat is, 7 a fizikét
és a kémiat is szereti. Hairman mindhérom targyat szeretik. Hanyan nem szeretik egyik targyat
sem?

Megoldas. 4

37. Feladat. Egy osztaly a tanév folyaméan harom kirandulast szervezett. Az elsén az osztaly
70%-a vett részt, a masodikon 80%-a, a harmadikon 90%-a. Igy 12 tanulé haromszor, a tSbbi
kétszer kirandult. Hanyan vannak az osztalyban?

(Arany Déniel Matematikai Tanuloverseny 1985/1986 9. évfolyam 1. kategoria 2. forduld)

Megoldas. 30

38. Feladat. Hany olyan kétjegyt szam van, amely nem oszthaté sem 2-vel, sem 3-mal?

Megoldas. 90 — 45 — 30 + 15 = 30

39*Feladat. Egy konvex n-szog csticsai koziil hanyféleképp valaszthato ki 3, hogy azok paron-
ként nemszomszédosak legyenek?

Megoldas. <§) —nn—2)+n

40. Feladat. Hany olyan 8 jegyt pozitiv egész szam van, amely csak az 1, 2, 3 szamjegyeket
tartalmazza, de mindegyiket legalabb egyszer?

Megoldas. 3% — 3-2% +3 = 1932
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41*Feladat. A 45 tagii Majmok Tudomanyos Akadémidja iilést tartott. Ezen az iilésen harom
kérdést tiiztek napirendre, mely f6lott szavazéassal 6hajtottak donteni. A kérdések a kovetkezsk
voltak.

1. Okosabb-e a majom, mint az ember?
2. Szebb-e a majom, mint az ember?

3. Igaz-e, hogy az ember a majom Gse?

Hényan szavaztak mindharom kérdésre nemmel, ha az aldbbi megéllapitasokat kozolték a saj-
toban?

e A szavazas utan kideriilt, hogy az 1. és a 3. kérdésre egyarant 23-23 igen szavazat érkezett,
mig a 2. kérdésre csak 17.

e Az els6 kérdésre igennel valaszolok koziil 13-an a masodikra, 12-en pedig a harmadik
kérdésre feleltek nemmel.

e [gent mondott a 2. és a 3. kérdésre 6 ,akadémikus”’, de koziiliik ketten az els¢ kérdésre
nemmel szavaztak.

(Arany Déaniel Matematikai Tanuléverseny 1981/1982 9. évf. 1. kat. 1. ford. 4. fel.)
Megoldas. 45 — (23 + 17+ 23) + (10 + 114+ 6) —4 =5

Teljes indukcié

42. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n € Nt  akkor

. 1
1+2+...+n:%.
Megoldas.
) 1-2

o Az allitas n = 1-re igaz, 1 = —~

e (Indukcios feltevés.) Tegyiik fel, hogy az allitas valamely k& € NT értékre igaz, azaz
kE-(k+1

1+2+...+k;:%.

e Az indukciés hipotézis segitségével kell igazolnunk, hogy az allitds n = k + 1-re is igaz,
azaz fennall, hogy
(k+1)-(k+2)

1+2+...+k+(k+1) = 5 :

Viszont
k.(k+1)+<k+1):k;~(l<:+1)+2(k+1) _ (k+1) (k+2)

1+24.. . +k+(k+1) = 5 5

azaz bizonyitottuk az allitast.



FEJEZET 13. MATEMATIKAI LOGIKA, BIZONYITASI MODSZEREK 348

43. Feladat. Az alabbi abra segitségével fo- : : : : : :
galmazzunk meg észrevételt az egymast kdve- 000000
t6 paratlan pozitiv egész szamok Osszegére, és 000000
lassuk is azt be. o600O0O

000000

Megoldas. Az észrevételiink az, hogy, minden pozitiv természetes szamra
14+3+5+7+...4+(2n—1)=n>
Hasznéljunk teljes indukciot.

o Az allitas n = 1-re igaz, 1 = 12.

e Tegyiik fel, hogy az allitas valamely k € NT értékre igaz, azaz
14+34+54+7+...+(2k—1) =k

e Az indukcités hipotézis segitségével kell igazolnunk, hogy az allitds n = k + 1-re is igaz,
azaz fennall, hogy

1+34+5+7+...+2k—1)+(2k+1)=(k+ 1)~
Azonban
T4+34+54+7+... +Rk—1)+2k+1) =k +(2k+1) = (k+ 1)

ami pontosan az igazolandé Osszefliggés.

44. Feladat. Fogalmazzunk meg észrevételt az n-edik kobszam egy lehetséges elGallitaséra
vonatkozoan az
1 = 13
24442 = 28
3+6+9+6+3 = 3
448+124+16+124+8+4 = 43

egyenletek kapcsan és lassuk is be azt.

Megoldas. Igazoland6 lehet példaul, hogy minden pozitiv egész n esetén
n(1—|—2—|—...+(n—1)—|—n+(n_1)+”'+2+1):n3'

Az allitéas teljes indukcidval konnyen igazolhato.
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45. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges pozitiv természetes szamra fennélnak a kdvetkezd
Osszefiiggések.

n(2n—1)(2n +1)
3

(b) 2+1)-(22+1)-...- (2 +1)=2"" -1

() 1-4+2-7T+...4n-Bn+1)=n(n+1)?

n(n+1)(n+2)
3

(a) 12 +32+52+...+(2n—1)? =

(d) 1-24+2-34...4n-(n+1) =

() 1-2:342-3-4+...+n(n+1)(n+2) — DO ED0 T3

4

f) 1- 114221+ .. +n-nl=n+1)-1

1 1 1 1 1 1
© tsat T sl Tasa T

1 1 1 n
(h>r3+m+"'+n(n+1):n+l
I 1 _n
O TR SRR O gy T oy s o
L 12 22 n? n(n+1)
G) —5+5—=+-..+ =

1-3 ' 3.5 Cn—1)2n+1) 2(2n+1)

Megoldas. Az allitasok mindegyike egyszertien igazolhato teljes indukcioval.

46. Feladat. Igazoljuk, hogy ha

a =2, an=2+a,1, (n>2),
akkor 1 < a,, < 2 és a sorozat szigori monoton nd.

Megoldas. ElGszor a monotonitast igazoljuk, ezzel az als6 korlatra vonatkozo egyenl6tlenséget
is belatjuk.

o Az allitas n = 1-re igaz; a; = V2 < ay =2+ V2.
e Tegyiik fel, hogy az allitas valamely k € N* értékre igaz, azaz ap < a1, vagyis
\/2—|—a;€_1 < \/2—|—ak

e Ennek segitségével kell igazolnunk, hogy az allitds n = k + 1-re is igaz, azaz fennall, hogy
apr1 < apyo. Az indukcits feltevés kovetkezd ekvivalens atalakitasaival a bizonyitandd
allitast kapjuk.

ar < Qg+l
2+ a1 < V24 ag
2+\/2+(1k_1 < 2+\/2+6Lk
V2+V2Far: < V2+V2Fa

ag+1 < Qg2

Ezzel a monotonitasra vonatkozo allitast belattuk, és mivel 1 < a; = v/2, az also korlatra
vonatkozot is.
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A fels6 korlatra vonatkozo allitast szintén teljes indukcioval igazoljuk.
o Az éllitas n = 1-re igaz; a; = V2 < 2.
e Tegyiik fel, hogy az allitas valamely k € NT értékre igaz, azaz a; < 2.

e Ennek segitségével kell igazolnunk, hogy az allitdas n = k + 1-re is igaz, azaz fennéll,
hogy axi1 < 2. Az indukcids feltevés kovetkezd ekvivalens atalakitasaival a bizonyitandé
allitast kapjuk.

ap < 2
24a, < 4

V2F+ar < Vi=2

47. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges n € Ny szamokra teljesiilnek az alabbi 6sszefiiggések.

(a) 6| n®—n (c) 5|21 +3 () 9|7 +3n—1
(b) 6| (n*+5)n (d) 4|7+ 3"+
Megoldas. Csak az elsg allitast latjuk be, a tobbi bizonyitasa hasonlo.
(a) e Az allitds n = O-ra igaz, 6 | 0° — 0 = 0.
o Tegyiik fel, hogy az allitas valamely k € N* értékre igaz, azaz 6|k® — k.

e Ennek segitségével kell igazolnunk, hogy az éllitas n = k + 1-re is igaz, azaz fennéll,

hogy
6] (k+1)>—(k+1).

Viszont
(k+1P —(k+1) =k + 3K +2k = k> — k+ 3k + 3k = (k* — k) + 3k(k + 1).

Itt az els6 zardjeles tag az indukcios feltevés miatt oszthaté 6-tal, a masodik pedig
3-nak és két egymast kdvets egész szamnak a szorzata. Ez utobbi biztos paros, igy
a szorzat itt is oszthato 6-tal. Két 6-tal oszthato tag Osszege pedig szintén oszthatod
6-tal, ezzel az allitast belattuk.

48*Feladat. Bizonyitsa be, hogy 9" — 8n — 1 oszthaté 64-gyel, ahol n nemnegativ egész szam.
(Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 2004. 11. osztaly 1. feladat)

Megoldas. A bizonyitést a teljes (matematikai) indukcié modszerével végezziik.
o Az allitas n = 1-re igaz.
o Tegyiik fel, hogy igaz n = k-ra, vagyis 9* — 8k — 1 oszthato 64-gyel.

e Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben igaz n = k + 1-re is, azaz 9**! — 8(k+1) — 1
oszthato 64-gyel.

O —8(k+1)—1=9-9"—8k—8—-1=9(9"—8k — 1) + 64k

Az els6 Osszeadandd oszthatd 64-gyel az indukcios feltételezés alapjan, a masodik 64
tobbszordse. Tehat, az Osszeg is oszthatd 64-gyel, azaz az allitas bebizonyittatott.
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49. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n egy 1-nél nagyobb természetes szam, akkor

1 1 1 1 1 1 1 1
et > == = b) —+—+... 4 —> .
<a)n—|—1+n—|—2+ T T T (>\/T+\/§+ +\/ﬁ Vi
Megoldas.

(a) Teljes indukciéval bizonyitunk.
e Az allitas n = 2-re igaz, hiszen

1 1 7

e Tegyiik fel, hogy az allitas valamely k € Nt k > 2 értékre igaz, azaz

1 1 1 1 1
k‘——|—1+/€——|—2+'”+%>§_%'
e Ennek segitségével kell igazolnunk, hogy az allitas n = k + 1-re is igaz, azaz fennall,
hogy
1 1 1 1 1 1
Fr2 ki3 T %1 %2 2 Rl
Ekkor
1 1 1 1 B
Fr2 k3 Tyl Tk T
1 1 1 1 1 1
[ R s VA A S TS R Y A
1 1 1 1 1 1 1
2k E+l 2%+l 2%x2 T 2 ktl

Itt az els6 becslésnél felhasznaltuk az indukcios feltevést, a masodik pedig azért
allithato, mert

1 1 1 1 1

——+ +

= — > 0.
k 2k+1 2k+2 2k+1 2k4+2

(b) A maésodik egyenl6tlenség belathatoé indukeio nélkiil is, egyszerd becsléssel. A bal oldali
Osszeghen minden tagot cseréljiink ki a legkisebbre, azaz

1 1 1 1
—+—=+...+—==n"

VoV

5l

50. Feladat. Igazoljuk, hogy minden pozitiv természetes szamra fennallnak a kdvetkezs egyen-
16tlenségek.

1 3 5 2n —1 1 1 3 5 2n —1 1

222 by .22,
@) 5775 on  Vantl ) 515 o 2/

Megoldas. Mindkét allitas egyszertien belathato teljes indukcioval.
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51. Feladat. Azt allitjuk, hogy minden 16 ugyanolyan szint, és ezt be is latjuk. Egy egyetlen
16bol all6 ménesre (halmazra) igaz, hogy abban minden 16 azonos szind. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz tetszéleges, legfeljebb n 16bol 4ll6 ménesre, és tekintsiink egy n+1 16bol all6 ménest.
Ha ebbdl kivesziink egy lovat, egy n 16bdl all6 ménest kapunk, amelyben a feltételezésnek
megfelel6en mar minden 16 ugyanolyan szind. Mar csak azt kell megmutatni, hogy a kivett 16 is
ugyanilyen szint. Ezt a kovetkezSképpen tessziik: tegyiik vissza a kivalasztott lovat a tobbi kozé,
vegyiink ki egy masikat, és djra alkalmazzuk az indukcioés feltevést; az igy kapott ménesben
is ugyanolyan szind minden 16, beleértve az eredetileg kivalasztott lovat is, amelynek tehat
ugyanolyan szintinek kell lennie, mint az 6sszes tobbinek. FEzzel belattuk, hogy tetszéleges n+ 1
16bol all6 ménesben is minden 16 ugyanolyan szind. A teljes indukcié elvének megfelelGen ezzel
belattuk az eredeti allitdsunkat: minden 16 ugyanolyan szintd. Hol a hiba a gondolatmenetben?

(Lo-paradoxon Polya Gyorgytsl (1887-1985).)

Megoldas. Van egy ki nem mondott feltételezés, mégpedig az, hogy két kiilonbozs, n-tagi
locsoportnak van kozos eleme. Ez n = 1-re nem igaz, tehat annak igazolasa, hogy az elsére
kivalasztott 16 is ugyanolyan szind, hibas.

Invarians tulajdonsagok

52. Feladat. Egy tablara felirtuk az 1, 2, ... 10 szamokat. Egy-egy alkalommal kett6t letorliink,
és helyettiik a kiilonbségiiket irjuk. Elsfordulhat-e, hogy az utols6 megmaradt szam a 07

Megoldas. Nem, az Gsszeg paritdsa nem valtozik, és az kezdetben péaratlan.

53. Feladat. Egy tablan 2019 darab nulla és 2019 darab egyes szdmjegy van. Egy-egy alka-
lommal kett6t letorliink. Ha ezek azonosak voltak akkor egy egyest, ha kiilonbo6zdk, akkor egy
nullat frunk vissza. Milyen szam marad utoljara?

Megoldas. A nulldk szamanak paritasa nem véltozik, ezért nulla marad a legvégén.

54. Feladat. Egy papirlapunk van, amelyet egy lépésben 6, vagy 11 részre téphetiink, majd
a kapott darabok koziil akdrhannyal akarhanyszor ugyanigy jarhatunk el. Elérhets-e, hogy a
végén 2019 papirlapot kapjunk?

Megoldas. Nem. A papirlapok szama mindig 5k + 1 alaku.

55. Feladat. Egy kocka csiicsaiba szamokat irunk, az egyikbe egyest, a tobbibe nullat. Egy
alkalommal egy él két végpontjaban 1évé szamokat eggyel-eggyel megnoveljiik. Elérhets-e igy,
hogy minden csticsban azonos szam &lljon?

Megoldas. Nem. A szamok Osszegének paritasa nem valtozik.

56F Feladat. Két kupacban gyufik vannak. Egy alkalommal az egyik kupacbél valamennyit
levesziink, és a mésikhoz kétszer annyit hozzatesziink. Elérheté-e, hogy néhany lépés utan
mindkét kupacban ugyanannyi gyufa legyen, ha kezdetben a két kupacban 2019 és 2018 szal
gyufa volt?
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Megoldas. Tekintsiik a két kupacban 1év6 gyufak szamanak kiilonbségét. Ennek 3-mal vett
osztasi maradéka nem valtozik, s mivel ez jelenleg egy, nem lehet a két kupac egyenls, mert
akkor ez a kiilonbség nulla lenne.

57. Feladat. Egy kor alakt asztal koriil 10 torpe all. Minden alkalommal az egyik torpe egyet
jobbra, egy masik egyet balra lép. Elérhetik-e hogy ugyanazon a helyen &alljanak?

Megoldas. Nem. Sakktablaszertien szinezve, pl. a fehéren 1év6 torpék szaméanak paritdsa nem
valtozik; mivel most 6t igy nem lehet nulla.

Egyéb modszerek, triikkok

A kétoldali 0sszeszamlalas modszere

58* Feladat. Mutassuk meg, hogy szoros kapcsolat van az

o0

1+1+1+1+ +1+— L _ 10

10102 108 T 10m T A=10m 9
Osszefliggés, és a kovetkezd Kalmar Laszlotol szarmazo feladat kozott. Régen arultak olyan
csokoladét, amely papirjaban egy szelvény volt, s tiz szelvényért egy tjabb tabla csokoladét

lehetett kapni. Valojaban hany tabla elfogyaszthato csokoladét ért 1 tabla?”
Megoldas.

e Minden tabla csokoladéban van egy szelvény, amely a szabalyok értelmében egy tized
csokoladét ér. De ebben a tized csokoladéban is rejlik egy tized cédula, amely szintén ér
valamennyi csokoladét, stb. Igy egy tabla csokoldadé valojaban

I S
10102 0108 T 10m T

csokoladét ér.

e Nézziik most kicsit mas szemmel a csokoladénkat. Pisti 9 cédula birtokdban bemegy a
boltba, és megkéri az eladonét, akivel joban van, hiszen gyakran vasarol néala csokoladét,
hogy egy pillanatra adjon oda neki a polcrol egy csokit, s 6 kisvartatva ki fogja azt fizetni.
Pisti, amint megkapta a csokit, kibontja azt, s kiveszi bel6le a fizetéshez hianyzo, tizedik
szelvényt, majd a tiz szelvénnyel ki is fizeti a csokoladéjat. Igy 9 csoki araért 10-et kapott,

vagyis egy csoki valojaban 9 csokoladét ér.
Ezzel belattuk, hogy

TR T S =
10 10% 103 710 T 4&=10m 9
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(3)

a kovetkezd feladat kétféle megoldasaval. Képzeljiink el egy tablat, amelyik n — k + 1 1épés
hosszi (0 < k < n) és k + 1 1épés széles. Jelenleg a bal alsé sarokban egy egér iil, a tabla jobb
fels6 sarkdban egy darab sajt van. Egeriink csak felfelé vagy jobbra léphet, mindig szomszédos
mezdére. Hanyféleképp juthat el egeriink a sajthoz?”

59. Feladat. Igazoljuk, hogy

E

Megoldas. Elgszor nézziik meg, hogy hany lépésre van sziiksége egeriinknek. Mivel az els6
sor els6 mezdjében van jelenleg, még (n — k)-t kell jobbra, és k mez6t kell felfelé 1épnie. Okos
egerlink kétféle modon is gondolkodhat.

e Mivel 6sszesen n — k jobbra, és k felfele 1épésre van sziiksége, készit maganak n szamu
kartyat, s ezek koziil (n — k)-ra — jelet, k-ra pedig 1 jelet rajzol. Ahanyféleképp ezeket a
nyilakat sorba tudja tenni, annyiféleképp tud a sajthoz is eljutni. Ezen sorbarendezések
szdma pedig éppen

n!
Kl (n— k)’
hiszen n szamu kirtyaja van, amelyekbdl k illetve n — k egyforma.

e Egeriink ezt végiggondolva tulsdgosan farasztonak érzi, ezért igy gondolkodik. Ha lépé-
seit egyt6l n-ig megszamozza, és kivalasztja azokat, amelyeket folfelé kivan megtenni,
egyértelmd, hogy a ki nem valasztott lépéseket jobbra kell megtennie. Igy annyi ut 1é-
tezik a sajthoz, ahanyféleképp ki tudok valasztani az 1,2,...,n szamok koziil k-t, ezen
kivalasztasok szama pedig épen n alatt k.

() =mmm

Igy belattuk, hogy

60. Feladat. Igazoljuk, hogy

n+1\ [(n . n
k) \k k—1)
Megoldas. Képzeljiik el, hogy egy n+ 1 tagi osztalyban k tagi kiildottséget kell valasztanunk.

Ezt persze
n+1
k

modon tehetjiik meg. Ha kiilon figyelemmel kisérjiik az osztaly egyik tanuldjanak, mondjuk
Abel sorsat, akkor ugyanerre a problémara egy tjabb megoldast is talalhatunk. Abel vagy
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belekeriil a kiildottségbe, vagy nem. Ha igen, akkor 6 mar ugye tag, tehat az osztaly maradék
n tagjabol kell még k — 1 kiildottet valasztani, ezt pedig

(")

modon tehetjitk meg. Ha pedig Abel nem tagja a kiildottségnek, akkor mind a k kiildottet az
osztaly tobbi, n szamu tagja koziil kell megvalasztani, erre pedig

(+)

lehet6ségiink van. Igy kiildotteket Gsszesen, egy mas nézépont szerint

() (2)

modon valaszthatunk.

61*Feladat. Igazoljuk, hogy

1
1424, . 4+n= (n; )

Megoldas. A jobb oldalon egy n+ 1 elemt halmaz kételemii részhalmazainak a szdma all. Elég
tehat belatni, hogy a bal oldalon is ez szerepel. Jelolje a halmaz elemeit ay,as, ..., an, apiq.
Soroljuk fel az Osszes kételemt részhalmazt a kévetkezd modon: ElGszor vegylik azokat, ame-
lyekben ay szerepel: {ai,as}, {a1,as}, ..., {a1,a,}, {a1,a,41}. Ezek szama n. Most vegyiik
azokat, amelyekben a legkisebb indext elem as. Ezek: {as, a3z}, {az, a4}, ..., {a2,an11}. Ezen
részhalmazok szam éppen n — 1. Ezt folytatva, azon részhalmazok, melyekben szerepls legki-
sebb indext elem ay, pontosan {ax, ary1}, {ak, ari2}, - ., {ak, ani1}; szamuk pedig n +1 — k.
Igy tulajdonképpen az Osszes kételemti részhalmazt felsoroltuk, és az egyes csoportokban 16vé
halmazok szama rendre n,n —1,...,2, 1.

{ay, az} {ai, a3} {ar,aa}  {a1, a5} S {a1, any1} n

{az, a3} {az, as} {az, as} o {az, ant1} n—1

{as, a4} {as, as} . {as, ani1} n—2
{an—la an} {an—ly an—i—l} 2
{ana an+1} 1

62 Feladat. Igazoljuk, hogy
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Megoldas. Lathatjuk, hogy az egyenl&ség bal oldaldn egy n elemti halmaz Gsszes részhalma-
zainak a szdma all. Legyenek a halmaz elemei aq,as, ..., a,. Minden részhalmazra igaz, hogy
a; vagy eleme, vagy nem. Igy az a; elem kapcsan kétféleképp donthetiink, vagy beletessziik
az adott részhalmazba, vagy nem. Barhogyan is dontiink, ezen dontésiinktdl fliggetlentil az as
elem esetében ismét donteniink kell, hogy beletessziik-e a részhalmazba. Igy az els§ két elem
esetén mar 2 - 2 = 4 lehetséges vélasztas van. Az eljaras tovabb folytathato, és akdrhogyan is
dontottiink az els§ £ elem esetén, a kdvetkezs elem figyelembe vételével a lehet&ségek szama
megkétszerezGdik. Igy, az n-edik elemhez érve 2" kiilonbozd részhalmazunk lesz.

63*Feladat. Bizonyitsuk be az alabbi 6sszefiiggést.

w0 () ) ) () -

Megoldas. Képzeljiik el, hogy Seholsincs szigeten a lakéknak héaromfélék lehetnek: igazmondo,
hazugmond6 és normalis; am elsé ranézésre senkirdl sem donthets el, melyik kasztba tartozik.
Amikor n szigetlakoval talalkozunk, kiilon-kiilon, egymastol fiiggetleniil, mindegyikiik haromféle
lehet, igy a koradbbiak alapjan az n lakosnak egyiitt dsszesen 3" illetGsége lehet.

Az is igaz, hogy az n lakos kozott vagy nincs igazmondd, vagy pontosan egy van, vagy
pontosan ketts, és igy tovabb ... vagy pontosan n szamu igazmond6 van. Szamoljuk tehat
most Ossze a szigetlakok lehetséges illetGségeinek szamét aszerint, hogy hény igazmondd van
kozottiik. Ha nincs igazmondo, akkor mind az n ember vagy hazugmondo, vagy normalis, igy
egymastol fliggetleniil kétfélék lehetnek, vagyis a szembejovs lakosok lehetséges illetGségeinek

szama 2", ami persze éppen
n
2" . :
(o)

Ha pontosan egy igazmondo van a szembejove szigetlakok kozott, akkor 6 az n ember barmelyike
lehet, de akdrmelyik is 6, a tobbi n — 1 ember illet&sége ettdl fiiggetlentil kétféle lehet, igy
lehetGségeink szama most:
()
1

Es igy tovabb, altalaban ha pontosan k igazmondé van a szembejové lakosok kozott, akkor a

lehetGségek széma
n 2n—k
I .

Végiil, ha mindenki igazmondd, akkor csak egy lehetGségiink van (éppen az, hogy mindenki
igazmondo), de ez éppen
n
. ( )
n

Ezeket az eseteket Osszegezve, épp a bizonyitand6 egyenlGség méasik oldalat kapjuk.
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64* Feladat. Az abran lathato ABCD és G F
BEFG négyzetek AE és DF cstcsait 6sszeko-
tottik. Igazoljuk, hogy az 0sszekotd szakaszok
a BG oldalon metszik egymast.

D C

A B E
Megoldas.

Jelolje az AF és GB szakaszok metszés- G F
pontjat H, és legyen a DE és GB szakaszok
metszéspontja I. Legyen tovabba HB = x és
1B =y. Be kell latnunk, hogy H = I, ami ek- D c b
vivalens azzal, hogy = = y. Legyen az ABCD
négyzet oldalhossza a, a BEFG négyzeté b. a
x|Y
A @ B b E

Az AHBA és AFENA hasonld, mert oldalaik paronként parhuzamosak. A hasonlosédgbol
kovetkezGen a megfelel§ oldalak hosszénak aranya megegyezik, azaz

b
a a+b
Hasonloképpen EIBA ~ EDAA, igy
Yy _a
b a+b

Ekkor az egyenletek Osszevetésébdl kapjuk, hogy = = y, vagyis H = I, azaz a két szakasza
valoban a BG szakaszon metszi egymast.

A legrosszabb eset moédszere

65. Feladat. Egy dobozban haromféle goly6 van 14 piros, 17 kék és 21 zold. Legkevesebb hany
golyot kell visszatevés nélkiil kihtzni, hogy a kihtzott golyok kozott legyen

(a) legalabb ketts azonos szint, (c) legalabb két zold,

(b) mindharom szinbdl legalabb egy, (d) harom piros?
Megoldas.

(a) 4 (c) 33
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66. Feladat. Egy dobozban haromféle golyd van 4 piros, 7 kék és 11 zold. Véletlenszertien
kivettiink 5 golyot. A kovetkezsk koziil melyek igazak biztosan a dobozban maradt golyokra?

(a) Nincs koztiik piros. (c) Maradt kék.

(b) Mindhérom szinbgl maradt. (d) Legalabb kétféle szint maradst.
Megoldas.

(a) nem igaz (c) igaz

(b) nem igaz (d) igaz

67. Feladat. Egy ladaban 10 piros, 20 sarga, 30 kék és 40 barna goly6 van. Legfeljebb hanyat
lehet koziiliik bekotott szemmel kihtuzni tgy, hogy a ladaban biztosan maradjon

(a) 2 kiilonb6z6 szint; (b) 2 egyforma szind; (c) tobb sarga, mint piros?

(Bonifert Domonkos Nemzetkozi Matematikaverseny, 2018, 8. osztély, dontd)
Megoldas.

(a) Ha azt akarjuk, hogy két kiilonb6z6 szinti maradjon a ladaban, akkor az a legrosszabb
eset, ha mind a 40 barna goly6 benne marad. Viszont a 41. bent maradé6 golyd biztosan
més szind lesz. Ezért 41-nek maradnia kell, vagyis 59-et lehet kihtuzni.

(b) Ha azt akarjuk, hogy két egyforma szini maradjon a ladaban, akkor az a legrosszabb eset,
ha 4 paronként kiilonb6z6 szint golyé marad benne. Viszont az 5. bent maradé goly6 szine
biztosan meg fog egyezni valamely masik golyoval a 4 koziil. Ezért 5-nek maradnia kell,
vagyis 95-0t lehet kihazni.

(c) Ha azt akarjuk, hogy tobb sarga golydé maradjon a ladaban, mint piros, akkor az a leg-
rosszabb eset, ha csak sarga golyokat hizunk ki, igy 9 darabot lehet kihtzni.

68. Feladat. Egy dobozban van néhény papircetli. Egy darabon az 1 4all, kettén a 2, és igy to-
vabb, 100 darabonon az &ll, hogy 100. Legalabb héany cetlit kell kihtizni ahhoz (csukott szemmel,
visszatevés nélkiil), hogy legyen tiz cetlink, amire ugyanaz van irva?

Megoldas. 1 +2+...+8+9-92 =774

69. Feladat. Egy dobozban tobbféle golyd van, mindegyikbdl ugyanannyi, osszesen 30. Hanyfé-
le goly6 van a dobozban, ha ahhoz, hogy biztosan legyen harom egyforma a keziinkben, legalabb
11-et kell el6venni?

Megoldas. 5

70. Feladat. Egy dobozban tobbféle golyé van, mindegyikbdl ugyanannyi, 6sszesen 30. Hany-
féle golyd van a dobozban, ha ahhoz, hogy biztosan legyen harom kiilonb6z6 a keziinkben,
legalabb 11-et kell elvenni?
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Megoldas. 6

71¥Feladat. Egy zsédkban fehér, piros és kék golyok vannak, dsszesen 100. Kékbél éppen kétszer
annyi mint fehérbsl. Mennyi van az egyes szinekbdl, ha ahhoz, hogy biztosan legyen nalunk
kék, 47 golyot kell kihtznunk?

Megoldas. Fehérbdl 27, pirosbol 19, kékbdl 54 van.

»A bolcs olykor a végén kezdi” moédszer

72. Feladat. Harom vandor érkezett a fogadoba és egy tal gombocot rendelt. Mire a vendéglés
megf6zte a vacsorat, a vaindorok az asztalnal a faradtsagtol elszunnyadtak. A vendéglss eléjiik
tolta a gombocos talat, és elment. Felébredt az egyik vandor, megszamolta a gombodcokat,
megette azok egyharmadat, majd ismét elaludt. Ezutan felébredt a masodik, 6 is elfogyasztotta
a talon maradt mennyiség egyharmadat, majd tovabb aludt. Késébb felébredt a harmadik,
megette a maradék harmadrészét, mire a tdlon 8 gombo6c maradt. Hany gombodcot {6zott a
vendéglés? (Természet Vilaga)

Megoldas. Képzeljiilk magunk elé a végallapotot. A harmadik vandor 8 gombocot hagyott a
talon. Miért? Ez azért torténhetett igy, mert 12-t talalt és ebb6l megevett 4-et. Azaz a méasodik
vandor 12 gombocot hagyott, igy gondolva, hogy ez az 6sszes gombdc kétharmad része. Vagyis
6 18 gombocot talalt a talon, ebbdl evett meg 6-ot. Ugyanigy gondolkodott az elsé is, 18-at
hagyott meg a masik kettének, miutan 9-et megevett. Tehat a vendéglés 27 gombocot készitett.

73¥Feladat. Hogyan lehet egy folyorol pontosan 6 liter vizet felhozni, ha csak egy 4 és egy 9
literes edénytink van? (Természet Vilaga)

Megoldas. Induljunk a végsé helyzetbdl, azaz a nagyobbik edényben 6 liter viznek kell lennie,
a kisebbik pedig tires. Ehhez tigy juthatunk, ha a teli nagyobbik edénybdl pontosan harom
liter vizet tudunk a kisebbe O6nteni. Ehhez azonban a 4 literes edényben egy liter viznek kell
allnia. Ezt viszont tgy érhetjiik el, hogy a 9 literes edényt teletoltjiik vizzel, majd ebbdl kétszer
egymas utan sziniiltig toltjiikk a kisebbet, és bel6le mindkét alkalommal visszadntjik a vizet a
folyoba. Igy a nagyobbik edényben 1 liter viz marad, amit atonthetiink a kisebbe.

74. Feladat. Négy jatékos megegyezett, hogy a vesztes minden jatszma utan megkétszerezi a
tobbi jatékos pénzét. Osszesen 4 jatékot jatszottak. Mindenki egyszer vesztett, a jaték befejez-
tével mindegyik jatékos megszamolta a pénzét, és gy talalta, hogy mindegyikiiknek 16 forintja
van. Mennyi pénze volt a jatékosoknak a jaték kezdetekor?

Megoldas. A jatékosoknak kezdetben 33; 17; 9; 5 forintja volt abban a sorrendben, amelyben
veszitettek.

75¥Feladat. Egy asztalon 27 gyufaszal hever. Az elsé jatékos tetszése szerint elvehet ebbél 1,
2 vagy 3 gyufaszalat, majd a 2. a maradékbol ugyszintén 1-et, 2-t vagy 3-at valaszthat. Ezutan
ismét az elsd vesz, és igy tovabb, felvaltva. Az nyer, aki utolsoként vesz gyufaszalat a halombol.
A kezdé jatékos tudja-e biztositani, hogy nyerjen? (Természet Vilaga)
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Megoldas. Aki 4 gyufat hagy az asztalon, az mar nyer (1, 2 vagy 3 gyufaszal marad neki, attol
fiiggéen, hogy a masik 3, 2 vagy 1 gyufat vesz el ). El6zéleg tehat 8, korabban pedig rendre 12,
16, 20, 24 szalat kell meghagyni. Ezt a kezd6 mindig megteheti.



Harmadik zarthelyi dolgozat

A feladatok megoldasahoz széveges adatok tarolasara és megjelenitésére nem
alkalmas zsebszamologépet és barmilyen négyjegyti fiiggvénytablazatot hasz-
nalhat, mas elektronikus vagy irasos segédeszkoz hasznalata tilos! Vélaszait
minden esetben részletesen indokolja, indoklas nélkiili megoldasra nem jar
pont. A feladatok megoldasahoz 100 perc all rendelkezésre.
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Matematikai alapismeretek — 3. zh

Név: A csoport
Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 16 16 16 20 20 12 100
Elért pont:
1. Harom szam meértani sorozatot alkot, Osszegiik 26. Ha az els6hoz 1-et, a masodikhoz 6-ot, a harmadikhoz [16]

3-at adunk, a kapott harom szam szamtani sorozatot alkot. Melyik ez a harom szam?

2. Egy a,, mértani sorozat elsé 8 tagjanak Osszege 250. Tudjuk tovabba, hogy [16]
(a2 + aq4 + ag + asg) — (a1 + a3 + a5 + a7) = 150.
Hatarozzuk meg ezt a sorozatot.

3. Szamitsuk ki az e és f egyenesek metszéspontjanak koordinétait, valamint a két egyenes hajlasszdgét, ha [16]
az e egyenes parhuzamos az x — 3y + 5 = 0 egyenessel és athalad a P(—1;0) ponton, tovabba az f egyenes
athalad a Q(3;7) ponton és az x —y — 1 = 0 egyenletii egyenesre merdleges.

4. Hatérozzuk meg az 22 + y? + 2x — 2y = 14 egyenletti kor P(1;3) ponton &thaladé legrévidebb hiirja [20]
egyenesének egyenletét.

m
5. Legyen — (m,n, € NT) annak a valészintisége, hogy a 10%° szdmnak egy véletlenszeriien valasztott osztdja [20]

tobbszorose a 103 szamnak. Mennyi m + n minimélis értéke?
6. Felirjuk 8 cédulara az 1,2,3,...,8 szamokat. Hanyféleképp lehet a céduldkat sorba rendezni ugy, hogy [12]

(a) azonos paritastak ne keriiljenek egymas mellé,

(b) az els6 négy helyen csak paros szam alljon?
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Név:
Feladat: 1 2 3 4 5 6 Osszesen
Max pont: 16 16 16 20 20 12 100
Elért pont:

A csoport

1. Harom szam mértani sorozatot alkot, 0sszegiik 26. Ha az els6hoz 1-et, a masodikhoz 6-ot, a harmadikhoz

3-at adunk, a kapott harom szam szamtani sorozatot alkot. Melyik ez a harom szam?

Megoldas.

e Az a, mértani sorozatban a; + as + a3z = 26.
e Ekkor ay + 1; as + 6; az + 3 szamtani sorozatot alkot.

e Ezen tagok Osszege 26 + 1+ 6 + 3 = 36.
P 36

e Innen a kozépss tag 3= 12,

e vagyis ag = 6.

6
e Ekkor a mértani sorozat hdnyadosat g-val jelolve & + 6 + 6g = 26.

1
o A megfelel6 mésodfoku egyenlet megoldasai ¢; = 3 és ¢2 = 3
e Ha g = 3; akkor a1 = 2; as = 6; a3 = 18.
e Ekkor a moédositott tagok: 3; 12; 21 egy d = 9 differencidji szadmtani sorozatot alkotnak.

1
. Haq=§;akkora1:18;(12:6;@3:2.

1 pont
1 pont

1 pont
2 pont
1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

e Ekkor a moédositott tagok: 19; 12; 5 egy d = —7 differencidju szamtani sorozatot alkotnak.

1 pont
2. Egy a, mértani sorozat elsé 8 tagjanak osszege 250. Tudjuk tovabba, hogy
(a2 + as + ag + ag) — (a1 + az + as + a7) = 150.
Hatarozzuk meg ezt a sorozatot.
Megoldas.
e Jeloljiik a paratlan indexii tagok Gsszegét A-val, azaz a1 + a3 + a5 + a7 = A. 1 pont

e Ekkor A + ¢gA = 250, illetve gA — A = 150.

e Ekkor a paros indext tagok Gsszege as + a4 + ag + ag = g+ A, ahol g a mértani sorozat hanyadosa.

2 pont

3 pont

[16]

[16]
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e Innen A =50,q = 4. 3 pont
8 _
e A250=ay - ] Osszefiliggésbdl 3 pont
750
e a = adodik. 3 pont
65535
e Ezzel a sorozatot meghataroztuk. 1 pont

3. Szamitsuk ki az e és f egyenesek metszéspontjanak koordinatait, valamint a két egyenes hajlasszogét, ha
az e egyenes parhuzamos az  — 3y + 5 = 0 egyenessel és athalad a P(—1;0) ponton, tovabba az f egyenes
athalad a Q(3;7) ponton és az x —y — 1 = 0 egyenletli egyenesre meréleges.

Megoldas.

o Az e egyenes egyenlete z — 3y = —1, 2 pont
e az f egyenes egyenlete pedig x + y = 10. 2 pont
o Az egyenesek egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasa adja a két egyenes metszéspontjanak

koordinatait, 1 pont

29 11

e ami M <4; 4) . 2 pont
e Az e egyenes egyik iranyvektora v, = (3;1), 1 pont
e az f egyenes egyik iranyvektora v_} = (1;-1). 1 pont
e Ekkor a két vektor skalaris szorzatanak kétféle modon torténd felirasabol 2 pont

o kovetkezik

3:141-(=1)=/32+11. /124 (—1)% - cosa,
ahol « a két egyenes hajlasszoge. 3 pont

e Innen a ~ 63,43°. 2 pont

4. Hatérozzuk meg az 22 + y? + 2x — 2y = 14 egyenletti kor P(1;3) ponton &thaladé legrévidebb hiirja
egyenesének egyenletét.

Megoldas.
e A kor egyenletét mindkét valtozdjaban teljes négyzetté kiegészitve adodik, 1 pont
e hogy (z+1)2 + (y —1)2 = 16. 2 pont
e A kor kozéppontja K(—1;1), 1 pont
e sugara r = 4. 1 pont
e A P és K pontok tavolsiga |PK| = /8, 2 pont
e mivel PK < r, ezért P a kor belsé pontja. 1 pont
e A P-n atmend legrovidebb hur a PK egyenesre meréleges. 1 pont

[16]

[20]
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Ennek egy normalvektora n; = KP = (2;2).
A P ponton atmends ﬁ normalvektori egyenes egyenlete e: x + y = 4.
Ennek a korrel vett metszéspontjai A(—1;5) és B(3;1).

Ezen pontok tavolsaga, a hur hossza |AB| = v/32.

2 pont
2 pont
5 pont

2 pont

m
5. Legyen — (m,n, € NT) annak a valészintisége, hogy a 10% szdmnak egy véletlenszertien valasztott osztoja
n

tobbszorose a 1

088 szamnak. Mennyi m + n minimalis értéke?

Megoldas.

Mivel 1092 = 299 . 599,

ezért osztéinak szadma 100 - 100 = 10000.

A 1088 = 288 . 588 gzam 1099 oszt6i koziil kikeriils tobbszorosei 2¢ - 20 alakuak,
ahol 88 < a;b <99, a;b € Z.

Igy 12 - 12 olyan oszt6ja van a 10%%-nek, ami 10%8-nak t&bbszorose.

12-12

Igy a keresett valoszintiség p = 10000

9
Ennek redukalt tort alakja p = —.
nnek redukalt tort alakja p = o

Igy m 4 n minimalis értéke 9 + 625 = 634.

1 pont
3 pont
4 pont
2 pont

4 pont

2 pont

2 pont

2 pont

6. Felirjuk 8 cédulara az 1,2,3,...,8 szamokat. Hanyféleképp lehet a cédulakat sorba rendezni ugy, hogy

(a) azonos paritastak ne keriiljenek egymas mellé,

(b) az els6 négy helyen csak paros szam alljon?

(a)

Megoldas.

A pérosok 4!,

a paratlanok is (ettdl fiiggetleniil) 4! kiilonbozs sorrendben allhatnak.

A sorrend kezd&dhet paros, illetve paratlan szammal is,

e igy a sorrendek szama 2 - 4!-4! = 1152.

A péarosok 4!,

a paratlanok is (ett6l fiiggetleniil) 4! kiilonb6z6 sorrendben allhatnak.

Igy a sorrendek szama 4! - 4! = 576.

Ahhoz, hogy azonos paritastiak ne keriiljenek egymas mellé, felvaltva kell allniuk.

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
2 pont

2 pont
2 pont
2 pont

[20]

[12]
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