Dr. Raucsik Béla: Asvanytan leckesorozat
4. lecke

A kristalyosztalyok; belsé szimmetriak, tércsoportok

Az olvasodlecke célja: a kristalyosztalyok attekintése, a kristalyok bels6é szerkezetének,
szimmetrigjanak megismerése. Atlagos olvasasi id4: 45 perc.

Az el6z6 leckében megismerkedtunk a kristalyformakkal, valamint a kristalyformak és
a szimmetriaelemek kapcsolataval. Tekintsuk most azt at, hogy a kristalyok belsé
felépitését milyen szimmetriak hatarozzak meg és ezek hogyan kapcsolédnak a
kilsé morfoldgiahoz, a kristalyformakhoz.

Mik a kristalyosztalyok?

Korabban lattuk, hogy a kristalyok jellemzbje a térracsszerkezet, azaz kulonbozé
tomegpontok jol definialhatd helyeken, racspontokban helyezkednek el. Ezt ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy a racs pontok rendezett halmaza, amely adott (R)
transzlaciokra (vagyis a pontok halmazanak onmagaval parhuzamos eltolasaira)
invarians, azaz a transzlacié eredményeként énnmagaval fedésbe kerul. Tehat az
aktualis transzlaciok osszessége adja a racs valds, belsd alap-szimmetriajat. Mivel a
transzlacidkkal a racs mindig fedésbe keril énmagaval, ezért a racs veégtelen

s

kiterjedésii.

ey

Ekkor, az R =ua + vb + wc, ahol u, v és w egész szamok.

Az a, b, c egységvektorok a racs paraméterei, ezért 6ket racsparametereknek, vagy
masként racsallandéknak nevezzik. A racsparamétereket jeldlésekor a vektorok
hossza mellett az altaluk bezart (a, B, y) szogeket is meg kell adni. Hagyomanyosan
azaabésc, apazaésc migy az a és b vektorok altal bezart sz6g. A
racsallandék igy Kkijeldlik a kristaly térbeli koordinatarendszerét. Az egyes
koordinatarendszerek egyértelmien definialnak egy-egy kristalyrendszert. Az a
paralellepipedon, melynek élei iranyat és hosszat a racsparaméterek definialjak, az
elemi cella. Az elemi cella kezd6pontja tetszdlegesen barmely racspont lehet, hiszen
a racsot végiil az elemi cellak végtelen szamu transzlacidjaval épitjiik fel. Ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy az elemi cella a kristalyracsnak az a legkisebb része,
amely még vagy mar rendelkezik a racsszerkezet tulajdonsagaival.

Az a, b, és c sorrendjét konvencié szerint jobbsodrasunak valasztjuk. A racsallandok
egymashoz valé viszonya alapjan a kovetkezOképpen definidljuk a racsok
koordinatarendszereit:
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1. Triklin rendszer:
a#b#c és a#zpB#y#90°

2. Monoklin rendszer:
a#b#c és a=y=90; B#90°

3. Rombos rendszer:
a#b#c és a=pB=y=90°
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4. Tetragonalis rendszer:

a=a#c és a=p=y=90°

5. Trigonalis és hexagonalis rendszer:

a=a#c és a=p=90°ésy=120°

6. Kobos rendszer:

a-a=a és a=pB=y=90°

A hét kristalyrendszeren beliil a
szimmetriaelemek lehetséges
kombinacioi 32 kristalyosztalyt,
azaz pontcsoportot definialnak. Az
egyes kristalyosztalyokat a rajuk
jellemzé legnagyobb lapszamu
(bonyolultsagu) kristalyformarol
nevezték el.
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ir;s::zlz; Szimmetriaelemek Pontcsoport Kristalyosztaly
; : =
1A, 2 szfenoidos
Monoklin 1m m domas
i; 1A, 1m 2/m prizmas
3A, 222 diszfenoidos
Rombos 1A;; 2m mm2 (2mm) piramisos
i; 3A,; 3m 2/m2/m2/m dipiramisos
1A, 4 piramisos
1A, i diszfenoidos
i; 1A, Im(h) 4/m dipiramisos
Tetragonalis 1A,; 4A, 422 trapezoéderes
1A,; 4m(v) 4mm di~ piramisos
1A,; 2A,; 2m(v) a2m szkalenoéderes
i; 1A,; 4A,; Sm(1h+4v) 4/m2/m2/m di~ dipiramisos
1A, 3 piramisos
i; 1A, 3 romboéderes
Trigonalis 1A;; 3A, 32 trapezoéderes
1A,;3m(v) 3m di~ piramisos
i; 1A;; 3A,; 3m(v) 32/m di~ szkalenoéderes
1A, 6 piramisos
1A, 6(3/m) trigondlis dipiramisos
i; 1Ag 1m(h) 6/m dipiramisos
Hexagonalis 1A,; 6A, 622 trapezoéderes
1A;; 6m(v) 6mm di~ piramisos
17\@' 3A,; 3m(v) &6m2 (3/mm2) ditrigonalis dipiramisos
i; 1A;; 6A,;; 7m(1h+6v) 6/m2/m2/m di~ dipiramisos
tetraéderes
— _3A2; s 23 pentagondodekaéderes
(b, i; 4A;; 3A,; 3m 2/m3 diakiszdodekaéderes
tesszeralis, 3A,; 4A,; 6A, 432 pentagonikozitetraéderes
izometrikus) 3A,; 4A,; 6m 43m hexakisztetraéderes
i; 4A,; 3A,; 6A,; 9m 4/m32/m hexakiszoktaéderes _\

Magyarazat: i=inverzios pont; m=tiikorsik; m(h)=vizszintes tukorsik; m(v)=fluggbleges tuikorsik
A,=digir; A,=trigir; A,=tetragir; A;=hexagir; A,=inverziés hexagiroid; A,=inverzios tetragiroid; A;=3/m

/ QZECHENYI
A 32 kristalyosztalyba (pontcsoportra) tagolodo kristalyrendszerek az 6ket definiald
szimmetriakészlettel
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Tipp: Az érdeklodok megismerkedhetnek a csoportelmélet matematikai
hatterével az alabbi linkek és videdleckék segitségével:

http://math.unideb.hu/media/pongracz-andras/oktatasi-anyagok/csopelmEA.pdf

http://elmfiz.elte.hu/~bantay/csopelm/csopelm bev.pdf

https://www.youtube.com/watch?v=zkADn-9wEqc

https://www.youtube.com/watch?v=qg7L r6zw4-c

Eddig a kristalyok kiils6 morfologiajanak leirasaval, osztalyozasaval foglalkoztunk,
tovabba megismerkedtiink azokkal a térbeli koordinatarendszerekkel, amelyekkel
mindez szemléletessé tehetd és eljutottunk az elemi cella forgalmaig. Ahhoz, hogy
felépitsiink egy kristalyt, tomegpontokat (anyagi tulajdonsagokkal bird részecskéket)
kell ,elhelyeznink” egy racs adott koordinataju pontjaiban. Ez azzal a
kovetkezménnyel jar, hogy a kristalyok bels6é szimmetrigjaval is meg kell
ismerkednunk.

A kristalyok bels6 szimmetriaja

Az elemi cellan bellli identikus racspontok kapcsolatat a belsé szimmetriak adjak
meg. A 32 kristalyosztalynal (vagy pontcsoportnal) korabban megismert
szimmetriaelemek megtalalhatok a belsdé szimmetriak kozott, vagyis az elemi cellan
belll is lehetnek olyan identikus racspontok, melyek kapcsolatat kizarélag az elébbi
(kuls6) szimmetriak valamelyike fejezi ki. Ha a kilsé szimmetriaelemek
kombinalédnak az elemi cellan beliili transzlacioval, akkor a transzlacios/belsé
szimmetriak irjak le az identikus racspontok helyét. Egy kristaly kulsé
morfolégidjan a transzlacidos szimmetriak transzlacidmentesként mutatkoznak. A
szimmetriaelemeket koordinatatranszformacidjuk hatarozza meg. Ez megadja
az x,y,z koordinataju racsponttal identikus racspontok koordinatait.
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http://math.unideb.hu/media/pongracz-andras/oktatasi-anyagok/csopelmEA.pdf
http://elmfiz.elte.hu/~bantay/csopelm/csopelm_bev.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=zkADn-9wEgc
https://www.youtube.com/watch?v=g7L_r6zw4-c
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1. A bels6 szimmetridk elsé csoportjat a
centralas alkotja, amelynek leirasa Bravais
nevéhez flizédik. A centralast nagybetikkel
jeloljuk. A nem centralt racsot primitivnek
nevezzik, ennek jele P, jellemzéje, hogy
kizardlag a cella csucsain vannak tomegpontok.
A lapon centralt racs jele megegyezik a
megfelel6 kristalytani tengely iranyaban lévé lap
betljével, azaz ebben az esetben A-, B- és C-
centralasrol beszélink. Ha a cella valamennyi
lapjanal kozepén egy-egy tomegpont, akkor

lapon centralt, azaz F-centralt elemi cellat kapunk. Ha
a cella csucsain kivul a térbeli k6zéppontjaban van egy Auguste Bravais portréja

. ) . . - . https://en.wikipedia.org/wiki/Au
tomegpont, akkor I-centralt elemi cellardl van szo. quste Bravais#/media/File:Brav

ais2.gif
triklin monoklin rombos tetragonalis  k6bos romboéderes hexagonalis
a #90°
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A 14 lehetséges Bravais-féle elemi cella.
https://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice
Centralt racsokban az X,Y,Z SZECHENYI
koordinataju ponttal identikus
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https://en.wikipedia.org/wiki/Auguste_Bravais#/media/File:Bravais2.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/Auguste_Bravais#/media/File:Bravais2.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/Auguste_Bravais#/media/File:Bravais2.gif

SZECHENYI

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

racspont(ok) koordinatai a kdvetkezdk:

A X y+1/2 z+1/2

B x+1/2 y z+1/2
C xx1/2 y+1/2 z

I xx1/2 y£1/2 z+1/2

X y+1/2 z+1/2

F X+1/2 y z+1/2
xx1/2 y£1/2 z

2. Ha a racspontokat a 2, 3, 4, 6 forgastengelyek barmelyikének és a transzlaciénak
(r) a kombinacidja irja le, az egyluttes szimmetriat helikogimek, vagy
csavartengelynek nevezziik. Altalanos alakban Xy azt jelenti, hogy a forgatas 360/X
fokkal egyenl6, mikdzben a transzlacio mértéke y/X egység a csavartengely mentén.
Azaz példaul a 21 csavartengely 360/2 = 180°-os elforgatasnak és 1/2 |éptéki
transzlacionak felel meg.
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6, 6, 6, 6, 6,
A lehetséges helikogirek.

Figyeljiik meg, hogy a 31 és a 3, tovabba a 41 és 43, valamint a 61 és 6s, és a 6, és 64 helikogir a
témegpontok tiikbrképi elrendezédését eredményezi, azaz egymas enantiomorf parjai!

3. Ha az identikus racspontok
viszonyat az m tukorsik ésa Tt
transzlacié egyuttese irja le, a
szimmetriat siklatasos tiikorsiknak
(9) nevezzik.

SZECHENY!I

¢

Eurdpai Unié
Eurdpai Szocialis
; Alap

MAGYARORSZAG P 2, R
KORMANYA BEFEKTETES A JOVOBE

Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu



SZECHENYI @
EFOP-3.4.3-16-2016-00014

A siklatasos tukorsikokat a transzlacioé iranya és nagysaga szerint a-, b-, c-, n- és d-
vel jeldljuk. Az a, b, c rendre az x, y, z tengelyek iranyaban, n és d a tikor sikjat
meghatarozé két tengely “atlojaban® siklat Tt-val. Az n és d Osszetett
szimmetriaelemnek tekinthet6, mert mindig csak tobb, kiulénb6zé siku n, vagy d
egyuttese lehetséges. A n-t meghatarozé transzlacidok értéke (atb)/2 vagy (bxc)/2
vagy (cta)/2 vagy (atb+c)/2, mig d-re ugyanez (atb)/4 vagy (b*c)/4 vagy (cta)/4

vagy (atb+c)/4.
/4 AZ
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A siklatasos tiikérsikok altal végzett miveletek éertelmezése.

ry

Tipp: A csavartengelyek és siklatasos tilikorsikok miikodésének jobb
megértését segithetik elé az alabbi videdéleckék:

https://www.youtube.com/watch?v=5UbMFiK3LY0

https://www.youtube.com/watch?v=5XwZj0m8zEQ

https://www.youtube.com/watch?v=C8wZdL\V6u-4

https://www.youtube.com/watch?v=R0O76r154PB0

https://www.youtube.com/watch?v=WuZVV2jtkKo

A pontcsoportok és a Bravais-
racsok, azaz a kiils6 és a bels6
szimmetriaelemek kombinacidjaval
kapjuk a 230 lehetséges
tércsoportot.
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https://www.youtube.com/watch?v=5UbMFiK3LY0
https://www.youtube.com/watch?v=5XwZj0m8zEQ
https://www.youtube.com/watch?v=C8wZdLV6u-4
https://www.youtube.com/watch?v=RO76r154PB0
https://www.youtube.com/watch?v=WuZVV2jtkKo

5 o
1. groun®™

g

{ )} szECHENYl@
R el EFOP-3.4.3-16-2016-00014

Vegyunk néhany egyszeri esetetl A monoklin rendszerben a kovetkez6 13
tércsoport lehetséges:

P2 P21 C2
Pm Pc Cm Cc
P2/m P21/m C2/m P2/c P2i/c C2/c

A tércsoport-jeldlés els6 helyén a cella centraltsagat jelzé nagybetl all. Lathato, hogy
esetinkben 8 primitiv és 4 C-centralt cella van. Ezt koveti a megfeleld
szimmetriamdvelet jelolése. Az elsd sorban a 2 és a 21 érték szerepel, magyaran a
digir és a 21 helikogir jele. Ez azt jelenti, hogy ebben a harom tércsoportban csak
forgasi szimmetria létezik, két esetben egyszerli, egy esetben csavartengelynek
megfelel6. A masodik sor 4 tércsoportjaban az m és a c jelet talaljuk, ami azt
mutatja, hogy bennlk kizarélag sik szerinti szimmetria van, két esetben normal
tukorsik, két esetben pedig c siklatasos tukorsik. Végul a harmadik sor 6
tércsoprtjaban a 2 és a 21 tengelyek, valamint az m és a c sikok tortjellel elvalasztva
szerepelnek, ami azt jelzi, hogy az adott girre meréleges helyzetl a tukorsik, vagy a
csuszosik. Ha most eltekintink a transzlacios muiveletektdl, tehat a centralastol, a
csavartengelyektél és a csuszosikoktol, akkor azt latjuk, hogy a monoklin
rendszerben harom pontcsoport lehetséges: a 2, az m és a 2/m pontcsoport, rendre
az egyes sorokban.

A tobbi 217 lehetséges tércsoportnal analég a jeldlés, tehat nyilvanvalo, hogy a
tércsoportok jeldlésébdl konvertalhatok a megfelelé pontcsoportok a transzlacios
szimmetriak elhagyasaval.

Tipp: A legtobb ember szamara problémas a tércsoportok moégott megbuvo
térbeli geometria attekintése. Megkdnnyithetik a megértést az alabbi
videdleckék:

https://www.youtube.com/watch?v=NaR|Gfql19GE

https://www.youtube.com/watch?v=gDGDU9S36RU
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https://www.youtube.com/watch?v=qDGDU9S36RU
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Hasznos olvasnivaldk a kristalytan temajaban:

Koch, S., Sztrékay, K. (1986): Asvanytan. Tankdnyvkiado, Budapest.
http://mek.oszk.hu/04700/04799/pdf/asvanytanl.pdf

Papay, L. (2006): Kristalytan, asvany-, kézettan. JATEPress, Szeged.

Szakall, S. (2011): Asvany- és kézettan alapjai. E-tananyag, Miskolci Egyetem.
https://reqi.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/0033 SCORM MFFAT6101/adatok.html

Putnis, A. (1992): Introduction to Mineral Science. Cambridge University Press,
Cambridge.

Onellenérzé kérdések (kristalyosztalyok, belsé szimmetriaelemek,
tercsoportok):

1. Midefinidlja egyértelmlen az egyes kristalyosztalyokat?

2. Mijellemzi az egyes kristalyrendszerek koordinatarendszereit?

3. Mi az elemi cella és hogyan kapcsolodik a kristalyrendszerek
koordinatarendszereihez?

Mi a centralas?

Milyen transzlacios szimmetriamiveletek vannak?
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