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LOGIKA

Harmadik téma — negdcid, konjunkcio, diszjunkcid

Masodik lecke — konjunkcid

A konjunkcié a logikai ,és”. Akkor alkalmazzuk, ha két (vagy tobb) propozicié egylittes
igazsagat kivanjuk allitani. A kovetkez6 természetes nyelvi allitdsok mind logikai

konjunkciénak mindgsilnek.

o UlIok és irok.

e A DNS-ben az adenin a timinnel, a guanin a citozinnal képez bazispart.
e Asliilt répa egyszerre izletes és egészséges étel.
e Az OAS tObbszor kisérelt meg merényletet de Gaulle ellen, am de Gaulle nem hatralt

meg.

e A spanyol omletthez tojasra, burgonyara, valamint hagymara van sziikségiink.
e A stressz mind fizikailag, mind lelkileg megviseli az embert.
e A konjunkcid, a negacio, a diszjunkcid, illetve a kondicionalis logikai mdveletek.

Lathatd, hogy a természetes nyelvben a konjunkcié indikatora lehet az ,és”, az , illetve”, a
yvalamint” kifejezés, jelezheti a kozpontozds (altaldban vesszd), de olyan, a kifejezések

szembedllitdsara hasznalatos szavak is

lehetnek a konjunkcié jelei, amilyen a ,de”,

»,azonban”, ,,am” stb. Logikai értelemben minden olyan allitds konjunkcidénak szamit, amely
csak akkor lehet igaz, ha tagjai (konjunktjai) igazak. igy példaul az ,esik az esé, de siit a nap”
propozicié csak abban az esetben igaz, ha igaz az, hogy esik az esd, és az is, hogy sit a nap.

Ezért ez a propozicié konjunkcié.

Madsrészt a természetes nyelvi ,,és” nem minden esetben konjunkcié-indikator.

e Megtanultam késsel és villdval enni.

e Thor és Loki testvérek.
e Kedvenc westernem A jo, a rossz
és a csuf.

Az els6 példaban az allitds nyilvan nem
arrol szél, hogy megtanultam késsel enni
és megtanultam villdval enni, hanem
arrél, hogy megtanultam a  két
evBeszkozt Osszehangoltan hasznalni.
Vagyis nincs is  két  kilonb6z6
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propoziciénk, amelyet egy konnektivummal kapcsolndnk 6ssze. A masik két esetben is ez a
helyzet. A harmadikban rdadasul nem is haszndljuk, hanem csupan emlitjiik az ,,és” kifejezést
(mint egy filmcim részét). A kozéps6 példa kissé bonyolultabb. Az, hogy ,Thor és Loki
testvérek” semmiképpen nem elemezhetd ugyan ugy, hogy , Thor testvér és Loki testvér”, de
lehet amellett érvelni, hogy ennek az dllitasnak a voltaképpeni tartalma az, hogy ,Thor a
testvére Lokinak, és Loki a testvére Thornak”. Ez utébbi mar konjunkcid volna. Csakhogy az a
kolcsonosségi viszony, amelyet a konjunktiv értelmezés leszogez, nem fejezhet§ ki a
propoziciondlis logika nyelvében (a predikatumlogikaéban igen, de ott még nem jarunk). A
propoziciondlis logika keretei kdzott ezért a , Thor és Loki testvérek” atomi propoziciénak
szamit.

A konjunkcié olyan igazsagfliggvény, amely akkor és csak akkor képez igaz
Osszetett propozicidt, ha mindkét argumentuma (konjunktja) igaz.

A konjunkcid révén létrehozott dsszetett propozicid logikai formaja tehat:
p és g amelynek jelolése: p & g

A ,&"” tehat a logikai konjunkcid szimbdluma. Mindig a két konjunkciéval 6sszekapcsolt
propozicionalis valtozd kozé irjuk, térkozzel.

A konjunkcido jelentése is kifejezhet6 igazsagtablazat segitségével. A konjunkcio
igazsagtablazata a kovetkezd:

Jelolési konvencio. A konjunkcionak is vannak alternativ
pla|pr&q jelolései. Gyakran latjuk p és q konjunkcidjat a ,.p A (7,
ritkabban a ,,p x q” alakban kifejezni (a konjunkciot szokas
1/1] 1 ,Hlogikai szorzasnak” is nevezni).
0|1 0
1|0 0
0|0 0

Ennek a tablazatnak négy vizszintes sora
vanap, g és p & q formulakat tartalmazé

fésor alatt. Ennek oka az, hogy p és g
igazsagértéke négy kiilonboz6 eloszlast
vehet fel, azaz p és q négyféle
kombindcidban lehet igaz vagy hamis. Az
igazsagtablazat sorai az 0Osszes ilyen
lehet6séget reprezentdljdk. Az elsé sor
azt a lehet8séget mutatja, amelyben p és
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g egyarant igaz, a masodik sor azt, amelyben p hamis és g igaz — és igy tovdbb. Fontos
dsszefiiggés, hogy n szamu propozicid esetében mindig 2" szdmu sorra van sziikségiink
ahhoz, hogy az 6sszes variaciés lehetdséget abrazolhassuk. igy a negacié esetében, amely
egy darab propoziciéhoz kapcsolddik, 28, azaz két sorra, a konjunkcié esetében, amely két
propoziciot kot dssze, 22, azaz négy sorra van sziikségiink. Ha olyan 6sszetett kifejezésben
kell dbrazolnunk az igazsagértékek Osszes lehetséges eloszldsat, amely harom kiilonb6z6
propoziciét tartalmaz, akkor igazsagtablazatunkban a fésor alatt 22, azaz nyolc sorunk lesz.

Tipp: annak érdekében, hogy biztosak lehessiink benne, hogy tablazatunk valéban kimeriti az
Osszes lehet@séget, érdemes az igazsagértékeket meghatarozott sorrendben felsorolnunk az
egyes oszlopokban. Hatékony opcié a kovetkezd: az els6 oszlopban felvdltva irjuk az
értékeket (1, 0, 1, O stb.), a masodikban kettesével (1, 1, 0, O stb.), a harmadikban (ha van)
négyesével és igy tovabb. A fenti tablazat pontosan ilyen receptre késziilt.

Szigordan véve a konjunkcié kétargumentumu konnektivum, azaz mindig pontosan kett6
propozicié logikai kapcsolatat allitia (a negacid egyargumentumu). De természetesen
képezhetiink tovabbi Osszetételeket is. Egyrészt kett6nél tdbb propozicié konjunktiv
kapcsolatat is allithatjuk. Példaul a kovetkez6 allitast egy haromtagu konjunkcid segitségével
formalizalhatjuk:

a.) Athos, Porthos és Aramis mar test6rok voltak, amikor D’Artagnan Parizsba érkezett.

ElGszor is rogzitjlik a szimbolizacios szétart, példaul igy:

p: Athos mar testdr volt, amikor D’Artagnan Parizsba érkezett

g: Porthos mar test6r volt, amikor D’Artagnan Parizsba érkezett

r: Aramis mar test6r volt, amikor D’Artagnan Parizsba érkezett

Ezutan a haromtagu konjunktiv propoziciot a kovetkezéképpen formalizaljuk:
(p&aq)&r

Miért van szikség a zardjelekre? Egyrészt azért, mert a konjunkcié kétargumentumusaganak
a ténye ezt a jel6lési konvenciot irja el6. Masrészt azért, mert a zardjelek hasznalatdval
egyértelmdsitjik, hogy mi az az Osszetett kifejezés, amelyen tovabbi logikai mdveletet
hajtunk végre. Tobbszords konjunkcié esetében ez nem tlinik életbevagdnak, de nézziik a
kovetkezd allitast:
b.) Nem igaz, hogy Athos is és
Porthos is mar test6r volt, amikor

D’Artagnan Parizsba érkezett.

Ennek korrekt formalizalasa igy fest:

~(p & q)

amely mast allit, mint ugyanez a kifejezés
zaréjelek nélkal:

Eurépai Unidé

Szegedi Tudomanyegyetem
Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu

www.szechenyi2020.hu KORMANYA

SZECHENY] @
Eurépai Szocialis
Alap * xx

MAGYARORSZAG [ e e W W o) Lo =

———




SZECHENYI

I
. gt

s EFOP-3.4.3-16-2016-00014

~p &q

Ugyanis ha ez utdbbit a megadott szotar segitségével visszaforditjuk természetes nyelvi
allitasba, ezt kapjuk:
c.) Athos nem, de Porthos mar testér volt, amikor D’Artagnan Pdrizsba érkezett.

A logikai kilonbség b.) és c.) kozott Ugy pontosithatd, hogy c.)-bdl ugyan kovetkezik b.), de
b.)-b6l nem kovetkezik c.). Ha Athos még nem volt testér D’Artagnan Parizsba érkezésekor,
de Porthos mér igen, akkor valéban nem igaz, hogy Athos is és Porthos is mar test6rok voltak
ugyanakkor. Viszont abbdl, hogy nem igaz, hogy mind Athos, mind Porthos mar testér volt,
amikor D’Artagnan Parizsba érkezett, nem feltétleniil ahhoz, jutunk, hogy Athos még nem
volt testdr, hiszen az is lehet, hogy Athos igenis mar test6r volt, Porthos azonban még nem.
Ugy is mondhatjuk ezt, hogy b.)-nek és c.)-nek kiilénbdznek az igazsdgfeltételeik, azaz mas
kortlmények kdzott igazak.

Mindezt az igazsagtablazat segitségével még konnyebben belathatjuk.

plg|~p&q)|~p&q
1110 0
011 1
1101 0
0/0|1 0

Ez az igazsagtablazat, ha alaposan vizsgdljuk, tobb tanulsaggal is szolgal. Egyrészt vildagosan
lathatdé benne az igazsagfeltételek kiilonbdzésége. ~p & g egyediil abban az esetben igaz,
amelyben p hamis és q igaz, ~(p & q) ellenben csak akkor hamis, ha mindkét atomi
Osszetev6je igaz — vagyis igazsagtablazata éppen a forditottja a konjunkcio
igazsagtdblazatanak, ahogy azt el is varhattuk, tekintve, hogy a negdacidé az ellentétiikbe
forditja at az igazsagértékeket. Masrészt a tablazat alatdmasztja a két Osszetett propozicid
kozotti kovetkezményviszony aszimmetridjat. Mivel ~p & g csak egy esetben igaz, és abban
az esetben ~(p & q) is igaz, lathatjuk,
hogy nincs olyan eset, amelyben ~p & g

igaz volna, ~(p & q) viszont hamis, azaz az
érvényesség definicidja értelmében ~(p
& q) logikailag kovetkezik ~p & g-bdl.
Ezzel szemben két olyan eset is van,
amelyben ~(p & q) igaz, ~p & g pedig
hamis, tehat ~p & g-ra nem
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kdvetkeztethetlink érvényesen ~(p & g)-bdl.

Nem véletlen, hogy az igazsagértékek ~(p & g) esetében a ,~” jel alatt, mig ~p & g esetében
a ,&” jel alatt sorakoznak. Amikor egy Osszetett kifejezésben tdbb konnektivum szerepel,
akkor rangsorolnunk kell 6ket. A konnektivumok hierarchidja aszerint alakul, hogy mennyire
széles a hatékoriik. Minden konnektivumnak van egy legszlikebb hatdkore, amely nem mas,
mint az a propozicid (egyargumentumu konnektivum esetében) vagy propoziciépar
(kétargumentumu konnektivum esetében), amelyre kdzvetlenil vonatkozik. (A bemutatandé
logikai nyelvekben nem haszndlunk kett6nél tobb argumentumu konnektivumokat.) Példaul
~p esetében a negdcid-operator legsziikebb hatokore p, p & g esetében a konjunkcio-
operator legszlikebb hatdkore p, valamint g. Ha egy tObbszordsen Osszetett kifejezéssel van
dolgunk, amilyen példaul ~((p & g) & (~p& ~q)), a konnektivumok tobbréteg( hierarchiajaval
taldlkozunk. A zardjeles kifejezésekben belilrél kifelé haladva lépink eggyel feljebb a
hierarchiaban. Példankban a legszlkebb hatékorl konnektivumok a legbelsé zardjeleken
belil taldlhatdk — szinezett szedéssel emeljiik ki, melyek ezek: ~((p & q) & (~p & ~q)). Ezek a
konnektivumok atomi propozicidkra vonatkoznak. A hierarchidban eggyel magasabb helyen
all a masodik zardjelparban taldlhatd konjunkcid, azaz ~((p & q) & (~p & ~q)), hiszen ez mar
negalt propoziciokat kot 6ssze. A kozéps6 konjunkcio, ~((p & g) & (~p & ~q)), két Osszetett
propoziciét tart a hatokorében, végil a legszélesebb hatdkore az egész kifejezést negald elsé
negacidonak van: ~((p & g) & (~p & ~q)). A legszélesebb hatokérrel rendelkezd konnektivumot
a kifejezés vezeté konnektivumanak nevezzik. Ez szabja meg, minek mindésil a kifejezéslink.
Tehat el6z6 példank, vagyis ~((p & q) & (~p & ~q)), negaciénak minésiil, hiszen a vezetd
konnektivuma a negacid.

A vezet6 konnektivum tipografiailag is lokalizalhato: az a konnektivum a vezet6, amely az
0sszes zarojelen kivil taldlhato.

A vezet6 konnektivumnak fontos szerepe van az érvényesség megallapitdsaban. Mivel ez
hatarozza meg, hogy az adott kifejezés milyen logikai tipusba tartozik (hogy negacio, vagy
konjunkcid, vagy diszjunkcid stb.), arrdl is ez dont, hogy milyen korilmények esetén igaz a
kifejezés, az utdbbi pedig nyilvan donté fontossdgu az igazsdgmegl6rzés szempontjabdl.

A fentebbi igazsagtablazatban az igazsagértékek a kifejezések vezetd konnektivumai alatt
lathatdk. Ezt a konvenciét érdemes kdvetni, hiszen ramutat arra, hogy mit tekintiink igaznak
vagy hamisnak a tablazatban szerepld kifejezések esetében.

A koénnyebb tanulmdanyozhatdsag érdekében megmutatjuk a ~((p & q) & (~p & ~q)) kifejezés
teljes igazsagtablazatat. Az
igazsagértékek az egyes konnektivumok

alatt az iménti rogtonzott szinkddot
kovetik.
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plq|~(p&q)&(~p&~q))

1/1/1 1 00O0O

0/j1|]1 0 0100

1/0/1 0 0O0O01

0/j0j1 0 0111

Az ilyen tObbszordsen Osszetett propoziciokat kifejez6 formuldk esetében az igazsagtablazat
segitségével végzett elemzést mindig a legbels6, vagyis a legszikebb hatdkorl
konnektivumokkal kezdjik (jelen esetben ezeket a piros szin jelzi). Utdna kifelé, vagyis a
szélesebb hatokorl konnektivumok felé haladunk (a zold, majd a kék jelzésl oszlopok jonnek
egymas utdn). Végil a vezetd konnektivum igazsagértékeit szamitjuk ki. Jelen esetben ez
egyszer(, hiszen a masodik legszélesebb hatdkord konnektivum, a kékkel jelolt konjunkciod
csupa 0 értéket adott. Mivel a vezet6 konnektivum negacid, csak az 1-eket kell beirnunk.

Mivel a vezet6 konnektivum (az egész formuldt nyitéd negdcid) alatt csupa 1 érték sorakozik,
az igazsagtablazatbdl megallapithatd, hogy a ~((p & g) & (~p & ~q)) kifejezés tautoldgia, azaz
logikai igazsdg. Ami nem is meglepd, hiszen ha jobban megnézzik, lathatjuk, hogy ez az
Osszetett propozicid tulajdonképpen az ellentmondas-mentesség torvényének egyik
instancidja.

Végezetiil két tulajdonsag, amely a konjunkcid lIényeges jellemzéje:

1. Egy konjunkciéban a tagok az igazsagérték megvaltozasa nélkil felcserélhetdek,
vagyis p & g pontosan ugyanakkor igaz, mint g & p — mas szdval, a konjunkcié
kommutativ;,

2. Egy tobbtagl konjunkcidban a tagok az igazsagérték megvaltozasa nélkil
atcsoportosithaték, vagyis p & (g & r) pontosan ugyanakkor igaz, mint (p & q) & r —
mas széval, a konjunkcié asszociativ.
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Kérdések és feladatok

1. Formalizalja a kdvetkez6 allitasokat:
e Megegyeztiink mindenben, de a szolgaltatéd nem tartotta be a megallapodast.
e Ezaszinész sem nem magas, sem nem kisportolt, viszont nagyon tehetséges.

e Nem igaz, hogy nem olvastam el a kbnyvet, és az sem igaz, hogy nem értettem meg,
azonban az igaz, hogy untam és érdektelennek talaltam.

e Nem sdztam el az ételt, nem tettem bele tul sok gyombért, vigydztam a parolasi
id6re, mégsem lett j6 iz{ — habar kionteni azért nem fogom.

2. Készitse el az 1. feladat elsé két propozicidjanak igazsagtablazatat!
3. Akovetkez6 formulakban melyik a vezet6 konnektivum?

e p&~q

o ~p&(~q&r)

* (p&q)&~r)&(~q&r)

* ~(((~q & ~) & (s & p)) & ~1)
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