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LOGIKA
Kilencedik téma — bizonyitas predikatumlogikdaban

Masodik lecke — az analitikus fa és az azonossag

Az azonossagi dllitdsok kezelésére két specidlis szabdlyunk van. Az egyik az, hogy
amennyiben valahol a faban feltlinik egy ,a = b” alaku 4llitds, barmely predikdtumot,
amelyet valamely formuldban a-hoz rendelve taldlunk, hozzarendelhetiink b-hez. Erre a
Leibniz-torvény feljogosit benniinket. A masik szabaly azt teszi lehetévé, hogy barmely a
individualis terminus esetén, amely a faban szerepel, szabadon beilleszthetlink a faba egy a
= a formulat.

Az utdbbi szabaly trividlisnak és feleslegesnek tlinik, azonban nem az. Egy példa segitségével
beldthatjuk, miért nem. Nehezen vitathatd igazsag, hogy minden dolog azonos valamivel.
Azonban ennek formalis reprezentacidja, a Vx3y (x = y), nem pusztan intuitive igaz, hanem a
predikatumlogika egyik tétele. Egy formulat azonban csak akkor nevezhetiink egy logikai
rendszer tételének, ha azt bizonyitani is tudjuk az adott rendszeren belll. Egy tételt ugy
bizonyithatunk analitikus fa segitségével, hogy a negaciojat allitjuk, és amennyiben a negalt
allitas lezart fahoz, azaz ellentmondashoz juttat minket, akkor az eredeti nem negalt allitas
logikai igazsag, vagyis a formalis rendszer tétele.

Tehat az allitas:
FVx3dy (x=y)

(Amikor premisszak nélkil, a ,F” jellel kezdédik egy kifejezés, akkor az azt jelenti, hogy az
illet6 kifejezés barmilyen premisszabdl, vagy akdr zérd premisszabdl is kovetkezik. Ez a
tételek (logikai igazsagok) hagyomanyos metanyelvi reprezentacidja.)

A bizonyitds menete arra is médot ad, hogy betekintsiink a bedgyazott kvantifikaciot
alkalmazo kifejezések analizisébe.

Az elsé l1épés a kifejezés negacidjanak felvétele a fa tetejére:

~Vx3y (x=y)
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Ezutan a negdlt univerzalis allitast
atalakitjuk egzisztencidlis allitassa:

~Vx3y (x=y)

Ix~Ay (x=y)
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Bevezetlink egy a névterminust az x valtozo (és az azt koté kvantor) kivaltasara:

~Vx3dy (x=y)
Ix~Jy (x =y)
~dy (a=vy)

Az ekként el6allt tagadott egzisztencialis allitast atalakitjuk pozitiv univerzalis allitassa:
~Vx3dy (x=y)
Ix~Ay (x =y)
~Jy(a=y)
Vy ~(a=y)

Az univerzdlis allitast instancialjuk, azaz az y valtozot helyettesitjik egy olyan névterminussal,
amely mar jelen van a faban — ez az a:

~Vx3y (x =y)
Ax~3y (x =)
~dy(a=y)
vy ~(a=y)
~(a=a)

A baj az, hogy nincs tovabb. A ~(a = a) formuldt nem tudjuk tovdbb egyszer(siteni, a fa
azonban nyitott maradt. llyenkor van értelme alkalmazni azt a szabalyt, hogy a = a barmikor
szabadon beilleszthetd. igy ugyanis le tudjuk zarni a fa egyetlen agat:
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~Vx3dy (x=y)
Ix~3y (x = y)
~Jy(a=y)
Vy ~(a=y)
~(a=a)
(@=a)

X

Mivel tagaddsa ellentmondashoz vezet, bizonyitottuk, hogy a Vxdy (x = y) a
predikatumlogika tétele.

A Leibniz-torvényre tdmaszkodd masik szabaly alkalmazasat is példaval szemléltetjik, ezuttal
kevésbé részletesen kifejtve.

e Tuconak van egy pap batyja. Tuconak egyetlen batyja van: Pablo. Tehat Pablo pap.
Szétar: B: ,batyja vki vkinek”; P: ,,pap”; t: Tuco; p: Pablo

Az allitas:

dx (Bxt & Px), Vx (Bxt o> (x=p)) F Pp
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Afa:
dx (Bxt & Px)

Vx (Bxt © (x = p))

~Pp
Bat & Pa
Bat
Pa
Bat o (a = p)
~Bat/ Xn)
X Pp

X

A kulcsmozzanat, hogy miutan a faban felbukkant (a = p), a barmely predikatuma p-hez is
hozzakapcsolhatd (ezt mondja ki a Leibniz-térvény), és mivel Pa mar szintén szerepelt a
faban, Pp beilleszthetévé valik. Amikor pedig ez megtorténik a jobb oldali ag aljan, ez lezarja
az agat (hiszen ~Pp mar ott volt a konkllzié negacidjaként).

Kérdések és feladatok

Ellenérizze az aldbbi kovetkeztetések érvényességét:
o dx((Fxc & Vy (Fyco (x=y)) & Lx) F ~Vx ~Lx

o Vx(Ex>3dy(Ey & Rxy)),Ix (x=a),y (y=b) FRab
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