SZECHENYI

I
. gt

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

LOGIKA
Nyolcadik téma — kvantifikacio

Negyedik lecke — azonossag

Volt kordbban egy olyan allitds, amelyet félretettiink, mondvén, nincsenek még eszkozeink
adekvat abrazoldsahoz. Az dllitas ez volt:
e Nem a Csuf taldlja meg az eldsott 200 000 dollart.

Nyilvan azt akarjuk mondani, hogy ha egydltalan megtalalja is valaki az elasott pénzt, az nem
a Csuf lesz. Amikor a kifejezés felbukkant, nem tudtuk még formalizalni, hiszen a
kvantifikdcid még nem allt a rendelkezésiinkre. Most mar viszont a rendelkezésiinkre all;
nézziik, mire megylink vele.

A parafrazis most is segit. Az allitds tartalma tehat az, hogy ha van olyan ember, aki
megtalalja az eldsott 200 000 dollart, akkor az nem a Csuf. Ezt azonban a kétféle kvantorral
felszerelkezve kétféleképpen is kifejezhetjik:
e Ha van olyan x, hogy x ember, és x megtalalja az elasott 200 000 dollart, akkor x nem
azonos a Csuffal.
e Minden x-re: ha x ember, akkor ha x megtaldlja az elasott 200 000 dollart, akkor x
nem azonos a Csuffal.

Két kérdés meril fel: az egyik, hogy melyik lehet6séget valasszuk (azaz egzisztencialisan,
vagy univerzalisan kvantifikaljunk). A masik, hogy miként dbrazoljuk az utolsé tagmondatot
(,x nem azonos a Csuffal”).

Az els6 kérdés eldontéséhez pillanatnyilag nem kell foglalkoznunk a masodikkal. A szétarunk
ehhez sziikséges fragmentuma mar kész: E: ,ember”; M: ,,megtaldl vki vmit”, c: a Csuf; d: az
eldsott 200 000 dolldr. Az alternativa félformadlisan igy jelenitheté meg:

e I X ((Ex & Mxd) o (x nem azonos a Csuffal))
e VX (Ex> (Mxd > (x nem azonos
a Csuffal)))

Melyik a megfeleld opcid? Az elsé kicsit
jobban illeszkedik a propozicid
természetes nyelvi megfogalmazasahoz,
a masodik viszont jobban kifejezi azt,
hogy a ,nem a Csuf taldlja meg az eldsott
200 000 dollart” Aallitasban eldodntetlen,
hogy valaki megtaldlja-e a kérdéses
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dolgot. Mi most a masodikat valasztjuk, de nem mulik sok ezen a dontésen. A két formula
ugyanis kolcsonosen a logikai kovetkezménye a masiknak, tehat logikai pozicidjuk
megegyezik.

Az azonossag jelolésére bevezethetlink egy Uj predikatumot. Példaul legyen A a
predikatumbetdje az ,,azonos vmi vmivel” predikatumnak. Ekkor a formulank igy nézne ki:
e VX (Ex> (Mxd> ~Axc))

Voltaképpen nincs is semmi gond ezzel a megoldassal, de a predikatumlogika nyelvében
adott egy specifikusan az ilyen allitdsok formalizdlasara bedllitott lehet6ség, az
azonossdgpredikatum. Az azonossag kifejezése ugyanis olyan gyakran nélkilozhetetlen
természetes nyelvi allitdsaink logikai szerkezetének megvilagitasakor, és az azonossagnak
olyan specialis logikai tulajdonsdgai vannak, hogy érdemes azt egy sztenderd
predikatumkonstanssal jelolni. Olyan kifejezéssel tehat, amely szimbolikusan mindig
ugyanugy jelenik meg, és logikai operatorként mindig ugyanazok a jellemzdi (amelyeket igy
nem kell mindig ujra kikotni, ahogy ad hoc predikatumbetik esetén kellene).

Az azonossagpredikdatum szimbdluma az ismert ,=" jel. Tehat amikor azt akarjuk mondani,
hogy ,a azonos b-vel”, akkor ezt igy irjuk le: ,a = b”. Ha tagadni kivanjuk ugyanezt, azt
megtehetjik a negacié szimbolumanak alkalmazasaval, igy: ,,~(a = b)”, vagy a nem-
azonossag konstans jelével: ,,a # b”.

A ,nem a Csuf taldlja meg az elasott 200 000 dollart” propozicio formalisan tehat igy
fejezhetd ki:

V X (Ex o (Mxd o (x £ ¢c)))

Es, mivel ha térténetesen nem ember, hanem egy prérifarkas taldlja meg az eldsott 200 000
dollart, akkor az biztosan nem lesz azonos a Csuffal, s6t, valdjaban teljesen mindegy, hogy mi
taldlja meg a pénzt (a Iényeg, hogy az nem a Csuf), a kifejezés egyszer(sithet6:

Vx (Mxd o (x #c))

Az azonossag reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv viszony, vagyis a azonos 6nmagaval, ha a
azonos b-vel, akkor b is azonos a-vel, és ha a azonos b-vel, b pedig azonos c-vel, akkor a
azonos c-vel.
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HATAROZOTT LEIRAS

Az azonossagpredikatum hasznalati lehetdségeit
példazza Russell hires dilemmaja. ,,A jelenlegi
francia kirdly kopasz” allitas értelmes kijelentésnek
tiinik. Ha egy kijelentés értelmes, akkor vagy igaz,
vagy hamis. Ez az allitas nyilvanvaloan nem igaz.
Ugyanakkor hamis sem lehet, hiszen tagadasa, ,,A
jelenlegi francia kirdly nem kopasz”, szintén nem
igaz. Amennyiben viszont sem igaz, sem hamis,
akkor mégiscsak értelmetlen. De milyen alapon
lehetne értelmetlennek mindsiteni egy olyan
kifejezést, amely nyelvtanilag jo61 formalt, rdadasul
minden tovabbi nélkiil megértjiik, mi a tartalma?

Russell megoldasa az, hogy kiilonbséget tesz a
kifejezés felszini és logikai grammatikdja kozott. A
szoban forgd mondat logikailag egy egzisztencialis
allitdas, amely egy hatarozott leirast tartalmaz. A
hatarozott leirds olyan nyelvi eszkdz, amellyel
éppugy egyetlen konkrét individuumot azonositunk,
mint egy tulajdonnévvel, mikdzben nyelvtanilag
nem hasznalunk tulajdonnevet. ,,A jelenlegi francia
kiraly kopasz” logikailag a kdovetkezoképpen
analizalhaté: ,,van olyan X, hogy x a jelenlegi francia
kiraly, egyetlen ilyen dolog van, és ez az X kopasz”.
Tehat, ha F: ,jelenlegi francia kirdly” ¢és K:
»kopasz”, akkor formalisan az allitas igy
reprezentalhat6: X (FXx & Vy (Fy o (X = y)) & KX).
A leirds hatarozottsdgaért, vagyis azért, hogy egy
meghatarozott dologrdl beszéliink ,,a jelenleg francia
kirdly”  kifejezés  esetében, a  beagyazott
univerzalisan kvantifikalt kondiciondlis felel, amely
kimondja, hogy ha barmire a vildgon igaz, hogy az a
jelenlegi francia kiraly, akkor az a valami x-szel
azonos.

Az igy elemzett allitds értelmes, és minden tovabbi
nélkiil hamisnak nyilvanithatd, hiszen egészében
véve egy hamis egzisztencialis allitdsnak bizonyul.
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Az azonossagpredikatum a
segitséglinkre van olyankor, amikor
egy konkrét individuumrdl|
megallapitjuk, hogy egy adott
jellemzének 6 a hordozdja (vagy
reldtuma). Példak kovetkeznek:

e Pablo Ramirez atya nem
mas, mint a Csuf fivére.

Szotar: F: | fivére vki vkinek”; c: a
Csuf, p: Pablo Ramirez atya

dx (Fxc & (x = p))

e Az lligsz és az Odiisszeia
szerz6je nem ugyanaz a
személy.

Szétar: I: ,,az llidsz szerz6je”; O: ,az
Odiisszeia szerz6je”

Ix (Ix & Jy (Oy & (x #y)))

e Ugyanaz kildte a halalba
Petroniust, aki Romat s
felgyujtatta: Nero csaszar.

Szoétar: H: ,haldlba kild vki vkit”; G:
Lfelgyudjtat vki vmit”; p: Petronius;
r: Rdma; n: Nero csaszar

dx (Hxp & 3y (Gyr & (x = y)
& ((x=n) & (y =n))))
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Azonossagpredikatum hasznalataval fejezhet6k ki olyan tények, amelyek az érintett
individuumok szamaval kapcsolatosak:

e Legalabb ketten tulélik a I6voldozést.

Szétar: T: ,tuléli a 16voldozést”

Ax3y ((Tx & Ty) & (x £ y))

o Legfeljebb ketten élik tul a 16voldozést.

UxVy (Tx & Ty) D (x#y) D Vz(TzD (x=2) v (y = 2)))

e Pontosan ketten élték tul a I6voldozést.
IxAy (Tx & Ty) & (x£y)) & VxVy (Tx & Ty) D (x£y) D Vz(TzD (x=2) v (y =2)))

A fels6foku predikdtumot hasznald allitasok is azonossagpredikatummal fejezhetdk ki
formalisan.

e AJdrant fegyvert a leggyorsabban.
Szoétar: F: ,fegyvert rant”; G: ,gyorsabb vki vkinél); j:a J6
Vx ((Fx & (x #j)) o (Fj © Gjx))

Az azonossagi viszony fontos logikai tulajdonsaga a Leibniz-torvény. A torvény azt mondja ki,
hogy amennyiben a és b individuum azonos egymassal, akkor a barmely tulajdonsaga egyben
b-nek is a tulajdonsdga. Tehat tetszbleges F tulajdonsag esetén: (a = b) D (Fa D Fb).
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Az azonossagpredikatum néhany logikai
tulajdonsaga

reflexivitas
VX (X = X)
szimmetria
vxXVy (x=y)=(y=X)
tranzitivitds
vxvyvz ((x=y) & (y=2)) o (x = 2))
Leibniz-torvéeny

VxVy ((x =y) o (Fx o Fy))

Kérdések és feladatok

Formalizdlja a kdvetkez6 allitasokat:
e Mindenkinek van egy dlma; az enyém te lettél.
e Legaldbb ketten tulélték a l16voldozést, és most mindenki 6ket (ildozi.

e Ha a mikrohulldmu suté feltalaléja gondolt volna a macskakra, akkor valami mast
talalt volna fel.

e Envagyok én, te vagy te, és ha én vagyok a hiilye, akkor te nem.
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