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LOGIKA
Nyolcadik téma — kvantifikacio

Harmadik lecke — beagyazott kvantorok

Vannak olyan allitasok, amelyekben egynél tobb implicit kvantifikacié mdkodik. Ezek formalis
abrazolasakor a formuldk felépitése is kifejezi ezt a jellemzéjiiket.
e Mindenkinél van gyorsabb.

Az allitas mar elsé pillantasra is univerzalisan kvantifikdlt kifejezésnek tlnik. A ,mindenki” azt
sugallja, hogy emberekrdl van sz9, tehat lesz egy ,,E” predikdatumunk, argumentumhelyén az
X" valtozoval. Ezen kivil szikségiink van egy ,G” predikatumbet(re a , vki gyorsabb vkinél”
kétargumentumu predikatum jelolésére.

Az elsé lépések mar vilagosak. Univerzalis allitas |évén formulank igy fog kezd6dni:
Vx (Ex D> ...

De hogyan folytassuk? A G predikatumhelyeit ki kell tolteni valamivel. A G annak felel meg,
hogy valaki gyorsabb valakinél (fogadjuk el, hogy a gyorsabb valami szintén ember).
Minthogy vilagos, hogy minden x-rél allitjuk, hogy van nala gyorsabb, G masodik
predikatumhelyére x keril — G...x. Csakhogy nem tudjuk megnevezni azt, aki gyorsabb x-nél,
hiszen az eredeti Adllitas egyetlen konkrét individuumot sem azonosit, erre a
predikatumhelyre is egy valtozét kell illesztenlink. Méghozza 0j valtozét, hiszen nem azt
mondjuk, hogy mindenki gyorsabb 6nmagdanal, hanem azt, hogy masvalaki gyorsabb nala. De
ez a masvalaki nem fejezhetd ki ismét csak x-szel, egyrészt mert ez igencsak zavarossa tenné
a formuldt, masrészt az x valtozét mar koti az univerzdlis kvantor. Ezért erre a célra egy ,,y”’
valtozét vezetiink be. Azt mondjuk, hogy y gyorsabb x-nél, és ezt a ,,Gyx” nyitott formuldval
fejezzik ki. Természetesen azt is hozzatesszik, hogy y is ember, hogy teljesen egyértelm(
legyen, mirdl beszéliink. Eszerint formuldankat igy tehetjiik teljessé:

Vx (Ex D (Ey & Gyx)

Ezzel a megolddssal azonban nincs

rendben valami. Az x valtozét koti ugyan
az univerzalis kvantor, am az y valtozé
szabadon maradt a formulaban. A szabad
valtozét  tartalmazd kifejezéseknek
azonban, ahogy kordbban kiderilt, nincs
igazsagértékik. Ezért y-t is le kell kétni.
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A ,mindenkinél van gyorsabb” allitdsnak mar a természetes nyelvi formaja is azt sugallja,
hogy mikodik benne valahol egy egzisztencidlis kvantifikacié is (,van gyorsabb”). Ha
el6allunk egy félformalis parafrazissal, vilagos lesz az is, hol a helye ennek. A parafrazis:
»,minden x-re: ha x ember, akkor van olyan y, hogy y is ember, és y gyorsabb x-nél”. Ezt kell
formalisan dbrazolnunk:

Vx (Ex > Jy (Ey & Gyx))

A zardjelek azt mutatjdk meg, hogy mi a hatdkdre az egyes kvantoroknak. Az univerzalis
kvantor hatékore az egész éllitasra kiterjed, vagyis az x valtozékat végig ez a kvantor koti le.
Az egzisztencialis kvantor hatokore ezzel szemben a belsé zardjelbe tett kifejezésre
korldtozédik. Ezen kivil az is lathatd, hogy az egzisztencidlis kvantor (illetve az
egzisztencialisan kvantifikdlt kifejezés egésze) is az univerzalis kvantor hatokoérében van. Ezt
a viszonyt a kdvetkez6 atfogalmazassal szemléltethetjik: ,minden x-re van olyan y, hogy...”

Ebbé6l kovetkezGen a beagyazott kvantor a predikatumlogikaban jelentésvaltozas nélkil el6re
hozhaté. Tehat az, amit az el6z6 formula kifejezett, kifejezhet6 az alabbi formuldval is:

Vx3dy (Ex D (Ey & Gyx))

Mivel azonban az el6z6 elrendezés jobban megjeleniti a formuldn belili ,eréviszonyokat”,
tartjuk magunkat ahhoz.

Beagyazott kvantifikacio esetén a kvantorok sorrendje és hatékore nagyon lényeges a
kifejezések interpretacidja szempontjdbdl. A megvaltoztatott sorrend egészen mas
jelentéseket hordoz. Nézziik az alabbi variaciokat (és figyeljink a valtozdk sorrendjére is):

e Van valaki, aki mindenkinél gyorsabb.

dx (Ex & Yy (Ey © Gxy))
e Mindenki gyorsabb valakinél

Vx (Ex © dy (Ey & Gxy))
e Van valaki, akinél mindenki gyorsabb

dx (Ex & Yy (Ey D Gyx))
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Végll nézziink egy kissé bonyolultabb példat, hogy gyakoroljuk a kvantorok beagyazasat:
e Ha mindenki minden munkat elvégez, amiért valaki megfizeti, de valamilyen munkat
senki sem végez el, akkor van olyan munka, amiért senki nem fizet senkinek.

Uj szétart rogzitiink. Az M predikdtumbet(i a ,munka” egyargumentumu predikatumot
reprezentdlja, a V a kétargumentumu ,elvégez vki vmit” jelolését szolgdlja, az F pedig a ,fizet
vki vkinek vmiért” haromargumentumu predikatum jel6lgje.

Formalizalva:
(Vx (Ex o Yy (My o3z (Ez & Fzxy) D Vxy)) & Ix (Mx & ~Jy (Ey & Vyx))) ©
(Ix (Mx & ~Jy (Ey & 3z (Ez & Fyxz))))

Noha nem fért ki egy sorba, ez egyetlen kifejezés, méghozza egy kondiciondlis (amelynek
utotagja kerlilt Uj sorba). A hosszu kondiciondlis elGtagja egy konjunkcié, amelynek elsé
konjunktja egy univerzdlisan kvantifikalt formula, utdtagja pedig egy egzisztencidlisan
kvantifikalt formula. Csak az el6tag elsé konjunktjat fejtjiik itt ki, a tobbi tag értelmezése jo
gyakorlat lehet az olvasdnak.

Az els6 ,tagmondat” tehat ez: Vx (Ex > Vy (My D 3z (Ez & Fzxy) D Vxy)). Hogyan jott ez
Ossze?

A természetes nyelvi kiinduld allitas ez: ,mindenki minden munkat elvégez, amiért valaki
megfizeti”. Csunya, de meguvilagité atfogalmazdsban: ,minden, ami ember, mindent, ami
munka (ha valaki, aki ember, fizet érte), elvégzi”. Tehat azt akarjuk mondani, hogy ,minden
x-re: ha x ember, akkor (minden y-ra, ha y egy munka, akkor (ha van olyan z, hogy (z ember,
és z megfizeti x-et y-ért), akkor x elvégzi y-t))”. A formula pontosan ezt a kifejezési rendet
koveti.

De nem okoz-e problémat, hogy az els6 részformuldban az x és a z valtozdkat az ,ember”
predikatumhoz kapcsoltuk, az y-t pedig a ,,munka” predikdtumhoz, a masodikban pedig az x
a ,munka” predikdtumhoz jarul? Nem, mert a kvantorok csak addig kotik le a valtozdkat,
ameddig a hatékorik terjed, ezt pedig a zardjelek vildagosan jeldlik a formuldkban. Vagyis
amint az utolsdé zardjelet bezarjuk az els6, univerzalisan kvantifikalt formula végén, a
valtozok ujra ,felszabadulnak”, és a kovetkez6, egzisztencialisan kvantifikdlt formulaban mar
az egzisztencialis kvantor koti le 6ket.
Csak az a lényeg, hogy egyazon kvantor

hatékorén belll ne ,vandoroljanak”, az
ugyanis reménytelenlil 6sszezavarna
mindent.
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Kérdések és feladatok

Formalizdlja a kovetkezd dllitasokat:
¢ Nem mindenkit kedvel valaki.

e Ha a gepardok gyorsabbak a gazelldaknal, akkor néhany gazella nem éli tul a
versenyfutast.

e Van valaki, aki kitervelte az 6sszes bankrablast, amit az idén elkovettek.
¢ Noha minden eseménynek oka van, olyan ok nincs, amely minden eseményt okozott.

e Mindenki azt kivanja, aki nem kivanja, hogy legyen valaki, akit mindenki kivan.
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