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LOGIKA
Hatodik téma — az analitikus fa

Harmadik lecke — kivetkeztetések érvényességének bizonyitasa

Egy egyszeri esettel kezdiink. Az érvényes kovetkeztetési sémak kozott els6 helyen a modus
ponens nevii alakzat szerepelt. Az allitas tehat ez:

P>a,pkq

Azt kell megmutatnunk, hogy nem lehetséges olyan helyzet, amelyben a premisszak igazak, a
konklazi6o viszont hamis. Ez ugy is kifejezhetd, hogy a premisszdkbdl és a konkluzid
tagadasabol képzett formulahalmaz inkonzisztens. Ez utobbi lehetOséget az analitikus fa
segitségével teljes bizonsaggal ellendrizhet;iik.

Els6 1épésben ugy tekintjiik, hogy egy kovetkeztetés voltaképpen allitdsok (a premisszak és a
konkluzid) egylittes igazsaganak kinyilvanitasa, azaz allitdsok konjunkcidja. Ezért egy faban a
kovetkeztetést alkotd propoziciok egymas alatt, torzsként jelenhetnek meg. Mi azonban arra
vagyunk kivancsiak, hogy a konkluzi6 tagaddsa Osszefér-e a premisszdk igazsagaval.
Valojaban ellenpéldat keresiink a kovetkeztetés érvényességére. Ezért azzal kezdjik az
elemzést, hogy egy tOrzsben egymadas alatt elhelyezzilk a premisszakat ¢és a konkluzio
negaciojat:

P=>q
p
~q

(Itt és a tovabbiakban eltekintiink a tdrzsvonalak megrajzolasatol. Ezt a gyakorlatot a puszta
kényelmesség honositotta meg, de miért

ne lennénk kényelmesek? A fiiggdlegesen
egymas ald helyezett kifejezések egy
torzset, azaz egyazon utat alkotnak — ez
torzsvonalak nélkiil is jo1 kivehetd).
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Nagyon fontos: soha ne felejtsik el, hogy a torzsben a premisszakat €s a konkluzio
negdaciojat kell elhelyezni! Ha nem negéljuk a konklizidt az analizis teljesen fals
eredményhez vezet.

Latjuk, hogy a torzsben két egyszeri és egy Osszetett formula szerepel (hiszen egy egyedi
negalt mondatbetli egyszerli formulanak szamit). Igy egyetlen kifejezést, a p > g-t kell
elemeire bontanunk. Megtessziik:

7N\

Nincs tobb felbontandé kifejezés, a fa teljes. Most a fa bejarasa kovetkezik: egyenként
végighaladunk az 6sszes uton, hogy megnézziik, talalkozunk-e ellentmondésos kifejezésekkel.
Jelen esetben Osszesen két ut van, az egyik a legfelsd, p o q formulatol a bal alsé ~p
formulaig, a masik szintén a legfels6 p o g-tol a jobb als6 g-ig vezet. El0szor nézziik a bal
oldali utat. Ahogy haladunk lefelé, taldlunk egy p-t, majd az elagazas utan lent egy ~p-t.

Ellentmondas. Ezért lezarjuk ezt az utat: ennek jelolésére az x jelet hasznaljuk, amelyet az
ellentmondast tartalmazo 1t ala illesztiink:

P=>4q
p
~q
~p q

—
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Mostantdl az x jelet mindig a lezart Ut
jelzésére hasznaljuk.
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Most végighaladunk a masik uton is. A torzsben p > g-t, p-t és ~Q-t latunk, az eldgazas utan
jobbra lent pedig g-t: ~q és g ellentmondasban all, tehat ezt az utat is lezarjuk:

Poq
p
~q
~p q
X X

A faban az Osszes Ut lezart. Ez azt jelenti, hogy a {p © g, p, ~g} formulahalmaz inkonzisztens,
tehat a premisszakkal nem fér 6ssze a konkllUzié tagadasa, mas szdval, a premisszaknak a
konkluzid logikai kovetkezménye. Bebizonyitottuk tehat, hogy a kovetkeztetés érvényes.

Lassunk most egy olyan esetet, ahol valamivel tobb dontést kell hozni. Vegyik a lancszabaly
egyik instancidjat, vagyis a kovetkezd allitast:

p>oq,gorroskpos

ElGszor is elhelyezzilk a torzsben a premisszakat és a konkluzid negacidjat. Ennek a
m(iveletnek rutinszer(inek kell majd lennie.

poOq
qor
ros

~p>5s)

Ezuttal nincs egyszer(i formulank, tehat
mindegyik elemzésre szorul. Elvileg

mindegy, hogy az analizist milyen
sorrendben végezziik (a végeredmény
mindenképpen ugyanaz lesz), de
érdemes olyan formuldval kezdeni, amely
nem hoz létre elagazdast — ezzel is munkat
takaritunk meg, hiszen eldgazas utan a
létrejott utak mindegyikén el kell
végeznlink a tovabbi bontdsokat. Jelen
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esetben az egyetlen olyan formula, amelyet elagazds nélkil lehet analizalni, az utolsé, vagyis
a negalt konkluzid.

Mivel tudjuk, hogy egy negdlt kondicionadlis ekvivalens az el6tag allitdsaval és az utdtag
tagadasaval, az elemzést igy folytatjuk:

pP>oq
gor
ros
~p D)
p

~5

Van tehat két tovabb mar nem elemezheté formulank. A fennmaradé harom 0Osszetett
propozicié logikai formaja azonos (mindhdarom kondiciondlis), ezért az elemzési sorrendet
megint csak kényelmi szempontok iranyitjdk. Célszer( olyan formuldt valasztani, amelyrdl
latjuk, hogy felbontasa utan ellentmondashoz jutunk valahol, mert azt az agat lezarhatjuk.
Mindjart kiderGl, mir6l van szd. Folytassuk, mondjuk, az r o s elemzésével. A kondicionalis

igaz, ha elGtagja hamis, vagy ha utétagja igaz:
pogq
gor
ros

~(p>s)

~r S

Amikor tovabbléplink, és nekilatunk a
maradék Osszetett formulak
felbontasanak (kezdve példdul a g o r-
rel), az analizist az elagazassal megnyitott
mindkét aton el kellene végezniink:
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poq
gor

ros

~p>5s)

~r s

~q r ~q r
Azonban egyszer(sithetjik a dolgunkat. Még miel6tt a g O r analizisébe belekezdtiink volna,
észrevehettik, hogy a fa jobb oldali aga (amely akkor az s mondatbetlivel végz6dott)
ellentmondas tartalmaz, hiszen korabban a toérzsben mar megjelent egy ~s. Ezért ezt az 4gat

lezarhatjuk (ahol egyszer ellentmondas van, az olyan Ut mar soha nem lesz
ellentmondasmentes), és elegendd, ha az elemzést a masik, még nyitott agon folytatjuk:

poq
gor
ros
~(p>s)
p
~5
N

IN
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A létrejott Uj eldgazas jobb oldali aga megint csak ellentmonddst tartalmaz (r és ~r is feltiinik
rajta), igy lezarjuk azt is, és az utolsénak megmaradt Osszetett formula (a p D g) elemzését
csak a nyitott bal oldali agon végezziik el:

pP>oq

gor

ros
~(p>5s)

p
~5
~r s
/\ )
/ \ )
~p q
Nincs mar felbontandé kifejezés; végighaladunk a nyitottan maradt utakon. Emlékezzlink:
egy ut a legfelsé formulatdl az azonos agon beliili legalsé formulaig tart! A bal oldali uton,

amely ~p-ben végzdédik, a torzsben mar taldlkoztunk egy p-vel, a masik, g-val végz6d6 ut

utolsé eldgazadsa pedig egy ~g-nal jott létre. Tehat mindkét fennmaradé Gt tartalmaz
ellentmondast, azaz egyik sem marad nyitott:
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poq
gor
ros
~p>5s)
p
~5
~r s
X
g ,
~p q
X X

A premisszak igazsaga nem konzisztens a konkluzié hamissagaval; a kovetkeztetés érvényes.

Még egy példat megvizsgdlunk, dm most mar nem megylnk végig |épésrél |épésre az
analitikus fa konstrukciéjdban, csak az elemzés eredményét mutatjuk meg. Annak
rekonstrukcidja, hogy miért éppen ilyen alaku lett a fa, j06 alkalom az eddig tanultak

begyakorldsara.

SZECHENYI @

W

MAGYARORSZAG
KORMANYA BEFEKTETES A JOVOBE

Eurépai Unidé
Eurépai Szocialis
Alap

* X %
* *
* *
* *

* 4 *

Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu



=

&,
P &
™

EFOP-3.4.3-16-2016-00014

SZECHENYI

Az ellenérzendé allitas legyen ez:

(pvag)or,~q&rk~p

Analitikus faval elemezve:

Az a cikkcakkos ut, amely a legfelsé (p v g) D r-t6l a legalsoé sor ~g-jaig vezet, nyitott marad,
hiszen ha végighaladunk rajta, sehol nem (itkozlink ellentmondasba. Ennek a grafikus jele az
ut végén feltling fuggbleges vonal. Ez egyben azt is megmutatja, hogy a vizsgalt
kovetkeztetés érvénytelen, hiszen konzisztensen elgondolhatd olyan lehetéség, amelyben a

premisszak igazak, de a konklizié hamis.

Az analitikus fa arra is médot ad, hogy konkretizaljuk az érvénytelenség diagndzisat, vagyis
hogy ellenpéldat mondjunk a széban forgd kovetkeztetés érvényességére. Az ellenpélda
egyszerlen leolvashatd a nyitottan maradt agrél (vagy agakrol). A jelen esetben az egyetlen
nyitott dgon a p, az r és a ~q egyszerl formuldk taldlhatok. Ebbdl tudjuk, hogy abban az
esetben, ha p igaz, r is igaz, de g hamis, a konklizié tagadasa Osszefér a premisszak

allitasaval.

Még egy megjegyzés: az analitikus fa
segitségével mindazt megtehetjik, amire
az igazsagtabldzat moddot adott. A
torzsképz6 és elagazasképzd szabalyok
alkalmasak a konnektivumok
jelentésének meghatdrozasara. A fa
révén bizonyithatjuk egy propoziciérdl,
hogy logikai igazsag, ellentmondas vagy
kontingens dllitas-e. Példaul ha azt
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szeretnénk kimutatni, hogy egy formula logikai igazsagot (tautoldgiat) reprezental, akkor
kiindulépontként az adott formula negécidjat vessziik, majd annak rendje és médja szerint
elemezziik az igy kapott formuldt. Amennyiben az 0sszes Ut lezart lesz, bizonyitast nyer, hogy
a vizsgalt propozicié tagaddsa ellentmondashoz vezet, vagyis az, hogy a propozicid, pusztan
logikai formdjanak kdszonhetéen, nem lehet hamis — ez pedig a logikai igazsag definicidja. Ha
marad nyitott Ut, a propozicio lehet hamis, tehat nem logikai igazsag.

Ha azt kivanjuk megtudni, konzisztens-e egy propozicié, akkor eredeti alakjaban (negacio
nélkul) vizsgaljuk, ha egy logikai ekvivalenciat ellenérziink, akkor (mivel minden ekvivalencia-
allitds valdjaban egy tautoldgia allitasa) a negdlt allitast. Végil egy propozicié akkor lesz
kontingens, ha sem allitdsa, sem tagadadsa nem ellentmondasos, azaz igy is, Ugy is maradnak
nyitott utak elemzése soran.

(A leckéhez tartozé kérdések és feladatok a kovetkezd lecke végén taldlhatok.)
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