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LOGIKA
Hatodik téma — analitikus fa

Elsé lecke — az analitikus fa alapeszméje

Az analitikus fa egy egyszer(, elegans, vizualisan is konnyen attekinthetd bizonyitasi eljaras.
Elbnye még, hogy néhany alapvet6 grafikai szabaly elsajatitasaval egy olyan szerkezet
birtokaba jutunk, amely mechanikusan alkalmazhaté, algoritmikus és minimalisra csokkenti a
hibak lehetGségét. Ezen fellil elég rugalmas is ahhoz, hogy bdvithet6 legyen, amikor a
propoziciondlis logikardl attériink a predikatumlogika targyalasara.

Az analitikus fa képileg egy efféle struktura:

A fa csomoépontokbdl és élekbél all. Egy-
egy él mindig egy csomopontbdl indul ki,
amelyet 0Osszekot egy vagy két masik
csomoponttal (@  minket  érdekl6
strukturdban egy csomépontot az élek
legfeljebb két masik csomdponttal
kothetnek 0Ossze). Az élek kétfélék
lehetnek aszerint, hogy egy adott
csomoépontot egyetlen masikkal, vagy
pedig két masikkal kotnek 6ssze: vannak
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torzsvonalak, és vannak eldgazdsok. | pedaoigiai javaslat: mivel az analitikus fa
Mivel az altalunk hasznalatos fa

felulrél lefelé épitkezik, torzsvonalnak
azt a flugglleges élt nevezziik, amely
egy csomopontbdl egy alatta 1évs

mikodési elveit leird szovegrész meglehetdsen
absztrakt, javasoljuk, hogy az olvaso olvassa el
figyelmesen ezt a szakaszt, de ne akadjon el, ha
egyedi csoméponthoz vezet. Az valami nem vilagos beldle. Az elvi kifejtést
elédgazds egy csomdpontot és az alatta kovetd példakbol sokkal attekinthetobbé valik
talalhatd csomdpontpart 6sszekétd mindaz, amit itt elmondunk. Miutdn a példak (és
élpar. Egy befejezett fa esetében | @ begyakorlas!) utan mar képesek vagyunk
(amelynek legalsé csomdpontjaibol | mikddtetni az analitikus fa mint bizonyitdsi
nem indulnak tovabbi élek) azokat a | eljards mechanizmusat, érdemes visszatérni
bejarasi lehetéségeket, amelyek révén | ehhez az elméleti bevezetdhdz, és tijraolvasni azt.
a legfels6 csomdpontbdl a legalsd | Akkor lathatova valik, hogy az elv és a gyakorlat

csomopontokig  eljuthatunk, dtnak | inként harmonizal egymassal.
nevezzuk. Az analitikus fa

strukturajaban egy elagazas véglegesen elvalasztja egymdastdl az utakat, nincs tehat olyan
csomoépont, amely fentebb mar eldgazott utakat Ujra egyesitene (felllr6l két él nem
taldlkozhat ugyanabban a csomdpontban). Ezért ennek a fajta fanak az esetében pontosan
annyi ut létezik, ahany csomdpont a fa legaljan taldlhaté. A fenti abran olyan fa lathatd,
amelyet 11 csomodpont, 10 él (mindig eggyel kevesebb él van, mint ahany csomdpont),
koztiik 4 torzsvonal és 3 elagazas, valamint 4 Gt jellemez.

Az analitikus faban a csomodpontok jol formalt formuldk. Az utak, amelyeken a formulak
el6fordulnak, azokat lehetGségeket reprezentaljak, amelyekben az adott formula igaz lehet.
Amikor az egyes formuldkat egyazon torzsvonal koti 6ssze, akkor a formuldk lehetnek
egylttesen igazak; amikor egy formula alatt az élek elagaznak, akkor két kiilonb6z6 Ut jon
létre, és az elagaztatott formula az egyiken vagy a masikon lehet igaz, azaz két eltéré
lehet&ség van az igazsagara. Felllrél lefelé haladva az Osszetett formulakat az alattuk [évé
formulak az elemeikre bontjak, vagyis analizdljdk, tehat a fa azt mutatja meg, hogy az
Osszetett formulak egyszer(i formuldkra bontdsa soran milyennek kell lennie az egyszerd(
formulaknak ahhoz, hogy megdrizzék az 6sszetett formula igazsdgdat. Egyszer(i formulanak
egy atomi propoziciét reprezentald mondatbet(i, vagy annak negdcidja szamit. Minden mas
formula — vagyis az olyan formuldk, amelyekben legaldbb egy kétargumentumu konnektivum
szerepel — Osszetett formula. Az analitikus fa akkor teljes, ha minden Gsszetett propozicié
analizise megtortént.

Egy teljes fa Osszes Utjat egyenként végigjarva kétféle utat kaphatunk. Az egyik lehetdség az,
hogy valahol az Uton felbukkan két olyan

propozicio, amelyek kozvetlen
ellentmondasban allnak egymassal (tehat
p és ~p formajuak). llyenkor ezt az utat
lezartnak mondjuk. A madsik lehetGség
pedig nyilvan az, hogy az uton sehol nem
Utkozlink ellentmondasba. llyenkor az at
nyitott.
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Egy teljes fa megmutatja, hogy egy formulahalmaz konzisztens-e. Ha az analizis végére
értlink, vagyis mar minden 6sszetett formulat egyszerd formulakra bontottunk, és van olyan
ut, amely nem zarul le (nem jelenik meg rajta két egymasnak ellentmondé kifejezés), akkor
ez azt jelenti, hogy az elemzett formuldk lehetnek egyszerre igazak. Ha ellenben az analizis
végén az Osszes Ut lezartnak bizonyul, akkor ez azt bizonyitja, hogy nincs arra mdd, hogy a
kiindulé formulahalmaz dsszes eleme igaz legyen, tehat az elemzett formulahalmaz logikailag
ellentmondasos.

Hogyan mdkodtetjik mindezt kovetkeztetések érvényességének bizonyitdsakor? Az
elgondolds a kovetkezd. Egy kovetkeztetés felfoghatd propoziciok halmazaként, amely
halmaz elemei a premisszak és a konkluzié. Mivel a propozicidk igazsagértékkel rendelkezé
entitdsok, minden propozicidhalmaz vagy konzisztens, vagy inkonzisztens, azaz vagy
lehetséges, hogy az Osszes propozicid egyszerre igaz legyen, vagy nem lehetséges. A
propoziciondlis logika nyelvében a propozicidkat jol formalt formuldk reprezentaljak. Ebbdl
kovetkez6en egy inkonzisztens propoziciohalmaz esetében az Gket reprezentald formulak
analizisekor megjelenik egy kozvetlenil ellentmonddsos formulapar, azaz két olyan formula,
amelynél az egyik a masik negacidja. Ha a propoziciohalmaz konzisztens, az elemzés nem
mutat fel ellentmondast.

Az érvényesség definiciéjabdl tudjuk, hogy egy kovetkeztetés csakis akkor érvényes, ha nincs
olyan lehet6ség, hogy a premisszak egyt6l egyig igazak, a konkluzidé viszont hamis. Ez
atfogalmazhatd ugy, hogy nem lehetséges az, hogy a premisszakbdl és a konkluzid
negdcidjabdl képzett formulahalmaz konzisztens legyen. Az analitikus fa pontosan ennek
lehet6ségét vizsgalja. Ha a teljes faban az elemzés végén nem marad nyitott at, vagyis
minden egyes uton ellentmondas jelenik meg, akkor a premisszakbdl és a konkluzié
tagadasabdl allé formulahalmaz logikailag ellentmonddsos, amibél az kovetkezik, hogy
amennyiben a premisszak mind igazak, a konkluzidnak is igaznak kell lennie. Ez pedig
bizonyitja, hogy a kovetkeztetés érvényes.

Ezzel szemben, ha a teljes fa valamelyik Utja nyitott marad, akkor ez azt mutatja, hogy van
legaldabb egy olyan lehet6ség, amelyben egyszerre igaz a premisszak allitasa és a konkluzié
tagadasa. llyenkor a kovetkeztetés érvénytelen, hiszen a konkluzié lehet hamis igaz
premisszak esetén.
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Kérdések

Mikor teljes egy analitikus fa?
Milyen viszonyban vannak egymadssal a ,nyitottsdg” és az ,ellentmonddsossag’

2.
fogalmai az analitikus fa szerkezetében?
Miért a konklluzié negacidjat csatoljuk a premisszak halmazdhoz, ha analitikus faval

3.
kivanjuk ellendrizni a kovetkeztetés érvényességét?
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