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1. Tantargyleiras

Felzarkéztat6 kurzus fizikdbdl (matematika rész) Kreditértéke: 2 x 1

A tantargy képzési karaktere: gyakorlat 90% , elmélet 10%

A tandra tipusa: gyakorlat és a matematika rész éraszama: 2 x 8 6ra a
tavaszi és az Gszi félévben is. Az ismeret atadasa els6dlegesen a hallgatoi
aktivitasra épit. A kitlizott feladatokat a hallgaték oldjak meg az oktatd
irdnyitasaval.

A szédmonkérés maédja: gyakorlati jegy.

A tantargy tantervi helye: 2. és 3. félév

El6tanulmanyi feltételek: nincsenek

A tantargy matematika része a fizikdban megjelend jelenségek és
problémak matematikai leirdsdhoz sziikséges elGismereteket igyekszik
atismételni. Célja a kozépiskolabdl hozott és az egyetemi matematika
kurzusokon részben megszerzett tudaselemek atmozgatasa, foljavitasa és
osszerendezése, ezzel segitve a lemaradé egyetemi hallgaték tudasanak
megfeleld szintre emelését. Az éran megoldandé feladatok a fizika alap sza-
kon valé boldoguldshoz elengedhetetlen szamitasi készségeket jarjak korbe.

A kurzus matematika részének tematikaja:

1. Algebrai atalakitdasok

Egyszert egyenlotlenségek folirasa atalakitasa és értelmezése
Formulak hasznélata, formuldkba valé behelyettesités
Szumma jel és indexek hasznélata

Pontok és egyenesek kapcsolata

Derivalas és integralas egyszert esetekben és ezek jelentése

Al ol

Kotelezo irodalom:

e Domotor P.; Kun E.; Fabian L.; Péter V.; Horvath Z.: Fizika Intézet
Felzarkoztat6 Feladatgytijteménye (2019) [ezen jegyzet]

Ajanlott irodalom:

e GerOcs Laszlo, Orosz Gyula, Pardczay Jézsef, Szaszné Simon Ju-
dit (2005): Matematika Gyakorlé és érettségire felkészité fel-
adatgytijtemény I. és II. Nemzeti Tankonyvkiadd, Budapest.

e Csordas Mihaly, Kosztolanyi Joézsef, Kovéacs Istvan, Pintér Klara,
Urban Janos Dr., Vincze Istvan: Sokszinli matematika 9. - 12. Mo-
zaik Kiadd, Szeged




Az elbirt szakmai kompetencidk, kompetencia-elemek, amelyek kia-
lakitasahoz a tantargy jellemzden, érdemben hozzajarul

a) Tudas

e Ismeri a fizika Osszefliggései és torvényszerliségei megértéséhez
nélkiilozhetetlen matematikai eljardsokat.

e Rendelkezik természettudoméanyos alapismeretekkel és az erre
épiilé gyakorlat elemeinek ismeretével, és rendszerezni tudja azo-
kat.

e Birtokdban van annak a tudasnak, amelynek alkalmazésa
szlikséges természeti folyamatok, természeti eréforrasok, él6 és
élettelen rendszerek szakteriiletéhez tartozé alapvetd gyakorlati
problémainak megoldasahoz.

b) Képesség

o Képes a fizikai megismerés soran gylijtott adatok feldolgozasara,
értelmezi a feldolgozashoz sziikséges formulakat.

o Ismeretei alapjan rendelkezik a természettudoményos alapokon
nyugvé érvelés képességével.

o Képes tudasanak gyarapitdasara és tanulményainak magasabb szin-
ten torténd folytatdsdra.

c) Attitiid

e Hitelesen képviseli a természettudomanyos vilagnézetet.

o Elkotelezett 1j kompetencidk elsajatitasara és vilagképének
bovitésére, fejleszti, mélyiti szakteriileti ismereteit.

o Kritikusan szemléli az elé keriil6 algebrai kifejezéseket és for-
mulakat.

e Munkajaban torekszik a preciz matematikai levezetésekre.

d) Autonémia

e Onéllan végiggondolja az alapvetd szakmai kérdéseket, és adott
forrasok alapjan megvalaszolja azokat.

e Sajiat munkdjanak eredményét redlisan értékeli.

e Tisztaban van a tudomaéanyos kijelentések jelentoségével és kovet-
kezményeivel.




A tantarggyal kialakitand6 konkrét tanuldsi eredmények:

Tudés Képesség Attitid Autonémia
Ismeri az | Képes adott | Kovethet6en A kapott
egyenlet és | egyen- irja le az | eredményeket
egyenlGtlenség letb6l/formuldbdl | atrendezés igyekszik el-
rendezés adott ismeretlent | lépéseit. lendrizni.
szabalyait. kifejezni.
Ismeri a ma- | Képes matema- | Precizen szdamol | A kapott
tematikai  for- | tikai formuldba | mind betlis | eredményeket
muldkban tipi- | a megadott | mind szamot | igyekszik
kusan el6fordulé | értékeket behe- | tartalmazo ellen6rizni
miiveleti jeleket | lyettesiteni és a | kifejezésekkel. (nagysagrendi
és a miveletek | végeredményt becslés, dimen-
végrehajtdsanak | kiszdmitani. zi6 .. .).
sorrendjével is
tisztaban van.
Ismeri a| Az azo- | Precizen szamol | Réismer  arra
hatvanyozas nossagokat betiis kife- | ha egy algebrai
és a gyokvonds | alkalmazva jezésekkel. kifejezés  egy-
azonossagait. biztonsaggal szerlsithetd a

elvégzi az egy- hatvanyozas és

szerlsitéseket. a gyokvonas

azonossagait
alkalmazva.

Ismeri a szum- | Képes szum- | Figyelmesen Onalléan be-
ma jelet. ma jellel | attekinti a | azonositja  az

folirt  Osszegek | jelolésrendszert. | Osszegzés — futd

kiértékelésére. indexét.
Ismeri az | Képes adott | Osszekapcsol- Magabiztosan
egyenes pontokra egye- | ja az egyenes | abrazolja az
egyenletének nest  illeszteni. | kiilonb6z6 meg- | egyenlettel
kiillonb6z6 meg- | Pontokrdl el- | adasi mdbdjait: | adott egyenest
adasi médjait. lenorzi, hogy | ponthalmaz, a  koordinata-

rajt vannak-e az | algebrai egyen- | rendszerben.

egyenesen. Ki | let, linearis

tudja  szamolni | fiiggvény, grafi-

az egyenes | kon.

meredekségét.




Ismeri a | Meghatarozza Atldtja a de- | Onélldan el-
derivalasi poli- rivalt  fogalom | magyarazza
szabalyokat, nomfliggvény fontossagat a | a derivalt és
a derivalas | derivaltjat. fizikaban. a szélsoérték
miiveletének kozotti  kapcso-
kiilonboz6 latot.
jeloléseit.

Ismeri a | Meghatarozza Atlitja az in- | Onélléan el-
hatarozatlan polinom- tegral fogalom | magyarazza a
és a hatarozott | fiiggvény pri- | fontossdgat  a | gbrbe alatti
integral mitiv fliggvényét | fizikdban. teriilet és a
kiszamitasi vagy hatérozott hatarozott in-
szabdlyait és | integraljat. tegral  kozotti
tisztdban  van kapcsolatot.

a szokasos

jelolésekkel.




2. Algebrai atalakitasok

2.1. Feladat: Az alabbi lehet6ségek koziil melyik fejezi ki helyesen
az y ismeretlent a 2x + 5y = 4 linedris egyenletbol?

2z 2z
4+ 2x 4 — 2x
B - D =
(B) y=— (D) y="=

A helyes véalasz: (D)

Megoldas:  Lépésrdl lépésre haladva prébéljuk meg kifejezni az y is-
meretlent, ugyanazokat az atalakitasokat végrehajtva az egyenlet mindkét
oldalan. [Mérleg elv]

El6szor vigyilk 4t a masik ismeretlent tartalmazé tagot — azaz 2x-et — a
jobb oldalra, hogy az y-t tartalmazo6 tag magaban &élljon a bal oldalon:

2 + 5y =4 \ —2z
oy =4 — 2z

Innen mar latjuk, hogy az y-t gy kapjuk meg, ha 5-tel elosztjuk az egyenlet
mindkét oldalét:

by =4—2x \ +5
4—-2z
5

y:

2.2. Feladat: Az aldbbi lehetéségek koziil melyik fejezi ki helyesen
az y ismeretlent az ab+ c+ adx — cx — bey —y = 0 linedris egyenletbol?

(A) y=ab+ c+ adx — cx — bey. () _ab+c—|—adx—cx.
ab+c+adr —cr—y be + 1
(B) y= be : (D) A megadottak koziil egyik

se1n.




A helyes valasz: (C)

Megoldas: Ismét 1épésrdl lépésre haladva prébéljuk meg kifejezni az y
ismeretlent.

Figyeljik meg, hogy az y ismeretlen a bal oldalon szereplé kifejezés utolsé
2 tagjaban jelenik meg:

ab+c—|—adx—cac—be—:0

El6észor vigyiik 4t az y-t tartalmazoé tagokat a jobb oldalra, a tobbi tagot
pedig hagyjuk a bal oldalon.

ab+c+adr —cr—bey—y=0 \ +bey +y
ab+ c+ adxr — cx = bey + vy

Kiemelve a keresett y ismeretlent a jobb oldalon latjuk, hogy (be 4 1)-gyel
kell elosztanunk az egyenlet mindkét oldalat, ahhoz, hogy y-t megkapjuk:

ab+ ¢+ adx — cx = (be + 1)y \ =+ (be+1)
ab+c+adx —cx
be +1 Y

2.3. Feladat: Valasszuk ki az Osszes helyes szorzatta alakitast az
alabbi lehetéségek koziil!

Figyelem: Tobbszoros vélasztas!

(A) 132293 — 923y? = 2%9%(13 — 9y)
(B) zy + 2%y —xy® = zy(zr —y)

(C) 2byc + 4bc — 8abe = 2bc(y + 2 — 4a)
(D)

D) 18n3m?2 — 12nm = 6n’m(3nm — 2)

A helyes vélasz(ok): (C) és (D)

Megoldas: Bontsuk fel a zaréjelet a jobb oldalon és nézziik meg, hogy
vissza kapjuk-e a bal oldalt.



A) 22213 - 9y) = 1322 y° | - 92%y? # 1327 4% | - 9232
B) zy(zx —y) = 2%y — zy #+x2y—$ 2

C) 2bc(y + 2 — 4a) = 2byc + 4bc — 8abc ~ Helyes.

D) 6n2m(3nm — 2) = 18n3m? — 12nm Helyes.

(
(
(
(

2.4. Feladat: Az alabbi lehetéségek koziil melyik a 6322 = (7z°)
kifejezés helyes egyszertisitése?

(A) 923, (B) 927, (C) 9273, (D) 56273,

A helyes valasz: (C)

Megoldas: 6322 + (72°) kifejezésben a =+ jel osztdst jelent, igy a kife-
jezést akar tortként is folirhatjuk, ekkor taldn az egyszertiisitések is szem-
bettlobbek.

63x2 63 2?2 a2 1 9 3

2 . 5\ __ _ o o . .

3
e A nevez6 és a szamlalo is oszthato 7-tel, hisz 63 =7-9. = - = 9.

e A nevezd és a szamlalo is oszthaté z2-tel. = = = —

e Végiil kihasznaljuk, hogy az osztas negativ kitevos hatvanyt jelent,
1

azaz =5 = x5,
x

6 3
2.5. Feladat: Az alabbi lehetéségek koziil melyik az Y7 kifejesés
Y

helyes egyszertisitése?

A) 6y/45, (B) vy, ) y=, (D) ¢’




A helyes véalasz: (B)

Megoldas: A nevezd és a szamlalé is oszthatd y-nal, igy elészor végezziik

6 /,3
Y VY _ y°+/y3. Innen két lehetéségiink is van:
Y
1. lehetdség: bevisziink mindent a gyokjel ala

PV = VY VY = VY0 = 0 =y =y

2. lehet6ség: a gyokos részt atirjuk tort hatvanykitevore

3 3 10
VP =y yr =y =y et

el ezt az egyszertsitést:

13
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2.6. Feladat: Az alabbi lehetéségek koziil melyik fejezi ki helyesen
az y ismeretlent a 2x — Ty + 3 = 0 linedris egyenletbol?

2x 2x 3+ 2x

(A) y= - (C)y:3+7. (E) y=— T
3+ 2x 3— 2z 3 2z

(B) y - (D) y - (F) y=—+~

A helyes véalasz: (B)

2.7. Feladat: Az =y egyenletbdl kiindulva kifejezziik az x
ismeretlent. Melyik a helyes megoldas?

(A) z=p+oy. C) z=2"F
(B) 2 =p—oy. g

A helyes valasz: (A)

2.8. Feladat: Az aldbbi 6sszefiiggésbdl kiindulva, melyik kifejezés
adja meg helyesen n-et?




A helyes valasz: (C)

2.9. Feladat: Az aldbbi 6sszefiiggésbdl kiindulva, melyik kifejezés
adja meg helyesen \-at?
-1
y="—
v
z—1 ny — 2
A) A= C) A= :
(A) y (©) T
_ z
(B) A= EZMVR (D) A==
Y

A helyes vélasz: (B)

2.10. Feladat: Az alabbi Osszefliggésbdl kiindulva, melyik kifejezés
adja meg helyesen n-et?
Z—M
Yy = BN
vn
Ay _ 2
(A) n= I
(z—n)? ©)n={%
\y? Ay \2
= Y
(B) n 2,’2—’]72 (D) n = (Z_n>

A helyes vélasz: (D)



2.11. Feladat: Az alabbi Gsszefliggésbdl kiindulva, melyik kifejezés
adja meg helyesen N-et?
__Jal—q)
‘AN
zq(1 —q) #*q(1 - q)
A) N = =
(A) . (C) N 2
e? 1—
B) N = )
(B) 20 =) (D) N ==z —

A helyes valasz: (C)

2.12. Feladat: Az aldbbi szorzattd alakitott tagokat tartalmazo
kifejezések koziil, melyik adja vissza helyesen az 5x2y+2x—4y-+3xy+8
kifejezést?

(A) 2zy(bx+3) +4(2—y) +22. (C) y(5bz? + 3z —4) + 2z + 8.
(B) z(bzy+2) +y(3x —4)+8. (D) Az Gsszes eddigi.

A helyes vélasz: (D)

2.13. Feladat: Valasszuk ki az Osszes helyes szorzatta alakitdst az
aldbbi lehetségek koziil!

Figyelem: Toébbszoros valasztas!

(A) 6xy? — 322y3 = 32y%(2 — zy)

B) zy — 2y +ay? =ay(l+x —y)
6b%yc + 3abc — 9bc = 3bc(2by + a — 3)
—4n?m3 — 5n3m? = —n?m?(4m — 5n)
9a2bc — 3a’be = 3a%be(3c — 1)
2229832 + 23tz = —2%932(2 + 2y)

Q

)
(B)
(©)
(D)
E)
)

(
(

)

11



A helyes valasz(ok): (A) és (C)

2.14. Feladat: Igaz-e az aldbbi Osszefliggés?

N — N _
D i (@i — 55)2 _ > iy |z — T

N -1 VN -1
(A) Igaz. (B) Hamis.

A helyes valasz: (B)

2.15. Feladat: Igaz-e az alabbi Gsszefiiggés?

N — N _
Hz’:1(37i - 1’)2 _ Hi:l lz; — 7

N -1 VN -1
(A) Igaz. (B) Hamis.

A helyes valasz: (A)

12



3. Egyszerii egyenlotlenségek:

3.1. Feladat: Oldja meg a 5 — 4t > 21 — 2t egyenl6tlenséget a
valés szamok halmazan. Az aldbbi lehetdségek koziil melyik a helyes
megoldas?

(A)t<-13. (B)t>-13. (C) t< -8 (D) t > —8.

A helyes valasz: (C)

Megoldas: Lépésrol 1épésre haladva probaljuk meg csak az egyik oldal-
ra rendezni a t ismeretlent, ugyanazokat az atalakitdsokat végrehajtva az
egyenl6tlenség mindkét oldalan. [Mérleg elv]

El6szor rendezziik az ismeretlent tartalmazo tagokat a jobb oldalra — azaz
4t-t adjunk hozzd mindkét oldalhoz:
5—4t>21 -2t \ +4t
5>21+2t
Majd vigyiik 4t a konstans tagokat a mésik (most a bal oldalra) — azaz
vonjunk ki mindkét oldalbdl 21-et:
5>21—-2t \ —21
5—21>2t
—16 > 2t
Most mar csak a t ismeretlen el6tti szorzé tényezovel kell leosztani — azaz
osszuk el mindkét oldalt 2-vel:
—16 > 2t \ +2
8>t & |t<-8

3.2. Feladat: Oldja meg a 3x+2 < 8 egyenl6tlenséget a valds szamok
halmazan. Az aldbbi lehetéségek koziil melyik a helyes megoldas?

(A) z <2 (B) z>2. (C) z <6. (D) = > 6.

13



A helyes valasz: (A)

3.3. Feladat: Figyelje meg a grafikont!

X

12 14 16 18 20 22 24 26 28

Az aldbbi lehetOségek kozil melyik adja meg helyesen a satirozott

teriilet hatarait?

(A) 22 > X < 16.
(B) 16 > X > 22.

A helyes valasz: (C)

3.4. Feladat: Az alabbi dbrak kozil melyik jeloli be helyesen az
egyenlGtlenségnek megfeleld szdmokat a szamegyenesen?

o——0 o
(A) -3 -2 -1 0 1 2 3 4 (C) -3 -2 -1 0 1 2 3 4
«—0 o—> ¢ O
1 2 3 4

A helyes valasz: (A)

3.5. Feladat: Figyelje meg a grafikont!

14



8 6 4 2 o 2 41 ¢ 87T

Az aldbbi lehetOségek kozil melyik adja meg helyesen a satirozott
teriilet hatarait?

(A) -4<T <4 (C) |T] < 4
(B) —4<T >4 (D) |T| > 4.

A helyes vélasz: (D)

3.6. Feladat: Az alabbi egyenl6tlenségek koziil melyik feleltethet6
meg a szamegyenesen bejelolt szamoknak?

«—@ o—
-3 -2-10 1 2 3 4

(A) —1<z<2. (C) z<—1 vagy x>2.
(B) -1<z<2. (D) z< -1 vagy =z >2.

A helyes vélasz: (D)

15



4. Formulak hasznalata, behelyettesités

4.1. Feladat: Az aldbbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
az xy~ ' 4+ yz ! kifejezés értékét, ha v = —1, y =2 és z = 5?
(A) oy +yet =L (C) ay ™! +yz! =2.

2 -1 11
(B) zy ' +yzt=—1. (D) a2y~ +yz7 =

O |

A helyes valasz: (A)

Megoldas: Elbszor idézziik fel a negativ egész kitevd jelentését:

1
a "= Pt (nezb)

1 1 1
E 1 jan: 12 |2 ¢ L
7z alapjan: y " !esz .

ST
I
2]

, 1 1 8 8-1 7
4.2. Feladat: Az {z1, x2, 3, ...xN} szdmok mértani kozepe de-
finicié szerint:

1
N

.J;N)

Az alabbi értékek koziil melyik adja meg két tizedesjegy pontosan az
{5, 3, 2, 7} szdmok mértani kozepét?

(A) 52.50, (B) 3.81, (C) 62.80, (D) 38.07.

A helyes véalasz: (B)

16



Megoldas: 4 elem estén a formula alapjan a 4 elem szorzatabdl kell 4.
gyokot vonni, azaz:

e

4
[[zi= Vo 2w 25 = (21 22 23 24)

Behelyettesitve:

c=+V5-3-2.7=+/210=3.80675 = 3.81

4.3. Feladat: Az alabbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
az x4+ y~? Kkifejezés értékét, ha x = 2 és y = 37

11 11
A) gl b2 = = -1y -2 _
(A) 27" +y 5 (C) 27" +y T
“1 4 ,-2_ _ 2
11
A helyes valasz: (C)
4.4. Feladat: Az {x1, z9, x3, ...z, } szdmok négyzetes kozepe de-

finicié szerint:

IN =

1§:$2_\/x%+x§+x§+...+xi
i i "

Az alabbi értékek koziil melyik adja meg két tizedesjegy pontosan az
{2, 1, 3, 5} szdmok négyzetes kozepét?

(A) 2.34, (B) 9.75, (C) 5.50. (D) 3.12,

A helyes valasz: (D)

17



4.5. Feladat: Tudjuk, hogy P(B) = 0.7 és P(AUB) = 0.3. Az aldbbi
P(AUB

lehetdségek koziil melyik adja meg P(A|B) = (P(UB)) értékét két

tizedesjegy pontossiggal?

(A) P(A|B) =0.43, (C) P(A|B) = 2.33,

(B) P(A|B) =0.42, (D) P(A|B) =0.4.

A helyes vélasz: (A)

4.6. Feladat: Tudjuk, hogy x = 5, y = —2 és z = 4. Az alabbi
lehetdségek koziil melyik adja meg /xy2z értékét hirom tizedesjegy
pontossaggal?

(A) \Jxy?z = 35.777, (D) Egyik sem helyes, hisz ne-
(B) ry?z = 8.944, gativ  szambd6l nem lehet
(C) m — 8.945, négyzetgyockot vonni.

A helyes vélasz: (B)

4.7. Feladat: Az aldbbi lehetéségek koziil melyik adja meg a P(B)
értékét két tizedesjegy pontossiggal? Ha tudjuk, hogy P(A|B) =

P(AUB

(P(;), és P(AB) = 0.6 illetve P(AU B) = 0.5?

(A) P(B) = 1.20, (D) Egyik sem helyes, mert

(B) P(B) = 0.83, P(A|B)-nek P(A U B)-nél

(C) P(B) = 0.08 sziikségképp kisebbnek kell
’ lennie.

A helyes véalasz: (B)
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5. Szumma jel és indexek hasznalata

5.1. Feladat: Az alabbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen
4
a Z 2 k Osszeget?
k=1
4 4
(A) > 2k=2+4. (C) > 2k=2+4+6+8.
k=1 k=1
4 4
(B) Y 2k=2+3+4+5. (D) > 2k =2+4+6+8+10+...
k=1 k=1

A helyes valasz: (C)

4
Megoldas: A Z szumma jel azt kdédolja, hogy a mogotte 16vo k

k=1
futd indextol fiiggo kifejezést kell k = 1, 2, 3, 4-re kiértékelni és a kapott
eredményeket 6sszeadni:

4
Tehat Z2k:2+4+6+8.
k=1

Megjegyzés: Gyakorlasként érdemes elgondolkodni, hogy miként tudnank
Z jel segitségével fOlirni a helytelen valaszokat.

2 2
(A) 2+4=) 2k  vagy 2+4=>) 2~
k=1 k=1

5 4
(B) 2+3+4+5=> k vagy 24+3+4+5=> (k+1).
k=2 k=1
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o
(D) 24+4+6+8+10+12+...=> 2k
k=1

5.2. Feladat: Az alabbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
4

a Z 3 Gsszeget?

k=2
4 4
(A) Y 3 =3'4+32+3 435 (C) D 3P =2"4+3%+4%
k=2 k=2
4 4
(B) Y 3F=3"+3" (D) > 3% =3>+3%+3"
k=2 k=2

A helyes vélasz: (D)

4
Megoldas: A Z szumma jel azt kdédolja, hogy a mogotte 1évé k

k=2
futd indextol fiiggd kifejezést kell k& = 2, 3, 4-re kiértékelni és a kapott
eredményeket 6sszeadni:

k| 3k
2] 3°
3|33
4] 34

4
Tehét 23"3 =32 4334 3%
k=2

5.3. Feladat: Az aldbbi lehet6ségek koziil melyik adja meg az
N
1

N1 Z(x] — 7)? kifejezés helyes kifejtését, ha tudjuk, hogy N = 4?
j=1

() <(w1—x)+(w2—x);r(x3—x)+(x4—$)>2.
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(B) ;

(©) (901—$)2+(9€2—$)2J3r(3?3—x)2+($4—x)2
r1— T Ty — )2 xr3 — T x4 — T)?

R L T L

A helyes valasz: (C)

Megoldas: El6szor helyettesitsiik be a N értékét, azaz a N = 4-et:

(zj —7)°

N 4 4
=1

1

—\2 —\2
N2 —7) ZEZ (2 —2)" =3,
7j=1 J=1 J

Majd bontsuk ki a Z Osszegzést, amiben a j = 1, 2, 3, 4 -hez tartozo
tagok szerepelnek:
2

(zj —2)* = (11 = 2)* + (22 = 2)° + (23 — 7)° + (24 — 7)

4
=1

J

1
Ezt szorozza meg a (globdlis) 3 szorzotényez6, ami a Z jel el6tt szerepel,

igy:

—_

3 (21— )% + (22 — 2)* + (x5 — 7)* + (24 — 7)?]

5.4. Feladat: Az alabbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen

4
a Z 3t% sszeget?

t=1
4 4
(A) > 3t =3+4+9+16. (C) > 32 =9+36+ 81+ 144,
t=1 t=1
4 4
(B) > 3t°=3+1+4+9+16. (D) ) 3t =3+12+27+48.
t=1 t=1
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A helyes vélasz: (D)

5.5. Feladat: Az aldbbi lehetéségek koziil melyik adja meg a
4

Z 5711 Kkifejezést helyesen?
j=1

253“ 5! + 52 + 53 + 5% 4 5°.
(B) ZSjH =52 +5% + 5% 455

(C) 251“ 5' 4 5% + 53 + 5%,

4
(D) > 5/t =57 4+5%+ 5%
j=1

A helyes vélasz: (B)

5.6. Feladat: Az aldbbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen

1
,E : LB ?
az 5 2 Tj Osszeget!

11 11
Z% ar%m+ﬁﬁﬁm+ﬁ5

111
X}y r1+ m+3m+4u+5

}:% <m+xx+m+uu+ms

(1+2+3+4+5)

OT\H

Z%
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A helyes vélasz: (A)

5.7. Feladat: Az aldbbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen

m .
7
.. o
a ;i+1 osszeget !
m
1 1 3 5 m
A =—+-4 =
()Zz:;i—&-l 2 4+6+ m+1
m .
) 1 2 3 m
B =—+ -+ -
()§i+1 2 3+4+ m+1
m .
1 3 4 5 m
C = oo+ —
()iz;i+l 4 5+6+ m+1
m
1 3 4 5 m+4
D =—+ -4 =
();H—l 4—1_54_6+ m+5

A helyes valasz: (C)

5.8. Feladat: Az alabbi lehetéségek koziil melyik adja meg a

3 L \2
95 = Bi)” \ifeienés helyes kifejtését?

i

(a) (01=F)*+ (02— Fa)* + (03— By’
Er+ Es+ B3 '

®) (01 — Ey) N (Og — E5) N (O3 — E3) _

Er E2 E3

(¢ (O1= ) + (0 — By) 1 (05— Fy))"

E1 + E2 + E3 .
(O1—E1) | (02— Ey) (03— E3)\”
(D) ( Ey + Ey * Es ‘
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(B)

A helyes valasz:

5.9. Feladat: Az aldbbi lehetéségek koziil melyik adja meg a

n
t—1
2 ; P kifejezést helyesen?

2 4 6 2(n—1) 2 3 4 n—1
A) 2424 = ) C) s+—-+-+.. :
()3+4+5+ + n+1 ()3 4 5 n+1

3 5 7 2n —1 5 2 3 n—1

4 s D) —+ >+ 4., .
()3+4+5 n+1 (D) ?>—|_4+5+ n+1

A helyes valasz:

(A)

5.10. Feladat:

i=1
ésn =37

(A) Zn::zxi =51.
=1

(B) > 3x; =27
=1

Az aldbbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen

n
a 23% kifejezés értékét, ha xg = 3,21 =5, 20 =7, 23 = -3, 24 =5

(C) Zn: 3z; = 9.
i=1

(D) ) 3x; =19.
=1

A helyes valasz:

(B)

5.11. Feladat: Az aldbbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen
n+1
2(k —
a Z (k‘+33) Osszeg kifejtését?
k=2
R2k—3) -2 2 4 6 2(n — 2)
A —— = — 4 -4+ +—.
();2 k+3 5+7+8+9+ + n+4
n+1
2k—3) 2 4 6 2(n — 3)
B — =4 -4 4.+ —
()g k+3 7+8+9+ * n+3
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n+1

(0)22(k—3) 2 4 6 2(n — 2)

2 kvs 7 s to T Ty
n+1
20k—-3) -2 2 4 6 2(n — 3)
D g T T E
()kzﬁ k+3 5 Jr7+8+9Jr + n+3

A helyes valasz: (A)

n+1

5.12. Feladat: A ZQ(k_g)
k=2

kE+3

szeretnénk tugy lecserél_ni, hogy az eddigi £ = 2 helyett 1-t6l induljon
az Osszegzés. Melyik a helyes az aldbbi lehetOségek koziil?

Osszegzésben a k Osszegzési indexet

n+1

20k—3) C22(i—2) L2k —3)  &2(i—2)
(A)g k+3 & itd ] (C),; k+3 _; i+4

2
ok —3) a20i—4 ok —3) <~20-3
B =X o X =

A helyes valasz: (C)

5.13. Feladat: Vilassza ki a helyes allitast az aldbbiak koziil!
5
(A) D" (ja+ (j — 1)b) = 5a + 4b.
=1
5
B) 3" (ja+ (j — 1)b) = 15a + 10b.
=1
5
(©) Y (ja+ (j —1)b) = 15a + 14b.
j=1
5
(D) 3" (ja+ (j — 1)b) = 29ab.

j=1
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A helyes valasz: (B)

6. Pontok és egyenesek kapcsolata

6.1. Feladat: Melyik pontpar fekszik rajta az 2x 4+ 3y = 8 egyenletli
egyenesen?

(8 (©) (2, 1); (4, 0).
W2 <3’ 0>' (D) (=2, 4); (0, 4).
(B) (1, 2); (4, 0).

A helyes vélasz: (B)

Megoldas: Egyszerli behelyettesitéssel gyézédhetiink meg rodla, hogy
a pont rajta fekszik-e az egyenesen. Ha egy pont (z, y) koordinatajira
teljesiil az egyenlet, akkor az a pont az egyenesen fekszik:

(1,2) = 2043y=2-1+3-2=2+6=8]

8 8 16
bt 2 =92.= 0= =
(3, 0> = 2z+ 3y 3+3 0 3758

(4,0) = 2x4+3y=2-4+3-0=[8]

(2,1) = 20+3y=2-24+3-1=4+3=T7+#38
(=2, 4) = 22+3y=2-(-2)+3-4=—-4+12=]8]
(0,4 = 20+43y=2-0+3-4=12+#8

Ez alapjan a B vélaszban szerepel 2 olyan pont, ami az egyenesen fekszik.

6.2. Feladat: Milyen meredekségii és tengelymetszetii a 3z —4y = 12
egyenletli egyenes?

() m= 7 &b (© m=3ésb=-3
(B) m=2ésb=—4 (D) m=3¢ésb=12
3
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A helyes valasz: (C)

Megoldas: A meredekséget és a tengelymetszetet gy tudjuk meg-
hatarozni, ha az egyenletet y = ma+b alakra hozzuk, ahol m a meredekség
és b a tengelymetszet:

3r—4dy=12 = 3x=12+4y = 3xr—-12=4y =

= =Y = |y 1Z 3] = m 1 3

6.3. Feladat: Milyen meredekségii és tengelymetszetii az (1, 2) és
(8, —1) pontokat 6sszekotd egyenes?

3 17 3 31
A :—7, = —. :—7’ = — .
(A) m 7esb - (C) m 7esb -
7 59 3 17
B) m= < és b= —22. D) m=2ésbh= ——.
(B) m 3es.b 3 (D) m 7es.b -

A helyes valasz: (A)

Megoldas: El6szor hatarozzuk meg az egyenes iranyvektordt, azaz az
r; = (1, 2) helyvektoru pontbdl az r, = (8, —1) helyvektori pontba
mutaté vektort (vagy ennek ellentettjét). Ezt éppen a két helyvektor
kiilonbsége szolgéltatja:

V=Try—r = (83 _1) - (17 2) = (77 _3)

A koordinatakat megcserélve és az egyik koordinata ellentettjét véve meg-
kapjuk az iranyvektorra merdleges normdlvektort:

22(77 _3) = 22(3, 7)

A skalaris szorzds segitségével meggy6z6dhetiink réla, hogy ez tényleg
merdleges v-re:

v-on=(7, -3)-(3, 1) =7-3+(-3)-7=0.

Tetsz6leges r = (z, y) helyvektori pontnak megvan az a tulajdonséga,
hogy az r — r; merdleges n-re, azaz

r-r;ln = (r-r;)))n=0 = [r-n=r;-n
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Behelyettesitve megkapjuk az r; és ry helyvektord pontokon dthaladé egye-
nes normalvektoros egyenletét:

(z,9)- 3, 7)=(1,2)-(3, 7 = 3o+Ty=1-3+2-7T=3+14=17

Tehat a normélvektoros egyenlet: |3z + 7Ty = 17| Ahonnan y-ra vald

atrendezéssel le tudjuk olvasni a meredekséget és tengelymetszetet (lasd
el6z6 feladat):

1 1
3z+7y =17 = Ty=17-3z = y:;—%x = m:—%, b:77.

6.4. Feladat:  Milyen meredekségli a (—1, 7) és (4, 3) pontokat
Osszekoto egyenes?

A helyes valasz: (A)

6.5. Feladat: Az aldbbi lehetéségek koziil, melyik adja meg helyesen
az (1, 5) és (4, —3) pontokat Gsszekotd egyenes egyenletét?

23 8 23 8
(B) 8z + 3y = 23. (D) 8z — 3y = 41.

A helyes valasz: (B)

6.6. Feladat: Figyelje meg a grafikont!
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Az aldbbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen a grafikonon
szereplO egyens egyenletét?

(A) y=2z+1 (C) 22 —y =0.
(B) -2y =2 (D)y:%x—i-l.

A helyes véalasz: (B)

6.7. Feladat: Figyelje meg a grafikont! Az aldbbi lehetOségek koziil
melyik adja meg helyesen a grafikonon szerepl6 egyenes meredekségét?

(A) m=—1.
1
(B) m = —3
(C) m= -2
— (D) m = 2.

—91

—3

4

A helyes valasz: (C)

7. Derivalas

7.1. Feladat: Az alabbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen
az y = x° + 9 kifejezés derivaltjat?

d d
(A) £:3SL’2+9 (©) ﬁz&’n?’
dy dy 1
B) -2 = 322 D) == = -g*
( )dx 3 ( )dx 12 +c
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A helyes véalasz: (B)

7.2. Feladat: Az alabbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen
az y = bx? 4 3 kifejezés derivaltjat?

dy dy
(A) i 10x + 3 (©) i 10z
dy dy 5
(B) dx Oz (D) dx 3:3 te

A helyes valasz: (C)

7.3. Feladat: Az alabbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen
az y = x5 4 322 — 7 kifejezés derivaltjat?

d d
(A)£:3SL’2+6SL’—7 (C)£:3SL’3+6SL’2

d 4
(B)£:3x2+6:ﬁ (D) ﬁ:%”wg‘”

A helyes valasz: (B)

7.4. Feladat: Az alabbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
a g(x) = J/x fuggvény derivaltjat?

(A) ¢'(z) = V1. (©) ¢(x) = ——.
3 3vV/x2

(B) ¢'(x) = > ¥/at.
T D) (x) = 3V,

A helyes valasz: (C)

7.5. Feladat: Az alabbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
a f(t) = V't fiiggvény derivaltjat?
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A helyes vélasz: (D)

7.6. Feladat: Az alabbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen
a Y(x) = /x figgvény derivaltjat?

&) Vi) =1 (©) ¥(2) = 2ViE.
BV =50 (D) (x) = 5 Va2

A helyes valasz: (B)

7.7. Feladat: Az alabbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen

1
az y = —; kifejezés derivaltjat?
x

dy 2 dy 2
A _— = —— _— = ——
(A) dx x3 (©) dx x
dy 2 dy 1
B) Y _ < D) Y- _—
(B) de a3 (D) dx 2z

A helyes valasz: (A)

7.8. Feladat: Az alabbi lehetGségek koziil melyik adja meg helyesen

az T =13 kifejezés derivaltjat?

dx 4 dx 3
A _— = — — —_— = — —
( ) dt t2 (C) dt t4
dx 1 dx 3
B) — =—— D) —=—
( ) dt 3t2 ( ) dt t4
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A helyes valasz: (C)

7.9. Feladat: Az aldbbi lehetdségek koziil melyik adja meg helyesen

az y = — kifejezés derivaltjat?
x

dy dy 1
(A) gz =z ©) &= =

dy 1 dy 1
B) W _ D) W~
(B) dr  x2 (D) dx 2x2

A helyes valasz: (C)

7.10. Feladat: Az aldbbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen
az f(z) = 42® — 72?2 — 122 + 17 fiiggvény mdsodik derivaltjat?

(A) f"(z) = 1222 — 14z — 12. (C) f'(z) = 24z — 14.
(B) f"(z) =12z — 14. (D) f'(x) =42z —T.

A helyes valasz: (C)

7.11. Feladat: Az alabbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen
az f(t) = 2t=3 — 3t=2 — 9 fiiggvény mdsodik derivaltjat?

(A) f'(t) =24t7° + 18t~ 4. (C) f"(t) =12t —6.
(B) f"(t) = —6t~* +6t73. (D) f"(t) = 24t75 — 18t~4.

A helyes valasz: (D)

7.12. Feladat: Az alabbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen
az Y(t) = —4t* + 3t=2 + 16 fiiggvény mdsodik derivaltjat?

(A) " (z) = —16t> — 673, (C) "(x) = —48t% — 18t~4,
(B) o"(x) = —48t% + 18t~4. (D) ¥"(x) = —16t2 + 18.
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A helyes véalasz: (B)

7.13. Feladat: z mely értékei esetén lesz az y = 22 — 6z + 5 gorbe
meredeksége zérus?

(A) z=5ésx=1. (C) z=5.
(B) = = 3. dy
dz

A helyes valasz: (B)

7.14. Feladat: z mely értékénél van az y = 223 — 1222 — 30z + 15
gorbének helyi maximuma?

(A) z=5. (C) z=-1.
(B) z=2. (D) =

A helyes valasz: (C)

7.15. Feladat: 1z mely értékénél van az y = 423 — 1822 + 24z — 6
gbrbének helyi minimuma?

(A)
(B) @

O N

A helyes valasz: (A)

8. Integralas
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8.1. Feladat: Az aldbbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
az 3 + 9 kifejezés primitiv fiiggvényét?

(A) /J;3+9da::3a:2+c (C) /x3+9dm:x4+9x

1 1
(B) /:U3+9d:n:3$4+9:v—|—c (D) /:U3+9d:v:43:4+9$—|—c

A helyes vélasz: (D)

8.2. Feladat Az alabbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
az o3 kifejezés hatarozatlan integraljat?

(A) /xédx:i:cg—i-c (C) /wflsdx:
(B) /$§d$:§x§+c (D) /wéd:r:

Wl N W

A helyes valasz: (A)

8.3. Feladat: Az aldbbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen

3
az — kifejezés hatdrozatlan integraljat?

/dt +c /dt _7_1_0

(B)/th 3+c (D)/tht 9+c

A helyes valasz: (A)

8.4. Feladat: Az aldbbi lehetOségek koziil melyik adja meg helyesen
3
az / (t> — 3t +2) dt hatdrozott integrél értékét?
1
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(A) 24. (B)

Wl oo

A helyes valasz: (C)

8.5. Feladat: Az alabbi lehet6ségek koziil melyik adja meg helyesen
2

az / (t_2 — 3t + 2) dt hatarozott integral értékét?
1

11 51 107 34

B) < (©) (D) =.

(A) 8 8 16 9

A helyes valasz: (A)
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HOTAN

A fejezetben kézzétett feladatok megolddsa és a megolddsi utmutatdk tanulmdnyozdsa

sordn a hallgaté

>

megismeri a termodinamika alapveté térvényeit, a kondenzdlt anyagok
hétdaguldsara és az idedlis gdzok dllapotvdltozdsaira érvényes alapveté
Osszefliggéseket,

elsajdtitia a kiilénb6z6 hétani feladatok megolddsi modszereit, a termodinamika
térvényeinek alkalmazdsdt, felismeri a problémdk mégétt rejlé folyamatokat és
6ndlléan old meg tipusfeladatokat,

a feladatok megolddsa sordn szerzett tapasztalatait — szakmai segitséggel —
bonyolultabb termodinamikai problémdk esetén hasznositja

Hoémérséklet, hétagulas

Eléregedett Celsius-h6mérénk olvadd jégben a, forré viz gbzében b
hémérsékletet mutat. Mekkora a valédi hémérséklet, ha a héméré ¢ fokot
mutat?

Celsius-héméré t hémérsékleten A, 100 °C-on B értéket mutat. Milyen
hémérsékletet jelez olvadd jégben?

Fahrenheit-h6mérénk 0 °C-on a, 50 °C-on b értéket jelez. Mennyi a
hémérséklet °C-ban, amikor ¢ értéket mutat?

Egy higanyos hémérébe 0 °C-on 200 mm? higanyt téltiink, a csé atmérdje
0.15 mm. Mekkora tavolsagra kell felrajzolnunk az egyes fokbeosztasokat a
héméré  skalajan? A  higany térfogati hd&tagulasi  egylitthatdja
£=1.8x10"1/°C

Alkoholos hémérénk kapillarisdnak atmérGje 1 mm. Ha a h6mérséklet 283 K-
ré6l 313 K-re emelkedik, a folyadékoszlop magassaga 2 cm-rel emelkedik.
Mennyi a hémérGben levé alkohol térfogata 283 K-en, ha hétagulasi
egyUtthatdja 1.1x10™ 1/°C? Az liveg h6tégulasatdl eltekinthetiink.

Egy vasuti sin hossza 0 °C-on hitelesitett mér&szalaggal mérve 25 °C-on 24 m.
Mekkora a sin tényleges hossza, ha a mér&szalag anyagdnak linearis hétagulasi

egyltthatdja o =1.2x107°1/°C
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Egy B térfogati h6tagulasu anyag s(rlisége 0 °C-on po. Mekkora a slrlisége t
fokon?

Mekkora h6mérsékleten lenne egy rézgolyd térfogata 0.15 %-kal tobb, mint

20 °C-on? A réz linedris h6tagulasi egyltthatdja: o, =1.62x107°1/°C

Egy 1kg-os és egy 2 kg-os, kezdetben azonos hémérsékletli vaskockaval
azonos mennyiségd Q h6t kozlink. Melyiknek lesz nagyobb a
térfogatvaltozdsa? A  hdétaguldsi  egyltthatd ~ hémérsékletfliggése
elhanyagolhato.

Egy A alapteriletli, fligg6leges tengely(i aluminium hengerben
szobah6mérsékleten h =5cm magassagig viz van. Mennyivel valtozik a
hidrosztatikai nyomas az edény aljan, ha a rendszer hémérsékletét 40 °C-ra
emeljik? Az edény hGtaguldasatdl tekintsiink el. Hogyan valtozik a
hidrosztatikai nyomas az edény aljan, ha az edény h6tagulasat is figyelembe
vesszik?

Aluminium kocka élhossza 50 °F-on 5 cm. Hany szazalékkal lesz nagyobb a

térfogata 68 °F-on, ha a linearis h6tagulasi egyitthaté o = 2.4x107°1/°C ?

10 cm sugard aluminium golyd 80 °C hémérséklet(i. A golyét 80 °C-os vizbe
meritjik Ugy, hogy a viz teljesen ellepje és erémérével megmérjik a sulyat.
Ezutan a testet hideg vizben 20 °C-ra hdtjik és ismét megmérjiik a sulyat a
20 °C-os vizben. Melyik esetben és mennyivel mutat tobbet az er6méré?

A 20 °C-os és a 80 °C-os viz slrlségét vegylik tablazatbdl, az aluminium
stir(isége 18 °C-on 2702 kg/m3, linedris hétagulasi egyltthatdjat vehetjuk a
hémérséklettdl fiiggetlenil o = 2.4x107°1/°C -nak. g = 10 m/s?

Az dbrdan l|athaté kozleked6edényben viz
van. Melyik irdnyba kezd folyni a viz, ha
felmelegitjik? Az edény hdtaguldsatol
eltekinthetiink.

Két kiilonb6z6 anyagbdl készilt rud h6tagulasat vizsgaljuk. Az A jell rdd hossza
negyede, hétagulasi egyltthatdja 3/2-szerese, h6mérsékletvaltozdsa pedig
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3/4-szerese a B jelii rud megfelel6 paramétereinek. Az hosszvaltozasok
Osszege 2.05 cm. Hatarozzuk meg az egyes rudak hosszvaltozasat!

Rézbdl és vasbdl bimetdl hékapcsoldt készitlink. A vékony és keskeny, 0 °C-on
20 cm hosszu fémlemezeket egymassal pdarhuzamosan oOsszeragasztjuk és
egyik kozos véglket rogzitjik. A lemezek kozti dllandd tavolsag 3 mm. Mekkora
tdvolsdggal hajlik le a bimetal masik vége, ha a rendszert 500 °C-ra melegitjik?

ag, =1.62x10°1/°C, ap, =1.17x107°1/°C

10 °C-on tele tankoltuk az 55/-es Uzemanyagtartalyt, de elfelejtettiik
visszarakni a tanksapkat. Mennyi benzin folyik ki a tartdlybdl, ha a h6mérséklet
napkodzben 30 °C-ra emelkedik?

ﬂbenzin = 9'5X10741/0C1 ﬂtartély = 3-5X10751/OC

Mekkora feszitGerd |1ép fel egy 10 cm? keresztmetszetii acélriadban, ha 1 °C
leh(iléskor megakaddlyozzuk az 6sszehlzdéddsat? Az acél Young-modulusa

Y=200 GPa, linedris h6tagulasi egyutthatdja @ =1.2x10°1/°C .

Ezlist dobozon levs, 50 mm atmérdjl lyukon szeretnénk atejteni egy réz
golyét, melynek atmérGje 50.1 mm. Ha csak a dobozt melegitjik, hany fokkal
kell megemelni a hémérsékletét, hogy a réz golyd beleessen a lyukba?
Mekkora h&mérsékletvaltozasra van sziikség, ha a doboz és a golyd
hémérsékletét egyforma mértékben néveljak?

@y =1.8x10°1/°C, @, =1.7x10°1/°C

Egy 0 °C-on 5m keriletl acél kerék 100 km-es uton mennyivel fordul
tébbet -10 °C-on, mint +30 °C-on? Az acél linearis hétagulasi egyltthatdja
a=12x10"°1/°C

Higannyal t6ltott nyomdasmérénket 0 °C-on kalibraltuk. Mekkora a légnyomas
valddi értéke, ha 25 °C-on a barométer 767 torr nyomast mutat? A sargaréz

skala linearis hétagulasi egyttthatdja o =1.84x107°1/°C, a higany térfogati
hétagulasi egyttthatéja f=1.8x10"1/°C .
Matematikai ingdnk egy acélhuzalon fliggé pontszerl, m témegl golyé. Az

ingdt 15 °C-on készitjik el. Mekkora acélhuzalra van szlikséglink, ha azt
szeretnénk, hogy a lengésid6 1 s legyen? Naponta mennyit siet/késik az inga
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0 °C-on, ill. 30 °C-on? A nehézségi gyorsulds: g =10 m/s?, az acél linearis

_ 51 /o0
hétaguldsi egyltthatdja a=1.2x1071/°C

Ingank egy m tomeg( kiterjedt test, mely 0 °C-on a tomegkozéppontjatdl do
tdvolsdgra levé tengely koril leng. A forgastengelyre vonatkoztatott
tehetetlenségi nyomaték 0y, a lengésid6 To. Mekkordk lesznek ezek az értékek
30 °C-on, ha az inga anyaganak linearis h6tagulasi egyltthatdja a?

Az invar egy specialis vas-nikkel 6tvozet, melynek h6taguldsi egyltthatdja kicsi,
alkalmazasa nagy pontossagl mdszerekben és extrém hdémérsékleti
korilmények (pl. Grkutatds) kozott elterjedt. Vizsgaljuk meg az el6z6
feladatokban szerepl6 matematikai és fizikai ingak viselkedését, ha acél helyett
invar  Otvozetet hasznalunk, melyre a hé&tagulasi egyitthaté
a=12x10°1/°C! Mennyi id6 alatt siet/késik az invarbdl készilt

matematikai, ill. fizikai inga 30 °C-on 1 s-ot 0 °C-hoz képest?

Idedlis gazok allapotvaltozasai, I. fotétel

24,
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Bizonyitsuk be, hogy idealis gdz izobdr allapotvaltozdsa esetén nem lehetséges,
hogy a rendszerrel kdzolt hé fele-fele aranyban térfogati munkara ill. a belsé
energia valtozdsara forditodik!

Egy edényben 14 g nitrogén és 9 g hidrogén van, a hémérséklet 10 °C, a
nyomds 10 atm. Mekkora az edény térfogata?

Gomb alaku léggdmbiinkben 5.374 g He van. Mekkora a léggdémb sugara, ha a
hémérséklet 27 °C, a nyomas 10° Pa?

Mennyi a Kr atomsulya (molaris tomege), ha normal allapotban a stirlisége
3.749 g/I?

Héliummal toltott Iéggdmbjeink a rossz elkotés miatt idGvel leeresztenek. A He
hany szazaléka szabadult ki, ha allandé kiils6 nyomas és hémérséklet mellett
egy léggdmb sugara 40 cm-r6l 35 cm-re csokkent?

Egy t6 felszinén a h8mérséklet 30 °C, a légkodri nyomds 10° Pa. Egy felszalld
buborék atméréje itt 3 mm. Mekkora volt a buborék sugara 10 m-es
mélységben, 15 °C-on?

Felll nyitott, alul zart, A keresztmetszet( ivegcs6ben h hosszusagu higanyszal
zér el h hosszUsagu levegBoszlopot. A légkdri nyomas py = 10° Pa = 76 Hgem.
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Mekkora a higanyszal hossza, ha a csévet nyitott végével lefele forditva a
leveg6oszlop hossza masfélszeresére valtozik? A folyamat koézben a
hémérséklet nem valtozik.

Idedlis gaz két allapotardl a kovetkez6ket tudjuk: a masodik allapotban a
nyomas kétszerese az elsé allapotbeli nyomasnak, a térfogat masfélszerese az
elsé dllapotbeli térfogatnak. Az anyagmennyiségek ardnya megegyezik a
térfogatok ardnydnak reciprokdval. Mennyi a gaz hémérséklete az elsé
allapotban, ha a masodik allapotban T = 450 K?

Egy kozleked6edényben az dbrdn lathaté médon

higany zarja el az oxigén gdzt. Mekkora a gaz
nyomdsa? Hany szazalékkal néhet a gaz
térfogata, hogy a higany ne csorduljon ki a nyitott
végen?  Hanyszorosara kell emelni a

hémérsékletet, hogy a higany a bal oldali csé
tetejéig érjen? Hogyan valtozik a feladat
megolddsa, ha oxigén helyett hélium van a
tartalyban? Adottak az abrdn jelolt mennyiségek,

a higany s(r(isége és a kiils6 légnyomas értéke.

Gazkeverékiink 12 g héliumbdl és 28 g nitrogénbdl all. Mennyivel csdkken a
keverék belsé energiaja, ha lehdtjuk 15 °C-kal?

Héliumbdl és hidrogénbdl allé gazkeverékiink allandé nyomason tagul, a belsé
energia valtozdsa 1.8-szorosa a taguldsi munkanak. Hatarozzuk meg a keverék
Osszetételét!

2 mol egyatomos gdzzal 5 kJ hét kozlink, ekdzben a gaz 7.5 kJ munkat végez.
Mennyi lesz a gaz h6mérséklete a végallapotban, ha a kezdeti allapotban 500 K
volt?

Bizonyos mennyiségl idedlis gazzal allandd térfogaton 12J hé6t kozlink,
melynek hatdsdra h6mérséklete 5 °C-kal emelkedik. Ugyanezt a gazt allandd
nyomason melegitve 40 J sziilkséges ahhoz, hogy a h6mérsékletet 10 °C-kal
emeljik. Milyen és mennyi gaz lehet a tartalyban?

Idedlis gazt allandé nyomason melegitve a gaz altal végzett munka 100 J. A gazt
visszavisszilk eredeti allapotaba, majd allandé térfogaton melegitjiik
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ugyanarra a véghémérsékletre. A két folyamat sordn kozolt h6 ésszesen 600 J.
Mennyi a gdz szabadsdgi fokainak szama?

1 mol hidrogéngdz kezdeti h6mérséklete 320 K. A gdzzal olyan folyamatot
végeztetlink, mely soran térfogata kétszeresére né Ugy, hogy a folyamatot a
p-V diagramon egy egyenes szakasszal abrazolhatjuk. A folyamat végén a gaz
hémérséklete 240 K. Mennyi a folyamat soran felvett/leadott h6mennyiség?

1Imol, egyatomos idedlis gaz két »
izoterma kozt az 1-es izobar és a 2-es
folyamatot végzi, ahol a nyomas
egyenesen aranyos a térfogattal.
Hatdrozzuk meg az egyes P

folyamatokra a gaz mélhgjét! . 2

T

v, Y, v

20 l-es, jol zarhatdé tartdlyban hélium van, melynek hémérséklete 20 °C,
nyomdsa 10° Pa. A tartdlyban egy 200 W-os f(it6szal nyulik be, melynek
hatasfoka 70 %. A flit6szalat 1 percre bekapcsoljuk. Mekkora lesz a gaz
nyomdsa és hGmérséklete a melegités utan? Mennyiben valtozik a feladat
megoldasa, ha hélium helyett nitrogén van a tartalyban?

A keresztmetszet(i, felUl nyitott tartdlyban egy m témegl dugattyd Vo
térfogatl, To h6mérsékletli gazt zar el, a kiils6 nyomas px = 10° Pa. Mennyi a
gdz anyagmennyisége? Mennyivel emelkedik fel a dugattyd, ha a
hémérsékletet az eredeti h6mérséklet kétszeresére noveljik?

1| térfogatu gazkeverék hidrogénbdl, oxigénbdl és héliumbdl all. 300 K-en az
egyes O0sszetevGk parcidlis nyomdsai: pu2=935 torr, po2=187 torr, pue=374 torr.
Mennyi az egyes gazok tomegaranya?

Egy 4x4x2.5 m-es, tokéletesen szigetelt szobdban a hémérséklet 20 °C, a
nyomas 10° Pa. Mennyivel né a nyomas, ha 1 / vizet elektrolizissel hidrogénre
és oxigénre bontunk?

Hidrogén és argon keverékével allandé nyomason 13 kJ hét kozlink, a gaz
ekozben 4 kJ munkat végez. Mekkora a két gaz mennyiségének aranya?
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Idedlis gaz az dbran lathatd korfolyamatot végzi. A
korfolyamat melyik részén né és melyik részén

csokken a nyomas?

30 l-es tartélyban 25 °C hémérsékletl, 3x10° Pa nyomasu levegd van. Mekkora
lesz a nyomas, ha hozzdadunk 0.25 kg leveg6t? A rendszerrel 15 kJ h6t kozllnk.

Mekkora lesz a h6mérséklet és a nyomas? A levegd molaris témege 29 g/mol.

Kétatomos gaz nyomasa 600 kPa. Mennyi lesz a nyomasa, ha térfogatat a)

izotermikusan, b) adiabatikusan haromszorosara noveljik?

Idedlis gz az dbrdn lathatd korfolyamatot
végzi. A ZX szakasz milyen hémérsékleti
pontjaban lesz a gdz nyomasa ugyanakkora,
mint az Y allapotban? Adatok: T,=373K,
Vi=5dm? T,=273K, V,=12 dm>.

kezdeti
allapotaban (A) 1 m?, nyomasa 250 kPa. A

Egyatomos gaz térfogata

gazzal az dbran lathaté korfolyamatot
végeztetjik. A gdz el6szor adiabatikusan
térfogatdnak hdromszorosdra tagul, majd
allandé térfogaton melegitve hmérsékletét
ismét az eredeti értékre noveljik. A
harmadik szakaszban a gaz izotermikusan

visszajut eredeti allapotaba. Mekkora a gaz

V

Y

X
0o T

A
Pa
Pc C
Pg B
Vv
VA VB

nyomadsa a B és C pontokban? Mennyi munkat végzett a gaz és mennyi a felvett

hémennyiség a korfolyamat soran?
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1 mol egyatomos gdz az abran lathatd D
korfolyamatot végzi. Az A->B szakasz
izotermikus, a B->Cizochor, a C->A folyamat
pedig adiabatikus. A h6mérsékletkilonbség
a B és Caéllapotok kozt AT. Mennyi a hasznos
munka, ha a kérfolyamat hatasfoka n?

Egy 20 | térfogatd, 50 cm magassagu tartalyban 0 °C h6mérsékletl O, van. Az
oxigén sir(isége ezen a h6mérsékleten és légkéri nyomason p = 1.43 kg/m>. A
tartalyt egy 100 kg tomegli fedé zarja le, amit még F=11kN erbvel is
nyomunk. A gazt felmelegitjliik 273 °C-ra, ekkor épp megemeli a fed6t. Mennyi
O, van a tartalyban?

Egyatomos gdz az dbrdn lathatd p
korfolyamatot végzi. Az 12 szakaszon a gz P2
nyomasa egyenesen aranyos a térfogataval,

A 2 dllapotban a térfogat kétszerese az 1 1

. v s . P
allapotban levé térfogatnak. Mennyi a ' vV

korfolyamat hatasfoka? V, Vv,

Az dbrdn lathatd korfolyamatra az 1-2-4-1 p
utvonalon a hatasfok s, a 2-3-4-2 Utvonalon
nz. A 2-es és 4-es allapotok egy, az origon
atmend egyenesen helyezkednek el. Mennyi &
a korfolyamat hatadsfoka az 1-2-34

P3 3
utvonalra szamolva? v




54,

55.

56.

57.

58.

59.

Egyatomos gdz az dbrdn lathaté v 4 L
kérfolyamatot  végzi. Az I-es Vi P1
allapotban a térfogat kétszer akkora,
mint a 2-es &llapotban. Abrazoljuk a v, :
korfolyamatot a p-V diagramon! 0
2
v, .
A <
T, T, T

Egy 3 kg tomegli lomgolyé 3 m hosszu, sulytalan fondlon fligg. Egy m tomegd,
Vo vizszintes sebességgel haladd, a nagy golyéval azonos hémérsékletd
O6lomlovedék pontosan kozépen talalja el a golyot és belefurodik. Afonal 8.71°-
kal kilendil és az 6lom 1.597 °C-kal felmelegszik. Mekkora a I6vedék tomege
és kezdeti sebessége? Az dlom fajhSje 130 J/(kg K), g = 10 m/s>.

2V térfogatu hdészigetelS tartdlyt egy rogzitett, hGszigetel6 fal oszt két
egyforma térfogatd részre. A tartdly egyik felében p; nyomasu, T;
hémérsékletli, a masik felében p, nyomdsu, T, hémérsékletli egyatomos gaz
van. Mekkora lesz az egyensulyi nyomas és hémérséklet, ha kivessziik a falat?

Bizonyos mennyiségli He gaz az abran 1
lathatd folyamatot végzi. Mennyi hét vesz

2
fel a gaz?

P1

A vV, V

2V térfogatu hészigetel6 tartdlyt egy rogzitett, hészigetel6 fal oszt két
egyforma térfogatu részre. A tartdly egyik felében p; nyomasu, T;
hémérsékletl, n; anyagmennyiségl He, a masik felében p, nyomasu, T,
hémérsékletli, n, anyagmennyiségli H, gdz van. Mekkora lesz az egyensulyi
nyomas és hémérséklet, ha kivessziik a falat?

1 mol egyatomos gdzzal 100J hét kozliink. A tagulasi folyamat sordn a gaz
nyomadsa aranyos a térfogataval. Mennyi munkat végez a gdz és mennyi a belsé
energia valtozdsa?
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0.5 mol kétatomos gdz h6kozlés hatdsdra tagul, a folyamat kézben nyomasa
aranyos a térfogatdval. Mennyi a gdz altal végzett munka és a kozolt hé
hanyadosa?

Fugg6leges tengelyli, A=50cm? alapteriileti hengeriinkben 0.1 mol
egyatomos gaz van, melyet egy kdnnyen mozgé, sulytalan dugattyu zar el a
kulvilagtol. A dugattyut egy D =1000 N/m rugdallanddji rugd kapcsolja az
edény aljahoz. A rugd Tp = 273 K h6mérsékleten nyujtatlan, a kiils6 légnyomas
p« = 10° Pa. Mennyi hét kell kdzolnink a gézzal, hogy h6mérsékletét 260 K-rél
300 K-re emeljik?

1 moélnyi idedlis gdz térfogatdt m-szeresére noveljik ugy, hogy az
. . / / ’ /2 . ;. ; , 2
allapotvéltozas soran a géz nyomdasdra mindvégig érvényes a p=a/V

Osszefliggés, ahol a dllandé. Mennyi a bels6 energia valtozdsanak és a leadott
hének az aranya?

Idedlis gdz nyomdasanak térfogattdl vald fiiggése p(V)= p, —aV, ahol po
pozitiv, a pedig tetsz6leges valds szdm. Mekkora a maximalis h6mérséklet a

folyamat soran?

Ismeretlen, 1 mol anyagmennyiség(i, 450 K h6mérsékletli idedlis gaz térfogatat
kétszeresére noveljiik ugy, hogy nyomdsa az el6z6 feladathoz hasonldan
térfogata négyzetével forditottan aranyos. A folyamat koézben a gdz belsé
energidja 4677 J-lal cs6kken. Milyen gazrdl van sz6? Mennyi munkat végez a
gaz a tdgulas soran?

Idedlis gzt ugy nyomunk 0ssze Vo -rél V; térfogatra, hogy kézben a nyomas és

térfogat kozti kapcsolatra érvényes a pV “ =allandd &sszefiiggés. Mekkora

lehet az a allandé kétatomos gazra, ha a folyamat sordn a gaz hét ad le,
mikozben hémérséklete emelkedik?

Egyatomos idealis gaz az dbrdn lathato P 4

folyamatokat végzi. Az 1-2-3 Uuton a 3) 2)
felvett/leadott hémennyiségek elGjeles 3P

osszege ZQ =15/2-p,V,. Hatdrozzuk

meg x értékét! Pa 1)
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Két, egyenként V, térfogatu idealis gdzt tartalmazd tartalyunkat egy
elhanyagolhato térfogatu cs6 koti 6ssze. Kezdetben mindkét tartaly Tp = 300 K
hémérsékletd. Hogyan valtozik az egyik tartalyban levé gaz mennyisége, ha a
masik tartdly hémérsékletét T; = 450 K —re emeljik, mikdzben az elsé tartaly
hémérséklete nem valtozik?

Hany szazalékkal valtozik a gdz nyomdsa az el6z6 feladatban?

Zart tartdlyban levs, kezdetben 300K hdémérsékletli, 105 Pa nyomdsu
kétatomos gazt 1200 K-re melegitlink. A gaz 10 %-a disszocial, azaz atomjaira
bomlik. Mekkora lesz a végsé nyomds, ha kezdetben 1 mol kétatomos gaz volt
a tartdlyban?

To h6mérsékletd tartdlyunkban egyatomos és kétatomos gazok keveréke van.
Kezdetben a kétatomos gaz anyagmennyisége kétszerese az egyatomosénak.
Az edényt egy olyan pordzus membran valasztja el a kilvildgtdl, melyen csak
az egyatomos gazok tudnak atjutni. Mekkora hémérsékleten tavozik az 6sszes
egyatomos gdz a tartdlybdl? Mekkora hémérsékleten van a tartdlyban az
egyatomos gaz eredeti mennyiségének mar csak 40 %-a?

Kalorimetria, halmazallapot-valtozasok

71.

72.

73.

74.

75.

1 kg 0 °C-os jeget tesziink 2/ 30 °C-os vizbe. Mi lesz az allapot az egyensuly
bedllta utdn? A viz fajhSje 4.18 kJ/(kg-K), s(rlisége 1 kg/dm?, a jég olvadash8je
333.4 ki/kg.

Elhanyagolhatd hékapacitasu kaloriméterben 100 g jég van. Radntiink 150 g,
50 °C-os vizet. Mennyi lesz a végsé hGmérséklet?

20 °C-os laborban allé kaloriméterbe 100 g 60 °C-os vizet és egy 10 g tomegd,
0 °C-os jégdarabot tesziink. Az egyensulyi h6mérséklet 45 °C lesz. Mennyi a
kaloriméter vizértéke?

2| vizet melegitink egy 1500 W-os vizforraléval, melynek hatasfoka 0.8.
Mennyi id6 alatt forr fel a viz, ha kezdeti hémérséklete 25 °C?

Melyik esetben viéltozik tébbet a viz térfogata? Ha 3 °C-rdl, vagy ha 6 °C-rdl
hdtjuk 0 °C-ra?



76.

77.

78.

79.

80.

81.

Vodorben levé 0 °C-os viz-jég keverék tomege 10 kg. A vodrot bevisszik a
meleg szobdba és folyamatosan mérjik a keverék h6mérsékletét. A mérés
eredményét az dbrdn lathatjuk. Mekkora volt kezdetben a jég tomege? A
sziikséges adatokat vegyiik az 53. feladatbdl.

2°C
1°c 4+ /
0°C

' s ' s I {
t 1 t 1 T T

10 20 30 40 50 60

1d6 [perc]

20 °C-os szobdaban levé kaloriméteriinkben mar 1 napja 100 g viz van. Ha a
kaloriméterbe 60 g, 50 °C-os vizet dntiink, a kialakulé egyensulyi h6mérséklet
30 °C lesz. Mennyi a kaloriméter vizértéke?

Azonos tomegl, T;, T, T; h6mérsékletld vizmennyiségeket Osszedntlink.
Mennyi lesz a kialakuld egyensulyi h6mérséklet?

Oldjuk meg az 78. feladatot n szamu, azonos tomegli, azonos fajhdjl
folyadékra!
Mi lesz az egyensulyi h6mérséklet, ha n darab, m; témeg(, T; hémérsékletd,

azonos fajhdj(i folyadékot sszedntiink? (i =1,...,n)

Bizonyos mennyiségli energia befektetésével -10 °C-os jeget -2 °C-ra
melegitlink. Ezutan még 20-szor ugyanennyi energiat kell befektetniink, hogy
az Osszes jég elolvadjon. Mennyi a jég olvadashdéje, ha a fajhéje 2.1 kJ/(kg-°C)?



Megoldasok, megoldasi utmutatdék

Hoémeérséklet, hétagulas

1.

H6mérénkon az olvadd jég és a forrd viz g6zének h6mérséklete kozti 100 °C
kiilonbség b-a. Egyszer( megfontolasbdl adédik, hogy

cra__t . y_1000cSZ?
b—a 100°C b-a
Az el6z6h06z hasonldan kaphaté, hogy
_A-100-B-t
100-t
t, =50°c. 2
b—a

A fokbeosztasok tdvolsdgat megkapjuk, ha az 1 °C hémérséklet-emelkedés
hatdsara létrejové térfogatvaltozast osztjuk a cs6 keresztmetszetével:
Ah =2.037 mm

A folyadék térfogatvaltozasa a h6tagulas hatdsara:
AV =V, BAT ,

ahol 8 a térfogati h6tagulasi egyltthato, Vp pedig a keresett térfogat. Ugyanez
atérfogatvaltozas megegyezik a kapillaris keresztmetszetének és az emelkedés
magassaganak (Ah) szorzataval, tehat

d?r

V,BAT == Ah

A feladatban megadott adatokkal V, = 4.76 cm® adédik.
A sin valddi hossza az a méret, amelyre a mérGszalag 24 m-es hossza 25 °C
hémérséklet-emelkedés hatasara megnyulik: / = 24.0072 m

Az anyag tomege nem valtozik, ezért a két hémérsékleten felirt térfogatbdl a
keresett striség:
__Fo

1+ pt

A feladat szOvege szerint a relativ térfogatvaltozas:

o



10.

11.
12.

AV—V =3aAT =0.0015,

amibdl

~0.0015
3o

AT =30.9°C

tehat kb. 51 °C-on.

A Q h6mennyiség hatasara létrejové h6mérséklet-emelkedés:

Q=cmAT = AT :g,
cm
ahol ¢ a vas fajh6je, m pedig a tomege. A térfogatvaltozds AT
hémérsékletvaltozas hatdsara:
Q _V, pQ pQ
AV :VOﬁAT :VOIB_ =—O— = 100 -
cm m C C
ahol 8 a térfogati h6taguldsi egyitthatd, po pedig a test kezdeti sirlsége.

Lathato, hogy a térfogatvaltozas nem fligg a vasdarabok tomegétél.

’

A feladat megoldasahoz semmiféle szamoldsra nincs sziikség. A V térfogatu, h
magassagu folyadékoszlop hidrosztatikai nyomasa:
m V mg

p=pgh= v g AT A
A melegités sordn mind a térfogat, mind a s(rliség valtozik, viszont ezek a
valtozasok kiegyenlitik egymast. Mivel sem a folyadék tdmege, sem az edény
alapteriilete nem valtozik, a fentiek miatt az edény aljan a nyomds sem
valtozik.
Ha az edény hdétaguldsat is figyelembe vesszik, akkor a fenti 6sszefliggés
nevez6je né az aluminium hétaguldasa miatt, igy az edény aljdn mérhetd
hidrosztatikai nyomas csékken.

AV/V0=0.072%

Avizbe martott aluminium gémb sulya megegyezik a ra hatd nehézségi erének
a felhajtéerdvel csokkentett értékével:

S=mg—Fy =pxVa9—p;Va0 = (IOAI ~ Puiz )VAI g

Tablazatbdl a 20 °C-os és 80 °C-os viz slrlisége:



13.

14.

P 0 = 998.23kg / m?
Puzgo =971.83kg / m?

Az aluminium s(rlségét 20 és 80 °C-on a 18 °C-os slirliségbdl kiszamolhatjuk,
hiszen tdmege valtozatlan, igy:

m m Po

Pr :V_T :Vo (1+305(T —To)) i (1+3a(T _TO))

ami alapjan
Paizn = 2701.61kg / m®
Paigo = 2689.99kg / m®

Feltehetjiik, hogy a feladatban szerepl6 sugar a 80 °C-os éllapotra vonatkozik,
tehat 80 °C-on a golyé sulya:
3
Arry,
3

20 °C-ra h(itve a golyd térfogata is csokken, amit egyszerlbben a sugar linedris
hétaguldsabol szamolhatunk:

fy = Iy (1— AT ) = 0.099856m = 9.9856 cm

Seo = (IOAI,BO - pviz,SO) g=71970N

20 °C-on tehat a golyd sulya
3
4rry,
3
A test sulya tehat a 80 °C-os allapotban nagyobb.

Sz = (pAI,ZO _pviz,20> g=71.043N

Melegités hatdsara a folyadék tdgul, mindkét edényben megemelkedik a
vizszint. Mivel azonos térfogatvdltozas a jobb oldali edényben magasabb
vizszintemelkedést okoz, ezért ott nagyobb lesz az edény aljan a hidrosztatikai
nyomds, mint a bal oldali edényben. A viz egy része tehat a jobb oldali
edénybdl a bal oldali felé fog elindulni.

Az egyes rudakra vonatkozé adatokat A és B indexekkel jeldljiik. irjuk fel az A
rud hosszvaltozasat:



15.

16.

17.

1, 3 3 9 9
Al, =1,a,AT, :ZIB EQB ZATB =§|BQBATB = 3—2A|B

Tudjuk, hogy a hosszvaltozdsok 6sszege 2.05 cm, tehat

Al= AL + Al = Al (142 =22 A1 —2.050m,
2) 2

amibél Al; =1.6cm, majd Al, =0.45¢cm adddik.

A hétaguldas miatt a rézlemezke =

hossza nagyobb mértékben

valtozik, mint a vasé, ezért a "E‘: 77777777777777777777777 L"‘\‘h
bimetal koriv alakban meggdrbiil. :_;:i 777777777
Felmelegités utan a két lemez egy- T

egy korivet alkot, melyek sugarai
kilonbsége 3 mm lesz. Szamoljuk ki a lemezek hosszat 500 °C hémérsékleten:

le, =l (1+ @, AT) = 20cm- (1+1.62x107°1/°C x 500°C ) = 20.162cm
I, =1y (1+ g, AT ) = 20em-(1+1.17x101/°C x500°C ) = 20.117 cm

Ez a két hossz megfelel egy rc, és re. sugaru kor azonos @ kdzépponti szogéhez
tartozé ivhossznak:
low =Tew @ 65 I, =(r,, —0.3cm)- @, amibdl

1+ o AT
(e, —ap ) AT
le, =I5, —0.3cm=134.113cm

r,, =0.3cm =134.413cm

=

(p:IC—“:0.15rad

I’-Cu
értékek adddnak. Egyszer(ien lathatd, hogy a bimetdl végének lehajlasa:

Ah= rCU—errFe(l—cos @) =(re +0.15cm)(1-cosp) ~1.5cm

AV=1.0065 |

Az Osszehuzddni igyekvé rudat egy akkora F erével tudjuk ellensulyozni, ami
ugyanakkora relativ hosszvaltozdst okoz a rudban, mint a hétagulas, de



18.
19.

20.

21.

ellentétes irdnyban. A h6taguldsbodl és a mechanikai hizasbdl szarmazo relativ
hosszvaltozdsokat egyenl6vé téve:

AT;=111.1 °C és AT,=2070.4 °C
An=9.6

Szamoljuk ki azt, amit most pontatlanul tudunk, amikor
pedig pontosan tudhattuk volna, nem tudtuk.. A
folyamat sordn a nyomds nem valtozik, csak a

hémeérséklet. A higanyszint magassaga 0 °C-on py, a skala

ekkor pontos. H6tagulds miatt a skdla po szintje p’, a

higanyszint pedig p” szintre emelkedik, ez a leolvasott érték. Mi a p’ értéket
keressiik, ami eredetileg a nyomas értékének felelt meg. irjuk fel ezeket a
hétagulasi torvénnyel:

P’ = P (1+ 0, AT)

P"= Py (L+BAT)

"

A masodik egyenletbdl p, = P , ezt beirva az els6be kapjuk, hogy
ﬂHg
1+ a. AT
p'=p 2w 763 9torr
1+ By AT

A matematikai inga lengésideje 15 °C-on (kis kitérésekre; a periédusidét T-vel
jeloltiik, nem tévesztendG 6ssze a hémérséklettel!):

|
T15 =27 [, amibdl ;5 = 25.33 cm adddik az acélhuzal hosszara. Mivel a

g

lengésid6 1 s, 15 °C-on 86400 lengés ideje felel meg egy napnak.
0 °C-on a lengésid6 a hétagulas miatt (a h6mérsékletet most kis t-vel jel6lve):

| (1— oAt
T,=2r M =T Vv1l—-aAt, ebb6l 86400 lengés idejére
g
86392.22365 s-ot kapunk. Ingadrank tehat 0 °C-on 86400-
86392.22365 =7.77635 s-ot  siet. Hasonléan kaphato, hogy 30 °C-on
7.77565 s-ot késik.



22.

23.

Két pont kozti tavolsag linedrisan n6 a h6tagulas miatt, igy a tdmegkozéppont
és a felfliggesztési pont kozti tdvolsag t h6mérsékleten

d, =d,(1+at)
A forgdstengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték definicio szerint az

egyes infinitezimdlis dm tomegek és ezek forgastengelytél vald
tdvolsagnégyzete szorzatanak integralja, tehat 0 °C-on:

0, = I r2dm
\
A kiterjedt test egyes pontjainak a felfliggesztési ponttdl valé tdvolsaga szintén
linedrisan né a h6mérséklettel, tehat I, =1, (1+ Oct), amib6l t hémérsékleten

a tehetetlenségi nyomaték:

6, =Irfdm =J'r02 (1+at) dm=(1+ at)zjrozdm =0,(L+at)’
\ \ \%

A fizikai inga lengésideje 0 °C-on:
00
mgd,

ahol dp a tomegkozéppont és a felfliggesztési pont tdvolsaga, 6o pedig a
felflggesztési pontra (forgastengelyre) vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomaték. A t hémérsékleten kapott értékeket beirva:

I V1+at =T,\1+at
)~ "\ mod,

Mivel mind a matematikai, mind a fizikai inga lengésideje azonosan valtozik a
hémérséklettel, igy 30 °C-on mindkett6 15.43 dra alatt fog késni 1 s-ot. A 21.
feladat megoldasabdl az acélbdl késziilt matematikai inga 24 6ra alatt késik
majdnem 8 s-ot.

Idealis gazok allapotvaltozasai, I. fététel

24,

25.

26.
27.

Ha lehetséges a folyamat, mennyi a gaz szabadsagi foka?

V=11.76 dm?
r=02m
Normadlallapotban a nyomads p =101.325 kPa, a hémérséklet T=273.15K.

Szamoldsainkban gyakran csak 100 kPa-t és 273 K-t hasznalunk, de most



28.

29.

30.

alkalmazzuk a pontos értékeket. A s(irliség a tomeg és a térfogat hdnyadosa, a
tomeg pedig felirhaté a mélszammal (n) és a molaris tomeggel (M):

_m_nM
vV Vv
Az anyagmennyiséget megkaphatjuk az allapotegyenletbdl, amibél:
_M_M pv M =2RT _0.084kg /mol
\ V RT p

Az dllapotegyenletet felirva a léggombok kezd6- és végallapotara, azt kapjuk,
hogy a lufikban levé He mennyisége a térfogatokkal ardnyos, tehat

3
n_V. |k
nl Vl rl

3
=M 1L 1 033
n, I '

A relativ valtozas

tehat kb. a gdz harmada tavozott a |éggdmbbdl.

Mélyen a viz alatt a buborékban levé leveg6 nyomasa egyensulyt tart a ra haté
légkori nyomas és a hidrosztatikai nyomds Osszegével. Tudjuk, hogy 10 m
magas vizoszlop nyomasa (pgh) megegyezik a normal légkori nyomassal, tehat
ilyen mélységben a buborékra hatdé nyomas kétszerese a vizfelszinen haté
légkori nyomdsnak.

Jel6ljik a vizfelszini allapotot 1-es, a viz alatti allapotot 2-es indexekkel, igy a
buborék két allapotara felirva az egyesitett gdztorvényt:

PATdy_2p 47 g
T,38 T, 3°7%

amibdl a keresett r; sugar:

rzzisT—zzl.Smm-B»/ 288 =1.17mm
2\ 2T, 2-303

A bezart levegd nyomasa a kiils6é nyomassal és a hidrosztatikai nyomassal tart

egyensulyt. Abban az esetben, amikor a csé nyitott vége van felll:

P=pc+pgh
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32.

Amikor a cs6 nyitott vége alul van, a gaz térfogata masfélszeresére né. A higany
hossza nem valtozik. Mivel a hémérséklet dllandd, ezért ebben az allapotban a
nyomas 2/3-a az eredeti nyomasnak, igy:

2

3P =P - pgh

A két egyenletbdl a gaz nyomasa
6
p= 5 Py
a higanyszal hidrosztatikai nyomasa pedig

Py
h=k
P9 5

Mivel px = 76 Hgcm, ezért a higanyszal hossza h = 76/5 cm = 15.2 cm.

irjuk fel az allapotegyenletet a gaz egyes allapotaira, felhasznalva a feladat
szovegében emlitett ardnyokat! Az elsé allapotban

pV, =nRT,
a masodik allapotban

3 V, 2
2p, Evl =n \71 RT, = 3 n,RT,

2
9
E pV, =NnRT,

A két allapotra vonatkozé egyenleteket elosztva egymadssal:

2

T,==T,=100K

9
A gaz nyomasa egyszerlen kiszamolhatd, hiszen ez egyensulyt tart a (hz>-h;)
magassagu higanyoszlop hidrosztatikai nyomasa és a kilsé légnyomas
Osszegével:

Po =pg(h2 _hl)+ Py

Mivel a Hg gyakorlatilag 6sszenyomhatatlan, a gz taguldsa soran a jobb oldali
térrészben a Hg térfogatcsokkenése megegyezik a bal oldali csében a

térfogatnovekedéssel. Az a) abra a kezdeti, a b) dbra a végdllapotot
szemlélteti.



a) b)

Mivel a kozleked6edény szarainak keresztmetszete allandd, a bezart gaz
térfogata aranyos a gazoszlop magassagaval:

Az abrdk jel6léseit haszndlva a maximalis térfogatvaltozas abban az allapotban
van, amikor a bal oldali szarban a higanyszint eléri a cs6 tetejét. Ekkor a
térfogatvaltozas:

AV = hlA.L :(h2' _hz)Azr
amibél a feladat kiirdsdban keresett relativ térfogatvaltozas:

AV hA
Vo hA
A fentiekbdl kiszdmolhatd az Uj higanyszint edény tetejét6l mért tavolsdga is:
h r_ hAi + h2A2
A
A feladat kicsit nehezebb része annak a hémérsékletnek a meghatarozasa,
amelyen a higanyszint eléri a bal oldali szar tetejét, legyen ez T, a kezdeti
hémérséklet pedig To. A kezd6- és végallapotban a gazra felirva az egyesitett
gaztorvényt:
PV _ PV’
T, T’

A h6mérsékletek aradnya
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34.

-I-/ B prvr B p! hz'

To Vo Py My
A végallapotban a gdz nyomdsa h,’ magassagu higanyoszloppal és a kiilsé
nyomadssal tart egyensulyt:

p’'=p,+pgh,,
a keresett h6mérséklet-arany tehat
’ ' '
T p, +po9h, h,

Ty pk""pg(hz_hl) h,
amibe beirva a fentebb kiszamolt h,’ értékét kapjuk, hogy
hA +hA
T A hA+hA
T pk+pg(h2_hl) h2A2

Mivel a feladat megolddsa soran sehol nem haszndltuk ki, hogy az oxigén

P + 09

kétatomos gdz, a fenti megoldas valtoztatds nélkil érvényes akkor is, ha a
kozlekedSedénybe hélium van bezarva.

Keverékiink 12 g hélium=3mol egyatomos és 28g nitrogén =1 mol
kétatomos gazbdl all. A bels6 energia valtozasa a szabadsagi fokok szamatol
flgg:
AE = 1 NRAT
2
Esetlinkben

AE = G Ny +gnN2 j RAT = 9—25 RAT =-872.97J

Legyen a keverékben n;mol hélium (egyatomos) és n,mol hidrogén
(kétatomos). Jeloljik a kezd6- és végallapothoz tartozd térfogatot és
hémérsékletet rendre az 1-es ill. 2-es indexekkel. A A nyomas az egyes gazok
parcialis nyomasanak dsszege, ami a kezdGallapotra felirt allapotegyenletbdl:

T
p= pl+p2:(nl+n2)R\71

1
A belsé energia teljes megvaltozdsa:

AE :%an(T2 —T1)+gn2R(T2 -T) :M;’m R(T,-T,)



35.

36.

A tagulas sordn a gdz dltal végzett térfogati munka:

T
W, = pAV = p(Vz _Vl): le(?z—lJ: pV;

1

Tz — T1
T1

Ide beirva a nyomas el6z6leg kiszamolt értékét:
W, =(n,+n,)R(T,-T,)
Felhaszndlva a bels6 energia vdltozdsdnak és a gaz munkdjanak adott ardnyat,
kapjuk, hogy
n 7

n, 3
Amibdl azt kaphatjuk, hogy a gazkeverék 70 mol% héliumot és 30 mol%
hidrogént tartalmaz.

Az els6 f6tétel szerint a bels6 energia valtozdsa megegyezik a rendszerrel
kozolt hé és a kornyezet altal a rendszeren végzett munka dsszegével:
AE=Q+W =0Q —Wg

Jelen esetben a gaz végez munkat, tehat a kornyezet altal végzett munka
negativ, tehat a bels6 energia véltozasa:

AE = g NRAT =-2500J

AT _AE =-100.2K,
3R

tehat a végallapotban a gaz hémérséklete kb. 400 K lesz.

Ha a gdzt allandd térfogaton melegitjiik, akkor a kozolt hé teljes egészében a
belsé energia novelésére forditddik, hiszen térfogati munkavégzés nincs.
Jelblje f a gaz szabadsagi fokainak szamat, ekkor allando térfogaton:

2Q,
NRAT,

Allandé nyomason melegitve a gazt a kozolt hémennyiség munkavégzésre és

Q1=AE1=£nRAT1:f=

a bels6 energia novelésére forditodik:

Q, =AE, +W,,, = % NRAT, +NRAT, = % NRAT,

A két egyenletet elosztva egymassal:
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f+2_Q, AT, _5
2  QAT, 3

A tartdlyban tehat egyatomos gdz van, melynek mennyisége barmelyik

= f=3

egyenletb6l meghatdrozhaté:

2Q,

n=—===0.192mol
3RAT,

A gdzt allandé nyomason melegitve a AT hémérsékletvaltozashoz sziikséges
hémennyiség:

f+2

Q =AE +W, :%nRAT + pAV = NRAT,

ahol
Wg = pAV =nRAT =100J
Allandé térfogaton melegitve a gdz nem végez térfogati munkat, a kdzolt hé

teljes egészében a bels6 energia novelésére forditddik:

Q, =AE, =%nRAT
A két h6mennyiség Gsszege:
Q+Q, =(f+1)nRAT =(f +1)W,,
tehat a gdz szabadsagi fokainak szama:
fo Q+Q, 1= 600J 1=
w 100J

9

irjuk fel a kezd6 és végallapotra az egyesitett gaztdrvényt és fejezziik ki a
végallapot nyomasat:
VT, 1240 3
P, = pl\Tzf— plE%_g Py
A gaz altal felvett/leadott hét az |. f6tétel alapjan hatarozhatjuk meg. Ehhez
szlikséglink van a bels6 energia valtozasara és a gaz altal végzett munkara. A
belsd energia valtozasa:

5] 5) 5(3 3)
AE :EnR(Tz _Tl):E( PV, — plvl) :E(g P -2V, — p1V1j :_é pV;
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A gaz munkadja szamértékileg megegyezik a p-V diagramon abrazolt folyamatot
jelképez6 gorbe (esetlinkben egy egyenes szakasz) alatti terilettel, azaz egy
trapéz teriletével (a folyamat egyszerlisége miatt az dbrazolast mell6zzik):

p,+p 111 11
Wgéz =— 2 : (Vz _Vl) = §§ PV, = E (A4
Végiil a keresett h6mennyiség:
5 11 1 1
Q=AE +Wgéz = _§ pV, + E pV, = E pV, = E nRT, =166.28J

A h6mennyiség pozitiv, tehat a folyamat sordn a gaz hét vesz fel.
Az 1-es folyamat izobar, tehat a gdz munkdja:
Wgy1 = pAV = R(T2 —Tl)

Egyatomos gaz bels6 energidjanak valtozasa:
3
AE, = E R(T2 —Tl),

tehat az elsé fététel alapjan

5
_ Q, _ AE, +W, , _ ER(TZ _Tl) _ 5

AT T,-T, T,-T, 2

A 2-es folyamat kbozben a gdz dltal végzett munka a p-V diagramon

szamértékileg a grafikon alatti terilettel egyenlé (esetiinkben egy trapéz
terlilete):

+ 1
U 2 :¥(V2 —Vl)zz( p1V2 - plvl + pzvz - p2V1)

g,

Itt hasznaljuk ki, hogy a 2-es folyamat soran p/V = dllandé, azaz p\V, = p,V,,
tehat

pV,-pV, R
Wg,2 —_M72 171 :—(T2 _Tl)
2 2
Mivel a bels6 energia valtozasa csak a hGmérsékletvaltozastol fligg, ezért az
megegyezik a feladat els6 részében kapott eredménnyel:
3
AE, = E R(T2 —Tl)

A folyamat soran a gaz
Q, =AE, +Wgy2 = ZR(T2 —Tl)
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hét vesz fel, amibél a folyamatra vonatkozé molhé:

C,= 2R
AT

A tartdly térfogata allandd, tehdt a gaz nyomasanak és hémérsékletének
hanyadosa is allandd, p/T = dllandd. Mivel térfogatvaltozas nincs, a melegités
soran a flit6szal dltal a gdzzal k6z6lt hémennyiség csak a gaz belsé energiajat
noveli:

Q=AE = nPt:gnRAT

amibél a gdz h6mérsékletvaltozasa:
2nP 2nP
/LAY LS
3nR  3p,V,

A melegités végén a gaz h6mérséklete

PoVo

T'=T, [1+ ;"Pt j =3.8-T, =1113.4K ~840°C,

nyomadsa pedig

p'=p,—=p, (1+ 2Pt j =3.8-p, =3.8x10° Pa
3peVy

Ha a tartalyban hélium helyett nitrogén van, akkor a bels6 energia
kifejezésében a szabadsagi fokok szama 5, tehat a megfelel6 hémérséklet- és
nyomasértékek:

T’:T0(1+ 2Pt

J =2.68-T, =785.24K ~512.24°C

PoVo

0 SJA'A

Kezdetben a gdz nyomasa a dugattyu sulydbol szarmazé nyomadssal és a kiilsé

o' = pol_: D, (1+ 2Pt J: 2.68- p, =2.68x10° Pa

|légnyomassal tart egyensulyt:

nRT, mg V, mg j
= =p +— =>n==2|p +—
Po v, Py A R, ( Py A

A melegités soran a gaz nyomadasa nem valtozik. Feltételezve, hogy az
allapotvaltozas kvazisztatikus, — azaz a gdz nyomasa minden pillanatban a
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44,

kiils6 nyomdst és a dugattydra haté nehézségi er6b6l szarmazé nyomast
kompenzalja — a folyamat izobar, melyre V/T = dllando.

T’ = 2T, h6mérsékleten tehat a térfogat is kétszeresére nd, azaz a dugattyu
magassaga az eredeti magassag értékével névekszik.

1torr=101325 Pa/760 = 133.32 Pa. Az egyes gazok parcidlis nyomasabol
megkaphatjuk azok anyagmennyiségét, ezek aranya megegyezik a parcialis
nyomdsok aranydval:

Py, : Po, :pm::nHz:n%:nHe:S:l:Z

A tomegaranyok az anyagmennyiségek és az egyes moldris tomegek
szorzataként adddnak:

m,, 1My My =n, M, ng Mg :n, My, =5-2:1.16:2-4=5:8:4

Az elektrolizis soran a kdvetkezdé kémiai reakcio jatszédik le:
2H,0 - 2H,+0,,

tehat 2 mol vizbdl keletkezik 2 mol hidrogén és 1 mol oxigén. A viz molaris
tédmege 18 g/mol, slirliségét az egyszer(iség kedvéért vegyik 1 kg/dm3-nek.
igy 1 I viz anyagmennyisége

m  1000¢g

M _18g/mm

A szobdban a nyomasnodvekedés megegyezik a keletkez6 gazok parcialis
nyomasanak 6sszegével. Ha n mol vizbél keletkezik n mol hidrogén és n/2 mol
oxigeén, akkor a parcialis nyomdasok 6sszege:

[”+ijT 3nRT
Ap =Py, + P, = = =...=5.075kPa

2 \ 2V

Legyen n; az egyatomos argon, n; a kétatomos hidrogén anyagmennyisége. Az
elsé f6tételbdl

Q-W,, =AU = g N RAT + g n,RAT , az allapotegyenletbdl

Wy, = pAV = (n,+n,)RAT adddik. Utdbbibol kifejezve RAT-t és visszairva az

el6z6be:

3 n

AU ==——2
2n+n,

5 n 3n, +5n s
+——2 W, =W, —1 =2 amibél
2n,+n, 2(n,+n,)

gaz
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_5n, +7n,

Q=—=>—2W_ adddik. A feladatban megadott értékeket felhaszndlva
2(n,+n,) °

M _g

n

Ar

Az dllapotegyenletb6l adéddan a T-V diagramon a nyomds egyenesen aranyos
egy, az origdbdl induld egyenes meredekségével. A korfolyamat soran a
legnagyobb nyomas a kor legmeredekebb érint6jének, a legkisebb nyomas
pedig a leglaposabb érintének felel meg, a folyamat soran a két érint6 kozt a
folyamat irdnyanak megfelelGen csdkken, ill. n6 a nyomas.

A leveg6 hémérséklete 356.9 K, nyomasa 1.212x10° Pa.
Izoterm dllapotvaltozdsra érvényes a Boyle — Mariotte-torvény, azaz
pV = allandg,
amibél
0, = p,a = P 500kPa
vV, 3

Adiabatikus allapotvaltozdasra a Poisson-féle egyenletek érvényesek,
esetlinkben a legcélravezetdbb a

pV* = allandd

egyenlet hasznélata, ahol Kk =C_/ az adiabatikus kitev6, amely kétatomos
p

gdzra 7/5. Ezt felhasznalva
v,) p
pZ = pl (\71} = 37—/15 :12888 kPa

A V-T diagramon az azonos nyomasu
allapotok egy origébdl indulé egyenesen

helyezkednek el, hiszen az \//’/

allapotegyenletbdl V/T=nR/p, azaz a -7 p

nyomds forditottan ardnyos az egyenes -

meredekségével. A keresett P pont tehataz © T
OY és ZX egyenesek metszéspontja lesz,
ahogy azt az dbrdn lathatjuk.
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Az OY egyenes egyenlete

V=T V—Z
TX
a ZX egyenesé pedig
V=V, +M(T -T,)
Tx _Tz
A metszéspontban a T» h6mérséklet:
T, =Ty LYz “TVo 3045k

Ty (2VZ -V, )—TZVZ

Az AB szakasz adiabatikus tagulas, melyre pV* = allando, ahol k¥ =5/3 az

egyatomos gazra vonatkozd adiabatikus kitev6. Ez alapjan a B allapotban a
nyomas

V K
Dy = Pa| 2 | =P —40.06kPa

Vg 3
Az dllapotegyenlet segitségével levezethet6 a masik Poisson-0sszefliggés, mely
szerint TV = allando, tehat a B 4llapotban a hémérséklet

k-1
Vv T e
T, =T, =2 = K’il :TA-3l
Vs 3

Ezek utdn mar vizsgalhatjuk a BC izochor szakaszt, melyre a p/T = allando

osszefliggés érvényes. Az A és C pontok egy izotermdn vannak, tehat T, =T,.

A C pontban a nyomas
pe = pc=Pa Ta_Pagea_Pa_g3a3ypy
T, 3 T, 3 3
Most nézzik az egyes szakaszokon torténé héfelvételt/leadast és a munkat. Az
AB folyamat adiabatikus, héfelvétel és h6leadas nem torténik, a gdz munkajat
a belsé6 energia csokkenése fedezi:
AE =W =-W .

gaz
A belsé energia valtozasa:

AE :gnR(TB -T,) :gnRTA(3“ -1) =g PV, (37 -1)=-W

gaz
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A BC szakasz izochor, munkavégzés nem torténik. A gaz hémérséklete
emelkedik, tehat hdfelvétel torténik, amely teljes egészében a gaz belsé
energiajat noveli:

Q=AE= g nR(T,-T,)= g NRT, (1-3"%) = g PV, (1-37)
Az izoterm CA folyamat kdzben a belsé energia nem valtozik, igy az elsé f6tétel
szerint a gaz dltal leadott h6 megegyezik a kornyezet dltal a gazon végzett
munkdaval:

t Hdv V
—Q=W =—] pdv =—nRTAj7= PVAINCE= PV, In3

v, A 1
Korfolyamatrdl 1évén szo, a bels6 energia valtozdsainak dsszege zérus. A gaz
altal végzett munka megegyezik az AB szakaszon végzett munkdval:

3 »
Wy = PV (1-37)=194.72kJ,

a gaz altal felvett hémennyiség pedig a BC szakaszon felvett hg, ami
ugyanennyi.

Az AB szakasz izoterm tagulas, a gaz dltal felvett h6 fedezi a gdz altal végzett
munkat, Q; = Wg. A BC szakasz izochor, munkavégzés nem torténik, és mivel a
hémérséklet csokken, a gdz hét ad le:
Q,= § NRAT <0
2
A CA szakasz adiabatikus, tehat Q = 0.
A hatasfok:

_ Q1_|Q2| :1_§M
Q 2 W,
amibdl a korfolyamat kdzben végzett munka:
B 3R|AT|
" 2(1-n)

Legyen az oxigén kezdeti h6mérséklete és nyomasa Tyill. py, a gaz allapotjelz6i
a fed6 megemelkedésének pillanatdaban pedig T; és p;. Mivel a fedd
megemelkedéséig a térfogat allandé, ezért
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Po_P

TO Tl
A feladat adataival a kisérlet végén a gaz nyomdsa kétszerese az eredeti
nyomdsnak. A végs6 nyomds kiszamolhatd, hiszen ekkor a gdz nyomasa
pontosan megegyezik a légkéri nyomas (10° Pa), ill. a fedd sulydbdl és a kiilsé
nyomoéerdbdl szarmazd nyomasok dsszegével:
F +Mg h

P, = Py +T= pk+\7(F+Mg))

A megadott adatokkal p; = 4x10° Pa, tehat kezdetben a nyomas py = 2x10° Pa.
A gaz s(irlisége légkori nyomdsra van megadva, de valtozatlan egyéb
allapotjelz6k mellett nyilvan 2-szer akkora nyomashoz kétszer akkora s(ir(iség
tartozik, tehat az oxigén tomege:

m=2pV =2.86kg/m*-2-10°m*® =57.2g

Az 12 szakaszon p =aV, az allapotegyenletbdl ez alapjan kaphatjuk, hogy a
hémérsékletek ardnya:
2
T2 _ VZ
Tl Vl

Az 12 szakaszon a bels6 energia valtozasa:

3 3 V)7 -V?
AElZ :EnR(T2 _Tl) :EnRTl%

A gaz altal végzett munka:

+ a
W :%(v2 V)= E(vz2 -v?),

9
tehat az 12 szakaszon felvett h6mennyiség:
2 2
Q = AE, +W, = =2a(V; -V/*)

A 23 szakaszon nincs munkavégzés és a gaz hé6t ad le, tehat ez a szakasz a
hatasfok szempontjabdl érdektelen. A 3-as allapotban a gdz h6mérséklete:
2
av, V, |V, V,

P
T=T,2_7 2% gL )b 1Y
P P, ’ av, 1[\/1) Vv, 1V1
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A 31 szakaszon szintén héleadds torténik. A korfolyamat soran végzett hasznos
munka a gaz munkdja és a kornyezetnek a gdzon végzett munkdjanak a
kiilonbsége, mely szamértékileg az 123 haromszog teriletével egyezik meg:

a a 2
W, :Wg W, :E(sz _Vlz)_ Py (Vz _Vl) :"':E(Vz _Vl)
A korfolyamat hatdsfoka a hasznos munka és a felvett hémennyiség
hanyadosa:
a 2
gt 2V aviov 111
Q. 2a(V/-V?) 4V,+V, 43 12

Nézziik el6szor az 1-2-4-1 Gtvonalat. Az 12 szakaszon a gaz tagul, felvesz Q;
h6t. A 24 szakaszon héleadas torténik, legyen ennek mértéke Qz. A 41
szakaszon ismét hét vesz fel a gaz, legyen ez Qs. A korfolyamat sordn a hasznos
munka a gorbe (az 124 hdromsz6g) altal bezart tertlet, jeloljuk ezt W; -gyel. A
korfolyamat hatasfoka:

— Wl =1— |Q2|
Q+Q  Q+Q’

h

amibdl
Q,|=(1-m)(Q+Q,)

Tekintsik most a 2-3-4-2 koérfolyamatot! A 23 szakaszon legyen Q4 a 34
szakaszon Qs mértékl héleadas. A 42 szakaszon a gdz hét vesz fel, ami
ugyanakkora, mint az el6z6 korfolyamatban Q,, de ellentétes el6jell. A
korfolyamat soran végzett hasznos munkat jeloljiuk W, —vel, ekkor a hatasfokra
felirhatjuk, hogy

W, W,

7R 1) (Q+Q,)

A teljes 1-2-3-4 Utvonalon a hasznos munka a trapéz altal kérbezart terilet,

ami az el6z6ek alapjan Wi+W.,. Héfelvétel szintén csak ott térténik, ahol az
1-2-4-1 koérfolyamatban, tehat a felvett hémennyiség Q;+Qs. A korfolyamat
hatasfoka:

:le_ +W, _ h (Ql +Q3)+772 (1_771)(Q1 +Q3)
Q1+Q3 Q1+Q3

’

tehat



n=n+n,—nmn,

54. Az 12 és 34 szakaszok egy-egy origébdl induld egyenesen vannak, tehat itt a

nyomas allandd, hiszen az allapotegyenletbdl
p=rRL,
Vv

amibdl az is 1atszik, hogy az dbran p;-gyel jelolt, meredekebb egyenesen kisebb
a nyomas, mint a p>-n. A kdvetkez6kben meghatarozzuk az egyes pontokhoz
tartozo, hianyzé allapothatdrozok értékét, majd dbrazoljuk a korfolyamatot a
p-V diagramon. Az 1-es allapot dllapothatarozéit vessziik referencianak.
Az 12 szakasz tehat izobar, melyre

T V% h
vV, v, % v, 2
A 23 szakasz izoterm:
V.
p1V2 = pzvs :>V3 :Vzﬂz_lﬂ
, 2P,

A 34 szakasz ismét izobar p; nyomason:
VvV, V T V
s Ve v oy, 221 Py Py
T, T T, 2p P,
Ismertek tehat a gaz dllapothatarozéi minden pontban, abrazolhatjuk a
korfolyamatot. A pi/p> ardnyrdl csak azt tudjuk, hogy kisebb, mint 1. A

korfolyamat a fentiek alapjan a p-V diagramon az alabbi abrdn lathato:

p
3 4
P2
: 2 . 1
P1 T,
T,
V. v
2 p, 2 b,
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Tekintslik at a folyamatot lépésrél-lépésre! Az m tomegl, vo sebességli
S6lomlévedék rugalmatlanul Gtkozik a fondlon fliggé M tomegl, eredetileg
nyugalomban levé nagy golydval, belefurddik, majd kozos v kezdGsebességgel
tovabb mennek, ahogy az inga kilendil. Az Utkozésre érvényes az
impulzusmegmaradas torvénye:

mv, =(m+M)v

A most mar m+M témegl inga kilendil, a v kezd6sebességbél szarmazd
kinetikai energidaja a maximalis szogl kitérésnél teljesen helyzeti energiava
alakul. Konny belatni, hogy az a sz6gli maximalis kitérésnél

%(m+ M)v? =(m+M)gl(1-cosa), amibél vZ =2gl(1-cosa).

A rugalmatlan Gtkozés el6tti és utani mozgdsi energia kilonbsége az a h6, ami
az m+M tomeg(i lomgolyot AT-vel felmelegiti:

AE :%mvé—%(m+M JV2 =c(m+M)AT

Ennek az egyenletnek egy egyszer(i megoldasi mddja, ha v? helyére beirjuk a
fentebb kapott 6sszefliggést, valamint mindkét oldalt osztjuk (m+M)-mel:

1 m
2m+M

Vo —gl(1-cosa)=cAT

A bal oldal elsé tagjat egyszerlen felirhatjuk:, ha észrevessziik, hogy az els6
egyenlet négyzetre emelésével

2
1 m gzi m (m+MjV2=m+Mgl(1—cosa)
2m+M 2m+M m tehét
(m+M —1]g|(1—COSa):Mg|(l—COSa):CAT
m m

, amibdl

M —
. gl(1 COSa): g
CAT és
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V, = m;M 2gl(1-cosa) =500m/s

Ha kivesszik a két gdzt elvdlaszté hdszigetel§ falat, a nagyobb sebességl
(magasabb hémérsékletii) molekuldk az Utkézések soran energiat adnak at az
alacsonyabb hémérsékletlieknek egészen addig, amig be nem all a termikus
egyensuly. Mivel a tartdly hszigetelt, energiacsere csak a két gz kozt johet
létre. A gazkeverék hémérséklete abbdl hatdrozhatd meg, hogy a melegebb
gaz belsé energidjanak csokkenése meg kell egyezzen a hidegebb gaz bels6
energidjanak novekedésével. Jeldljiik a kialakulé kozos hémérsékletet T-vel és
tegyik fel, hogy T,>T:. Ekkor a belsé energidk valtozasa:

ngR(T _Tl) = gan(Tz _T)
amibél az egyensulyi hGmérséklet:
_nT +n,T,
©on+n,

T

A nyomast vagy a parcialis nyomdsok 6sszegébdl, vagy az egyensulyi dllapotra
alkalmazott allapotegyenletbél szamolhatjuk ki. Tekintstik a végallapotra felirt
allapotegyenletet:
(n,+n,)RT _RTnT+nT,  _ p+p,

Ny N T2
ahol a koztes lépéseknél felhaszndljuk az eredeti allapotra vonatkozd
allapotegyenletbdl kaphatd

niTi — ﬂ
R

Osszefliggéseket.

A gaz altal felvett h6mennyiséget az |. f6tételbGl szamithatjuk ki. Ehhez
ismerniink kell a gz belsé energidjanak a valtozasat és a gdz altal végzett
térfogati munkat, melyeket egyszerGen megkaphatunk. A kezd6 és
végallapotra felirhatjuk az egyesitett gaztorvényt:

oV _ PV,

T T,

amibél a masodik allapotbeli h6mérséklet
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Tz — T]_ p2V2
A

7

tehat a h6mérsékletvaltozas:
vV, —pV
AT:TZ_Tl:Tl pZ 2 pl 1
prl
A He egyatomos gdz, szabadsagi fokainak szdma 3, tehat a bels6 energia
megvaltozasa:
3 3 V,—pV, 3
AE = ZnRAT = 2R, P2 P _ 2
2 2 [AYA 2

Itt felhasznaltuk a kezd6allapotra felirt allapotegyenlet is. A gdz dital végzett

( p,V, — plvl)

térfogati munkat (W) a p-V diagramon a gorbe alatti teriilet szolgaltatja, ami
jelen esetben egy trapéz teriiletének a kiszdmitasara redukalddik:

g

+ 1 1
W :%(Vz _Vl):E( pzvz - p1V1)+E( p1V2 - pzvl)

A bels6 energia megvaltozdsa és a gdz munkdja ismeretében most mar
kiszamithatjuk a felvett h6mennyiséget:

1
Q=AE +W, =2(p,V, ~ ;) + (P, — V)

Most is, mint a 44. feladatndl, feltehetjik, hogy T,>T:. Az energiavaltozdsok
egyenlGségébdl a kozos hémérséklet most
T 3nT, +5n,T,
3n,+5n,
A kodzOs nyomast szintén a végs6 allapotra vonatkozd dllapotegyenletbdl
kaphatjuk meg:
_on+n, .3pl+5p2
“3n,+5n, 2

Legyen a nyomas és a térfogat kozti aranyossagi tényezd a, azaz a gaz minden
allapotdra érvényes a p = aV Osszefliggés. Az egyesitett gdztorvényt felirva a
gaz kezdd- és végallapotara:

2
bV, pV Y,
PV _ BV, =T, :Tl(_z
Tl T2

A folyamat sordn a belsé6 energia valtozasa:
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2
3 3 V 3
AE:EnR(TZ—Tl):EnRTl (V—Zj -1 =§a(v22 -V/?)

1

A gaz altal végzett térfogati munka:

+ a
W, = %(V2 -V, :E(VZZ -V/)

g

A gdz altal felvett 100 J h6mennyiség tehat 3:1 aranyban oszlik meg a belsé
energia valtozasa és a gaz altal végzett munka kozt, igy AE =75 J, a munka
pedig W, =25 J.

Legyen a folyamat soran p = aV, ekkor az allapotegyenlet a kezdeti allapotban:
a
av/=nRT, =T, =—V/,
nR
a végallapotban pedig
a
aVy =nRT, =T, =—V;
nR

A folyamat sordn a belsé energia valtozasa:

AE :gnR(TZ T,)= gnR%(Vf ~V2)= E%"J‘(vz2 V)

A gdz altal a tdgulas soran végzett munka:

9

+ a a
W, = %(v2 -V,)= E(v2 AAIVARAE E(vz2 -V7)

A keresett hanyados az elsé f6tételbél kaphato:
W W

_9__ 9 _.
Q AE+W,

1
6
Tudjuk, hogy arugd To = 273 K-en nyujtatlan, ekkor, mivel a dugattyu sulytalan,
a gaz nyomadsa megegyezik a kils6é nyomdssal. Az allapotegyenletbdl
meghatarozhato a rugd nyujtatlan hossza:

_ NRT,
P A

T: =260 K-en a gaz nyomasa a kiils6 nyomasnal kisebb, térfogata csokken,

=454cm

IO

ezdltal 6sszenyomja a rugot, ami egy felfele hatd nyomast fejt ki a dugattydura.
Legyen ezen a h6mérsékleten a gdz nyomasa p;, a gazoszlop magassaga (ami
egyben a rugo hossza is) pedig /. A gaz nyomasa és a rugderébél szarmazéd
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nyomas tart egyensulyt a légkori nyomassal. A gdz nyomdsat ismét az
allapotegyenletbél kaphatjuk meg:
_DNRT, _ D(l,-1)
P = A, A
Ez egy /;-ben masodfoku egyenletre vezet:
|f+|l( IDkA—|0j—ﬁ=o,
D D

melynek egyetlen fizikailag értelmes megoldasa /; = 44.25 cm.

T, =300 K-en legyen a rugd hossza >. A gdz nyomdasanak meghatarozdsara
ismét az allapotegyenletet hasznaljuk:

nRT2 D(Iz _Io)
= = +—-—
P, AL Py A

Egyenletlink ugyanugy néz ki, mint az alacsonyabb hémérséklet esetén. Azt,

hogy a rugder8bdl szarmazd nyomds a légkori nyomast vagy a gdz nyomdsat
,segiti”, a rugd hosszvaltozdsanak iranya befolyasolja. Az [,-re vonatkozd
masodfoku egyenlet:

|§+|2( pIkDA—loj— "R, _o,

D
melynek megoldasa > =47.69 cm.
A folyamat sordn felvett h6mennyiséget az elsé f6tételbdl szamolhatjuk ki. A
belsd energia valtozasa:
AE = § NRAT =49.88J
2
Mivel a folyamat sordn a gdz nyomasa egyenesen aranyos a térfogattal, ezért
a gdaz altal a tagulds soran végzett munka:

w, =Pt Py vy 2Ry T )74
2 2 R
A folyamathoz sziikséges h6mennyiség tehat:
Q=AE +Wg =67.28J

Legyenek a kezdeti allapotban a gdaz dllapotjelz6i ps, Vi, To, a végallapotban
pedig pi1, V1, T1, a gaz szabadsagi foka f. A végallapotban a gdz nyomasa:
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a a Po

Py

T2 T 2 2
Vit (mv,)” m
amibél a végsé hémérséklet az egyesitett gdztorvény alapjan most mdr
meghatarozhato:
T _T prl _T_O
1= o =
PVo M

A belsé6 energia valtozdsa:

f f 1
AE :ER(Tl—TO):ERTO(E—1j<O

A gdz altal a tdgulas sordn végzett térfogati munkat a kovetkez6képpen kapjuk:

'+ ! a 1
W, :jpdV :aI—ZdV —=Z 1=
VO VUV VO m

A gdz nyomasara érvényes kifejezés és az allapotegyenlet alapjan:
a _«a
\/  \/2
VO VO

1
W, =RT, (1_Ej

A gaz dltal leadott hémennyiséget az I. f6tétel alapjan szamithatjuk ki:

oo - 3o

A keresett ardny tehat:

Vo = povo = RTO'

tehat

ami nem fligg a tagulas mértékétdl, csakis a gaz anyagi mindségére jellemzé.

A feladatra két megoldast is adunk, hogy lassuk, nem mindig a ,brute force”
madszer a célravezetd. Kezdjik a bonyolultabb megoldassal.

1. megoldas: Vizsgaljuk meg, hogy a kiilonbdz6 értékeire milyen megolddsok
lehetségesek! Ha a <0, akkor a térfogat novelésével egyenesiink végtelen



szamU hémérséklethez tartozd hiperbolat metsz, tehat elvileg barmekkora
hémérséklet lehetséges. igy a csak pozitiv valds szam lehet.

A feladatunk annak a pontnak a megtalalasa, ami egy adott egyenes és egy
izoterma (hiperbola) érintési pontja. Legyenek az egyenes és a hiperbola
egyenletei rendre:

pl(v)= po—aV
nRT ¢
V = =

A masodik egyenlet a hémérsékletet, mint
paramétert  tartalmazza, tehat egy
hiperbolasereghdl kell kivalasztanunk a
nekink megfelel6t. A mellékelt dbrdn p,
lathatjuk a keresett megoldast. A Tmax T

hémérsékleti hiperbola (kék) a keresett Vp, y

m

térfogatértéknél érinti a  feladatban
megadott egyenest (piros). Ennek a feltétele, hogy az adott érintési pontban
(Vm,pm) mind a gorbék meredeksége, mind a fliggvényértékek megegyezzenek:

4 c
~\/2
Vm
c
p,—av, =—
Vm
Az els6bdl:
c=av?,

ezt beirva a mdasodik egyenletbe kapjuk, hogy az a térfogat, ahol a hémérséklet
maximalis:

v P

" 2a
Ennél a térfogatnal a nyomas:

Po_ P

=p,—av, =p,—a
pm pO m pO 2a 2

A maximalis h6mérséklet ezek utan az allapotegyenletbél kaphato:
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PV 1 PP P

T _
™ pnR  nR 2 2a 4anR

2. megoldas: Célszer( kifejezni az allapotegyenletbél a hémérsékletet:

-2V _(may

Ez T(V)-re egy V-ben masodfoku egyenletet eredményez, melynek zérushelyei
V=0 és V=py/a. Ha a masodfoku egyenlet féegyitthatdja pozitiv, akkor csak
minimumot kapunk, tehat maximdlis h6mérséklet |étezésének feltétele ismét
csak az a > 0. Ebben az esetben a maximum a két zérushely kozt ,féluton” van,
azaz

v, =P
2a

’

amibél az el6z6 megoldas alapjan kiszdmolhaté a maximalis h6mérséklet is.

Az egyesitett gaztérvénybdl és a gdz nyomdsara vonatkozo inverz négyzetes
Osszefliggésbbl megkaphatjuk a gdz h6mérsékletét a végallapotban:

-t P I
p,V, 2

A belsé energia megvaltozasa:

AE :lnRAT = —i nRT,,
2 4

amibél megkaphatd a gdz szabadsdgi fokainak szama:
4|AE

I
nRT,

tehat a folyamatot kétatomos gazzal végezzik. Mivel a gaz a folyamat soran

7’

lehil, bels6é energidjanak valtozasa negativ, emiatt irtunk a fenti képletben
abszolut értéket. Szamértékileg a gdz munkaja definicié szerint a folyamatot
reprezentdld gorbe alatti teriilet:

2V,
(04 (04
9 \'/[VZ 2VO

A kezdGallapotra érvényes
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(04

Po==7
0
Osszefliggésbdl kaphatjuk, hogy
w, =2 =22y Loy —1nrr, -1870
2V, 2V, 2 2

Legyen a folyamat soran pV“ =c, ahol ¢ éllandé. A kompresszié soran a

kérnyezet altal a gazon végzett munka:

a-1

W = —T pdVv = —c\./fV”’dv = L(Vll—a _Vol—a)
Vo Vo

Bar ebben a feladatban nem sziikséges ismerniink a gaz végs6 h6mérsékletét,
a teljesség kedvéért kiszamoljuk. A végallapot h6mérsékletét az egyesitett
gaztorvénybdl és a nyomdasra vonatkozd 6sszefliggésbdl kaphatjuk:

c

V Wvl V 1-a
T1=T0 p11='|'0 1 :TOL_lj ,
PoVo Ry Vo
Oa
amibdl a h6mérsékletvaltozas
Vl—a _Vl—a
AT =T,-Ty= =Ty 22—
V0 “

Az egyes allapotokat jellemz6 Vil’“ térfogatok kifejezhet6k az allapotegyenlet

segitségével, mert

Vil—a =i =1 pivi = lnRTI’
V% ¢ C
tehat a munka:
w=—CLnr(r,-1,)="RAT
a-1c a-1

Mivel a gaz kétatomos, ezért a folyamat sordn a belsé energia megvaltozasa
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AE =gnRAT

A folyamat soran felvett/leadott h6mennyiséget most mar megkaphatjuk az .
fététel alapjan. A feladat szovege szerint ez a gz altal leadott hG, tehat negativ
el6jellel szerepel az I. f6tétel matematikai megfogalmazasaban:

Q=AE-W <0

A munkara és a bels6 energia megvaltozasdra kapott 0sszefliggésekkel:

EnRAT —inRAT =nNRAT > 1 <0

2 a-1 2 a-1
Ennek az egyenlGtlenségnek egyetlen fizikailag (és matematikailag) értelmes
megoldasa a <7/5.

Legyen a gaz hémérséklete az 1 allapotban T, Ekkor az egyesitett
gaztorvénybdl a 2 dllapot h6mérséklete:

3p, - XV,

T, =T, 22 %o 7 .3
00

A folyamat soran felvett hét az elsé f6tételbSl szamolhatjuk ki. A gdz dltal az

1-2 szakaszon végzett munka a gorbe (trapéz) alatti teriletbél szamolhato ki:
Wg,lz = PV, 'Z(X_l)
A belsé energia valtozasa:
3 3
AE, = E r\R(T2 —TO) = E PVo (3X —1)

Az 1-2 folyamat sordn felvett h6mennyiség tehat

3 13 7
Q =AE, +W,_,, = pV, {E(3x—1)+ 2(x—1)} = PV, (? X—E)

A 2-3 folyamat izobar, tehat a 3 dllapotban a hmérséklet:

T, =T2\\%=TO~3X~§=6TO

2
A belsé energia valtozdsa ebbdl:
AE,, :gnR(Tg T)) :gnRTO (6-3x)

A kérnyezet altal végzett munka a folyamatot jelképez6 gorbe alatti tertletbdl:
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W,s =-3p, (Vs _Vz) =-3pyV, (2 - X)

A folyamat sordn leadott h6mennyiség ebbdl:

15
Qps = ABy; —Wo == PV (_? X+15j
A feladat feltételét felhasznalva a hémennyiségek el6jeles 6sszegére:
15 23
— =——-X
2 2
Xx=4

A termodinamikai egyensuly feltétele, hogy mindkét V, térfogatu tartdlyban
levé gdz nyomdsa megegyezik, hiszen ekkor nem torténik anyagtranszport a
két tartaly kozt. Kezdetben nyilvdan mindegyik tartalyban egyenlé
anyagmennyiségli (n) gaz van. Melegités hatdsara a melegebb tartalybdl An
anyagmennyiség( gaz aramlik at a hidegebb tartdlyba, amig a termodinamikai
egyensuly be nem all. Jeloljik a rendszer végsé (k6zos) nyomasat p’-vel, ekkor
az allapotegyenlet szerint
p'V, =(n+An)RT, =(n—An)RT,

Ebb6l megkaphatd az anyagmennyiség relativ valtozasa:

An T -T, 1

n T,+T, 5
tehat a melegitett tartalybol a gdz 20 %-a dramlik at a hidegebb tartalyba.

A kezd6 hémérsékleten egy tartdlyban a gdz nyomasa
nRT,
Po =
V

0

Az dllandé hémérsékletl tartdlyban (amelybe An anyagmennyiségl gaz
aramlott at) az egyensuly beallta utdn a (k6z6s) nyomas:

T
'=(n+An)R-2,
p'=(n+An) v

tehat a relativ nyomasvaltozas:
!

Ap_pop,_An_1

Py Py n 5

azaz a gaz nyomasa 20 %-kal n6 a melegités hatdsara.
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Jeldlje x a g4z mennyiségének disszocidlé hanyadat. Ekkor a végallapotban
(1— X) mol kétatomos és 2x mol egyatomos gdz lesz a tartalyban. A teljes

nyomas ezen gdzok parcidlis nyomdsainak Osszege lesz. A térfogat
kiszamithaté a kezdeti allapotra vonatkozd allapotegyenlet alapjan, ez a
folyamat soran nem valtozik.

v _RL
Po
A gdz nyomadsa a végsl (T; h6mérsékletdi) allapotban:
p _Rn (1-x)+2x] :(1+x)%:m: P, (1+ x)_I—l

0
A feladatban szerepl6 adatokkal tehat a végs6 nyomas 4.4x10° Pa lesz.

A membranon keresztil az edény kapcsolatban van a kérnyezettel, tehat az
edényben a nyomas mindig megegyezik a p« kiils6 nyomassal. A nyomast az
egyes Osszetev6k parcialis nyomasanak osszege adja meg. Mivel a térfogat
allandé, az allandé nyomas fenntartasdhoz az egyatomos gdz egy részének
tdvoznia kell a membranon keresztil. Legyen a V térfogatu edényben n1 mol
egyatomos és n2mol kétatomos gdz. A kezdGdllapotra felirt
allapotegyenletbdl:

RT,
P =Pt P, :(n1+2n1)70

Tegyuk fel, hogy Thémérsékleten mar csak N, —An, mol egyatomos gaz van a

tartdlyban. A parcidlis nyomasok o©sszege ekkor is megegyezik a kilsé
nyomassal, tehat

RT T 3n,—An T An,
=(n,—An, +2n,)—=..=p, ———L=p —|1-—2|,
Pe=(n—An +2n,)= L kaO( 3n1]

T
An, =3n, (1— ?0)

Az 6sszes egyatomos gaz akkor tavozik, amikor An, =n,, tehat

3
T :ETO

amibél



A kezdeti egyatomos gaz mennyiségének 40 %-a akkor van a tartalyban, ha
60 % tavozott, tehat An, =0.6-n;:

)
T :ZTO

Kalorimetria, halmazallapot-valtozasok

71.

72.

Szamoljuk ki, mennyi a leadott h6mennyiség, mikézben a 30 °C-os viz lehdl
0 °C-ra:

Q, =c,mAT = 218 kg -30K =250.8kJ
kg -K

Az 6sszes (1 kg) jég felolvasztasahoz sziikséges h6mennyiség

Q, =L,m, :333.4:z—‘]-1kg =333.4kJ
g

Lathatd, hogy Q, > Q,, tehat a viz altal leadott h6mennyiség nem elegendd az
Osszes jég megolvasztdsdhoz, igy a végallapot mindenképpen viz és jég 0 °C-os
keveréke lesz. A leh(l6 viz altal leadott Q; h6émennyiség m; tomegl jég
felolvasztasara elegendé:

m. :%:0.752kg

]
0

Az egyensuly bedllta utdn tehat a 0 °C-os keverékiink 2.752 kg vizb6l és
0.248 kg jégbdl fog allni.

Hdtsik le a vizet 0 °C-ra, ekkor a felszabadulé h6mennyiség:
Q. =¢,m, (0°C-50°C)
Jelenleg van 0 °C-os viz-jég keverékiink. A h6mérséklet addig nem valtozik,

amig az 6sszes jég el nem olvad. Szamoljuk ki, hogy a leh(il§ viz altal leadott
hémennyiség felvétele sordn mennyi jég olvad meg:

|Qle| = Qfel = mj Lo = 50 ’ Cvmv ’
amibdl

50-c,m,
j=————=94.5¢g

Kaptuk, hogy a 100 g-bdl csak 94.5 g jég olvad el, tehat a végallapot szintén
0 °C-os viz-jég keverék lesz.
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Jeloljik a labor h6mérsékletét Ti-val, a kaloriméterbe 6ntott viz hEmérsékletét
pedig T,-vel. A kaloriméter vizértéke szamszeriileg megegyezik annak a viznek
a tomegével, amely h6émérséklete 1 °C-os emeléséhez ugyanannyi hé
sziikséges, mint a kaloriméter hémérsékletének 1 °C-os emeléséhez. El6szor
gondolatban hiitsiik le a vizet és a kalorimétert 0 °C-ra, ekkor a felszabaduld
hémennyiség abszolutértéke:

Q=c,(m,T,+m.T,)
Itt értelemszerlien ¢, a viz fajhGje, m, a tomege, mc pedig a kaloriméter
vizértéke.
Jelenleg van 0 °C-os viziink, jegiink és kaloriméteriink. A fenti h6mennyiség egy
része a jég felolvasztasara, a maradék pedig a vizb6l és a kaloriméterbdl allé
rendszer melegitésére forditodik:

Q=mjLy, +¢,(m,+m+m)T,

j olv
ahol T az egyensulyi h6mérséklet.
A leadott és felvett hémennyiségek egyenlGségébdl a kaloriméter vizértéke:

m,(T,-T)-mT  m,L

oV _..210.2¢

Me T-T, c,(T-T,)

A vizforrald teljesitményének csak 80%-a forditddik a viz melegitésére. A tid6
alatt leadott h6mennyiség melegiti a vizet:
nPt=cmAT,

amibdl

_ CmAT
nP

t =261.25s = 4.5 perc

Ismeretes, hogy a viz slrlsége 4 °C-on a legnagyobb. Koézelitsik a V(T)
fliggvényt egy olyan parabolaval, melynek minimuma 4 °C-nal van:

V(T)=a(T -4°C)’ +b,
ahol b a 4 °C-on mért térfogat.
Ebbdl a viz térfogata 0 °C, 3 °C és 6 °C hémérsékleteken:

V, =16a+b
V,=a+b ,
V,=4a+b

az egyes kiilonbségek pedig
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V, -V, =15a
V, -V, =12a
tehat a térfogatvaltozas nagyobb, ha a viz 3 °C-rél h(il 0 °C-ra.

A viz-jég keverék h6mérséklete 50 percig nem valtozik, ekézben a h6atadas a
jég olvadasara forditédik. Amikor az Osszes jég elolvadt, a O °C-os, 10 kg
tomegl viz hémérséklete 10 perc alatt 2 °C-kal emelkedik. Ek6zben a viz a
meleg szobabdl

Q=CcmAT = 4.18k—‘]-10 kg-2°C =83.6kJ
kg -°C

hé6t vesz fel. Feltételezhetjik, hogy a hGatadds egyenletes, tehat a jég teljes
elolvadasaig eltelt 50 perc alatt a rendszer 6tszor ekkora hét vett fel. Ebbél a
jég kezdeti tomege:

m., :i—Qzl.ZSkg

Jeg
olv

Mivel hasonld tipusu feladattal gyakran taldlkozhatunk, paraméteresen oldjuk
meg, majd a feladat adatait felhaszndlva kiszamoljuk a megoldast. Legyen az
egyensuly beallta utan a viz h6mérséklete T, ez nyilvan a szoba és a meleg viz
hémérséklete kozti érték. Jeldljik a hideg ill. meleg viz paramétereit rendre 1
és 2 indexekkel.
A meleg viz T>r6l lehll az egyensulyi T hémérsékletre, a folyamat kdzben
felszabadulo (leadott) h6mennyiség:

Q. =cm,(T-T,),
ahol c a viz fajhGje. Ez a h6mennyiség (pontosabban ennek abszolutértéke) a
hideg vizet és a kalorimétert is a kozos h6mérsékletre melegiti.
Mivel a kaloriméterrél nem tudunk semmit, jel6ljik a h6kapacitasat C-vel, ez
szamértékileg megegyezik azzal a hémennyiséggel, amely a kaloriméter
hémérsékletét 1 °C-kal emeli.
igy a hideg viz és a kaloriméter &ltal felvett hémennyiség, mikozben az
egyensulyi h6mérsékletre melegszenek:

Qu =(C+cm)(T-T,)

Ha egyéb hdéveszteségektdl eltekintlink, akkor a leadott hé abszolutértéke
megegyezik a felvett h6mennyiséggel:

cm, (T,-T)=(C+cm,)(T-T,),
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amibdl a kaloriméter hGkapacitdsa

T,-T
C=c/m,2—-
{ 2T—T1 ml}

A kaloriméter vizértéke (m,) definicid szerint annak a viznek a tdmege, mely

hémérsékletének 1 °C-os noveléséhez ugyanakkora h6mennyiség szikséges,
mint a kaloriméter hémérsékletének 1 °C-os noveléséhez. Mivel
feladatunkban a kaloriméter vizet tartalmazott, ez most egyszerlen a
h6kapacitas és a viz fajh6jének hanyadosa:
C T,-T
m,=—=m,
c T-T,

A keveréses feladatok igen bonyolultak lehetnek, ezért célszerld a

kovetkez6kben ismertetett mddszert elsajatitani.

Ha biztosak vagyunk benne, hogy fazisatalakulds nem torténik az egyensuly
beadlltdig, akkor a k6zos hémérséklet valahol a legalacsonyabb és legmagasabb
hémeérséklet kozt lesz. EIGszor az 6sszes 0sszetevét lehltjik a legalacsonyabb
hémérsékletére, majd az igy felszabaduld h6t hasznaljuk az 6sszes 6sszetevé
egyszerre valé melegitésére.

Feladatunkban azonos tomeg(i vizmennyiségek szerepelnek, tegylk fel, hogy
T, <T, <T,.AT,és Ts h6mérsékletii viz T; h6mérsékletre valo leh(ilése sordn

felszabaduld (leadott) h6mennyiség:
Q. =cm[(T,-T,)+(T,-T,)]
A folyamat végén van 3m tomeg(, T; hémérséklet( viz. A leadott h6mennyiség
abszolutértéke ezt a vizet melegiti a T hGmérsékletre:
Qe = C’3m'(T _Tl)'
amibél
3 2T, -T,-T, _ T,+T,+T,
3 3

Tehat a végs6 h6mérséklet a kezdeti hémérsékletek szamtani kozepe.

T=T,

Hangsulyozzuk, hogy ez csak azonos témegii folyadékok esetén érvényes,
fazisatalakulas nélkiil.

Legyen az j-edik folyadék hémérséklete T;, a végsé h6mérséklet T. Az egyes
folyadékadagok 4ltal leadott hG, mikézben azok a legalacsonyabb (T;)
hémérsékletre hlilnek:



Qe =cm|(T,—-T,)+(T,-T,)++(T,-T,) | = cm{nTl —Z::Ti

Most van nm toémegl, T: hémérsékletli folyadékunk, amit a leadott
hémennyiség T fokra melegit:

—Q =cnm(T,-T)

A leadott és felvett h6mennyiségek egyenlGségébdl:
n

cm[nT1 DT, } =cnm(T,-T)
i=1

nT,-> T, =nT,—nT
i=1

n

2T
T = i=1
n

Tehat azonos tomegl(i, azonos fajhdjd folyadékok egyensulyi h6mérséklete az
0sszedntés utan a kezdeti h6mérsékletek szamtani kdzepe.

80. Az el6z6 feladatokhoz hasonléan az Gsszes vizmennyiséget leh(tjik a
legalacsonyabb T; h6mérsékletre. Ekkor a felszabadulé h6mennyiség:

Q| = —c[ml (T,=T.)+m, (T, =T, ) +-+m, (T, —Tn)] =

[ o

A teljes, T; hémérséklet(i viz altal felvett hémennyiség, mikdzben a kdzos
hémérsékletre melegszik:

Qu=c(T-T))2.m

A felvett és a leadott hémennyiségek egyenlGségébdl a kialakuld egyensulyi
ZmiTi
_
2m
i

ami az egyes folyadékrészek hémérsékletének a megfelel6 tomeggel vald

hémérséklet:

T

sulyozott atlaga.



81. Jeloljiik Q-val azt a h6mennyiséget, ami ahhoz sziikséges, hogy a Tp =-10 °C-os
jeget T; = -2 °C-ra melegitsik:
Q=c;m,(T,-T,)
A tovabbi hékozlés a T; fokos jég 0 °C-ra vald melegitésére, majd a jég
megolvasztdsara forditédik:
20Q =c¢;m; (0-T,)+m,L,
A két egyenletbdl kifejezhetd az L, olvadashé:

L, =c, (21T, - 20T, 33181
kg
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[ll. Fejezet
ELEKTROMOSSAGTAN

A fejezetben kiézolt feladatok megolddsa, il a mellékelt megolddsi utmutatok
tanulmdnyozdsa utdn a hallgato

> megismeri az alapveté elektrosztatikai, egyendramu és mdgneses jelenségekkel
kapcsolatos szamoldsi feladatok megolddsi modszereit,

> felismeri az adott feladat hdtterében dllo elektromdgneses jelenségeket és a
feladatmegoldds sordn 6ndlléan alkalmazza a tanult modszereket,

> a kiadott megolddsvadzlatok alapjan énellenGrzésre, részletesebb szakmai utmutatds
alapjdn 6sszetettebb, elektromdgnességgel kapcsolatos feladatok megolddsdra
képes

1. Elektrosztatika

1. Mekkora Coulomb-erével hat egy 10 C nagysdgu ponttdltés egy téle 1 m-re
levd 10 C nagysagu ponttoltésre? Mekkora és milyen iranyu az elektromos
térer6sség a masodik toltéstél 0,5 m-re, ha t6le az elsé toltést szigeteljuk?
Adatok: q:1=103C, q,=10*C, r=1 m, /=0,5 m.

a., Vegylink fel egy 2 dimenzids Descartes koordinatarendszert, amelynek az
origbjaban a q; ponttéltés helyezkedik el. Legyen téle r=r1/ex tavolsagra az x
tengely-en a q; toltés, az aldbbi dbra szerint (ex az x -irdnyu egységvektor):

ty

(o} A [o}}

-y

A q; altal gz-re haté Coulomb-erd vektoros alakban:

_ L d192 e

- 4mgg |rypl2 Y

ahol gy a vakuum dielektromos allanddja, vagy mas néven permittivitasa. A g1 altal

21

gz-re kifejtett Coulomb-er§ skalaris alakban, behelyettesitve a feladatban szerepld
mennyiségeket:



1 9192 1 1073C-107%*C

4me, r? o (1m)?2

= ~ 884 N.
41t 9-10"12 W

Fy1 =

b., Az E elektromos térerGsség E nagysaga a q; toltéstdl 1=0,5 m-re, ha téle a q;
toltést tokéletesen elszigeteljik:
1 q; 1 107*C
T Ame, 12 (:22 (0,5 m)?

.10-12
41910 Nm

\Y%
~3,5-10°—.
m

Az elektromos térerGsség erGvonalai a pozitiv toltéstdl kifelé mutatnak. Mivel az
erévonalak minden pontjdban az elektromos térerGsség vektora érintGiranyq, a tér
azonos erdsségl pontjait 6sszekot6 vonalak a toltés korili koncentrikus korok.

2. Két ponttoltés 50 cm-re van egymastél. A toltések értéke 1nC és 2nC. Van-e
olyan P pont a kornyezetiikben, amibe egy q probatoltést téve a prébatoltés
nyugalomban marad? Ha van, akkor hol van ez a pont?

Adatok: g1=1 nC=10"° C, g2=2 nC=2-10"° C, r=50 cm=0,5 m.

a., Az elektromos tér egy P pontjaban a térer6sség nagysaga és irdnya megegyezik
az adott pontba helyezett egységnyi q pozitiv elektromos toltésre hatd eré
nagysagaval és iranyaval. A q értékd toltésre az E elektromos tér altal kifejtett F eré
vektoros alakban F = Eq.

A szuperpozicio elve szerint az ered6 elektromos térerdsség az adott pontban
keltett elektromos térer&sségek elGjeles 6ssze. Ha q prébatoéltést a q: és gz
ponttoltések altal Iétrehozott elektromos tér olyan pontjaba tessziik, ahol azok
ugyanolyan nagysagu és ellentétes irdnyd Coulomb erével hatnak a g ponttoltésre,
akkor egyéb hato kiils6 er6k hidanyaban g nyugalomban marad. Ezt az aldbbi dbran
szemléltetjik, ahol a P pontot az xy Descartes koordinatarendszer origdjanak
valasztottuk:

*ty

r r




A g1 és q ponttoltések kdzott hatd Coulomb erd vektoros alakban:

1 qiq
Fl(qlr q, P) = - T3

4me, |y |3

valamint a gz és g ponttoltések kozott hatd Coulomb erd vektoros alakban:

q:29
F»(q1,q.P) = ey 10, I,

ahol -ri=-rif a q1 és q, az r=r>F a qz és q ponttoltések kozotti helyvektorok a
valasztott koordindtarendszerben. Vegyik észre a két helyvektor ellentétes
irdnyitasu, amit az r; helyvektor minusz elGjele mutat. P pontba helyezve g
nyugalomban van, ha F;(qy,q,P) = F,(q,, q, P) teljesil. Ebbél:
1 9.9 1 qoq
dmeg 12 Ameg 7

a_o
2~ 2
ry 13
rs Y = dz .
2= 2= [T I
r{ ap d1
Felirjuk a két ponttoltés tavolsagat:
r=r;+r,=r;+ 21‘1=1‘1 1+ 4z ,
q1 d1
amit kissé atrendezve felirhatjuk ri-et a feladatban megadott mennyiségek
segitségével:
-1 -1
dz
rp=r{1+ q_ =05m| 1+ ~0.2m
1

Vagyisr, =r—r; =05m—0,2m = 0,3 m.

Tehat az a P pont, amibe helyezve a q ponttoltést az nyugalomban marad, az a q;
és q toltéseket 0sszekotd vonalon helyezkedik el, korilbelil 0,2 m-re a g; és
korulbelil 0,3 m-re a g, ponttoltésektdl.

3. Egy 3uC és egy 4uC nagysagu pontszerd toltés egy 2 méter oldalhosszusagu



egyenl6 oldald hdromszog két csucsan helyezkedik el.

a., Szamitsuk ki a ¢ potencialt a haromszdg harmadik csucsaban. Tegytuk fel ¢, =0
a végtelenben.

b., Mekkora munkavégzés sziikséges ahhoz, hogy a végtelenbél egy 5 uC toltést
vigylink a haromszog harmadik csucsara.

c., Szamitsuk ki a harom toltésbél allé rendszer teljes potencialis energiajat.

Adatok: q:=3 uC=3-10° C, g,=4 uC=4-10° C, gs=5 pC=5-10C, I=2 m.

a., A g1 toltéstdl szarmazoé ¢(qi,P) potencidl a harmadik cstcsban (P):

1 q
,P)=——.
¢(q1,P) yr—
A gz szdrmazo potencial a harmadik cstcsban, a végtelenhez képest:
d1
,P)=———.
¢(q2,P) dmeg |

A teljes potencidl ebben a pontban a kett6 szuperpozicidja:

1(& dz

P) = +—=)=9-10°
o) = )

+
C2 2m 2m

Nm? <3 -107°C 4-107°C
1 ]

) =3,15-10* V.

b., Az a W munka, ami ahhoz sziikséges, hogy a q toltést a végtelenbdl a @(P)
potencialu P cstcsba vigyiik, megegyezik a ponttéltés U potencidlis energidjanak a
megvaltozdsaval :

W = U(P) — U(®) = gs[@(P) — @(0)] = 5-1076C (3,15 - 104V — 0) = 0,16.

c., A hdrom to6ltésbdl all6 rendszer teljes potencialis energiadja az egyes toltésparok
potencialis energidjanak az 6sszege:
1 /9192 | 9293 . 9193
(B2+22+
4t

Uteljes = I I 1 ) =0,21].

4. Sikkondenzétor 40 cm?2-es lemezeit 0,5 mm vastag €,=2 relativ permittivitasu
dielektrikum valasztja el egymdstdl. Szamitsuk ki a kondenzator kapacitasat.
Adatok: A=40 cm?=4-103 m?, d=0,5 mm=5-10"*m, €,=2.

— é — .10-10
C=¢gpe, i 1,4-107*"F.

5. Mekkora és milyen polaritasu fesziltséget kell kapcsolni vakuumban két



vizszintesen egymastdl 1 cm-re elhelyezett parhuzamos sik lemez kézé, hogy
kozottik lebegjen egy 107 g témeg(i, 1pC nagysagl pontszer(i tdltés? (nehézségi
gyorsulds g=9,81m/s?)

6. Két kicsiny sugaru fémgolyo koziil az egyiknek +107C, a masiknak +2x10%C
toltése van. Osszeérintés utan kdzpontjaikat 1 m tavolsagra helyezziik el
egymastdl. Mekkora F er6 hat a golydkra?

7. Egy 1 cm oldalhosszUsagu négyzet 3 csucsaban elhelyeziink 1-1 1nC t6ltés(
pozitiv ponttoltést. Milyen iranyu és nagysagu erével hat e toltések tere a négyzet
negyedik csicsaban levs elektronra és mekkora e pontban a térerGsség.

8. Egy 4 cm befogdju egyenl6 szaru derékszogli haromszog atfogdjan levé 2
csucsaban egy-egy 8 nC toltésl pozitiv ponttoltés van. Milyen iranyu és mekkora
az elektromos térerdsség a haromszog 3. csicsaban? Ha egy elektront helyeziink a
csucsba, milyen nagysagu és iranyu eré hat ra?

9. Szamitsuk ki egymastél r=0,5m tavolsagra levd két pontszeri toltésbél q1,=100
UC és g2=1pC pontszer toltésekbdl allé rendszer U elektromos potencidlis
energidjat.

10. Vakuumban, v=2-10* km/s sebességgel kiloviink egy protont egy téle igen
messze levé Q=1 C ponttoltés irdnyaba. Milyen kozel jut a proton a Q t6ltéshez?

11. Egy 12 V-os akkumulator két, egymastdl 4 mm-re Iév6 nagy, parhuzamos
fémlemezhez csatlakozik. Szamitsuk ki a lemezek kozotti elektromos térerésséget.

12. Tekintstink egy A feliilet(i sikkondenzatort, melyben a lemezek kdzo6tti erSteret
két kiilonb6z6 vastagsagu dielektrikum tolti ki. Elhanyagolva a szélek hatasat,
szamitsuk ki a kondenzator kapacitasat. (Tipp: a dielektikumok hatarfeliiletére két
nagyméretd, sik fémlemezt cslsztatva az igy létrejové kondenzatorok soros
kapcsolasuak.)

13. Egy 500 pF és egy 2 nF kapacitasu kondenzatort parhuzamosan kapcsolunk. A
rendszerre 5 pC toltést juttatunk. Mekkorak az egyes kondenzatorok fesziiltségei,
toltései illetve energiai? Mekkora a teljes rendszer energiaja?



2. Az elektromos egyenaram, vezetési jelenségek

1. Egy 2 mmZ-es egyenletes keresztmetszet(i szénridbdl ellendllast készitiink.
Mekkora a szénrud ellendllasa és hossza, ha a két vége kdzé kapcsolt 5 V-os
fesziiltség hatdsara 4-103 A er8sség(i dram atfolyik 4t rajta?

Adatok: A=2 mm?=2-10° m?, U=5V, |=4-103 A.

Ohm torvényét alkalmazva a rud ellenallasa:
~u_5v.
R_T_m_usoa.
A rud | hossza:
R-A 1250Q-2-10"°m?
== ="14105am
ahol p a szén fajlagos ellendllasa.

~ 1786 m,

2. Szamitsuk ki az alabbi abran lathato ellenallas-halézat ered6 ellenallasat.

-

Az els6 és masodik fogyasztok parhuzamosan vannak kapcsolva. igy azok kozos

ellenallasa:
1 1 1 R;R, _ 60 30

— =—4+— = Ry = = =
Ry, R; R, 27R,+R, 60+30




Az Ry; eredd ellenallas és a harmadik ellenallas fogyaszté sorosan van kapcsolva,
igy a teljes rendszer eredé ellendllasa:
Re =R +R3 =20 +10Q0 =12 Q.

3. Mekkoranak valasszuk az alabbi dbran lathatd kapcsoldsban R és U értékét
ahhoz, hogy U1=120V és a teljes felvett teljesitmény P=240 W legyen?
Az ellendllasok értéke: R;=120Q), R,=20Q), R3=250Q.

A jobb oldali hurokban nem folyik aram, Rfiszen szabad végekrél van szé, igy

. , Ju o Rl o s Ryllli Ui, .
Kirchoff csoméponti|torvénye alapjan|az A" jelzésl csomopgntba |, aram folyik be
és vele megegyez6 nagysagu |; folyik ki,jamelynek nagysaga Ohm torvénye szerint:

Jobbrdl balra haladva meghatdrozzuk az egyes ellenallasokon esé fesziiltséget.
Az R; ellendlldason esé fesziiltség:

Kirchhoff huroktérvénye alapjan a kozéps6 hurokban az Rs ellenallason esé
feszlltség:

Us; =U; + U, =120V + 20V = 140V.
A rajta atfolyd dramer&sség az Ohm-torvény szerint:

_Us_140V_
7Ry 2500 T

Az Iz dram az R és R; ellendllasok kdzotti B csomdpontban kétfelé oszlik, igy
Kirchhoff csomdponti torvénye alapjan:
Ir=L+1=1A+144=24A.

Az egyes ellenallasok fogyasztasai:
P, = Uyl; = 120V-1A = 120W
P, = U,l, = 20V 1A = 20W
P; = Ujzl; = 140V - 0,56A = 78,4W
Vagyis a harom ellenallas egyuttes fogyasztdsa:
Piy3 =P+ Py + P; = 120W + 20W + 784W = 2184 W.

Az Osszes fogyasztas a feladat szovege szerint P=250W kell legyen, azaz a negyedik
ellenallas, R fogyasztasa az 6sszes fogyasztds és a harom szdmozott ellenallas



fogyasztasanak kiilonbsége:
PR =P —Pjy3 = 250W — 218,4W = 31,6 W.

igy az R ellenallas értéke:
P,  3L6W

12~ (242

550,

és a rajta esG fesziiltség:
Ug=R-1I=550"14A=77V.

Az U fesziiltség értéke a bal oldali hurokra felirt huroktorvény alapjan:
U=U;+Upr =140V + 7,7V = 147,7 V.

4. Hany darab 5 Q-os ellenallast kell sorba kapcsolni ahhoz, hogy az ellendlldsokon

atfolydé aram 1 A nagysaga mellett az ellendllasrendszer fesziiltsége 15 V legyen?

5. Egymassal parhuzamosan kapcsolunk egy 240 és egy 360 Q-os ellenallasu
fogyasztét egy 120 V-os fesziiltségl telepre. Mekkora az eredd ellenallas? Mekkora
er@sségl aram folyik a féagban? Mekkora erGsségli aram halad at az egyes
fogyasztékon? Mekkora a rajtuk disszipalt teljesitmény?

6. Kapcsoljunk egy izzélampat 12 V fesziiltségre. A lampa fogyasztdsa ekkor 5,6 W.
Mekkora lesz az izzélampa teljesitménye, ha azt egy 18 V-os feszliltségre
kapcsoljuk? A [dmpa ellenalldsa valtozatlan.

7. Legyen egy fogyasztd teljesitménye 60 W, amikor rajta 1,8 A erésségl dram
folyik at. Mekkora lesz a teljesitménye akkor, ha az dramer&sséget 2,4 A-ra
noveljiik és a fogyaszto ellenallasa valtozatlan?

8. Szamitsuk ki az aldbbi dramkor egyes dgain atfolyd aram erdsségét.
Adatok: R1=5(2, Ry=2(2, £1=5V, ,=2V.




9. Harom 40W-o0s, 120V-0s izz6lampat csatlakoztatunk 120 V-os
feszliltségforrashoz az aldbbi médon. Szamitsuk ki a harom izzéldmpa fogyasztasat
és az egyes izzélampakon esé fesziiltséget.

&
=

10. Szamitsuk ki az aldbb lathaté dramkor A és B pontja kozotti fesziltséget, és

allapitsuk meg, hogy melyik pont potencialja nagyobb.
Adatok: R1=2.Q, R2=6.Q, R3=8.Q, €1=10V, £,=6V.

¥ R - +i| oA

-1+
>

1%}

11. R tolé-ellenallast épp ugy allitjuk be, hogy az aldbbi dbran lathaté aramkor
jojjon létre. Mekkora legyen az R ellendllds értéke, hogy az dramkorhoz kapcsolt
izz6ldmpa lizemi feszliltségen égjen?
Adatok U=220V, Ui=12V, P=40W.

Ui, Pi

R/2 R/2



o U O

12. Sorba kapcsolt RC dramkérben a kapacitas 4 uF. Mekkora az R ellenallas, ha az
aramkor idéallanddja 2 ms? A t=0 id6pontban az dramkort 9 V-os
fesziltségforrashoz kapcsoljuk. Mennyi id6 mulva éri el a fesziiltsége a 8 V-ot?

3. A magneses mez0, elektromagneses indukcio

1. Egy elektronnyalab sebességsz(irén halad at. Az egymasra meréleges magneses
és elektromos erétér nagysaga 2-1072T és 4-10* V/m. Mekkora a sebességsz(irs
aperturajan kilépé elektronok mozgasi energiaja?

Adatok: E=4-10* V/m, B=2-10"T.

A sebességszlirén v sebességgel athaladd e toltési részecskékre hatd Lorentz eré
homogén er6tér esetén:

F = q(E + v x B).
Ebbdl Iatszik, hogy az olyan sebességli elektronok haladnak at a sebességsz(irén,
amelyekre az elektromos tér illetve a magneses tér altal kifejtett er6komponensek
éppen kiejtik egymast, azaz E = v X B. Ez olyan elektronokra valdosul meg,
amelyeknek a sebességiik iranya v_L B és a nagysaga:
E 4- 104%
E=vB »v= == —x—
B 2-1072T

1 1 ms 2
Eiin = 5mev? = 29,1110 kg (27 10°—) = 18210719,

m
=2-105—
S

2. Mekkora erével hat a 0,4 T indukciéju homogén magneses mezb az egyenes



vezetS 2 m hosszu szakaszara a kovetkez6 esetekben, ha a vezet6ben 25 A dram
folyik?

a., A vezet6 merdleges az indukcid vonalakra,

b., a vezet6 parhuzamos az indukcié vonalakkal,

c., a vezetd 30°-os szoget zar be az indukcid vonalakkal?

Adatok: B=4-10"T, I=25 A, I=2 m, 6=30°.

A B indukciéju magneses térbe helyezett | dram jarta / hosszUsagu vezet6re hatd
eré nagysaga (I a vezetd iranyaval parhuzamos egységvektor):
F=1lxB=1llxB=1IB-sinb.

Ebbdl a képletbdl Iatszik, hogy az dramjarta vezet6re hatd er6 fligg attél, hogy a
vezetd milyen 0 szoget zar be az indukcidévonalakkal (ismétlés: a és b vektorok
vektorialis szorzata axb=ab sin0).

Az a) esetben © = 90°, a b) esetben B = 0° és a c) esetben 8 = 30°. Ezeknek
megfelelGen rendre a hato er6k:
a,F=1IB-sinB=25A-2m-4-10"1T-sin90° = 20 N,
b,F=1IB-sin@=25A-2m-4-10"1T-sin0°=0N,
c,F=1IB-sin@f=25A-2m-4-10"1T-sin30° = 10 N.

3. Két egymassal parhuzamos, végtelen hosszu R sugaru hengeres vezetGben |
er@sségli aram folyik azonos iranyban, az abra sikjara mer6legesen befelé (a
vezetSk nem Uregesek). A hengerek tengelytavolsaga d. Az aramslir(iség a vezetSk
keresztmetszetén allandé. Mekkora a B magneses indukcid az dbran jelolt A, B, C
és pontokban?

1-es henger 2-es henger

.f BBZ BAZ
B2

d/2

R/2

A fenti dbra a 1-es (bal oldali) és 2-es szamu (jobb oldali) hengeres vezet6ket
mutatja, illetve a korulottik kiépllé magneses mez6 szerkezetét. Az egyenes



hengeres vezetdk altal keltett magneses tér az dramutatd jardsaval azonos
irdnyban, korkorosen veszi korbe a hengerek tengelyét.

A jobbkéz-szabdly értelmében az indukalt magneses mezd irdnyat P pontban
(k6zépsb ujj) az | nagysagu aram 1 iranya (hiivelykujj), illetve az dramvezet6tél a P
pontba mutato T helyvektor (mutatdujj) irdnya hatarozza meg. Ezt a Biot-Savart
torvény fejezi ki, amit altaldnos esetben is felirhatunk nem homogén tér és/vagy
nem egyenes vezet esetére.

A mdgneses indukcid nagysaga a vezetdn belsejében, a vezet6tdl vald r tdvolsag
fliggvényében:
Holr
B(r) = —.
) 2mR?

A magneses indukcid nagysdga a vezetén kiviil:
Hol

B(T) = %

Ba magneses indukcid az 'A' pontban: a fentiek altal belathatd, hogy az 1-es és 2-

es hengerek tengelyétél azonos tavolsagra levs A pontban a két henger altal
keltett Ba1 és Ba, magneses indukcidk nagysdga a megegyez6 nagysagu aramok
miatt egyenld, illetve az egymadssal éppen szembe mutatd egységnyi hosszusagu
(If] = 1) ; és T, helyvektorok miatt éppen ellentétes irdnyuak, azaz

Ba = Ba1 + Baz = Ba1|Fy| + Baz2(—|F2]) = 0.

Bs magneses indukcid az 'B' pontban: a B pont az 1-es szdmu hengernek éppen a

tengelyén helyezkedik el, tehat magneses teret ott csak a téle d tavolsdgban a
masik hengerben folyd dram kelthet. Vagyis a magneses indukcié nagysaga B-ben:
_ Mol
B~ ond

Bc magneses indukcié az 'C' pontban: a C pontban az 1-es szdmu henger lefelé

irdnyuld Bci nagysagu teret kelt, ami figyelembe véve, hogy a C pont az 1-es
hengeren kivil taldlhato:
Hol

Bcy = @.



A C pontban az 2-es szamu henger felfelé irdnyuld Be nagysagu teret kelt, ami
figyelembe véve, hogy a C pont az 2-es hengeren beliil taldlhaté:

B = _“_0‘(5> __ kel
c2 2mR2 \2 4R’
Vagyis
. _ Hol Hol Mol 2 1
Bc = Be1 + Bz = R _4nR_ﬁ<2d—R_ﬁ>'
2n(d - )

4. Homogén, 0,02 T indukcidju magneses térben egy 10 cm hosszusagu egyenes
vezet6 mozog, aminek a sebesség 60 fokot zar be az indukcidévonalakkal. Adjuk
meg az indukalt fesziltséget, ha a vezetd 10 m/s allandd sebességgel mozog.
Adatok: B=2-102T, /=10 m, a=60°, v=10 m/s.

Az | hosszUsagu vezetd B indukcidju magneses térben vald v sebességli mozgasa
soran létrejové U; indukalt fesziltség nagysaga:

m
U; =Blvsina=2-1072T - 107 'm- 10?' sin60° = 0,017 V.

A mozgas dltal indukalt fesziltség iranya mindig olyan, hogy a zart vezet6ben az
altala Iétrehozott dram koril keletkez6 magneses terével akadalyozni igyekszik az
6t létrehozd indukald folyamatot (Lenz-torvény).

5. Szamitsuk ki az 1 cm? keresztmetszetd, 10 cm hosszu és 1000 menet(i szolenoid
oninduktivitasat. Mekkora az indukalt ellenfesziiltség, ha a tekercsen atfolyé aram
er@ssége egyenletesen, 15 A/s sebességgel nG?

Adatok: A=10"* m?, /=10 m, N=1000, dI/dt=15 A/s.

A megadott adatok szerint a szolenoid stirin tekercselt és hossza az atméréjéhez
képest nagy, igy a végeinek hatdsat elhanyagolhatjuk. A szolenoid 6ninduktivitasa:
oN2A 41110‘7%- 10002 - 10~*m?

~ 1,26 -1073H.
l 10™Im 2610

igy az indukalt ellenfesziiltség:

dI A
& = —La =—1,26-10"3H- 15§ =—1,89-1072V.



6. Homogén, 4-103 T indukcidju magneses erétérbe helyezett egyenes dréton 8A
er@sségl aram folyik. A magneses erGvonalak a huzallal 36 fokos szoget zarnak be.
Mekkora erével hat a magneses tér az aramvezetére?

7. Homogén magneses térben, amelynek magneses indukciéja 0,02 T az
indukcidvonalakkal 30 fokot bezaré merdleges sikban egy 5 cm hosszusagu
egyenes vezeté mozog. Adjuk meg az indukalt feszliltséget az id6 fliggvényében,
ha a vezet6 10 m/s allandé sebességgel mozog.

8. Hany menet(i legyen az 10 cm? keresztmetszetd, 20 cm hosszu szolenoid, amin
aram erdssége egyenletesen, 15 A/s sebességgel nG, ahhoz, hogy az indukalt
ellenfesziiltség abszolut értéke 102 V legyen?

9. Egy 1=30 cm hosszu, A=6 cm? keresztmetszet(i, N;1=500 menet(i szolenoidra egy
madsik N2=20 menet( tekercset csévéliink szorosan, a masik tekercs kdzepe koriil.
Szamitsuk ki a két tekercs kdzotti kblcsonos indukciot. (Tipp: a szoros csévélés
miatt a két szolenoid geometridja megegyezik, azaz l:=I,=1 és A;=A,=A.)
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Témakor: rezgéstan, geometriai optika

Tanulasi eredmények
Tudas: Ismeri ezen témakor alapvetd torvényszer(iségeit, Ismeri ezen témakor
szaknyelvet. Ismeri ezen témakor 6sszefliggéseit, torvényszerlségeit, és az ezekre
alkalmazott matematikai eljarasokat.

Képesség: J6 gyakorlati érzékkel rendelkezik. Alkalmazza, haszndlja ezen témakor
definicioit, képleteit, elméletét. Kivalasztja az egyszer(i feladatok megoldasdhoz
sziikséges mddszereket, képleteket.

Attitlid: Munkajat onkritikusan értékeli. Fontosnak tartja ezen témakoérhoz
kapcsolodd miveltségének bbvitését.

Autondémia/felel8sség: FelelGsséggel oldja meg a rabizott feladatokat.
Hallgatoként képes egylittm(ikddni a kurzus hallgatdéival, oktatdival.



Feladatok

1. Akitérés mindig egyenesen aranyos az azt létrehozé erével?

2. Az aldbbi grafikonok kiilonb6z6 testekre hatd eredd er6t abrazolnak a
kitérés fliggvényében. Melyik eré hatasara jon létre harmonikus rezgémozgas

@w o ®©

3. Fligg-e a rezgésid6 az amplitudétél? Mi az, ami biztos, hogy fligg az
amplitudotol?

4. Harmonikus rezgést végz6 testet vizsgalunk. Mikor nulla a sebesség illetve a
gyorsulds? Mely idépillanatokban maximalis a sebesség és a gyorsulds? Hol
van ilyenkor a test?

Megoldas
x(t)
1
0 - t(s)
I i} ir 2m 5r 3 = A7
1 I 7 | 7 | ! |
| | T | | | T |
v(t)
1T T E -
| | | |
0 . | . ' t(s)
N r|r _37” 2 {T”___Sﬁ___f_)” 47
—1 I ASE S | i A |
alt)
1
0 t(s
5 T '*_)” 27 "T” T 7_}“ 4?1‘()
1 | ! | ! i |
| | | | | | |




5. Egy 25 dkg tomeg(i testet 2 N/m rugdallanddju rugdra akasztunk, majd
fliggblegesen kitéritve rezgésbe hozzuk. Mekkora frekvenciaval fog rezegni a
rendszer?

6. Egy 5 dkg-os targyat rugéra akasztunk, hagyjuk rezegni. Az dbra rezgd targy
gyorsuldsat dbrazolja id6 fliggvényében. Az id6 értékek szekundumban, a
gyorsulds értékek m/s%-ben vannak megadva.

8,7 a(mis2)

65,8

32,9

t(s)

-32,9

-65.8

87
Hatarozzatok meg:

a. a frekvenciat,

b. a rezgések amplitudojat,

c. a rugdallandét.

d. Mekkora a rezgd targy kitérése abban a pillanatban mikor a gyorsulasa a
lehetd legnagyobb?

e. Mekkora a rezg6 targy kitérése abban a pillanatban mikor a rezg6 targy
sebessége

f. Abrazoljatok a targy sebességet id6 fliggvényében!

7. Milyen hosszu a masodperc inga?



8. Egy 2kg tomegU test harmonikus rezg6mozgdast végez. Hatdrozzuk meg a
korfrekvenciat, kezd6fazist és amplitudot, ha a kezdGpillanatban a test
kitérése 1m és 4 m/s sebességgel tavolodik az egyensulyi helyzettd, és ekkor a
visszatérit6 er6 8N

Megoldas:

D
w- keressiik, tudjuk, hogy D=m w?, ahonnan a keresett mennyiség: w = ’;

De nem tudjuk, mekkora a D!!
A harmonikus rezg6mozgas dinamikai feltétele: F=-D x , innen D nagysaga D=F/x

Vagyi D |F/x _ 8N/1m_2
agyis w= B el 2kg =2s

A t=0s id6pillanatban
x(0s)=A sin(0+@o) és v(0s)=A w cos(0+qo),

vagyis 1m= A sin(po), és 4m/s= A 2s cos(@o).

M L te(00), ah - 0,46rad
4m/S—ZS—g(po,a onnan @ = 0,46ra

Ezt visszairva az 1m= A sin(po) egyenletbe kapjuk, hogy A= 2,23m

X
A kett6é hanyadosabdl: 5 =

9. Egy a harmonikus rezgémozgast végz6 kitérése az amplitudo fele. Mekkora a
test mozgasi és rugalmas energidinak ardnya ebben a pillanatban?

Megoldas:

Ha a rezgémozgast végzs test kitérése az amplitudé fele:

x=A/2 : Asing =A/2 (ahol ¢ a fazist jelenti, vagyis ¢= wt+@o)
1

innen: sinp =—

in ¢=7

Az egyes energidak hanyadosa:

1
Em _3M™ v? _m (Aw cosp)?  m (Aw cose)?> m AZw?(cosp)? _(cose)?

Er 2Dx? D(A/2)2  mw?(A/2)2 mw?A2(1/2)2 (1/2)2

_1-(sing)? _ 3/4
T @/2)2  1/4

=3



10. Egy vizszintes lapon hasab nyugszik. Mekkora amplitidénal nem csuszik meg a
test, ha no=0.4, és a lap T=3s periddusidével vizszintes harmonikus rezgésbe
hozzuk?

Megoldas.:
A dinamika alapegyenletébdl: a test nyugalomban marad a lapon, ha a ra haté
er6k kiegyenlitik egymast, vagy el6jeles 0sszegiik nulla.
A testre két vizszintes er6 hat: a surlédds, és a lap gyorsulasabdl szarmazé:
Flap=alap Mhasab,
ahol a lap gyorsuldsat a harmonikus rezgémozgasbdl megismert sinusos
dsszefliggés adja, és maximuma ama=A w2
Ha ennél az Fmax-nal sem csuszik meg a lap, vagyis Fmax=Ftap, max, akkor nem fog
egyaltaldn megcsuszni a lap rezgése soran.

Fmax= Ftap, max —t kifejtve:
dmax Mhasab = Ko Mhasab 8,
a témeggel egyszer(isitve:, és beirva ama=A w?, kapjuk:

Aw=Ho g,

mar csak w —t kéne kiszamolni: w = 2?“, ahonnan
2T
A~ = o8,
beirva az ismert adatokat: A ( 23—:)2 =0,4 9,8 m/s?, kapjuk, hogy A=0,911m

11. Egy motor dugattydja 3000 1/min fordulatszamon jar és 10 cm-es
|I6kethosszon. Mekkora a 10 dkg tomeg( dugattyl rezgési energiaja?

12.Harom fondlingat egyensulyi helyzetébdl ugyanakkora [ ]

kis szoggel, azonos irdnyban kitéritjik, majd egyszerre

elengedjiik azokat. Az ingatestek tomege m, illetve 2m. m
Melyik két ingatest ér egyszerre a szemkozti szélsé 1
helyzetbe, ha a légellendllast elhanyagoljuk? )
2m
e o
2. 3.

13. Mekkora az 1m-es fonalinga lengésideje, korfrekvencidja a Holdon, ahol a
nehézségi gyorsulds a foldi érték hatodrésze?
Ha a maximalis oldalkitérésnek 5cm, akkor mekkora a maximalis sebesség és a
legnagyobb gyorsulds?



Megoldas:
A fonalinga lengésideje a Holdon:

T=2 L 2 L 2
=<4IN =4TT Tomia —4TT
8Hold gF%

2

TC
a korfrekvencidja: w =T - 1.281/s

1m
—— = =4,92s

A mechanikai energia megmaradds tétele a maximalis kitérésd és a maximalis

sebességli (fliggdleges) helyzetre: mgh = %2 m vZmax

innen: Vimax = +/ 2gh _.J
Az abrardl: h = L- L cos®o
és a szaggatott, a maximalis oldalkitérés:
tudjuk, hogy  cos®@=+/1 — sin? @,
Osszegezve:
Vimax = JZg(L — L/T=sin? ®;)=0,16 m/s ¥
Még kérdés az ams=A w? =2 i

Tudjuk, hogy Vmax=A w = 0,16 m/s |
A Vmax-t beirva amax-ba, kapjuk:  @max= Vmax 0 = 0,16 m/s 1,28 1/s = 0,2048 m/s>

14. Egy rugds jatékpisztolyban 3 cm-rel nyomjuk 6ssze a rugét és 5 grammos
|6vedéket I6vink ki vele. A rugdallandd 300 N/m. Mekkora munkaval tudjuk a
pisztolyt felhdzni? Mekkora sebességgel 16vi ki a golyot a pisztoly?

Megoldas:

A mi munkank, nagysagrendileg megegyezik a rugdnak atadott, a rugdban tarolt
energiaval, ennek képlete:

W,=1/2 D x?>= 1/2 300N/m (0,03m)?=0,135)

Anikor a golyo a kilovés soran, eléri a maximalis sebességét, akkor a rudo a teljes
energiajat atadta, és mozgasi energia lett belGle:

W, =Ekin max=1/2 M VZnax

0,135J= % 0,005kg VZmax

Vmax= 7,35m/s



15.

16.

D6ri megmérte az autéjuk lengéscsillapitdjanak sillyedését, mikor az egész
csaladd bell az autéba, 1 cm-nek adddott.

A csalad egyittes tomege 300 kg, az lires auté tomege 3 tonna.

Amikor kiszallnak, akkor harmonikus rezgémozgast végez az auté. Mekkora
ennek a rezgésideje?

Megoldas:
A rezgésidG6t a kovetkez6 Gsszefliggés adja meg rugd-test rendszer esetén.:

,m
T=2n [—
D

A tomegrdl vannak adataink, amikor beindul a rezgés, akkor mar csak az auté
tomege rezeg: M=3 tonna

D="?

Ezt pedig a kezdeti 6sszenyomdddasbdl tudjuk megadni, mert Frygs = Dx (most
csak a nagysagokkal szdamolunk, az irannyal nem)

Frugs = mg, mivel a kocsi egyensulyban van a kiszallas pillanata elott

igy: mg =Dx

Behelyettesitve az ismert adatokat: 3300kg 9.81 m/s?>=D 1cm

Innen D=3237300 N/m

_ m 3000kg
Vagyis T=2n B =2n D =0,19s

Az uttest 18 m-es betonlapokbdl van 6sszerakva, melyek kozott pici hézag

van. Az autéban |év6 rugds jaték rugddllanddja 10 N m és a figura tomege
0,23 kg. Mekkora sebesség esetén kezd intenziv rezgésbe a jaték?

Megoldas:

Amikor a sebességbdl adddé rendszeres zottyenés (t=s/v), éppolyan Gtemben jon,

2T D
mint a rugdra akasztott jaték rezgésideje (T=—,és w = /; )

w
.S m S D
Vagyis —= 2n [— atrendezve:v=— |—
v D 2T\ m

beirva az ismert mennyiségeket: v=——

18m [10N/m

= 18,89 m/s= 68km/h
21 [ 0,23kg 89 m/s m/



17. Két, egymadssal 30°-os szoget bezard tiikorre fénysugarat iranyitunk T2-
veparhuzamosan az dbra szerint. Melyik dbran |athaté a helyes sugarmenet a
kétszeri visszaver6dés soran?

T, T, T

(4) (B) ©)

18. Egy 10 cm atmér6jli fényforras kozéppontjatdl 1 m tdvolsagra allitjuk az 2 cm
atméragjli lapos fémkorongot, amely mogott 4 cm-re van az ernyé.
Mekkora az erny6n a teljes arnyék, és a félarnyékos terilet?
(A fényforras és a korong kdzéppontjat 6sszekots egyenes merGleges az
ernyGre!)

= @

Megoldas:
Az arnyék kor alaku, és a félarnyék korgy(iri alakd terlletéhez sugarak kellenek!

Készitslink egy
vazlatot:

100 em

kS

Az abran a sugarakat az EF és GH atmérdékbdl tudjuk kiszamolni.
ABO, EFO haromszogek hasonldak, ezért a megfelelS oldalak aranya megegyezik



AB _ 104cm+x
CD - 4cm+x
CDO és EFO hasonld haromszogekbdl megkapjuk a teljes arnyék EF atmérgjét:
CD _4cm+x
EF

ABOQO’, CDOQ’ és a GFO’ haromszogek hasonldsagat felhaszndlva kapjuk a gydr
alaku félarnyék kilsé szélét hatarold kér GH atmérgjét.:

AB _ 100cm-—y

, ebbdl x=21cm

innen EF = 1,68cm vagyis rsmye= 0,84cm

, innen y=16,67cm

CD
GH 4cm+y . .
5 = y innen GH= 2,48 cm, vagyis rsmyek=1,24cm

Fold

teljes arnyek

19. A nap sugarai 80° beesési szogben érkeznek a vizszintes talajra. Egy siktikorrel
egy kut aljat szeretnénk bevilagitani. Hogyan kell elhelyezni a tikrot?

20. Zsuzsi 1.65m magas. Szemei a talajtdl 1.55m-re vannak. Egy fligg6leges
siktiikbrben nézegeti magat, amely a szemeit6l d tavolsagra taldlhato.
Legalabb mekkora tiikrét vegyen,

21. A hanghulldm terjedési sebessége levegében 340 m/s, vizben 1490 m/s .
Mekkora szogben toérik meg az a hanghulldm, ha 10 fokos beesési szogben

érkezik?
Megoldas:
) n, c¢q Sina
A Snellius-Descartes egyenlet: Ny=—="—"="—
n; c, sinf
1 L o " ) C1 340m/s
Ebbdl kifejezve a kérdéses szoget: sinB = — sina = —— sin10°

Cy 1490 m/s


https://www.gyakorikerdesek.hu/kozoktatas-tanfolyamok__hazifeladat-kerdesek__6615042-zsuzsi-165m-magas-szemei-a-talajtol-155m-re-vannak-egy-fuggoleges-siktukorbe
https://www.gyakorikerdesek.hu/kozoktatas-tanfolyamok__hazifeladat-kerdesek__6615042-zsuzsi-165m-magas-szemei-a-talajtol-155m-re-vannak-egy-fuggoleges-siktukorbe
https://www.gyakorikerdesek.hu/kozoktatas-tanfolyamok__hazifeladat-kerdesek__6615042-zsuzsi-165m-magas-szemei-a-talajtol-155m-re-vannak-egy-fuggoleges-siktukorbe

22.Egy medencében nyakig vizben allva figyellink egy téliink 6t méterre 1évé
embert, aki szintén nyakig meril a kristalytiszta vizbe. Megprébaljuk
megdllapitani, milyen szin( flird6nadrag van a masikon, de ez nehézséget
okoz. Miért?

Megoldas:
Mert a fénytorés jelensége miatt valtozik a hulldmhossz, és a terjedési sebesség a
kozeghatdrnal.

ny ¢, 12_ sinf3
Vagyis a masik firdénadragjatél induld fény megvaltoztatja a hullamhosszat,
mikor atlép a viz-leveg6 hatdron, és a hulldmhosszal egyiitt megvaltozik a lathaté
fény szine.
Megjegyzés: Ellenben, ha a megfigyelG lebukik a viz ala, akkor mar az eredeti szint
fogja latni!

23.Az Uj kozegbe 30°-0s beesési szoggel érkezé hulldm hulldmhossza 12%-kal
nagyobb lesz. Hogyan valtozik meg a hullam terjedési sebessége? Mekkora a
torési szog?

24. A tengervizben 1500 m/s-mal halad a hang. Egy 30 kHz-es ultrahanghullam 3
masodperc alatt ér vissza a tengerfenékrél. Milyen mély a tenger? Mekkora idé
alatt érne vissza a hulldm, ha a hajé 36 km/h-val halad?

25. Egy medve lazacra vadaszik. Hova nyuljon a folyéba, hogy el is kapja a halat?

Megoldas

Kecsit elé, és lentebb, mint
ahol a hal Iatszik.
Megjegyzés:

Ellenben ha Iézerpisztollyal
|6viink halat, akkor épp oda

kell célozni, ahol a hal van,

mivel a fény Utja
megfordithatd.
(A medvék egyébként nagyon okosan a vizbdl ki-ki ugré halakat kapjak el!!)



26. Fénynél a viz leveg6re vonatkoztatott torésmutatdja nvizlevegs = 1; 33.
Lehetséges-e, hogy a fény nem jut ki a vizbél, mert a kézeghatarral
parhuzamosan halad tovabb a fénytorés soran?

Megoldas:
A kézeghatarral parhuzamos haladas matematikailag megfogalmazva: § = 90°
A Snelius_Descartes torvényt hasznalva lgy, hogy a viz az els6 kozeg, onnan

érkezik a fény.

n, sina
N21=—— ==
n; sinf
Nievegs 1 1 3 sina
Nievegs:viz= = =—= = slna

Nyiz Nyiz:levegss 1.333 4 sin90°

= sina Innen: o = 48,59°

B w

27.A haladsz szélmentes id6ben csénakjardl horgonyt dobott a vizbe. A t6 partjan
allé megfigyel6 azt tapasztalta, hogy a horgony becsapdddsakor keletkezd
hulldm 27 s id6 alatt ért el a partig, 12 s alatt 20 hulldm érte a partot, és a
hulldmtarajok tavolsaga 1m. Milyen messze volt a halasz csénakja a parttdl?

Megoldas:

Kérdés: 27s alatt hany méternyi hullam ér partot?
Tudjuk, hogy

12s alatt 20db 1m-es hulldam ér partot, az 20m

1 s alatt: (20m/12)

27s alatt: 27(20m/12)= 45m

28. Mekkora a borotvalkozo tiikor fokusztavolsaga, ha arcunkrdl a tisztanlatas
tavolsagaban (25 cm) kétszeres nagyitasu képet alkot?



29. Szerkessze meg egy 5 cm fékusztavolsagu gydjtSlencse altal egy 2 cm magas

targyrdl alkotott képet, ha a targyat a lencsétSl mérve a kovetkez6 helyekre

tesszik: 2 cm, 8 cm, ill. 10 cm! Szerkessze meg egy 5 cm fékusztavolsagu

gyljt6lencse altal egy 2 cm magas targyrdl alkotott képet, ha a targyat a

lencsétSl mérve a kovetkezs helyekre tessziik: 2 cm, 8 cm, ill. 10 cm!

Megoldds a nevezetes sugarakkal valod szerkesztés:

1. Az optikai tengellyel
parhuzamosan érkezé
fénysugdr a masik oldalon
|évé a fokuszponton halad
keresztil

G- F, 0

3. Az optikai kozépponton at
érkez6 fénysugar
iranyvaltoztatas nélkul halad
tovabb.

G,

F, G,

2. A fékuszponton at érkezd
fénysugar az optikai tengellyel
parhuzamosan halad tovabb.




30. Egy domboru tikor fokusztavolsaga —30 cm. Mekkora nagyitasu képet Iat
magarél a 60 cm tavolsagban lév5 megfigyel5? Szerkessze meg a nevezetes
sugarmeneteket!

Megoldas:
f=-30cm, t=60cm

s k
A keresett nagyitas: N=- .
Az f (fékusztdvolsag), t (targytavolsag), és k (képtavolsag) kozt a tiikdregyenletet

.. W, .1 1 1
ad osszefliggést: T

K
111 ot
Innen: £ = £ -4, vagyis k= = = -20cm
p Ls . . . s —20cm _ 1
[gy mér ki tudjuk szamolni a nagyitast: N = - —— =
<
- <




31. Mekkora a borotvdlkozé tiikor fékusztavolsadga, ha arcunkrél a tisztanlatas
tavolsagaban (25 cm) kétszeres nagyitasu képet alkot?

32. Mekkora a fényképez6gép-objektiv gyujtotavolsdga, ha a 60 m tavolsagban
|évé 15 m magas éplletrdl 2 mm magassagu valddi képet allit el6 a CCD-

chipen?

33. Hogyan kell elhelyezni két, 15 cm fékusztavolsagu gy6jt5lencsét a kozos optikai
tengelylikon, hogy az egyik lencsére az optikai tengellyel parhuzamosan beesé
fénysugarak a masik lencsét parhuzamosan hagyjak el? Szerkessze meg a

fénysugarak utjat!



V.fejezet: Hullamtan és optika
szerz@: Dr. Horvath Zoltan

Jelen tananyag a Szegedi Tudomanyegyetemen késziilt az
Eurdpai Unid tdmogatdsaval. Projekt azonositd: EFOP-3.4.3-
16-2016-00014

——

SZECHENYI @
Europai Unio e

Europai Szocialis X X

Alap K o

MAGYARORSZAG z T
KORMANYA BEFEKTETES A JOVOBE




Elméleti bevezetd
1. Hullamtani 6sszefoglalo

1.1. A hullamokrdl altalaban

Hullamon 3ltaldban valamilyen kdzegben tovaterjed6 zavart értiink. Példaul,
ha nyugalomban |évé vizfelliletre egy kisméret( kovet ejtlink, akkor azon a helyen
a vizfelllethez kozeli pontok mozgdsba jonnek. Ezzel megzavartuk a kozeg
nyugalmi allapotat. Ennek a zavarasi allapotnak a keletkezésének helyétél - az id6
tovahaladtaval aranyosan - a vizfelszin egyre tavolabbi pontjai jonnek mozgasba. A
viz szabad felszinén - a kével megzavart helyrdl kiindulva - egy id6ben aranyosan
tagulo sugard korgy(iri mentén terjed tova a zavarasi allapot. Hasonldan, ha egy
vékony, hosszu kifeszitett gumikotél, vagy fémszal (hur) egyik végét harmonikus
rezgésre késztetjlik, akkor a kozeg tobbi pontja is — a kozottik lévé kolcsonhatas
miatt — szintén ugyanolyan frekvencidju harmonikus rezgésbe kezdenek, azonban
az egyes rezgések kozott a helytdl filiggd faziskiilbnbség van. Egy vékony gumi-
kotél, vagy hur egydimenzids pontsornak tekintheté a szamoldsokndl, amely
nyilvan egyszer(sitése a valddi kozegnek, de ez az egyszer(sités jelent6sen meg-
koénnyiti a modellezést, és az ezzel kapott eredmények jo kozelitését adja a valddi
kozeg mozgdsanak. Hasonléan hasznos absztrakcido egy kifeszitett hartyat,
membrant vagy egy folyadék szabad felszinét kétdimenzids kozegnek tekinteni.
Ebb6l a szempontbdl tehat beszélhetiink egydimenzidés kbézegben (vagy pont-
soron), kétdimenzidés kozegben (vagy feliileten) és haromdimenzids (térbeli)
hulldmokrdl.

A hulldamok kozott nagyon fontos szerepet jatszanak azok a hullamok,
melyeknél a zavart leird W fizikai mennyiség a tér minden pontjaban egymdssal
megegyezd, adott w korfrekvencidju harmonikus rezgést végez, azaz az

f(t) = Asin(wt + @) (1)
flggvény szerint valtozik id6ben, ahol A az amplitudd, ¢ a fazisallandé és t az id6.
Ezeknek a harmonikus rezgéseknek az amplituddja és kezd&fazisa a helytdl
fliggben eltérs lehet, igy a tér egy P pontjaban W fizikai mennyiség a

Y(P,t) = A(P) sin[wt + @(P)] (2)

Osszefiliggéssel irhatd le, ahol az A(P) amplitido és a ¢(P) fazisallando az adott
hullamtipusra jellemzé maddon fiiggenek a helytél. Hullamok esetén, a rezgésektdl
eltéréen, a fazisallandé helyett sokszor a térfiiggd fdzis elnevezés hasznaljuk a
@(P) fuggvényre, amely sokkal kifejez6bb elnevezés, hiszen ez a mennyiség nem is



allandé, mert figg a P pont helyétdl. A (2) egyenletben a szinusz fliggvény
argumentumara lévé
O(P,t) = wt + ¢(P) (3)

mennyiséget a hullam fdzisanak hivjuk, és gyakran — megkilonboztetésképpen a
@(P) térfliggd fazistdl — id6fuiggé fazisnak nevezziik, bar nyilvan a helytél is fugg.
Ha a (2) kifejezésre alkalmazzuk a sin fliggvény

sin(u + v) = sinucosv + cosusinv

addicios tulajdonsagat, akkor a hullam tér- és idGbeli fliggését leiré formuldjara a

Y(P,t) = a(P) coswt + b(P) sin wt (4)
egyenlet adddik, ahol

a(P) = A(P)sinp(P) és b(P)=A(P)cose(P)

A (2) vagy (4) formulakkal leirt hulldmtipust harmonikus hullémnak nevezziik.
Széleskorben elterjedt még redjuk a szinuszos hulldm vagy a monokromatikus
hulldm elnevezés is. A monokromatikus hulldm elnevezés az egyszinlségre utal,
ugyanis a fény szinképében egyetlen vonalnak megfelel§ hulldm is éppen ilyen
madon irhatd le. Mas szempontbdl is fontos a szereplik: megmutathatd, hogy a
bonyolultabb idéfliggésl hulldmok altaldban egyértelm(ien elGallithatdok mono-
kromatikus hullamok 06sszegeként. Ezt az elSallitdst Fourier-féle el6dllitdsnak
nevezzik.

A (2) és (4) egyenletek teljesen egyenértékd kifejezések. Azt szokdas hasznalni,
amely az adott problémanal jobban megfelel, kbnnyebb vele a szamolas, vagy
jobban kifejezi a fizikai mondanivalét. A (4) egyenlettel adott forma példaul
kénnyebben altalanosithaté arra az esetre, amikor a hullamban valtozé fizikai
mennyiség vektormennyiség. llyen példaul a fény, vagy egy szildrd rugalmas
kézegben terjedd deformdcios hullam. llyen vektor jellegl hullamokra az a és b
fizikai mennyiségek a helyt6l fliggd vektorértékii fiiggvények, azaz vektorterek
(vagy masnéven vektormezék). Erdemes megjegyezni, hogy az ilyen vektorjellegi
hulldmoknal nagyon fontos fizikai jelenség |éphet fel: a polarizacié.

Amikor egy monokromatikus hulldmmal leirhaté zavar a térben tovaterjed,
akkor a szomszédos helyek térfliggé fazisa egymastdl valamelyest eltér. A
harmonikus hullamok jellemzésénél fontos szerepet jatszanak azon helyek,
melyekben a hulldam fazisa egy adott id6pontban ugyanazt az értéket veszi fel. Egy
tovaterjedG zavar - masnéven halado hulldm - esetén ezek a helyek egydimenzids
kozegben elkiiléniilt (izoldlt) pontok, kétdimenzids kdzeg esetén gdérbéket, mig



haromdimenzids kdzegben feliileteket alkotnak. Azon pontok halmazat melyekben
a hullam fazisa egy adott (6nkényesen valasztott) értéket vesz fel hulldmfrontnak,
vagy hullamfeliiletnek nevezziik. A hullamfront alakja szempontjabdl igy beszél-
hetlnk sik-, gémb- vagy hengerhulldmokrdl, amelyeknél nyilvan a hullamfelilet
sik-, gdmb- vagy hengerfelllet. Ezek a szdmolasoknal gyakran alkalmazott tipusok,
de nyilvan ettdl eltérd és bonyolultabb hullamfeliiletek is lehetségesek. A harom-
dimenzids esethez hasonldan, kétdimenzids hullamok esetén a szamolasnal és a
kisérleti szemléltetésnél is gyakori hulldamtipus az egyenes hulldamfrontu és a kér
hullamfrontu hullamok. Vizhullamkadban, ha példaul egy vékony egyenes rudat
harmonikusan rezgetiink, akkor jo kozelitéssel egyenes hulldmfrontd vizhulldm
keletkezik. Hasonldan, ha egy kis harmonikusan rezgé fénycsuccsal mozgatjuk meg
a vizfelszinét, akkor kor hulldmfrontd hulldm jon létre.

A bevezet6ben emlitett példanal, a hosszu és vékony kifeszitett gumikotél
baloldali végét, az x = 0 helyet harmonikus rezgésre késztetjik, akkor a végpont
kitérését az

¥(0,t) = Asin(wt + a) (5)

Osszefliggés irja le. Ha a gumikotélen a zavarasi allapot, amelyet most a fazis
jellemez, ¢ sebességgel terjed, akkor az x koordinataju helyre a zavar t= x/c
id6beli késéssel érkezik meg. Igy a Kitérés az x helyen t idvel késGbb lesz pont
ugyanolyan, mint az origdban (az x = 0 helyen) volt. Ennek megfelelGen a kitérés
az x helyen a

Y(x,t) = Asin[w(t —x/c) + a] (6)
Osszefliggéssel szamolhatd ki. Ezt 6sszehasonlitva az altaldnos monokromatikus
hulldam (2) egyenletével, akkor lathatjuk, hogy az A amplitudé allandé a gumikotél
mentén, mig a térfliggd fazist a

ox)=—-kx+a

formula adja meg az x koordinataju pontban, ahol k = w/c az Ugy nevezett
korhulldmszam. Ha a (6) sszefliggésbe behelyettesitjiik a T rezgési periddusidé és
a w korfrekvencia kozott fenndllé w = 2 /T reldciot, akkor pontsoron terjedd
monokromatikus hulldmra a

Y(x,t) = Asin [21‘[ (% — %) + a] (7)
egyenletet nyerjiik, ahol A = cT. Ebbd4l az 6sszefliggésbdl konnyen kiolvashaté a A

mennyiség fizikai jelentése: kihaszndlva a szinusz fliggvény 2m szerint periodikus
flggvény, tetszGleges, de rogzitett t id6 mellett a W fizikai mennyiség barmely x



helytdl A tavolsaggal kozelebbi, vagy tavolabbi pontban ugyanazt az értéket veszi
fel, azaz formulaval irva

Y(ix,t) =¥+ Ar0)
Ez az Osszefliggés a hullamjelenség térben periodikus tulajdonsagat fejezi ki, a A
mennyiség pedig a térbeli periddus. Ugyancsak a szinusz fliggvény periodicitasa
miatt kdnnyen lathatd a (2) egyenletbdl, hogy

WP, t)=¥P,t+T)
Osszefliggés all fenn barmely P helyen és t idGpontra, amely azt mutatja, hogy
barmely monokromatikus hullam idében periodikus és az id6beli periddusa T.

Az x pontsoron terjed6 monokromatikus hulldmot leiré (6) és (7) formulak
ugyanazt a hullamjelenséget irjak le, csak az egyes (ekvivalens) alakok a jelenség
mas tulajdonsagara vilagitanak ra! A (6) egyenlet azt hangsulyozza, hogy olyan
hullamjelenségrél van szo, amelyben a fazisallapot ¢ sebességgel terjed a pontsor
mentén, mig a (7) reldcié a jelenség id6ben és térben periodikus tulajdonsagat
emeli ki. A (6) és (7) osszefliggések mellett igen elterjedt még a korfrekvenciat és
a kérhulldamszamot tartalmazé

Y(x,t) = Asin[wt — kx + ] (8)
alak is. Az x pontsoron terjed6 monokromatikus hulldm fazisat szintén tobbféle
alakban adhatjuk meg:

CD(x,t)=wt—kx+a=27T( )+a=w(t—x/c)+a. (9)

t_x
T 2
A 1 = cT 6sszefliggésbdl a kifejezhetjuk a hullam terjedési sebességét, tovabba a
v frekvencia és a T id6beli periddus kozotti v = 1/T 6sszefliggést felhasznalva a

c=§=1v (10)

gyakran haszndlt, ezért nagy fontossdggal bird relaciot kapjuk.

Ha a hulldamban valtozé fizikai mennyiség vektormennyiség, akkor ezt cél-
szer( felbontani a hullamterjedési irdnydba esd, un. longitudindlis komponens és
egy a terjedési iranyra meréleges, Un. transzverzdlis komponensek 0sszegére. Ha
hulldmban rezg6 fizikai mennyiség rezgési irdnya megegyezik a terjedési irdnnyal,
akkor a hulldamot longitudindlis hulldmnak, ha pedig a rezgési irdny merdleges a
terjedési irdnyra, akkor a hulldmot transzverzdlis hullimnak nevezzik. Az 1. dbra
az x pontsor bizonyos, valamilyen szinnel megjeldlt, a nyugalmi helyzetiikben
egyenkozlien, egymastdl 1 dm tavolsagra Iév6 pontjainak a helyzetét szemlélteti
egy adott iddpillanatban, amikor a pontsoron egy A =10 dm hulldmhosszusagu
monokromatikus hulldm halad. A piros szinnel jel6lt pontok egy transzverzalis



hulldmot, a kék szinnel jelolt pontok pedig egy longitudindlis hulldmot szemlél-
tetnek. Mint lathatd, transzverzalis hulldm esetén hullamhegyeket és hulldm-
volgyeket figyelhetiink meg, mig longitudindlis hulldmnal s(ir(isodési és ritkulasi
helyek jelennek meg. Két szomszédos hulldmhegy (vagy volgy) kézott egy hulldam-
hossznyi tavolsag van. Nyilvan ugyanez igaz két szomszédos s(rldési (vagy rit-
kulasi) helyre is.

x [dm]
1. dbra. Kifeszitett gumikotélen terjedS transzverzalis (piros pontok) és
longitudinalis (kék pontok) hullam szemléltetése.

Az 1. abrabdl is kitlinik, hogy a longitudindlis hulldmot nehezebb szemléltetni.
Ezért nagyon gyakran a szemléltetéshez transzverzalis hulldmot szoktak hasznalni
olyan esetben is, mikor a hullam valéjaban longitudinalis. A transzverzalis hulldam
kitérésébdl konnyen megszerkeszthet6 a longitudindlis hullam kitérése: Az adott
helyen a transzverzalis kitéréshez tartozé merdleges szakaszt az dramutatd jarasa-
val egyezG iranyba, 90°-kal forgatva, adddik a longitudinalis hulldmhoz tartozé
kitérés, ahogy ezt az 1. abran lathatjuk az x =2 dm és az x = 8 dm nyugalmi helyen
|év6 pontokra (lasd a zold szind cimkéket).

1.2. Hulldmok visszaver6dése és torése

Kifeszitett gumikotélen egyik végén keltett zavar mozgasat figyelve kénnyen
megfigyelhetjik, hogy amikor a zavar eléri a kotél masik végét, akkor egy vissza-
felé terjed6 zavar jelenik meg, amely ezutdn a végpontot ismét elérve Ujbdl
ellentétes irdnyba terjed tova. Ez a jelenség a hulldam visszaverédése. Altalaban,
mikor a hulldm a térben a hullamhosszahoz képest nagyméretii hatarfelilethez
érkezik, melynél a terjedési sebesség hirtelen megvaltozik, vagy a hulldam nem
képes behatolni a hatarfeliilet tuloldaldan 1évé kozegbe, akkor a hatarfeliletrdl
visszaverGédik. Amennyiben a hulldmtérben Iévé akadalyok mérete jéval nagyobb,
mint a hulldmhossz, akkor a hullamok viselkedése jol jellemezhetd az Un. geomet-
riai sugarakkal, melyek a hullamfrontokra meréleges gérbesereg. Egy adott geo-
metriai sugar egy tetszéleges pontjaban huzott érint6je merdleges a kérdéses
pontot tartalmazd hullamfeliletre. Megmutathatd, hogy egy az adott ponton
atmendé geometriai sugar érintje a hulldmban terjed6 energia terjedési irdnydba



esik. Eppen ezért, a sugaraknak iranyitottsagot is szokas tulajdonitani, melyet a
sugarra rajzolt nyil jelez, és amely az energia terjedésének irdnydt mutatja. Mikor
a szovegkornyezetbdl kideril, hogy geometriai sugarra gondolunk, egyszerlen a
sugar szoét hasznalhatjuk. Optikaban ezeknek felelnek meg a fénysugarak. Olyan
kozegben, amelynek minden pontja-

ban ugyanannyi a terjedési sebesség

(homogén kozeg), és minden iranyba

azonos a terjedési sebesség (izotrdp

kozeg), a hullamterjedést jellemzé

YYyvyyvyyy

(geometriai) sugarak egyenesek. Ez (a) (b)

azt jelenti, hogy homogén és izotrop 2. abra. A hullamfrontok (piros gérbék) és a hoz-

kézegben a hulldmok egyenes vonal- zéjuk tartozé geometriai sugarak (kék egyenesek)
szemléltetése hiaromdimenzids sik- (a) és gomb-
hulldmra, vagy kétdimenzids egyenes (a) és kor
elldtott kék vonalak a sugarakat, a hullimfrontd hulldimra. Hiromdimenziés hulldmok

piros gorbék pedig a hulldmfrontokat esetén az dbra a hulldmfrontok merGleges
sikmetszeteit mutatja.

ban terjednek. A 2. 4bran nyilakkal

szemléltetik. A bees6 hulldm geomet-

ria sugarai ismeretében kdnnyen meghatarozhatjuk a visszavert hullam geomet-
riai sugarait, az optikabdl ismert fénysugarak visszaverGdésével teljesen analdg
torvény segitségével. Nevezetesen a kovetkez6 két allitas igaz:

1. A bees6 sugar, beesési mer6leges és a visszavert sugar egysikban vannak.
A beesési merGleges a visszaver6 fellilet azon pontjaban, ahol a beesd
sugar eléri a fellletet, a felllet érint&sikjara merdleges egyenes. A beesd
sugar és a beesési merdleges altal meghatarozott sikot beesési siknak
nevezzilk. Az el6bbi allitast ugyis megfogalmazhatjuk, hogy a visszavert
sugdr a beesési sikban van.

2. A visszavert sugarnak a beesési merdlegessel bezart szoge (a vissza-
verédési szog) egyenlé a beesd sugarnak a beesési merGlegessel bezart

szogével (a beesési szoggel).

A sugarakkal valé leirdas persze csak kozelité jellegl, de mindaddig amig az
akaddlyok mérete jéval nagyobb, mint a hulldmhossz, a kozelités jo, és igy a
sugarak nagyon hasznos segédeszkozei a hullam viselkedésének meghatéarozasara.
Hasonldan jol haszndlhaték a hamarosan ismertetend6 problémanal, hulldmok
torésénél is!

A 3. dbra (a) része (balra) a hullamok visszaver6désének el6bb ismertetett
torvényszer(iségeit szemlélteti. A (b) részen (jobbra) vizhullamok visszaverédését



bemutatd kisérlet fényképe lathatd. A rdcsos mintdzatot a beess és a visszavert
hullamok talalkozasanal fellépd interferencia okozza.

Il

3.4bra. (a) Sikhulldmok visszaver6désének szemléltetése. A beesé hullam-
frontokat a piros, a visszavert hulldmfrontokat kék szin mutatja. Ezek az
egyenesek a hullamfrontok és a beesési sik metszetei. A sugarakat fekete
folytonos, a beesési meréleges fekete szaggatot vonal mutatja. (b) Egyenes
hulldmfrontd vizhulldmok visszaver§dését bemutatatd hulldmkdadbeli kisérlet.

Ha hulldm olyan hatarfellilethez érkezik, ahol a terjedési sebessége ugras-
szerlien megvaltozik, és a hulldm behatol a masik kdzegbe, akkor a felileten
atlépd hullam terjedési irdnya — a merGleges beeséstél eltekintve — megvaltozik.

4. 4bra. (a) Sikhulldmok torésének szemléltetése. A beesé hullam-
frontokat a piros, a megtort (atlépd) hullamfrontokat kék szin mutatja.
Ezek az egyenesek a hullamfrontok és a beesési sik metszetei. (b)
Egyenes hullamfrontu vizhulldmok térését bemutatatd kisérlet képe.

Ezt az itt leirt - a 4. abrdn szemléltetett - jelenséget a hulldmok térésnek nevezzik.
A bees6 és a megtort sugarak a beesési merdlegessel bezart szogei, az a; beesési
sz0g és az a, torési szog kozotti kapcsolatot az optikdbdl is jél ismert Snellius-
Descartes-féle térvény adja meg:

sinaq _a
sina, ¢’ (11)

ahol c; és c; rendre a hullam terjedési sebessége a beesési és a toérési oldalon Iévé
kozegben (4. abra). Az egyenlet jobb oldalan allé — a kbzegparra jellemzé —



Ny = ¢1/Cy (12)
hanyadost a masodik kdzeg elsére vonatkozé relativ térésmutatdjanak nevezzik.
A (11) osszefliggésen kivil a hulldmok torésének még fontos sajatossaga az is,
hogy a megtért sugdr a beesési sikban van.

A tOrés és a visszaverGdés el6bb ismertetett sajatossagaival mar kénnyen
magyarazhaté a homoru és domboru fellletek tiikr6zé tulajdonsaga, tovabba a
gyljt6- és szérdlencsék viselkedése is.

5. abra. Vizhullamok fékuszéalasa homoru tikorrel (a-b) visszaver6dés
utjan és domboru lencsével torés atjan (c).
Az 5. abra baloldali két (a-b) képén egy hullamkadba helyezett, kor alakira
hajlitott aluminium lemezre balrdl beesé egyenesfrontu hulldm lathatd, amely a
homoru lemezt elérve és arrdl visszaverédve, a lemezt6l a gorbiileti sugar fele
tdvolsagra |évé (fokusz-)pont felé tartd - korcikkfrontd hulldmma — alakul at (b). A
kozépso kép also és fels6 részén, a homoru tiikor mellett elhaladd hullamot latjuk.
A jobboldali (c) képen egy vizhulldmokat fokuszdlo lencse lathatd. A hulldmkadba
helyezett lencse alaku lveglemez felett |év6 sekélyebb vizben a hulldmok lassab-
ban terjednek, mert a terjedési sebességiik ilyen médon fiigg a vizmélységtdl. igy
terjedési sebesség hirtelen valtozdsa miatt - az eliils6 és hatulsd koéralaku
hatdrgorbék mentén - torés lép fel. Ennek kdvetkeztében a balrél bees6 egyenes-
frontd hulldam konvergens korcikkfrontu hulldmma alakul at, mar az lveglap feletti
elilsé hatdron is. A hatulsé hatdron valé Ujabb torés utan a hullamfrontok
gorbileti sugara ismét megvaltozik, lathatdéan kisebb lesz, ennek megfeleléen a
hullamfront gorbiltebb lesz. A két hataron fellépé torés végeredményeként
kialakul a lencsét elhagyé fékuszalt vizhulldam. A fokuszponton athaladva konver-
gens hulldmbdl mindkét esetben egy széttarto korcikkfrontd hulldm lesz. Az el6z6
harom (3-5) abrak alapjan is lathatjuk, hogy a vizhullamok segitségével nagyon
szemléletesen mutathatok be a hullamokkal kapcsolatos jelenségek. Fény- és



hanghullamok esetén is teljesen hasonldan jatszédnak le ezek a jelenségek, csak
ott a hullamfrontokat nem latjuk.

1.3. Hullamok interferencidja

Gyakorlatban sokszor megtorténik, hogy a tér valamely pontjdban egyidejl-
leg tébb hulldm halad keresztiil. A hullamok taldlkozasa soran felléps jelenséget
interferencidnak nevezziik. Az interferencia hatdsara létrejové hulldmjelenség -
sok esetben - egyszer(ien, Un. zavartalan szuperpozicio elvével értelmezhetd. Ezen
elv szerint, ha tér valamely pontjan egyszerre tobb hulldm halad keresztil, akkor a
hulldmok egymastdl fliggetlendl fejtik ki hatasukat és az ered6 hulldmhoz tartozé
id6ben valtozo fizikai mennyiségek az egyes hulldmokhoz tartozé fizikai mennyisé-
gek 6sszege lesz. Vagyis roviden mondva a hulldmok hatdsa zavartalanul 6sszeg-
z6dik. Ezt értjik hulldmok zavartalan szuperpoziciéjan. Ha a szuperpozicié elve
érvényes, akkor az eredd hullam elméleti vizsgdlatanal a tér pontjaiban a hulla-
mokban rezgé fizikai mennyiségeket kell Osszegezniink. Ezért az interferencia
tulajdonsagainak megismeréséhez feltétlenil szlikséges a rezgések dsszeaddsdnak
a vizsgalata. Monokromatikus hulldmok esetén a tér minden pontjaban azonos
frekvencidju harmonikus rezgéseket kell Osszegezni, ezért az interferencia
hatdsdnak targyalasandl a harmonikus rezgések 6sszegzésénél megismert tuddsra
kell tdmaszkodnunk.

Ismert, hogy azonon iranyld és azonos frekvencidju harmonikus rezgések
Osszege az Osszetevbkkel megegyez6 irdnyu és frekvencidju harmonikus rezgés,
melynek A amplitudéjat és a fazisallanddjat az 6sszetevék A1 és A, amplituddi és
a1 és o fazisallandéi hatarozzak meg az

A= /A% + A% + 24,4, cos(a, — ay) (13)

és

Aisina +A;sina,

tga = (14)

Ajcosa,+A;cosa;

Osszefliggéseken keresztil. A (13) egyenletbdl mar egyszertien balathatd, hogy az
eredd rezgés amplituddja maximdlis, amennyiben az 0sszetev6k azonos fdzisban
adodnak Ossze (azaz 6 = a, —a; = 0+ 2mm, ahol m egész szam), illetve
minimdlis, ha az 6sszegzés ellentétes fdzisban torténik (azaz 6 = a, —a; = +
2mm, ahol m egész szam). Ez alapjan, monokromatikus hulldmok valamely
pontban maximdlisan erdsithetik egymast, ha azonos fdzisban taldlkoznak, illetve
maximdlisan gyengithetik egymast, amennyiben ellentétes fdzisban vannak azon a
helyen. Szemléletesen ezek azt jelentik, hogy azokon a helyeken, ahol hullamhegy



egy hullamheggyel taldlkozik, ott maximdlis erGsités, és ahol egy hulldmvolggyel
taldlkozik maximalis gyengités lesz. Amennyiben a taldlkozé hulldmok amplitadoéi
megegyeznek, akkor a maximalis gyengités olyan jelent8s, hogy az eredd rezgés
amplitidd zérus lesz, ekkor a két hulldm kioltja egymdst. Valamely pontban a
taldlkozé hulldmok altal keltett rezgések fazisanak kilonbségét — a (3) és a (9)
egyenletek alapjan — altaldban a hulldmok 4&ltal megtett tavolsagoknak a
kiilonbsége, az uthosszkiilénbség és a forrasok kezdd6fazisainak kilénbsége hata-
rozza meg. Amennyiben a hulldmok kezd6fdzisa megegyezik, akkor a hullamok
maximdlisan erdsitik egymdst, ha az Uthosszkilonbség a hullamhossznak m egész
szamu tobbszorose, azaz
As =5, —s; =mA=2mA/2, (15)

ahol az utébbi forma azt jelenti, hogy a feltétel a hullamhossz felének paros szamu
tobbszorosével is megfogalmazhatd. Maximalis gyengités akkor Iép fel, ha az
Uthosszkilonbség a hulldmhossz fele plusz hulldmhossz egész szamu t6bbszorosé-
vel egyenl6, azaz

As=s,—s;=A/24+mA=(2m+1)1/2, (16)
amely azt mutatja, hogy a feltétel a hullamhossz felének paratlan szamu tébbsz6-
rosével is felirhato.

Hullamok interferencidja, a visszaverd-
dés és toréshez hasonldan, kivaléan szem-
|éltethetS vizhulldamok segitségével. A 6.
abra két azonos frekvencidval és azonos
fazisban harmonikusan rezgé csucs altal
|étre hozott kdrhulldmok interferencidjanak
eredményét szemlélteti. J6l lathatd, hogy

vannak olyan helyek, ahol a viz felilete

gyakorlatilag nem mozog. Ezeken a helye- 6.4bra. Azonos frekvencidji és azonos
fazisi harmonikusan rezgé forrasok dltal
keltett korhullamok interferenciaja
vizhulldm. Mivel a két hullam amplituddja hullamkadban.

ken maximalisan gyengiti egymast a két

Iényegileg azonos, ezért a maximalis gyengités gyakorlatilag kioltast eredményez.
A kioltasi helyek — jol Iathatéan — gorbéken rendezédnek el a fellleten. A (16)
egyenlet miatt ezek olyan hiperboldk, melynek a fékuszpontjai a hullamforrasok,
ugyanis a hiperbola éppen olyan pontok halmaza, melyek a fékuszpontjaitdl mért
tdvolsaguk kiilonbsége allandd. Hasonléan a (15) egyenlet kovetkeztében, a
maximalis erdsitési helyek is hiperboldkon vannak. Egy maximalis erésitéshez



tartozé hiperbolda a két szomszédos maximalis gyengitéshez tartozd hiperbola
kozott fut.

1.4. All6hullamok és sajatfrekvenciak

A visszaverddéssel foglalkozo alfejezetben mar megemlitettiik, hogy a kifeszi-
tett gumikotélen az egyik végétdl elinditott zavar a végpontokon fellépd vissza-
ver6dések miatt a két végpont kozott oda-vissza halad a pontsoron. Ha a
hulldmvonulat hossza elegendGen nagy a pontsor hosszahoz viszonyitva, akkor
kénnyen el6dllhat olyan helyzet, hogy a hulldmvonulat bizonyos része 0Ossze-
taldlkozik a végpontrdél mar visszaver6dott hulldmvonulattal. Ekkor a kettd kozott
interferencia lép fel. A beesG és a visszavert hullam frekvenciaja, terjedési sebes-
sége pontosan azonos, hiszen a két hullam azonos kézegben halad. Tovdbba, ha a
visszaverG képesség elég kozel van egyhez, akkor az amplitudadik is kbzel azonosak.
Ett6l azonban eltérhet a fazisaik viselkedése: visszaverGdéskor a végpont tipusatol
fliggben valamilyen fdzisugrds |éphet fel.

Kezdetben ne foglalkozzunk a pontsor hosszanak végességével! Egyszeriien
vizsgaljuk meg, hogy milyen hullamjelenség jon létre akkor, amikor az x pontsoron
egymassal szemben halad két pontosan egyez6 w koérfrekvencidju, c terjedési
sebességli és A amplitiddéju monokromatikus hulldm és érvényes a zavartalan
szuperpozicié elve. A pontsoran pozitiv irdnyba (azaz jobbra) terjed6 mono-
kromatikus hulldm (6) egyenlettel adhaté meg, azaz a

Y, (x,t) = Asin[w(t —x/c) + aq] (17)
Osszefliggéssel. Az emlitett tulajdonsagu, negativ irdnyba terjed6 monokromatikus
hulldmot pedig a
Y_(x,t) = Asin[w(t +x/c) + a;] (18)
reldcié irja le. Mint lathatd, a két hullam fazisallanddit eltérGnek tételeztiik fel, a
tobbi fizikai jellemz6 — terjedési iranytdl eltekintve — megegyezik. A szuperpozicié
elve szerint az ered6 hulldmot a
Y(x,t) =Y, (x,t) +¥Y_(x,t) (19)
kifejezés irja le. Ezt az 6sszeget konnyen kiszamithatjuk a
v—u  u+v
sin >

nevezetes trigonometrikus azonossag segitségével! Ha a (17) és a (18) képleteket

sinu + sinv = 2 cos

behelyettesitjiik a (19) formuldba, és felhasznaljuk az emlitett azonossagot, akkor
a pontsoron kialakuldé hulldmra a



Y(x,t) = 24" cos [kx + %] - sin [a)t + %] (20)

Osszefliggést kapjuk, ahol k = w/c = 2m/A a kérhulldmszam. Az els§ dolog,
amely rogton feltlinik a (20) flggésben, hogy nem szerepel benne a haladd
hulldmokra jellemz6 t + x/c argumentum (lasd a (17) és a (18) haladé hullamokat
megadd képleteket). Lathatd, hogy (20) kifejezésben az x térvaltozd és a t
id6valtozétdl vald fliggés szorzat alakban elkilonil! Ennek kovetkeztében a
pontsor minden pontja olyan harmonikus rezgést végez, amelynek az a amplitu-
ddjat az id6fuggd tényez6 elG6tti szorzo faktorok abszolut értéke az

a= |2A * COS [kx + az_az]

2

formula hataroz meg. Ebbél kénnyen

beldthatd, hogy a pontsoron vannak

olyan — egyenkézlen, egymastdl A/2 ta-

volsagra elhelyezkedd — pontok, ahol ez 7.4bra. Az x pontsoron kialakulé alléhullam
szemléltetése. Az alldhullam 4 csomdpontjat xy,
X2, X3 €és xa jeloli. A csomépontok ellentétes
un. csomdpontokban a mozgas meg- fazisban mozgd pontokat valasztanak szét,

szlinik, azaz a pontsor ezen pontjai melyett a fel és lefelé mutaté nyilak jelInek.
7

nyugalomban vannak! A csomépontokban az el6z6 formuldban 1évé abszolut

a rezgési amplitudd zérus! Ezekben az

értéken bellli mennyiség éppen eldjelet vdlt, tovabba két szomszédos csomdpont
kozott mar eldjeltartd, pozitiv vagy negativ. Az id6fliggé tényez6 el6tti koszinuszos
szorzofaktor negativ elGjele a harmonikus rezgés fazisallanddjaban egy m fdzis-
dllandé vdltozdst jelent. igy két szomszédos csomdpont kdzétti pontok azonos
fazisban mozognak, mig a csomdpontok ellentétes fdzisban rezgé tartomdnyokat
vdlasztanak szét. A rezgési amplitidd éppen a csomépontok kdzotti részben
kézépen maximdlis, melynek értéke 2A. Ezeket a helyeket duzzaddhelyeknek
nevezzik. Két szomszédos duzzaddhely kdz6tt szintén A/2 tavolsag van. A pon-
tsor itt ismertetett, a (20) egyenlettel leirt mozgasait dlldhulldmoknak nevezziik.
Alldhulldmoknal a pontsor minden pontja azonos frekvencidju harmonikus rezgést
végez, azonos vagy ellentétes fdzisban. Ez pontosan megegyezik a pontsor un.
sajdtrezgéseinek definicidjaval. Ezért az alléhullamokhoz tartozé frekvencidkat
sajdatfrekvencidknak szokas nevezni. Az alléhulldmoknak fontos szerepik van,
mert az elméleti Uton megmutathatd, hogy a pontsor altaldnos mozgasa az
alléhulldmainak a szuperpozicidjaként all eld.

A pontsor hosszanak végessége korlatozza azt, hogy milyen frekvencidju és
hulldmhosszusagu alléhulldmok alakulhatnak ki rajta. A targyaldsnal figyelembe



kell venni azt is, hogy a pontsor vége, hogyan viselkedik. Ezek az Un. hatdr-, vagy
peremfeltételek. A legtobb gyakorlati szempontbél érdekes esetben a pontsor
vége rdgzitett, vagy szabadon mozoghat. Kisérletekkel és elméleti vizsgalattal is
kiderithet6, hogy szabad végpontrdl a hullamok a bees6vel azonos, mig régzitett
végpontrél a beesével ellentétes fazisban (azaz it fdzisugrdssal) verédnek vissza. A
probléma elméleti vizsgalata nem egyszerd, ezért itt csak egy rovid és szemléletes
attekintést adhatunk. Annak a feltétele, hogy véges hosszlisagu pontsoron allé-
hulldm j6jjon létre, vagyis a pontsor mozgdsa soran a térben allandd helyzetd
pontokban, a csomdpontokban a rezgési amplitudo zérus legyen, tovabba kozot-
tik minden pont azonos frekvenciaju és fazisi harmonikusan rezgést végezzen
ugy, hogy a csomopontok ellentétes fazisban rezgé részeket valasztanak szét, a
kovetkez6: A bal végpontrol elinduld rezgési fazis végig haladva a pontsoron, majd
a jobb végpontrdl visszaverddve, majd visszafelé ismét végig haladva a bal
végpontig és arrol ismét visszaverédve, éppen meg kell hogy egyezzen az ekkor a

m| mindkét vég rogzitett i mindkét vég szabad i bal szabad - jobb rogzitett
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8. dbra. Véges hosszlsagu pontsoron kialakulé alléhulldmok szemléltetése.
bal végpontnal éppen elindulé elsGdleges rezgési fazissal. Rovidebben fogalmazva:
egy korbejarast kovetGen a visszavert hullam fazisanak meg kell egyeznie a primer
hulldm fazisaval. Ez a feltétel mar nagyon egyszer(i relacidkat szolgdltat a kialakuld
alléhulldamok hulldmhosszara. A hulldmhosszbdl a terjedési sebesség ismeretében
a sajatfrekvencidk mar egyszerlen kiszamithatdk. Most ezeket ismerjik meg.

Mindkét végén rogzitett, vagy mindkét végén szabad I hosszusagu pontsoron,
akkor alakulhat ki alléhullam, ha a pontsor hossza egész szamu tobbszordse a A
hulldmhossz felének, azaz

l=mA/2=2mA/4, (21)

ahol m pozitiv egész szam. Lathatd, hogy a feltétel a hulldmhossz negyedével is
kifejezhet6: a pontsor hosszdnak a hulldmhossz negyedének pdros szamdu
tobbszorose kell legyen. Amennyiben az egyik végpont (mondjuk a baloldali)



szabad, a masik rogzitett, akkor az alléhullam kialakuldsahoz a pontsor hosszanak
a hulldmhossz negyedének paratlan szamu tobbszorose kell lennie, azaz az
l=02m-1)1/4, (22)
feltételnek kell teljesiilnie, ahol m pozitiv egész szam. Ezekbdl a feltétekbdl és a jol
ismert (10) 6sszefliggésbdl a sajatfrekvencidk mar egyszer(ien adédnak. Ennek

megfelel6en a mindkét végén rogzitett vagy szabad | hosszlUsagu pontsoron

|étrejovad alléhulldamok frekvenciajat a

Cc
Vi =M (23)
Osszefliggésbdl szamolhatjuk ki, ahol ¢ a hulldam terjedési sebessége és m pozitiv

egész szam. Az egyik végén szabad, a masik végén rogzitett pontsor esetén pedig
Vm = (Q2m -1 7 (24)

relacié adja meg a sajatfrekvencidkat, ahol ¢ és m az el6z6 esettel azonos
jelentésd.

Az elméleti leirdsbdl ismert, itt nem részletezett médon megmutathato, hogy
egy F er6vel megfeszitett g keresztmetszetli és o slrliségli huron, vagy
gumikotélen a transzverzdlis hulldmok terjedési sebessége

F
c = E (25)

Ugyan csak részletezés és indoklas nélkil, egy vékony g slrliségl és E Young
modulusu ridban terjedd longitudinalis hullam terjedési sebessége

c=+E/o. (26)
Hasonlé formula adja meg folyadékokban is a hangsebességet, csak az E Young
modulus helyébe a K kompresszié modulust kell helyettesiteni.
Az itt ismertetett alléhullamok hulldamhosszara és a sajatfrekvencidkra
vonatkozo formuldk vékony lég- és gazoszlopokra is jol hasznalhatdk, persze olyan

kitétellel, hogy ekkor ¢ az gdzban a hangsebességet jeloli. Megmutathatd, hogy
idedlis gdzban a hangsebességet

c=+kp/o. (27)
formula szolgaltatja, ahol p a termodinamikai egyensulyhoz tartozé nyomas, ¢ a
géz slrlsége és k = c,/c, az adiabatikus tényezd, az édllandé nyomasu és az
allandé térfogatu allapotvdltozasokhoz tartozd fajhdk hanyadosa. Az idealis
gazokra vonatkozo altalanos allapotegyenletet felhasznadlva megmutathatd, hogy
idedlis gdzban a hangsebesség a



c=c(T)=coT/T,. (28)
relaciéval leirt modon fiigg a T (Kelvin fokban mért) termodinamikai h6mér-
séklettdl, ahol ¢y egy adott Ty termodinamikai h6mérsékleten a hangsebesség.

Alléhullamok két- és haromdimenziés hulldmok esetén is kialakulnak és a
szerepik az egydimenzidés esethez hasonldéan nagyon fontos. Az egydimenzids
esettdl eltéréen a csomdpontok altaldban nem izoldltan helyezkednek el, hanem a
kétdimenzidés hulldmokndl csomdvonalakat, a haromdimenzids hullamoknal pedig
csomofeliileteket alkotnak. Két szomszédos csomodvonal, vagy csomofeliilet kozott
Iév6 helyeken azonos frekvencidval és fazisban torténik a harmonikus rezgés, és a
csomovonalak, vagy csomofeliletek ellentétes fazisban rezg6 tartomanyokat
vélasztanak szét.

9. abra. Chlandi-féle porabrak. Heged{ivondval rezgésbe hozott vékony négyzetalaka
fémlemezen kialakul6 all6hullamok csomdévonalai szemléltetése.

A 9. abran heged(ivondval rezgésbe hozott vékony négyzetalaki fémlemezen
kialakulé harom alléhulldm csomodvonalai lathatdk. A kisérlet sordn a lemezre
kevés buzadarat szértunk, majd heged(ivondval egy alléhulldmot gerjesztettiink a
lemezen. A konny( buzadara a lemez rezgése soran 6sszegy(ilik azokon a helyein,
ahol az nem mozog. Ezzel kirajzolédnak az adott alléhullamhoz tartozé csomé-
vonalak. JAl lathatd, hogy arrdl a helyrél, ahol a lemezt kézzel megfogjuk (a lemez
jobb oldaldn), csomévonalak indulnak ki. Ennek igy is kell lennie, hiszen ez a hely a
rogzités miatt nem mozoghat. Hasonléan csomdévonalak futnak ki a lemez koze-
pén csavarral rogzitett helyrél is.

2. Optika 6sszefoglalo
2.1. Fényforras, fénynyalab és fénysugar

Minden napos tapasztalatunk, hogy bizonyos testek egyfajta — szemiinkkel
érzékelhet6 — sugdrzdsnak a forrdsai. Az ilyen vilagitd, fényt kisugdrzé testeket
fényforrdsoknak nevezziik. Ezek kozott bizonyosak, az ugy nevezett elsGdleges
fényforrdsok, sajat maguk altal létrehozott fényt sugarozzdk, mig masok - a



mdsodlagos fényforrdsok - csak addig vildgitanak, amig egy elsGdleges fény-
forrasbdl szarmazo fénysugdrzds éri 6ket. A masodlagos fényforrdsok sugarzasa
vagy fényvisszaverédésbél, vagy fényszordsbol szarmazik. Az elsGdleges fény-
forrasok fénye tobbnyire atomi vagy molekularis allapotvéltozasbdl (elektron-
atmenetekbél, molekula rezgési és/vagy forgdsi atmenetbél) szarmazik. Egy ilyen
atmenetnél egy magasabb energidju (gerjesztett) allapotban lévé atom vagy
molekula egy alacsonyabb energiaju allapotba kerdl. A két allapot kézotti energia-
kiilonbség fény formajaban sugarzasként jelenik meg, biztositva az energia meg-
maradasat. ElsGdleges fényforrasra példa a Nap, izzélampa, LED, TV vagy monitor
képernyd. Masodlagos fényforrasra példa a Hold, a vetit6vdszon, és tulajdon-
képpen minden olyan test, amit s6tétben nem latunk.

Ha egy besotétitett szoba ablakdn |évé — a napfényt kizdré — atlatszatlan
ernyGre egy kis nyilast vagunk, akkor a nyilassal szemben a falon egy kis me-
gvilagitott fényfolt jelenik meg. Ha leveg6 kissé poros, vagy flstot fajunk a
levegbbe, akkor oldalrdl - a fényszérédas miatt — lathatd egy keskeny vildgos
henger alaku tartomany a nyilastél a falon lévé fényfoltig. Ennek kis hengerszerd
kis térrészben fényjelenséget észlellink, ha egy fehér papirlapot tesziink az Gtjaba,
akkor a falon lathatd fényfolthoz hasonld, megvilagitott tartomany alakul ki a
lapon, és ezzel egyidejlileg a falon lathaté megszlinik. Az atlatszatlan ernyén lévé
nyilastdl az ernyGig egy fénynyaldb terjed, amelyben — kisérletekkel kimutathaté
mddon — energia terjed tova. Az energiasugdrzdsat példaul az mutatja, hogy a
nyaldb utjaba helyezett test felmelegszik. Ha s6tétit6 ernyén Iévé nyilds atmérgjét
csokkentjik, akkor a nyalab atmérdje is csokken. Ebbdl arra gondolhatnank, hogy
egyetlen pontra Osszehuzva a nyilds sugardt, a fénynyaldab keresztmetszete is
egyetlen pontra huzddik 6ssze. Amit ugy képzeliink el, hogy a fénynyalab,
bizonyos elképzelt geometriai gorbék, az Ugy nevezet fénysugarak Osszessége.
Példankban ezek a sugarak (kozel) parhuzamos egyenesek. Ezen modell keretében
a fényjelenségeket ugy irjuk le, hogy egy kisméret(i — hataresetben pontszerii —
fényforrdsbdél bizonyos irdnyokba fénysugarak indulnak ki, melyek egyittesen
alkotjak a forras altal kisugarzott fénynyalabot. Az ilyen fénynyaldban a sugarak
egy kozos pontbdl, a forrasbdl széttartdéan indulnak ki, és egy kuppaldston belil
haladnak. Ezen kuppalast hatarolja a fénynyaldbot. A kiterjedt fényforrasokat
pontszerd fényforrasok Osszeségének tekinthetjik. Ezek minden pontja egy-egy
fénynyaldbot sugdroz. Ezek a fénysugarak lokalisan az energia terjedésének
iranyat mutatjak, optikai szempontbdl homogén és izotrop kdzegben egyenesek.
Altaldban inhomogén kdzegben a fénysugarak gorbék, amelyek szakaszonként



homogén kozegben, az egyes homogén részeken belll egyenes szakaszokbdl allé
gorbék (poligonok) lesznek. Az optikai jelenségek leirdsara azt kell megismerniink,
hogy miként viselkednek ezek a fény-
sugarak. A fénysugarak a hulldmoknal
bevezetett geometriai sugaraknak a
fényre vonatkozé megnyilvanulasuk. A
fényjelenségeknek az itt ismertetett mo-
dellen alapulé leirdasat geometriai optikd-
nak nevezzik. Az, hogy ez a modell csak
kozelit6 leirasa a fényjelenségeknek, mar

viszonylag egyszerl kisérlettel is kimutat-

haté. Ha a fénysugarak bevezetésénél 10.3abra. Vizhullamok dthatolasa keskeny rés-
en. A bal oldali kék, nyillal ellatott kék vonalak

a résre bees6 hulldmhoz tartozé geometriai
rehajtjuk, azaz a sotétité ernyén 1év6 sugarakat szemléltetetik. A jobb oldali kék
szaggatott vonalak kozotti tartomanyban fi-
i . gyelhetnénk meg hullamokat, ha a sugarakkal
juk, akkor a fénynyalab atmérGje egy |eirhats egyenes vonall terjedésnek megfe-
bizonyos atmérgig valdban csékken, de leléen terjedne a résen atmend hullam.
Azonban jdl lathaté a hullam behatol a rés
atlatszatlan része mogé, az egyenes vonalu
azaz a fénynyaldb merdleges kereszt- terjedéstdl eltérés mutatkozik, réviden mondva
elhajlds 1ép fel.

leirt gondolatkisérletet ténylegesen vég-

nyildas atmérdjét folyamatosan csokkent-

ezt kovetben ismételten novekedni kezd,

metszete nem fog egyetlen pontra dssze-
zsugorodni az ernydén. Ez a jelenség a fényelhajlds kovetkezménye, amely fény
hulldmtermészetét igazolja. Ha a hullamok utjdba keril6 akadalyok mérete
csokken, és a hulldam hulldmhosszanal csak egy-két nagysagrenddel nagyobb, vagy
azzal 6sszemérhet6, akkor a geometriai sugarakkal leirhato terjedéstdl eltérések
mutatkoznak. Az eltérés anndl jelent6sebb, minél jobban megkozeliti az akadaly
mérete a hullamhosszisagot. A 10. dbra az elhajlas jelenségét szemlélteti egy
fémlemezen vagott keskeny résen keresztiilhaladé vizhullam esetén.

Amint azt mar emlitettik, a geometriai optika keretein belil a fénysugarak
viselkedésének ismertében tudjuk a fényjelenségeket értelmezni. A legtébb
gyakorlatban fontos esetben a fénysugarak viselkedése néhany egyszer( torvény-
nyel leirhaték. Most ezeket ismerjlik meg réviden.

1. Homogén és izotrép kbzegben a fény egyenes vonalban terjed, vagyis a fény-
sugarak ekkor egyenesek.



2. A fénysugarak megfordithatok, amely azt jelenti, hogy a fény valamely mdédon

pay’s

az A pontbdl eljut a B pontba, akkor a B pontbdl pontosan az el6z6vel egyezé
uton haladva jut el az A pontba.

. A visszaverédés torvénye: Egy hatarfellletr§l visszavert fénysugdr a beesési
sikban van, és a visszaverddési szog egyenld a beesési szoggel (szemléltetése a
11. abrdn). A beesési sik a beesési merdleges és a beesd fénysugar altal meg-
hatdrozott sik. A beesési mer6leges pedig a tlkrozé felllet azon pontjaban, az
érinté sikra merélegesen allitott egyenes, ahol a bees6 fénysugar eléri a
tikrozé fellletet. Erdemes megjegyezni, hogy mind a beesési szoget, mind a
visszaverGdési szoget a beesési merélegestél mérjik!

. A fénytérés torvénye: Egy hatarfelllethez érve, ha a fénysugar athatol a hatar-
fellleten, akkor — a merdéleges beeséstél eltekintve — a terjedési iranya
megvaltozik. Nevezetesen, a megtort fénysugar a beesési sikban van, tovabba
a beesési sz6g szinuszanak és a torési szog szinuszanak hanyadosa a felllet
altal szétvalasztott két kozegre jellemz6 dllandd, amely a két kdzegbeli fény-
sebesség hanyadosa, formulaval kifejezve,

sin a4

sina, = n21 = Cl/CZ ; (29)

ahol nz1 a 2-es kozeg 1-es kozegre vonatkozd relativ torésmutatéja. Ez az
Osszefliggés a jol ismert Snellius-Descartes-féle térvény. Mint lathato, a relativ
torésmutato fény esetén is a hullamtani részben ismertetett (12) osszefiiggés
szerint flgg a kozegbeli terjedési sebességektSl. A torés és a visszaver6dés
altaldban egyuttesen lép fel, ahogy ezt a 11. dbra is szemlélteti.

Mivel a fény vakuumban is terjed, az optikaban
relativ torésmutaté mellett beszoktdk vezetni az
abszolut térésmutatd fogalmat. Egy kozeg ab-
szolut térésmutatéjgn a vakuumra vonatkozd
relativ torésmutatdéjat értjik, azaz
n=c/cy, (30)

ahol ¢y =299.792 km/s = 300.000 km/s a vaku-
umbeli fénysebesség. A Snellius-Descartes-tor-
vény az abszolut torésmutatodkkal a

n, sina; = n,sina, (32)
alakba irhatd at, ahol n; és n; rendre az 1-es és a
2-es kozeg abszolut torésmutatdja. Az nz; relativ

& QP (1)

€2 (2)
%)

|
11. dbra. A fényvisszaverddés és fény-

torés szemléltetése. A beesési sik az
abra sikjaval esik egybe. A szégeket a
szaggatott vonallal jelolt beesési
merélegedtsl métjik.



torésmutato és az n és n; abszolut torésmutatok kozott az
Ny =Nny/ny (32)

kapcsolat all fenn. A kbzeget optikailag siiriibbnek nevezzik egy masikra vonat-
kozodlag, ha az erre vonatkozé relativ térésmutatdja nagyobb, mint 1, és optikailag
ritkdbb, egy masik anyaghoz képest, amennyiben a red vonatkozé relativ
torésmutatoja kisebb, mint 1. Optikailag sdiriibb kozeg esetén a torési szog — a
merdleges beesést kivéve — mindig kisebb, mint a beesési sz0g. Ezt szemléletesen
ugy mondjuk, hogy a sugar a beesési merdlegeshez térik. Optikailag ritkabb kozeg
esetén a torési sz0g — a merGleges beeséstdl eltekintve — mindig nagyobb, mint a

beesési sz0g. Szemléletesen ugy mondjuk,
ny > n, : S

hogy a sugar a beesési merdlegestél torik.
Optikailag ritkabb kozeg esetén — a 0°

és 90° kozott valtoztathaté — beesési
szoget 0°-tdl fokozatosan noévelve, még
90°-nal kisebb beesési szognél a torési
sz0g eléri a 90°-ot. Ezt a beesési szoget
nevezik a teljes visszaverGdés hatdr-

sz6gének. Mivel ekkor a; = ap és a, =

12. dbra. Optikailag s(irlibb kozeg hatarfelii-
letén a torés (s1), a hatarszog (s2) és a teljes
sina, =n,/ny (33) visszaverédés szemléltetése.

90° Snellius-Descartes- torvény alapjan a

relacié hatdrozza meg a hatarszoget. A beesési szoget a hatarszognél tovabb novel
azt tapasztaljuk, hogy az optikailag ritkabb kdzegbe nem jelenik meg fénysugar.
Ekkor a fellilet egy 100%-os visszaveréképességl tikorként visszaveri a beesd
fénysugarat, a szabalyos visszaver6dés torvényeinek megfelelGen. Mivel a teljes
fényenergia visszaverddik a hatdrfellletrdl, a jelenséget teljes visszaver6désnek
hivjuk. Annak a fontos ténynek, hogy a visszaverG6désnél nincsen energia-
vesztesség, nagyon fontos gyakorlati jelentGsége van. A teljes visszaver6désen
alapul napjainkban széleskorben elterjedt optikai szdlakon t6rténé jeltovabbitas.
Az optikai szalak segitségével igen nagy tdvolsagra tudunk, igen nagy mennyiségt
informdciét nagyon gyorsan eljuttatni. A teljes visszaver6dés mas alkalmazasai is
vannak. A hatdrszog mérésével meg tudjuk hatdrozni az adott anyag relativ
torésmutatojat. Nagyon lényeges alkalmazasuk még az un. képfordité prizmak,
példaul tavcsovekben és fényképezd gépekben. Még egyszer kiemeljik, hogy a
teljes visszaverddés fellépéséhez két feltétel sziikséges. Az egyik az, hogy a fény az
optikailag stribb kozegbdl haladjon a ritkabb felé, a masik pedig, hogy a beesési
sz0g nagyobb legyen, mint a hatarszog!



2.2. Tukrok és lencsék képalkotasa

Képalkotdsnak, vagy optikai leképezésnek azt a jelenséget nevezziik, amikor
egy pontszerl targybdl kiinduld fénysugarak — a visszaverGdések és torések
kovetéen — az optikai eszk6zon ugy haladnak keresztiil, hogy vagy maguk a
sugarak, vagy csak a meghosszabbitasuk egy ponton halad keresztil. Ezt a pontot
nevezik a tdrgy képének. Amennyiben maguk a sugarak mennek keresztll a
képponton, azaz Osszetarté fénynyaldb |ép ki az eszkozbdl, valddi képrél
beszéllink. Ha csak sugarak meghosszabbitdsa halad keresztiil a képponton, azaz
széttarto nyaldb Iép ki az eszkdzbdl, akkor a képet ldtszélagosnak, vagy masszoval
virtudlisnak nevezzik.

A legegyszer(ibb képalkotd tulajdonsaggal rendelkezd elemi optikai eszkézok
a sik-, homord vagy dombord gémbalakid (mdasszéval gombi) tiikrozé felllettel
rendelkez6 tiikrok, vagy atlatszo anyagbdl készilt dombord vagy homord gémbi-
esetleg egyik oldalrdl sikfeliilettel hatarolt lencsék. A gombi felliletek ugyan nem
teljesen idedlisak a képalkotds szempontjabdl, mert az idedlis képalkotastdl
kisebb-nagyobb eltéréseket, un. képalkotdsi hibdkat — idegen szdval aberrdciokat
— okoznak, azonban geometriai okok miatt, a gyakorlatban legkdnnyebb a feli-
leteket gombi alakra csiszolni. Az Osszetett képalkotd eszkdzok altaldban ilyen
elemi képalkotd eszkdzok egymast kovets elrendezésébdl all. Ezeket megfelelGen
tervezve elérhetG, hogy az el6bb emlitett képalkotdsi hibak kis mértékiek
legyenek, igy j0 minGségl képet kapjunk eredménydil. llyen Gsszetett képalkotd
eszkozok példaul a tdvcsévek, mikroszkdpok, fényképezégépek és vetitégépek.
Ezek mindegyikénél igazan fontos, hogy a kép megfelel6 min6ségl legyen.

Az ilyen Osszetett eszkdzok miikodési elvének megértéséhez mindenképpen
elengedhetetlen az 6ket felépité elemi épit6 elemek képalkotd tulajdonsagainak
megismerése. Az dsszetett képalkotasnal, amikor az egyszer(i képalkotd eszkozok
egymast kovetve helyezkednek el, nagyon fontos segédeszkoz a virtudlis tdrgy
fogalma. Virtualis targyrél akkor beszéliink, amikor egy Osszetartd sugdrnyalab,
melynek sugarai egy adott pont felé tartanak, utjaba egy masik képalkoté eszkozt
helyeziink, de a sugarak még az el6tt elérik azt, mielStt azok athaladndnak a kbzos
pontjukon. Vagyis a masodik optikai eszk6z megakadalyozza a sugarak egypontba
vald Osszetartasat. Tipikusan ilyen eset akkor Iép fel, ha egy optikai eszk6z valodi
képet alkot, és mogotte viszonylag kozel elhelyeziink egy masik képalkotd eszkozt.
Az itt leirt esetben is el6fordulhat az, hogy a képalkoté eszkdzbdl a sugarak ugy
lépnek ki, hogy maguk a kilép6 sugarak, vagy csak a meghosszabbitasuk halad



keresztlil egy ponton, azaz képalkotas torténik. Ennek a képpontnak helye
nyilvanvaldan fligg, attél a ponttdl, ahova az bees6 Osszetartd sugdrnyaldb tart.
Vagyis a kép az ennek az elképzelt (azaz virtualis) targynak a képének tekinthetd.
A tovabbiakban megismeriink olyan egyenleteket, amely a targy és a kép helyzete
kozotti kapcsolatot adjak meg. Ezeket az egyenleteket képalkotdsi, vagy leképezési
egyenleteknek nevezziik. Hogy ezek az egyenletek egységes alakiak legyenek az
Osszes esetre vonatkozodlag, érdemes a targy- és a képtavolsagnak elGjelet tulaj-
donitani, bar a valdodi tavolsagok nyilvdn nem negativak. A tovabbiakban olyan
el6jel megdllapoddst hasznalunk, amely szerint virtudlis kép esetén a kép-, mig
virtualis targyra a targytdvolsagot negativnak tekintjik. llyen esetekben nyilvan a
valdodi tavolsagot az egyenletbdl nyert ,tavolsag” negativia adja meg. Ez a
leképezéseket illusztrald dbrakon ugy mutatkozik meg, hogy a geometriai tavol-
sagokat jelz6 nyilak mellé virtudlis kép esetén -k, virtualis targynal -t kerdl.

A siktikor képalkotdsa a visszaver6dés torvényei alapjan kénnyen meg-
érthet6. Ha a tokéletes sik tiikr6z6 feliilet elé egy P vilagitd pontszer(i targyat
helyeziink, akkor egyszer(i geometriai megfontoldssokkal belathato, hogy a
targybdl kiinduld széttarté sugarak, a visszaver6dés utdn is széttartok maradnak,
és a sugarak meghosszabbitasa egy - a tlikdr mogott 1évé — P’ pontban metszik
egymast, ahogy azt a 13. abra bal oldala is mutatja. Tovdbba ez a P’ pont a P
ponton atmend, a tiikdrre meréleges egyenesen rajta van, a tikortél a P ponttal

13. dbra. Siktiikor képalkotasanak szemléltetése. A bal oldali rész egy
valddi P targy virtudlis P’ képének keletkezését, jobb oldali rész pedig
egy virtudlis P targy valodi P’ képének létrejottét szemlélteti. Vegyik
észre, hogy a két részadbra lényegében csak a sugarak irdnyitasaban
kilonbozik!

azonos tavolsagra talalhatd. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben virtudlis kép jon
|étre. Ha fénysugarak iranyitasat megforditjuk, akkor a virtualis targyra vonatkozé
szemléletes példat nyeriink. Ha valamely mddon egy — a tiikor mogott 1évé - P
pontfelé Osszetartd sugarakbdl allé fénynyaldbot hozunk létre, akkor a sugarak a



visszaverédés utan is osszetartok maradnak, és abban a — tikor el6tt |évé - P’
pontban taldlkoznak, amely a P pontot tartalmazé, a tikdrre meréleges egye-
nesen van, a tiikértél a P ponttal azonos tavolsagra. A kép- és a targytavolsagra —
a bevezetében leirt elSjel megallapoddssal Gsszhangban |év6 — leképezési
egyenlet siktiikorre az

1/t+1/k=0 (34)
alakba irhatd fel, amely ekvivalens a t + k = 0 reldciéval. Amibél rogton latszik,
hogy k = —t Osszefliggés van a kép- és a targytdvolsag kozott. Valddi targy esetén
t>0, amib6l k<0 és |k| =t kovetkezik, azaz a J J
képtdvolsag negativ, amely virtudlis képre utal, B B
valamint nagysaga a targytavolsaggal azonos. Virtu- Q <_>LQ’
alis targyra t negativ (t<0), és igy k>0 és k = |t] f d\\\
kovetkezik, azaz a képtavolsag pozitiv, amely valddi \\
képre utal, valamint k abszolut értéke a targy- p d d P’

SSEL SINN S SN
tdvolsdg abszolut értékével egyenl6. A kiterjedt

trgyakat pontszer( targyak dsszességének tekintve, 14. abra. A PQ szakasz siktiikor
mar elzbleg ismertetett mddon mindegyik pontra altal alkotott képe a P'Q" sza-

., . . B kasz. Valédi targy képe vir-
megszerkesztve a képét, kapjuk a kiterjedt targy tulis, virtualis trgy kepe
képét. Ezt szemlélteti a 14. dbra a PQ szakaszra, Vﬁlodl-Akepatargg}’al azonos
; oy . . . Aallasué itott.
melynek képe a P’Q’ szakasz. Kénnyen belathaté ATIAstl €5 egyszeresen nagyto
madon, a kép allasa a targyal azonos és nagysaga megegyezik a targy nagysagdval,
amely azt jelenti, hogy a siktiikbr nagyitasa egységnyi. Tovabba kénnyen ellen-
Grizhets, hogy a tikorképben a targyhoz képest a jobb és a bal oldalak fel-
cserélédnek: a jobb kezlink a tikorképilink bal, mig a bal kezlink a tikorképilink
jobb keze lesz. A leképezés tobbi tulajdonsaga megegyezik a pontszerl targy

esetén megismerttel.

Gombtikrok képalkotdsa szintén a visszaverGdés torvényei segitségével
érhet6 meg. Az optikai leképezés leirdsandl vannak bizonyos kiilénds fontossaggal
biré pontok, a kardindlis pontok. Ezeket homoru és dombord gombtikorre a 15.
abra szemlélteti. Gombtikrok esetén harom ilyen pont van, tiikr6z6 gombfelilet
O gérbiileti kézéppontja, a C optikai k6zéppont és az F fokuszpont. Az optikai
kézéppont a tiikr6z6 gombsilveg felliletének tetGpontja. Az optikai kozépponton
és a gorbiileti kozépponton atmené egyenest optikai tengelynek vagy fétengely-
nek nevezik. A fokuszpont, vagy masnéven a gyujtdpont a fGtengelyen az optikai
kozéppont és a geometria kdzéppont kozott éppen féluton helyezkedik el. Ha a



gombtiikorre az optikai tengelyével parhuzamos és ehhez kézel haladd sugarakat
ejtiink be, akkor homoru tiikor esetén a visszavert sugarak 6sszetartok lesznek és
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15. dbra. A gémbtikrok kardindlis pontjai: A tikr6z6 gombslveg felilet O
gorbleti kozéppontja. A gdmbslveg C tetépontja az Un. optikai kdzéppont. Az OC
szakasz F felez6 ponja, az un. fékuszpont, vagy mas néven gyujtépont. Az O és C
pontokon atmend egyenes az optikai tengely vagy mas néven fGtengely. Az abra
a fétengellyel parhuzamosan beesé sugarak és a fékuszpont kapcsolatat mutatja.

a fokuszponton haladnak kereszt(il. Mig domboru tikoérnél olyan széttartd sugarak
hagyjak el tikrot, melyek meghosszabbitdsa megy keresztiil a fokuszponton.
Amennyiben egy homoru gombtiikor f6tengelyén elhelylink egy pontszer(
vilagité targyat, akkor a fGtengelyen valddi vagy virtudlis kép jon létre.
Kisérletekkel egyszerlien ellenérizhetjik a kovetkez6 allitasokat: Ha targya C és az

F pontok kozott van, akkor a kép - 7 =

virtualis, azaz olyan széttarté sugarak
hagyjak el a tikrot, melyek meghosz-

szabbitdsai a képpontban taldlkoznak.
Ha a targy a tukortél tavolabb van, mint

az F pont (azaz a fékuszon kivil van), - -

akkor valédi kép keletkezik. Ha a targy 16.abra. Horomr( gémbtikor fétengelyenén, O
gorblileti kdzéppontjatdl tavolabb, 1évé P pont
képe. Ekkor a P’ valddi kép az O és az F pontok
az O ponttél tavolabb jon létre. kozstt alakul ki.

az O és F pontok kdzott van, akkor a kép

Amennyiben a targy az O ponttdl van tavolabb, akkor a kép az O és F pontok
kozott lesz. Ez az eset lathatd a 16. dbran. A kép helyét a fGtengelyen az
1/t+1/k=1/f (35)

un. tikoregyenletbdl szdmolhatjuk ki, ahol t a targy-, k a kép- és fa fékusztavol-
sag, amely a tukor gorbiileti sugaranak a fele, azaz

f=r/2. (36)
Ha a P targyat a tukort6l egyre tavolabb vissziik a f6tengelyen, akkor a hozza—
tartozd t targytavolsag is egyre nagyobb lesz, és targybdl kiindulé sugarak egyre
kisebb széget zarnak a fétengellyel. A t — oo hataresetben a sugarak a tengellyel



parhuzamosak lesznek, és ekkor a (35) leképezési egyenlet alapjan k = f, azaz a
kép a fokuszpontban jon létre. Ez alapjan a fokuszpontnak nagyon szemléletes
értelmezést lehet tulajdonitani! A fokuszpont a fétengelyen Iévé végtelen tdvoli
pontszer(i tdrgy képe. Ezen szemlélet alapjan — a képtdvolsdghoz hasonldéan — a
fokusztavolsagnak is lehet, s6t érdemes eldjelet tulajdonitani! Mivel homoru
tikornél a fékuszban valddi kép alakul ki (amelyhez pozitiv képtavolsag tartozik), a
homoru tukor fokusztavolsaga pozitiv. A fokusztdvolsagnak tulajdonitott eldjel
haszna a domboru tiikérnél nyilvanul meg szamunkra.

Ha domboru tiikor fétengelyén egy valddi P targyat helyeziink el, akkor a
tukorrél visszavert sugarak mindig széttartdk lesznek, és ezek meghosszabbitds
megy keresztiil a tikér mogotti fétengelyen 1évé P’ ponton (17. abra). Vagyis a
kép virtudlis lesz, melynek negativ eljelet tulajdonitunk (k <0). A kép helyét a
fétengelyen ugyancsak a (35) tiikoregyen-

Al =
lettel hatdrozhatjuk meg, azzal a megalla- 1\\ !
podassal, hogy az f fékusztavolsagot az P o Y 0
|
f=—-1/2. (37) S\j/

egyenlet alapjan szamoljuk. Amelybél 1at- 17.4bra. Dombord gomtikér fétengelyén
lévé valodi P targy képe virtudlis kép lesz,
hiszen a tukorrél visszaver6dé sugarak
Ségét negatl'vnak teklnt]uk Erre utal a 17. széttartdk maradnak és csak a meghosz-

abran az is, hogy a geometriai tavolsagot szabbitdsuk ~metszik egymast a  tikor
mogott, a fétengelyen 1év6 P’ pontban.

hatd, hogy a domboru tikor fokusztavol-

—f jeloli. Ez az el6jel megallapodas tel-

jesen 6sszhangban van a fékuszpontnak, mint a f6tengelyen Iévé végtelen tavoli
targy képének az értelmezésével (15. abra). Ha a P pontot a fGtengelyen tavolitjuk
a tukortél, akkor hataresetben a sugarak a f6tengellyel parhuzamosak lesznek, a
virtualis kép - a (35) tikoregyenlett alapjan - éppen a fokuszpontban jon létre. A
fokusztavolsag el6jele azt jelzi, hogy a f6tengelyen 1évé végtelen tavoli pontszeri
targy fokuszban keletkezé képe valodi vagy virtualis, a képtavolsagra vonatkozé
el6jel megdllapodasnak megfelel6en. A homoru tikor 6sszetartéva, a domboru
tukor pedig széttartéva teszi a red bees6 parhuzamos fénysugarakbdl allé
fénynyaldbot. Hasonlo el6jel megallapodast fogunk hasznalni a lencsék esetén is.

Kiterjed targy esetén a targy- és képtdvolsag kozotti kapcsolatot szintén a
(35) leképezési egyenlet adja meg. A nem f6tengelyen |1évé pont helyét kdnnyen
megallapithatjuk a kardindlis pontokhoz tartozé sugarak menetének ismeretében.



Ezeket nevezetes sugdrmeneteknek hivjuk. Az optikai tengelyre meréleges PQ
szakasz képének nevezetes sugarmenetekkel tortént szerkesztését a 18. abra

mutatja. Lathatd, hogy a targy az O gorblleti kozépponton kiviil helyezkedik, és a

[ — |

18. dbra. A gorbileti kozépponton kivil elhelyezked6 targy képnek megszerkesztése a
nevezetes sugarmrnrtek segitségével.

képe az O és az F pontok kozott jon létre. A Q pontbdl kiindulo fétengellyel
parhuzamos 1-es sugar a visszaverddés utan az F fokuszponton halad keresztil. A
Q pontbdl kiinduld és az F ponton keresztil haladd 2-es sugar az optikai tengellyel
parhuzamosan verédik vissza. A Q pontbdl kiindulé és az O gorbiileti kozépponton
keresztil haladd 3-as sugar 6nmagaban verddik vissza, hiszen merélegesen esik a
tikrozé fellletre. A Q pontbdl kiindulé és a tlikrot a C optikai kbzéppontban éré 4-
es sugar ugy verédik vissza, mintha egy a f6tengelyre meréleges siktiikorre esne
be, mert gombtikor f6tengelye éppen a beesési meréleges. A példanal valddi kép
jon létre, mert a tlikorrdl visszavert sugarak 6sszetarték.

Kiterjedt targy esetén lényeges kérdés a kép targyhoz viszonyitott allasa,
tovabba a kép és a targy nagysaganak viszonya. Ezt a két fontos tulajdonsagot az
kovetkez6kben leirt definidlt nagyitdssal jellemezhetjik. Haszndljunk egy olyan
koordinata rendszert, melynek a vizszintes tengelye a f6tengely és az erre
merdleges fliggbleges tengely a f6tengelyt és a Q targypontot tartalmazd sikban
van (ez az Un. merididn sik éppen a 18. dbra sikja). A fligg6leges tengely mutasson
a PQ vektorral parhuzamosan, azaz a 18. abran felfelé. Ekkor a Q targy pont y
koordinatdja pozitiv és igy y a PQ szakasz hossza, targy nagysaga is egyben. A Q’
képpont koordinatdja viszont negativ, igy a P’Q’ szakasz hossza, a kép nagysaga
-y’, ahogy azt a 18. abrdn is jeleztiik. Ezen el6késziiletek utdn a nagyitdst, melynek
el6jelet is tulajdonitunk, az

N=y'/y (38)
definicioval értelmezzilk. Amibdl régtdon kiolvashatd, hogy a nagyitds el6jelébdl
megallapithaté, hogy a kép a targyhoz képest azonos vagy forditott allasu.



Amennyiben a kép a targgyal azonos allasu, ugy a két y és y’ koordinata azonos
eléjelii, ezért ekkor a nagyitas pozitiv. Amennyiben a kép a tdrgyhoz viszonyitva
forditott allasu, akkor az y és y’ koordinatak eltérd elGjeliiek, ami nyilvan negativ
nagyitdst eredményez. A nagyitds abszolUtértéke nyilvan a kép és a targy
nagysaganak hanyadosat adja. gy 0 < |N| < 1 esetén a kép a targyhoz képest
kicsinyitett és 1 < |N| fenndlltakor nagyitott. A 18. dbra 4-es sugdrmenetét
kovetve, lathatd, hogy a PQC és a P’Q’C derékszogl haromszogek megfeleld
oldalainak aranya egyenld, hiszen a C pontnal |évé szogeik egyenlBk, és igy a tobbi
szogik is megegyezik. Ezért a (38) egyenletbeli hanyadost kifejezhetjik a kép- és a
targytdvolsagok hanyadosaval is, azaz a nagyitas az
N=—-k/t (39)

formuldval szamolhato ki.

Ha a tdrgyat a fokuszon beliilre helyezzik, akkor a targgyal azonos allasu
virtualis kép jon létre. A nevezetes sugarakon alapuld képszerkesztés a 19. dbran
lathatd. A szerkesztés menete lényegében az el6z6 abran latotthoz teljesen

19. dbra. Homoru tikor és a fokuszpontja kozé helyezet tdegy képének
szerkesztése nevezetes sugarakkal. Ebben az esetben a targgyal azonos allasu,
virtudlis és nagyitott kép keletkezik.

hasonld. A 18. dbrahoz képest csak annyi az eltérés, hogy most a Q targypontbdl a
tukor felé induld 2-es és a 3-as sugarak maguk nem mennek keresztill az F illetve
az O ponton, hanem csak a meghosszabbitasuk. A tikorrél visszavert sugarak
széttartok, igy virtudlis kép jon létre, amelynek kovetkeztében — az elGjel
megallapoddasunk szerint — a k képtavolsag negativ lesz. A targy- és a képtavolsag
kapcsolatat a (35) leképezési egyenlet irja le, és a nagyitds is a (39) formula
alapjan szamolhaté ki.

A domboru tiikor elGtti PQ szakasz képe szintén egyszerlien megszerkeszt-

het6 a nevezetes sugarak segitségével, csupan azt kell figyelembe venni, hogy a
fokuszpont virtualis képként értelmezhet6. A Q pontbdl kiinduld és az optikai



tengellyel parhuzamos 1-es sugar a tukorrél ugy verédik vissza, mintha az F
fokuszpontbdl indult volna ki. A Q pontbdl kiinduld és az F fokuszpont felé tarté 2-

es sugar az optikai tengellyel parhuza-

mosan verddik vissza. A Q pontbdl ki- Q ‘N - £l ,

induld és az O gorbileti kozéppontfelé Y| 2 fgi\fg/-{ \\\\\ 0
tarté 3-as sugar 6nmagaban verddik P P F

vissza, mert merélegesen esik a tlikro- 4 \

26 feliiletre. Valamint a Q pontbdl ki- - bt Tk

indulé és a tikrot a C optikai k6zép- 20, sbra. Domboru tiksr képének szerkesztése
pontban eléré 4-es sugdr ugy verédik nevezetessugarakkal.

vissza, mintha egy a f6tengelyre merdéleges siktiikorre esne be, hiszen gombtikor
optikai tengelye éppen a beesési merGleges. Lathatd, hogy a létre jott kép
egyenes allasu, kicsinyitett és virtudlis. A targy- és a képtdvolsag kozotti relaciot a
(35) leképezési egyenlet irja le, tovabbd a nagyitds a (39) formula alapjan
szamolhato ki.

A gdmbi lencséket két oldalrdl egy-egy gombfelilet hatarolja, amely kozil az
egyik lehet sik is (R=9°). A lencsék optikai tulajdonsagait ezeknek a gémb-
fellleteknek az alakja, a gorbileti sugara és a lencsét alkotd anyagnak a kornyezé
kozegre vonatkozd relativ torésmutatdja hatdrozzak meg egylittesen. A két

+A+ o\+ oo /- -—\+ +/—- +/00 —-\]oo -7 7-

21. abra. A hatarold fellletek alakja szerint lehetséges lencse tipusok. A fellletek
kivilrél nézve lehetnek homoru vagy domboru alakuak, esetleg az egyik hataresetben
sikfelllet, amely végtelen sugaru gombfeliletnek tekinthetd. A lencsék mellé irt + és —
elGjelek a fellilet gorbileti sugaranak elGjelére utalnak kivilr6l dombord és homoru
felletek esetén. A oo sikfelliletre utal.

hatdrolé gombi felllet gorbileti kdzéppontjdn atmend egyenest nevezzik a
lencse optikai tengelyének, fétengelyének. Az alakot tekintve a két hatarolo felilet
kiviilrél nézve lehet domboru vagy homoru, esetleg az egyik sikfelllet. A 21. dbran
a lehetséges lencse alakok lathatdk. A gorbileti sugaraknak, késébb indokolt ok
miatt érdemes elGjelet tulajdonitani. A hatarold felilet melletti elGjelek, a
gorbileti sugdr el6jelére utalnak, tovabbd a sikfelllet gorbileti sugara vég-
telennek (e°) tekintheté.



A tovadbbiakban csak az Ugy nevezett vékonylencsékkel foglalkozunk,
melyeknek az optikai tengelynél mért vastagsaguk elhanyagolhatdé a toébbi
lényeges tavolsaghoz képest. A vékonylencsének — a vékonysaga miatt —
gyakorlatilag az optikai tengellyel egyetlen kbz0s pontja van. Ezt nevezik a lencse
optikai kézéppontjanak. Beldthatd, hogy az optikai kozépponton athaladé sugar
irdnyvdltozds nélkiil halad keresztil a lencsén. Ez a lencse egyik nevezetes sugara!

A lencséknek — a tiikrokhoz hasonldan — az optikai tengelyével parhuzamosan
beesd sugarakra gyakorolt hatasat tekintve két fajtdja van. Az egyik fajta az ilyen
sugarakbdl allé bees6 fénynyalabot egy — lencse masik oldaldn lévé — pont felé
Osszetarto, mig a masik tipus egy — a beesd fénynyalab fel6li oldalon lévé —
pontbdl széttarto fénynyalabba alakitja at. Az elsd tipust gydjt6-, a masodik tipust
pedig szordlencsének szokas hivni. Az emlitett tulajdonsdgu pont a lencse
fokuszpontja. Mivel — a tikroktdl eltéréen — a lencsékre két iranybdl ejthetiink be
az optikai tengelyével parhuza-
mos sugarakat, a lencséknek két
fokuszpontjuk van! Az egyiket
tdargyoldali, a masikat képoldali

fokuszpontnak szokds nevezni. A
gyljtélencse fokuszpontjait a 23. 23.GydjtSlencse targy- (F) és képoldali (F)) fékusz-
dbra szemlélteti. Szérélencsének PONUaL

szintén két fékuszpontja van, csak éppen a gy(jt6lencséhez képest atellenes
oldalon vannak. Hangsulyozzuk, hogy a lencséknél is a fékuszpontok az optikai
tengelyen lévé végtelen tavoli pont-

szer( targy képének tekinthetdk. \\h
o , i mie 2= #/' \\) —
I~

Gyd(jtélencse esetén ezek valddi, mig =

s ; . s F" [ ,—//?—
szOrélencse esetén ezek virtualis —»—x—J /'/J =
képek. Ez alapjan a fékusztavolsagnak B\

érdemes itt is elGjelet tulajdonitani, a 22.3bra. Szérélencse targy- (F) és képoldali (F’)
fokuszpontjai.

képtavolsagnal haszndlt elSjel meg-
allapoddsnak megfelel6en. Ez alapjan a gyUjt6lencse fokusztavolsaga pozitiv, mig a
szdroélencse fokusztavolsaga negativ. A lencse fokusztavolsagat az
1/f =m—=1)(1/R, + 1/R;) (40)

kifejezés adja meg, ahol n és a lencse anyaganak a kérnyez6 kozegre vonatkozd
relativ torésmutatdja, Ry és R, a hatdrolé gombfellletek elGjeles gorbileti
sugarai, melyek pozitiv, illetve negativ el6jelliek kiviilrél nézve domboru, illetve
homoru feliiletre, tovabbd végtelenek sikfelllet esetén. A kiviilrél homoru



fellletre negativ gorbuleti sugar nyilvan ugy értendd, hogy geometriai értelemben
vett (nem-negativ) gorbileti sugarnak a minusz egyszeresét kell az egyenletbe
behelyettesiteni, hasonléan a virtualis képnél és targynal alkalmazott elGjel
konvenciéhoz. A (40) egyenletbl mar konnyen lathatd, hogy a kdrnyezetéhez
képest optikailag slrlbb (vagyis n > 1 relativ torésmutatéju) anyagbdl készilt —
példaul levegbben lévd liveglencse — esetén a kétszer domboru és a sik-domboru
lencse gy(jt6-, a kétszer homoru és sik-homoru lencse szérélencsekén miikodik,
ugyanis f > 0 illetve f < 0 reldcidk allnak fent rendre az els6 és masodik esetre.
Optikailag ritkabb anyagbdl készilt — példaul vizben 1évé levegs — lencse viszont a
megszokottdl eltéréen, éppen forditva viselkedik a lencse alakot tekintve! Az 1/f
mennyiséget a lencse térderejének nevezzik. Ennek S| egysége az 1/m, melyet
dioptridnak neveziink. foi f

A lencsék képalkotdsanal, ha a

lencse mindkét oldalan azonos ko- £

zeg van, akkor a tukoregyenlettel

alakra egyez6 .

1/t+1/k = 1/f (41) 24. Gy(jt6lencse optikai tengelyén 1év6, a lencsétél a
kétszeres fékusztavolsagnal tavolabb |évé pontszerl

egyenlet adja meg a kép- és a targy- tagy képe

tdvolsagok kozotti kapcsolatot, de
ne felejtsiik el, hogy itt az f fokusztidvolsdgot a (40) egyenlet szolgdltatja! Az
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25. abra. A PQ szakasz képének szerkesztése nevezetes sugarakkal, mikor a targy a fo-
kuszponton kivul (bal oldai részabra) vagy amikor a fékuszponton belil helyezkedik el
(jobb oldali részébra).

optikai tengelyen |év6 pontszerd targy képe az optikai tengelyen keletkezik. A (41)
leképezési egyenletbdl szamolassal, nevezetes sugarakon alapuld szerkesztéssel
és kisérletekkel is konnyen ellenérizhet6k a kovetkez6 képalkotasi tulajdonsagok:
A lencsétél a fokuszponttdl tdvolabbi targy esetén valddi kép, a fdkusznal
kozelebbi targyra, pedig virtudlis kép alakul ki. Ha a targy a lencsétdl az egyszeres
és a kétszeres fokusztavolsag kozott van, akkor a kép a lencsét6l kétszeres



fokusztavolsagnal tdvolabb jon létre, kiterjedt targy esetén forditott allasu és
nagyitott. Ha a targy a kétszeres fékusztdvolsdgnal tavolabb van, akkor a kép a
lencsétGl az egyszeres és kétszeres fokusztavolsagok kozotti tavolsagban lesz,
kiterjedt targyra kicsinyitett és forditott allasu. Eppen kétszeres fokusztavolsagra
elhelyezett targy képe a lencse masik oldaldn szintén kétszeres fokusztavolsagra
van a lencsétdl, kiterjed targyra a kép forditott allasu és a targgyal azonos
nagysagu, azaz a nagyitds N = —1. A 25. dbra a lencse el6tt 1év6 PQ szakasz
képének nevezetes sugarakon alapuld szerkesztésének menetét mutatja, a
lényegében kilonboz6 két fontos esetre. A Q targypontbdl az optikai tengellyel
parhuzamosan kiinduld 1-es sugar a lencsébdl kilépve az F’ képoldali fokuszponton
halad keresztil. A Q targypontbdl az F targyoldali fékuszponton atmend 2-es sugar
a lencsébdl kilépve az optikai tengellyel parhuzamosan halad. Ha a targy a
fokuszpontndl kozelebb van a lencsénél, akkor nyilvdn csak a sugar
meghosszabbitasa halad at az F targyoldali fékuszponton (lasd a jobb oldali
részabrat). A lencse optikai kozéppontjat érd 3-as sugar iranyvaltozas nélkil halad
at a lencsén.

Szordlencse esetén a lencse el6tt [évé valddi targynak a képe mindig virtualis,
ahogy azt a 26. abran lathatjuk. A PQ szakasz képének nevezetes sugarakkal

26. abra. Szoérdlencse valodi targyrol mindig virtudlis képet alkot. A
nevezetes sugarakon alapuld szerkesztést a baloldali rész szemlélteti.

torténd szerkesztését jobb oldalon lathatjuk. A Q targypontbdl az f6tengellyel
parhuzamosan kiinduld 1-es sugar a lencsébdl Ugy Iép ki mintha az F’ képoldali
fokuszpontbdl indult volna. A Q targypontbdl az F targyoldali fokuszpont felé tarté
2-es sugar a lencsébdl kilépve az optikai tengellyel parhuzamosan halad. A lencse
optikai kdzéppontjan athaladd 3-as sugar irdnyvaltozas nélkil megy keresztil a
lencsén. A targy- és a képtavolsag viszonyat a (41) leképezési egyenlet hatarozza
meg.

A nagyitdsra vonatkozd (39) formula lencsékre is érvényes, amennyiben a
lencse mindkét oldalan azonos térésmutatoju kozeg van. Ezt kdnnyen belathatjuk



a 25. és a 26. abrakon lathaté, az optikai kozépponton keresztiil haladé 3-as
fénysugarat vizsgdlva. Ugyanis a PQ szakasz, a 3-as sugar és az optikai tengely
altal, valamint a P’Q’ szakasz, 3-as sugar és az optikai tengely alkotott
haromszogek derékszogliek és a lencsénél lévé szogeik egyenlSk. Ezért a meg-
felels oldalak ardnya egyenld. Igy, hasonldan a tiikréknél alkalmazott gondolat-
menethez, a Q" pont y’ koordinatajanak és a Q pont y koordinatajanak hanyadosa
kiszamolhaté a kép- és a targytavolsagok hanyadosaval.

2.3. A fényinterferencia alapjai

A fénysugarakrdl sz6l6 bevezet6ben mar emlitettiik, hogy a geometriai optika
madszereivel nem minden esetben lehetséges a fényjelenségeket pontosan leirni,
értelmezni. Vannak olyan fényjelenségek, melyek egyértelmiien mutatjak, hogy a
fénynek hulldmtermészete van. llyen, hullamokra egyértelmden jellemzd jelenség
példaul az interferencia és az elhajlas. A tovabbiakban csak nagyon vazlatosan
foglalkozunk néhany a fényinterferenciaval kapcsolatos jeleséggel. Fény esetén
sokkal nehezebb interferenciajelenséget kimutatni, mint példaul viz- vagy
hanghullamokkal. Ennek oka a fényforrdsok sajatossagaiban van. A szokdsos
fényforrasok (pl. izzélampa) Osszetettek, nagyon nagy szamu elemi fényforras
Osszesége. Ezért tobbnyire a kisugarzott fény nem egyszerd hulldmvonulat, hanem
véletlenszerl valtozd fazisallanddéju és kilonbozé frekvencidju elemi hullam-
vonulatok rendkiviil nagyszamu sokasaga. A véletlenszer(ien valtozo fazisallanddk
és az eltérd frekvencidk miatt megfigyelhetd interferencia altaldban nem alakul ki,
mert az elemi hulldmvonaltok szintjén
meglévd interferencia hatdsa az id6-
ben nagyon gyorsan valtozd viszonyok
miatt eltlinik. A lézerek azonban olyan
fényforrdasok melynek a fényében lévé
elemi hulldamvonulatok azonos frek-
venciajuak és egymashoz képest ren-
dezettek, igy ezeknél a fényinterfe-
rencia megfigyelhets. Ezért célszerd | 95 0,25 0,50 0,75 1,00 mm
|ézert hasznalni az ilyen kisérleteknél. b: 0,15 mm

Ha egy atlatszatlan ernyén par-
huzamosan 3lld, egymastél nagyjabol
1 mm tavolsagban lévg, két egyforma

keskeny, 100 um nagysagrendbe esé

27. 4dbra. A Young-féle interfernciakisérlet.



szélességl rést készitlink és réseket egy lézernyaldbjaval megvilagitjuk (27. dbran
feltil), akkor a kett6srés mogé par méter tavolsagra helyezett ernyén egymastol
azonos tavolsagra 1évd, a rések élével parhuzamosan alld, vilagos és sotét csikok
jelennek meg (27. dbran alul). A 27. abran felll |athatd diakeretbe foglalt atlat-
szatlan erny6n 4 darab kett&srés van egymas mellett. A rések 150 um szélesek (b),
és a kettOsrés sorozatban a rések tavolsaga (g) letérd: balrdl jobbra haladva
250 um, 500 um, 750 um és 1 mm. A lézernyaldb balrél a harmadik, 750 um
réstavolsagu kettGsrést vilagitja meg. A 27. dbran alul, az erny6n — az interferencia
eredményeképpen — létrejovs fényintenzitas mintazat lathaté. Jol megfigyelhet6 a
vilagos-sotét flugglleges csikrendszer. A csikok intenzitdsanak megfigyelhet6 val-
tozasat a résen torténd elhajlas okozza.

Ezt a hires kétréses interferenciakisérletet leghamarabb Thomas Young tudta
eredményesen megvaldsitani 1802-ben, ezért Young-féle kisérletnek nevezzik. A
Young-féle kisérlet az un. hulldmfrontosztdssal l1étrehozott fényinterferenciaknak
egy tipikus megvaldsitasa. Az ilyen interferenciajelenségeknél valamiyen maédon a
hulldmfrontnak két kiilonb6zé helyrél szarmazd része taldlkozik a megfigyelési

YYvyvyvyy

Ax

. (b)

28. 4dbra. A Young-féle kett&sréssel végrehajtott kisérlet vazlata (balra), és a
kisérlet vizhulldmokkal végrehatott szemléltetése (jobbra).

helyen. A kisérlet masféle hullammal, pl. vizhulldmmal is elvégezhetd. Aluminium
lemezen két kozeli egyforma keskeny résre beesd hullam hatdsara kialakuld
hulldmjelenség lathaté a 28(b) dbran (jobbra). A beesé egyenesfrontd hulldm
balrdl érkezik. A lemez mogotti hullamjelenség feltlin6en hasonlit a 6. abran
mutatott azonos fazisban rezg6é hullamforrasokkal keltett hulldmok interferen-
cidjandl latottra. Ez hasonldsdg kénnyen magyarazhaté 10. dbran bemutatott
kisérlet eredményét figyelembe véve. Ott lathatd, hogy a beesé hullam hatasara a
keskeny rés ugy viselkedik, mint egy pontszer(i hulldmforras, hiszen a résbél egy
kérhulldm indul ki. Igy a kett&srésnél a két kdzeli keskeny rés két kozeli pontszer(
forrasként viselkedik (lasd a 28(a) abrat). Mivel a beesé hulldmfrontok egyszerre



érik el a két rést, ezek az elemi forrasok azonos fazisban rezegnek, éppen ugyan-
ugy, mint ahogy a 10. dbran mutatott kisérletben. A nyildsokbdl kiinduld
vizhullamok bizonyos helyeken maximalisan erésitik, és bizonyos helyeken maxi-
malisan gyengitik egymast.

Fény esetén pontosan ugyanigy értelmezhetd a jeleség. A megfigyelési ernyé
azon pontjaiban vannak a vilagos csikok, ahol a keskeny nyilasokbdl kiindulé elemi
fényhulldmok maximalisan erdsitik egymdst. A sotét csikok helyén ezek a hul-
lamok maximdlisan gyengitik egymast. Mivel gyakorlatilag azonos amplituddju
hullamok taldlkoznak, a maximalis gyengités szinte kioltast jelent. Ezért alakulnak
ki teljesen sotét csikok. A maximalis er@sités és gyengités feltételét mar a hulla-
mok interferencidjanak vizsgdlatandl lattuk: ezeket rendre a (15) és a (16)
egyenletek irjdk le. A fénnyel végzett kisérletben a két rés d tavolsaga tobb
nagysagrenddel kisebb, mint a megfigyelési erny6 D tavolsidga (d < D) a két
résbél kiinduld elemi hulldmok koézotti As = s, — s; Utkilonbség d - sin a-val
kozelithetd. igy az ernydn a vildgos csikok azon helyen vannak, melyre a

d-sina =mAa (42)
feltétel teljesiil, ahol m egész szam és A a fény kozegbeli hulldmhossza. Optikaban
nagyon gyakran a fény vakuumbeli hulldmhosszat szokas haszndlni. Ha a fény
vakuumbeli hullamhossza A, és a fény n abszolut térésmutatoju kézegben terjed,
akkor A = 1y/n a kozegbeli hullamhossz.

A fényinterferencia jelenségek masik fontos fajtaja az un. amplituddosztdssal
létrehozott interferencia. A hulldmok visszaver6désének és torésének vizsgala-
tanal mar emlitettliik, és a vizhulldammal végzett kisérleten is jél latszik, hogy
altaldban egy hatarfelileten a torés és vissza- T,
ver6dés egyidejlileg fellép. Ez a jelenség lehet6-
séget ad arra, hogy egy ilyen hatarfellleten a
beesd teljes hullamot két hulldmra, a visszavert

és atmend hulldmra osszuk szét. llyen mdodon le-
hetséges olyan eszk6znek a megvaldsitasa, amely
a beesd fényhulldmot két azonos amplituddju

hulldmra bontja. Az ilyen optikai eszkozt T
nyaldboszténak szokas nevezni. Az amplitudoé- .

osztassal létrehozott fényinterferencidnak egy 29.4bra. A Michelson-féle interfero-

méter vazlata és a kimeneten kelet-

i B L, B . kezd interferenciagyiir(k divergens
ferométer, melynek vazlata a 29. dbran lathatd. fennyel torténs megvilagitas esetén

tipikus megvaldsitdsa a Michelson-féle inter-

Az interferométerben az egyik tikor mozgathato, (jobbra fent).



igy a taldlkozd hulldmok kozotti utkiilonbség valtoztathatd. A belépd fényhulldm
az elsé lveglemez hatsé fellletére parologtatott vékony fémréteg amplitido-
osztassal egy visszavert és egy atmend hulldmot hoz létre, amely az inter-
ferométer Un. karjaiban terjed, és a két T, és T tikorrdl visszaverGdve ismét végig
halad karokon, ahol ismét elérve a vékony fémréteget Ujabb amplituddosztas
torténik. A vizszintes karban lathaté masodik Giveglemez a masik karban haladé
hulldm (vegben torténd terjedését kompenzdlja. Ennek segitségével mindkét
karban azonos vastagsagu Uvegen halad keresztil a fény. A fémréteggel tortént
masodik talalkozas utan az interferométerbdl két azonos iranyba terjed6 hulldam
Iép ki (a 29. abrdn lefelé mutaté iranyba). A két hulldm kozott — a karhosszusagok
kiilonbségétdl fuggben — utkiilonbség van. A maximalis erdsités, illetve gyengités
feltételét a (15) és a (16) 6sszefliggések adjak meg.

Interferenciajelenségek egy gyakorlatban is fontos tipusa a sik-pdrhuzamos
lemezeken figyelheté meg (30. abra). Az ilyen interferencidkat altalaban gydijté-
lencsék fokuszsikjaban szokas megfigyelni, mert a lencse a parhuzamos fény-

sugarakkal reprezentdlt hullamokat a fokuszsikjanak egy adott pontjaba gydijti

30. abra. Fényinterferencia sik-parhuzamos lemezen. Balra: A lemez felsé és also feluletén
amplituddosztassal hulldmok verddnek vissza, illetve Iépnek ki a lemezbdl. Ezek kozott a
hulldmok kozott a beesési szogtél fuggd utkilonbség van. Jobbra: Mikroszkdp targylemezt
erésen divergens fénynyalabbal megvidgitva, a lemezrél visszavert hullamok a papirlapon
lathatd interferenciagyuruiket hozzak létre. A divergens fénynyaldb a papirlapon lévé —
erésen fénylé — lyukon lép ki. A targylemez fligg6leges széle a fekete targytartén lévé
kerek nyilas kozepén lathato.

dssze. Igy a hulldmok talalkozasa ezen pontban térténik. Ez a gy(ijtSlencse lehet
akar a szemink is, ha kozvetlenll végtelenbe akkomodalt szemmel néziink a
lemez irdnyadba. Persze a szemmel torténd kozvetlen megfigyelésnél nagyon



vigyazni kell, hogy a fény sugarzasi teljesitménye ne haladja meg az elGirt
hatarértéket!

Az interferald fényhullamok a lemez felsé és alsé fellletén amplitado-
osztassal jonnek létre. A lemezen belil a fény t6bbszoros visszaverédéssel oda-
vissza terjed (30. dbra). Egy-egy visszaver6dés soran a fényenergia egyrésze kilép a
lemezbdl. igy a lemeznek a beesd fényhullam feldli és a masik oldalan is hullamok
lépnek ki. Ha felliletek visszaveré képessége nem tul nagy, akkor gyakorlatilag
mindkét oldalon elegendd csak az elsé két hullamot figyelembe venni. llyenkor un.
kétsugaras interferenciardl szokas beszélni. Amennyiben a fellletek visszaverd
képessége nagy, akkor mar gyakorlatilag nem csak két hulldam adddik 6ssze. Ekkor
az interferencia soksugaras.

Mivel a fény nem csak egy adott torésmutatdju kézegben halad (lasd a 30.
abra bal oldalat), a hullamhossza a hatarfellleten valé atlépésnél megvaltozik.
Ezért az interferenciat befolyasold faziskiilonbséget célszer(i az un. optikai
Uthosszkiilbnbséggel kifejezni. Ha fény egy n abszolut torésmutatoju kdzegben
valamely id6 alatt s utat tesz meg, akkor a fény optikai Uthosszan az n - s mennyi-
séget érjuk. Kicsit altalanosabban, ha a fény az ni, ny, ns, ... abszollt torésmuta-
toju kozegekben rendre s1, 2, S3, ... utakat tesz meg, akkor az optikai Uthossza

A =mnys; +ny5, + ngsz + . (43)
Ez megegyezik azzal a tavolsaggal, amit a fény ugyanannyi id6 alatt vakuumban
tenne meg. Ha a taldlkozé fényhulldmok fazisadllanddja azonos, akkor a fény-
hulldmok faziskiilonbségét az optikai Uthosszkiilonbség hatarozza meg. Az optikai
Uthosszkilonbséggel — mar a (15) és a (16) egyenletekhez hasonlé — Osszeflig-
géssel tudjuk kifejezni a maximalis erGsités és gyengités feltételét. Ebben mar a
vakuumbeli hulldmhossz szerepel. Nevezetesen, ha a taldlkozé fényhullamok
A,; = A, — Ay optikai Uthosszkiilonbsége a Agvdkuumbeli hulldmhossz m egész
szamu tobbszorose, azaz
Ayy =mlAy =2miy/2, (44)
akkor a fényhulldmok maximalisan er@sitik egymadst, tovabba ha
Ayy =A9/2 +mAg = (2m+1)4,/2, (45)
akkor maximalisan gyengitik egymast.

A d vastagsagu, n abszolut torésmutatéju sik-parhuzamos lemezre a szégben

beesd hullam esetén az elsé és a masodik hullam kozotti (és minden két tovabbi

szomszédos hulldam kozott is), visszavert és atmend fényre egyarant, az optikai
Uthosszkilénbség a



Ay = n(AB + BC) — nyAE = 2d\/n? — (ng sina)? (46)

képlettel szamithatd ki, ahol ny a kérnyez6 kdzeg abszolit térésmutatdja. Az
utolsé formula egyszerl geometriai megfontoldssal, a Snellius-Descartes-torvény,
tovabba trigonometrikus azonossagok alkalmazasaval kaphaté meg. A visszavert
fény esetén még egy nagyon fontos — elméleti Gton indokolhaté és kisérleteknél is
megfigyelhetd — tényt figyelembe kell venni: Amikor a fény optikailag ritkdbb
kozegbdl |ép at az optikailag slrlibb kdzegbe, akkor ezen a hatarfellileten torténd
visszaverGdés soran pontosan ugy viselkedik, mint a kifeszitett gumikotélen
terjed6 rogzitett végrdl visszavert rugalmas hulldm, azaz ilyen hatarfeliletrél a
fényhullam ellentétes fazisban verddik vissza. Az atmend fényhullamnal nincs ilyen
fazisvaltozas. Reflektalt fényre ezért kozvetlenil a felsé fellletrél legelGszor
visszaver6dé hulldm esetén figyelembe kell venni ezt ellentétes fazisban torténé
visszaverGdést. Az ellentétes fazis éppen m fazis valtozdsnak felel meg, amely
pedig nyilvanvaldan 4,/2 optikai Uthosszusaggal ekvivalens. Ennek megfelelGen a
maximalis erGsités és a gyengités feltételei éppen felcserélddnek, azaz visszavert
fényben a maximalis erdsités feltételét a (45), mig a maximalis gyengités feltételét
a (44) egyenletek szolgaltatjak! Ezért a visszavert és dtmend fényben meg-
figyelhetd interferencia jelenségek éppen egymds komplementerei lesznek. Ez azt
jelenti, hogy ahol a visszavert fényben maximalis fényintenzitas van, akkor ugyan-
ott az atmend fényben éppen minimalis fényintenzitas lesz a megfigyelési ernyén.
Az optikai uthosszkllénbség egy adott lemezre, a (46) egyenlet alapjan, az a
beesési szogtdl flgg. Ezért egy adott beesési szoghdz tartozé részhullamok
interferencidja, az azokat 0sszegy(ijt6 lencse fokuszsikjaban, egy olyan gorbét hoz
létre, melynek pontjaihoz azonos fényhatds tartozik. Ezért a megjelel§ vildgos-
sotét interferenciamintazatot azonos beesés gérbéinek nevezziik. A 30. abran
jobbra lathato kisérletben egy mikroszkdp targylemezt erGsen divergens fény-
nyaldbbal viagitottunk ki. A sik-parhuzamos iveglemez fels§ és alsé feliletérdl
visszavert hulldmok kozotti — beesési szogt6l fliggd — utkilonség miatt, a
papirlapon interferenciagytrik jelennek meg. Az erGsen divergens megvilagitas
miatt, a beesési sz0g széles tartomanyban valtozik. A maximalis er&sités feltételét
teljesit6 beesési szoggel rendelkez6 fényhullamok egy vilagos gy(ir(it, a maximalis
gyengités feltételét kielégit6k pedig sotét gylrlt hoznak létre. Az erésen diver-
gens fénynyaldb a papirlapon véagott erésen fénylé kis lyukon lép ki. A fekete
targytartd kerek nyilasanak kozepén a targylemez fligg6leges széle lathato.



A kovetkez6 fontos interferenciajelenség, amivel foglalkozunk itt, kis
haldsszogl ékalaku lemezen alakul ki. A két sik hatarfelllet kozotti szog altalaban
csak néhany ivperc. Ha egy ilyen ékalaku lemezt kozel merélegesen megvilagitunk,
akkor a fellletére nézve, az ék élével parhuzamos interferenciacsikokat lehet Iatni.
Az interferdlé hullamok itt is a lemez fels6 és alsé lapjan, amplituddosztassal
kialakulé visszavert hullamok interferencidja kbvetkeztében jon létre. Ha jelensé-
get egy kisbelép6 nyildsu lencsével (ilyen a szemink is) tanulmanyozzuk, akkor a
taldlkozé hulldmok kozotti optikai Uthosszkiilonbség lényegében a lemez adott
helyen 1év6 vastagsagatol fligg. Igy az azonos vastagsagu helyek azonos fényhatdast
keltenek, ezért a megjelend interferenciamintdzatot azonos vastagsdg gérbéinek
nevezzik. Sikfelliletekkel hatarolt ékes lemez
esetén ezek az ék élével parhuzamos szakaszok.

A 31. abra az eddig elmondottakat szemlél-
teti. A beesG6 fényhulldmot az s sugar reprezen-
talja, amelynek egy része a felsé fellleten
visszaverddik az s; sugdrral jel6lt irdnyba, masik

része pedig megtorik, majd kozel merélegesen

esik hatso feliletre. A hatsé feluletet elérve X >

ismét amplituddosztassal keletkezik egy vissza- 31.3abra. Fényinterferencia éklaku le-
mezen. A fényképen a nehézségi eré

3 o o B hatasara ékalaku szappanhartyan ki-
s> sugarral jelolt iranyba kilép a lemezb6l. Egy ajakuls, a fehér fényli megvilagitas

vert fényhulldm, ami elérve a felsé fellletet, az

kisbelépd nyilasu lencsével a P pontot (a lemez miatt, szines interferenciacsikok, az
felsé fellletét) egy ernyére képezve, ott meg- azonos vastagsag gorbe [3thatok.
jelennek az interferenciacsikok. Ha szemmel néziink a lemezre, akkor a hullamok
az ideghdrtyan taldlkoznak és a lemez fellletén latjuk az ék élével parhuzamos
interferenciacsikokat. A maximalis gyengités és ergsités feltételeinél figyelembe
kell venni, hogy a lemez felsé felliletén megint ellentétes fazisu visszaverédés lép
fell A 31. dbran vazolt esetben, az x koordindtaju helyen az interferald hullamok
kozott
A,y =n26x (47)

optikai Uthosszkiilonbség van, ahol n a lemez anyagdnak abszolut térésmutatdja,
6 az ék hajlasszoge. Mivel 6 kicsi sz6g, a lemez vastagsaga az x helyen d = 6x

kozelitéssel adhaté meg. Az emlitett felsé fellleten valé ellentétes fazisban vald



visszaver6dés miatt a maximalis erdsités és gyengités feltételei most is fel-

cserélédnek, azaz a (45) egyenlet a maximalis er6sités, és a (44) 6sszefliggés a
maximalis gyengités feltételét szolgaltatja.

I —f— —
Az azonos vastagsag gorbéinek egy szép példajat * # & % * &
szolgaltatjdk a Newton-féle gy(rdk, amit a 32. abran lat-

hatunk. Egy sik-parhuzamos lveglapra egy nagy gorbiileti =

sugaru sik-domboru lencsét helyeziink a domboru felilet-
tel forditva az liveglap felé. Ha a lencsét a sikfeliilete fel6l
egy parhuzamositott fehér fénynyaldbbal meguvilagitjuk,
akkor visszavert fényben az 32. abran lathatd szines

koncentrikus gylrlrendszer jon létre, kozepén fekete
folttal. Fehér fény esetén csak igen kicsi, néhany mikro-

méter alatti uthosszkllonbségek esetén jon létre inter-
32. Newton-gy(ir(k vissza-

3 Y o i B vert fényben. A bal fels§
A Newton-féle gyiir(ik a lencse gorbiilt also felllete garokpeli kép a bekerete-

ferencia.

és az Uveglemez sik felsé fellilete k6zotti — nagyon vékony  zett négyzet nagyitasa.
— valtozo hajlasszogli levegd éken létrejové azonos vastagsag gorbéi. A levegd

s s

ékben az azonos vastagsagu helyek korok, ezért az fényinterferencia gydriket
létesit. A latott szineket szinkeverés hozza létre. Ha egy adott hulldmhosszra

7 sr s s

kioltas van, akkor annak a kiegészit6 szinének megfelel6 gydr(t latjuk. A gydrdk
nemcsak visszavert, hanem &tmend fényben észlelhetdk (33. abra). Atmend

sy s

fényben a gydrdrendszer kozepén fehér folt van. A két interferenciajelenség

33. dbra. Newton gy(ir(k visszavert (balra) és dtmené fényben (jobbra). A két
interferenciajelenség egymas komplementere. Az atmend fényre az inter-
ferenciagy(riik egy homogén hattérre rakddnak ra, ezért a gy(irlk lathato-
saga rosszabb, mint visszavert fényre. Visszavert fényre a jelenség fény-
szegényebb, de a gy(rirendszer lathatdsaga sokkal jobb.



komplementer volta a mar emlitett t fazisugras kévetkezménye. Az ellentétes
fazisu visszaver6dés most a leveg6 ék also felliletén vald visszaverédéskor |ép fel.
Az altalunk itt vizsgalt interferenciajelenségek koziil az utolsé az optikai racs
altal létesitett fényjelenség lesz. Ha a Young-féle kett6sréshez hasonldan,
atlatszatlan ernyén hosszu és keskeny, egyforma rések sorozatat hozzuk létre,
egymastdl szigordan azonos tavolsagra, vagy még altalanosabban egy hordozon
periodikusan valtakozd kicsiny hosszu és keskeny, a hordozotdl eltéré optikai
tulajdonsagu, azonos felépitésli szerkezeteket hozunk létre, akkor az igy kapott
eszkozt optikai rdcsnak nevezzik. A periodikusan ismétl6dé részek kozotti tavol-
sagot rdcsdllanddnak hivjuk. A racsdllandd az optikai racs egyik fontos jellemzdje.
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34. dbra. Optikai racs szemléltetése. Balra fent: egy HeNe |ézer nyaldbja esik egy
diakeretben Iévé optikai racsra (80 vonal/mm). A mogotte 1évd ernyén lathatok az
interferncia kovetkeztében kialakulé maximalis fényerGsitési helyek. Balra alul: a
zérus rend(i erdsitéstll eltekintve, az erGsités iranya fligg a hulldmhossztél, az
ibolyatdl a vorosig novekszik. Jobbra: a maximalis er@sités iranyanak meghatdro-
zasahoz hasznalt magyarazo abra.

Ha az optikai racsra merélegesen beesd keskeny monokromatikus fénynyalabot,
példaul egy lézer nyaldbjat ejtjik be, akkor a racs mogott elhelyezett ernyén
bizonyos helyeken fényes fényfoltok jelennek meg (34. dbra). Az optikai racsot
eléré fénynyaldb a racson bizonyos iranyokba terjed6 fénynyaldbokat hoz létre.
Ezek a nyaldbok az ernyé6t elérve, létre hozzak az emlitett fényfoltokat. Merdle-
gesen bees6 nyaldb esetén a maximalis erdsitési iranyokat kdnnyen meghataroz-



hatjuk. Az elemi hulldmforrasként viselked6 keskeny résbdl kiindulé hulldmok
olyan — rdcs felszinére merdleges irdnytdl mért — a iranyban erdsitik egymast
maximalisan, mikor a két szomszédos résbdl kiinduld elemi hullam kozott az
utkiilonbség éppen a kdzegbeli hulldmhossznak az egész szamu tobbszorose. A 34.
abra jobb oldali részébdl lathaté, hogy két szomszédos elemi hulldm kozotti
utkilonbség As = d - sin a. Ezért meré6leges beesésnél a

d-sina=m-A7 (48)

s

egyenlet adja meg a maximalis erGsitéshez tartozé iranyokat, ahol az m egész az
az er@sités rendszama szama, A a kozegbeli hulldmhossz és d a racsallando. A
rdcsegyenletnek nevezett (48) Osszefliggésbdl jol latszik, hogy a — nullarendtél
(m = 0) eltekintve — nagyobb hulldmhosszhoz nagyobb eltéritési sz6g tartozik. Ezt
igazolja a 34. dbran bal oldalan alul lathaté kisérletrdl készilt fénykép is, Mivel az
ibolyatdl a vorosig névekszik a hulldmhossz, ezért a 34. dbran lathaté +1 rendd
erdsitésre a szines savok sorrendje a kozépsd 0 rendtdl kifelé kék, zold és voros. A
maximalis erdsitési iranynak a szint6l valo fliggése lehetGséget ad arra, hogy a
nem-egyszin( fényének a szini dsszetételét meghatdrozzuk. Ez, az Ugy nevezett
szinkép nagyon lényeges informaciot ad a fényforrasokat alkoté anyagokrol.
Ugyanis az anyagokat alkoté atomok és molekuldk altal sugarzott fény szini
Osszetétele jellemz6 az adott atomra vagy molekulara. A szinképbdl a fényforrast
alkoté anyagok azonosithatdék. A jo mindségl szinképet létrehozd eszkozt
spektrografnak nevezziik, a racson kiviil még egyéb optikai elemeket is tartalmaz.

35. dbra. El6térben a fehér fényt szineire bontd racs lathatd (a képen alul). A
szinkép a racs mogotti erny6n jon létre (a képen felll). A szinképek alda az
er@sitésnek a rendszamat irtuk.



A spektrografban altalaban egy keskeny rést er6sen megyvilagitanak a vizsgalandé
fényforrds fényével és a rést leképezik lencsék segitségével. Ha a rdcsot (vagy mas
bontd elemet példaul prizmat) a fényutba helyezik, a szini bontas miatt a rés
kiilonboz6 szind képei sorakoznak fel egymas mellett. Ez maga a latott szinkép.

Mivel az optikai racsban sok kis elemi rést vilagitunk ki, az interferdlé
hulldmok szdma igen nagy lehet. igy az optikai racs esetén megfigyelhetd
fényjelenség soksugaras interferencia. A soksugaras interferencia miatt az
erdsitési iranyok rendkivil élesen elkiloniilnek egymastél, tovabba kozottik
gyakorlatilag teljes a kioltas. Ezért olyan kicsik és jol szeparaltak a 34. dbran bal
oldalon felil Iathatd kisérletben az ernydén Iévé erésen fénylé foltok.



4. Feladatok

1.

Két egymastdl d = 5 cm tavolsagra lévs, v = 13,53 Hz frekvencidval, azonos
fazisban rezgd csuccsal hulldmokat keltliink a vizfellleten. A vizhulldmok
terjedési sebessége c =23 cm/s. Hatarozza meg, hogy a forrasokat 6sszekotd
egyenessel parhuzamos, attdl D = 20 cm tavolsagra lévé egyenesen hany
olyan hely van, ahol a két vizhulldm maximalisan erGsiti egymdast! Adja meg
ezen a helyek helyzetét!

Egy 1 m hosszu vékony lveghenger vizzel van feltéltve. Az liveghenger felsé
nyitott végénél egy 500 Hz frekvencidju hangforras szél. A vizet a henger aljan
|évé kis nyilason lassan kiengedjik. Az els6 hanger6sédést a vizszintnek a csé
nyitott végégtsl mért 16 cm-es helyzeténél, a masodik ersodést 50 cm-es, a
harmadikat 84 cm-es helyzeténél halljuk. Mekkora a hang terjedési sebes-
sége? Mekkora a levegd hémérséklete a cs6ben, ha 0 °C-on a hangsebesség
331,5m/s?

A vizhulldmok terjedési sebessége fligg a hullamok hullamhosszatél. Egy adott

hulldmkadban 1év6 1 cm mély- 244
ségl viz esetén a fliggést az 24.3
1,8 cm-t6l a 2,8 cm-ig terjedd 242
tartomanyra a jobbra lathaté 241
adbra mutatja. Egy harmoni- = 24
kusan rezg6 egyenes ruddal E‘ 2390
vizhulldmokat keltiink. Mek- & 238
kora sebességgel terjednek és _g 237
mekkora lesz a hulldmok hul- -2 236
ldmhossza, ha a rudat 9 Hz ?:; 235
frekvencidval rezgetjik? Meny- + 234 b= 10 min
nyivel valtozik meg a terjedési 233
sebesség és a hulldmhossz, ha 232
forras frekvencidjat 3 Hz-cel 231

megnoveljik? A feladat meg- B8 10 3 21 22 23 24 25 26 27 28

oldasa soran haszndlja fel a

mellékelt grafikont! hullamhossz [em]

Hullamkadban egyszerre keltiink 19 mm és 27 mm hulldmhosszu hulldmokat,
melyek rendre 23,18 cm/s és 24,16 cm/s sebességgel terjednek (lasd az el6z6



feladat grafikonjat). A hulldmok frontja egyenes és azonos iranyba terjednek.
Egy adott id6pontban a két hulldmnak egy-egy hullamhegye azonos helyen
van, igy nyilvan ezen a helyen a kéthullam maximalisan er&siti egymast. Ebben
az id6épontban az egy hulldmhossznyival hatrébb 1évé hulldmhegyek biztosan
eltéré helyen lesznek. Mennyi id6vel kés6bb lesz ez a két hullamhegy azonos
helyen? Ennyi id6vel késGbb, mivel megint egy helyen van két hullamhegy,
ezen a helyen szintén maximalis erdsités |ép fel. Ez alatt az id6 alatt mennyivel
mozdult el ez az erGsitési hely? Mekkora sebességgel mozgott a hullamkadhoz
képest?

Hullamkadba derékszogli trapéz alaku vékony Uveglemezt helyezve a viz-
feliletet egy 1,5 cm és egy 0.2 cm mélység(i tartomdnyra bontjuk szét. igy a
két tartomanyt szétvalaszté egyenesre a vizhulldmok ferdén esnek be. Sekély
vizben a vizhulldmok terjedési sebessége fligg a viz mélységétél. A mélyebb
tartomany vizfeliletén egy hosszi egyenes rudat 8 Hz-es frekvencidval
harmonikusan rezgetve egyenes hullamfrontud vizhulldmot keltiink, melyek a
15 mm mély vizben 251,98 mm/s, a 2mm mély vizben 192,54 mm/s
sebességgel terjednek. A beesé hullam terjedési irdnya 30°-os szoget zar be a
szétvalasztd szakaszra merGleges irannyal. A bees6 hulldam irdanyahoz képest
mekkora szoggel és milyen iranyba valtozik meg a sekély vizbe behatold
hulldam terjedési iranya?

Egy 25 cm hosszi és 4 mm atmérdji 0,97 kg/dm3 slrliségli gumiszalat
dinamométerrel kdzbeiktatasaval kifeszitlink és a kozepénél megpengetjiik. A
hallott hang frekvencidja 60 Hz? Mekkora er6t mutat a dinaméméter?

Egy kifeszitett hosszu gumiszalon, a szalra merGleges y tengely irdnyaba rezgé
harmonikus hulldm terjed jobbra. A gumiszalnak egy O-val jelolt pontja,
harmonikus rezgést végez az y(t) = Asin(2nvt) képlettel leirt mdédon, ahol
A=3cm, v= 2 Hz és t az id6t jeloli. A szalon a transzverzalis hullamok
c =4 m/s sebességgel terjednek. Milyen messze lesznek egymastdl a transz-
verzalis hulldam hulldmhegyei? Hogyan mozognak a hulldmhegyek a szal
mentén? Hogyan mozog a szalnak az O ponttdél jobbra, x =5 m tavolsagra l1évé
P pontja? Adja meg ennek a pontnak a kitérését at = 2,25 s idépontban!

Egy feszitett hosszu gumiszalon azonos iranyba terjed két azonos frekvenciaju
és azonos rezgési iranyu transzverzalis harmonikus hullam. Milyen lesz az
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eredd hullamjelenség, ha a szalon terjedd hullamokra érvényes a zavartalan
szuperpozicié elve? Hogyan mozognak a gumiszal pontjai ekkor?

Egy feszitett hosszi gumiszalon egymadssal szemben terjed két azonos
amplitudoja, frekvencidju és azonos rezgési iranyu transzverzalis harmonikus
hulldm. Milyen lesz az ered6 hulldmjelenség, ha a szélon terjed6 hulldmokra
érvényes a zavartalan szuperpozicido elve? Hogyan mozognak a gumiszal
pontjai ekkor?

Egy feszitett hosszu gumiszalon egyez§ irdnyba terjed két azonos amplitudoéju
és azonos rezgési iranyu transzverzalis harmonikus hullam. Tegyik fel, hogy a
két hullam korfrekvenciaja és kérhullamszam is kilonbozik egymastdl. Milyen
eredd hullamjelenség jon létre a szalon, ha a szadlon terjed6 hulldmokra
érvényes a zavartalan szuperpozicié elve? Hogyan mozognak ekkor a gumiszal
pontjai?

Egy vizhulldm csatorna egyik felét egy hosszu keskeny filigg6leges lappal két
részre osztjuk (a fellilnézetet lasd jobbra). Az igy keletkezett két részcsatorna
egyikében taldlkozasi helyikt6l s; = 64 cm tdvolsagra helyezzikk el az F;
vizhullamforrast. A masik részcsatornaban is rakunk egy az el6z6vel azonos
fazisban rezgé F, hullamforrast, melyet a talalkozasi helyt6l 44 és 74 cm

kozotti s, tdvolsagokra tudjuk elhelyezni. | 51 >l
. . . F,
A hulldmforrasok A = 8 cm hulldmhosz- ll_;l
2 —_—
szUsagu vizhulldmokat keltenek. Hova —

2
tegylk a masodik hulldmforrast, ha és azt szeretnénk, hogy a taldlkozd

vizhullamok maximalisan gyengitsék egymast?

Egy vonatkoztatdsi rendszerben az A(2m;-1m; 5m) pontbdl fényjelet
kiildink a B(-1 m; 2 m; 0 m) pontba. Mennyi id6 alatt jut a fény az A pontbdl a
B pontba, ha fény vakuumban terjed? Mennyi a terjedési id6, ha a teret 1,5
abszolut térésmutatdju kozeg tolti ki?

Albert Einstein a specidlis relativitdselméletében egy adott vonatkoztatasi
rendszerben eltéré helyen |év6é 6érak szinkronizalasara fényjel alkalmazdasat
javasolta. A Foldon |év6 orat mennyi id6vel kell kés6bbre allitani téle 150
millié km-re lév6 drdhoz képest, ha azt szeretnénk, hogy a két 6ra ugyanazt az
id6t mutassa a fényjel megérkezésekor?
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Flggbleges tengely koril forgathato, fliggbleges tikrozd fellletd siktiikérre
vizszintes fénysugar esik pontosan a tikor forgdstengelyénél érve el a tiikrot.
Mekkora szoggel téril el a tikorrdl visszavert fénysugar, mikor a tikrot ¢
szoggel elforgatjuk?

Két egyforma téglalap alaku siktiikrot egymdsmellé helyeziink Ugy, hogy az
egyik éliknél szorosan Osszeérnek, a tikrozd feliileteik flggblegesek és @
szbget zarnak be egymadssal (0° < @ <90°). Vizszintes fénysugarat ejtiink az
egyik tlikorre Ugy, hogy réla visszaver6d6 fénysugdr a masik tikrot is elérje,
arrél visszaverGdve az elsG tiikr6t mar ne érje el a fénysugar. Mekkora szoget
zarnak be egymadssal a belépd és a kilép6 fénysugarak?

Mekkora annak az anyagnak a torésmutatdja, amelyre 60°-0s beesési szog
alatt ejtve a fényt, visszavert és a megtort fénysugar meréleges lesz?

Egy 50 cm hosszu rudat allitunk flggélegesen az 1 m mélységl vizzel teli
medencébe aljara. A nap sugarai levegGben a fliggélegessel 30°-os szoget
zarnak be. Milyen hosszu lesz a rdd arnyéka a medence aljan, ha a viz levegére
vonatkozo térésmutatdja 1,33?

Egy n = 1,52 relativ torésmutatéju levegs-iveg sik hatarfellletére a levegbbdl
a=5cm atmérgjd kor alaki meréleges keresztmetszetl parhuzamos fény-
sugarakbdl allé fénynyaldb esik be olyan beesési szoggel, hogy a fellletrél
visszavert fénysugarak és az lGvegbe belépd fénysugarak egymdsra mer6le-
gesek lesznek. Mekkora beesési sz6g? Milyen alakl, és mekkora lesz a
visszavert és az atmené fénynyalaboknak a terjedési irdnyra merGleges
keresztmetszete?

Levegé6-liveg kdzegpar sik hatarfellletére merd- y A
leges sikban helyezkedik el a P1(1 cm, 5cm) és a

. P
P,(13 cm,-10cm) pont, ahol a koordinata- o n
rendszer x tengelye a hatarsik és az erre mer6- p
P . . g -
leges sik metszésvonala, az y tengely a hatar- X

fellletre merélegesen, az lveg fel6l a levegé
iranydba mutat, ahogy azt a bal oldali abra s

szemlélteti. A leveg6 abszolut térésmutatdja



ny =1, az livegé n; =1,5. Tudjuk, hogy a P: pontbdl fénysugar jutott el a P,
pontba. Adja meg hatdrfellilet azon P pontjat, ahol a fénysugar atlépett a
hatarfelileten! A feladat megoldasanal hasznalja fel az alabbi abrat,

%) g(x)
2 29
A28

127

126

25
1 2 3 4 5 6 7 8 ) 10 11 12 13

X
melyek az
x—1 13 —x
f(x) =———==-15
Jx—=1)2+25 V(x—13)2+ 100
és a

9() = JGE =17 ¥ 25 + 1,5/ (x — 132 + 100
fliggvények grafikonjait szemlélteti! A baloldali fiigg6leges tengely az f(x), mig
a jobboldali figg6leges tengely a g(x) fliggvényre vonatkozik. A piros gorbe az
flx) fuggvény, mig a kék gorbe a g(x) viselkedését mutatja. Vajon tulaj-
donithatd-e valamilyen fizikai jelentés a g(x) figgvénynek?

20. Egy n= 1,46 relativ torésmutatéju d=3 cm vastag kvarcbdl készilt sik-
parhuzamos lemezre a=30°-0s beesési szoggel a=1cm 3atmér6ji kor
merdleges keresztmetszet(i parhuzamositott sugarakbdl allé fénynyalab esik.
Hogyan haladnak keresztil a lemezen a nyalabot alkoté fénysugarak? Milyen
alakd és mekkora lesz a lemezben haladd, és az abbdl kiléps fénynyaldbok
meréleges keresztmetszete?

21. Egy 60°-0s tor6szogl, n = 1,46 relativ torésmutatdju Gvegprizmara a; = 30°-0s
beesési szoggel parhuzamositott sugarakbdl allé6 a=1cm atmérgji kor
merdleges keresztmetszet(i fénynyaldb esik be Ugy, hogy a bees6 nyaldb a
prizma toréélére meréleges és a beesési merélegesnek a prizma alapja felé
esik. Mekkora szoggel tériti el a prizma a nyaldbot alkoté sugarakat? Milyen
alakd és mekkora lesz a prizmdbdl kilépd fénynyaldb merdleges kereszt-
metszete? Mekkora szégben kell a beesé nyalabot a prizmara ejteni, hogy a
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kilép6 nyaldb merdleges keresztmetszete megegyezzen a bees6 nyalabéval?
Mekkora szoggel tériil el ekkor a kilép6 nyalab a bees6h6z képest?

Egy 60°-0s tordszogl livegprizmara parhuzamos fénysugarakbdl allé keskeny
fénynyaldbot ejtiink be. A prizma tor6éle merélegesen all, a fénynyalab
vizszintes. Mikor a prizma forgatdsaval fokozatosan valtoztatjuk a beesési
szoget, azt tapasztaljuk, hogy a prizmabdl kilépS nyaldb eltériilési szoge a
beesé nyalabhoz képest egy adott beesési szognél minimalis. Ennél a
minimalis eltérilésnél a prizmaban terjed6 fénysugarak éppen meré6legesek a
tor6szog szogfelez6jére. Mekkora az Uveg torésmutatdja, ha a minimalis
eltérités szoge 65,7°?

Folyadékkal telt kadban a felszin alatt 1évé pontszer(i fényforrasbol fliggéleges
sikban a felszin irdnyaba fénysugarak indulnak ki. A fényforrast egy fémbdl
készillt hengerpaldst veszi korbe, melynek vizszintes tengelyében van a
fényforrds. A palaston kicsi nyildsok vannak, melyen keresztil keskeny
fénynyaldbok Iépnek ki és elérik a folyadék felszinét. A nyalabok beesési szoge
eltér6. A hengerpaldst a szimmetriatengelye korul forgathatd. Az eszkozt
beadllitjuk ugy, hogy az egyik keskeny nyalab
éppen merdlegesen essen a folyadék
felszinére. Ezen rést figyelve fokozatosan
elforgatjuk a hengert. Azt tapasztaljuk, hogy
a megfigyelt résen keresztil haladd keskeny
fénynyaldb 45,6°-0s forgatasi sz6g utan nem
lép ki a folyadékbdl. Mekkora a folyadék

levegbre vonatkoz6 relativ térésmutatéja?

Telekommunikacidban széleskérben hasznalt optikai szdl kozepében egy
hajlékony, atlatszé és nagy térésmutatdju anyagbdl késziilt henger alaku rész,
a szal magja van. A magot nala kisebb térésmutatdju anyag veszi korbe
koaxidlisan, melyet képenynek neveziink.

Legyen a szal magjat alkotd anyag torés- .
mutatéja 1,72, a kopenyé pedig 1,54. A fényt 7,
egy gyljt6lencse segitségével szoktdk bejut- o

tatni a szélba. A lencse a szal magjanak a kilsé )/
fellletének egy pontjaba gyljti 6ssze a fény- ”

sugarakat. A beesé fénynyaldban a sugarak egy
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kuppaldston belil haladnak, melyet az abran a sziirke tartomany szemléltet.
Az Osszetartd fénynyaldbnak azonban nem minden sugara marad feltétlenl
bent a magban a belépés utan, hanem csak — az dbran piros vonalakkal jelolt —
a félnyilasszogl kuppaldston belil haladék! Az adott torésmutatdkra mekkora
ez az a sz0g?

Egy t6 vizében t =50 cm mélységben egy L = 20 cm hosszu hal lebeg. Milyen
mélységben és mekkoranak latja a halat az éppen felette leveg6ben lebegd
haldszmadar? Milyen tipusu képet |at a madar? A viz térésmutatdja n = 4/3?

Egy t6 vize felett t = 50 cm magassdgban egy L =5 cm hosszU szitakotd lebeg a
levegében. Eppen a szitakots alatt a vizben 1évé hal milyen magassdgban és
mekkoranak latja a szitakot6t? Milyen tipusu képet lat a hal? A viz torés-
mutatdja n = 4/3.

Egy mikroszképpal vizsgdlunk egy d=3 mm vastag sikparhuzamos (veg-
lemezt. A lemezt a mikroszkdp felé lassan kozelitve el6szor a lemez felsd,
majd az alsoé feliiletét latjuk élesen. Ahhoz, hogy a lemez felsé fellilete utan az
also fellletet lassuk élesen, az Giveglemezt b = 2 mm tavolsaggal kell kézelebb
vinni a mikroszkdp iranyaba. Mekkora az liveglemez levegére vonatkozd
relativ torésmutatéja?

Egy R sugari homoru gombtikorre az optikai tengelyével parhuzamosan, a
tengelytdl d tadvolsagra fénysugarak esnek be. A bees§ fénysugarak egy d
sugaru henger palastjat alkotjak. Hogyan verddnek vissza a tikorrél ezek a
sugarak?

Egy R sugari dombori gombtikérre az optikai tengelyével parhuzamosan, a
tengelytél d tadvolsagra fénysugarak esnek be. A bees§ fénysugarak egy d
sugaru henger palastjat alkotjak. Hogyan verddnek vissza a tikorrél ezek a
sugarak?

A leveg6hoz képest 1,5 relativ torésmutatoju Gvegbdl egy szimmetrikus +20
dioptria torGerejli gdbmbi lencsét akarunk késziteni. Milyen alaku legyen a
lencsék felllete, és mekkora legyen ezek gorbuleti sugara? Milyen nyaldb
hagyja el a lencsét, ha a lencse optikai tengelyével parhuzamos, a tengelyhez
kézeli, fénysugarakbdl allé fénynyaldbot ejtiink a lencsére? Abran szemlél-
tesse a lencsének a beesé6 nyaldbra gyakorolt hatdsat!
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A levegbhoz képest 1,5 relativ torésmutatdju lGveghdl egy szimmetrikus —25
dioptria torGerejli gdbmbi lencsét akarunk késziteni. Milyen alaku legyen a
lencsék felllete, és mekkora legyen ezek gorbuleti sugara? Milyen nyaldb
hagyja el a lencsét, ha a lencse optikai tengelyével parhuzamos, a tengelyhez
kozeli, fénysugarakbdl &ll6 fénynyaldbot ejtiink a lencsére? Abran
szemléltesse a lencsének a beesd nyalabra gyakorolt hatasat!

Parhuzamositott fénynyalab merélegesen esik egy erny6re, melyen r=2,5 cm
sugaru kort vildgit meg. Ha az erny6tél / = 50 cm tavolsdgban egy 3 cm sugaru
belépd nyilassal rendelkezé sik-homord vékony szérdlencsét allitunk a nyaldb
Utjdba, az erny6én a vilagos kor sugara R =7,5cm-re novekszik. Mekkora a
lencse fokusztavolsaga? Mekkora a lencse homoru fellletének gorbiileti
sugara, ha a lencse anyaganak torésmutatéja a kornyezd kozegre
vonatkozdlag 1,57

Egy 10cm fdkusztavolsaglu gyljtélencse )
— i

mogé 15 cm tavolsagra egy a lencse optikai ’; \ \
tengelyéhez képest 45°-ban all6 siktikrot _’7‘ I

" . o . F
helyeziink. A lencsét — a tiikorrel atellenes —| ,} \
. . . . — |
oldalarél — a f6tengelyével parhuzamos, a v

tengelyhez kozeli sugarakbdl all6 fénynyaldbbal vilagitjuk meg. Milyen
fénynyaldb hagyja el a tikrot? Mit Iat a tikor felé néz6 megfigyeld, ha ugy All,
hogy a tiikorrél visszaveré fénysugarak a szemébe jutnak?

Egy 10 cm fdkusztavolsagu gydjtélencse mogé 5cm —p A

tdvolsagra egy a lencse optikai tengelyéhez képest —"'f' \
e
— |

tikorrel atellenes oldalardl — az optikai tengelyével —p |/
Y

45°-ban allé siktikrot helyeziink. A lencsét — a

parhuzamos, a tengelyhez koézeli sugarakbdl allé

fénynyaldbbal vilagitjuk meg. Milyen fénynyaldb hagyja el a tikrot? Mit lat a
tikorkozepétél 50 cm tavolsagra oldalrél a lencse optikai tengelyére
merdlegesen a tlukor felé néz6 megfigyel6, ha agy all, hogy a tlkorrdl
visszaverG fénysugarak a szemébe jutnak?

Egy -5cm fdkusztdvolsagl szérdlencse mogé 5cm —-»'\7
tévolsdgra egy a lencse optikai tengelyéhez képest 45°- F* ™ | F
=
ban all6 siktikrot helyeziink. A lencsét - a tikorrel — “ \
—b—/ |

£
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atellenes oldalarél - a f6étengelyével parhuzamos, a tengelyhez kozeli
sugarakbdl allé fénynyaldbbal vilagitjuk meg. Milyen fénynyaldb hagyja el a
tukrot? Mit Iat a tikor felé nézd megfigyel6, ha ugy all, hogy a tukorrdl
visszaverG fénysugarak a szemébe jutnak?

Egy 100 cm gorbileti sugard dombord gombtiikor el6tt 25 cm tdvolsagra all
egy targy. Nevezetes sugarakat haszndlé szerkesztéssel és szamolassal is
hatdrozza meg a kép helyét, tipusat és a nagyitast!

Egy dombord gombtiikor gorbileti sugara 80 cm. A targytavolsag a gorbileti
sugar fele. Nevezetes sugarakat haszndld szerkesztéssel és szamoldssal is
hatdrozza meg a kép helyét, tipusat és a nagyitdst!

Egy R = 60 cm gorblleti sugard homoru tiukor el6tt t = 80 cm tavolsagban
T=20 cm hosszu gyujtozsinért feszitlink ki az optikai tengelyre merélegesen
és a végét meggyujtjuk. Szamitdssal és szerkesztéssel is hatarozza meg a
gyujtdzsindr kép helyét és tipusat és a nagyitast! Mekkora sebességgel halad a
lang képe, ha a lang a zsindron u = 10 cm/s sebességgel terjed?

Homoru tukor gorbileti sugara 40 cm. Hatdrozzuk meg szamolassal a targy
helyzetét abban az esetben, amikor a tikor kétszeresen nagyitott, valodi és
kétszeresen nagyitott virtudlis képet ad! Nevezetes sugarakat hasznalva
szerkessziik meg a targy képét mind a két esetre!

Egy homoru gombtikér gorbiileti sugara 80 cm. A targytdvolsag a gorbiileti
sugar negyede. Nevezetes sugarakat hasznald szerkesztéssel és szamolassal is
hatdrozza meg a kép helyét, tipusat és a nagyitdst!

Egy -8 cm fokusztavolsagu lencse el6tt 6 cm tavolsagra helyezkedik el a 5 cm
nagysagu targy. Szamitassal és szerkesztéssel is hatarozza meg a lencse altal
alkotott kép helyét, tipusat és a nagyitast!

Egy vékony gyljtSlencse fékusztavolsaga 20 cm. Hatdrozza meg szerkesztéssel
és szamoldssal is a lencse elStt 15 cm tavolsagban lév6 targy képét és a
nagyitast! Milyen tipusu kép jon létre?

Egy 5cm fdkusztdvolsagl gyljté vékonylencse el6tt t=10 cm tdvolsagra
helyezkedik el az y = 1 cm nagysdgu vilagito targy. Nevezetes sugdrmeneteken
alapulé szerkesztéssel és szamolassal is hatarozza meg a lencse altal alkotott
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kép helyét tipusat és a nagyitast! Ezutdn a lencse masik oldaldn d =8 cm
tdvolsagra egy szérd vékonylencsét helyeziink el, melynek fokusztdvolsaganak
nagysaga 4 cm. Hol keletkezik a lencserendszer altal létrehozott végsé kép,
milyen tipusu és mekkora a mérete? Nevezetes sugarakkal szerkessze meg a
végsé képet!

Egy f1 = 4 cm fékusztdvolsagu lencse el6tt t = 5 cm tdvolsagra helyezkedik el az
y =1 cm nagysagu targy. A lencse masik oldalan d = 14 cm tavolsagra egy f, =
3 cm fdkusztavolsagu lencse helyezkedik el. Szamoldssal és nevezetes sugar-
meneteken alapuld szerkesztéssel is hatarozza meg a lencsék altal alkotott
végsé képet! Milyen tipusu a végsé kép?

Egy szord lencse el6tt 24 cm tavolsagra 9 cm nagysagu vilagito targy all. A
sz0ré lencse fokusztavolsaganak nagysaga 12 cm. A lencsének a targgyal
ellentétes oldalan, a lencsétél 22 cm tavolsagban 20 cm fdkusztavolsagu
gyljt6lencsét helyeziink el. Szamolassal és nevezetes sugarakon alapuld
szerkesztéssel is hatarozza meg a lencsék altal alkotott végsé kép helyét,
nagysagat, tipusat és a nagyitast!

Egy fi=10cm fdkusztavolsagu gylijt6 lencse el6tt t=20cm tavolsagban
y =6 cm nagysagu targy all. A lencse masik oldalan a lencsétél d =12 cm
tdvolsagban egy R=16cm gorbileti sugard dombord gdmbtikor van.
Nevezetes sugarakat hasznalo szerkesztéssel és szamolassal is hatarozza meg
a végsl kép helyét, nagysagat, tipusat és a nagyitdst!

Egy fi=-12cm fdkusztavolsagl szoré lencse el6tt t=24 cm tavolsagra
y=9cm nagysagu tdrgy all. A lencse masik oldaldan a lencsétél d =22 cm
tavolsagban egy R=60cm gorblleti sugard homoru gombtikoér van.
Nevezetes sugarakat hasznalo szerkesztéssel és szamolassal is hatarozza meg
a végsl kép helyét, nagysagat, tipusat és a nagyitast!

A Young-féle interferencia kisérletnél a két rés tavolsaga 0,5 mm. A résektdl
836,4 cm tavolsagra lévé megfigyelési ernyén két szomszédos vilagos csik
tdvolsdga 8,9 mm. Mekkora a réseket megvildgité fény hulldmhossza és
frekvencidja? A levegd torésmutatdja egynek veheté a megoldas soran.

Egy transzmisszids optikai racs milliméterenként 500 karcolatot tartalmaz, a
racs elemi rései fliggélegesen allnak. A racsot merélegesen megvilagitjuk egy
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532 nm hulldmhosszisagu keskeny, parhuzamositott és vizszintesen terjedd
fénynyaldbbal. Hany fényfolt jelenik meg a racstdl 3 m tavolsagra 1évé fehér
ernyén? Milyen irdnyd egyenes mentén helyezkednek el a fényes foltok az
erny6n és a racs beesési merblegeséhez képest milyen irdnyokban vannak
ezek a foltok? Kozvetlenil a rdcs mogé egy 20 cm fokusztavolsagu vékony
gyljt6lencsét helyeziink el. Milyen tavol lesznek egymastdl a lencse
fokuszsikjaban a diffrakcios rendeket reprezentald képpontok?

Két — egymds melletti, kozos éllel bird — P
siktiikor (T1 és T,) sikja nagyon kicsiny 0
hajlasszogben all. Az jobbra lév6 abra
az elrendezés sikmetszetét mutatja. A
tukrok kozos élétél a tavolsagra egy a
tukrok élével parhuzamosan allé rést

monokromatikus fénnyel vildgitunk ki,
amely vonalszer( fényforrasnak tekinthet6 (F az abran). A tukrok élétél b
tavolsagra lévé erny6t ugy allitjuk be, hogy a tlkrokrél visszaver6d6 sugarak
kozel merélegesen essenek ra. A leirt kisérlet az un. Fresnel-féle kettGstukor
interferenciakisérlet. Az ernyén a rések éleivel parhuzamosan allo sotét és
vilagos interferenciacsikok jelennek meg. Mekkora a szomszédos vilagos
csikok tavolsaga, ha a tiikrék hajldsszoge 3 ivperc (8 = 3'), a megvildgité fény
hulldmhossza 633 nm, a = 30 cm, b = 549 cm?

Egy 3 um vastagsagu sik-parhuzamos — 1,4 fényforras
abszollt térésmutatéju — szappanhartya T hértya

folyadékfilmet 532 nm hulldmhosszusagu ~<ail i
erdsen divergens fénynyalabbal vilagitunk

meg. A hartya tuloldalan egy 10 cm fokusz-

tdvolsagu gyljtSlencsét helyeziink, tovabba

a lencse fokuszsikjaba egy ernyét tesziink. F

. . y 2 , ol ernyd
Az erny6n — a hartya felsé és alsé fellletén ¥

amplitiddosztassal létrejové fényhulldmok interferencidja miatt — sotét és
vilagos koncentrikus korgytrirendszer jelenik meg. Hany vilagos gydir(it latunk
az erny6n? Mekkora a vilagos gyd(r(k sugara és rendszama?

Egy téglalap alaku keretben szappan hartya feszil. A keret sikjat fliggélegesen
allitjuk be. A hartyat olyan z6ld fénnyel vildgitjuk meg, amelynek a vakuumbeli
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hulldmhossza 532 nm. A hartya felszinére nézve egyenkozd, vizszintes vilagos-
sotét csikokat latunk. Mekkora a nehézségi eré hatasara ékalakuva valé hartya
hatdrold sikjainak szoge, ha a vilagos csikok tavolsdga 2 mm és a szappan-
folyadék abszolut torésmutatoju 1,357

Michelson interferométer mozgathatd tikrét ugy allitjuk be, hogy a kimene-
ten kozépen sotét folt legyen. Ekkor leolvassuk a tikor helyzetét. Ezutan a
mozgathatd tiikdr mikrométercsavarjat nagyon lassan tekerve 1000 vilagos-
sotét fényvaltozast szamolunk le a kimenet kdzepén. A mikrométercsavar
skalajat ismét leolvasva, a tlikor elmozdulasa 0,325 mm. Mekkora a kisérletnél
haszndlt fény hulldmhossza és frekvencidja?

Egy Uveglapra 15 cm gorbileti sugard sik-domboru

lencsét rakunk a domboru felével az Uveglap felé. A

¢___
el Ll
-l
-
-
-

lencse siklapja fel6l merélegesen beejtiink egy 633 nm

hulldmhosszisagu (voros szinl) parhuzamositott fény- |
nyaldbot. Visszavert fényben mekkora lesz a lencse és az lveglap kozotti
levegé ék altal Iétrehozott vildagos Newton-gy(rlk sugara?

Milliméterenként 100 karcolatu transzmisszids optikai racsot fehér fénnyel
(380 nm < A <780 nm) vilagitunk meg merdélegesen. Az ernyé 3 m tavolsagra
van a rdcstdl és parhuzamosan all a raccsal. Milyen messze van egymdstdl az
ernyén a masodrendd szinkép két széle? Atfedi-e egymdast az els6- és a
masodrend( szinkép?

Michelson interferométer bemenetén 633 nm hulldmhosszagu parhuzamo-
sitott fénynyalabot ejtiink be. llyenkor a kimenetre merélegesen elhelyezett
erny6n homogén intenzitaseloszlasu fényfolt van, amelynek intenzitasa az
aktualis karhosszkilonbségtdl fligg. Ha az egyik tikrot vizszintes tengely kordl
nagyon kicsit elforgatjuk (megdontjik), akkor a kimeneten vizszintesen allé
vilagos és sotét csikok jelennek meg. A fliggéleges helyzethez képest mekkora
szoggel d6lt meg a tlikor, ha a vilagos csikok kozotti tavolsag 1,5 mm?



5. Minta megoldasok

1. feladat
A (15) Osszefliggés szerint a maximalis eré- vi
sités azokon az x helyeken lehet, amelyre a D P(x, D)

As(x) = s1(x) —s,(x) =mad  (F1-1)
egyenlet teljesiil, ahol a A a kozegbeli hulldm-
hossz, m egész szam, tovabba a tébbi mennyiség

S1
értelmezését a jobb oldali abra mutatja. A
lehetséges helyek szamat az el6z6 egyenlet 5 -
megoldasa nélkil is meg tudjuk hatarozni. Az Fi, -d/2

F, és a P haromszogben a két oldal 6sszege mindig nagyobb, mint a harmadik
oldal. Ezért az s, <s;+d és az s; <SS, +d relacidk allnak fent. Amikbdl
egyszerli rendezéssel a —d <s,—s;<d egyenl6tlenség adddik. Ebbe
behelyettesitve a maximalis erdsités (15) feltételét a —d < mA < d relacié
addédik. Ebbdl a pozitiv A-val osztva a
—d/A<m<d/A (F1-2)
egyenlGtlenséget kapjuk. Amibél lathatd, hogy az erBsités rendszamanak meg-
hatdrozasahoz el6szor a hulldmhosszusagot kell meghatarozni, amely a feladatban
megadott adatokbdl egyszerlien megtehet6 a (10) egyenlet segitségével. Ebbdl
A = c¢/v, amelybe adatokat behelyettesitve
A=17cm
értéket kapjuk a vizhulldm hulldmhosszéra. EbbSl d/A = 2,941 adédik. gy a
rendszamra kapott (F1-2) egyenlGtlenséget kielégitd egész szamok
m=-2,-1,0,+1,+2. (F1-3)
Azaz a kérdéses egyenesen éppen 5 pont taldlhato, ahol a két hulldm maximalisan
erdsiti egymast. Az x koordindtak konkrét értéke is meghatarozhatd viszonylag
egyszerlien. A feladat vazlata alapjan egyszerlen felirhatd az x koordinata
figgvényeként a két tdvolsag:

s:0) = (x+d/2)2+ D2 és  s,(x) = (x—d/2)2+D2.
Ezeket a (F1-3) egyenlet helyettesitve és s; mennyiségre rendezve az
Jx+d/2)2+ D2 =mA+,/(x —d/2)? + D2

Osszefliggést kapjuk, amelybGl az Osszefliggést kielégit6 x koordinatakat kell

meghataroznunk a mar kiszamolt m rendszamokra. Az m = 0 rendszamra nyilvan
S1 = S5, amely az abrabdl is lathato x = 0 szimmetrikus esetnek felel meg. Mivel



az m = 0 esetet megvizsgaltuk és az utkilonbség az y tengelyre szimmetrikus a
tovabbiakban feltehetjiik, hogy m > 0, ami nyilvan x > 0 feltételel azonos. A
szimmetria miatt negativ rendszamokra a pozitiv gyokok negativija a megoldas. Az
utdbbi Osszefliggést négyzetre emelve és a zardjeleket is felbontva, végil a
megmaradd négyzetgyokos kifejezésre rendezve
J(x +d/2)% + D2 _dx _ma
mA 2
kifejezést kapjuk. Ezt ismét négyzetre emelve csak x-ben mdsodrend(i tag marad

meg! igy x-re az egyenlet kdnnyen rendezhetd. Ez alapjan az x koordinatakat az

D? +
d? — (m)?

d? — (mA)?
4

Xy =mi

egyenletbdl szamolhatjuk. Kénnyen ellenérizhetd, hogy ez a kifejezés nem csak a
pozitiv rendszamokra, hanem az 6sszes (F1-3) alatti értékre helyes eredményt ad.
Ha a rendszamokat és a paramétereket behelyettesitjlk, akkor a koordindtakra az

x =0cm; +7,28 cm; 18,625 cm
értékeket kapjuk.

3. feladat

A feladat szovege szerint a rudat

kezdetben v; =9 Hz frekvencidval
rezgetjik, majd ezt kovetéen Av =
3 Hz-cel megnoveljik, azaz v, = v +
Av =9 Hz a rezgés frekvencidja. Az
hulldmtani bevezetGben lattuk, hogy a
hulldm terjedési sebessége, a frekven-
cidja és hullamhossza kozott a
c=vl

Osszefliggés all fenn (lasd a (10) egyen-

terjedési sebesség [em/s]

letet). Ez pedig éppen azt mutatja,
hogy egy adott v frekvencia esetén, a c
sebesség aranyos a A hullamhosszal.

Ennek az osszefliggésnek a grafikonja
egy origén atmend, v meredekségl A5

)‘Ell

. i i hullamhossz [em]
egyenes. A feladat szévegével mellé-



kelt grafikonba konnyen berajzolhaté a v, és a v, frekvencidknak megfeleld
egyenes, hiszen egy egyenest mar két kilonb6z6 pontja egyértelmien meg-
hatdroz. A grafikont fuggéleges tengelyét alulrél a ¢, = 23 cm/s, fellirél pedig a
¢r = 24,4 cm/s értékek hatéroljék. Ezekhez a v, frekvencia esetén 144 = ¢ /vy =
2,56 cm és Afy =cp/vy = 2,71 cm hulldmhossz értékek tartoznak. Teljesen
hasonléan a v, frekvencidra Aq; = cq/v, = 1,92 cm valamint A¢, = ¢f /v, =
2,03 cm a megfelel6 hulldmhossz értékek. A kiszamolt — azonos frekvencidhoz
tartozdé — pontokat a grafikonon 6sszekéve megkapjuk a két emlitett egyenest. A
v, frekvencidhoz tartozé egyenest z6ld, a v, frekvencidhoz tartozét pedig kék szin
jeloli az abran. A keresett hulldmhosszakat és terjedési sebességeket a két
egyenes ¢ = c(A) 0Osszefliggést reprezentdlé piros gorbe és az egyenesek
metszéspontjai szolgaltatjdk. A metszéspontokbdl vizszintes és fliggbleges
egyeneseket huzva a tengelyekig, a vizszintes tengelynél az adott frekvencidhoz
tartozd hulldmhossz, a fligg6leges tengelynél pedig nyilvan a sebesség olvashaté
le grafikusan. Ezzel a grafikus moddszerrel megkaptuk, hogy a v; =9Hz
frekvencidn a hulldm A; = 2.68 cm hulldmhosszusagd és c¢; = 24.12 cm/s
sebességli. Ugyanigy a v, = 12 Hz frekvenciaju hulldm hullamhossza 14, =
1,93 cm, terjedési sebessége ¢, = 23.2 cm/s. igy a v; = 9 Hz frekvenciandl Av =

3 Hz frekvencianévekedéshez Ac = ¢, — ¢y = —0.92 cm/s sebességvaltozds és
AA = A, — A; = —0.75 cm hullamhosszvaltozas tartozik.
11. feladat

A hulldmtani bevezet6ben lattuk, hogy a maximalis gyengités feltételét a (16)

egyenletet adja meg. Ez alapjan a hullamok altal megtett utakra fennall az
S, =51 +(2m+1)1/2
feltétel, ahol m egész szam. A feladat feltételei szerint
[<s,<1IL,
aholl = 44 cm és L = 74 cm. Az els6 egyenletet beirva az el3z6 relacidba, az
[<s;+(2m+1)A/2< L,

feltételt kapjuk. Aminek mindkét oldalabdl s;-et kivonva, utdna 2/A-val szorozva,

majd megint 1-et kivonva és 2-vel osztva, azt kapjuk, hogy az m egész szam az

l—s; 1< <L—sl 1

——<m<
A 2 A 2

reldcidnak tesz eleget. Az adatokat behelyettesitve az

3< <3
_m_4



egyenlGtlenséget kapjuk az m rendszamra. Mivel m egész szam, a kapott relaciot
kielégit6 egész szamok a kovetkez6k: m = —3,—2,—1és0. A lehetséges m,
valamint s; és A értékekeit az els§ Osszefliggésbe visszairva, kapjuk a masodik
forras azon helyeit, ahol a két hulldam maximalisan gyengiti egymast. A
szamolasokat elvégezve, s, = 44 cm, 52 cm, 60 cm és 68 cm lehetséges értékek
adddnak.

15. feladat

A sz0gtikor E élére — a fénysugarakat
is tartalmazé — meréleges sikmetszetet a
jobbra lévé abra mutatja. Az abran lévé
szogek jelolésénél mar kihaszndltuk a
visszaver6dés torvényének kovetkezmé-
nyeit. Ezért lehet az A és B pontoknal az a
illetve a B szogeket mind a bees6, mind a

visszavert sugar tukorrel bezart szogét
azonos betlvel jelolni. Ezeknél a pontoknal a szogek 6sszege egy egyenes szoget
ad ki, ezért

2a+y =180° és 2B+ & =180°.
Mivel 6 az ABC haromszog kiils6 szoge, ezért § =y +¢&. Ha az els6 két
Osszefliggést 6sszeadjuk és a harmadikat felhasznaljuk, akkor a

20+ 28+ (y+¢e)=2(a+pB)+ 6 =360° (F15-1)
Osszefliggéshez jutunk. Az ABE haromszog szogeire a + f + ¢ = 180° all fenn,
amibdl

a+p=180°—-¢
kovetkezik. Ezt visszahelyettesitve az (F15-1) egyenletbe, majd § szégre rendezve
6=2¢
formulat kapjuk az eltérités szogére. Amibél lathatjuk, hogy nyaldb eltériilése
éppen a szogtikor hajlasszogének a kétszerese.
Egy 45°-0s szogtikor segitségével a fénynyaldbot éppen 90°-os szogben

tudjuk eltériteni. Gyakorlatban egy ilyen 45°-os szogtlikorrel derékszogeket
kénnyen ki lehet jeldlni.



20. feladat

A sik-parhuzamos lemezen at-
haladd fénynyaldbnak a beesési sikbeli
metszetét szemlélteti a jobb oldali
abra. A nyaladbot sikmetszetét hatarold
— két széls6 s; és s, — sugarak a
Snellius-Descartes-torvénynek megfele-
I6en megtornek a hatarfellileteken. A

(29) egyenletnek megfelel6en
sina
=n
sinf

. Sz . sina
all fenn. Amibdl ﬂ=arcsmT. Az

adatokat behelyettesitve f = 20,027°. Mivel a lemez alatt és felett ugyanolyan
koézeg van, a fénysugarak megfordithatdésaga miatt, az alsé fellleten torténd
torésnél a torési szoggel lépnek ki a sugarak. Ezért a fénysugarak az dbran jelolt
A= BI téavolsaggal eltolédva, a beess sugérral parhuzamosan lépnek ki a lemez-
bél. Az AHB derékszogli hdromszogbSl AB = d/cos 3, tovabba a ABI derékszogi
haromszogekbdl
— . dsin(a — p)

A= ABsin(a — ) = —cosﬂ
egyenlet adddnak. EzekbSl mar a most ismert konkrét adatok behelyettesitésével
megkaphatjuk, hogy az eltolédas A= 0,553 cm. Erdemes megjegyezni, hogy a
sin(a — B) = sina - cos f — cosa - sin 8 és a sin? B + cos? f = 1 azonossagok,
valamint a Snellius-Descartes-torvény felhasznaldsaval a A eltolédasra vonatkozé
formula egyszer( atalakitasokkal a

cosa
A=d-sina-(1— )

n? —sin? a

Osszefliggésbe alakithaté at, amely kozvetlenil mutatja, hogy miként fugg a
nyalab eltolédasa a lemez vastagsagatdl, a relativ térésmutatotdl és a beesési
szogtél.

Az abran is lathatd, hogy a beesési sikbeli nyalabatméré megvaltozik a torés
soran. A beesési sikra meréleges iranyban a nyaldbatmérg valtozatlan marad. Az
abran lathaté ADE derékszogl haromszogbél az a = AE cos a, tovabba az AEJ
derékszogli haromszoégbSl b = AE cos S egyenletek irhaték fel. A mdésodik
Osszefliggést osztva az elsével b/a = cos 8 /cos a relaciét kapjuk. Amibél



b=N(a) a

formula adja meg a lemezen belil a beesési sikbeli nyaldabatmérét, ahol N =
N(a) = cos(a)/cosa. Amibdl jol lathatd, hogy a torés sordn a — merGleges
beeséstdl eltekintve — a beesési sikbeli nyalabatméré megvaltozik. Optikailag
sliribb esetben 0°< B < a <90° ezért 0 <cosa <cosf, amibdl 1 <N
kovetkezik, azaz ilyenkor novekszik az atmérG. Optikailag ritkabb esetben éppen
ellentétes iranyuak a relaciok, igy ekkor csokken a beesési sikbeli nyaladbatmérs. A
feladat paramétereivel N = 1,085. Ennek megfeleléen b = N - a = 1,085 cm.

A lemezen belil a beesési sikbeli barmely nyaldbmetszet atmérdje szintén N-
szeresére valtozik. Ennek kévetkeztében a nyaldb merdleges keresztmetszete egy
olyan ellipszis lesz, amelynek az kistengelye a = 1 cm, a nagytengelye pedig b =
N -a = 1,085 cm. A lemez alsé hatarfeliletén a térés miatt ismét megvaltozik a
beesési sikbeli nyalabatmérd, de mivel az a és 8 szogek felcserélédnek, most a
szorzd tényezd éppen az elGbbinek a reciprok értéke lesz. Ezért a kiléps nyaldb
atméréje meg egyezik a lemezre es6 nyaldb atméréGjével. A lemezbdl kilépd nyalab
az eredetivel parhuzamosan terjed6 és azzal megegyez6 korkeresztmetszet(
nyaldb lesz, csak lemezen torténé athaladas miatt A= 0,553 cm tavolsaggal
eltolodik.

24. feladat

Jelblje a kornyez6 kozeg abszolut torés-
&4 77 7 n?‘ L
mutatoéjat n,. Leveg6 esetén ez gyakor- 1y EI—

latilag 1-nek tekinthetd. A jobbra 1évé abran 7
o

harom tipikus sugarmenetet rajzoltunk be. /M

A kék szinnel rajzolt sugdr a magba vald

belépése utan, a mag- kopeny hatar-

fellletet Ggy éri el, hogy a beesési szog a teljes visszaver6dés hatdrszogénél
nagyobb. A piros szinl sugdr éppen a hatdrszog alatt esik a belsé hatarfeliletre,
azaz éppen 90° torési szog tartozik hozza. A zoélddel rajzolt sugar esetén a belsé
hatarfellleten mar nem Iép fel teljes visszaver6dés. Ez alapjan lathatd, hogy azok
a sugarak, melyek beesési szoge a-nal kisebb, az optikai szal magjaba belépve
biztosan ott is maradnak, mivel a hatarfeliileten egymast kovetGen teljes vissza-
ver6dések lépnek fel. A piros sugarra a belsé hatdrfeliiletre felirva a Snellius-
Descartes-térvényt, az n;sinfi; =n,sin90°=n, Osszefliiggést kapjuk.
Kihaszndlva, hogy o = B — 90° és ennek kovetkeztében fennallé sin B, = cos f8



reldciét, az n, = n, cos B formula adédik. Mivel sin f = /1 — cos? B, igy az el6z8
Osszefliggés alapjan

[2_ 2
sinf =./1— (ny/ny)? =¥.
1

Amib8l n;sinf =./n? —n3 koévetkezik. Kihasznalva a mag kiils6 fellletére
vonatkozé ng sin @ = n4 sin 8 Snellius-Descartes-térvényt, az

nysina = /nf —n3

relacidt kapjuk végeredményént. A kiilsé kozegre ny = 1 feltételezéssel, a feladat
szovegében megadott ny, = 1,72 ésn, = 1,54 értékeket helyettesitve

sina = 0,766
adddik, amelybdl a = 50°. Vagyis a szal tengelyéhez képest legfeljebb 50°-os
szogben beesd sugarak maradnak az optikai szalban.

26. feladat

A jobb oldalon Iév6é dbran a PQ szakasz felel
meg a szitakotének. Ha a szakasz P végpontjabdl a
fuggblegeshez képest a; szogben a vizfelilet felé
induld fénysugar a felszint eléri, akkor Snellius-
Descartes-torvény szerint megtorik, igy az

ne sina; = ng sin ay
relacié érvényes, ahol n; a targyoldali kdzeg (most
levegb), n; a képoldali kézeg (itt viz) abszolut
torésmutatdja, a; a beesési, a; a torési szog.

s s

Optikailag s(rlibb kbozeg esetén a beesési merd-

legeshez torik a sugdr, vagyis a, < a;. Mivel a megtort sugdr a bees6 sugarhoz
képest a beesési meréleges atellenes oldalan van, a P pontbdl kiindulé széttartd
sugarnyalab széttarté marad. Ezért P pontnak a P’ képe virtudlis kép lesz. igy, az
optikai bevezet6ben ismertetett el6jel megallapodas értelmében, a képtavolsagot
célszer(i negativnak tekinteni. Ezért jeloli —k a geometriai tavolsagot a mellékelt
abran. Kis szogekre — a szoget radidnban mérve — a sina = a kozelités érvényes.
Ezért a P ponton atmend fliggbleges egyeneshez kdzel haladd és ezzel kis szoget
bezard sugarakra, az Un. paraxidlis sugarakra, a torési térvény az
Ng " Ay = Ny " A,



formulaval irhatd le. A leképezésnek a paraxidlis sugarakkal torténé targyalasat
paraxidlis kbzelitésnek nevezzik. Paraxidlis kozelitésben a szogeket az a; = d/t és
az a; = d/(—k) osszefliggésekkel kozelithetjik. Ezeket a formuldkat beirva a
torési torvény paraxidlis kozelitésébe, az n;-d/t +ny,-d/k = 0 Gsszefliggés
adddik. Ferdén beesd sugarra d # 0, ezért az el6z6 Osszefliggésben egyszer(isit-

hetiink vele, igy a végeredményként az

ng Ng
—+—=0
k

leképezési egyenletet kapjuk, mivel ez adja meg a kép- és targytdvolsag viszonyat.
Az a tény, hogy az egyenletlinkbdl eltlint a d tdvolsdg, azt jelenti, hogy az a;
sz0gtél flggetlentl minden P pontbdl induld paraxidlis sugarnak a torés utani
meghosszabbitdsa ugyanazon P’ ponton halad keresztiil. Azaz valéban képalkotas
torténik! Teljesen hasonldéan kaphatdé meg a szakasz masik végpontjanak, a Q
targypont Q’ képe. Mivel a fligg6leges sugar nem torik meg, a két képpont éppen
a targy pontjaik felett lesznek. Ez pedig azt jelenti, hogy a virtualis kép a targgyal
azonos allasu és egységnyi nagyitasu. A feladatban [évé kozegekre ny = 1 ésn;, =
n=4/3, tovabbd t=50cm. Ezekkel az adatokkal k= —(n;/n;)-t=
—66,67 cm. A negativ jel a virtudlis képre utal. Osszefoglalva, fénytdrés miatt a
vizben lévé hal nem az eredeti helyén, a viz felett 50 cm-re, hanem attdl tavolabb
16,67 cm-rel magasabban latja a szitakot6ét. A [atott kép nagysaga megegyezik a
targyéval. Mivel azonban az eredetinél kissé messzebb latja, igy — a 1atdszog altal
meghatarozott — érzékelt nagysag (latszolagos nagysag) egy kicsit kisebb lesz,
mintha leveg6ben nézné a hal a szitakotét.

44, feladat

A feladatot a szamoldsnal, mind a szerkesztésnél két |épésben kell megoldani.
Az els6 lencse képe a masodik lencse targya lesz. A végsé képet masodik lencse
hozza létre. Nézzik el6szor a szamolast! Az elsé lencse képalkotasnal a targy
valddi, igy a targytavolsdg t; =t = 5cm. A képalkotast leird (41) leképezési
egyenlet szerint 1/t; + 1/ky = 1/f;, amib6l egyszer(i rendezéssel és be-

helyettesitéssel
1 1 1 1 1 5—-4 1

k_1=f1 t1=4cm_5cm=20cm=20cm

adddik. Igy lathatd, hogy az elsé lencse maga moégott k; = 20 cm tévolsagra

alkotnd a képet. Azonban a masodik lencse ettSl kisebb tavolsagra van. igy
valdjdban a kép nem jon létre, hanem a masodik lencsére olyan Osszetarté



sugarnyalab esik, amely az elsé lencse altal a Q targyrdl alkotott Q’ képpont felé
tart. Azaz az els6 lencse dltal létrehozott kép a masodik lencse képalkotasanal
virtudlis targyként értelemezheté. A képalkotasnal elmondott elGjel konvencid
szerint, ilyenkor a tdrgytdvolsdg a geometriai tdvolsdg negativja lesz. Ezért a
masodik képalkotasnal a targytavolsagt, = —(k; —d) =d —k; = —6 cm. A (41)
képalkotasi egyenlet szerint az 1/t, + 1/k, = 1/f, kapcsolat all fenn a k, kép-
és a t, targytavolsagok kozott, ahol f, = 3 cm a masodik lencse fékusztavolsaga.

Ebbdl egyszerlen kiszamolhatd a képtavolsag:
1 1 1 1 1 2+1 3 1

k_2=f2 t, “3cm —-6cm 6cm 6cm 2cm’
Amibdl k, = 2 cm. Mivel k, pozitiv, a kép valédi. Szamoldsunk azt mutatja, hogy a

végs6 kép valddi és a lencse mogott 2 cm tdvolsagra jon létre.

Vizsgaljuk a végsG kép targyhoz viszonyitott allasat és méretét! A lencsékre is
érvényes (39) formula szerint. Definicid szerint a nagyitas a kép- és a targypontok
y koordinatdinak hanyadosa, azaz N = y"’/y, ahol y'' a végsé kép, valamint y a
targy koordinatdi. A kép esetében a koordinatanal a két vesszé jelolés arra utal,
hogy a végsé kép két egymast kdvetd leképezés eredménye. Ezzel a jelolésmoddal
az elsé leképezés képpontjanak az y koordindtaja y'. Az y'"’/y tértet bévithetjik
y'-vel, igy

12

y Yy y

Osszefliggéshez juthatunk, ahol N; az elsé képalkotds, N, a masodik képalkotds
nagyitasa. Ezek a kép- és a targytavolsdgokbdl kiszamithatdk, ugyanis N; =
—ky/t; = =5, és N, = —k,/t, = 1/3. Ezzel belattuk, hogy a végsé nagyitast a
két nagyitds szorzata, esetiinkben N = —5/3. A negativ elGjel arra utal, hogy a
végsG kép a targyhoz képest forditott allasu. Mivel |[N| = 5/3 > 1, ami azt jelenti,
hogy kép 5/3-szorosan nagyitott.

A szerkesztést a nevezetes sugarak segitségével végezhetjik el. Az els6 lencse
képe egyszerlien megszerkeszthetd. Sokkal nehezebb a masodik lencse képalko-
tasanak kezelése! Azt kell mindig szem el6tt tartani, hogy ha mar a nevezetes
sugarakkal a targypont képét megszerkesztettiik, akkor minden a targybdl kiinduld
sugar viselkedését ismerjik! Ugyanis minden targypontbdl kiindulé sugarnak a
torések vagy visszaverddések utan at kell mennie a mar ismert képponton. Az
aldbb taldlhatd abra szemlélteti a szerkesztés menetét. Az dbran a sugarakat, a
jobb érthetGség kedvéért eltéré szinnel jeloltik. A szinek jelentését a magyarazat
kozben ismertetjik. Az 1-es, 2-es és 3-as sugarak az els6 (bal oldali) lencse



targypontbdl kiinduld nevezetes sugarai. Ezek a lencsék képalkotdsanal — részlete-
sen — ismertetett médon viselkednek, melyet a 25. dbra szemlélet. Lathatd az els6
lencse (L) mogott, hogy a harom sugar kozil csak a 2-es sugar lesz a masodik
lencsének (L,) nevezetes sugara. Erre utalnak a szinek. A pirossal jeldlt sugarak
csak az L4, a kékkel jelolt sugarak csak az L,, mig a zélddel jeldlt sugarak mindkét
lencsének nevezetes sugarai.
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Az L, lencse altal alkotott kép az L, lencse mogott jonne létre. Igy az L, lencsére a
Q’ pont felé tartd sugarak esnek. Nyilvan L, lencse hatdsara — az optikai
kozéppontjan athaladé sugarat kivéve — a sugarak irdnya megvaltozik, a szaggatott
vonalak a sugarak meghosszabbitdsat jelolik. A 2-es sugar nyilvan az F, képoldali
fokuszpont keresztll haladva hagyja el a lencsét, mivel az optikai tengellyel
parhuzamosan esik be rd. Viszont az 1-es és 3-as sugarak a masodik lencsének mar
nem nevezetes sugarai, ezért ezeket a Q”” kép helyének meghatarozasahoz nem
tudjuk felhaszndlni. Azonban a Q’ pont felé tartd L, lencse el6tti sugarak kozil
vannak olyanok, melyek ugyan az L, lencsének nem nevezetes sugarai, viszont az
L, lencsének igen! Eppen ilyen a 4-es és az 5-8s sugar. A 4-es sugarat (gy
kaphatjuk meg, hogy az F, targyoldali fékuszpontot 0sszekotjiik a Q” ponttal, az L,
lencse mogott csak szaggatott vonallal, hiszen a fénysugar a lencsén meg fog
torni. Ezt a sugarat egészen az L, lencse f&sikjaig huzzuk. A f&sikbeli metszés-
pontot 6sszekdtve a Q targgyal, megkapjuk, hogy az L, lencse el6tt hogyan haladt
a fény. Hasonldan, a Q’ pont felé tarté — L, lencse el6tti — sugarak koéziil van olyan,
amely az L, lencse optikai k6zéppontjan megy keresztil. Ezt nyilvan Ggy kapjuk
meg, hogy az L, lencse optikai kozéppontjat Osszekotjik Q’ ponttal, ezuttal
folytonos vonallal, hiszen ez a sugar irdnyvaltozas nélkil halad tovabb. Lathatd,
hogy az L, lencsének a Q’ pont felé tarté nevezetes sugarai — a 2-es, 4-es és 5-0s



jell sugarak — egypontban, a Q” pontban metszik egymdst. A végsé6 kép forditott
allasuq, kicsit nagyitott és a szamoldssal 6sszhangban 1évé helyen van. Ezt akar a
szakaszok megmeérésével is ellendrizhetjiik.

46. feladat

Ennél a feladatnal a végss kép létre jotte egymast kovets harom leképezéssel
értelmezhetd, hiszen a fény a lencsén athaladva visszaverddik a tikorrél, amely
ismételten keresztil halad a lencsén. Az elsé képalkotasnal a lencse képének helye
a leképezési egyenletnek megfeleléen az 1/t; + 1/k, = 1/f;, Osszefluggésbdl
szamolhato ki, ahol t; =t =20cm és f; =10 cm a lencse fékusztavolsiga.

Ebbél a k, képtdvolsag egyszerlien adddik:
1 1 1 1 1 2—-1 1

k_lzﬁ_EZ 10cm 20cm  20cm 20 cm’
igy k; =20 cm. A nagyitdas N, = —k,/t; = —1, ami azt mutatja, hogy a kép

targyhoz képest forditott allasu és azonos nagysagu. Mivel k; > 0, a kép valddi. A
Q’ pontrdl a lencse altal alkotott kép a tiikdr mogott jonne létre mivel a tukor
kdzelebb van a lencséhez, mint Q’, hiszen d < k. A tikorre a Q’ pont felé tartd
sugarak esnek, ezért a Q° pont a tukor leképezése szempontjdbdl virtualis
targyként vehet6 figyelembe. Virtudlis targy esetén a targytavolsag a geometriai

tavolsag -1-szerese, azaz a masodik leképezésnél t, = —(k; —d) = —8cm. A
tlkor altal alkotott kép helye a (35) tikoregyenletbdl kaphatd meg. Ez alapjan
1 1 1 1 1 1
k_ZZE_Ez—Scm_—Scm= cm’

amibél k, = oo kovetkezik. Ez az kilonds eredmény azt jelenti, hogy a tiikorrél
visszavert sugarak parhuzamosak lesznek! Mivel a Q" pont nem a f6tengelyen
fekszik, a visszavert sugarak a tengelyhez képest ferdén verddnek vissza. Ezek
visszaver6dG sugarak ismét a lencse felé iranyulnak, igy a lencsére parhuzamos
sugarak esnek be, de ezuttal ellentétes irdnybdl. A lencsére parhuzamos sugarak
esnek be, a harmadik leképezésnél a targytavolsag lesz végtelelen, azaz t; = k, =

o0, A leképezési egyenletet ismételten alkalmazva az
1 1 1 1 1

ks fi ta fi 10cm
egyenletet irhatjuk fel, amibdl k3 = 10 cm. Azaz a végs6 kép a lencse fokusz-

sikjaban jon létre!
A nevezetes sugarakkal torténé szerkesztésnél a lencse elsé képalkotasa
kénnyen kezelhetd, a 25. dbran lathaté sugarmenetekkel. A tovabbi nehézséget az



okozza, hogy a lencse képe a tlikér mogott jon létre, rdaddsul ez a képpont éppen
a tukor fokuszsikjaban van! Az alabb taldlhaté dbra szemlélteti a szerkesztés
menetét. Az 1-es, 2-es és 3-as voros szinnel jelolt sugarak a lencse Q ponton
atmend nevezetes sugarai. Ezek kozlil azonban mar csak a 2-es jel(i sugar lesz
nevezetes sugara domboru tikoérnek. Ennek a tikorrél vald visszaverddése
egyszerlien megadhatd: ugy verddik vissza a tiikorrél, mintha a dombord tikor Fr
fokuszpontjabdl indult volna ki. A Q pontbdl kiinduld Osszes sugar a lencsét
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elhagyva a Q’ pont felé tart. Ezek kozott lesznek olyanok, melyek a domboru
tikornek nevezetes sugarai. Ezek a sugarak 4-es és az 5-0s jel(i sugarak. A 4-es
sugar menetét ugy jelolhetjik ki, hogy a Q’ képponton és a domboru tikor
Orgorbiileti kozéppontjan athaladd egyenest berajzoljuk, a tiikdr mogott csak
szaggatott vonallal jel6lve, hiszen oda a fénysugar nem hatol be. Ez a nevezetes
sugar nyilvan 6nmagaba verddik vissza. A lencse el6tti sugarmenetet ugy kapjuk
meg, hogy a tiikort6l a sugarat (visszafelé) a lencse f6sikjaig, majd innen a Q
targypontig huzzuk. Hasonléan a C; optikai kdzéppont és a Q’ képpont Ossze-
kotésével adddik a Q° pont felé tartd nevezetes sugdr. Ez a sugar nyilvan ugy
verédik vissza, hogy a fétengellyel bezdrt szbge ugyan az lesz, mint amilyen
szogben beesett. A Q’ sajatos — fokuszsikbeli — helyzetébdl kifolydlag a tikorrdl
visszaver6d6 2-es, 4-es és 5-0s — kék szinnel rajzolt — sugarak parhuzamosak
lesznek. Ez azt jelenti, hogy a tiikor képe a végtelenben jon létre. Ezért az Osszes
Q’ felé tartd sugar ugyanigy, az el6z6 harom kék sugarral parhuzamosan verédik
vissza. A kék szinnel rajzolt sugarak, melyek a domboru tikor nevezetes sugarai,
mar nem lesznek a lencse nevezetes sugarai. Azonban a tikorrdl visszavert par-
huzamos sugarak kozil van két olyan — zo6ld szinnel rajzolt — sugar, amely



nevezetes sugara a lencsének. Ezek a 6-os és 7-es jell sugarak. A 6-os sugar a
lencse F; fokuszpontjdn, a 7-es sugar optikai kozéppontjan halad keresztdil.
Nyilvan a 6-0s sugdr a lencsét a fGtengellyel parhuzamosan hagyja el, mig a 7-es
sugar irdnyvaltozas nélkil megy at a lencsén. A végsé képet ennek a két sugarnak
és a 4-es sugarnak a kozos metszéspontja adja meg. A 4-es sugdr nagyon érdekes
viselkedésl(i, ugyanazon az Uton halad a tlikérig, majd vissza. Lathato, hogy a végsé
kép valddi, forditott allasu.

A nagyitast is meghatarozhatjuk a sugarmenet segitségével. Mivel a nagyitas
definicié szerint N = y''/y, melyben a tértet bévitve y' mennyiséggel, a kovet-
kez6 formula kaphaté:

N oYY
y yy

Az utolsé y'/y tényez6 nem mds, mint az els6 leképezés nagyitasa, példankban
N; = —1. Az y""/y' hanyados az dbrén lathaté azon deréksz6gl haromszégekbdl
hatdrozhaté meg, melyeknek egyik szoge a. Ezekbdl a haromszégekbdl

1 !

tga = —— és tga=—+—
fi —fr
relacidk irhatdk fel, amelybdl
_yll _ y_l
fu  fr
kovetkezik. Ebbél pedig mar egyszerlien adddik, hogy a keresett hanyados:
Y __L
y' fr
Ezt vissza helyettesitve a nagyitasra adott formulankba, az
N = _é - Nl
T

Osszefliggés adddik a végsd nagyitdsra. Behelyettesitéssel a fékusztavolsagokat és
az els6 leképezés nagyitasat, a végsé nagyitds N = —10/8 = —-5/4 = —1,25.
Azaz a kép a targyhoz képest forditott allasu és kissé nagyitott.



48. feladat

A két keskeny rés azonos fazisban rezgd Fi v
és F, hulldmforrasként viselkedik. Ezért az 1. D P(x, D)
feladatnal rajzolt dbra most is jol hasznalhaté. D
itt az erny6 kett6srést6l mért tavolsagat jeldli,
és P az erny6n lévé megfigyelési pont. Mar
lattuk, hogy az erGsités feltétele s; — s, = m4,
ahol a A a fény kozegbeli hulldmhossza, m egész F,

szam, s és s, a két hullam dltal megtett ut. Az _d72
s? —s2 = (s; — 5)(51 + S,) azonossaghdl az
st — s}
e

dsszefliggést kaphatjuk. Mivel s? = (x + d/2)? + D? és s? = (x — d/2)? + D?,
egyszer(i szdmolassal belathatd, hogy s? — s2 = 2dx. Masrészt a megfigyelési
ernyd sokkal messzebb van, mint a két rés tavolsdga (d < D). Ezért az F.PF,
haromszégnek a P pontnal |év6 szége nagyon kicsi. Igy az s; + s, =~ 2s kozelités
nagyon jol teljesiil, ahol s a P pont origétdl mért tavolsaga. Az elmondottakat
kihasznalva az utkiilonbség az

dx x )

Si—Sy;=—=d—=d " sina

s s

kifejezéssel kozelithet6, ahol az a szog értelmését az abra mutatja. Az er@sités

feltételét beirva kapjuk, hogy olyan P pontokban van maximalis erGsités, amely a
x

——=mA
1 D2

egyenletet teljesiti. Ezzel gyakorlatilag belattuk a (42) 6sszefliggést. A két réshez

d-sina=d-

képest az ernyé kdzepén (x = 0) az utkilonbség nyilvan zérus, ezért ott nulla
rendd (m = 0) erdsités van. Az erny6 kdzepétél balra és jobbra is alacsony rendd
erGsitésekre |x| < D jol teljesil. Ezért a nevezében lévd gyok alatt az 6sszegben

x? elhanyagolhaté D? mellett, azaz Vx2 + D2 ~ D. Ebben a — geometriai elren-

dezés miatt — jol teljesild kozelitésben az erGsités feltétele az
d

Zx=mA
Dxm

alakot o6lti. Amibél egy adott m er@sitési rendszamhoz tartozé koordinatat az

xm=m-E/1

egyenletbél szamolhatjuk ki. Amibél |atszik, hogy két szomszédos vilagos csik
kozotti tdvolsagot



ae=2
=

Osszefliggés szolgaltatja. Ebbdl a hullamhosszuisagot kifejezve

A d A
adddik. Behelyettesitve a d = 0,05 cm, D = 836,4 cm és a Ax = 8,9 mm értéke-
ket, A = 532 nm adddik, amelyet z6ld szinl fénynek érzékellink. A frekvenciat a
jol ismert ¢ = A-v Osszeflggésbél kapjuk: v = ¢/A = 0,56 PHz. Vegylk észre,
hogy ez rendkiviil nagy frekvencia, hiszen 1 PHz = 10° Hz.

54. feladat

A lencse optikai tengelyétél r tavolsagban beesé hullam-
felllet egyrésze az A pontnal visszaverddik a lencse gorbilt
fellletérdl, a masik fele tovabb haladva, d tavolsag megtétele
utan az lUveglemez fels6 felliltéré visszaverédik a B pontnal.
Mivel optikailag sGrldbb kozeg hatarfellletérél torténik a
reflexio, m fazisugras is fellép, amely A/2 uthossznak felel R
meg. A B pontnal visszavert fény ismét befutja a d tavolsagot.
Azért a két interferdlé hulldm kozott a fazisugrast is
figyelembe véve A,; = 2d + A/2 optikai Uthosszkiilonbség

d

lesz, itt a levegs tdrésmutatdjat 1-nek feltételeztiik. igy (44) iD r \A
4
C B

alapjan a maximalis erd@sités feltétele

2d + A/2 =mAa,
ahol m > 1 egész szdm, az erGsités rendszdma. Az OAD derékszogl haromszogre
Pithagorasz-tételét felirva 2 + (R — d)? = R? &sszefiiggést kapjuk. A zérdjelet
felbontva és rendezve 12 = 2d(R + d) relacié adédik. Altaldban a d és az R
tavolsagok kozott legaldbb két nagysagrendbeli kiilénbség van (d <« R). Ezért az
utolso Osszefliggésnél, a zardjelben l1évé Gsszegben, d elhanyagolhaté R mellett.
igy a lencse tengelyétél r tavolsagra a fény &ltal oda-vissza befutott utat a

r2

d=—
2R

formulaval kozelithetjlik. Ezt az erésités feltételébe helyettesitve a
r2=(m-—1/2)AR

egyenletet kapjuk. Amibél adddik, hogy egy adott m = 1 rendszamu er@sitéshez

tartozo vilagos Newton-gyliri sugara a

Tm =+ (m—1/2)AR



s sr

formulaval szamolhatd ki. Lathatd, hogy a gydrik sugara a
hulldmhossz gyokével aranyos. Igy révidebb hulldmhosszra
(példaul kék szinl fényre) az azonos rendszamhoz tartozé
gylirik sugara kisebb. A feladat paramétereit behelyettesitve
a belsé négy gylrd sugara v, = 217,9 um; r, = 377,4 um;
r3 = 487,2 um és r, = 576,5 um. A numerikus értékekbdl is
megfigyelhetS, hogy a gylrik nem egyenkoézliek. Ez annak a
kovetkezménye, hogy az ék hajlasszoge valtozik, a sugarral
novekszik, ezért az utkidlonbség nem ardnyos a sugarral.

s s s s

Ennek kovetkeztében a gylrlk kifele sirlsodnek, amit a

mellékelt dbra is szemléltet.

6. A fejezettel kialakitandé konkrét tanulasi eredmények

Tudas

Képesség

Attitld

Autondémia-
felelGsség

Ismeri a hullam alta-
lanos fogalmat. Tudja
a  monokromatikus
hulldm fogalmat.

Ismeri a hulldmok
Fourier-féle felbonta-
sanak fogalmat. Is-
meri a haladd és
alléhulldm fogalmat.
Ismeri a longitudina-
lis és a transzverzalis
hulldm fogalmat.

Felirja a monokroma-
tikus hulldm formu-
lajat. Felirja a haladé
hulldm fazisanak kép-
letét. Kiszdmitja az
alléhulldmok csomo-
pontjainak helyét és
a kozottik 1évé tavol-
sagot

A megszerzett isme-
reteket szem el6tt
tartja és kovetkeze-
tesen alkalmazza a
hullamtani feladatok
megoldasanal. Az
eredményt kritikusan
szemléli, meggy6z6-
dik annak fizikai rea-
litasardl. Torekszik az
értheté és attekint-
heté munkara.

A szamolds eredmé-
nyét ellenérzi. A
hibdkat o©nalléan ja-
vitja. Az eredményért
felelGséget vallal.

Ismeri a monokroma-
tikus hullam frekven-
cidjanak, hullamhosz-
szanak és terjedési
sebességének fogal-
mat

Felirja a frekvencia, a
hullamhossz és a ter-
jedési sebesség ko-
zOtti relaciot.

Figyelembe veszi ezt
a relaciét a sajat-
frekvencidak kiszdmo-
lasanal.

Felismeri ezen Gssze-
fliggés jelentGségét
és univerzalis voltat.

Ismeri a geometriai
sugar fogalmat.

Abrazolja a hulldmok
terjedését a geomet-
riai sugarakkal.

Elfogadja a geomet-
riai sugarakkal vald
leiras kozelité jelle-
gét. Szem el6tt tartja
annak az érvényes-
ségi terlletét.

Tisztdban van a
kozelités korlataival.
Felismeri a geomet-
riai sugarak és az
optikai  fénysugarak
kapcsolatat.




Ismeri a hulldmok
visszaver§désének és
torésének jelenségét.
Ismeri a teljes vissza-
ver6dés jelenségét.

A geometria sugarak-
kal leirja ezeket a
jelenségeket.

Torekszik a jelensé-
geket leird térvények
alkalmazasdra 0Ossze-
tettebb optikai rend-
szerek esetén is.

Felismeri a jelensé-
geknek a fényvissza-
verGdéssel és torés-
sel fenndllé6 hason-
I6sagat.

Ismeri a hulldmok in-
terferenciajanak fo-
galmat. Tudja, hogy a
hullamok  taldlkoza-
suk esetén erGsithe-
tik vagy akar gyengit-
hetik egymas hatdsat.

Felirja az ered6 hul-
[dm amplitudéjara és

fazisara  vonatkozd
formulakat.
Felirja a maximalis

erdsitas és maximalis
gyengités feltételére
vonatkozé  képlete-
ket.

Koévetkezetesen alkal-
mazza az interferen-
cia jelenségét a
hullamtani feladatok
megoldasanal.

Felismeri az interfe-
rencia jelentGségét.

Ismeri a fényforras, a
fénynyalab és a fény-
sugar fogalmat.
Ismeri a fénysugarak
viselkedését homo-
gén részekbdl allé
kozegben. Ismeri a
teljes  fényvisszave-
rédés fogalmat. Isme-
ri a relativ és abszolut
torésmutaté  fogal-
mat.

Felirja a fényvissza-
ver6dés és torés leird
formuldkat.
Kiszdmolja az optikai
Uthosszusagot szaka-
szonként  homogén
kézegben. Kiszamolja
a teljes fényvisszave-
r6dés  hatdrszogét.
Kiszdmolja a relativ
és az abszolut torés-
mutatdkat a terjedési
sebességekbdl.

Torekszik a megis-
mert  fényvisszave-
rédés és torés tor-
vényeinek kovetkeze-
tes alkalmazdsdra a

geometriai optikai
feladatok megolda-
sanal.

Onalléan alkalmazza
a geometriai optika
alaptorvényeit a fel-
adatok  megoldasa-
nal. Felismeri, hogy
mikor lép fel teljes
visszaverddés.

Ismeri a képalkotas

fogalmat. Ismeri a
valddi és a virtudlis
targy, illetve kép
fogalmat. Ismeri az

olyan elemi képalko-
t6 optikai eszkdzoket,
mint a sik- és gomb-
tikor és a gombi
lencse. Ismeri a
nagyitas fogalmat.

Ismeri az egyes elemi
képalkotd  eszkozok
nevezetes sugarait.

Felirja a sik- és gomb-
tikrok és a vékony
lencsék  képalkotasi
egyenletét.

Tudja a képalkotasi
egyenletben hasznalt
el6jel megallapoda-
sokat. Felirja a nagyi-
tdsra vonatkozé for-
muldkat.
Megszerkeszti a kiter-
jedt targy képét a ne-
vezetes sugarakkal.

Torekszik a képalko-
tds fogalmanak meg-
értésére. Torekszik a
virtudlis targy fogal-
manak a megérté-
sére. Elfogadja a
nagyitas elGjeles de-
finicidjat.

Torekszik a nevezetes
sugarak kovetkezetes
alkalmazdsara.

Felismeri a képalko-
tasi egyenletnél be-
vezetett elGjel meg-
allapodas jelent6sé-
gét és haszndat. Fel-
ismeri a nagyitasnal
bevezetett elGjel sze-
repét és hasznat.
Onalléan 6sszehason-
litia a nevezetes su-
garakon alapuld szer-
kesztéssel és a sza-
moldssal kapott ered-
ményeket, felismeri,
ha hibazott. Megke-
resi és kijavitia a
hibat.




Ismeri a fényinterfe-
rencia fogalmat.
Ismeri a Young- és a
Michelson interferen-
cia kisérletet. Ismeri a
hulldamfront- és az
amplituddosztas fo-
galmat. Ismeri az egy-
és a tobbsugaras in-
terferencia fogalmat.
Tudja a rendszdm
jelentését.

Ismeri a sikparhuza-
mos lemezen és az
ékalaka lemezen ki-
alakulé  fényinterfe-
rencidt. Ismeri az
azonos beesés és az
azonos vastagsag
gorbéinek fogalmat.
Ismeri a Newton-
gylirtk fogalmat.
Ismeri az optikai racs
fogalmat.

Felirja a maximalis
erésités és maximalis
gyengités feltételét a
geometriai és az op-
tikai Uthossz segitsé-
gével egyarant.
Kiszdmitja két szom-
szédos vildgos csik
tdvolsagat a Young-
féle kisérletnél.

Felirja az optikai ut-
hosszkiilonbséget sik-
parhuzamos lemez
esetén.

Felirja az optikai ut-
hosszkiilonbséget ék-
alakd lemezre kozel
merGlegesen  beesé
fény esetére.
Kiszdmolja az azonos
vastagsag gorbéi
kozotti tavolsagot és
a Newton-féle gydr(ik
sugarat.

Felirja és alkalmazza
a racsegyenletet.

Alkalmazza a meg-
ismert elméletet a
feladatok megoldasa
soran.

Latja az optika és a
hullamtan kozotti
kapcsolatot.
Figyelembe veszi a
feladatok megolda-
sanal a fény hulldm-
természetét.

Felismeri a fényinter-
ferencia elméleti je-
lent6ségét.

Ismeri a fény hullam-
természetét és latja a
geometriai optika ko-
zelitd jellegét.
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