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Eloszo

Az alkot6 kozosség nevében tisztelettel koszontom az olvasét. Ez a jegyzet elsdsorban
azért jott 1étre, hogy kozvetlen segitséget nyujtson a ,,Kondenzalt anyagok fizikaja” alapkurzus
(BSc) hallgatoinak. A jegyzet célja az eldadasokon elhangzott anyag rendszerezése, ill. egyes
esetekben bovebb targyalasa.

A kurzus tematikaja tanévrél tanévre valtozik, ebben a jegyzetben azokat a témakoroket
érintjiik, amelyek az eddigiek alapjan az alapkurzus torzsanyagat képezik. Az adott szemeszter
anyaga — az eléado dontése alapjan — ettdl eltérd is lehet, ezért e jegyzet tanulményozésa nem
helyettesiti az eléadasokon vald részvételt.

Egyes fejezetekhez ellendrzé kérdések és feladatok is kapcsolodnak, melyek
megoldasaval a hallgatok ellendrizhetik az elsajatitott tudasukat. Az irodalomjegyzékben
elérhetd anyagok els@sorban a témaban val6 alaposabb elmélyiilést szolgaljak.

E segédanyag ¢és az eldaddsok anyagdnak tanulméinyozdsa soran a hallgatok
megismerkednek a szilard anyagok alapvetd makroszkopikus ¢és mikroszkopikus
tulajdonsagaival, ill. ezek kapcsolataval, az anyagszerkezet alapjaival. A jegyzet alapvetd
fontossagu kérdéseket targyal a késObbiekben sorra keriild szilardtest- ill. félvezetd-fizikai
kurzusok anyagahoz.

A kurzus sikeres teljesitése ill. e jegyzet alapos tanulmanyozasa soran a hallgato

. megismeri a szilardtestfizika meghataroz6 Osszefiiggéseit, torvényszerliségeit és a
kapcsolodo matematikai, informatikai modszereket,

. képes lesz a tudomanyteriileten megszerzett tudasat alapvetdé gyakorlati problémak
megoldésara alkalmazni, eredményeit szdmitadsokkal alatdmasztani,

. onalldan fejleszti szakteriileti ismereteit, elkdtelezett lesz ) kompetenciak elsajatitasara.

A szerzOk koszonetet mondanak az SZTE TTIK Fizikai Intézete vezetdségének a jegyzet
elkészités€¢hez nyujtott erkolcsi és anyagi tamogatasért.

Szeged, 2018

Prof. Dr. Nanai Laszl6
professor emeritus
SZTE TTIK

Jelen dokumentum a Szegedi Tudomanyegyetemen késziilt az Europai Unid tamogatasaval.
Projekt azonosit6: EFOP-3.4.3-16-2016-00014




Tartalomjegyzék

EIOSZO oottt bt et b R ettt nh et be e be e ne e naee e I
TartaloMJEZYZEK .....cveeiiiiiiei s I
1. A KEMIAT KOEES ...ttt sttt sttt e sae e e beennne s 1
2. RACSSZETKEZEL ... .c.viiiiiiiiic 20
3. SZErKeZEtVIZSZANAL. ... .ciivviiiiiie e 35
4, REALIS KITSTALYOK ...ttt 54
5. RACSIEZEESCK ....eiivviiiiiie et 65
6. Mechanikai tulajdonSAZOK .......ccivviiiiiiiiiie i 82
1. Szilard testek fajhoje.......ccviiiiiiiii 98
8. Elektron SAVSZETKEZEL ........ccouiiiiiii i 113
9. Elektromos tulajdonsagok ...........ccovieiiiiiiiiiiii e 123
10. Magneses tulajdonSAZOK ..........oivvriiiieiiie e 133
11. Optikai tulajdonSAgoK .........cocveiiiiiiiiiii s 143
12. SZUPTAVEZELES ....vviiiiiiiiiie ittt 158
13. FEIVEZEIOK ...t 170
14. AJANIOtE ITOAALOM ... 182




A kemiai kotés

1. A kémiai kotés
Célkitiizés: Az elsé fejezetben az atomok kozti kélesonhatdsok alapjait targyaljuk. Attekintjiik

az alapveto kéteési formdkat, azok fizikai hatterét és néhany szemléletes példan
mutatjuk be ezek alkalmazasat, ill. a természetben valo eldfordulasuk okait.

Sziikséges eldismeretek: A fejezet szamottevo része megértéséhez elegendoek a kozépiskolai
kémiai ismeretek. A hibrid kotések megértésének alapja az atomok
elektronszerkezetének ismerete, az egyes atomi palyak elektronokkal
valo feltoltésének modellje. Az alapveté kotések bonyolultabb
tulajdonsagai, ill. az azokbol kévetkezo molekulapalydk kialakuldsa
tulmutat e fejezet hatarain, a jelenségek részletesebb megértéséhez
ajanljuk az idevonatkozéo kvantummechanika, ill. atom- és
molekulafizika kurzusok tananyagat.

A kémiai kotések tulajdonsagait targyalo fejezet elsajatitasaval az olvaso

»  ismeri az atomok kozt fellépd alapvetd kolesonhatdsokat és a kitések hatterében allo fizikai
jelenségek alapjan osztalyozza ezeket

= Szemlélteti és magyarazza a fontosabb kotések kialakuldsat, megfeleld adatok alapjan
képes atom/ionsugarak, kétési energiak szamolasara

» elfogadja és magaéva teszi az anyagszerkezet kémiai szemléletii leirasat.

A fejezetben bemutatott kristdlyszerkezetek tobbsége az American Mineralogist Crystal
Structure Database adatai alapjan, a JMol szoftver segitségével késziilt.

A szilard testek tulajdonsagait alapvetden befolyasolja az, hogy az dket alkotd atomok,
molekuldk hogyan kapcsolodnak egymashoz, melyek azok a fizikai jelenségek, amelyek az
atomokat tobbé-kevésbé rendezett térbeli szerkezetben tartjdk. Az elsd fejezetben
megismerkediink a négy alapvetd kotéstipus tulajdonsagaival, a kialakuldsuk mogott rejld
fizikai jelenségekkel és az egyes osztalyokba tartoz6 anyagok tulajdonséagaival.

Ha két szabad atomot egymashoz kozelitliink, a belsd, betoltott elektronhéjak nem
valtoznak, viszont ezek az atomok a kiilsd héjak betoltottségétol fliggden kdlcsonhatasba
Iépnek egymassal, ami az elektronszerkezetiiket is megvaltoztatja. A késObbiekben targyalt
kotéstipusok koziil egy kivételével mindegyikben az atomok valamilyen elektron-
delokalizacion keresztiil hatnak kdlcson egymassal.

A delokalizacio mértékétdl (vagy hianyatol) fliggden is osztalyozhatjuk a kotéseket.
Megfeleld kortilmények kozt a nemesgézok, ill. szerves molekuldk is alkothatnak kristalyokat.
Tekintettel a nemesgazok inert voltara, ezeket a kristalyokat elsd kozelitésben nem
elektrosztatikus erdk tartjak Ossze, hiszen elektromosan semlegesek, elektronszerkezetiik
gdmbszimmetrikus, a mag pozitiv toltését az elektronfelhd teljesen kompenzalja. Hogy ezek a
kristalyok mégis létezhetnek, az tn. van der Waals-erék (Johannes Diderik van der Waals,
1837-1923) a felelések, melyek egyszerli magyarazatara a késdbbiekben keritiink sort. A
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pozitiv és negativ toltések kozt fellépd elektrosztatikus kolcsonhatas dominanciaja az i0onos
kotés esetén a legjelentésebb. Amennyiben a kapcsolodd két atom elektronegativitdsa kozti
kiilonbség kicsi, kovalens kétés jon l1étre, mely a két atom kiilso elektronhéjan levd elektronok
,megosztasa” miatt alakul ki, az elektronok a két atom kozti térrészben lokalizalodnak.
Amennyiben az atomokrdl leszakadoé elektronok egyik kdtésben levd atomhoz sem rendelhetdk,
hanem az adott térfogatban teljesen delokalizalt modon, viszonylag szabad mozgasra képesen
helyezkednek el, akkor fémes kétésrél beszEélink.

1.1. Molekulakristalyok (van der Waals-kotés)

Molekulakristalyoknak nevezziik az azonos molekuldkbol (pl. fehérjékbol) felépiild
térbeli szerkezetet, melynek alapvetd épitdkovei kozt elsd rendben nincs szamottevd
kolcsonhatds. A fent emlitettek miatt kondenzalt fazisban a nemesgaz-atomok is igy
kapcsolodnak Gssze, ezért ezeket nemesgaz kristalyoknak is nevezik.

A nemesgazok teljesen betoltott kiilsé elektronhéjjal rendelkeznek, elektronstirliség-
eloszlasuk gombszimmetrikus, ionizacids energidjuk nagy. Az ezek atomjaibol felépiild
kristalyok atlatszok, elektromosan szigetelok, kristalyszerkezetiik az esetek tobbségében
szorosan illeszkedd kobds. Vizsgaljuk meg, mi tartja dssze az amugy elektromosan semleges,
alland6 dipdlmomentummal nem rendelkezd nemesgédz atomokat, hogy azok megfeleld
koriilmények kozt képesek stabil térbeli szerkezetet kialakitani!

A magok koriili elektroneloszlas dinamikus jelenség, tehat idoben valtozik. Ha két
gombszimmetrikus elektronfelhdvel rendelkezé magot kdzelitiink egymashoz, az A mag koriil
fluktualé elektroneloszlas egy id6ben valtozo, nem zérus dipdlmomentumot jelent. Ez a dip6l
a B mag gombszimmetridjat torzitja; a B atom helyén levd, A dipoltol szarmazoé térerdsség a B
polarizalhatdsagan keresztiil indukal egy nem zérus dipolmomentumot, és ennek a két indukalt
dipolnak a kolcsonhatasa okozza a vonzoerdt. A perturbacio-szamitas alapjan megmutathatd,
hogy ez a masodrendli tag a Hamilton-operdtorban mindig negativ, tehat tényleg vonzo
kolcsonhatasrol van szo. Megjegyezziik, hogy van der Waals-erék alatt néha szokas
megkiilonboztetni a dipol-dipél (Keesom-erd), a dipél-indukalt dipél (Debye-erd) és az
indukalt dipél-indukalt dipél (London-erd) kolcsonhatasokat. A fentiek alapjan ezek
elképzelését az olvasora bizzuk.

Megmutathat6, hogy a van der Waals-er6b6él szarmazo potencialis energia a két atom
tavolsaganak hatodik hatvanyaval forditottan aranyos, itt az a als6 index az attractive, azaz
vonzd kolesOnhatasra utal.

Bizonyithat6 tovabba, hogy egy pusztan elektrosztatikus erdkkel kdlcsonhatd rendszer
nem lehet stabil; a kristalyszerkezetet megtartva, az egyes atomokat egymastdl végtelen
tavolsagra tavolitva a rendszer még 0 K-en is onmagéaba omlik. Kell tehat még lennie egy rovid
hatotavolsagl taszitd erének, ami megakadalyozza ezt az 6sszeomlast.
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A stabil egyenstlyhoz sziikséges taszito er6 a Pauli-féle kizdrasi elvbol (Wolfgang Ernst
Pauli, 1900-58) kovetkezik, ennek sziikségességét Pauli még a kvantummechanika kidolgozasa
el6tt felismerte. A Pauli-elv kimondja, hogy egy rendszerben két elektron nem tartozkodhat
ugyanabban a kvantumallapotban, azaz nem lehet Oket ugyanazzal a 4 kvantumszdmmal
jellemezni. Az elméletet Pauli 1925-ben elektronokra dolgozta ki, majd 1940-ben bévitette ki
minden fermionra. Tekintsiink most két azonos, alapallapoti atomot, amelyek kiilsé héjan egy-
egy elektron tartozkodik és kozelitsiik ezeket egymashoz. Amikor az ,elektronfelhdk”
atfedédnek (a megfelel6 elektron-hullamfliggvények atfedési (overlap) integralja nem zérus), a
Pauli-elv szerint a két elektron koziil az egyiknek egy magasabb energiaszintre Kkell
gerjesztddnie, ami legegyszeriibb esetben csak egy elektron spin atforduldsa, de ehhez is
megfeleld mennyiségii energia sziikséges. Mivel ez az energia az alapallapota atomok szaméra
nem all rendelkezésre, a két atom taszitani fogja egymadst, megakadalyozva az elektronfelhdk
atfedését.

Ezt a taszitd potencialt empirikusan felirhatjuk egy karakterisztikus hossz bevezetésével,
vagy hatvanyfiiggvényként, mindkettd egyszeriien kezelhetd analitikusan. Az egyes esetekben
avan der Waals-kdtés teljes energiaja a kovetkezOképp adodik (az r index a kdlcsonhatas taszitd
(repulsive) voltara vonatkozik):

r
karakterisztikus hossz (p) bevezetésével: U, : Bexp [— —j,
Yo,

hatvanyfliggvényként: u,: —,

mi a tovabbiakban az utobbit hasznaljuk. Megjegyezziik, hogy az n kitevének elég nagynak kell
lennie, hogy a taszit6 kolcsonhatas rovid hatotavolsagat megfelelden visszaadja, ez jellemzden
11-12 koriili érték. Technikai okok miatt, a szdmitdsok optimalizalasdra a 12-es kitevot

hasznaljak leggyakrabban, mert a vonzo kdlcsénhatasban szerepld I kiszAmitdsa utdn ez mar
egy négyzetre emeléssel megkaphatd. A fenti kdlcsonhatasokbol felépiild potencial a jol ismert
Lennard-Jones-potencial (vagy L-J, (12,6), (6,12) potencial, utalva a kitevékre) (Sir John
Edward Lennard-Jones, 1894-1954) melynek altalanos alakja:

Up (1) = 4{(%}12 —(%ﬂ (1.1)

Hangsulyozzuk, hogy ez egy, a kisérleti adatokra jol illeszthetd, konnyen kezelhetd, de
végeredményben empirikus formula. A rovid hatotavolsagu taszitd és a hosszabb hatotavolsagi
vonzo kolcsonhatas Osszegeként kialakuld (1.2) Lennard-Jones-potencialt az 1.1 dabran
lathatjuk.
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1.1. abra - A Lennard-Jones-potencial

Az (1.1)-ben szerepld € és o paraméterek kapcsolatba hozhatok a statisztikus fizikabol
ismert viridl-egyiitthatokkal, tehat a gazfazisu allapotegyenletbdl meghatarozhatok. A részletes
levezetést, ill. a paraméterek kozti sszefliggéseket itt helyhidny miatt nem targyaljuk.

Szemléletesebb paraméterekkel is felirhatjuk az L-J potencialt a kovetkez6 alakban:

u(r) :{(%ﬂjﬂ 4(%)6] (1.2)

ahol I, a szomszédos atomok kozti egyensulyi tavolsag, & pedig a kohézids energia. Ezeket
a paramétereket az 1.1. dbra szemlélteti. Az (1.2) alaku kifejezésben az egyensulyi tavolsag (a

potencial minimuma) egyszerti szamoldssal 1, = o -2"° x1.120 -nak adédik.

Mivel a fenti potencidl semmiféle kikotést nem tartalmaz az egyes atomok kozt kialakulo
legkompaktabb format igyekszik felvenni, amely altaldban valamilyen szoros illeszkedésti
térszerkezetet jelent, mint a lapcentralt kobos (FCC, Face Centered Cubic) vagy a hatszoges
(HCP, Hexagonal Close Packed) kristalyszerkezet.

A fentiekben lattuk, hogy a gazfazisban kapott eredményekbdl kovetkeztethetiink a
kristaly atomjait Gsszetarto er6kre. Az eddigiekben nem hasznaltuk fel azt a tényt, hogy azonos
atomokbol allo kristalyrol beszéliink, tehat a koztik 1évo egyensulyi tavolsdg allando,
feltételezhetiink egy 3D transzlacids szimmetriat. Kapunk-e plusz informaciot az anyagrol e
tulajdonsag figyelembe vételével?

A kovetkezokben meghatarozzuk az N azonos nemesgaz-atombol 4ll6 molekulakristaly
energidjat, az egyes atomok kinetikus energidjat elhanyagolva. A kristaly teljes energidja az
egyes atomok 4ltal ,érzett” potencidlis energia Osszege. Az egyes (1) szerinti
parkdlcsonhatasokat 6sszegezve a keresett energia:
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ahol r; az atomok egymastol vald egyensulyi tivolsaga. Gaz fazisban ezek a tavolsagok

tetszOleges értéket felvehetnek, azonban a kristalyban erre mondhatunk egy minimalis értéket,
amelyet itt jeloljiink I;-lal. Ez a tdvolsag két kozvetlen szomszédos atom tavolsaga, amely pl.

lapcentralt kobos kristaly esetén az elemi cella lapatlojanak fele. A 1ényeg, hogy az Gsszes
paronkénti tavolsag tartalmazza ezt egy szorzofaktor formdjaban. Vezessik be az r; =1, p;

jelolést, amivel az energia kifejezése az

o 12 o 6 1 o 12 o 6
E=p 4 (pJ (p] N ’*{a] "*(a] ¢9

alakot olti. Az A, és A paraméterck az adott kristalyszerkezetre jellemzd, a valasztott

AsZ(ijn-

i \ B

referencia-atomtol fliggetlen allandok:

Két szomszédos atom kozti egyensulyi tavolsdg a potencidl minimumanal van, ami
megkaphat6 az energia r szerinti derivaltjaként:

dE _ 6,7 6,6 _
d—r0—12Nga [ -2A0°° + A | =0,
amibdl a keresett tdvolsag
1
6
. =U(2Alz] _ (1.4)
A

A szerkezetfiiggd A, paramétercket kiszamolva a lapcentralt kobos racsra pl. Iy =1.090
adddik, ami j6 egyezést mutat a kisérleti eredményekkel.

Az (1.4)-ben kapott értéket visszahelyettesitve (1.3)-ba, megkaphatjuk az egyetlen atomra
vonatkozo kohézios energiat, melynek (-1)-szerese sziikséges ahhoz, hogy egyetlen nemesgaz

atomot kiszakitsunk a racsbol. Itt € a parkolcsonhatasra jellemzd energia, &, pedig az N atombol

crer

A
oA, €. (1.5)

& =—

Lathato tehat, hogy nemesgazoknal a racsszerkezet ismeretében a gaz allapotban mért o
¢s ¢ paraméterekbdl egyszerlien meghatdrozhaté a szilard fazisi anyag legkozelebbi
szomszédos atomjainak tavolsdga és a kohézids energia, melyekbdl egyéb, pl. rugalmas
tulajdonsagokra is kdvetkeztethetiink.
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1.2. Az ionos Kkotés

Az el6zdekben lattuk, hogy elektromosan semleges atomok kozt hogyan johet 1étre olyan
kolcsonhatas, mely elég erds ahhoz, hogy ezeket az atomokat egy rendezett térbeli szerkezetben
tartsa. A kovetkezOkben az alkdli-halogenidek példajan keresztiil vizsgaljuk az olyan kotést,
amelyben az egyik résztvevo valtozé mértékben elektront ad at a masiknak.

Az alkalifémek (1. fOcsoport elemei) kozos tulajdonsaga, hogy ionizécidos energidjuk
alacsony, tehat egyetlen valencia-elektronjuktol viszonylag konnyen megszabadulnak. A
halogének (VII. fOcsoport) betdltetlen kiilsd elektronhéjjal rendelkeznek, ahonnan csak
egyetlen elektron hidnyzik a stabil nemesgdz-szerkezet eléréséhez, ezen elemek
elektronaffinitasa nagy.

Egy szabad Na atom ionizalasahoz 5.14 eV energia sziikséges. Ha egy szabad CI atom
felvesz egy elektront, akkor az atom elektronaffinitasa miatt felszabadul 3.64 eV-nyi energia.
Meérésekbdl tudjuk, hogy a NaCl kristalyban a molekulankénti kohézios energia 7.9 eV, tehat a
kristalyban a NaCl molekula energidja mintegy 6.4 eV-tal alacsonyabb, mint a két kiilon allo
szabad atom energiaja. Ha egy Na+ és CI- iont kozelitiink egymashoz, a (csak a tdvolsagtol
fliggd, gobmbszimmetrikus) vonzé Coulomb-energia:

e’ 1

E

T Age,
Az el6z0 alfejezetben emlitett taszitd kolcsonhatés itt is fellép és a stabil kotéshosszat itt
is a vonzo és a taszitd potencidlok Osszegének minimuma hatarozza meg. Az ionos kotéssel
kapcsolodé molekuldkhoz teljesen hasonld az ionos kristalyok kialakulédsa, a kristalyracsban
minden negativ iont pozitiv ionok vesznek korbe, és viszont. Példaként tekintsik a NaCl-
szerkezetet, (Id. 1.2. dbra), ahol a Na* és CI" ionok ionsugara rendre 95 pm és 181 pm.

HM:Fm 3 m HM:Fm 3 m
a=5.620A a=5.620A
b=5. 6204 b=5. 6204
c=5.620A c=5.620A
«=90.000° 4 . «=90.000°
$=90.000° y $=90.000°
y=90.000° » 5 y=90.000°

a) b)
1.2. abra - Az NaCl-szerkezet két FCC racs egymasba tolasaval adédik.
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A kristalyracs tehat felvaltva tartalmaz pozitiv és negativ ionokat, a rend kedvéért
megjegyezziik, hogy az a) és b) abrakon a zold gombok a kationokat (Na*), a lila gdgmbok az
anionokat reprezentaljak. A 2. fejezetben részletesen targyaljuk a kristalyracsokat, addig
elégedjiink meg a kovetkezd, rovid leirassal. Az FCC (Face Centered Cubic) szerkezetii
anyagokat ugy képzelhetjiik el, hogy az atomok egy kocka 8 csticsaban helyezkednek el,
tovabba a kocka minden oldallapjanak kozepén (face center) is van egy atom. Magyarul ez a
lapcentralt kobos szerkezet. Belathatd, hogy az a) dbran lathato szerkezet eldallithatd két olyan
FCC racs félig egymasba tolasaval, ahol az egyik racsban csak Na*, a masikban csak Cl" atomok
vannak. Egy adott kationnak 6 db legkdzelebbi, téle azonos tavolsagra levé anion szomszédja
van, ezt a szamot az adott atom koordindcios szadmdnak nevezzik.

A CsCl-szerkezethez képzeljiink el két egyszerli kockat, amelyek csak a csucsokban
tartalmaznak atomokat, az egyik pl. csak Cs+, a masik csak Cl- ionokat (1.3. dbra). Az egyik
kockat toljuk bele tigy a masikba, hogy oldalaik parhuzamosak legyenek és az egyik csticsa a
masik kozéppontjaba keriil. Az igy kialakuld szerkezet a kétféle atomot tartalmazé CsClI-
szerkezet. Ebben a szerkezetben az atomok koordindcios szama 8.

HM:P m 3 m HM:P m 3 m
a=l.123b a=4.123)”\
b=4.123A b=4.123A

c=4.123A c=4.123A
«=90.000° a=90.000°

$=90.000° £=90.000°
y=90.000° ¥y=90.000°

1.3. abra - A CsCl-szerkezet két egyszerii kobos racs egymasba tolasaval adodik.

A cinkblende szerkezet a szfaleritokrol kapta nevét, ezek altalaban kadmium, higany, cink
¢s vas szulfidjai, szelenidjei és telluridjai. A cinkblende szerkezetet az 1.4. abra mutatja. Két,
a kiilonb6z6 ionokat (sziirke és sarga gombok) tartalmazo FCC racsot fedésbe hozunk, majd az
egyiket a testatlo negyedével eltoljuk a masik testatlojanak vonalan. Ebbe a kristalyszerkezetbe
tartozik tobb, a félvezetdiparban hasznalt anyag is, pl. GaAs, InP, CdTe... Egy ion legkdzelebbi
szomszédjai tetraéderes elrendezésben helyezkednek el, a koordinacids szam 4.
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HM:F -4 3 m
a=5.409A
b=5.409A
c=5.409A
«=90.000°
p=90.000°
y=90.000°

1.4. abra - A cinkblende (ZnS) szerkezet.

1.2.1. A Madelung-energia

Az ionos kristalyokban a kohézios energianak csak elhanyagolhat6 részét (kb. 1-2%) adja
a van der Waals-kolcsonhatas energiaja, a kolcsonhatas javarészt elektrosztatikus eredetii. Ezt
az elektrosztatikus energiat nevezik Madelung-energidnak (Erwin Madelung, 1881-1972).

Jeloljik Uy -vel az i-edik ¢és a j-edik ionok kozti kdlcsonhatasbol szarmazé energidt. A

taszitd potencialt most irjuk fel exponencialis alakban, tehat a teljes energia

T 1 q
U, :ﬂexp{——J} q_’ (1.6)

p 4re 1

ahol a kolcsonhatas erdsségére és hatotavolsagara jellemzd A €s p paramétereket mérésekbdl
hatarozhatjuk meg. Az i-edik ionnal kapcsolatos energiak 6sszege az (1.6) parkdlcsonhatasok

Osszege:
U =>U;.

j#i
A NaCl szerkezetben ez az 6sszeg fliggetlen attol, hogy az i-edik ion pozitiv vagy negativ,

valamint a referencia ion kristalyban vald helyzetétdl is, ha az nincs a feliilet kdzelében. Ismét

bevezetjiik az r; = p;R mennyiséget, ahol R a kozvetlen szomszédok tavolsaga. Ezzel (a

feliileti effektusokat elhanyagolva) a 2N ionbdl (N ionparbdl) all6 kristaly teljes rdcsenergidja:

U

,B 1 an
+=NU;,=N|zle " - — |, 1.7
b [ 4re, R J (.7)

ahol R az ionok kozvetlen szomszédainak tavolsaga, az

o= z(—i) (1.8)

= P

-8-
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paraméter pedig az un. Madelung-dllandé, melynek a fent emlitett szerkezetekre szamitott
értékét az 1.1 tablazat tartalmazza. Hangsulyozzuk, hogy az allandé értéke fiigg attdl, hogy a
szamolasokban a kdzvetlen szomszédok tavolsagat, a racsallandot, vagy valamilyen egyéb
fontos tavolsagot hasznalunk. Az 1.1 tablazat értékei egységnyi toltésre €s a szomszédos ionok
tavolsagara vonatkoznak.

| Szerkezet | o

| zns |

1.1. tablazat -Néhany racstipus Madelung-allandéja (Kittel alapjan).

Mivel a fenti 6sszegben a Madelung-energia negativ eldjellel szerepel, ha referencia
ionnak negativ ion valasztunk, akkor a pozitiv ionokhoz tartozé tagok pozitiv, mig a
negativokhoz tartozok negativ eléjellel jelennek meg. Ebben az esetben a Madelung-allando is
pozitiv lesz.

A CsCl-szerkezet Madelung-dllandéja nagyobb abszolut értékii, mint a NaCl-szerkezeté,
tehat ezek alapjan a szerkezet stabilabb, a tapasztalat szerint mégis kevesebb anyag
kristalyosodik CsCl-szerkezetben, mint NaCl-ban. Ennek oka, hogy a kdzvetlen szomszédok
szama a CsCl-szerkezetben (8) tobb, mint a NaCl-szerkezetben (6), igy a taszitdé potencidlok
jaruléka magasabb. A szerkezet stabilitdsanak vizsgélatakor a kvantumos hatisokat éppugy
figyelembe kell venni, mint az elektrosztatikus kdlcsonhatast, csak ezutan mondhatunk barmit
is az ionok elrendezddése 4ltal favorizalt szerkezetrdl.

3D-ben az 0Osszeg kiszamitasa bonyolult és a sor lassan konvergal, tgynevezett
feltételesen konvergens sor. Madelung modszerét Paul Peter Ewald (1888-1985) és H. M.
Evjen tokéletesitették a gyorsabb konvergencia érdekében. Elébbi egy indirekt racson (Id. 2.
fejezet) alapuld6 modszer, mig a masodik a kolcsonhatas multipolus sorfejtésében megjelend
magasabb rendii tagok gyorsabb konvergencidjat hasznalja ki.

Az Evjen-moddszer 1ényege, hogy a referencia ion koriil elektrosztatikusan semleges
kockaékra végezziik el az 0sszegzést, ezzel kikiiszobdlve a ponttdltések kozti kolcsonhatas lasst
konvergenciajat. Példaként nézziik az 1.5. dbrat, ahol a NaCl kristaly egy racsallandonyi
oldalélii kobos részét abrazoltuk.
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1.5. abra — A NaCl-szerkezet a kozponti Cl- ion elsé, masodik és harmadik
szomszédainak tavolsagaval és a hatarfeliileti ionok relativ sulyaval

Tekintsiik a kozponti CI” iont, ennek legkdzelebbi szomszédai a lapkdzepeken
elhelyezkedd 6 db Na* ion, melyek fél racsallandonyi tavolsagra vannak. Emlitettiik, hogy a
Madelung-dllando értéke fligg attol, hogy szamitasoknal a racsallandot, a kozvetlen
szomszédok tavolsagat vagy valamilyen egyéb karakterisztikus hosszt vesziink alapul. Itt a

kozvetlen szomszédok tavolsagat (d,) hasznaljuk, tehat a tovabbiakban minden tavolsagot
ezzel fejeziink ki. A masodik legkdzelebbi szomszédok az oldalélek felezOpontjaban talalhato

12 db CI" ion, melyek d,=d,+/2 tavolsagra vannak a referencia iontdl. A harmadik
legkdzelebbi szomszédok a csticsokban elhelyezkedd Na* ionok (8 db), melyekre d, = d1\/§ .

A térfogat toltéssemlegességét parcidlis toltések bevezetésével oldjuk meg. Minden lapcentralt
toltést 1/2, az éleken elhelyezkeddket 1/4, a csucsokban leviket pedig 1/8 sullyal vessziik
figyelembe. Kiszamolhatd, hogy igy a referencia ionnal egyiitt a kockéaban, ill. annak feliiletén
elhelyezkedd toltések 0sszege zérus. Ennek szemléletes jelentése, hogy pl. egy cstcsban levd
toltés tulajdonképpen 8 kis kockdhoz tartozik, hiszen a rdcs minden irdnyban a végtelenségig
folytathatd. A fenti tavolsagokkal és parcialis toltésekkel felirva a Madelung-d/landot:

a= Z(—i) _eil ot 1 gt 1 4560,
=i P 21 42 843

A kovetkez6 kozelitésekben a referenciaion korili 2, 3, stb. racsallandonyi kockakat
felvéve az Gsszeg az eredeti értékhez konvergal. Papiron szamolva a nehézséget a megfeleld n-
ed rendll szomszédok szaméanak megallapitasa okozza, gyakorlatilag a 3 racsallandonyi kockara
az Evjen-modszer mar par szazalékon beliil pontos eredményt szolgaltat. Vallalkozé kedvii
programozok a ,brute force” modszerrel kiszamolhatjak a NaCl-szerkezet Madelung-
dllandojat az

Z (_1)i+j+k
(i,ik20) A/i% + j2 +k?

o=-

-10 -
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Osszeg hatarértékeként, ahol (i, j,k #0) azt jelenti, hogy a szamharmas mindegyik tagja

egyszerre nem lehet 0, azaz a referencia iont kihagyjuk az 0Osszegzésbdl. Batrabbak
probalkozhatnak a CsCl ¢€s a cinkblende szerkezet szamolasaval is.

1.2.2. Azionsugarak hatisa a szerkezetre

Mint fentebb lattuk, a CsCl-szerkezet Madelung-dllanddja elvileg stabilabb elrendezést
ad, mint a NaCl-szerkezeté, mégis kevesebb anyagot talalunk, melyek a CsCl-szerkezetben
kristalyosodnak. A minimalis energidju szerkezetet az elektrosztatikus kdlcsonhatas mellett
kvantumos effektusok (pl. Pauli-elv) is befolyasoljak. Mint a kovetkezOkben latni fogjuk, az
ionos racs esetén a térszerkezet kialakitasaban fontos szerepet kap a racsot alkoto ionok sugara
IS.

Rontgenkrisztallografias mérésekkel meghatarozhato egy kristaly racsallandoja. Az ionos
kristalyok modellezésénél gyakori a ,hard sphere” felfogas, amely az ionokat merev
gomboknek tekinti, tehat az elektronfelhok atfedése nem megengedett. P1. SC (simple cubic)
racs esetén a racsallanddé megadja két legkdzelebbi, azonos ion tdvolsagat, ami kétszerese a
kation (vagy anion) sugardnak. Ez a mddszer csak abban az esetben ad jo eredményt, ha az
egyik ion sugara sokkal kisebb a masikénal (pl. Lil), ezaltal az el6bbi befér az egyébként
egymast érinté nagyobb gombdok kozé. A hard sphere modell segitségével most megvizsgaljuk,
hogy az egyes szerkezeteket kialakito ionok sugarai kozt milyen sszefliggést talalhatunk, amik
az adott szerkezet stabilitasat befolyésoljak.

Az 1.3. abran lathattuk mar a CsCl-szerkezetet, amit két egyszerii kobds racs altal alkot.
Vizsgaljuk meg, hogy milyen lehet az anion-kation sugarak ardnya 0gy, hogy az ellentétes
toltésli ionok érintsék egymast, de az azonos toltésli ionok ne fedjenek at. Geometriai
megfontolasokbdl ekkor egyrészt az a oldalélii kocka éle (a racsallandd) nagyobb vagy egyenld,
mint a nagyobb ion sugardnak kétszerese, masrészt a testatld a sugarak sszegének kétszerese.
Kevés kivétellel feltehetjiik, hogy az anion sugara nagyobb, mint a kationé.

2r <a és

2(r. +r)=av3,

amib8l a p=r /r_aranyra azt kapjuk, hogy

0<1.366 = ——

V3-1'

Fontos mérészama egy szerkezetnek az atomok/ionok illeszkedése, azaz az elemi cella
kompaktsaga, tomorsége. Ez a — gyakran APF-fel (Atomic Packing Factor v. egyszeriien csak
packing) jelolt — szam mondja meg, mekkora az elemi cellaban az atomok altal elfoglalt térfogat
és a cella térfogatanak hanyadosa. Nézziik meg, hogy a fenti szerkezetre ez hogyan szamolhato,
mi az optimalis ionsugar-hadnyados (ahol az APF a legnagyobb) és mennyi ekkor az APF. Az
elemi cellaban van egy ion kozépen, ill. 8 db ellentétes toltésii a csicsokban, melyek azonban
csak 1/8-ad részben tartoznak a kiszemelt cellaba, Gsszesen tehat egy anion €s egy kation van:

-11 -
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3

3
r++r—) :72'\/5 1+ p3
2 (1+p)3

472'(
Vi 3
APF = Yion_ _
Vcella 8V3(r Tr )3
9 ‘"

Egyszertien kiszdmolhat6, hogy ennek minimuma akkor van, amikor a két ionsugar

megegyezik, a minimum értéke pedig

APF . = ”T?’ ~0.68.

Hasonl6 szamitassal NaCl-szerkezetre joval tagabb intervallumot kapunk, az ionsugarak
aranya

p<2414=

J2-1
A packing minimuma ismét egyenld ionsugaraknél van, értéke APF . =7/6=0.524 .

Az alabbiakban a Pauling-féle ionsugarakkal szamolunk, melyek Na*-ra, Cs*-ra és Cl-ra
rendre 95, 169 és 181 pm. Tegyiik fel, hogy a CsCl egyszerti kobos és lapcentralt racsban is
kristalyosodhat. Ekkor egyszerii szamolassal adodik, hogy a kétféle szerkezetben az ionok
térkitoltésének aranya:

APF,. 33
APF... 4

FCC

~1.3.

Ha feltessziik, hogy a NaCl egyszerii kobos szerkezetben kristalyosodik ugy, hogy az
ellentétes toltésti ionok érintik egymast a testatldé mentén, akkor kideriil, hogy a racsallando
kisebb, mint a negativ ionok sugaranak kétszerese, tehat a nagyobb sugarii azonos ionok
atfednének. A stabil szerkezetben ezért a racsallandot a nagyobb ionok sugara hatdrozza meg
és az ellentétes toltésliek nem érintkeznek. Ekkor a térkitoltés aranya a kétféle szerkezetben:

3
APF,, :1(1+ p) 0,886
APF '

e 4 P

A fentiekbdl lathato, hogy a CsCl kristalyban az ionsugarak ardnya ugyan megengedné a
NaCl-szerkezetet is, azonban a térkitoltés, vagyis a kristaly kompaktsaga inkabb az egyszerii

kobos racsot favorizalja. Ugyanigy a NaCl kristaly esetén az arany az FCC szerkezetet részesiti
elonyben. Megjegyezziik, hogy a szerkezet predikcidjara az ionsugarak aranyan alapulé hard
sphere megkdozelités nagyon gyenge feltétel, az ionsugarak fliggnek a koordinacios szamtol, és
pl. a spin-allapottol is, valamint eléfordulhat olyan eset is, ahol a kation nagyobb. Pl. a
valdsagban sokkal tobb NaCl-szerkezetben kristalyosodd anyag létezik, mint az a geometria
alapjan varhato lenne.

Példaként, a NaCl anion/kation ionsugar-hanyadosara 1.44-et kapunk, tehat valoban a
NaCl-szerkezetben kristalyosodik. Ugyanezek az értékek a CsCl-ra 0.92-re, a ZnS-re pedig
2.49-re adodnak.

-12 -
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1.3. A kovalens kotés

A kémiai kotés még az ionok kozti kolcsonhatas esetén sem kovetkezik be teljes
elektrontranszferrel. Az alkali halogének kozti nagy elektronegativitds-kiilonbség azt
eredményezi, hogy az elektronstirliség erdsen az anion felé tolodik. Ha a kotésben részt vevo
két atom elektronegativitdsa kozti kiilonbség nem szamottevd, akkor 1j elektronallapotok
jonnek 1étre, ami azt eredményezi, hogy az elektronstiriiség a két atom kozti térrészben nagy
lesz, Iétrehozva ezzel egy erds, iranyitott, Un. kovalens kotést.

A kotés részletes kialakuldsat, a mogottes kvantummechanikai jelenségeket itt nem
targyaljuk, erre vonatkozdan javasoljuk a megfelel6 kurzusok anyagat.

1.3.1. Az elektronegativitas

Linus Carl Pauling (1901-94) vezette be az atomok elektronegativitdsat, ami azt fejezi
ki, hogy az adott atom mennyire vonzza az elektronokat. Két, A és B atom kozti kovalens kotés
erdsebb, mint ahogy azt az A-A és B-B molekulak kotéserdsségébdl feltételezhetnénk. Pauling
ezt az extra energidt az elektronegativitdsok kozti kiilonbségbdl adodo, részleges ionos
kolcsonhatasnak tulajdonitotta. A Pauling-féle elektronegativitas definicioja:

| 2a— 7| =(ev)*1’2\/Ed (AB)-[E,(AA)+E,(BB)]/2, (1.9)

ahol E, (ij) az i-j atomokbol all6 kétatomos molekula disszociacios energidja. Referenciaként

a hidrogén szolgal, melyre y,, = 2.20 . Ez alapjan pl. kiszamolhato a hidrogén-bromid esetén a
hidrogén ¢és a brom elektronegativitasanak kiilonbsége. Tudjuk, hogy A H-H kotés
disszociacios energidja E, (AA)=4.52eV , a Br-Brkotés¢ E; (BB) =2.00eV , a H-Br kotésé

pedig E,(AB)=3.79eV, amibdl a két elektronegativitas kiilonbségére |y, — xg|=0.73

adodik. Mivel a (1.8) definicid szimmetrikus a két heteroatomos molekulara nézve, némi
»kémiai intuicid” sziikséges ahhoz, hogy eldontsiik, melyik atom az elektronegativabb. A HBr
pl. vizben H" és Br ionokra disszocial, tehdt ebben az esetben a Br a nagyobb
elektronegativitasu, de tobb esetben ezt nem egyszerii eldonteni. Egy kémiai kotés ionos vagy
kovalens voltat az elektronegativitasok kozti kiilonbség donti el, kb. 1.7-es kiilonbségnél a kotés
50-50%-ban ionos/kovalens, efolott az ionos karakter dominal.

Ahogy az elemek legtobb fizikai-kémiai tulajdonsdga periodicitdst mutat, az
elektronegativitasnal is megtalalhato ez (1.6. dbra). Alapvetden elmondhatjuk, hogy minél
kozelebb van az elektron a maghoz, annal jobban érzi a vonzé kdlcsonhatast, annal nagyobb az
elektronegativitas. Az atomsugarat a magtoltés, az elektronhéjak €és az arnyé€kolas hatarozzak
meg. Egy peridduson beliil a magtoltés nd, viszont az elektronok csak ugyanarra a palyara
keriilhetnek, tehat az elektronegativitas nd. A kovetkezd periodusban egy Uj elektronhéj jelenik
meg, az elektronok tavolabb kertlilnek a magtol, igy csokken az elektronegativitas. A betoltott
héjakon levé elektronok arnyékoldsa miatt az effektiv magtoltés csokken.

-13-
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1.6. abra - Az elektronegativitas periodicitasa. Az értékek focsoportok szerint novekednek.

1.3.2. A o-kotés

A kovalens tipusok koziil a o-kotés a legerdsebb. A kotés a két atomot Osszekotd
tengelyre nézve forgasszimmetrikus, kialakulhat két atomi s-palya, vagy s-p, p-p, p-d és d-d
palyak atfedésével is (1.7. abra).

W 0O odDe o0 OO

n

g=g $=Pz sp™ — sp” sp" —s Pz ~ Pz
oo ool g
Pz — dZZ dzz — dzz dxz_yz — dxz_yz

1.7. abra —A o-kotés kialakulasa atomi palyak atfedésével

1.3.3. A n-kotés

A n-kotés akkor jon 1étre, ha egy-egy atomi palya két nagy elektronsiirliségii térrésze fedi
egymast (1.8. dbra). Az atomokat tartalmazo szimmetriasikban az elektronsiiriiség zérus.
Valamivel gyengébb, mint a o-kotés, pl. a C=C kettds kotés (egy o- és egy m-kotés) kotési
energiaja kisebb, mint két o-kotés energiaja. Az atomi d-pdlydk szintén kialakithatnak n-kotést,
ez pl. a tobbszords kotésti fém-fém molekulakban fordul eld.

pmw —pm pr —dm dm —dm

1.8. abra — A n-kotés kialakulasa atomi p- és d-palyak atfedésével
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1.3.4. Hibridizacio

A molekuldkban, szilardtestekben az atomok a kornyezetiikben atomokkal kotéseket
képeznek, altalaban egyszerre tobbel is. A kovalens kotés tulajdonséagai alapjan egy atom annyi
kotést tud 1étrehozni, ahany parositatlan elektron van az egyes energiaszintjein. Az alapallapotu
szén elektronszerkezete pl. 1s22s?2p?, tehét elvileg 2 kovalens kotés kialakitasara képes. Némi
energia aran egy 2s-elektron egy iires 2p palyara keriil, igy az elektronszerkezet 1s22s'2p3 lesz.
Bar a szabad atomok esetén ez egy magasabb energidllapot, az energiabefektetés megtériil az
uj kotések 1étrehozasaval (1.9a) dbra).

Az igy kialakulo sp® hibrid molekulapalydk tetraéderesen helyezkednek el az atom koriil
(1.9b) dbra) és pl. a metan esetén a hidrogének 1s-palyaival alkotnak c-kotést. Hasonloan
alakulnak ki 1 s- és 2 p-palyabol az sp?, ill. 1 s- és 1 p-palyabdl az sp hibrid palyak, melyek
rendre a molekuldkban talalhaté kettds és harmas kotésért feleldsek. A hibrid palydk csak o-
kotéseket képesek kialakitani, a hibridizaciobol kimarado p palyak feleldsek a tovabbi n-palyak
kialakitasaért.

2s 2p

D C LO?Q\/

| |
2p ~ ot 1 t $ l

a) b)
1.9. abra — Az sp® hibrid molekulapalya energiaja és kialakulasa.

A kovalens kotésii szilardtestek atomjai tehat iranyitott kotésekkel kapcsolddnak, ahol az
elektronok térben erdsen delokalizaltak és nem tudnak hozzajarulni az elektromos vezetéshez.
A kovalens kotésti kristalyok legtobbje ezért szigeteld vagy félvezetd. Attdl fliggden, hogy mely
atomi elektronpalyak hibridizalodnak, kiilonb6z6 iranyitottsagh kotések lehetségesek, amelyek
nagyban befolyasoljak a kristalyok szerkezetét. Néhany kovalens kotés kotési energiajat a 1.2.

tablazat tartalmazza.
Energia [eV]

Si-C

1.2. tablazat — Néhany kovalens kotés energiaja
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A kémiai kotes A féemes kétes

1.4. A fémes kotés

Sok esetben a betodltetlen elektronhéjakon levo elektronok szama meghaladja a kovalens
kotésben részt vevo elektronok maximalis szamat, ezek az elektronok nem lokalizaltak. A
fennmarad¢ elektronok kitoltik a pozitiv toltések altal elfoglalt teret, 1étrehozva a fémes kotést
(1.10. abra).

Az ionos kotéssel ellentétben itt a szabad elektronokat nem koti meg egy nagy
elektronegativitasu atom, szabadon mozoghatnak a magok kozt. Ezek az elektronok vesznek
részt az elektromos vezetésben is, ezért Oket vezetési elektronoknak nevezziik. Olyan elemekt6l
varunk fémes viselkedést, melyeknél a kiilsé elektronok eltavolitasa nem keriil nagy energiaba.
Az elektronok eltavolitdsdhoz befektetett energiadt kompenzalnia kell valamilyen
energiacsokkenésnek, hogy a keletkezd allapot stabilabb legyen a kiindulésinal.

Az energiacsokkenés egyrészt a kvaziszabad elektronok kinetikus energiajabol adodik,
amely kisebb, mint az atomhoz kotott elektronoké. A potencidlis energidra vonatkozodlag
elmondhatjuk, hogy kb. ugyanannyi szabad elektron van, mint azonos t6ltésii pozitiv ion, tehat
elvileg az elektronoknak kb. zérus potencialt kellene ,,érezniiik”. A Pauli-elv és az elektronok
kozti taszitd Coulomb-erd ezt modositja, az elektronok igyekeznek elkeriilni egymast, tehat
atlagosan egy negativabb, vonzo potencialt éreznek, ami Gjabb energiacsokkenéshez vezet.

00O
@@@@@
@@@@@
&0 006

1.10. abra — A fémes kotés a kristalyracsban elhelyezked6 pozitiv ionokkal
és a delokalizalt elektronfelhdvel

A fémek altalaban a szorosan pakolt szerkezeteket (1d. késdbb) preferdljak. Egyrészt a
fémes kotés nem irdnyfiiggd, masrészt a szoros pakolas eldsegiti az elektron-hullamfiiggvények
jobb atfedését, maximalizalva a delokalizaltsagot, ami nagyobb energianyereséggel jar. Ezek a
szerkezetek maximalizaljak a koordinacios szamot is.

A fémes kotés gyengébb, mint a kovalens vagy ionos kotés, energidja néhany eV. Erdsebb
kotés van az atmeneti fémek esetén, ahol az s- és p-elektronok delokalizalt vezetési
elektronokka valnak, a d-elektronok pedig kovalens kotésben vesznek részt.

14.1. A hidrogénkotés

A hidrogénatom kis mérete miatt még ionos kotésben is csak két atom tud szorosan
elhelyezkedni a proton koriil. A nagy ionizacids energia miatt a hidrogén kiilonleges kotést
képes létrehozni két, nagy elektronegativitasu atommal (pl. F, N, O), az un. hidrogénkdtést.
Ekkor a proton a két atom kozti két egyensulyi helyzet kozt oszcillal.
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A kemiai kotés Ellendrzo kerdesek

A vizben két oxigénatom kozti tivolsag 2.9 A, az egyensilyi helyzetek kb. 1 A-re vannak
a két atomtol. A hidrogén és a kdzelebbi oxigén kozti kotés kovalensnek tekinthetd, de erésen
poldros, ezért a tidvolabbi atommal is kapcsolatot tud létesiteni, ahol a kotéshossz kb. 1.8-2 A.
Ezen az oldalon a kotés gyengébb, erre utal a hidrogénkotés O —HL H jelolése. A kotés
erdssége n¢hany tized eV.

A hidrogénkotés fontos szerepet jatszik a fehérjék stabilitdsaban, az a-hélix C=0 és N-H
csoportjai kozt kialakuld hidrogénkotések nagyban hozzdjarulnak a hélix szerkezetének
fenntartasaban. A polipeptid lancban minden C=O csoport a tle 4 aminosavval korabbi N-H
csoporttal 1étesit hidrogénkdtést (1.11. dbra), igy a kis kotési energia ellenére a H-kotések nagy
szama szamottevd mechanikai stabilitast eredményez.

1.11. 4bra — H-kotések az a-hélix polipeptid lancaban (Wikipedia)
1.5. Ellenorzé kérdések
1. Melyek az elsddleges kotések? Jellemezze Oket!
2. Milyen kolesonhatas a dominans az ionos kdtésben?
3. Mi a kiilonbség a masodlagos (van der Waals) kotések fajtai kozt?
4. Definialja a Madelung-energiat és —allandot!
5. Jellemezze a NaCl- és CsCl-szerkezeteket!
6. Milyen atomi tulajdonsagok befolyasoljak az elektronegativitast?
7. Magyarazza meg az elektronegativitas periodicitasat okoz6 fizikai paraméterek hatasat!
8. Ismertesse a hibridizacio jelenségét!
9. Milyen elemek alkotnak véarhatoan fémes kotést?

10. Mi a kiilonbség a fémek és az atmeneti fémek kozt?
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A kemiai kotés Mintafeladatok

1.6. Mintafeladatok

1. Egy aracsallanddval jellemzett végtelen linearis lancban felvaltva kovetik egymast
+g és —q toltések. A Kkis hatotavolsagu taszité potencialt elhanyagolva hatarozzuk
meg a Madelung-allandét a kozvetlen szomszédok tavolsagara vonatkoztatva!

Megoldas:

A Madelung-energia:

ahol R a kozvetlen szomszédok tavolsaga, ami esetiinkben a/2. Egy -q toltést iont
valasztva referencianak, ettdl jobbra és balra is van egy +q toltésti ion R tavolsagra,
ugyanigy egy-egy -q toltésii ion 2R tavolsagra, stb. Az elektrosztatikus kdlcsonhatasbol
szarmaz0 energia igy:

az x=1 helyettesitéssel a fenti kifejezés a kovetkezo alakba irhato:

2 2
E, =T 2= 9 om2 amibel
4rme, a 4rme, R
a=2In2

2.  Egy ionos parkoélcsonhatast leir6 potencial:
A B

ij r9 r’

a disszociacidos energia E;, az egyensilyi tavolsag r,. Szamoljuk ki az A és B

paramétereket!
Megoldas:
Az egyenstlyi helyzet a potencial minimumanal van, ami egyben a disszociacios energia
Is:
Y (9Ar®+B)=0 = B=9Ar",
dr
A 9A A
Ey=—-—5="387,

r0 r0 r-O

tehat
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A kémiai kotes Gyakorlo feladatok

1.7. Gyakorlo feladatok

=

Szamoljuk ki a Madelung-allando6t abban az esetben, amikor a mintapéldaban +2q és -2q
toltésekbdl all a lanc.

2. A Lennard-Jones-potencialt alapul véve szamitsuk ki a Ne-kristaly lapcentralt kobos és
tércentralt kobos kristadlybeli kohézids energidinak hényadosat. A megfeleld
racsosszegek:

(FCC) Zp*12 12.13188; C,(FCC) Zp’6—1445392

(BCC) Z p,"” =9.11418; C;(BCC) Z p;® =12.2533

3.  Hatarozzuk meg a cinkblende szerkezetre vonatkoz6é maximalis ionsugar-aranyt.
Feltehetjiik, hogy az anion sugara nagyobb, mint a kationé.

4.  Hogyan valtozik az ionok kozti egyensulyi tdvolsag, ha a taszitod potencial valtozatlan, de
az iontoltések megkétszerezédnek?

5. Az Evjen-moddszer segitségével hatarozzuk meg a gyémant-szerkezet Madelung-
allandojat a masodik legkdzelebbi szomszédokat figyelembe véve.

6.  Mennyi energia szabadul fel, amikor egy Na és Cl atom NaCl molekulava kapcsoldédik
0ssze? A Na ionizacios energiaja 5.14 eV, a klor elektron affinitasa 3.62 eV, a NaCl-ban
a kotéshossz 236 pm. A Pauli-féle taszito potencialtol tekintsiink el.
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Rdacsszerkezet Kristalyrdacs és —szerkezet

2. Racsszerkezet

Célkitiizés: Feladatunk annak meghatarozdasa, hogy a szilard testek milyen formaban
jelenhetnek meg a természetben. Az idedlis (végtelen kiterjedésii) kristalyokra
jellemzo  transzldacios invarianciat feltételezve meghatarozzuk az alapveto
szimmetria-tulajdonsdgokat, ill. az ezekbdl kévetkezd, a valosagban ténylegesen
realizaldodo szerkezeteket.

Sziikséges eldismeretek: A fejezet megértéséhez kozépszintii téergeometriai, ill. vektoralgebrai
ismeretekre van sziikség.

A rdcsszerkezet alapjainak elsajatitasa utan az olvaso

. tudja a rdcsszerkezet leirasara hasznalt alapveto fogalmakat, szimmetriaelemeket és -
miiveleteket.  Geometriai  jellemzoik  alapjan  csoportositia  az  alapveto
kristalyszerkezeteket

. felismeri egy kristalyszerkezet geometridgjat és szimmetridit, ezek alapjan meghatdarozza
az anyag egyes fizikai tulajdonsagait

. erdeklodik a komplexebb vegyiiletek szerkezete irant

. racsszerkezetek adatait tartalmazo adatbazisok alapjan képes eredményei ellendrzésére
és kritikus szemléletére, a hibdk javitdsara

Az el6zd fejezetben megismerkedtiink az atomokat, molekuldkat Osszetartd erdkkel,
milyen fizikai torvények, jelenségek miatt alakulhatnak ki pl. a tobbatomos molekuldk. A
kovetkezOkben azt vizsgaljuk, hogy ezen erdk hatdsdra milyen hosszu tavii rendezettséggel
rendelkezd struktirdk alakulhatnak ki a természetben. Itt szigortian a matematikailag végtelen
kiterjedésti, periodikus szerkezeteket (egykristaly) targyaljuk, a valodi kristdlyokban fellépd
hibak, szerkezeti anomalidk a 4. fejezetben keriilnek el6étérbe. Jelen fejezetben az atomok
geometriai elrendezddéseinek alapvetd tipusaival ismerkediink meg, valamint megtanulunk
»t4jékozddni” a végtelen racsban.

2.1. Kristalyracs és —szerkezet

Az idealis kristaly azonos szerkezeti elemek térbeli ismétlddése. Ezek legegyszeriibb
esetben (elemi kristadlyok esetén) oOnallo atomok/ionok, de pl. a rontgen-diffrakcios
fehérjeszerkezet-meghatarozashoz novesztett kristalyok esetén maguk a tobb ezer atombol alld
fehérjemolekuldak rendezddnek periodikus struktiraba, ekkor a kristalyracs egy-egy
racspontjaban egy egész fehérje foglal helyet. Rogton az elején felhivjuk a figyelmet arra, hogy
a kristalyracs nem azonos a kristalyszerkezettel! A kristalyrdcs bizonyos szimmetria-
miuveletekkel Onmagaba vihetd, térben periodikusan elhelyezkedd racspontokbol allo
matematikai absztrakcid, mig maga a kristdlyszerkezet ezekbe a racspontokba helyezett
atomokbol, molekulakbol, stb. allo, un. bdzis, tehat:

kristalyszerkezet = kristalyracs + bazis

Idealis kristalyok esetén a térbeli kristalyracsot harom bdzisvektor alapjan definialhatjuk.
A lehetséges racsokra vonatkozo alapveté feltétel, hogy a racs barmely r , ill. barmely masik
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Racsszerkezet Szimmetriaelemek és -miiveletek

I'=r+pa,+0a,+ra,; p,gre- (2.1)

helyvektort pontjabol a racs minden szempontbol azonosnak latszik, a racs barmely (1) alaka
I
transzlacija sordn az Onmagaba megy at. Az a; vektorok a bazisvektorok, melyek

megvalasztasa egyaltalan nem egyértelmii (2. dbra). A bazisvektorok altal kifeszitett térrész a
kristaly. A minimalis hosszusagu bazisvektorokat primitiv racsvektoroknak (pl. a 2.1. abran a
bal also vektorpar), az altaluk kifeszitett minimalis térfogatl térrészt primitiv elemi cellanak
nevezzik. A primitiv elemi cella fontos tulajdonsagai, hogy

e cellanként egy atomot (bazist) tartalmaz,
rr [
e minimalis terilettel/térfogattal rendelkezik (V =, -(a, xa,)|)

Egy primitiv racsvektorokbol 4ll6 vektor-hdrmasbol barmikor alkothatunk egy linedrisan
fliggetlen Uj harmast, melyek egyiitthatoi egészek, de ez nem feltétleniil lesz primitiv. A nem
primitiv rdcsvektorok egész egylitthatds linearis kombindciojaval nem érhetd el a racs minden
pontja. A gyakorlatban a szamolasok megkonnyitése érdekében, valamint szimmetria-okok
miatt eltérhetlink a primitiv elemi cella hasznélatatol.

2.1. abra — Kiilonb6z6 bazisvektor-parok valasztasa 2D-ben.
Az also6 sorban az els6 vektorpar egy primitiv elemi cellat definial

A fentebb emlitett transzlacids szimmetria kizarolagos hasznalata végtelen sok
lehetdséget biztosit a racs felépitésére vonatkozdan, hiszen barmilyen hosszisagl és egymassal
tetszOleges szoget bezard vektorokat valaszthatndnk. Ebben az esetben viszont a racs csak
inverzios szimmetriaval rendelkezhet. Léteznek azonban olyan speciélis racsok, melyek a 2.1.
dbran lathat6, Gn. ferdeszogl raccsal ellentétben nem csak inverzids, hanem magasabb rendii
szimmetridval rendelkeznek, a kovetkezOkben ezeket tekintjiik at.

2.2, Szimmetriaelemek és -muveletek

Egy végtelen kiterjedésii kristalyt szimmetrikusnak neveziink, ha létezik olyan miivelet,
amellyel a kristalyt 6nmagaval fedésbe hozhatjuk. Ilyen szimmetriamiiveletek lehetnek pl. a
forgatas, tiikrozés, eltolas, a megfeleld szimmetriaelemek pedig azok a tengelyek, sikok vagy
inverziocentrumok, amelyekre vonatkozolag a miiveleteket végrehajtjuk.

a) Inverzio
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Racsszerkezet Szimmetriaelemek és -miiveletek

Az inverzid pontra (inverzios centrum, a szimmetriaelem) valo tiikkr6zés. Ez minden, az
inverzids centrumra vonatkoztatott r helyvektort atvisz —r -be.

b) Forgatais

Megmutathato, hogy a transzlacids invarianciat figyelembe véve a racs csak olyan, egy
pontja kortli 2z/n szogh elforgatasokra lehet invarians, melyekre n csak az (1,2,3,4,6) értékek
valamelyikét veheti fel. Ez kapcsolatban van azzal a ténnyel, hogy a sik csak szabalyos harom-
, négy- és hatszogekkel fedheto le hézagmentesen. Az n=1 eset az identitas-operator, ezt kiilon
nem szoktuk a forgatdsokhoz sorolni. Azt a szimmetriatengelyt, mely koriil a 2z/n szogu
elforgatas torténik n-fogasu vagy n-ed rendii tengelynek nevezziik és Cy -nel jeldljiik. A 2.2.
abran egy szabalyos hatszog szimmetriatengelyeit lathatjuk. Ha a legmagasabb szimmetridval
jellemzett forgéastengely egyediili, akkor principalis vagy fotengelynek nevezzik.

C, Gy, G

G

2.2. abra — A hatszog 2-, 3- és 6-fogast szimmetriatengelyei
C) Tiikrozés

A tiikrozések szimmetriaeleme két dimenzidban a tiikortengely, harom dimenzidban a
tiikorsik. Ha a fétengelyt tartalmazza a tiikkorsik, akkor fliggdleges, ha a fétengely merdleges a
sikra, akkor vizszintes tiikorsikrol beszéliink, ezek jelolése rendre oy €s on. A aq —vel jelolt, un.
dihedralis sik a fétengelyre mer6leges két Ca tengely szogfelezdje (2.3. dbra)

(a)

2.3. abra - Fiiggoleges (a), vizszintes (b) és dihedralis (c) tiikorsikok

d) Csavartengely és csuszotengely/csuszosik (screw axis és glide line/plane)

Térben tovabbi két specialis szimmetriamtvelet 1étezik, melyek egy forgatas és eltolas,

crer
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Racsszerkezet Szimmetriaelemek és -miiveletek

egy tengely koriili n-ed rendii forgatas és a tengellyel parhuzamos eltolas egymasutanja (2.4.
dbra).

Mivel a 2z/n sz6gl forgatast és az eltolast n-szer végrehajtva a racs az eredeti allapotaba
kell, hogy kertiljon, a transzlaciéo mértékére a kovetkezo feltétel érvényes:

-~

n|t=p'll', pe ,

ahol T a kristalysikok tavolsaga, t pedig az egyes 2z/n szogii elforgatasokat kovetd eltolas
nagysaga. A csavartengely jeldlése np, ami azt jelenti, hogy egy n-ed rendii forgatast és eltolast
n-szer végrehajtva a racs a csavartengellyel parhuzamosan p racsallandéval tolodik el. Az np

forgatva tolasok koziil csak a p=0,1K ,n—1-ek fiiggetlenek.

- <E4>

1
2.4. dbra — A csavartengely demonstricidja egy 4. tengelyre. Az egymastol | tavolsagra levé sikokkal
1

rendelkezé kristalyt egy 27t/4 szogii elforgatas és egy U eltolas szorzatinak 4 egymasutinja 6nmagiba
I

viszi gy, hogy az eredeti sikokat a | tavolsag kétszeresével tolja el.

Tekintsiink egy primitiv négyszoges (2.5a) dbra) racsot egy kétatomos bazissal. A racsra
jellemzd vizszintes tengelyl tiikdrszimmetria automatikusan eldallitia a b) dbran lathatd
mintazatot. Az egyéb tiikorsikok hatasat az egyértelmiiség kedvéért nem abrazoltuk.

® @ @ @
[ o [ o
o o

,,,,, e |

o @
¢ ¢ o o
o L

@ @

) 0

2.5. abra — Primitiv négyszoges racs vizszintes tiikortengelyének hatasa tobbatomos bazisra

Ha most egy nem primitiv(!), centralt négyszoges racsot néziink, akkor a 2.6. dbrdn
lathato helyzet alakul ki. A centralt racs miatt az A bazis az 4 -vel jelzett molekulat generalja,
ami az eredeti A molekula racsszimmetria-generalta tilkorképének (B) eltolasaval és egy koztes
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sikra (pontozott vonal) valo tiikrozésével szintén eldallithatd. A pontozott vonallal jelolt
tiikkorsikot csuszosiknak nevezzik, maga a szimmetriamiivelet neve pedig csusztatva tiikrozes.

o, O

([ ) [ ]
....... PY ..A.

B
([ )
o ° o
([ ) (]
o O

2.6. abra — A cstiszosik Abrazoldsa. A racsszimmetria miatt kialakul6 A’ molekula az A-nak racsgenerelta
tiilkorképe egy koztes csuszésikra valo tiikrozésével és egy tovabbi eltolassal allithaté elé

Egy molekula vagy végtelen racs szimmetriamiiveletei csoportot alkotnak, tehat két
szimmetriamivelet szorzata (egymds utani alkalmazasa) szintén egy megengedett miivelet,
azaz a racsot dnmagaba viszi. Minden mivelet legalabb egy pontot helyben hagy, a fentiek
miatt ezen a ponton kell &tmennie minden szimmetriatengelynek és —siknak; praktikus okokbol
célszerli ezt a pontot az origdnak valasztani. A racs egy pontjat helyben hagyo, de a racsot
egyébként 6nmagaba vivl szimmetriamiiveletek csoportjat a racs pontcsoportjanak nevezzik.
A felsorolt szimmetridkat figyelembe véve térben 6sszesen 32 pontcsoport létezik.

Egy adott racs pontcsoportja csak maganak a racsnak a szimmetridjat veszi figyelembe.
Ha a racspontokba tobbatomos bazist helyeziink, akkor az igy kialakul6 un. tércsoportok szama
mar 230-ra nd. A bazis atomjainak magneses dipdlmomentumara vonatkozé megszoritasokat,
szimmetridkat figyelembe véve Osszesen 1651 un. magneses v. szines (fekete-fehér) tércsoport
l1étezik, melyek figyelembe veszik egy magneses spin atfordulasat is.

Mint emlitettiik, a racspontokban a valosdgban a legtobb esetben nem egyetlen atom,
hanem atomcsoportok vagy — akar tobb ezer atombol alldo — molekulak helyezkedhetnek el, a
racspont egy ,.elkent” elektronfelhd valamely pontjara esik. A primitiv cella csak a racs
szimmetridjat veszi figyelembe, a bazisét nem. Ha azt szeretnénk, hogy a bdzis minden egyes
atomja ¢és elektronja ugyanabban a cellaban legyen, akkor az tin. Wigner — Seitz-cella
haszndalata sziikséges. Egy racspont koré rajzolt WS-cella a tér azon pontjait tartalmazza,
melyek kozelebb vannak a kiszemelt racsponthoz, mint barmely mésikhoz. Ebbdl adodik a
szerkesztés menete is: megrajzoljuk a kiszemelt racspontot €s elsd, masodik, stb. szomszédait
0sszekotd egyenesek felezd merdlegeseit (az dbran szaggatott vonalak). A felez6 merdlegesek
(térben sikok) altal bezart térrész a WS-cella (2.7. abra).
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(.
L*

2.7. abra — A Wigner — Seitz-cella szerkesztése. Szaggatott vonalakkal az egyes atomokat dsszekotd
szakaszok felezé merdlegeseit jeloltiik

A primitiv racsvektorok relativ iranyitasa nem mindig tiikrozi a rcs szimmetridjat. Ilyen
esetben elonyodsebb hosszabb, de a szimmetriat tiikr6z6 vektorokat valasztani. A 2.8. dbran
1

valasztott @, ¢és b racsvektorok altal kifeszitett téglalap mar jOl mutatja a racs

tiikorszimmetridjat. Ezt a négyszdges, nem primitiv elemi cellat hagyomanyos elemi cellanak,
vagy a racs Bravais-celldjanak nevezziik.

° ° ° ° ] — ® ° °
[ ] [ ] L] [ ] [ ] [ ]
b b=2a,-3a,
] ] "_4).: ] ]
a

2.8. abra — A kizéppontos négyszoges racs elemi és hagyomanyos Bravais-cellaja

2.3. Bravais-racsok két- és harom dimenziéban

Tekintslink egy kétdimenzios Bravais-racsot. Ha Iétezik egy, a racs sikjara merdleges
szimmetriatengely, akkor a transzlacids szimmetria miatt végtelen, ezzel parhuzamos tengely
létezik. Azonban a réacs transzlacids invariancidja miatt nem létezhet tetszéleges 2z /n szogi
forgastengely. Az aldbbiakban megkeressiik azokat a lehetséges forgatasokat, melyek az
eltolassal egylitt is 6nmagaba viszik a racsot.

Vegyiink egy forgastengelyt a primitiv elemi cellaban. A koordinata-rendszer megfeleld
valasztasaval elérhetjiik, hogy a rovidebb primitiv racsvektor (&) az X iranyba mutasson (2.9.
abra).
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2.9. abra — Egy primitiv racsvektor elforgatasa

Ekkor a C(¢p) és C(—¢p)=C™(¢) forgatasokat elvégezve a kovetkezé vektorokat
kapjuk:

!

I [ .
a'=C(¢p)a=a(cosp,singp,0)

r r .
a"=C™(p)a=a(cosp,—sing,0)

Ha a C forgatids a racs egy szimmetridja, akkor mindkét igy kapott vektor egy-egy
racspontba mutat. A transzlaciés szimmetria miatt a’+a" is egy ricspontba mutat és egyirdnyt
a-val. Mivel a a legrovidebb racsvektor volt, ezért ez a vektor a egész szamu tobbszorose:
2C0S ¢ =N, tehat azok a forgatasok, melyek a transzlacios invarianciat nem sértik, csak

T T 2
=0, t—, t— +— 7«
3 2 3
szogliek lehetnek. A lehetséges transzlacios és rotacids szimmetridkat figyelembe véve a
lehetséges kétdimenzios Bravais-racsok primitiv elemi cellait a 2.10. dbran tiintettiik fel, a
racsvektorokra ¢és az altaluk bezart szogekre vonatkozé megszoritasokkal egyiitt. A
kozéppontos négyszoges racsnal a hagyomanyos és a primitiv elemi cellat is abrazoltuk.

L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
® ® ® 0
. b ® [] ] b [ [ ® B ® 0
a a ® [—-_ 0
. o [ (] a
|5|¢|E|, 7 £ 90° |§|¢|E|, 7 =90° |5|:|E|, 7 =90°
. Ny ® ®
b ® ® ® ® ®
52
° e e . ® ° N
N
[ ) ﬁl L ] [ ] ° — ° °
a
a=a Lb=2a,-a ja=[b|, »=120°

2.10. abra — A lehetséges kétdimenziés Bravais-racsok

Mivel minden Bravais-racs rendelkezik inverzios szimmetriaval, a krisztallografiai
pontcsoportoknal a térben 1€tezé 230 pontcsoport koziil csak azok johetnek szdba, amelyek
szintén tartalmazzak az inverzidt, mint szimmetria-miiveletet. Tovabbi megszoritdsokat kapunk
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Bravais-racsok két- és harom dimenzioban

a lehetséges forgastengelyek és tiikorsikok kapcsolatat figyelembe véve. A racs transzlacios és
rotacidés szimmetridi végll 32 lehetséges pontcsoportra szikitik a kort, melyek térben 7
kristalyrendszert és Osszesen 14 Bravais-rdcsot eredményeznek, melyek a 2.11. dbran

lathatoak.

A 2.11. abran lathatéd hét kristalyrendszer tulajdonsagait az aldbbiakban foglaljuk 6ssze.

Zarojelben kozoljiik az angol elnevezést, a jeldlést €s a pontcsoportot; P primitiv, | tércentralt,
F lapcentralt és C un. alaplapon centralt racsokat jelentenek.

a=b=c
a, B,y #90°

Triclinic
a=b=c
a=p=y=9(0°
c c
b
a
P
a=b=c
a=f=y=90°
c
b
a
P Tetragonal
a=b=c
a=g=y=90°
"
b
a
P

a=b=c
B #90°
a,y=90°

a=b=c
B +#90°
a,y=90°

\ \
a ‘ a ‘
P Monoclinic C
a=b=c a=b=c a=b=c
a=p=y=90° a:ﬂ:y=90° a=F=y=90°
N>\
A Y
c c v
b b
% % A
]
| Orthorhombic C F
a=b=c a=h=c
a=b=c a f=90° y=120° (lj[f= Y#ﬂ]:
a=g=y=90° oy . "
¢ c ]
g — |
a A N b :
a 21
| R = e
Trigonal / Hexagonal P Trigonal R
a=b=c a=b=c
a=p=y=90° a=g=y=90°
C C
b b
a a
| F
Cubic

2.11. abra — A 14 térbeli Bravais-racs

(http://www.xtal.igfr.csic.es/Cristalografia/archivos_03/bravais-en.jpg)
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e Hdaromhajlasu (triclinic, aP, Ci): a harom bazisvektor iranya €s nagysaga tetszleges,
ebbdl csak a primitiv 1étezik.

e FEgyhajlasu (monoclinic, mP és mC, Con): a harom bazisvektor hossza tetszéleges, de

1
egyikiik (az abran a b) mer6leges a masik kett6 altal kifeszitett sikra. Az alaplapon
centralt racs a négyszoges oldalai kdzepén is tartalmaz racspontot.

e Rombos (orthorombic, oP, oC, ol, és oF, D). a primitiv elemi cella téglatest,
kiilonb6z6 hosszusagu, de egymasra paronként merdleges bazisvektorokkal. Primitiv,
tércentralt, lapcentralt és alaplapon centralt Bravais-racsok léteznek.

e Négyzetes (tetragonal, tP és tl, Dan): az elemi cella egy négyzet alapu hasab, csak
primitiv és tércentralt racsok léteznek.

e Hatszoges (hexagonal, hP, Den): két primitiv racsvektor egyenlé és egymassal 120°-
os szOget zarnak be. A harmadik bazisvektor tetszéleges hosszsagi lehet, de
merdleges a masik kettd altal kifeszitett sikra. A késdbbiekben tovabbi, Uin. szoros
pakolasu hatszoges racsokkal is megismerkediink.

e Romboéderes (rhombohedral (trigonal), hR, D3q): a hatszdges racs centralt valtozata,
de anndl alacsonyabb szimmetridval.

e Kobos (cubic, cP, cl és cF, On): az elemi cella kocka, primitiv, tércentralt és
lapcentralt valtozatok 1éteznek.

Az alédbbiakban részletesen foglalkozunk a kobos és hatszoges rendszerekkel, ill. az Gn.
gyémantraccsal.

2.4. Egyszeri kristalyrendszerek

2.4.1. A kobos rendszer

A szamolasok szempontjabol egyszerli példa a kobos rendszer, melynek két kiilonbozo
képviseldjével mar a kotések targyaldsanal talalkoztunk, név szerint a NaCl- és CsCl
szerkezetekkel.

A Bravais-cella ebben az esetben egy kocka, harom képviseldje van a
kristalyrendszernek: az egyszerti kobos (simple cubic, SC), a tércentralt- (body-centered cubic,
BCC) és a lapcentralt kobos racs (face-centered cubic, FCC). Egyszerii kobos racsban eddig
csak az a-Po az egyetlen ismert elem. A Bravais-racs primitiv, egyetlen atomot tartalmaz (1/8
atomot a kocka 8 csiicsdban), a térkitoltési tényez6 0.52. Az atomok koordinacids szama 6.

A BCC récs Bravais-cellaja nem primitiv, 2 atomot tartalmaz, a koordinéacids szam 8§, a
térkitoltési tényezo 0.68. Az alrendszer néhany elemi képviseldje: Li, Na, K, Rb, Ba, V, Cr és
Fe. A primitiv rdcsvektorok a 2.12. dbran lathatok.
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Az FCC racs kitiintetett szerepet jatszik a kobos rendszerben, az atomok koordinacios
széma 6, egy hagyomanyos elemi cella 4 atomot tartalmaz.

joual
]

2.12. abra — A tércentralt kobos racs primitiv elemi cellijanak bazisvektorai

Az FCC szerkezetben kristalyosodo elemek néhany képviseldje: Ag, Pt, Ni, Ca, Kr,... A
primitiv egységcella a 2.13. dbrdn lathato.

&

2.13. abra — Az FCC racs primitiv elemi cellaja.

2.4.2. A hatszoges rendszer

I
A récs primitiv celldja a 2.14. dbrdn lathat6 pirossal, |£1| = ‘b , az altaluk bezart szog 120°

1 1 r ! 4 I3 7 . .7 . 14
¢s ¢ merbleges az a és b vektorok altal meghatarozott sikra. A primitiv hatszoges racs
térkitoltési tényezdje (APF) mintegy 20%-kal kisebb, mint az FCC racs¢, ez az oka annak, hogy
természetes koriilmények kozott egyetlen atom sem kristalyosodik ebben a szerkezetben.

!

2.14. abra — A hatszoges racs primitiv elemi cellaja a bazisvektorokkal

A primitiv racsnal érdekesebb az un. szoros pakolast hatszoges racs (Hexagonal Close-
Packed, HCP), mely egyike az atomok kozti legszorosabb illeszkedést biztositd elrendezésnek
(2.15. dbra). A racs hatszoges elrendezésii sikok egymasra pakolasaval allithaté el6. A masodik
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réteget (,,B”) tigy helyezziik el, hogy az atomok az els6 (,,A”) sik ,,lyukaiba” illeszkedjenek. A
harmadik (,,C”) sik elhelyezésére igy két lehetdségiink van; pl. a harmadik sik atomjai
keriilhetnek kozvetleniil az els6 sik atomjai folé, azaz a harmadik sik megegyezik az elsdvel, a
sikok sorrendje igy (ABABAB...). Masik lehetdség, hogy a harmadik sik atomjai a ,,B” sik
altal szabadon hagyott lyukak folé keriilnek, ekkor az ABCABC... sorrendet kapjuk. Az el6z6
a 2.16. dbran lathatd HCP, a masodik lehetdség a mar megismert kobos FCC racsot adja. Az
FCC récs testatlojara merdleges sikok hatszoges szerkezetét lathatjuk a 2.17. dbran.

2.15. abra — Hatszoges sikok egymasra rétegzésével kialakulo HCP és FCC racsok (Hofmann)

Tobb, mint 30 elem kristadlyosodik a szoros pakoldsu hatszoges racs valamelyik
valtozataban, mint pl. a Be, Cd, Co, He, Ti, Zn, stb.

4

~
v,
7
/
'\
PR
[
7
1z

2.16. abra — A HCP szerkezet (Solyom)

A hatszoges sikok kiillonboz6 periodikus ismétléseivel egyéb érdekesebb és bonyolultabb
szerkezetek is kaphatok, melyekkel a jegyzet terjedelme miatt nem foglalkozhatunk.
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2.17. abra — Hatszoges sikok az FCC racsban (Sélyom)

2.4.3. A gyémant- és cinkblende szerkezet

Az FCC racson alapuld, kétatomos bazist tartalmazé szerkezetek koziil e jegyzetben csak
kett6t emlitiink részletesen. Mind a gyémantracs, mind a cinkblende-szerkezet két FCC racs
részleges egymasba tolasaval alakul ki. A gyémant szerkezet esetén mindkét FCC racs azonos,
mig a cinkblende szerkezet esetén a két racs kiilonb6zd atomokat tartalmaz, igy alakul ki a
kétatomos bazis. Tipikus példak a negyedik fécsoportban levd elemek, pl. gyémant, Si, Ge,
melyeknél a kovalens kotéseket a tetraéderes szimmetriaju sp® hibrid palyak létesitik.

A szerkezet ugy képzelhet6 el, hogy két, egymast fed6 FCC racs koziil az egyiket a
testatlo mentén annak negyedével eltoljuk (2.18. dbra). A koordinacids szam 4, a Bravais-cella
8 atomot tartalmaz.

2.18. abra — A gyémant szerkezet a tetraéderes kotésekkel

A cinkblende szerkezet annyiban tér csak el a gyémanttol, hogy a bazis atomjai
kiilonbozbéek, azaz a két FCC racsot mas-mas atomok alkotjak (2.19. dabra). Cinkblende
szerkezetben kristalyosodik tobb, a mikroelektronikdban alkalmazott félvezetd, mint pl. a
GaAs, GaP, InP, InAs, ZnS, stb.
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a
2.19. abra — A cinkblende (ZnS) szerkezet

2.5. Iranyok és sikok a racsban

A végtelen racsban val6 tajékozodas érdekében az irdnyokat és az egyes kristalysikokat
jelolniink kell. Az iranyokat szogletes zardjelbe tett szdmhdrmas jeldli, mely megegyezik az
adott irdnnyal parhuzamos racsvektor tengelyekre vonatkoz6 komponenseinek ardnyéaval. A
negativ szamokat feliilvonassal jeloljik és mindig a legkisebb egész aranyl széamokat
hasznaljuk! A 2.20a) abrdn a kocka testatldja irdnyaba mutatd iranyt jeloltik. A b) dbra az

(1/2,1/2,1) vektorral parhuzamos irany képzését mutatja be, melynek a fentiek szerinti jelolése
[112].

L2 2]
A.. 2. A
f 4 .
9) i , 0
/ > e G B ¢

- f -
X/ [ T

a) b)
2.20. abra - a) A kocka testatlojanak, ill. b) az (1/2,1/2,1) vektornak megfelelé [112] iranyok a racsban

A kristalysikok jelolésére az un. Miller-indexeket (William Hallowes Miller, 1801-1880)
hasznaljuk. Ezek a kerek zarojelbe tett szamharmasok a kdvetkezOképpen hatarozhatok meg:

e Hatarozzuk meg racsallandé-egységekben a sik tengelymetszeteit.

e Vegyiik az igy kapott szdmok reciprokat, majd azokat a legkisebb egész szdmokat,
melyek aranya megegyezik a reciprokok aranyaval. Az igy kapott (hkl)
szamharmas az adott sik Miller-indexe.

Pl. ha a sik tengelymetszetei: 4, 1, 2, akkor a megfelel6 reciprok értékek 1/4, 1, 1/2, az
ugyanilyen aranyu legkisebb egész szamok pedig (142). A végtelenbeli metszéspont indexe 0,
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ez egy, az adott tengellyel parhuzamos sikot jelol. A 2.21. abran néhany sikot és azok Miller-
indexeit tiintettiik fel.

1
|
T T
L
1 1 N
I I ’
k== ———f == -
# £ »

(211) (213) (112)

2.21. abra — Sikok Miller-indexei a kobos racsban

2.6. Ellenorzo kérdések

1. Ismertesse a racsszerkezet leirasara hasznalt alapvetd fogalmakat!

2. Példékon keresztiil mutassa be az alapvetd szimmetriaclemeket és -operatorokat!
3. Rajzolja le a kétdimenzios Bravais-racsokat és jellemezze dket!

4. Mia Wigner — Seitz-cella és hogyan szerkeszthetjiik meg?

5. Sorolja fel a 7 kristalyosztalyt és jellemezze dket!

6. Hogyan befolyésolja az ionsugarak aranya a kialakul6 szerkezetet?

7. Hogy definiadljuk az irdnyokat a kristalyban?

8. Hogyan adhato meg egy racssik a Miller-indexekkel?

9. Ismertesse a gyémant- és a cinkblende szerkezeteket!

10. Mi a kiilonbség a kovalens €s a fémes kotésii kristalyok térkitoltése kozt?
2.7. Mintafeladatok

1. Hatarozzuk meg a térkitoltési tényezot (APF) a lapcentralt kobos racsban, az
atomokat egymast érintd, azonos sugari merev gomboknek tekintve (Id. hard sphere
model)!

Megoldas:
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4.

o

Egy a racsallandoju lapcentralt kobos racsban az atomok gy érinthetik egymast, ha az
Oket képviselé gombok sugaranak négyszerese megegyezik a kocka lapatldjaval:
r=ad2
4
Az FCC racs elemi cellanként 4 atomot tartalmaz, ebbdl maris felirhatjuk a térkitoltési
tényezOt, amely az atomok 4altal elfoglalt térfogat és az elemi cella térfogatanak

hanyadosa:
Az
4.~ r®
V 3 » T 2N2 w2
APF._ — “atom _ =4°.Z. =——=0.74.
Fce v 33 3 3 6

cella

A kapott érték egyébként a lehetséges maximum, ami egymast érinté gombokkel elérheto,
ezért is hivjak az FCC récsot szoros pakolast kobds racsnak.

Az FCC szerkezetben kristilyosodé arany siiriisége p =19300kg-m™, az atomi

tomeg 197 g/mol. Hatarozzuk meg a szoros pakolasu sikok kozti tavolsagot!
Megoldas:

Kobos racsban a szomszédos (h k 1) sikok tavolsaga:

&

vh? +k? +1?

ahol a a racsallando, tehat el6szor ezt kell meghataroznunk. A siriiséget felirhatjuk a

dhkl =

kovetkezd képpen:

M
m N,
PEV TR

ahol figyelembe vettiik, hogy az FCC racs elemi cellanként 4 atomot tartalmaz. Ebbdl a
racsallandot kifejezve, majd felhasznéalva, hogy az FCC racs szoros pakolast sikjai az
(11 1) Miller-indexekkel jeloltek, a sikok tavolsagara 0.235 nm adodik.

2.8. Gyakorlo feladatok
Hatarozzuk meg a térkitoltési tényezot HCP (Hexagonal Close Packed) racsban!
Bizonyitsuk be, hogy kobos racsban a (h k I) sik merdleges a [h k ] iranyra!
Hatarozzuk meg kobos racsban az (11 1) és az (1 1 0) sikok altal bezart szoget!
A hard sphere modell alapjan hatarozzuk meg az idealis c/a aranyt a HCP szerkezetben!

A gyémantban a kovalens kotés hossza 154 pm. Mennyi a gyémant stirisége?
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3. Szerkezetvizsgalat

Célkitiizés: Az alapveto kristalyszerkezetek ismeretében ratérhetiink ezek kisérleti
meghatarozasanak egyik alapveto, a diffrakcion alapulo modszerére. Jelen
fejezetben az elektromagneses sugadrzas periodikus struktirdkon valo szorédasat,
ill. ennek jelentoséget vizsgaljuk a kristalyszerkezet-meghatdrozasban. Bar végig
a rontgensugarakra koncentrdalunk és veliik példalozunk, eredményeink a
kvantummechanikabdl jol ismert részecske-hullam kettosség miatt a neutron- és
elektron-diffrakciora is wugyanugy érvényesek. A fejezet végén roviden
megvizsgaljuk a kiilonbozo modszerek elonyeit és hatranyait.

Sziikséges eldismeretek: A rontgensugarzas keletkezése, ill. tulajdonsagainak megértéséhez
sziikséges az atomok felépitésének ismerete, melyet részletesen a
megfelelé atomfizika (héjfizika) kurzus targyal. A diffrakcio részletes
elméleti targyalasat a hallgatok a fizikai optika tantargykoérén beliil
hallgatjak. Ezeken kiviil természetesen felhasznaljuk az elozé
fejezetben megismert kristdlyszerkezetek legfontosabb jellemzoit is.

E fejezet elsajatitasaval az olvaso

. ismeri a diffrakcio jelenségét és az ezen alapulo alapvetd szerkezetmeghatdarozdsi
modszereket, ezek elonyeit és hdtranyait

. megfelelo adatok ismeretében alkalmazza a Bragg-feltételt egyszerii szerkezetek
geometridjanak meghatarozasara

. erdeklodik bonyolultabb felépitésii kompozit anyagok szerkezeti felépitése irant

. Javaslatot ad egy adott probléma megoldasdira felhaszndlhaté — optimalis
szerkezetvizsgalati modszert illetoen

A modern szilardtestfizika egyik legrégebbi szerkezetvizsgélati modszerei kozé tartoznak
az elektromagneses sugarzas elhajlasan alapuldo modszerek. Johannes Kepler (1571-1630) mar
1611-ben felismerte, hogy a hopelyhek a vizmolekulak specialis hatszoges elrendezodésének
koszonhetik alakjukat. A XVII-XIX. szazadban tobben vizsgaltdk az asvanyok szimmetriait,
tobbek kozt ekkor sziiletett meg William Hallowes Miller el6z6 fejezetben megismert
jelolésrendszere is, valamint a krisztallografia egyéb alapvetd eredményei.

A Wilhelm Conrad Rontgen (1845-1923) altal 1895-ben felfedezett ,,X-sugarak”
természete eleinte vita targya volt a fizikusok kozt, végiil Max Theodore Felix von Laue (1879-
1960) 1912-es kisérlete volt a végso érv amellett, hogy a rontgensugarzas az elektromagneses
sugarzas egyik fajtdja.

3.1. A rontgensugarak tulajdonsagai

A 100 eV — 10 MeV-ig terjed0 energiaju rontgensugarak csak energiaban ¢és
hullamhosszban kiilonboznek a radio-, fény- és gamma sugaraktol, hullamtermészetet mutatnak
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1 pm-t6l 10 nm-ig terjedd hulldamhosszal. A kvantumelmélet szerint az elektromagneses hullam
részecskék, fotonok osszességének is tekinthetd, melyek energiaja aranyos a frekvenciaval

E=hv,

ahol h=6.626x10""J-s, a Planck-alland6. Az anyaghullimra vonatkozé de Broglie

Osszefiiggés kapcsolatot teremt a hullamhossz és az impulzus kozt:

A=—.
p
Az anyagban terjedd elektromégneses hullam sebessége csokkenhet, de a foton sohasem
lehet nyugalomban, nyugalmi témege nincs. A 100 kV-nal kisebb fesziiltséggel gyorsitott
elektronokra a relativisztikus tomegnovekedés elhanyagolhatd, ennél nagyobb energiaknal a
megfeleld

relativisztikus formula alkalmazando.

3.1.1. Rontgensugarzas eldallitasa

A rontgensugarzas részletes targyaldsdhoz az olvasot az atomfizika kurzus megfeleld
fejezetéhez iranyitjuk, most csak az alapvet6 tulajdonsagokat tekintjiik at. A megfeleléen nagy
(néhany 10 kV) fesziiltség hatidsara a katdodbol az anddba csapddd elektronok gyorsan
spektrumu sugarzast kapunk. Megjegyzendd, hogy a becsapddo elektron mozgasi energidja kb.
1%-ban alakul rontgensugarzassa, a tobbi hoveszteség. Amikor egy elektron éppen teljesen
elvesziti az Osszes energidjat, akkor maximalis energidjli (minimalis hullamhosszusagl)
sugarzast kapunk. A gyorsitofesziiltség fliggvényében a legrovidebb hullamhossza hatar (SWL,
Shortest Wavelength Limit):

C hc
Ag =——=—"
Vix €V
Ka
Kg
Ka
K
\ -
1 | 1
05 10 15
A (R)

3.1. abra — A rontgensugarzas tipikus spektruma
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Amikor egy megfeleld kinetikus energiaju elektron az andd egy atomjanak bels6 héjarol
kilok egy elektront, az atom gerjesztett allapotba kertil, egy lyukat hagyva az elektronhéjban.
A karakterisztikus rontgensugarzas akkor keletkezik, amikor egy magasabb energiaju héjon
tartozkodo elektron betdlti ezt a lyukat és az atom alapallapotba keriil. Ekkor a keletkezd
sugarzas energiaja megegyezik a két elektronhéj kozti energiakiilonbséggel. Mivel ez az energia
szoros kapcsolatban all a céltargy anyagaval, ill. az egyes elektronhéjakkal, ezt karakterisztikus
sugarzasnak nevezziik. Molibdén és réz targetek rontgen-emisszios spektrumat lathatjuk a 3.1.
abran.

A Karakterisztikus rontgensugarzas hullamhosszat megad6 Gn. Moseley-térvény (Henry
Gwyn Jeffreys Moseley, 1887-1915) a Z rendszamu céltargyra vonatkozoan:

Lorz-s. )22

n m

ahol R a Rydberg-alland6 (R =1.0973x10" m™), Sm az arnyékolési tényezd (ami a Ka vonalra
0 és a KP vonalra 1). Az n, és n, értékek a belso és a kiils6 héjakra vonatkoznak (K:1, L:2,
M:3,...).

3.1.2. Rontgen-abszorpcié

A mintara érkez0 sugarzas a magokat koriilvevo elektronfelhén szorodik, nem feltétlentil
a beérkezd sugdrzas iranyaba. A karakterisztikus sugarzast keltd fotoelektromos abszorpciotol
eltekintve is csokken az intenzitas, az anyagban terjedd sugarzas intenzitasat a jol ismert

_ — X
I =1,

képlet segitségével kaphatjuk meg, ahol u az anyag linedris abszorpcids egyiitthatdja, ami
egyrészt fligg a sugarzas hulldmhosszatol, masrészt az anyag allapotatol, stirtiségétdl is. Szokas
bevezetni a csak az anyagra jellemz0, un. tdmegabszorpcids egyiitthatot (u/p) is.

A sugérzas elnyelddése ndvekvd energiaval csokken, de az abszorpcidos spektrum
bizonyos hullamhosszaknal éles toréseket mutat. Ezek az Gn. abszorpcios élek megfelelnek az
egyes héjak kozti atmeneteknek (3.2. dbra).

800

L abszorpcids él
L L

600 -

200 -

Tomegabszorpcids egyiitthato [em2/g]
g
||

0 1 I 1 L
1 2 3
Hulldmhossz [nm]

3.2. abra — A rontgensugarzas abszorpcioja
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3.2. A reciprokracs

A szilardtestfizika egyik alapvetd koncepcidja a reciprokrdcs, melynek szerepe a
jelenségek leirasaban a késobbi fejezetekben is rendkiviili fontos lesz.

Tekintsiink egy f(x)=f(x+a) periodikus fiiggvényt. Ez Fourier-sorba fejthetd, ami
felirhaté komplex alakban:

x)=> f, exp[Zzigx} :
k

Lattuk, hogy az idedlis kristalyszerkezet invarians a Bravais-racs vektorainak linearis
1
kombinaciojabol adddé minden olyan T eltolasra, melyre
! r r r g
T=na +n,a,+na,,ne”,
tehat a kristaly lokalis fizikai tulajdonséagai (pl. elektronstiriség) is periodikus fliggvényekkel
irhatoak le. A fenti kifejtésben szerepld 27k /a pontok az 1D kristaly reciprokrdacsa, amit

szokas még k-térnek is nevezni. Ez az a tér, ahol egy térbeli fliggvény Fourier-transzformaltjat
reprezentaljuk.

Harom dimenzioban a Fourier-kifejtésben szereplé pontok egy-egy vektort hataroznak
meg, melyek halmaza a reciprokracs. Ezek a hulldmvektorok olyan sikhulldmokat adnak,
1

melyeknek periodicitisa megegyezik a Bravais-racséval. Tekintsiink egy tetszéleges R
racsvektort, ekkor

|lI;(F+Fr?) ik

€ =€ ,azaz

A reciprokracs azoknak a k vektoroknak a halmaza, amelyekkel az adott Bravais-rdcs minden

11
, , kR
racsvektorara e"" =1.

A Kk-térben minden reciprokracs-vektor eléallithatdo a primitiv reciprokracs-vektorok
linearis kombinéciojaval:

ahol
r 1 1 1 1 1 1
b, =27 2% —27rf—a3|—1r— b, = 27 %
a,-(a,xa,) a,-(a,xa,)’ a,-(a, xa,)

r 1 . . . .
és érvényes az ab; =270, Osszefiiggés. A reciprokracs Wigner — Seitz-cellajat Brillouin-
zonanak (Léon Brillouin, 1889-1969) nevezziik.
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3.3. Szoras periodikus strukturan

Az alébbiakban a periodikus racson valo elhajlas fizikai alapjaival foglalkozunk. Optikai
tanulmanyainkbol tudjuk, hogy a racsalland6 nagysagrendjébe es6 hullamhosszsagu sugarzas
a racson elhajlik. A Huygens — Fresnel-elv alapjan a racs minden ,kivilagitott” pontja elemi
hullamforrasként viselkedik és a szordsi képet ezen elemi hullamok interferencidja adja.
Visszautalunk optikai tanulmanyainkra, ahonnan tudjuk, hogy egy periodikus rés-szerkezet
(racs) elhajlasi képe megorzi az egyetlen rés esetén tapasztalt burkolot, de a rések szamanak
novekedésével a burkold alatti elhajlasi rendek egyre siiriibbek és élesebbek lesznek (3.3. dbra).

3.3. abra — Hullam elhajlasa periodikus struktiran

A szilard testekben az atomi kotéshosszak angstromi nagysagrendbe esnek, ezért a
megfeleld energidji rontgensugarzas, a nagyenergiaju elektronsugarak ill. a termikus neutronok
kivalo lehetdséget nydjtanak a szerkezetvizsgalatra, hiszen ezek de Broglie hullamhossza
megegyezik az atomi tavolsagokkal. A kristalyszerkezet altal produkalt szorasi képre két
kiilonb6z6, de egymassal ekvivalens magyarazatot Max Theodor Felix von Laue (1879-1960)
és Sir William Henry Bragg (apa, 1862-1942) ill. Sir William Lawrence Bragg (fiu, 1890-1971)
adtak, akik 1914-ben (Laue, a kristalyok altal okozott rontgendiffrakcio felfedezése) és 1915-
ben (Bragg-paros, a NaCl, ZnS és gyémant szerkezetének meghatarozasa) a tudomanyteriileten
végzett kiemelkedd munkassadgukért Nobel-dijat kaptak. L. Bragg maig a legfiatalabb Nobel-
dij nyertes (25 év).

Az aldbbiakban csak egyszeres reflexiokat vesziink figyelembe, ami legtobb esetben
megfelel a valoésagnak. Szamolasainkban csak a rugalmas, tehat energiaveszteség nélkiili
szorasokra szoritkozunk.
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3.3.1. A Bragg-feltétel

Bragg az egymast kdvetd atomi sikokrol visszaverddo sugarzas interferencidjat vizsgalta
(3.4. dbra). Az So, 9 szogben az 1-es és 2-es sikokra beérkez6 (a krisztallografiai beesési sz6g
nem egyezik meg az optikabol ismert beesési szoggel!) sugarzds két elemi nyaldbja két
szomszédos (hkl) sikban levé atomrol szorodik.

M T
"e 6 d
s . thil)
3 \"’rc ¢
A-> d sin®

3.4. abra - A Bragg-feltétel

Az S irdnyban reflektalt nyalab akkor észlelhetd, ha ebben az irdnyban a két elemi hullam
konstruktivan interferal, azaz a koztiik 1év6 utkiilonbség

2d,,sing=nA, ne”
Ez a mar atomfizikabol is jol ismert Bragg-feltétel.

3.3.2. A Laue-feltétel

Laue nem az egyes kristalysikokrol, hanem az atomokrdl visszaverddd sugarzas
interferenciajat vizsgalta (3.5. dbra).

3.5. abra — A Laue-feltétel

1 . g r " ’ ’ r r !
Tekintsiink egy A hulldmhosszl, n irdnyban beérkezd sugarzast, amely egymastol az R,
racsvektorral elvalasztott két atomrodl szorddik. Ekkor a két elemi nyaldb kozti utkiilonbség:
1 r 1 r
As=R,-n-R,-n’,

a koztiik 1évo faziskiilonbség pedig ennek megfelelden:

A(D:'an'k_Rn'il(”
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azaz a konstruktiv interferencia feltétele:
I I I
R, -(k—k')=2zm.

Koréabban lattuk, hogy ha egy tetszOleges racsvektor szorzata egy masik vektorral 2z
egész szamu tobbszordse, akkor az utdbbi sziikségszerlien egy reciprokracs-vektor, tehat

kek'=G .

Azt kaptuk tehat, hogy a konstruktiv interferencia feltétele az, hogy a beérkezd és visszavert
nyalabok hullamszamvektoranak kiilonbsége megegyezzen egy reciprokracs-vektorral. Tudjuk
tovabba, hogy a

G,, =hb, +kb, +1b,, hk,le"

reciprokracs-vektor meréleges a (hkl) sikra. Kénnyen belathatd, hogy ekkor

|
r r
GJ_(k—E].
>

Mivel rugalmas szdrasrdl beszéliink, a beérkezd és visszavert hulldmok hullamszdmvektoranak
abszolutértéke megegyezik, tehat a 3.6. dbra alapjan:

~

— |
Gy |

|

(hkl) ﬁ

3.6. abra — Szérasi geometria
r r.. 2
‘th,‘ = 2‘k‘sm9 =m—,

iy

ami atrendezés utan megfelel a Bragg-feltételnek.

Az egyes kristalyrendszerek két legkozelebbi (hkl) sikja kozti d,,, tavolsag elemi

geometriai modszerekkel kiszamolhatd, az alabbiakban csak egy dsszegz6 tablazatot kozliink
(3.7. dbra).
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1 R+k+ P

1 RK+E P
Tetragonal: E = '—';'2-" + 2‘5 '
| Heracona: l_g(h2+hk+k2)+§
exagonal. 7 i G S o
Rhombohedral:
1 (W + k* + [P)sin®  + 2(hk + kil + hl)cos’a — cos a)
&2 a*(1 — 3cos’a + 2cos’a) l
L R kP /~ V = volume of unit cell
Orthorhombic: 7 =—+ 7 +5
@ € S = blcIsina,
» 1 1 (K  Ksin®B  [>  2hicos B
Monoclinic: & sin? ,8\;:3 _— i & ac S, = a’c’sin® B,
1 .
Triclinic: % = F(s,.hz + S,k + Syl? + 28,hk + 28,5kl + 25,5h1) -< 833 = a’b’sin’y,

]
I
|

= abc*(cosacosf — cosy),

8,3 = a’be(cosfBeosy — cosa),

\ 83 = ab’c(cosycosa — cosp).

3.7. abra — Két legkozelebbi (hkl) sik tavolsaga

3.3.3. Az Ewald-szerkesztés

Paul Ewald 1913-ban publikalt egy szemléletes, a Laue-feltételen alapulé geometriai
megkdzelitést a varhato szorasi iranyok meghatarozasara (3.8. dbra).

3.8. abra — Az Ewald-szerkesztés
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I
A reciprokracsba(!) berajzoljuk a beesd nyalab K vektorat tigy, hogy a végpontja(!) egy
1
racspontra essen. A vektor kezddpontjabol, mint kozéppontbol egy ‘k‘ sugaru kort rajzolunk.

rrrrr

koron fekszik. Lathato, hogy ekkor egyértelmiien teljesiil a Laue-feltétel.

34. Kisérleti modszerek

Az egyes mérési modszerek kiilonboznek az alkalmazott sugdrzads (monoO- V.
polikromatikus), ill. a sziikséges mintak szempontjabdl is. A kisérleti elrendezés lentebb lathato
geometriaja egyarant érvényes a rontgen-, elektron- és neutron diffrakciora is, természetesen a
nyalabfokuszalo és detektald egységek kiillonboznek a sugarzas természetéhez igazodva (3.9.
abra).

A rontgenforrds utdn a nyalabot kollimaljak, majd diafragmakon keresztiil a mintara
iranyitjak. A visszavert sugarzast a mintatarté koriil elmozdithatd detektor, vagy detektorok
sokaséaga észleli. Modern berendezésekben a minta forgatésat a detektor automatikusan koveti
a megfeleld szogelfordulassal (3.10a) dbra). A széles spektrumi rontgensugarzast
monokromatorokkal tudjuk szabdlyozni, amik megfelelé tulajdonsidgokkal rendelkezd
kristalyokat tartalmaznak. A megfeleld hullamhosszusagu sugarzast az egyes kristalysikokrol
szelektiven visszaver6d6 nyalabok szolgaltatjak. A 3.10b) dbrdn példaként egy réz-oxid
nanohuzalon késziilt rontgendiffrakciés mérést eredményét mutatjuk be.

A detektor

y
y
,
;
/
;
;
.
;
;
;
. ;
| 3
-
.
wollima
ollimator .
} minta
/ “
.\
i
i
A
i
A
! kN
FEAN
;
;

3.9. abra — Tipikus rontgendiffrakciés mérési elrendezés
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3.10. abra — A SuperNova rontgen-diffraktométer (Rigaku) és egy tipikus diffrakcios mérés eredménye a
diffraktalé sikok jel6lésével

3.4.1. A Laue-modszer

Az eredeti, 1912-es moddszernél Laue egykristalyt (CuSOs) hasznalt, melyet
polikromatikus rontgennyaldbbal sugarzott be. Ekkor a kristaly egyetlen helyzetében tobb sikra
is teljesiilhet a Bragg-feltétel, hiszen most egy folytonos spektrumunk van. Ebben az esetben
az Ewald-szerkesztés az alabbiak szerint végezhet6 el (3.11. dbra):

3.11. abra — Az Ewald-szerkesztés polikromatikus sugarzas esetén
I
o felvessziik a K vektort Gigy, hogy végpontja egy kivalasztott reciprokracs-pontba essen

e a minimalis ill. maximalis hullamhosszaknak megfelel6 Kmax €s Kmin Sugarakkal olyan
koroket rajzolunk, amelyek egymast beliilrdl a kivalasztott pontban érintik, kdzéppontjaik

I
igy K meghosszabbitasan lesznek (fekete ill. piros pontok az abran)

-44 -



Szerkezetvizsgalat Kisérleti modszerek

1
e mivel a hullamhossztol fliggden K ;, < ‘k‘ <K, €zért minden olyan iranyban lehetséges

max >

1
szoras, melyekre a K' vektor végpontja a satirozott teriileten beliil talalhato rdacspontokra
esik.

3.4.2. A Debye — Scherrer- vagy pormodszer

Masik lehetséges modszer, melyet Peter Joseph William Debye (1884-1966) és Paul
Hermann Scherrer (1890-1969) dolgoztak ki, hogy monokromatikus sugarzast hasznalunk, de
nem egykristalyt, hanem finom porra 6r6lt anyagot, un. polikristalyt. A porban véletlenszertien
elhelyezkedd egykristalyok esetén a Bragg-feltétel mas-mas sikra fog teljesiilni, igy a
detektoron koncentrikus gytriiket figyelhetiink meg (3.12. dbra).

Ewald-gémb

Por alaku

diffraktalt
nyalabok

Debye-gydrd

3.12. abra — A Debye — Scherrer-médszer

3.4.3. A forgdkristalyos modszer

Monokromatikus  sugarzas alkalmazasaval is lehetséges diffrakciot mérni
egykristalyokon, erre alkalmasak a goniométeres berendezések (3.13. dbra).

Itt a kristaly harom, egymasra paronként merdleges tengely koriil forgathato, valamint a
mérni kivant 29 szog is allithaté. A pormodszerrel kapott Debye-gytirikkel ellentétben itt
diszkrét pontok jelennek meg az ernydn (nagy feliiletli detektoron), az egyes elhajlasi
rendeknek megfelelden.
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Detektor

3.13. abra — A négykoros goniométeres diffraktométer elve

3.5. A szort intenzitas

A 3.10b) dbran lathattuk, hogy az egyes kristalysikokrol szort sugarzas csak a Bragg-
feltételnek megfeleld, diszkrét szogeknél jelentkezik, de nem beszéltink még a csucsok
intenzitasarol.

3.5.1. Atomi szérastényezo (alaktényezo)

A rontgensugarzas az atom elektronjaival hat kdlcson, azokkal rugalmasan titkozve (Id.
Thomson-szords) szorddik (jelen targyalasunkban az amugy kis szerepet jatszo rugalmatlan
(Compton-)szorastol eltekintiink). Az x tengely mentén érkez6 rontgennyalab az origoba
helyezett elektronrol koherensen szorodik, a 3.14. dbra mutatja egy P pontban mérhetd szort
intenzitast, melyre
l, 1+cos’ 29

. 0
;2

r 2

elektron

P
3.14. abra — A Thomson-szorashoz

A maganyos atom elektronjairdl szort sugarzas szintén interferal, az egyes elektronokrol
szorodo fotonok nincsenek fazisban egymassal. A beérkezd rontgennyaldb szorasanak szog
szerinti eloszlasat a 3.15. abra mutatja.
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Intenzitas (f)

3.15. 4bra — Az atomi szérastényezo

1

A szort sugarzas S iranya, ill. az atom elektronsiiriisége fiiggvényében a szorastényezo

felirhato:
[N ioali T
f (S): I p(r)-e "2 dr.
atom

Ez 9=0 iranyban egyenld az atom elektronjainak szdmaval és néhany elemre a 3.16. abrdn
lathatd. Az atomi szorastényez6 a Z rendszammal névekszik, a 9 szoggel pedig csokken, értékei

a periodusos rendszer elemeire megtalalhatoak a megfeleld tablazatokban (pl. International
Tables for X-ray Crystallography).

S
o

[ \S]
o

Atomic scattering factors f

Y 1.0 15 2.0
sinb/n [R7]

3.16. abra — Az atomi szérastényez6 néhany elemre

3.5.2. A szerkezeti tényezo (structure factor)

A kristdly az elemi celldk periodikus Osszessége, tehat a szOrasi intenzitas
meghatarozasahoz ismerniink kell az elemi cella egyes atomjairdl torténd szorasok
fazisviszonyait. A kovetkezokben csak egy alap megkdzelitést adunk, a téma részletes kifejtése
meghaladja mind e jegyzet terjedelmét, mind pedig a BSc képzés kdvetelményeit.
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A &

(O) O) O}

3.17. abra — Tobbatomos bazissal rendelkezo elemi cella és az atomok frakcionalis koordinatai

Legyen az A atomunk az origéban, a B pedig az (X,y,z) helyen, ami a racsallandokra
vonatkoztatva kifejezhet6 az (u,v,w) frakcionalis koordinatakkal, u=x/a, v=y/b, w=z/c (3.17.
abra). Ez tetszOleges elemi cellara érvényes. Megmutathato, hogy ekkor az A ¢és B atomokrol
szort sugarzas kozti faziskiilonbség a (hkl) reflexiora vonatkozoan:

¢ =27z (hu+kv+Iw).

Ha A ¢és B kiilonb6z6 elemek, akkor nem cSak a fazisban, hanem az amplitidoban is
kiilonbségek lesznek. A szort hullam az elemi cella Gsszes atomjara (j) vald Osszegzéssel
kaphatd meg. Az igy kapott 0sszeget nevezziik szerkezeti tényezonek (structure factor),

27i( huj+kv; +lw;
Fhkl :Z fje i(huj+v; +w; ) ’
i

ami a kristaly (hkl) sikjarol valo szords intenzitasaval az | =|F |2 kapcsolatban van. A szerkezeti

tényezd tehat altaldban egy komplex szam, amely az elemi celldban talalhaté atomokrol szort
sugarzas amplitudojat és fazisat tartalmazza.

A szerkezeti tényez6 gyakorlati hasznat a kovetkezo alfejezetben vizsgéaljuk meg.

3.5.3. Szisztematikus kioltasok (FCC)

Az elemi cella tartalmatol fliggben az egyes sikokrdl valo visszaverddések intenzitasa
kiilonboz6é bonyolultsagu lehet. A kristadlyszerkezetek alapjaindl emlitettiik, hogy az egyes
racspontokban akdr tobb ezer atombodl all6 molekuldk, pl. fehérjék is helyet foglalhatnak.
Nyilvan az ilyen esetekben kapott szorasi kép vagy a szort intenzitas szogeloszlasabol szamitott
szerkezet meghatarozasa igen Osszetett matematikai, fizikai és szamitastechnikai probléma elé
allitja a kutatokat.

A kovetkezdkben megvizsgaljuk, hogy milyen alapvetd tulajdonsagokat mondhatunk egy
FCC racsban kristalyosodo elem esetén kapott szorasi intenzitasokrol. Az FCC racs felépithetd

crcr

rendre (0,0,0), (1/2,0,1/2), (1/2,1/2,0), (0,1/2,1/2).
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3.18. abra — Az FCC racs elemi cellaja

A szerkezeti tényez6t ebben az esetben a kovetkezOképp szdmolhatjuk:
F —f |:1+e2;ri(h/2+ll2) +e2;ri(h/2+k/2) +e2zi(k/2+l/2)] —f |:1+ei;r(h+l) +ei;z(h+k) +eizr(k+l):|
hkl — = .

Mivel a h, k, | indexek egészek, ezért a fenti kifejezésben az exponencialis tagok értéke
(+1) vagy (-1), a paritasoktol fiiggéen. Konnyen belathatd, ahhoz, hogy kiilonb6z6
eredményeket kapjunk, két lehetdség van, nevezetesen a h, k, | indexek paritasa megegyezik
vagy sem. Ha h, k és | paritasa megegyezik, akkor a fenti dsszegben mindegyik tag 1, igy
F. =4f . Ha barmelyik paritasa kiilonbozik a tobbitdl, akkor az dsszeg nulla lesz. Kaptuk

tehat, hogy az FCC racsban csak olyan (hkl) sikokrdl torténd reflexiok figyelhetok meg,
melyekre h, k és | paritasa megegyezik.

Tegyiik fel, hogy a (001) sikra beérkezd nyalab egy adott beesési szogre a Bragg-feltétel
teljesiilése esetén maximalis intenzitas ad. Az FCC racsnal a koztes sikok miatt ekkor pontosan
fél hullamhossz az utkiilonbség a 2 -1’ ¢és a 2°-3 " nyalabok kozt, kioltjdk egymast, tehat errdl a
sikrol nem kapunk szort sugarzast. A BCC és az FCC racsok szorasi intenzitasait hasonlitja
Ossze a 3.19. dbra.

T T T T
(111) r T T T T T T T T T T T T 1
4000 - -
% b
=
3
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> ]
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3 2000
= | e 2200 | G ¢
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] \ o =
& 1000 - AR P ‘WMM“ Mienid e - ®
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3.19. abra — A Cu (FCC) és a Fe (BCC) szérasi intenzitasai

A fentiekhez hasonléan szamithato ki az egyszerii és a tércentralt kobos racs szerkezeti
tényezdje is, amit gyakorlas képpen az olvasora bizunk.
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3.5.4. Kiilonbo6zo atomok az elemi cellaban

A 3.18. abra jobb oldalan a BCC racsban kristalyosod6 vas szdrasi spektrumat lathatjuk.
Az el6z0 fejezetekben targyaltuk a CsCl-szerkezetet, ami latszolag hasonld egy BCC racshoz,
de valojaban felépithetd egy kétatomos bazisu egyszerti kobos racsként. A racsot alkotd bazis
Csatomjaa (0,0,0), mig a Cl atom az (1/2,1/2,1/2) relativ koordinataja helyen van (3.20. dbra).

Qo ©

3.19. abra — A CsCl-szerkezet

A szerkezeti faktor:

_ 27i(h-0+k-0+1-0) 27i(h/2+k/2+112
I:hkl - fC + 1:CI

zi(h+k+l) _ f

):sz+fCIe = fe = o,

tehat a (hkl) sikrol szort intenzitas az egyes atomi alaktényezOk Osszegével vagy kiilonbségével
egyenld, a h+k+| 6sszeg paritasatol fliggéen. Ez a gyakorlatban egy tovabbi informaciét jelent
az egyes csucsok azonositasakor. Konnyen belathatd, hogy ez az érték (pontosabban az ebbdl
kapott intenzitas) fliggetlen attol, hogy a Cs vagy a Cl atomot helyezziik az origdba.

Amint kordbban emlitettiik, a NaCl szerkezete megkaphato két FCC racs egymadsba
tolasaval. Kiszamolhato, hogy erre a racsra

Fhkl = 4( fNa = fm) )

attol fiiggben, hogy a h, k, | indexek mindegyike(!) paros vagy paratlan. Ha most a Na* ionokat
kicseréljik K* -ra, akkor néhany csucs eltiinik, hiszen a K* és a Cl" izoelektronos ionok, a
fentiek alapjdn az alaktényezdjiik megegyezik, tehat a fenti kiilonbség zérus lesz. Az
izoelektronos atomok megkiilonboztetése, ill. ezaltal az ilyen atomokat tartalmazé vegyiiletek
szerkezetmeghatarozasa egyéb triikkkoket kivan.

Végezetiil megjegyezziik, hogy az egyes sikokrol szort sugarzas intenzitasat befolyasolja
még az abszorpcid, a racs hdmozgasa (Debye — Waller-faktor) (Ilvar Waller, 1898-1991), a
sugarzas polarizacidja, a méréberendezés geometriaja ill. a sikok multiplicitasa is, melyekre itt
részletesen nem tériink ki.

3.6. Az egyes sugarzasok elonyei/hatranyai

Bar a fejezetben végig a rontgenszoras tulajdonsagair6l, mechanizmusarél beszE€ltiink, a
sugarzas fajtajatol fliggetlen megallapitasok egyarant érvényesek a neutron- és az elektron-
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diffrakciora is. A kovetkezékben az egyes modszerek kozti eltéréseket targyaljuk, felsorolas
szerlien.

3.6.1. Rontgen vagy neutron?

e A neutronok behatolasi mélysége sokkal nagyobb (cm-dm), mint a rontgensugarzasé (um-
mm), tehat a neutronszorasos kisérletekhez nagyobb mintara van sziikség. Ez foleg a
biologiai eredetli mintdknal (pl. fehérjék) okozhat problémat, melyeket elég nehéz
kristalyositani.

e A neutronok a magokrol szorddnak, ezért a szorasi intenzitas nem csokken 3-val.

e A szértrontgensugarzas intenzitasa a rendszammal aranyosan novekszik, mig a neutronoké
szabalytalanul (3.21. abra).

e A neutronok sokkal érzékenyebbek a konnyti elemekre (pl. H, N, O, F, C,...), de néhany
elem erésen abszorbedlja dket (pl. B, Cd, Ir, Hg,...), mig pl. a V teljesen atlatsz6 szdmukra

(mintatartd!).
rontgen ® e . . . . .
H D C O Al Si Fe
neutron .. . o ® ® .

3.20. abra — A rontgen- és neutronszoras hataskeresztmetszete néhany elemre

e A neutronok sajat magneses momentummal rendelkeznek, melyek kdlcsonhatnak az
anyaggal, ezéltal pl. rendezett magneses szerkezetek vizsgalatara is alkalmasak.

3.6.2. Rontgen vagy elektron?

e Azelektronnyaldbot rendkiviil erdsen gyengiti az anyag, ezért vékony mintara van sziikség
¢s a méréseket altaldban nagy vakuum alatt végzik.

e Az elektronnyalab konnyen fokuszalhatd, legtobbszor mikro-egykristalyokat alkalmaznak
a méréseknél.

e Az elektronszérds intenzitdsa erdsen csokken 29-val, ezért foleg kisszogli mérésekre
hasznaljak (+4°).

e Mig a rontgenszorasnal a csucsok helyzete €s intenzitasa nagy pontossaggal megkaphato,
az elektronok erdsen kolcsonhatnak a raccsal, ezaltal nehezitve a szerkezet meghatarozasat.
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3.7. Ellenorzo kérdések

1. Ismertesse a rontgensugarzas keltésének modjat/modjait, a sugarzas tulajdonségait!

2. Adjameg a reciprokracs vektorainak eldallitasat a direkt racs elemi vektoraibol.

3. Mi aBrillouin-zéna?

4. Mi az elvi kiilonbség Bragg- ¢és Laue-diffrakciora vonatkozo megkozelitése kozt?

5. Ismertesse az Ewald-szerkesztést monokromatikus és polikromatikus sugarzas esetén!

6. Ismertesse a harom alapvetd szorasi kisérletet, sugarforras, tulajdonsagok, szorasi kép
szempontjabol.

7. Mi az atomi szorastényezo €s a szerkezeti tényezd?

8. Azanyag mely tulajdonsagaval van kapcsolatban az atomi szorastényezd zérus eltériilésnél
vett értéke?

9. Hogyan adhat6é meg az elemi cellanként tobb atomot tartalmazd kristaly szerkezeti
tényezdje?

10. Hasonlitsa 0ssze az egyes sugarforrasok elonyeit/hatranyait!

3.8. Mintafeladatok

1. Az FCC szerkezetii réz racsallandéja 360 pm. Hatarozzuk meg azt a maximalis
hullamhosszat, amely a szorosan pakolt sikokrol még ad diffrakciot!

Megoldas:

FCC racsban a szoros pakolasu (1 1 1) sikok tavolsaga d,, =a/~/3=207.8pm. A

maximalis hullamhossz értékét akkor kapjuk, ha a Bragg-egyenletben n=1-et és
merodleges beesést alkalmazunk, amibdl 4, =0.416nm.

2. A tércentralt kobos vas racsallandoja 0.29 nm. Az (1 1 0) sikrél neutronokat
alkalmazva 2 szorasi csucsot figyelhetiink meg. Szamoljuk ki a neutronok minimalis
energiajat, amellyel ez elérheto. Milyen ,,homérsékletii” neutronok dominalnak az
alkalmazott sugarzasban?

Megoldas:

Két szomszédos racssik tavolsaga d,,, =a/+/2=0.205nm, amib8l a Bragg-feltételt

alkalmazva (figyelembe véve, hogy maximum 2 diffrakcios csucs jelenik meg) a sugarzas
maximalis hulldmhosszara A, =d -t kapunk. Ebbdl nemrelativisztikus esetben a

minimalis energiara

2 2
E-P _ Gj 1 _310x10%)
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adodik. A klasszikus ekviparticio-tételt felhasznalva a termikus neutronok homérséklete
kb. 150 K.

3.9. Gyakorlo feladatok

1. Cu kristalyra monokromatikus sugarzas esik. T, =293K -en egy adott elhajlasi rendhez
tartoz6 maximum § = 47.75°-ndl van, ugyanez a csucs T, =1273K -en 4, =46.60° -nal
észlelhet6. Mekkora az anyag linedris hétagulasi egyiitthatoja?

2. Mutassuk meg, hogy tetszéleges racsban a (h k 1) sik meréleges a reciprokracs [h k 1]
iranyara!

Milyen (h k 1) Miller-indexii sikokrol kapunk szorast BCC racs esetén?
Milyen (h k 1) Miller-indexit sikokrol kapunk szorast gyémantracs esetén?

Bizonyitsuk be a szovegben a NaCl kristaly szerkezeti tényezdjére adott dsszefiiggést!

o gk~ w

Egy 405 pm racsallandoja kobos kristaly (1 1 1) sikjara azzal 3 =88° szoget bezaro, 50
keV maximalis energiaji rontgensugarzas esik. Milyen elhajlasi rendeket figyelhetiink
meg, ha a 200 pm-nél nagyobb hullamhosszii sugarzasbol kapott jeleket elhanyagoljuk?
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4. Realis kristalyok

Célkitiizés: Az elozo  fejezetekben attekintettiik azokat az alapveté tulajdonsagokat,
torvenyeket, melyek segitenek eligazodni a periodikus, idedlisan végtelennek
tekintett racsban. Bar a késébbi targyaldsaink soran is ragaszkodunk az idedlis
kristalyhoz, tudni kell, hogy a valosagban ilyen nem létezik; a legjobban
kontrollalt, laboratoriumi koriilmenyek kozt sem tudunk olyan kristalyt eloallitani,
mely minden szempontbadl megfelel az idedlis kristaly fogalmanak. Az alabbiakban
az alapveto kristalyhibak kialakulasat targyaljuk, ill. a valodi szerkezet eltéréseit
az idedlistol.

Sziikséges eldismeretek: Jelen fejezet, fenomenologia jellegét tekintve nem kivan kiilonosebb
eloképzettséget. Az egyszerii matematikai-fizikai megfontoldasokat
tartalmazo részeknél részletezziik a matematikai alapokat, habar
azok a hallgatok szamara egyéb kurzusok keretein beliil mar
ismertek.

A fejezet anyaganak elsajatitasaval az olvaso

. ismeri a kristalyokban eldfordulé rdacshibakat és ezek jellemzdit, dimenzidjuk szerint
osztalyozza Oket

. szemlélteti az alapveté hibak okozta racstorzulasokat és szamszerii kozelitést ad a
fontosabb ponthibdk el6fordulasi aranyanak nagysdagrendjére

. vizsgalatai soran szem elott tartja a valodi kristalyok idedlistol eltéré voltat és az ebbdl
adodo fizikai tulajdonsdgokat

Az idedlis kristaly szerkezete az elemi celldk tetszOleges, szimmetriamegtartd
transzportjat betartva, onmagat teljesen leképezd rendszer, ezért végtelen kiterjedésii. A valos,
realis kristaly mar a véges hatarfeliiletei miatt is hibas szerkezet. A racshibakat azért nevezziik
hibaknak, mert az idedlis racs tokéletes periodicitasat megbontjdk. Az atomok nem azokon a
helyeken lesznek, melyet a tokéletes racs megkivanna, ezért a racs a hiba helyén torzul.

Vannak azonban mas okai is annak, hogy a kristalyban hibak keletkezhetnek. Adott
homérsékleten a racspontokban levé atomok, ionok, molekulak stb. hdmozgast végeznek,
szabadsagi fokonként atlagosan kT/2 energiaval, ahol k a Boltzmann allando, T pedig az
abszolut hémérséklet. Egy adott részecske aktualis energiaja lehet sokkal tobb is, mint a fentebb
emlitett atlagos energia, ezért megeshet, hogy a részecske kotése felszakad és az tovabb
vandorol, maga mogott egy tires racspontot hagyva. Vandorlasa, migracioja soran befogodhat
egy racskozi helyen, vagy eljutva a kristaly feliiletére ott megtapadhat.

A kristaly a novekedés soran idegen atomokkal is szennyezOdhet. A ndvekedés nem
szigoruan egyenletes moddja (pl. termikus ingadozasok), a novekedés iranya, sebessége
véltozhat; megbontva a kristaly szimmetridjat akar néhany atomi tavolsagon beliil, de akar
makroszkopikus tartomanyokban is. A hdmozgas és a koncentracio-gradiens (idegen atomok,
atomhianyok stb.) miatt szegregacios, koagulacios centrumok, aggregatumok, zarvanyok,
repedések, stb. johetnek létre. Célszerl ezért a hibak osztalyozasat dimenzios bazisra alapozni.
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Ez alapjan megkiilonboztethetiink nulldimenzios ponthibakat, egydimenzids vonalhibékat,
kétdimenzios feliileti hibakat és haromdimenzios térfogati hibakat.

4.1. Ponthibak

Ebbe a csoportba az un. vakancidk, intersticidlis (racskozi) atomok ill. ionok ¢és
szubsztitucids (helyettesitéses) atomok tartoznak. Ide soroljuk még az un. szincentrumokat is:
pl. egy anion racslyuk hozza kotddo elektronnal. A ponthibak racstorzitd hatasai a tavolsag
inverz harmadik hatvanyéaval csokkenek, tehat gyorsan lecsengenek. Altalanosan ponthibanak
tekinthetd a kristalyszerkezet periodicitdsdnak barmilyen, legfeljebb néhany atomtavolsagra
kiterjedo sériilése (4.1. dbra).

e vakancia: egy atom hianya egy racspontban
e (sajat) intersticio: racskozi helyre beépiild (azonos) atom
o szubsztitucio. racspontba beépiild, az anyagot alkotd atomoktdl kiilonb6z6 atom

Ezen hibak képzodését illetben meg kell jegyezniink, hogy a folyamat soran a kotések
felbontasa endoterm, mig 01j kotések kialakulasa exoterm folyamat.

Pl. ha egy atom egy belsd helyrdl kiils6 helyre vandorol, akkor tobb kotés bomlik fel,
mint amennyi kialakul, ezért ez Osszességében endoterm folyamat. A kiszabadult atom
kornyezetében levo atomok rezgése intenzivebb lehet, tehat jobban hozzajarul a rendezetlenség
kialakuldsédhoz. Ionos kristalyok esetében nem szabad megfeledkezniink az elektrosemlegesség
megmaradasardl sem, emiatt az anion-kation vakanciak jobbara parosan képzddnek.

sajatintersticios atom (self-interstitial)
intersticios atom (interstitial)

|

vakancia szubsztitlcios atom

4.1. abra - A vakanciak és sajat helyettesité atomok racstorzité hatiasa

Abban az esetben, ha az anionok és kationok tendencidzusan a feliiletre vandorolnak
Schottky-hibarol (Walter Hans Schottky, 1886-1976) beszéliink (4.2. dbra). Elhelyezkedhetnek
teljesen random modon is, de az ellenkez6 t6ltés miatt igyekeznek klaszterekbe tomorilni.
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Amennyiben az anionok és kationok intersticialis helyeken maradnak, Frenkel-hibakrol (Yakov
1l’ich Frenkel, 1894-1952) beszéliink. Jellemz6 a kozeli parképzodés az ellentétes toltések
miatt. A Schottky- és Frenkel-nominaci6 az utobbi iddben nem ionos kristalyok esetében is
elfogadotta valt.

Schottky-hibak
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4.2. abra — Schottky- és Frenkel-hibak ionos racsban.
Eltéro szinnel az eltéro toltésii ionokat jeloltiik

Az 4.1. dbran lathatd, hogy a hibak jol lokalizalt racstorzulast okoznak, kis kiterjedéssel.
A torzulas miatt fellépd (mechanikai, elektromos stb.) potencialvaltozasok erésen kihathatnak
a makroszkopikus tulajdonsagokra is.

Szincentrumok, vagy F-centrumok altaldban alkali-halogenid kristalyokban alakulnak ki,
mely esetben egy racsbeli anionvakancia helyén Kialakulo stabil elektronallapotot egy vagy
tobb parositatlan elektron foglal el. Az ilyen elektronok jellemzden a lathatd tartomanyba esé
fény elnyelésére és kibocsatasara képesek, igy ha az anyag szintelen volt, az F-centrumok
jelenléte azt szinessé teszi. Minél tobb az anyagban a szincentrum, annal intenzivebb a jelenség,
anndl er0sebb az anyag elszinezddése.

Szincentrumok természetes kristalyokban is létrejonnek, kimondottan a fém-oxidokra
jellemzdéek. A kristaly melegitésével a termikusan gerjesztett ionok elmozdulhatnak a racsban
elfoglalt helyiikrdl és ha ezt egy anion teszi, mikozben elektronokat hagy héatra, szincentrum
johet 1étre (4.3. dbra).

4.3. abra - Tipikus szincentrum-konstrukcio.
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Ennek megfeleléen a szincentrumok keltésének egy moddja a kristdly melegitése a
kristalyban talalhat6 anionban gazdag kornyezetben. Példaul NaCl kristalyban tigy kelthetiink
F-centrumokat, ha azt fémes Na-ban gazdag kozegben hevitjiik. Ekkor a Na* beépiil a kristalyba
¢s CI' vakancidk jonnek létre a nagy natriumtobblet miatt. Az igy létrejott vakancidk
elektronokat fognak be, hogy csokkenhessen a Cl™ hidnya miatti pozitiv toltés lokalis talstlya,
azaz szincentrum jon létre. Szincentrumok ionizald sugarzas hatasara is létrejohetnek. Az F-
centrumokon tartozkodo elektronok jellemzOen paramagneses tulajdonsaguak, igy vizsgalatuk
egy lehetséges modja az EPR-en (elektron paramagneses rezonancia) alapuld mérés.

H-centrumnak nevezziik azt a némiképp az F-centrum ellentétének tekinthetd racshiba
tipust, amikor a racsba egy intersticidlis (racskdzi) halogén atom épiil be. Ha egy H-centrum ¢és
egy F-centrum (példaul diffuzio soran) talalkozik, egymast semlegesitik, a két hibahely eltlinik.
Ez a folyamat a racs optikai gerjesztésével (pl. 1ézerrel) eldsegithetd.

4.1.1. Schottky-hibak

adott homérsékleten. Legyen Eg az az energia, amely ahhoz sziikséges, hogy egy atomot

(pozitiv iont) a racspontbol a kristalyracs belsejébdl a feliiletre, egy masik megfeleld racspontba
vigytiink (Schottky-hiba). Legyen tovabba N a kristalyracsban 1év6 dsszes pozitiv ionok szama,
n pedig a létrejott pozitiv vakanciak szama.

A vakancidk megjelenésének kovetkeztében a szabadenergia valtozésa:
AF =AU -TAS

ahol AU a belsé energia, AS pedig az entropia megvaltozasa. Azon eseteknek (modoknak) a
szama, ahanyféleképpen eltavolithatunk N ionbol n-et, a kdvetkezd kifejezéssel adhatdo meg:

o)

A Boltzmann-képlet, ill. a Stirling formula felhasznalasaval az entropiavaltozas:

N!

(N—n)In!

Figyelembe véve az elébbieket, a szabadenergia valtozasara kapjuk:

AS=kIn( J:L =k[NINnN—(N=n)In(N-n)-ninn]| (4.1)

AF =nE; —kT[NInN—(N-n)In(N-n)-ninn] (4.2)
Az n legvalosziniibb értéke termodinamikai szempontbol a kovetkezo feltételbdl adodik:

0(AF)

=0,
on

tehat allandé hdmérsékleten teljesiilnie kell a kovetkezd feltételnek:
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N—-n

E; —KkTIn =0,

amibdl az kovetkezik, hogy
Es
—ek

N —n
n

Feltehetjiik, hogy a majdnem idealis makroszkopikus anyagban az atomok szdma sokkal
nagyobb, mint a racshibak szama, azaz N ? n. Ekkor a Schottky-hibak szama:

n=Ne ¥ (4.3)
Példa: Legyen, E; =1eV, T =1160 K, ekkor a vakanciak (Schottky-hibak) aranya:

1.6x107¥
Xp| - 23
N 1.38x10™° %1160

} =4.56x107.

Altaldnosan elfogadott vélemény, hogy a racslyuk-par és a racslyuk-harmas gyorsan
diffundal a racsban. A Schottky-tipusti racslyuk-par keletkezése biztositja a kristaly feliiletén a
toltések semlegességét.

cres

darab ellentétes eléjelt lyukakbol allo racslyuk-par képzodési modozatainak a szama:

(<N—Nn!>!n!Jx£<N—Nn!>!nJ'

Az elébbi kifejezésben az elsd tényezd jelenti azon modozatok szamat, ahogyan az N
szamu pozitiv ionbdl kivalaszthatd n, a masodik tényezd pedig azon modozatok szama, ahogyan
kivalaszthato n negativ ion a N szamua azonos tipusu ionbdl. Ezen lehetdségek szamat
felhasznalva a Boltzmann képlet alapjan az entropia valtozasara kapjuk:

Aszzkm[ﬁ].

fgy az entropiavaltozas kifejezésében megjelenik egy 2-es tényezd, ezért a racslyuk-parok

crer

adodik, ahol Ep a racslyuk-par képzddési energidja.

Alkali-halogenidek esetén a Schottky-hibak, mig az eziist-halogenidek esetén a Frenkel-
hibék a jellemzdek.
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4.1.2. Frenkel-hibak

crer

hiba képzddési energiaja, N a pozitiv racspontok szama, N’ az intersticialis (racskozi) helyek
szama. Az entropia ndvekedésére irhatjuk:

N1 NI
ASzk(m(N—nﬂnﬁJnUW—nﬁmJ'

Az el6zdéekhez hasonld szdmolast kovetve kapjuk, hogy a Frenkel-hibak koncentracioja:

E
n=+/NN'e %7

A kristalyracsot alkotd épitdelemek termikus rezgése miatt ugy a Schottky-, mint a
Frenkel-hibak mozognak (difftzios folyamatban vesznek részt) a kristalyracsban.

A vakancidk koncentracidja és természete vizsgalhatdo a slriiség és az ionos
vezetoképesség mérésével. Megjegyezziik, hogy a Schottky-hibdk csokkentik a kristaly
stirliségét, mert térfogat-ndvekedéssel jarnak. A Frenkel-hibdk keletkezése — els6 kozelitésben
—nem valtoztatja meg a kristaly térfogatat, igy stirlisége is valtozatlan marad.

Ha pl. KCI-ot CaCly-dal szennyezziik, akkor a Ca®* ionok a K* ionok helyét foglaljak el
és megjelenik egy K* vakancia, ez a siir(iség csokkenésébdl adodik. Amennyiben nem jelenne
meg a vakancia, a stiriség néne (Mca>Mk).

Az alkali- és eziist-halogenidekben az elektromos vezetOképesség — egészen az
olvadaspontig — rendszerint ionos. Ez a tény a toltéstranszport és az elektrodokon kivalo
anyagmennyiség 0sszehasonlitasa alapjan allapithato meg. Az a tapasztalat, hogy a Faraday-
torvény jol teljesiil, ami kivaldan alkalmas annak eldontésére, hogy a vezetés ionok vagy
elektronok kozvetitésével jon 1étre.

A racshibak keletkezésének és mozgdsdnak a vizsgalatira az ionos vezetdképesség
mérése a legegyszeriibb eszkdz. Ezen mérések alapjan az alabbi kovetkeztetések vonhatok le:

a. alkali halogenidek

Adott, nem tul magas homérsékleten az ionos vezetOképesség egyenesen aranyos a
kétvegyértékii adalék mennyiségével. Mivel foleg egy- és nem kétvegyértékii kationok valnak
ki a katodon, ezért valdszinii, hogy kation racslyukak keletkeznek, amelyek 1ényeges szerepet
jatszanak a diffuzids folyamatban. Megjegyezziik, hogy egy racslyuk adott iranyu diffuzioja a
megfeleld ionnak az ellentétes iranyu diffuzidjat jelenti.

Magasabb homérsékleteken, amelyek a kétvegyértékli ionok mennyiségétdl fiiggnek, a
vezetOképesség fliggetlen lesz a kétvegyértékli adalék mennyiségétdl. Ez a tény arra utal, hogy
mar sajatvezetési folyamat lépett fel.

b. eziisthalogenidek esete
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Eziisthalogenidek esetén a kétvegyértékii kationok jelenléte az ionos vezetoképesség
csokkenéséhez vezet, mivel a kétvegyértékli ionok jelenléte tobblet kation vakanciat jelent,

crer

biztositjak.

A récshibak képzddéséhez sziikséges energia a kristaly fajhdjéhez tobblet jarulékot
szolgaltat, igy ndveli azt. Az ellentétes eldjelii racslyuk-parok jelenléte elektromos
dipdlmomentumra vezet és igy ez a dielektromos allandd ndvekedését eredményezi. A
félvezetd kristalyok esetén a vakancidk természetétdl fliggden a félvezetd lehet n vagy p tipusu,
igy kiilonb6z6é hékezelésekkel elérheté — melyek valtoztatjak a vakancidk természetét — hogy
egy n tipusu félvezeto p tipusuva valjék és forditva.

Termodinamikai és statisztikus fizikai megfontoldsok alapjan mind a Schottky, mind a
Frenkel hibak koncentracioja a hémérséklet és a hibaképzOddés energidjanak ismeretében
viszonylag pontosan megadhato.

4.2, Vonalhibak

A vonalhibakat diszlokacioknak is nevezhetjikk, ¢és két csoportba sorolhatjuk:
¢ldiszlokaciok és csavardiszlokaciok (4.4. abra).

S S T
R
N T T
B
11
' ']/|:|/1/{/[

4.4. abra — El- (A) és csavardiszlokacié (B).

Az éldiszlokaciot ugy képzelhetjiik el, mintha a kristalysikok kozé egy részleges (fél)
sikot csusztatnank. A szerkezeten beliill egy sikvégzddés van, az ilyen tipusu hiba nagyon
gyakori. A legjobb mindségii, elektronikai alkalmazasokra ndvesztett Si €s Ge kristalyokban is
a stirtiségiik eléri a 100/cm?-t.

A csavardiszlokacié a kristaly novekedésekor fellépd nyirdfesziiltség miatt alakul ki,
mintha valamely félsik mentén a kristaly egyik fele a masikhoz képest elcsavarodna.

A diszlokaciokat az un. Burgers-vektorral (Johannes Martinus Burgers, 1895-1981)
jellemezhetjiik. A feltételezett diszlokaciotol tavoli pontbdl kezdve elemi racsvektor Iépésekkel
korbejarjuk azt ugy, hogy minden tengelyen pozitiv irdnyban ugyanannyi racspontot lépiink,
mint negativ irdnyba. Ha a kristalyban nincs diszlokécio, akkor a végpont meg fog egyezni a
kezddponttal. Ellenkez6 esetben a kezdépontbdl a végpontba mutatd vektor a Burgers-vektor,
amely jellemzi a diszlokaciot. A Burgers-vektor éldiszlokdciondl merdleges,
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csavardiszlokacional parhuzamos a diszlokaciévonallal (4.5. dbra). A gyakorlatban az él és
csavardiszlokaciok kombinalt esetei is fellépnek.

F 3

4.5, abra — A Burgers-vektor él- és csavardiszlokacidk esetén

4.3. Feliiletszeri, kétdimenzios hiba

Ide tartoznak a kristaly feliileti részecskéi (nem lezart kotések), rétegzodési hibak,
szemcsehatarok.

Rétegzodési hiba esetén a racsszerkezetben talalhatdo néhany atomsornyi mas racstipus
(4.6. dbra).

8 %y B B e Bl o
G wh LAt NRBR:
4.6. abra — Rétegzodési hiba

A szemcsehatar hiba (klaszter) azért alakul ki, mert a kristalyosodas egyszerre tobb
pontbdl ¢€s tobb iranyban indul meg. A mas-mas orientdciok Osszendvekedése soran
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rendezetlenség alakul ki. Ha a krisztallitok elhajldsa 30°-nal kisebb, akkor kisszogu
szemcsehatarrol beszéliink, ellenkez6 esetben nagyszogil hibardl van sz6 (4.7 abra). Ikerhatas

(twinning) az, amikor két krisztallit egymasnak tiikorképe, ezért az ket elvalaszto sik atomjai
mindkét krisztallithoz tartoznak (4.8 dbra).
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4.8. abra — Japan kvarc ikerkristaly

4.4, Haromdimenzios hibak

A féazishatar az anyag kiilonb6zd kémiai Gsszetételli vagy halmazallapotu tartomanyait

vélasztja el egymastol, igy példaul fazishatarnak nevezziik a tobbfazisu fémotvozetekben az
egyes szovetelemek tartomanyainak hatarfeliileteit.

Zarvany esetében a kristalyban barmilyen idegen anyag lehet, pl. mas kristaly, gaz- vagy
folyadékbuborék, tireg, allati vagy novényi eredetli maradvany (4.9 dbra), stb.
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4.9. abra — Zarvany (borostyan)

4.5. A racshibak mozgasa

A récshibék (diszlokaciok) mozgasra képesek (diffuzio, ondiffizid), ha az atomok kotései
felszakadnak az 6ket koriilvevo sikban, és az éleknél jakat alakitanak ki. Az az energia, ami
az egyszeres kotések felszakitasadhoz kell, kevesebb, mint amennyit az dsszes kotés felbontasa
igényel az atom teljes sikjaban. S6t ez az egyszerli modell rdmutat, hogy a diszlokéciok
mozgéasadhoz, amit az anyag plasztikussaga is mutat, kisebb fesziiltség kell, mint a tokéletes
kristalyban.

A diszlokaciok kornyékén a racstorzulas miatt jelentds nagysagu fesziiltségi energia
halmozddik fel. A képlékeny alakvaltozas az atomokat Osszetartd belsd erdk legydzésével
valosithatd meg. Amennyiben a csliszas (transzlacio) sikjaban diszlokéci6 talalhato, akkor ez
az aktivizalodott térrész eléri azt az energiaszintet, amely az elcsiiszashoz sziikséges. A
képlékeny alakvéltozas folyaman a diszlokaciok megsokszorozodnak (akar 10°m™
nagysagrendig), emiatt gatoljadk egymas mozgasat. A felhalmozodott fesziiltségi energia az
alakitott fémben alakitasi keményedést okoz, megvaltozik a fém mechanikai tulajdonsaga ¢€s
szemcseszerkezete is.

4.6. Ellenorzo kérdések

=

Osztalyozza a racshibakat dimenziojuk szerint!

2. Ismertessen néhany ponthibat, tulajdonsagaikat és az idedlis racsra gyakorolt hat4saikat!
3. Magyarazza meg a Schottky- és Frenkel-hibak kialakulasat!

4. Ismertesse a vakanciak szdmanak homérséklet-fiiggésére vonatkozo levezetést!

5. Mi a szincentrum?

6. Ismertesse a Burgers-vektort!

7. Sorolja fel az él- és csavardiszlokaciok tulajdonsagait!
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4.7. Mintafeladatok

1.  Hatarozzuk meg a legkonnyebben hasadé sikot az In-ban (FCC szerkezet)!
Megoldas:

Megmutathato, hogy az FCC racs (1 1 1) sikja mentén a legnagyobb a sikbeli atomsiiriiség
(megfelel a hatszoges elrendezésnek), tehat ebben a sikban a legerésebb az atomok kozti
vonzo kolesonhatas. Hasitas soran ez a sik marad a legnagyobb valosziniiséggel egyben,
tehat a hasadas az (1 1 1) sik mentén torténik a legkdnnyebben.

2. Rézben egy vakancia keletkezéséhez sziikséges energia 1 eV. Becsiiljiik meg a réz
relativ siiriiségvaltozasat az olvadaspont (T=1356 K) és 0 K kozott!

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy 0 K-en a kristaly N darab M tomegii atombdl épiil fel, térfogata V. Ezzel
a sliriség:
~m_NM
PV TV

T abszolat hdémérsékleten a vakancidk szama:

n=N exp(—%),

tehat ekkor a kristaly mar csak N-n atomot tartalmaz. A térfogatvaltozast elhanyagolva a
relativ sliriségvaltozas:

Ap__ N _ _exp(—Ej — 1.935x10"
Jo) N KT

4.8. Gyakorlo feladat

1. Fémekben alacsony hdmérsékleten a ponthibak a szoras miatt tovabbi ellenallasnovekedést
okozhatnak, mely ardnyos a hibdk szaméval. Az aldbbi tablazat megadja az ellenallas
relativ megvaltozasat annak fliggvényében, hogy a fémet milyen hdmérsékletrdl hiitottiik
le 78 K-re. Szamoljuk ki a vakanciak keltéséhez sziikséges energiat!

Temp (K) 920 970 1020 1060 1220

Rel. valt. (%) | 0.41 0.7 1.4 2.3 9.0
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5. Racsrezgések

Célkitiizés: Eddigi targyalasaink soran a kristalyszerkezetet egzakt, pontosan meghatdarozott
koordinatakkal jellemezheto pontokban helyet foglalo atomok, molekulak
osszességenek tekintettiik. A kovetkezokben elrugaszkodunk a merev rdcs
tovabbra is érvényben maradnak. Jelen fejezet célja annak a vizsgalata, hogy
milyen kis mechanikai deformdciok, rezgések, hullamok létezhetnek az elézéekben
felepitett idealis kristalyszerkezetben. Megvizsgaljuk a mechanikai hullamok
terjedését kontinuum esetben, ill. diszkrét racsban, a rdcs kollektiv rezgéseit elemi
normalrezgések Osszegekent fogva fel. Egyszerii, idealizalt rdacsok példdjan
keresztiil meghatarozzuk a normalrezgések frekvenciaspektrumat, illetve ezek
alapjan bevezetjiik a racs elemi mechanikai gerjesztésének kvantumat, a fonont.

Sziikséges eloismeretek: Az alabbi targyaldsban igyekeztiink a minimalisra szoritani a
megértéshez sziikséges matematikai, ill. fizikai ismereteket. A
rdcsrezgések leirasakor  alapveté — mechanikai  ismereteket
feltételeziink. A normdlrezgések, a kvantalas témakorét sokkal
részletesebben pl. a megfeleld elméleti mechanika kurzus tematikaja
tartalmazza.

Az alabbi tananyag elsajatitasa utan az olvaso

. érti a periodikus strukturak dinamikdjanak klasszikus mechanikai targyaldasdra hasznalt
matematikai/fizikai modszereket

. ismereteit felhaszndlva megvizsgalja egyszeriibb rdcsok dinamikajat és megoldja a
mozgdadsegyenleteket

. elfogadja és érti a rezgések targyalasara hasznadlt klasszikus és kvantumos
megkozelitéseket

A szilardtestfizika célja, hogy az anyag mikroszkopikus szerkezetébdl a makroszkopikus
mechanikai, elektromos, optikai, stb. tulajdonsagokra kovetkeztessen. Ismeretes, hogy még a
klasszikus mechanikai haromtest-problémat leir6 newtoni mozgasegyenleteknek is csak
specialis esetekben van analitikus megoldésa. Esetlinkben egyrészt az anyagot alkotd atomok
szama 10%-0s nagysagrendbe esik, masrészt atomi méretskalan a klasszikus fizika érvényét
veszti, igy pl. az egy vasdarab Osszes atommagjara és elektronjara vonatkozo klasszikus
mozgasegyenletek megoldasanak értelme sem lenne. Az atomok nagy szdma ellenére a
kristalyok szimmetridit kihaszndlva mégis tudunk olyan viszonylag egyszerli modelleket
alkotni, melyek eredményei jol magyarazzak az anyag makroszkopikus tulajdonsagait.

Alapvetéen még mindig maradunk az 1. fejezetben megismert hard sphere modellnél,
csak a magok rezgéseivel foglalkozunk, elhanyagolva az elektronok mozgasanak hatasat. Bar
ez elsére abszurdnak tlinhet, a késobbieckben ismertetett Born — Oppenheimer- vagy
adiabatikus koézelités alapjan ezt megtehetjik (Max Born, 1882-1970; Julius Robert
Oppenheimer, 1904-1967). A racsrezgések targyalasanal a harmonikus kézelitést alkalmazzuk,

65



Rdcsrezgések A harmonikus kozelités

hatuliitéi ellenére mar ez a kozelités is nagyon sok jelenséget megmagyardz a szilard testek
tulajdonsagai koziil.

5.1. Az adiabatikus kozelités

Adiabatikus folyamatnak nevezziikk azt a folyamatot, amikor egy rendszerre hatd
perturbécio olyan lassan valtozik, hogy a rendszernek van ideje alkalmazkodni a megvaltozott
feltételekhez. Ilyenkor a rendszer mindig az adott pillanatbeli Hamilton-operatordhoz tartozo
sajatallapotban marad. Szemléletes példa erre egy vizszintes csuszkara fliggesztett inga. Ha a
felfiiggesztési pontot lassan mozgatjuk, az inga tud alkalmazkodni a valtozashoz és szépen leng
tovabb, ha viszont ,,rangatjuk” a felfiiggesztési pontot, kaotikus mozgast figyelhetiink meg.

Az adiabatikus kozelités részletes levezetése magokbol és elektronokbol allo rendszerre
megtalalhat6 barmelyik molekulafizika tankonyvben, itt csak a f0bb vonasokat ismertetjiik. A
Hamilton-operatorban szereplé potencialis energia alapvetéen harom tagra bonthatd, a mag-
mag, elektron-elektron ill. mag-elektron koélcsonhatasokat leird tagokra. A problémat a mag-
elektron kolcsonhatast kifejez6é tag okozza, ezzel egy csatolt differencialegyenlet-rendszert
kapunk, melynek egzakt megolddsa még numerikus modszerekkel is nehézkes.

A kozelités 1ényege az a felismerés, hogy a proton tomege kb. 1836-szor nagyobb az
elektronénal, a hidrogénnél nehezebb magoknal ez az arany még nagyobb. Ezt azt jelenti, hogy
barmilyen kicsi magmozgast az elektronok azonnal tudnak kdvetni, igy a magok helyzetének
valtozasat az elektronok adiabatikus folyamatként érzékelik. Az elektronok hullamfiiggvényét
a magok helyzete, mint paraméter fiiggvényében oldjuk meg. Egy adott magkonfiguraciora
megoldva az elektronokra vonatkoz6 Schrodinger-egyenletet, kiszamolhato az elektronoktol
szarmazo0 energia, ill. az elektroneloszlas. A magok az ebbdl az eloszlasbdl szarmazo potencialt
érzik, igy kiszdmolhatd a rendszer teljes energidgja is. Minden egyes lehetséges
magkonfiguraciora elvégezve ezt, megkapjuk a rendszer potencialis energia feliiletét (PES),
amibdl az optimalis, minimalis energiaji konfiguracié megkaphato.

Ezzel a mddszerrel tehat szétvalaszthatjuk a magok és elektronok mozgasat, ez pl. a
molekularezgések ¢és kémiai reakciok kvantummechanikai targyaldasdnal lehet hasznos, ill.
hasznaljak is.

5.2. A harmonikus kozelités

A masik hasznos, gyakran hasznalt kdzelités a harmonikus kizelités. Az 1. fejezetben
targyaltuk az atomok kolcsonhatasat leird Lennard-Jones-potencial (Id. 1.1. dbra) néhany
egyszerli tulajdonsagat. Mivel az atommagok kitérése a racsallandohoz képest kicsi, a LJ-
potencialt az I, egyensulyi helyzet kozelében kozelithetjikk egy masodfoka potenciallal (5.1,

abra).

A kristalyban a parkdlcsonhatast leird potencidlt az egyensulyi a helyzet koriil sorba
fejtve:
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dv 1 2 dV
— +§(r—a) o (5.1)

V(r)=V(a)+(r-a)
drl_,
A konstans tag pl. a kristaly teljes energidjanak szamolasakor fontos, de most

Racsrezgések
+L

r=a

elhagyhatjuk. Az elsérendli tag az egyensuly miatt zérus, marad a masodfoku tag, ez a

harmonikus kozelités.
2
. Harmonikus
L3 T potencidl 1
T
H
1+ : i
Ure H
i Lennard - Jones
051 ll potencial -
i
1
]

1.8

1
rr
m

5.1. abra — A Lennard-Jones és a harmonikus potencial.

5.3. Rugalmas hullamok kristalyokban
A hang terjed az anyagban, tehat lehetségesek a racsallandonal sokkal nagyobb

hulldmhosszii mechanikai rezgések. Mivel a racsallandod elhanyagolhaté a hullimhosszhoz

képest, az anyag diszkrét szerkezete eltlinik, kontinuumként viselkedik.
Vizsgéalatainkhoz tekintsiik a 5.2. dbran szerepld egyenletes keresztmetszetli, izotrop,

homogén rudat.
X x+dx
du

5.2. abra -Homogén riad megnyulasa
A rad valamilyen kiils6 hatasra megnyulik a hossztengelye mentén. Az X és az X+dx
(5.2a)

_du

szakasz relativ megnyuldsa:
(C,‘ [ —
dx

a rudban ébredo fesziiltseg az egységnyi keresztmetszetre hatd erd szamértéke:
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o=— (5.2b)

frjuk fel a mozgasegyenletet az X és X+dx kozti szakaszra:

Al o (x+dx)—c(X)]= pAdx—— dt : (5.3)

Felhasznalva a Young-modulus (Thomas Young, 1773-1829) definiciojat, amely a
fesziiltség ¢és a relativ megnyulds hanyadosa, valamint (5.2a) és (5.2b) segitségével a
mozgasegyenletbdl kapjuk a jol ismert hullamegyenletet:

o°u o’u
—=E—, 5.4
P =B (5.4)
melynek sikhullam megoldésai az
u(x,t)=Aexp[i(kx—at)] (5.5)

alakban irhatoak fel. Ezt a megoldast visszahelyettesitve a hullimegyenletbe, megkaphatjuk a
hullamterjedés sebességét:

V= [—.
P
A fenti levezetés egydimenzids, homogén, izotrop kozegre, longitudinalis hulldmok
terjedésére vonatkozik. A nyujtast és a fesziiltséget leird paraméterek altalanos esetben
tenzorok, az altalanos alkalmazasuk megtalalhaté barmelyik elméleti mechanika tankonyv
rugalmassagtannal foglalkozo6 részében. Bar a kristalyok is anizotropok, a részletes elméletre
itt nem tériink ki. Diszperziv kdzegben a hulldm csoportsebessége

dw
vV, =—. 5.6
0~ dk (5.6)
Ahogy fent mar emlitettiik, a racsallandohoz képest nagy hullamhosszakra (kis K) a kozeg
kontinuumként tekinthetd. Ahogy a k hullamszam novekszik, a kristalyracs diszkrét volta egyre
jobban érvényesiil, a hullamok szorodnak a racsatomokon, ezért a csoportsebesség csokken. A

5.3. dbran lathatjuk az w(k) un. diszperzios relaciét a kontinuum és a diszkrét, periodikus

esetben. A hang terjedési sebessége az anyagban a csoportsebesség k=0-nal vett meredeksége.
Példaként az 5.1. tabldazatban feltiintettiik néhany anyag tulajdonsagait a szamolt €s mért
hangsebességekkel egyiitt.
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kontinuum

diszkrét

k
5.3. abra — A diszperziés relacio kontinuum és diszkrét esetben

. . v x Young- , ,
LegkOzelebbi| Siriliség modulus Szamolt Mert

Szerkezet | szomszédok sebesség sebesség

. , . P =
tavolsaga (A m/s m/s
92 (®) (kg/m®) (10 N/m?) (mis) (mis)

NaCl

5.1. tablazat — Néhany anyag rugalmas paraméterei

Na
Cu
Al
Si
Ge

A harmonikus potenciadl szimmetrikus az egyensulyi tdvolsagra nézve. A hdmérséklet
emelésével az energia csak egy magasabb rezgési nivora keriil, a két atom kozti tavolsag
varhato értéke nem valtozik, ezért a harmonikus kozelités nem alkalmas pl. a hétagulas
magyarazatara, ehhez a potencidlhoz tovabbi, anharmonikus tagokat is figyelembe kell
venniink.

5.4. Linearis lanc rezgései

A racsrezgések tanulmanyozasanal a legegyszertibb, mégis sok fontos tulajdonsagot leird
modell a linearis lanc. A tovabbiakban megvizsgaljuk az azonos atomokbol és a kétféle atombol
allo lancok rezgéseit.

Ha figyelembe vessziik, hogy a K rugdallandoju rugdéerdbdl szarmazo potencial
1
V(x)= > Kx?,

ahol x az egyensulyi helyzetbdl valé kitérés, akkor (5.1)-b61 kaphatd, hogy egy dimenzios esetre
K — oV

ox?|
X=

a

(5.7)

Az egyensulyi helyzetébdl (xo) kitéritett tomegpontra hatd erét kétféleképp felirva az
egydimenzids (egységnyi keresztmetszetii) linearis lanc Young-modulusat kifejezhetjiik a lanc
mikroszkopikus szerkezetére vonatkozo paraméterekkel:
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X, —a
a
E =Ka. (5.8)

|F|=Ee=E =K(x,—a), amibél

5.4.1. Egyatomos lanc

Vegyiikk az 5.4. abran lathato, N azonos atombol allo, a réacsallandoval jellemzett
egydimenzids lancot. Az abra felsé részén mindegyik atom az egyensulyi helyzetében van, az
alsd részen egy adott idOpillanatban a kitéréseket abrazoltuk. Az atomokat m tomegl
tomegpontoknak tekintjiik, a szomszédos atomokat K rugdallanddji rugok kotik ossze. Csak a
kozvetlen szomszédok kozti rugalmas kdlcsonhatast vessziik figyelembe. Vizsgaljuk a lancon

terjedd longitudinalis hullamokat. Legyen az n-edik mag egyensulyi koordinataja X, , egy adott

iddpillanatban az egyensulyi helyzettdl valo kitérése pedig U, .

A tomegpontra a sajat és a szomszédos magok kitérésétdl fiiggd rugalmas erék hatnak, a

mozgasegyenlete:
2

mddun +K(2u,-u,,—u,,)=0 (5.9)

t2

A megoldast sikhulldm alakban keressiik, az atomok egyensulyi helyzetiik koriil azonos
amplitudoval harmonikus rezgdmozgast végeznek:

u, (x,t)= Aexp[i (ke —a)t)] |

n-1 Xi Xnt1

5.4. abra — Az egyatomos linearis lanc

Felhasznalva, hogy a lanc egymastdl egyenld a tavolsagra levé atomokbol all, az n-edik
atom egyensulyi koordinataja x{ =an, pillanatnyi helyzete pedig x, = x° +u, alakban irhat6
fel. Ezzel az (5.9) mozgasegyenlet atirhato a kdvetkezd alakba (az idofiiggd exp(—imt)
tényezot elhagyva):

—me’® + K (2-e™ —e") =0,
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amibdl a jol ismert

inzgzl—cow
2

S
trigonometrikus azonossag felhasznalasaval az egyatomos linearis lanc diszperzios fiiggvénye:
" =—3:In > (5.10)

Vizsgaljuk meg, milyen értékeket vehet fel a k hullamszam. Képzeljiik el, hogy az N-
atomos lancbdl egy teljes kort alkotunk. Ekkor az n-edik atom kitérése minden pillanatban
megegyezik az n+N-edik atom kitérésével (5.5. dbra), azaz u, =u,,, , amibol a

k=22

P. .
e 5.11
TR0 pe (511)

un. periodikus hatarfeltételre juthatunk.

1(N+1)
2 (N+2)

N-2

5.5. dbra — A periodikus hatarfeltétel

Arra jutottunk, hogy a k hullamszam nem lehet akarmilyen, a periodikus hatarfeltétel
(vagy Born — von Karman hatarfeltétel, Karman Todor (Theodore von Karmdan), 1881-1963)
altal megszabott értékeket vehet csak fel. Vajon létezhet-e végtelen szamu K hullamszammal

2
jelzett hullam? Tekintsiik a k' =k +  hullamszémmal jelzett rezgést:
a

k+2—”jan
a

Uy = Aexp[i(k'x;J —a)t)] _ Ae*““‘ei[

Ekkor

—iwt qikan 4i27zn
Uy = Ae e™e ™™ =u, .,

tehat ebben az esetben minden atom kitérése ugyanaz, mint a kK hullamszammal jel6lt esetben,
azaz k periodicitasa 2z /a.

-71 -



Rdcsrezgések Linearis lanc rezgései

Valoban, ha abrazoljuk az atomok kitérését ebben a két esetben, lathatjuk, hogy a
racspontokban a két fliggvény értéke megegyezik, tehat a két hullam a mi szempontunkbol
azonosnak tekinthetd (5.6. dbra). Mivel a kristalyszerkezet csak diszkrét racspontokban
értelmezhetd, a hullam kitérésérdl nincs értelme beszélni ezeken a helyeken kiviil. Kénnyen
belathatd, hogy a legrovidebb hullimhosszu rezgés hulldamhossza, ami még éppen terjedhet a
kristalyban, éppen a racsallando kétszerese, ekkor a szomszédos atomok éppen ellentétes
fazisban rezegnek. Ennél kisebb hullamhosszi rezgés mindig helyettesithetd egy olyannal,
aminek hulldmhossza nagyobb 2a-nal és ugyanazt a kitérést okozza a racspontokba helyezett
atomokon. A fentieket felhasznalva k maximalis értékére kaphatunk informaciot:

K| = 2z _z (5.12)
e /’Lmin a .
15 T T T T T T T
2=3
2=0.75
. A A A A A2 A
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5.6. abra — Két megfelel6 hullimhosszisagi rezgés ugyanazt
a kitérést eredményezi a racspontokban

A fenti képletben az abszolut érték arra utal, hogy negativ K értékek is lehetségesek, ebben
az esetben a megoldas egy balra halado hullamot ir le. A lehetséges k hullamszamokkal
jellemzett, un. rezgési modusok szama az N azonos atombol allo linearis lancra (5.11) és (5.12)-

bol tehdt pontosan N, a lanc egy tetszdleges rezgése leirhatd ezen modusok linedris
kombinaciojaként.
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T

a

QN
JT-V

5.7. abra — Az egyatomos linearis lanc diszperzios gorbéje

Az 5.3 alfejezetben kiszamoltuk az E Young-modulussal rendelkezd, p slrliségii
anyagban terjedé hanghullam (longitudinélis hullam) terjedési sebességét. Ha a hulldmhossz
sokkal nagyobb a racsallandonal, akkor a (4.10)-ben szerepld sin kozelithetd az

argumentumaval, ekkor
/4K ka /K
w=,——=,—Kka,
m 2 m
0] K
v,=—=a /— :
k m

Felhasznalva tovabba a Young-modulusra kapott (5.8)-at:

E Ka K m
Ve Vp \m a

A makroszkopikus tulajdonsagok €és a harmonikus kozelitésben hasznalt egyszert linearis
modell 6sszevetésébdl helyesen kapjuk vissza az ,,1D stliriiséget”.

amivel a hangsebesség:

A fent hasznalt linearis 1anc modell persze nem lehet tokéletes. A kozvetlen szomszédok
kozti kolcsonhatas leginkabb csak nemesgaz-kristalyok esetén érvényesiil, de a diszperzios
relacid egyéb esetekben is hasonldan néz ki, kiilondsen a modusok szadmat €s a Brillouin-zona
hataran eltind csoportsebességet illetden.

5.4.2. Kétatomos lanc

A rezgési moédusok 1) tulajdonsagait tarja fel a kétatomos linedris lanc (5.8. dbra)
vizsgalata. Tekintsiink egy M1 és M2 tomegii tomegpontokat felvéltva tartalmaz6 lancot. Ebben
az esetben a racsallando a két azonos tomegili atom kozti egyensulyi tavolsag, a rugdallando
minden szomszédos atom kozt K.
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W, V-1 u, Va Wyt

5.8. abra - A kétatomos linearis lanc

Jeloljiik az n-edik My tomegii atom pillanatnyi kitérését un-nel, az n-edik M2 tomegi
atomét pedig Vn-nel. A mozgésegyenletek az egyatomos lanchoz hasonloan irhatoak fel:

d®u,

1? = —K (Zun _Vn _Vn—l) (513a)
d?v,

e =—K(2v,—u, —U,,) (5.13b)

A megoldasokat ismét sikhullam alakban keressiik, viszont megengedjiik, hogy a
kiilonb6z6 tomegli atomok kiilonb6z6 amplitiddval rezegjenek. Ezt az indokolja, hogy ugyanaz
a rugo a kiilonbozo tomegili atomokat nem egyforman mozgatja. A 5.8. abrdabol kovetkezden:

u, (t)=uexp|i(kna—at) |

wt=veo] 1o+

Ezeket a megoldasokat visszahelyettesitve (5.13a) és (5.13b)-be, a megfeleld
egyszerlsitéseket elvégezve a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk U -ra és v -re:

u[ 2K -o’M, |-v-2K cosk—;zo (5.14a)
ka 2
u-2Kcos?—v[2K—a) M, |=0 (5.14b)
Itt felhasznaltuk a
CoSg = —ei(p e’
=T
azonossagot.

Az egyenletrendszer megoldasat a szokdsos modon, a determindns zérussa tételével
kaphatjuk meg, amivel w?-re egy masodfoku egyenletet kapunk:
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M,M,o" — 2K (M, + M,)+2K?(1-coska) = 0. (5.15)
A megoldas:
iz:MIT\/I {(M1+M2)i\/(M1+M2)2—4M1Mzsin2k—; : (5.16)
172

Fontos megfigyelés, hogy a Brillouin-zoéna hatardn a csoportsebesség mindkét esetben
eltiinik, ennek oka, hogy itt a Bragg-reflexié miatt allohullamok alakulnak ki.

Az o, (k) figgvényeket az 5.9. dbrdan abrazoltuk. Jol lathato, hogy a két ag kozt egy, a

két tomeg aranyatol fliggd szakadas talalhato a frekvenciaspektrumban.

w(k)

i 2]{([\/{1 +1W3)
MM,

2K
min (M, M,)

v

5.9. abra — A kétatomos linearis lanc diszperzios fiiggvényei

Az 5.10. abran tobb kiilonbozd tomegaranyra abrazoltuk az akusztikus és optikai agak
menetét. Amint a két tdmeg aranya eléri az 1-et, az akusztikus és optikai agak kozti gap eltiinik,
pontosabban maga az optikai ag tlinik el, hiszen ebben az esetben a kétatomos lancunk megfelel
egy, az eredeti racsallando felével rendelkezd egyatomos lancnak. Ekkor a Kiterjesztett
Brillouin-zona abrazolasban az optikai ag (szaggatott vonal) megfelel az akusztikus ag
folytatasanak, aminek a derivaltja £z /a helyett +27 / a-nal tiinik el.
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5.10. abra - Az akusztikus és optikai agak kiilonb6z6 tomegaranyok esetén.

Vizsgaljuk meg az (5.16) megoldasokat a hosszihullamu esetben, azaz amikor ka = 1.
A gyok alatt szerepld sin? (ka/2)-t a félszogekre vonatkozd azonossaggal atirva, majd a

o (_1\" 2 4
cosx:z( D =1 X
& (2n)! 2 24

sorfejtést masodrendben alkalmazva (5.15) a kovetkez6 alakra egyszeriisithetd:
M,M,o" — 2K (M, + M,)w? + K?k?a? = 0,

melynek kozelitd megoldasai:

M, +M
w? ~ 2K —L 2 5.17a
MM, ( )
2 K 2A2
o ~——Kk-a
-T2(M, M) (5.17b)

adodik, tehat ebben az esetben a szomszédos atomok ellentétes fazisban rezegnek,
tomegkozéppontjuk helyzete nem valtozik. Ha a két atom toltése ellentétes, akkor pl.
fényhullam elektromos terének hatasara gerjesztddhet ilyen mozgas, ezért ezt az agat optikai
dgnak nevezzik. Az w- esetben az u és v kitérések egyenldk, a rezgések megfelelnek egy
hosszuhullamu akusztikus rezgésnek, ezért ennek az dgnak a neve akusztikus dg.

5.5. 3D racsrezgések, fononok

Az egydimenzids racs rezgéseinek tanulmanyozédsakor kényelmesnek, ugyanakkor
célravezetonek tlint csak a linedris lanc longitudindlis rezgések vizsgélata. A tisztan
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longitudinalis ill. transzverzalis rezgések feltételezése csak magas szimmetridval rendelkez6
(pl. kobos) szerkezetek, ill. olyan irdnyok esetén lehetséges, ahol az adott sikban az atomok
egylitt mozognak. K6bos kristalyok esetén a rezgés lehet tisztan longitudinalis ill. transzverzalis
pl. az [100], [110] vagy az [111] iranyokban, ami egyben a k-térben is meghatarozza az
iranyokat (5.11. dbra). Az abran az [110] iranyban a diszperzids Osszefiiggés a Brillouin-zona
hataran tul is dbrazolva van.

Altalanosan, egy 3D kristalyszerkezetben terjedd hullimnak mind longitudinalis, mind
transzverzalis karaktere is van és a mozgasegyenleteknek figyelembe kell vennie ezeknek a
hullamokra a hulldm terjedési sebességét és a kristdly mechanikai tulajdonsagait is. A
feltiintetett egyatomos kristaly diszperzios spektruma egy longitudinalis és két transzverzalis
agat mutat.

| Pb
m
;E_IU 1 r L ]
=
]
g
£ .
3 1
Ts ! B 7
= |
1 T

1
IB.Z.
0 \

(000) q— (100) (110) (¥5%40) «—q (000)(000) q— (Y2Y2Y2)

5.11. 4bra — Az FCC racsban kristalyosodo6 6lom diszperzids spektruma rugalmatlan neutronszoras
alapjan, a Brillouin-zona kozéppontjatél kiilonb6z6 iranyokban (Blakemore)

A 3D racsrezgések szigori matematikai levezetése tilmutat e jegyzet hatdrain, az
érdekl6do olvasonak javasoljuk a megfeleld elméleti mechanikai és elméleti szilardtestfizikai
jegyzetek tanulmanyozasat (pl. Szilardtestfizikai alapismeretek, szerk. Hevesi Imre, JATEPress,
Szeged 2012).

Altaldnos esetben egy elemi cellanként r atomot tartalmazo kristaly atomjainak
mozgasegyenlete a kovetkezd gondolatmenetet kovetve irhato fel. A rezgésektdl szarmazo

rugalmas energia harmonikus kozelitésben:
U (L 'lrjnj’L )=Uo +% Z Zcrfmiu;unfi ’

nj,mi a,p

ahol l’Jnj (t) az n-edik cella j-edik (j=1,K ,r) atomjanak kitérése a t idopillanatban, o, B az X,

Yy, Z komponensekre valo 0sszegzési indexek, a C matrixelemek pedig a parkdlcsonhatasokat
jelképezd ,,rugdallandok”™. Ezzel az nj-vel jelolt atomra hat6 er6:

a _ af Vi
I:nj - _Z Z an,miumi )
mi g

amibdl a mozgasegyenletek:
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M ;i =
A megoldasokat az egydimenzios esethez hasonléan normalkoordinatak bevezetésével
kaphatjuk meg a

det| D (0) - %56, =0
szekularis egyenlet megoldasaval, ahol
Daﬂ Ca B —n&(h fn)

nj, m|

MIVI

i

az un. dinamikai matrix, Irn az n-edik elemi cella helyvektora. Az egyenlet 3r szamu valos w
értéket szolgaltat, ezeket az w, ((r:]) x=1,2,K ,3r fliggvényeket dgaknak nevezzik. Ezek
koziil 3 darab az w(0)=0 pontot tartalmazza, ezek az akusztikus dgak. A tobbi 3(r-1) agnal

g=0 esetén véges, nullatol kiilonboz6 sajatfrekvenciat kapunk, ezek az optikai dgak. Az atomok
elmozdulas-vektorai altalanos esetben:

,_ZA
A racs rezgései tehat polarizalt sikhulldmok szuperpozicidjaként irhatok le, a polarizacio
létezésérdl pl. infravords abszorpeids kisérletekbdl kaphatunk bizonyitékot. A rezgések

polarizacidos  vektorainak  meghatdrozdsa  bonyolult, csak ismert szimmetridju
kristalyszerkezetek esetén tudjuk elvégezni. Legegyszeriibb esetben a kristaly elemi cellaja

r Ia) ! +i r (518)
q ) (G)t+ig

csak egy atomot tartalmaz, ekkor 3 akusztikus 4g van. Hosszihullamu esetben a diszkrét racs
kontinuumként Viselkedik az akusztikus rezgések felbonthat()k két transzverzélis és egy
meredeksége az anyagban érvényes hangsebesseget adja. Anizotrop kozegben a rezgési
modusok terjedési sebessége fligg a terjedés iranyatol is.

Az egydimenzios esetben lathattuk, hogy az els6 Brillouin-zonaba esé modusok szama
megegyezik a kristaly elemi celldinak szdmaval. Ezt harom dimenzioban a

p(f)=—

(27)

modusstiriiséggel fejezhetjiik ki, ahol V a kristaly térfogata. Valodi kristalyban ez a moédusszam
olyan nagy, hogy a megengedett modusokat a Brillouin-zonaban kvazifolytonosnak vehetjiik.

Megfeleld koordinata-transzformacidoval mind a kinetikus, mind a potencidlis energia
diagonalizalhato, ekkor a norméal-koordinatakkal felirt Hamilton-fliggvénybdl szarmaztathato
Hamilton-féle mozgasegyenletek megoldasai a 3rN szamu normal modusok lesznek. A kristaly
minden rezgése felirhatd ezen normal modusok szuperpozicidjaként. A Hamilton-fliggvénybdl
megfelelden szarmaztatott Hamilton-operatorral a probléma kvantummechanikai targyalasa
hasonléan végezhetd, mint a harmonikus oszcillator esetén. A rezgések kvantaldsa szintén a
megszokott modon torténik, a harmonikus oszcillatornak megfelelden egy rezgés energidja csak
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hao, (('q) egész szamu tobbszorose lehet, azaz minden rezgési modushoz n_ (a) szamu, hea, (('q)

energidji  virtudlis részecske tartozik. A  racsrezgések kvantalasaval megjelend
kvazirészecskéket fononoknak nevezziik. Mivel egy (zc('q) allapotban tetszéleges szamu

kvazirészecske tartdzkodhat, a fononok a Bose — Einstein statisztikat kovetik, tehat bozonok. A
kvantalt racsrezgések a szilardtestfizika tobb teriiletén hasznosnak bizonyulnak, ahogy azt a
késébbiek soran néhdny probléman keresztiil latni fogjuk.

5.6. Ellenorzo kérdések

1. Vezesse le a rugalmas kozegben terjedd longitudinélis mechanikai hullamra vonatkozo
sebességet!

2. Definialja a csoportsebességet!

3. Mi a fizikai jelentésége az (k) diszperzios fiiggvény k=0-ban vett meredekségének?

4. Trja fel az egyatomos linearis lanc mozgasegyenletét!
5. Mi a periodikus, vagy Born — von Karman hatarfeltétel?

6. Periodikus hatarfeltétel mellett hany rezgési modust kiillonboztethetiink meg az egyatomos
linedris lancban?

7. 1rja fel a kétatomos linedris lanc mozgasegyenletét!

1
8. Mekkora az elsd Brillouin-zéna kiterjedése ‘k‘ fliggvényében, ¢s mibdl szdrmazik ez a

hatar?
9. Mitdl fligg a tiltott frekvenciasav nagysaga az akusztikus és optikai agak kozt?

10. Hogy alakul az akusztikus és optikai agak szama p atomot tartalmazo primitiv egységcella
esetén?

5.7. Mintafeladatok

1.  Tekintsiink egy azonos tomegii atomokbdl allo, végtelen egydimenzios racsot. Egy
atom és l-edik szomszédja kozti ,,rugéallandé” K. Irjuk fel az n-edik atom
mozgasegyenletét és hatarozzuk meg a diszperzios osszefiiggést!

Megoldas: A fentiekben targyalt egyatomos lanchoz hasonléan felirhatjuk a
mozgasegyenletet, csak jelen esetben a két szomszédos atom helyett a tavolabbi
szomszédoktol szarmazo kdlcsonhatést is figyelembe kell venni:

d

2
u
m dtzn = —Z K, (2u, —U, , —U,.,)-
|

A megoldéasokat ismét

U, (x,t)= Aexp[i (kx,? —a)t)]
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alakban keressiik, ahol x° =an, ezzel a mozgasegyenletiink (az idéfiiggd tényezot
elhagyva):
_moee — _Z K, |:2eikna _ eika(n—l) _ eika(n+l)] ’
|

amibd6l

o = EZ K, (1—cos(kal)).

m=

2. A GRUNEISEN-PARAMETER. A Griineisen-paraméter a kristaly térfogatvaltozasanak
a fononspektrumra gyakorolt hatasat fejezi ki, egyik definicidja:

V de

(v

ahol o, egy normalmoédus frekvenciaja.

Szamoljuk ki a Griineisen-paramétert egy L hossziisagu, a racsallanddju linearis
lancban, a legkozelebbi szomszédok kolcsonhatasat figyelembe véve. Tegyiik fel,
hogy a potencial

U(x)=U, +%1<x2 +Ax°
alaki, ahol x=d-a, d a legkozelebbi szomszédok tavolsaga.

Megoldas:

1D-ben a Griineisen-paraméter alakja: y = _Ldo

odL
Egydimenzids lancra a diszperzios fiiggvény egy w, = Jx/m frekvenciaval aranyos,
célunk e frekvencia meghatarozasa a lanc hosszanak fiiggvényében. Az L hossz L -re valo
megvaltoztatasahoz egy kis AF er6t alkalmazunk. Ekkor az uj kdlcsonhatasi potencial:

U :UO+%KXZ+/IX3+AF-X,

az 1j egyensulyi tavolsag pedig kis erd esetén a’'=a+ Ax,. A lanc teljes hosszvaltozasa
ebbdl AL = N -AX, . Az 0j visszatéritd erét a potencial masodik derivaltja adja meg:

2
K = C(ijxg = K+ 64AX,,

az 1j frekvencia pedig

w, = LI @, [1+ B/MXO).
K

Az utols6 1épésnél felhasznaltuk a \/1+ X = 1+§ kozelitést. A Griineisen-paraméter

értékére kapjuk tehat, hogy

3
K
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5.8. Gyakorlo feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a kétatomos lanc diszperzids Osszefiiggésébol levezethetd
csoportsebesség mind az akusztikus, mind az optikai agra eltlinik a Brillouin-zona
hatarain.

2. Aréz FCC racsban kristalyosodik, a hagyomanyos egységcella oldalhossza a, = 3.61A.

Mekkora a k = 0.5 (IEmO hulldmszém-vektorhoz tartoz6 hulliamhossz?

3. Az FCC récsban kristalyosodé rézben az [110] iranyban terjed6 hang sebessége 4000 m/s.
Becsiiljiik meg a rugéallandot, ha tudjuk, hogy a hagyomanyos egységcella oldalhossza

a, =3.61A, a réz tdmegszdma A=63.55.

4.  Szamoljuk ki egy linearis lanc sajatfrekvenciait abban az esetben, amikor az x=0 helyen
levé m tdmegili atomot egy M tomegiire cseréljiik (izotdp). Ebben az esetben az n. atom
kitérését az

n‘—i(ut

— ¢ o K@)
S, =S,

un. lokalizalt modus irja le. A szomszédos atomok kozti csatolast egy K rugoallandoju
rugd biztositja. Vizsgaljuk a O0<M<m esetet, abrazoljuk a lokalizalt médus w/ w,

frekvencijat (@, a homogén lanc sajatfrekvenciaja) az M/m relativ tomeg fliggvényében!

5. Egyatomos, kétdimenzidés négyzetes racsot vizsgalunk. A racsallando a, az atomok
tomege M. A négyzetek oldalai mentén a rugéallandd k;, az atlok mentén k,. Csak a

legkdzelebbi atomok kozti kdlesonhatést vessziik figyelembe. Mekkora a II< = (7r /a, 0)

modus frekvenciaja? (4 mozgdsegyenletek teljes megoldasa nem sziikséges a valaszhoz!)
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6. Mechanikai tulajdonsagok

Célkitiizés: Az alabbiakban a szilard testek deformdacioival foglalkozunk, a fejezet nagy része
mar ismert kell legyen elozetes mechanikai tanulmanyokbol. Megvizsgaljuk a
testre hato mechanikai fesziiltségek makroszkopikus tulajdonsagait és ezekre az
atomok kozti kélcsonhatasok alapjan probalunk magyarazatot adni.

Sziikséges eldismeretek: A fejezetben ismertetett jelenségek tobbsége alapozé mechanika
kurzus keretein beliil mar targyalasra keriilt. Az anizotrop
deformaciok leirasara alapveto  tenzoralgebrai  ismeretek
sziikségesek.

A tananyagrész megtanulasaval az olvaso

»  felismeri az anyag mikroszkopikus szerkezete és makroszkopikus mechanikai
tulajdonsagai kozti ésszefiiggéseket

. ismert mechanikai fesziiltségek ismeretében képes az anyag deformdcioinak leirasara
. magaéva teszi az anyag tombi tulajdonsagainak a mikroszkopikus jelenségekkel valo
magyardzatat

6.1. Alapveto mennyiségek, fogalmak

A szilardtest egységnyi feliiletére hatd erd, pontosabban az erd feliiletre merdleges
komponense szamértékileg megegyezik a fesziiltséggel (o, stress), melynek mértékegysége a
nyomashoz hasonléoan Nm2. Az erd iranyatol fiiggden megkiilonboztetiink huzo- és nyomoerdt.
A fesziiltség hatdsara a test deformalodik, ennek legegyszeriibb forméaja a relativ megnyulas (e,
strain), mely dimenzio nélkiili mennyiség, vagy a mérndki irodalomban gyakran m/m. A
fesziiltség hatasara a test a hizoerd irdnyaban megnyulik, a legtobb esetben a masik két
dimenzid iranydban 0sszehizodik, amint ezt a késObbiekben latni fogjuk. A fenti alapvetd
mechanikai mennyiségeket szemléletesen a 6.1. abra mutatja.

yE
A [

2 1 2
6.1. abra — Fesziiltség hatasara létrejovo deformacié. A deformacio el6tti alakot szaggatott vonalakkal
jeloltiik.

A nyirofesziiltség (t) szamértéke az egységnyi feliiletre érintdlegesen hato erd, a
deformaciot az o szoggel jellemezhetjiik (6.2. dbra).
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6.2. abra — A nyiréfesziiltség

Tekintsiink egy tipikus fesziiltség-megnyulds gorbét (6.3. abra). A megnevezéssel
ellentétben itt a tengelyeket felcseréltiik, tehat a megnyulds fiiggvényében abrazoltuk a
fesziiltséget. Ezt felfoghatjuk ugy, mintha az anyagban ébredd fesziiltséget vizsgalnank egy
adott megnytlas hatdsara, mint pl. egy rugénal.

Rugalmas deformacio Plasztikus deformdcio Torés

e

)

nyakasodas

felkeményedés

konnyil csuszés

Fesziiltség

q
!-(

Ml _—==

(]
-~

Megnyrilas

6.3. abra — Tipikus fesziiltség-megnyulas gorbe

Az abran kiilonbozd tartoményokat kiilonithetiink el. Kis relativ megnyutlasokra
(tipikusan 1% kortli érték) a deformacid rugalmas, azaz a fesziiltség megszlinte utan a test
visszanyeri eredeti alakjat. Ebben a tartoméanyban a megnytlas a fesziiltség linearis fliggvénye

crer

o, fesziiltség (vagy &, megnyulas) elérése utan a deformacio plasztikussa valik, a fesziiltség

megszinte utdn az anyag nem nyeri vissza eredeti allapotat, csak kicsit huzodik 0ssze. Egy
bizonyos megnyulas utan az anyag torik, ami érthetden a goérbe végét jelenti...

Az abran lathatoan a rugalmas deformacio tartomanya elég kicsi. A plasztikus deformécio
tartomanya anyagrol-anyagra valtozhat, pl. az iiveg €s az 6ntott vas a rugalmas tartomany végén
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egybdl torik; ezeket az anyagokat torékenynek (brittle) nevezziik. Azok az anyagok, melyek
plasztikus deformaciot mutatnak a torés el6tt, a nyajthato, képlékeny (ductile) anyagok.

A kovetkezokben a fesziiltség-megnytlas gorbe harom {6 tartomanyat targyaljuk.

6.2. Rugalmas deformacio

A rugalmas deformacié tartoménya elég sziik, mégis ez jelenti a technikai alkalmazasok
Iényegét. A rugalmas deformacié hataranak meghatarozasan kiviil azt is fontos tudni, mennyire
ellenallo az anyag a mechanikai behatasokkal szemben. Ezek a tulajdonsagok a kovetkezokben
targyalt makroszkopikus rugalmas allandokon keresztiil keriilnek bevezetésre. Latni fogjuk,
hogy ezek a paraméterek az atomok kozti kotések tulajdonsagaival szoros Osszefliggésben
vannak.

6.2.1. A rugalmassagi allandék

A kis deformaciok linearis viselkedése lehetdséget ad néhany rugalmassagi allando

fesziiltség €s a relativ megnytlas hanyadosa:

o F I
Y="ae 6.1
e AAl 1)
Ennek értéke a fesziiltség-megnyulas gorbe kezdeti szakaszanak meredeksége, mértékegysége
a fesziiltséggel megegyez6 Pa vagy Nm™.

A Young-modulus bevezetése hasonlo a Hooke-torvényhez (Robert Hooke, 1635-1703),
amely egy rugoszerii valaszt ad a megnyulasra, ami ekvivalens a

o=Y¢

kifejezéssel.

Az erd a fenti képlet feliilettel valo szorzasaval kaphato:

F- YI—Am ,
tehat a megszokott ,,rugéallandé” YA/l. A Young-modulus hasznalatanak eldnye abban

mutatkozik meg a hagyomanyos rugoéallandoval szemben, hogy csak az anyagtdl fligg, a

crer

Az egységnyi feliiletre hato nyiroer6 (z) (Id. 6.2. dbra) fiiggvényében felirhatjuk a nyirdsi
modulust is:

G= (6.2)

r
—

Amennyiben a testre minden iranybdl azonos fesziiltség hat (pl. hidrosztatikai nyomas),
definialhatjuk a kompresszios modulust, ami a kompresszibilitds () inverze:
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\Y
K=-Ap-—. 6.3
Py (6.3)
kifejezéssel adhatdé meg és a nyomasvaltozasra torténd relativ térfogatvaltozas reciprokat adja
meg. Mértékegysége szintén Pa.

6.2.2. A Poisson-szam

A 6.1. abran lathatdéan, ha egy testre huzoé(nyomod)erd hat, az erd iranyaban torténd
megnyulds nem az egyetlen kovetkezmény. A test az er§ iranyara merdleges irdnyokban szintén
hosszvaltozast szenved, ezt a valtozast irja le a Poisson-hanyados (Siméon Denis Poisson, 1781-
1840). Ha a huzober6 az |1 iranyban hat és ott 471 hosszvaltozast okoz, akkor az erre mer6leges
két iranyban bekdvetkezo relativ hosszvaltozasra érvényes a

M AN 60

|2 I3 Il

Osszefliggés, ahol v a Poisson-hanyados.

Mivel izotrop testr6l beszélink, a Al,/l, és Al,/l, relativ hosszvaltozasok

megegyeznek. A definicioban szerepld negativ eldjel biztositja az anyag ,,normalis”
viselkedését, azaz a hossziranyl megnyulast oldaliranyu kontrakcid kiséri. Léteznek negativ
Poisson-hanyadossal rendelkez6 mesterséges anyagok is, melyek egyiranyban torténd
Osszenyomads hatasara a masik két iranyban is kontrakcidt szenvednek.

A fenti egyenletben szerepld Poisson-szam nem vehet fel akarmilyen értéket, altaldban -1
¢s 0.5 kozott van. A negativ hatarérték ritkasdga miatt nem olyan fontos. A felsé hatarértéket
annak szem el6tt tartdsdval hatdrozhatjuk meg, hogy egy test az egyik iranybdl torténd
0sszenyomads hatasara nem ndvelheti térfogatat, ill. ny(jtas hatdsara nem csokkentheti azt.

Hasznéljuk a 6.1. dbra jeloléseit, melyekkel a térfogatvaltozas:
AV = (1, +AL)(1, +AL) (I, + Aly) = L1l .

Feltételezhetjiik, hogy az |1 irdnyban vald nytjtas miatt bekovetkezd hosszvaltozasok kicsik,
tehat a fenti szorzatban a valtozasok tobbszords szorzatait tartalmazo tagokat elhanyagolhatjuk.
Ekkor a végeredmény:

AV =(1-2v)-Al,-1,-1;.
A ,,normalisan” viselkedd anyag térfogata nyujtas hatasara nem csokken, amibdl:

0<1-2v = VS%.

A Poisson-szam és az anyag viselkedése kozotti osszefiiggéseket lathatjuk a 6.1. tablazatban.
A sotétebb kékkel satirozott eset irredlis.

A legtobb anyagra a Poisson-szam 0.2 és 0.4 kozott van. A guminak kb. 0.5 a Poisson-
szama, gyakorlatilag idealis dsszenyomhatatlan anyagnak tekinthetd. A mindennapi életben
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tapasztalhat6 eldny és érdekesség, hogy parafa dugo Poisson-hanyadosa kb. 0, tehat egyiranyu
nyujtas vagy 0sszenyomas hatasara a masik két iranyban nincs hosszvaltozas. Ez teszi lehetve,
hogy a parafadugot vissza tudjuk dugni az iivegbe.

Ny Ujtéfesziltség: térfogatcsokkenés

Nyomofesziiliség: térfogatndvekedés

6.1. tablazat — Az anyag viselkedése a Poisson-arany fiiggvényében

Megmutathatd, hogy az egyes anyagi allandok kozt fennallnak a kovetkezd
Osszefiiggések:

Y

® 20" (6.5)
Y

“T3a (65)

6.2.3. Mikroszkopikus megkozelités

Az anyag rugalmas deformdciéja magyardzhatdé az atomok kozti tavolsag
megvaltozasaval. Az atomok kozti egyensulyi tdvolsag egybe esik a kolcsonhatéast leird
potencial minimumaval, ebben a tavolsagban az atomok kozt hatd eré (a potencial negativ
gradiense) zérus. Osszenyomas hatasira az atomok kozti tavolsag csdkken és egy taszitderd
¢bred, mely igyekszik visszatériteni Oket az egyensulyi helyzetbe. A fesziiltség megszlinése
utan az atomok visszatérnek egyensulyi helyzetiikbe.

A fenti gondolatmenet megmagyardazza a deformécié rugalmas mivoltat, de miért
linedris? A potencialt az egyensulyi helyzet kdzelében sorba fejtve:

¢'(a ¢"(a » ¢"(a 3
6(9=9(a)+ L1 )« L8 LB gy
Az els0 konstanst tagot elhagyhatjuk, a masodik tag zérus az egyensulyi helyzetben. A rugalmas
deformacidért a harmadik tag felelds. Ez mondja ki, hogy az egyensulyi helyzet kdzelében a
potencial aranyos az elmozdulas négyzetével, azaz az erd linearisan fiigg az elmozdulastol.
Ebbdl a tagbol azt is megallapithatjuk, hogy az eréalland¢ itt ardnyos a potencial gorbiiletével.
A negyedik és magasabb rendii tagokat altalaban elhanyagoljuk.

Megfelelden nagy (x-a) kitérésekre a Taylor-sor harmadrendii tagjanal nem allhatunk
meg, ami azt eredményezné, hogy a Young-modulus is fliggene a kitérést6l. A tapasztalat
szerint ez nem kovetkezik be, a legtobb szilard anyagnal a plasztikus deformacié mar a relativ
megnyulas kb. 1%-a koril jelentkezik, miel6tt a magasabb rendii tagok jaruléka szamottevd
lenne.
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Plasztikus deformacio

A 6.4. abra mutatja néhany anyag Young-modulusat. Lathatd, hogy az anyag atomjai
kozt 1éve kotések hogyan befolyasoljak a rugalmassagi allandot. A fémek és Otvozetek
tipikusan a 10-300 GPa tartomanyba esnek. Az atmeneti fémeknél ez az érték nagyobb,
koszonhetden a lokalizalt d-elektronoknak. Az sp? és sp® hibrid kotések a grafitban és a
gyémantban extrém magas rugalmassagi allandot eredményeznek. Lathato, hogy a grafit két

helyen is szerepel a tablazatban, a hatszoges elrendezésli sikokra merdleges iranyban joval

lazabb a szerkezet.

A polimerek rugalmassagi allanddja kicsi, hiszen a megnyujtasukhoz nem feltétleniil
sziikséges az atomi tavolsagok valtozasa, elég csak ,.kitekeredniiik” (unfolding).

Organic

Metals Nonmetals Jother Fibers
1000 — e Graphite ( |l planes), ® Carbon
] graphene, diamond nanotubes
— e WC
— oW : ECO e Carbon fibers
e Mo ® o
® Be SiN
—| ® Steel .
e Castiron ® Si
100 —
e Al e Glass fibers
. oM e Carbon
S ] 9 ® NaCl fibers
[} « Concrete reinforced
> — plastic
2} e Pp
= 10—  Graphite e Wood (Il grain)
B — (L planes)
E ] = Nylon
2 B
c
=
o
>_
® Wood (L grain)
1 R—
] e Teflon
] ® PET
0.1 — e Rubber
6.4. abra — Néhany anyag Young-modulusa (Hofmann)
6.3. Plasztikus deformacio

A kovetkezOkben targyalando plasztikus deforméciok mikroszkopikus eredete mar nem
teljesen magyardzhato az idealis kristalyra vonatkoz6 tulajdonsagokkal.

6.3.1. A rugalmassagi hatar

A gyakorlati alkalmazasoknal fontos annak ismerete, hogy milyen fesziiltségnél
kovetkezik be a plasztikus deformaci6é. Ennek vizsgdlatdhoz egy kristdly nyiroiranya

igénybevételét vizsgaljuk (6.5. abra).
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Az a) abra egy hatszoges elrendezésii kristaly két rétegét mutatja, a két réteg tavolsaga a,
az egy sorban levé atomok egyenstlyi tavolsaga b. A felsé rétegre egy t fesziiltség hat, ennek
hatésésra a réteg elcsuszik. Kis elmozdulasokra:

LX) X
a=tant| = |~ 2.
a) a

T=Ga=%.
a

A definici6 alapjan:

Kis szogekre (elmozduldsokra) a fesziiltség megsziinte utan a réteg visszatér az eredeti
egyensulyi allapotaba. Ahogy a fesziiltség nd, a rétegek elcsusznak egymason, egy instabil
egyensulyi allapot lesz az x=b/2, majd egy 0jabb stabil egyensilyi helyzet az x=b
elmozdulésok esetén. Ebben az esetben az atomok ugyanugy helyezkednek el, mint az eredeti
allapotban, de a kristaly mar deformaciot szenved.

6.5. abra — Két atomi sik csuszasa egymason (Hofmann)

Ezek a lapjan a fesziiltség az elmozdulas periodikus fiiggvénye, a periodus pedig b:

T :CSin[Zﬂij,
b

ahol C a maximalis fesziiltség, amely a folyamat soran fellép, egyben az a fesziiltségérték, mely
elvalasztja a rugalmas deforméaciot a plasztikustdl. Kis elmozduldsokra:

C .27,5 — %
b a
amibol
cp SO
2ra

Egyéb meggondolasok alapjan kaphatunk egy becslést a nyirofesziiltség nagysagrendjére,
mely szerint 7, =0.1Y , azonban ez az érték jelent6sen kiilonbozik a kisérletileg mérttdl.

Aluminiumra Y=70 GPa, mig twv=30 MPa. A probléma az, hogy tokéletes kristalyt
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feltételeztiink. Még a fesziiltség-megnyulas gorbe kvalitativ analiziséhez is sziikségiink van a
racshibak feltételezésére.

6.3.2. A racshibak szerepe a plasztikus deformacioban

A diszlokaciok jelenléte magyarazatot ad arra, hogy miért sokkal kisebb a plasztikus
deformaciohoz sziikséges fesziiltség, mint ami a fenti szdmolasbol adodik.

.

AA BB D

_— - — -

255553

6.6. abra — Eldiszlokaci6 egy extra fél atomi sikkal (lent, balrél a 4. sor) (Hofmann)

Eldiszlokacio jelenléte esetén a hatérfesziiltség hamarabb elérhetd, hiszen két atomi sik
elcstszasakor egyszerre csak egy sor kotést kell felszakitani, nem két sik kozti 6sszes kotést
(6.7. abra). Mivel éldiszlokaciot mindig tartalmaz a kristaly, a rugalmas és plasztikus
deformacio kozti hatarfesziiltség az az érték, amelynél a diszlokacié mozogni kezd, ami sokkal
kisebb a fent szamitottnal.

W

6.7. abra — Eldiszlokacié vandorlisa nyiréeré hatisira (Hofmann)

A fentiek alapjan az anyag rugalmassagi hatara novelhetd, ha valahogy megakadalyozzuk
a diszlokaciok mozgasat. Ezt altaldban szennyezésekkel érik el, a diszlokaciok kornyékén
kialakul6 extra térbe konnyen beépiilnek a szennyezd atomok, melyek egyuttal korlatozzak is
a diszlokacié mozgasat (6.8. dbra). Ennek gyakorlati jelentésége pl. a vas szénnel vald
szennyezése (acél), illetve a berillium, amely a rézben akadalyozza a diszlokaciok mozgésat.
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6.8. abra — Az éldiszlokaciot rogzité ponthiba (Hofmann)

A diszlokaciok és ponthibdk jelenléte mar lehetdséget ad a plasztikus deformécio
tartomanyanak részletes jellemzésére.

A rugalmassagi hatar elérése utan a diszlokaciok altal segitett csuszas kovetkezik be, ezt
a tartomanyt konnyti csuszasnak nevezziik. Itt nagyobb elmozdulasokhoz kisebb fesziiltségre
van sziikség, a gorbe lapos. A kovetkez6 szakasz a felkeményedés, itt a gorbe meredeksége
valamivel nagyobb. Ennek megértéséhez tekintsiik a kovetkez6é folyamatot: ha megsziinik a
fesziiltség, az anyag most mar csak kisebb Gsszehtuzodast szenved (Id. szaggatott vonal),
mikdzben visszaall egyensulyba, ami nem ugyanaz, mint az eredeti. A fesziiltség ujabb
alkalmazasakor ismét rugalmasan tagul a gorbe eléréséig, de az uj plasztikus szakasz mar
magasabb fesziiltségértéknél kovetkezik be, mint az elsé nyuljtds soran, innen adodik a
felkeményedés elnevezés.

Nagyobb megnytlasoknal az anyagban talalhat6é diszlokaciok szama novekszik, amik
végll egymds mozgasat akaddlyozzék, tehat a gorbe meredekebb lesz. A felkeményedés
jelenségét az anyag edzésére is alkalmazzak.

Nemcsak a kristalyhibak, hanem a homérséklet is fontos szerepet jatszik az anyagok
mechanikai tulajdonsagaiban. Magasabb hOmérsékleten a szabadenergia kifejezésében az
entropia nagyobb szerepet kap, ezért a kristalyhibak szama novekszik, hogy minimalizalja az
energiat. Ezen feliil a diszlokaciok mozgasahoz sziikséges aktivacios gat is konnyebben
atugorhato.

6.4. Toreés

A fesziiltség-megnyulas gorbe vége eldtt a fesziiltség kissé csokken. Ez a nyakasodas,
amikor az anyag elvékonyodik valahol a két pont kozt, ahol a fesziiltség hat. A csokkend
keresztmetszet miatt a lokalis fesziiltség még jobban nd, ez a pozitiv visszacsatolas vezet végiil
a toréshez.

Eddig a képlékeny anyagokrdl beszéltiink, melyek nagyjabol kovetik a 6.3. dabran
bemutatott fesziiltség-megnytlas gorbét. Mi a helyzet az olyan anyagokkal, amelyek a
rugalmassagi hatar elérése utdn azonnal tornek? Ez a jelenség mas mechanizmuson alapul. Ez
a fajta torés Osszefiiggésben van az anyagban jelen levo apré repedésekkel, melyek végénél a
fesziiltség sokkal nagyobb, mint az 4tlagos anyagbeli fesziiltség. Ha az anyag nem képes a
fesziiltséget plasztikus deformacidval csokkenteni, akkor itt is egy Onerdsitd folyamat megy
végbe, midltal a repedés tovabb terjed az egész anyagban és bekdvetkezik a torés.
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A homeérsékletnek itt is fontos szerepe van. Olyan anyagok, melyek alacsony
homérsékleten torékenyek, magas homérsékleten képlékenyek is lehetnek, hiszen a
diszlokaciok mozgéasdhoz kisebb energia sziikséges. Erre egy példa az iiveg, ami alacsony
hémérsékleten torékeny, magas homérsékleten pedig annyira képlékeny, hogy pl. fujassal is
formalhato.

6.5. Egykristalyok rugalmas allandoi

A kovetkezOkben az egykristalyok kis deformacidja esetén érvényes Osszefliggéseket
tekintjiik at. A polikristalyok izotropok, deformaciojuk leirasdhoz kevesebb rugalmas allando
sziikséges, de az aldbbiakban k6zolt 6sszefliggések alapveto jelentéségliek.

A kristalyok rugalmas tulajdonsagai altalaban anizotropok, a deformacio ¢és a fesziiltség
kapcsolata még a magas szimmetridju kobos kristalyban is attdl fiigg, hogy a fesziiltség iranya
hogy viszonyul a kristalytani tengelyekhez. A kristadly anizotrop tulajdonsdgait tenzorok
segitségével irhatjuk le.

6.5.1. Deformaciéos komponensek

crer

rir ., ) , s e .
cella a,b,c tengelyei altal bezart szogek «,f,y, akkor deformaciot a fesziiltség hatasara
létrejovd Aa,Ab,Ac,Aa, A, Ay valtozasokkal irhatjuk le. Ez a deformaci6 jellemzésére ugyan
egy jO meghatarozas, viszont nem derékszdgii tengelyek esetén a hasznédlatuk nehézkes.
€,,€

Kényelmesebb, ha a deformaciot az ugyancsak hat e, ,e e e,, paraméterrel irjuk le,

727 ¥xy 1 Vyz)

melyek definicidit az alabbiakban targyaljuk.

Rogzitsiink a deformalatlan testhez harom, egymdsra paronként merdleges, egységnyi
1 1
hosszusagu f,(E], h tengelyt. Tegyiik fel, hogy kis deformacid utan a tengelyek iranya €s hossza
ugy valtozott meg, hogy ugyanarra a kezdépontra vonatkoztatva:

!

(1+3XX)1Ic +5Xy§r]+gxzfl1,
r I

'=¢g,f +(l+gw)g+gyzh,
r [
=¢,f +gzy(£]+(l+ £,)h

!

o= Q= —h-
Il

L ! , , , v 4 e 1rer
Az f,g,h tengelyek relativ hosszvaltozasa elsé kozelitésben rendre & EpyrEyy - Ezekkel

Xxx !

definiadlhatjuk az e,, = ¢ =¢,,6, = ¢, deformacios komponenseket. Szintén elsd rendben

xx’eyy yy ! ¥z

felirhatjuk a tengelyek kozti szogek megvaltozasat is:

A deforméci6 homogén, ha a fent definidlt komponensek fliggetlenek a kezddpont
megvalasztasatol. A koordinatarendszer elforgatdsa nem valtoztatja meg a tengelyek kozti

-91 -



Mechanikai tulajdonsdagok Egykristalyok rugalmas allandoi

szogeket. Ha a transzformaciok koziil kizarjuk a tiszta forgatdsokat, akkor belathatd, hogy

Ep = E1Ey =&y 6y, = &, - A fenti deformacios komponensekkel kifejezve:
r r r [
frof=e frrie §+reh,
2 2
r, r 1 7T r 1 T
g-g= Eeyxf +e,0 +Eeyzh,
rr r r
h—h=1lef+le freh
2 2

Az anizotrop szilard testben az origdhoz kozel es6 részecske helyvektora legyen
F=xf +y§+zh
Ekkor, ha a részecske a deformacié kovetkeztében az
r=xf'+ y6’+ zh
helyre keriil, akkor elmozdulasa

{):;’—;:x(lf’—f)+ y(é'—é)+z(l'1’—h):ulf+v£+wl|1

alakba is irhatd, amibdl

ou oV ow
Ex =" &y =7 €,=—_,
OX Yooy 0z
ov ou oW oV ou ow
6y ="t &,=—+_—, €, =—+—. (6.7)
ox oy oy oz 0z OX

.« 1 y .

Homogén deformaciora a p elmozdulds komponensei:
u=e X+ ! e, y+ ! €.z
XX 2 Xy 2 xz <1

1 1
V—Eeyxx+ewy+§eyzz,

W—le x+le y+€,Z
2 X 2 7y prd

6.5.2. Tagulas

A tagulas a deformécio kovetkeztében 1étrejove térfogatnovekedés. A Poisson-szdmnal
1 1
bemutatott szdmoldshoz hasonloan kaphatjuk, hogy az f,gr;,h egységnyi €lhosszusagu kocka
térfogata a deformacié utan
T
vr:f',(gth');v (1+eXX +e,, +ezz),

tehat a relativ taguléds a deformacios komponensekkel kifejezve:
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V'V
5:T:exx+eyy+ezz' (68)
6.5.3. Nyiras
Az
ov au
€, =—+—
Y oox oy

deformacioés komponensek két egyszerli nyirasbol tevodnek Ossze. Az egyikben az anyag X
tengelyre merdleges sikjai y irdnyban, mig a masikban az y-ra merdleges sikok X iranyban
csusznak el.

6.5.4. Fesziiltségkomponensek

Altaldnos esetben a test egy pontjara haté fesziiltség harom dimenzidban egy
negyedrendii tenzorral irhaté le, melynek 3*=81 komponense van. A tiszta forgasoktol
eltekinthetiink, ha a testre nem hat zérustdl kiillonbozé eredd forgatonyomaték, akkor a
fiiggetlen fesziiltségkomponensek szama 4ltalanos esetben 6-ra csokkenthetd, tehat a

deformaci6 felirhat6 a (O‘XX 10103, 0y, Oy O'Xy) fesziiltségek linedris kombinacidjaként:
| eXX | | Sll SlZ 813 S14 S15 SlG 11 O-XX |
eW S21 S22 S23 524 S25 S26 Jyy
eZZ — 531 S32 S33 S34 535 S36 UZZ (6 9)
exy St Sup Suz Sus Sis Sge Oy .
eyz s51 S52 S53 S54 s55 S56 Gyz
1€ | [Se1 Se2 Ses Sesa Ses Ses| | O |

Az s matrix elemeit rugalmas dllandoknak v. rugalmas méretvaltozdsoknak nevezzik.
Hasonlo6an irhatok fel a fesziiltségkomponensekre vonatkozo egyenletek is:

O Cy Cp Cy Cp Cs Cg||€
Oy Ca Cu G Cy Cp Cy| | €y
0% _ Co Cp Gy Gy G5 Gy | €. 1 (6.10)
O Cio Cpp Cz Cuy Cps Cue | | €
Oy, G G, Gz Coy Ci5 Coe | | €y
| Ox| [C Coo Cos Cou Cos Co ] | Cux

ahol a ¢ matrix elemeit rugalmassdgi modulusoknak nevezzilk. Az energiamegmaradas
felhasznalasabol tovabbi egyszerlisodest érhetiink el, nevezetesen a c; =c; egyenloségeket,

melyekkel a fiiggetlen komponensek szama 21-re csokken. Hasonlo Osszefliggés érvényes a
rugalmas méretvaltozasokra is, mindkét matrix szimmetrikus.
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6.6.  Kobos kristalyok

Lattuk, hogy a legéltalanosabb anizotrop esetben a fiiggetlen rugalmassagi modulusok
szama 21. A kristalyszerkezet szimmetridit kihaszndlva ez a szdm még tovabb csokkenthetd,
pl. a magas szimmetriaval rendelkezd kobos kristalyokban ez mar csak 3.

Mivel a kristdly harom egymadsra merdleges, négyfogasu forgastengellyel rendelkezik,
ezért C,, =C,, =C,y €s C,, =C, = C. Ezeken kiviil minden tengelyre merdlegesen egy tiikorsik

is van, tehat a tengelyek iranyanak megforditdsa nem valtoztatja meg a fesziiltséget. Ezeket
felhasznalva végiil a kovetkez6 eredményre juthatunk:

c, ¢ ¢, 0 0 O
c, ¢, ¢, 0 0 O
c, ¢ ¢ 0 0 O
C= A1
o 0 0 ¢ O O (6.11)
o 0 0 0 c, O
10 0 0 0 0 c]

Hasonlé meggondolasok alapjan az s matrix is ugyanilyen alaku lesz.

Ezek utan kobos kristalyra a fentiek alapjan meghatarozhatjuk a rugalmassagi modulusok
¢és a méretvaltozasi allandok kozti kapcsolatot. Vegylik észre, hogy a ¢ €és s matrixok egymas
inverzei, tehat a ¢ matrix inverzének megfeleld elemei megegyeznek az s matrix elemeivel,
amibdl a két matrix elemeinek kapcsolatara a kovetkezd 0sszefliggéseket kapjuk:

S +Sp,

Cy = . :
(51, =5, )(51, +25,,)
Cp = s )
( 11 )(311 + 2512)
1
Ci = i
S, = Cy +Cp ,
(Cll —Cp )(Cn + 2C12 )
Si2 = z '
(Cn —Cp )(Cll + 2C12 )
1
Saa = C_

6.6.1. Rugalmas hullamok, izotrépia

A kocka térfogatelemére hatd erdket figyelembe véve a mozgasegyenlet X irdnyu
komponense
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o’'u oo, 0o, Oo

— XX XZ

= + + :
P " x| oy |

ahol po a stiriség.

Hasonl6 egyenletet kaphatunk az y ill. z irany(i komponensekre is, ahol p, a slriség. Ha a

koordinata-rendszert gy vessziik fel, hogy a kocka ¢€lei egybe esnek a tengelyekkel, akkor
irhatjuk, hogy

Tu_ O [Py Oen] (P &y
Po o Ciy o C x| ox “\ oy )

amit a deformacids komponensekre érvényes kifejezésekkel tovabb irva

o’u o°u o°u o o’v  o*w
p0¥2011y+c44 yﬁ'g +(C12 +C44) @"'axaz (612)

Ennek egyik megoldésa egy X iranyban haladé longitudinélis, u =u,e ™ hullam, melynek

terjedési sebessége

(6.13)

Az egyenlet masik két megoldasa két transzverzalis (nyir6-) hullam, az egyik y irdnyban,
a masik z iranyban halad, a kitérésiik x irany. Ezen hullamok sebessége pedig

Caa

V= .
Po

(6.14)

A kristalyban altalaban haromféle tipust hullammozgas lehet egy adott iranyban, de ezek
csak nagyon specidlis haladasi irdnyokban tisztan longitudinalisak vagy transzverzalisak.

Megfeleld 4talakitdsok utan (6.12)-t a kovetkezd alakban is felirhatjuk:

ou o%u o . r
Lo o (Cy—Cp— 2044)y+ CuViu+(c,+ C44)&d|Vp ,

r Vool ! . . - oo
ahol a p =ui +vj+wk elmozdulas nem tévesztendd Gssze a po stirtiséggel.

Ha ¢, —c,, = 2c,,, akkor a fenti egyenletben az els6 tag zérus €s a tovabbi komponenseket

is felhasznalva kompaktabb formaban irhatjuk, hogy
of
. r r
£o % =, grad divp —c,, rot rotp (6.15)

Ennek az egyenletnek minden tagja invaridns a referenciatengely forgatadsaval szemben,
tehat maga az egyenlet is. A fentebb emlitett feltétel kovetkezménye, hogy a kristaly
rugalmasan izotrop, azaz a hullimok minden irdnyban azonos sebességgel terjednek.
Természetesen ettél még a longitudinalis és transzverzalis hullamok sebessége lehet kiilonb6zo.
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A (6.15) egyenlet jobb oldalanak els6 tagja egy longitudinalis, mig a masodik tag két fiiggetlen,
egymasra merdleges, azonos frekvenciaju transzverzalis hullamot ir le.

Kobos  kristdlyban az A anizotropia-tényezd definicigja a két nyiréhulldm
sebességnégyzetének aranya, amelyek az [100] és [110] iranyokban terjednek:

2
A=ﬁ- (6.16)
1 2

A fenti feltétel alapjan ennek értéke izotrop testre 1.

6.6.2. Cauchy-relaciok

Bizonyos feltételek teljesiilése mellett a rugalmassagi modulusok kozti dsszefliggéseket
elészor Cauchy (Augustine-Louis Cauchy, 1789-1857) vezette le. Ezek kobos szimmetria
esetén a C, =C, Osszefiiggésre redukalodnak. A fentiekben emlitett izotropia-feltételt

felhasznélva ekkor ¢, = 3c,,. Ha a kobos kristaly rugalmasan izotrop £S a Cauchy-relaci is

teljesiil, akkor a transzverzalis hullamok terjedési sebessége a longitudinalisokénak +/1/3 -
szorosa lenne.

A Cauchy-relaciok teljesiilésének feltételei a kdvetkezok:
e minden erd centralis (ez a kovalens és fémes kotésekre nem all fenn),

e minden atom szimmetria-k6zéppont, azaz minden atomok kozti Irjk vektor helyett —i’jk

vektort nézve a szerkezet invarians,
o akristaly eredetileg fesziiltségmentes.

Az 1onos racsban a dominans kdlcsonhatas az elektrosztatikus vonzoerd, amely centralis,
tehat a Cauchy-relacio elég jol teljesiil az alkali-halogenidekre (pl. NaCl).

6.7. Ellenorzo6 kérdések
1. Definialja a huizo- és nyirderdket!
2. Definialja a Young-modulust!

3. Ismertesse a fesziiltség-megnyulas gorbe egyes szakaszait, magyarazza meg a jelenségeket
atomi szinten!

4. Magyarazza meg a felkeményedést!
5. Mi a Poisson-hanyados?
6. Osztalyozza az anyagokat a Poisson-hanyadosuk értéke szerint!

7. Hogyan valtozik az anyagok silirlisége kis megnyulds hatdsdra Poisson-hanyadosuk
fliggvényében?
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8. Adjon felso hatart a Poisson-hanyadosra, feltéve, hogy az anyag térfogata egy adott iranyba
vald nyljtas soran nem csokken!

9. Definidlja a rugalmassagi modulus- ¢és a rugalmas méretvaltozds tenzorokat. Mit
mondhatunk &ltalanos, anizotrop esetben, ill. szimmetriaval rendelkez0 szerkezetek esetén
a tenzorok komponenseinek szamar6l?

10. Mit neveziink anizotrdpia-tényezonek?

6.8. Mintafeladat

1. Egy 4.7 m hossziisagi, 3x10° m* keresztmetszetii acélhuzal egy adott terhelésre

ugyanakkora mértékben nyulik meg, mint egy 3.5 m hosszisagi, 4x10°m’
keresztmetszetii rézhuzal. Mekkora a két anyag Young-modulusanak aranya?

Megoldas: A két esetben az abszolut hosszvaltozads és a hiizoerd megegyezik, csak a
huzalok hossza és keresztmetszete kiilonbozd. Ezekkel felirva a két anyag Young-
modulusanak hanyadosat:

Yaur _ A b _y 79
Yréz Aacél Ire’z

6.9. Gyakorlo feladatok
1. Mutassuk meg, hogy a B =-V (dp/dV ) modulus k&bos kristalyokra

_Cy+2¢,
3

B

2.  Egy 15 kg tomegl testet egy nyujtatlan allapotaban 1 m hosszusagu acélhuzalra erdsitiink
és fiiggdleges sikban @ = 2s™ szogsebességgel korpalyan mozgatunk. Mekkora a huzal
megnytlasa a korpalya alsé pontjaban? A huzal keresztmetszete 0.065 m?, a Young-
modulus 2x10* Pa.

3. Kobos kristalyt megnyujtunk az [100] iranyban. Irjuk fel a Young-modulus és a Poisson-
szam kifejezését a rugalmas méretvaltozdsok vagy a rugalmassagi modulusok
segitségével!

4.  Mutassuk meg, hogy egy sikra hat6 fesziiltségeket (a sik normalisanak irdnykoszinuszai
a koordinata-rendszerben a, B, y) felirhatjuk a kdvetkez6 egyenletekkel:

(n) _
o, =ao, + ,Baxy +yo,,

(n)
y

(n)

o, =ao,+po,+yo,

o, =ao, + ﬂazy +yo,,
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7. Szilard testek fajhdje

Célkitiizés: A szilardtestek termodinamikai tulajdonsdgaibol sok egyéb tulajdonsdgukra
kovetkeztethetiink. A kézépiskolai oktatasban alapvetd szerepet jatszanak a gazok
egyszertibb  termodinamikai  tulajdonsdagai, a termodinamika alapjainak
megertese. A késobbiekben a kinetikus gazelmélet ad ehhez szilardabb alapot, de
a szilardtestek fajhdje pl. csak a Dulong — Petit-szabadly ismertetésekor keriil
emlitésre, komolyabb indoklas nélkiil. Az alabbiakban betekintést adunk a szildard
testek termodinamikdjdaba, a fajhdre vonatkozo két, tudomanytorténetileg fontos
megkozelités, az Einstein- és a Debye-modell részletes ismertetésével. Elméleti
eredmeényeinket osszehasonlitiuk a mérésekkel és magyardzatot adunk az (szinte
elhanyagolhato) eltérések okaira. Megvizsgaljuk a hétagulas kérdeését is, ezzel a
klasszikus fizika egyszeriien hasznalhato harmonikus kozelitésén tulmend
szamitasi modszert is targyalunk.

Sziikséges eldismeretek: Az eddigi fejezetek nem kivantak erds kozépiskolai alapndl tébbet.
Ebben a fejezetben felhasznaljuk a termodinamika idevonatkozo
torvenyeit, ill. az elozé fejezetben roviden tdargyalt kvantalt
rdacsrezgések, a fononok tulajdonsdgait. Bar igyekeztiink itt is a
legegyszeriibb, szemléletes magyardzatot adni az egyes
jelenségekre, a fejezet megértéséhez immar sziikségiink lesz egy
statisztikus fizikai alapra, tobbek kozt a Boltzmann-faktor, kanonikus
eloszlas, a varhato érték fogalma és egyes specidlis integralok
ismeretére.

Az alabbi tananyag elsajdtitasa utan az olvaso

. ismeri a szilardtestek fajhojének leirasara alkalmazhato modszereket

. képes elméleti tudasat egyszeriibb termodinamikai jellegii feladatok megoldasara
alkalmazni

. elfogadja a termodinamika torvényeinek, osszefiiggéseinek statisztikus fizikai jellegii
megkozelitését

. szakmai utmutatas alapjan bonyolultabb termodinamikai problémdak megoldasara képes

Ebben a fejezetben a fononok rezgéseibdl szarmazo fajhd kiszamitasara szoritkozunk, az
elektronok hozzdjarulasa csak a késdbbiek alapjan, az elektronok tulajdonsédgainak megértése
utén lesz targyalhatd. Fajhd alatt itt az allando térfogaton vett fajhot értjiik, bizonyithato, hogy
a kétféle fajhd kozti kiilonbséget a targyalas soran joggal hanyagolhatjuk el. Kitériink még a
szilard testek hotaguldsara is, amely az eddig tobbszor alkalmazott harmonikus potencial
anharmonikus tagokkal vald bévitésével targyalhatd. Bar a levezetéseket igyeksziink
részletesen targyalni, a téma megértéséhez sziikséges némi alapfoku statisztikus fizikai hattér.

Az 7.1. tablazat néhany anyag allandé nyomason vett fajhdjét (molhdjét) tartalmazza
szobahdmérsékleten. A tablazatbol jol latszik a Dulong — Petit-szabaly (1819), melynek
értelmében a szilard anyagok molhdje szobahémérsékleten kb. 3R, ahol R=8.314 J-mol*-K?,
az univerzalis gazallando (7.1. dbra). Ez egyszeriien megkaphato az ekviparticio-tételbdl és a
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Szilard testek fajhoje A racsenergia

szabadsagi fokok szdmabol, a kristalyracs atomjait egymastol fiiggetlen, klasszikus harmonikus
oszcillatoroknak tekintve.

Az alabbiakban kovetkezd statisztikus fizikai leirasban nem tesziink kiilonbséget fajh6 és
molhd kozt, barmelyiket is irjuk, az a molaris hdkapacitasra vonatkozik.

Anyag C (J-mol™K?)

Ezust

Olom

Cink
Aluminium

On (fehér)

X
-
N

Kén (rombos)

7.1. tablazat — Néhany anyag molhdje szobahémérsékleten
A tapasztalat szerint a szilard testek fajhdje a homérséklettel a
C(T)=yT+pT°

Osszefiiggés szerint valtozik. Az elsd, linearis tag az elektronokto6l szarmazé fajhd, a méasodik a
racsrezgések energidjanak a hdmérséklettel valdé ndvekedésébdl adodik.

Lathato, hogy a klasszikus modell csak magas hdmérsékleten ad jo eredményt, a fajhd
alacsony hdmérsékletli viselkedését nem magyardzza meg.

h h
301 30-
T: T
o
= 201 Xe = 20-
9 A L
o =}
£ g
= 10t = 101
o Kr O

0 I ; I I 0 I I I
0 20 40 60 80 T(K) 0 100 200 300 T(K)
7.1. abra — Néhany nemesgaz-kristaly és fém molhdjének hémérsékletfiiggése (Solyom)
A fajhd alacsony hdmérsékleteken valo viselkedését az aldbbiakban két hires, az Einstein-
¢és a Debye-modell segitségével targyaljuk.

7.1. A racsenergia

A kristaly belso energiajat a fononok, mint harmonikus oszcillatorok energiaja hatarozza
meg. Egy n. gerjesztett allapotban levo, w frekvenciaju fonon energiaja:
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c =ha{n+%). (7.1)

A racsrezgések targyalasanal lattuk, hogy a diszperzié miatt egy fonon frekvenciaja fiigg
a polarizaciotol és a hullamszam-vektortol is. A racs teljes rezgési energidjanak varhat6 értékét
tehat ezekre 0sszegezve kapjuk:

r 1
(E)= hg,kw"(k)(<na’k>+ 2]. (7.2)

Az energia kiszamitasdhoz tehat meg kell hataroznunk a kiilonb6z6 adgakra a diszperzios
relaciokat €s a modusok betoltottségét, ami sem kisérletileg, sem elméletileg nem egyszerti
feladat. Példaként alljon itt a cinkblende szerkezetben kristalyosodd ZnS fononspektruma (7.2.
abra). A pontok a neutronszoérasi kisérletekbol kapott adatokat jelolik, az egyes vonalak pedig
kiilonboz6 modellillesztések. Nyilvan az altalanos elméletek nem adhatnak pontos leirast a
kiilonboz6 szimmetriaju kristalyok fajhdjérdl, de amint latni fogjuk, az altalanos tendenciakat,
az alacsony és magas homérsékletii viselkedést jol visszaadjak.

El6szor megvizsgaljuk a rezgési allapotok betdltttségét, majd az energia varhatod
értekébdl szamoljuk ki a fajhot.

0 0.2 0. 0.6 0.81.01.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0 0.10.20.30.40.5
r [z00] x x [zz0] r (zzed L
Reduced wave vector coordinate (z)

7.2. abra — A ZnS fononspektruma
K. Kunc et al, Phys. Rev. B 12, 4346 (1975)

7.2. Az energiaszintek betoltottsége

A kristaly rezgéseit egymastol fiiggetlen, haromdimenzids kvantum-oszcillatorok
sokasaganak fogjuk fel, melyek frekvenciai a diszperzi6 alapjan kaphatok meg. Az energia (7.2)
kifejezésében a legvalosziniibb eléforduld gerjesztettségi allapot szerepel, melyet statisztikus
mechanikai eszkdzokkel szamolhatunk ki.

Az oszcillatorok diszkrét energiaszinteket foglalhatnak el, az egyes szinteken levd
oszcillatorok szama kozti kapcsolatot a Boltzmann-faktor adja meg. Annak a valosziniisége,
hogy egy részecske az ¢j energiaallapotban van:
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_&

e kT
= _gj
S

i

ahol a j 6sszegzés az Osszes lehetséges energiaallapotra értendd. Az oszcillator-energiara adott
(7.1) 6sszefiiggés alapjan a nevezd, az un. dllapotiosszeg, a kovetkezo lesz:

Zn:exp{—z—?(n +%H = exp{—%};exp{—i—: n} :exp{—%};(exp[—z—?Dn

az utolso6 egyenldségben hasznalhatjuk a végtelen mértani sor 6sszegét, amivel végiil a

ho( 1] p[zhkﬂ
Eexp{ T (Mzﬂ

1- exp{—i_jﬁ)}

Osszefiiggésre jutunk. Ezt behelyettesitve (7.3) -ba, az n. energiaszint betdltési valosziniiségére

kapjuk, hogy

exp| -2
p —exp|:_h_w}.exp|:_h_wn:|.l—L = ]__exp(_h_wJ .exp(_h_wnj
" 2kT KT ha)} kT kT )

Pi (7.3)

1—exp{—k_|_

A valoszinliség-szamitasbol ismert mdédon kiszdmithaté n vérhato értéke, amit az
X=haw /KT helyettesitéssel a kovetkezd alakba irhatunk:

—X —nx -X d —nx _x d 1
<n>=zn:npn =(1-e )Zn:ne —(1-e )(—&Zn:e jz(l—e )(_&14—*)’
végiil a derivalas elvégzése utan €s X visszahelyettesitésével:

1
() =—— (7.4)

ex 1

Most mar felirhatjuk a racs rezgési energiajat, mint a kiilonb6z6 polarizaciokra és
hullamszadmokra Osszegzett oszcillator-energiat:

J [
Al 1 ha, (k ha, (k
E:o-z’kha)o—(k)LE'i'Wj:L ;#Cth{%},

vagy a nullponti energia elhagyasaval:
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A K-szerinti 6sszegzés helyett kényelmesebb, ha attériink o szerinti integralasra, ehhez
bevezetjiik a D (w) Gn. modussiiriiséget (Density of States, DOS), ami megmondja, hogy az

¢s w+dw frekvencidk kozt hany rezgési médus van. Az energia ezzel a mdodusstiriiséggel a
kovetkezo alakba irhato:

ho
E =; | deD, (o) s — (7.5)

A fajho altalanos kifejezése a modusstirtiséggel kifejezve pedig

OE hw 2 ehw/kT
=|—| =k)» dwD — —.
S (GTJ\, ; @ U(w)(ij (ehwlkT _1)2

A fajhé meghatarozasdhoz tehat elengedhetetlen a modussiiriség ismerete, amit
leggyakrabban rugalmatlan szoérasi kisérletekb6l hatdroznak meg. A kovetkezdkben egy
egyszerli modellen keresztiil bemutatjuk a modussiiriség meghatarozasat.

7.3. A modussiiriség

A moédusstlirliség dimenziofiiggd, ezért rogton a 3D esettel foglalkozunk, hiszen a valodi
kristalyokra vagyunk kivancsiak. A korabbiakhoz hasonléan egy makroszkopikus, L
oldalhosszlisagu kockat vesziink és periodikus hatarfeltételt szabunk, azaz egy adott modus
hullamszamvektoranak komponensei csak 27/ L egész szam tobbszordsei lehetnek, azaz

r
k=— )

2
il (nx, n,, nz), n e
Mennyi egy adott n_, -hoz tartozé N allapotok szama? Ha n_,, elég nagy, akkor ez egy
egyszerll geometriai feladatra redukalodik, nevezetesen az 7.3. abrdn lathaté n_,, sugart gomb

térfogatanak kiszamolasara, amibdl
_Ar

N

1

7.3. abra — Az allapotok szimanak meghatirozasa egy maximalis, nmax sugara gombben
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vagy az n_,, -hoz tartozo K, felhasznalasaval:
3
4r( L Vv
N=—/— |k =—>k3 .
3 (27[) et ™
A modusstriiséget az allapotok szamanak w szerinti derivaltja adja:
dN dk  vk® 1
(o) - Gae e
dk do 27° dw/dk

Hasonl6 eredményt kaphatunk, ha k-térben a k és k+dk hullamszamok kozti ggmbhéjben
levé allapotok szdmabol szamoljuk ki a modusstirliséget. A modussiriiség egzaktabb

(7.6)

kifejezéséhez ismerniink kell a diszperzios relaciokat az egyes agakra. A kovetkezokben két
egyszerii modellen keresztiil mutatjuk be a szilard testek fajhdjének meghatarozasat.

7.4. Az Einstein-modell

Az fajhé elsé kvantumos modellje Einsteint6l szarmazik (1907), és azzal az egyszerl
feltételezéssel él, hogy az Gsszes fonon frekvenciaja megegyezik. Az w frekvencidju oszcillator
energidja (n)hw, tehat az N oszcillatorbol 4ll6 racs termikus energidja (3 fiiggetlen rezgési
irany):
3Nho

ho/kT _q

8U ha) 2 eha)/kT
= —| =3Nk| — | ——.
C [aT jv (ij e"K _1

A 0. =hw/k un. Einstein-hdmeérséklet bevezetésével:

U =3N <n>ha):

amibdl a fajho:

0 2 eeE/T x2e*
=3Nk| £ | ————— =3Nk )
Cv [ T j (eBE/T _1)2 (ex _1)2 (7.7)

ahol bevezettilk az X=6. /T valtozot. Az utolsd egyenlGségben szerepld fiiggvény az un.

Einstein-figgvény. Megjegyezziik, hogy az Einstein-hémérséklet semmiféle kapcsolatban
nincs a fonongéaz valddi hdmérsékletével, ez csak egy karakterisztikus, hdmérséklet dimenzioju
mennyiség, amivel a fajhd viselkedését jellemezhetjiik.

7.4.1. Magas homérsékleti viselkedés

Az Einstein-féle fajhé magas homérsékleti viselkedését az x — O hataresetben az
exponencialisok lineéris tagig vald sorfejtésével vizsgalhatjuk:

2e¥ X*(1+x+L
C, = aNklim—" _ snktim L )

X—>0(ex_1) =01+ x+L 1)

=3Nk =3R.
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Lathato, hogy a fenti egyszeri feltevéseken alapuld szamolds magas hémérsékleten
visszaadja a klasszikus Dulong — Petit-szabalyt. Mi a helyzeta T — 0 hatarértékkel?

7.4.2. Az Einstein-fajhé alacsony hémérsékleten

A T — 0 hataratmenetben (7.7)-ben az exponencialisok sokkal nagyobbak lesznek

2 6
C, = 3Nk (QT—EJ e,

azaz a fajhé exponencialisan tart nullahoz. A bevezet6ben emlitettiik, hogy a tapasztalat szerint

egynél, ezért

ez nem igaz, alacsony hémérsékleten a fononoktdl szarmazé fajhé T 3 szerint tart nullahoz. Az
Einstein-modell altal josolt alacsony homérsékleti viselkedés és a kisérletek kozti kiilonbség
még szembetlinébb az 7.4. abrdn, ahol mind a hdmérséklet, mind a fajhd logaritmikus skalan

van abrazolva.

107" H
1075 - -
1079
1013
10-17 -
10-2 -
10-25 -
10729 -
10733
1037
10-4] —
1075 b
0.01 0.1 1
Temperature T (©g)

- - . Experiment

— Einstein model

Molar heat capacity C (R)

7.4, abra — Az Einstein-féle fajho és a mérési eredmények logaritmikus skalan (Hofmann)

Az elmélet és a kisérleti eredmények alacsony homérsékleten vald eltérésének oka az,
hogy az elmélet azonos frekvenciaji fononokat feltételez. Az Einstein-féle kozelitést foleg az
optikai fononok leirdsanal szoktak hasznalni.

Az elméletet Debye fejlesztette tovabb (1912), az 4ltala javasolt, redlisabb
feltételezésekkel €16 modellt az alabbiakban targyaljuk.

7.5. A Debye-modell

A récs periodicitdsa miatt az allapotok szamat elég meghatarozni az elsd Brillouin-zénara,
de analitikusan ez még viszonylag egyszeru esetekre sem konnyti. Példaként az 7.5. dbrdn az
FCC racs els6 Brillouin-zonajat lathatjuk, egy csonkolt oktaédert, amit egy 3a élhosszusagu
oktaéderbdl kapunk gy, hogy az csucsaibol egy a oldalhosszlisagl, négyzet alapu gulat
levagunk.

Bér a Debye-modell joval realisztikusabb feltételezésekkel €l az allapotstiriiséget illetden,
a bonyolult alakt Brillouin-zénara és a diszperzios relaciora itt is kozelitésekkel kell élniink. A
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Brillouin-zonat itt is gdbmbbel helyettesitjiik és izotrop kozeget vizsgalunk, azaz a frekvencia
iranyfiiggetlen. Feltessziik tovabba, hogy egy k értékhez csak egyetlen frekvencia tartozik, ami
nyilvan nem igaz, hiszen egy p atomot tartalmaz6 elemi cellakbodl all6 kristaly diszperzids
Osszefiiggése 3 akusztikus és 3p-3 optikai agbol all.

r4

< 1>

7.5. abra — Az FCC racs elsé Brillouin-zonaja a szimmetriapontokkal (Wikipedia)

A Debye- vagy kontinuum-kozelités a fajhé akusztikus fononoktol szarmazod
hozzdjarulasat kozeliti. Ebben a kozelitésben a hangsebesség allando, az akusztikus 4gakra
vonatkozo diszperzids alak linedris, @ = VK. A 2 transzverzalis ¢és 1 longitudinalis polarizaciora
vonatkozo hangsebességeket egyenlének vessziik. Ezt (7)-be helyettesitve kapjuk a Debye-
kozelitésben érvényes modussiiriiséget:

Vv ®* 3

_ vV o3 7.8
272 VA v (7:8)

D()

A moédusok szdma (a modussiiriség integralja) igy nem véges, tehat kell valamilyen tn.

levagasi frekvencia, ami folott a modussiiriség zérus. Tudjuk, hogy egy N atomot tartalmazo
haromdimenzios kristalyban a modusok szama 3N, tehat:

@p 3
.[ D(a))d = Vz %&:3N '
5 27 v 3
amibdl a levagasi, vagy Debye-frekvencidara:
N
wy =67V v (7.9)

kapunk, aminek a k-térben a

levagasi hullamszam felel meg. A Debye-kozelitésben tehat ez a maximalis hullimszam, a
lehetséges modusokat teljesen betoltik az ennél kisebb hullamszamt fononok.

A kapott médusstirliség és a betdltési valoszinliségek ismeretében mar kiszamolhatjuk az
energia varhato értékét:
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ON ¢ 1 1 ON| hao! ¢ ho'de
E=— ha) -t a)zda):_ D + .
a)g '(|). (2 eha)/kT _1] 3 |: 8 J‘ eha)/kT _1i|

@y 0

Az elsO tag nem filigg a hdmérséklettol, ez a fajhd szempontjabol elhanyagolhat6. A fajhot
az energia hdmérséklet szerinti derivaltja adja:

do,

C,

9N 0o T ho*dw _9Na]5’h2a)4 ghe/kT

Sl oT e 1 @ kTP (6™ _1)2

amely kompaktabb alakra hozhat6 az X =hw /KT ésa 6, =haw, /K, az tin. Debye-hdmérséklet

bevezetésével. Az 0 valtozokkal:

T Y% werdx
} | (7.10)

C, =9Nk| — .
' EQD 0 (ex—l)z

7.5.1. Magas homérsékleti viselkedés

A T — oo atmenetben a (9) integral fels6 hatara 0-hoz tart, ekkor az integranduszt sorba
fejthetjiik:

‘e x* (14 x
fim <€ <im0 e
x>0 (ex _1) 0 (1+x-1)
és ezzel
T Y% TY1(6,Y
Cy =9NK| — | [ x’dx=9Nk| — —(—Dj = 3Nk =3R, (7.11)
0,) 3 6, ) 3\ T

tehat ebben az esetben is visszakapjuk a kisérletileg igazolt Dulong — Petit-szabalyt.
7.5.2. A Debye-fajhé alacsony homérsékleten

Alacsony homérsékleten az integral fels6 hatara végtelenhez tart, ekkor a nevezetes

> dx =
(e 15

T x‘e” 4r’
egyenldség felhasznalasaval kapjuk, hogy

4 3 3
c, —onk.- 22| T L2 I (7.12)
156, 5 0,

ami a hdmérsékleti viselkedést tekintve dsszhangban van a kisérleti eredményekkel.

Lathattuk tehat, hogy mindkét alapvetd modell jol adja vissza a szilard testek fajhdjének
magas homeérsékleti viselkedését, a 0 K kozelében vald viselkedést azonban a kiilonbozd
feltételezések és egyszeruisitések nagyban befolyasoljak. Mig Einstein — a valosagtol elég tavol
alloan — azonos frekvencidju fononokat feltételezve kapta az exponencialis hdmérsekletfiiggést,
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Debye akusztikus fononokra vonatkozé egyszerii kozelitése mar a kisérleti tapasztalatokkal
megegyez0 eredményt adott.

Mind a réacsrezgések, mind a fajhd leirdsandl tapasztaltuk az egyszeri harmonikus
kozelités elonyeit. Néhany kisérletileg igazolt jelenséget azonban nem lehet megmagyarazni
ezzel a feltételezéssel, tobbek kozt a fononok kolcsonhatasat, ill. a hétagulast sem.

7.6. Anharmonikus effektusok

A harmonikus potencial anharmonikus tagokkal valo kiegészitése tobb jelenségre
magyarazatot adhat. A kdvetkezokben ezt a mddszert a hotdgulas magyarazataval mutatjuk be.
Harmonikus kozelitésben az atomok egyenstlyi helyzetének varhatod értéke minden rezgési
energiaszinten a potencial minimumanak helyén van, tehat a homérséklet ndvelésével nem
valtozik a racsallando, nincs hétagulds. Vizsgaljuk meg a probléméat anharmonikus potencial
esetén!

Az 7.6. dbrdn az U (x)=4x> harmonikus és az U (x)=4x* —2x*—2x* anharmonikus

potencidlok gorbéit abrazoltuk. Amint lathato, kis kitérésekre a két potencidl gyakorlatilag
megegyezik, a harmonikus potencialt altalaban akkor hasznélhatjuk, ha az atomok kitérése a
racsallando 5-10% -a kortil van.

T r . ;
3514 —— Harmonikus
\ = = Anharmonikus

Potencidlis energia [tetsz. egys. |
=]
-

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Kitérés [tetsz. egys.]

7.6. abra — Harmonikus és anharmonikus potencialok az atomok kitérésének fiiggvényében

Tekintsiink egy altalanos alakii U (x)=ax®—bx®—cx* egydimenziés potencidlt és

vizsgaljuk az atomok koordinatainak az eredeti egyenstlyi helyzettdl valo eltérésének varhato
értékét, amely a jOl ismert

Iodx-x'exp[—ﬂu(x)]

(x) . = (7.13)

i _]idx-exp[—/;’u (x)]

Osszefiiggéssel adhatdé meg. Az egyszerliség kedvéért a nevezOben elhanyagoljuk az
anharmonikus tagokat, ekkor erre a
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T dx-exp[—ﬂu (x)] = .T dx-exp[—ﬂax2] = \/g = 7'? (aﬂ)_ll2 (7.14)

eredményt kapjuk. A szamlalot felirjuk a
J' dx-x-exp| —Bax’ |-exp| Box’ + fox’ |

alakban, amely az anharmonikus tagokat tartalmaz6 exponencialis elsé rendben vald
sorfejtésével

T dx-x- exp[—ﬂasz[H pox’ +,ch4]

lesz, melyet mar tagonként integralhatunk. A linedris tényezd elsd és utolso tagjabdl szarmazd
integralok paratlan fliggvényeket tartalmaznak, igy ezek nullak lesznek. A harmadfoku tagbdl
adodo

.de-ﬂb-x“ -exp| —pax’ |

visszavezethet a nevezetes

] F( n ;1)
Ix“ ~exp[—ax2]~dx =— 2
0 ZaT
integralra, ahol I"(x) az Euler-féle Gamma-fiiggvény. Felhasznalva a fliggvényre vonatkoz6
[(x+1)=x-I'(x) Osszefliggést és a I’ (1/ 2) =z fliggvényértéket, az egyensulyi helyzet
varhato értékét leiro (7.12) dsszefliggés szamlaldjara veégiil a

-,

ﬂbjdxx -exp| - ax Zbﬂ 2 (7.15)

eredményt kapjuk.

Végeredményként (7.14) és (7.15) felhasznalasaval a varhat6 értékre az

_ﬂ (7.16)
()= 7T

Osszefliggést kapjuk, tehat az anharmonikus potencial esetén a racsallandd a homérséklettel
linearisan valtozik, az anyag tagul.

7.7. Ellenorzo6 kérdések
1. Miért nem ad magyarazatot a hotagulasra a harmonikus kozelités?

2. Mit mond ki a Dulong — Petit-szabaly?
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3. Altalanos esetben hogyan valtozik a szilard testek fajhdje alacsony hémérsékleten, az egyes
tagok mit fejeznek ki?

4. Milyen, a fononokra vonatkozo diszperzids relaciot hasznal az Einstein- és a Debye-
modell?

5. Mi a Debye-frekvencia?
6. Miakapcsolat a Debye-homérséklet €s a levagasi frekvencia kozott?

7. Milyen az Einstein- és a Debye-modell viselkedése alacsony hémérsékleten és hogy
viszonyulnak ezek a kisérleti eredményekhez?

8. Hogyan mémné¢ az elektronoktol szarmazo fajhé-hozzajarulast?
7.8. Mintafeladatok
1.  Tekintsiink egy N azonos atombdl all6 linearis lancot, a racsallandé a.
a) Szamoljuk ki a moédussiiriiséget a longitudinalis modusokra a k-térben,

b) A Debye-féle o =v,|k| diszperzios relaciét feltételezve adjuk meg a g (o)

allapotsiiriiséget a frekvencia-térben és hatarozzuk meg a Debye-frekvenciat,

c) Hatarozott integral formajaban adjuk meg a belsé energia kifejezését és
ebbdl hatarozzuk meg a fajho viselkedését magas és alacsony homérsékleten.

Megoldas:

a) Az N atombol allo lanc longitudinalis modusainak szama N, periodikus
hatarfeltételt alkalmazva pedig a lechetséges k-értékek: —z/a<k<xz/a. Ebbdl
g(k)=Na/2z adodik.

b) Az 7.7. abran lathatéan
g(w)dw=2g(k)dk,

1 || 1 | 1 1 l Is 1 1
—Ttla 2a/L Tla

7.7. abra — A Debye-féle diszperzios fiiggvény a modussiiriiség szamolasahoz

amibol
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1 Na
W)=y

S

adodik. A Debye-frekvencia a diszperzids relaciobol kaphato a k = 7/ a esetben:

oy =V, il
D S a .
C) A belsé energiara vonatkozé (7.5) altalanos egyenlet esetiinkben a

kovetkezOképpen néz ki:
“?hw-g(w)de h Na‘f ede
E= | = ]

ha ha !

0 gkt _q

0 eﬁ_l VS T

vagy bevezetve az x =hw /KT valtozot:

N ?
hv,r , e -1
ahol X, =ha, /KT . Magas hdmérsékleten x — 0 és a nevezdt sorba fejthetjiik, ekkor

E = NKT , amibdl a molhd derivalas utan a klasszikus esetre érvényes Dulong — Petit
eredményt adja vissza.

Alacsony hémérsékleten az integralas felsé hatara a végtelenhez tart, ekkor
alkalmazhatjuk az

@ 2
e -1 6
hatarozott integralt, amivel
E="B 7 (T2,
v, 6h

Ebbdl az egydimenziods lanc moélhdje:

Na 7k? Nk 2 l

:——T: .
< v, 3h 3 6,

2. A gyémantban a kotéshossz d = 154 pm, a Debye-hémérséklet &, =2000K .
Hatarozzuk meg a hangsebességet!

Megoldas:

Definicio szerint a levagasi (Debye-) frekvencia:

_ kBHD

o, =2.617x10% s

A (7.9) normaélési feltételbdl a hangsebesség:
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Wp

(67[2 NJIB
Vv

Az egységnyi térfogatban levd atomok szamat a slirliségszdmolasnadl ismertetett
modszerrel szamolhatjuk ki: a kotéshossz az elemi cella testatlojanak 1/4-e, valamint
tudjuk, hogy a gyémantracsban egy elemi cella 8 db atomot tartalmaz. Ezekkel az
adatokkal gyémantban a hangsebesség:

Ve 0N L - 2dw,

13 W

=1.194x10* ms™

2 83
&)

7.9. Gyakorlo feladatok

67

allapotsiiriség:
D(w)

N1

— >, ahol @, a maximalis frekvencia.
2 2
7 (ap o)

2. Szerkezetiinkben az egyes rétegek kozti csatolds merev, az atomok csak a rétegiik
sikjaban mozoghatnak. Mutassuk meg, hogy a fononoktdl szdrmazé mo6lhd a Debye-
kozelitésben alacsony homérsékleten a homérséklet négyzetével aranyos.

3. A V(x)=cx*—gx’— fx* potencilt haszndlva mutassuk meg, hogy a klasszikus

anharmonikus oszcillator fajhdje kozelitdleg

2
C=k|1+ 3_f2+15g3 kT
2C 8c
X2
Ha x = 1, akkor In(1+x);x—?.

4. Az alabbi tablazat a Kl kiilonbozé homérsekleteken mért fajhdjét tartalmazza. Adjunk
kozelitd értéket a Debye-hOmérsekletre!
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T(K) C(J K 'mol™t)

0.1 85x 1077
1.0 8.6 x 10~*
5 12
8 59
10 1.1
15 2.8
20 6.3
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8. Elektron savszerkezet

Célkitiizés: Az alabbiakban még részletesebben vizsgaljuk az anyagot, immar a fix helyzetii
magok helyett az elektronok tulajdonsdgaira koncentrdalunk. A viszonylag
szabadon mozgo elektronok felelosek pl. az anyag elektromos- és hévezetéséért,
az optikai tulajdonsagokert és a technikai alkalmazasok szempontjabol rendkiviil
fontos félvezetk miikodése is csak a periodikus potencialban mozgé elektronokon
keresztiil érthetd meg. A Kronig — Penney-modell tdirgyalisa sordn a
kvantummechanikabdl jol ismert derékszéogii potencialban tartozkodo részecske
tulajdonsagait hasznaljuk fel a szildrdtestek jellemzdinek vizsgdlatdra.

Sziikséges eloismeretek: A periodikus potencialban mozgo elektronok viselkedésének
leirasdhoz kvantummechanikai megkozelitésre van sziikseg. Az
alabbiakban targyalasra keriilo jelenségek alapjat az a tény képezi,
hogy a kis tomegii elektronok gyakorlatilag azonnal és gyorsan
reagadlnak a magok helyzetének valtozasara. Emiatt a sokrészecske
Hamilton-operdtorban csatolast okozé mag-elektron kolcsonhatas
szétvalaszthato és a magok ill. elektronok mozgasa egy atlagos
potencidlban vizsgalhato. Ennek az un. adiabatikus kozelitésnek a
szigoru matematikai levezetése csak a mesterképzés keretein beliil
keriil eld, itt csak érintolegesen, ill. az eléaddsok soran a levezetés
lényegi lépéseit emlitjiik meg.

A fejezet anyaganak elsajatitasaval az olvaso

. ismeri a derékszogii, periodikus potencialban mozgo elektronok vizsgalatira hasznalt
matematikai modszereket

. tudasat egyszeriibb periodikus potencidlokkal rendelkezd strukturak savszerkezetének
Meghatarozasara alkalmazza

. elfogadja és magaéva teszi a periodikus strukturdak kvantummechanikai leirasbol kapott
Savképet

8.1. Adiabatikus és harmonikus kozelités

A makroszkopikus méretii szilard anyagokban, kristailyokban molonként 107
nagysagrendil atom talalhatd, ezért még elvi lehetdségiink sincs arra, hogy mindegyik részecske
mozgasara alkalmazzuk a Newton torvényeket. A megfeleld hatar és peremfeltételek megadasa
is lehetetlen véllalkozas, ezért pragmatikus kozelitéseket kell alkalmaznunk az elektron és
ionsereg mozgasanak, dinamikdjanak leirasara.

Mindenekel6tt a kristalyszimmetriat kell figyelembe venniink. Az elemi cellak periodikus
ismétlése révén a teljes tombi tartomany lefedhetd, ezért elegendd a megoldast csak egy elemi
cella alkotoira figyelembe venni, azaz ¢élni a periodikus potencidltér adta kozelités
lehetdségeivel. Azok a (valencia) elektronok, amelyek elveszitették szoros kapcsolatukat az
anyaatommal a racspontokban maradd iontorzsek szigortian periodikus potencidlterében
fognak mozogni. Tekintettel arra, hogy az elektronok és ionok tdmegaranya, m/M kozel 1/1800
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ezért az ionok mozgasat a mindenkori valencia elektronsereg atlagos potencialja determinalja,
az elektronok pedig az ionsereg pillanatnyi potencialjat érzékelve alavetik magukat barmenyik
ion elmozduldsa okozta pillanatnyi potencialtér valtozasnak. Az iontdrzsek egyensulyi
helyzetiiktdl torténd elmozduldsat kis amplitidojunak tekintjiik, azaz a visszatérité erdrol
feltételezziik, hogy a kitéréssel aranyos, azaz a mozgas harmonikus. Masrészt az energiacserét
a konnyti, gyors elektronok és a lomha iontorzsek kozott elhanyagoljuk, azaz a két rendszert
adiabatikusan szétvalasztjuk.

Az elektronszerkezet vizsgalatanal figyelembe kell venni még az aldbbiakat. Ha a
viszonylag erdsen kotott elektronok (d és f elektronok) esetében a szomszédos racselemekkel
valé kolcsOnhatas energidja a belsd allapotok gerjesztési energidjahoz kicsi, akkor kiinduld
pontunk lehet a szabad atom vagy ion (erdsen kotott elektron). A szomszédos atomok hatasa
csak a — kristaly bels6 terében — Stark effektus miatti eltolodasban, felhasadasban jelentkezik,
pl atmeneti fémek és ritka foldfémek optikai abszorpcidja, lumineszcencidja, magneses
sajatossagai. Ellenkezd esetben szabad elektronokbdl lehet kiindulni (szabad elektron modell),
ami jOl leirja az optikai tulajdonsagokat az IR, lathaté és UV tartomdnyban. Tekintettel az
elektronok megkiilonboztethetetlenségére, egy elektron viselkedését azonosithatjuk az 6sszes
tobbiével (Fermi-Dirac statisztika).

Rendkiviil fontos, hogy ebben a skalatartomanyban (térbeli, id6beli, energetikai) az
elektron mozgasat kvantummechanikai moddszerekkel kell targyalnunk. Az izolalt atom
energianivoi szigorian meghatarozottak és a Schrodinger-egyenlet alapjan (idéfiiggetlen),
egyszerlien meghatarozhatok parabolikus potencialtér esetén.

Szilard testek esetében figyelembe véve a kozelitd feltevéseket, meg kell hatarozni a
racsperiodikus potencidltérben mozgé elektronok hullamfiiggvényeit, energia sajatértékeit, és
alkalmazni kell ezekre a Fermi-Dirac eloszlasbol kovetkezd korlatozasokat. Ezeket a
szamitasokat a kovetkezdkben egydimenzids potencialtérre korlatozzuk, majd haromdimenzios
térre altalanositjuk.

8.2. A Kronig — Penney-modell

A periodikus potencidlban mozg6d elektronok tulajdonsagaira és a szilardtestek
savszerkezetének alapvet6 tulajdonsagaira vonatkozo elméletet elészor Ralph Kronig (1904-
95) és William George Penney (1909-91) dolgoztak ki.

Tekintsiink egy egydimenzids lancot, ahol az atomok tavolsaga d és az egyszeriiség
kedvéért négyszogletesnek tekintett potencial (II. tartomany) szélessége b, és az elvalasztd
tartomanyok (I. tartomany) szélessége a, igy a+b =d . A potencialgat magassaga legyen V.
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7
Ii.\ll

V,

1 1 I I 1 1 1

—

—(a+b) =p 0 a (a+bh) X
8.1. abra — A Kronig — Penney potencial.
AV (x) potencidl zérus értékének megvalasztidsa nem bir jelentdséggel. A téglalap alak(
potencidlgddor kozelités elnagyoltnak tiinhet, de az eredmények Osszevetése a kisérletekkel
igazolja a kozelités helyességét.
A fenti periodikus potencidlban mozgé elektron energidjat az idéfiiggetlen Schrodinger-
egyenlet megoldasaval kaphatjuk meg. Legyenek a hullamfiiggvényeink a két tartomanyon:
@ (x),hand <x<nd+a és
@, (x),hand+a<x<(n+1)d.

Alkalmazzuk most a stacionarius Schrodinger-egyenletet mind az 1., mind a II.
tartomanyra. Az I. tartoményon:

Ez a jol ismert harmonikus oszcillator differencial-egyenlete, melynek megoldasai az

\2mE
h

paraméter bevezetésével a
@, (X) = Ae'™* + Be ' (8.1)

alakban irhatoak fel.

A II. tartomanyon:

h®> d°
—Ew%(x)JFVo%(X):E%(X)’
d> 2m(V,-E
[dxz_ (h02 )J%(X):O’
melynek megoldasai pedig a
2m(V,—E
A0 E)
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paraméter bevezetésével a
@,(x)=Ce”™ + De (8.2)

alakba irhatoak. Ezen egyenletek altalanos megoldasat kell keresniink.

Az A, B, C és D koefficienseket a hatarfeltételek figyelembe vételével lehet
meghatarozni, azaz a hullamfliggvénynek, valamint annak elsé derivaltjanak a hatarokon
folytonosnak kell lenni. Ez a folytonossag azt jelenti, hogy sem a megtalalasi valoszintiségben,
sem az impulzusban nem lehet torés a potencialhatarokon.

Az x =0 helyen ez a két feltétel a kovetkezo egyenletekre vezet:

A+B=C+D (8.3)
ia(A-B)=p(C-D) (8.4)

Tovabbi feltételeket kapunk a Bloch-tétel alkalmazasaval, mely szerint a Schrodinger-
egyenletnek tiikkroznie kell a rendszer periodicitasat, azaz esetiinkben

®, (a) =, (_b)eik(a+b) .

Ezt felhasznalva, az x=a helyen a folytonossagi kovetelmények a kovetkezd két
egyenletet szolgaltatjak:

Aeiaa n Be—iaa _ (Ce—ﬁ'b n Deﬁb )eik(a+b) (85)
icr( Ae“* —Be*) = B(Ce " — De’ )eik(a+b) (8.6)

A 8.3.-8.6. egyenletek linearis, homogén egyenletrendszert alkotnak, amelynek
nemtrivialis megoldasahoz meg kell kdvetelni, hogy az egyiitthatokra vonatkoz6 determinans
nulla legyen. A megoldand6 egyenletrendszer:

1 1 -1 -1 A
177 —la -p p B 0
giad giea _gPhgikia)  _ambgik(ath) cl| 8.7)
e _igei“ _ﬂe—ﬁbeik(am) IBeﬂbeik(eHb) D

A 8.7. egyenletrendszer megolddsa adja szdmunkra az E (k) fliggvényt, azaz az energia

fiiggését a hullamszamvektortol. Hosszas, de viszonylag egyszerli algebrai szdmolas utan a
kovetkezd egyenletet kaphatjuk:

2 2
ﬁz g sinh(Bb)sin(aa)+ cosh(Bb)cos(aa) =cos[k(a+b)].
a,
Kovetkezo 1épésként feltessziik, hogy a potencidlgatak hasonléak egy Dirac-delta
fiiggvényhez, azaz szélességiik (b) nullahoz, mig magassaguk (Vo) végtelenhez tart, de ugy,
hogy a

ma
=—-V,b = const.
h
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mennyiség allandé maradjon. Ekkor cosh(Bb) —1, sinh(Sb)— pb és B’ —a® — p°, azaz
P .
—sin(aa) +cos(aa) = cos(ka) (8.8)
aa
adodik.

sin(ea
( )+cos(aa) .

ad

k;q = :72.'

8.2. abra — A Kronig — Penney modell megoldasai.

Itt a bal oldal csak az energia (@), a jobb oldal csak a k fiiggvénye. A bal oldalon talalhato
f (aa) fiiggvényt a 8.2. dbrdn abrazoltuk. Mivel a jobb oldalon egy cos-fiiggvény éll, a bal

oldalon szerepld energidkra csak akkor kapunk értelmes megoldast, ha az f («a) fliggvény

értéke -1 és 1 kozé esik. Ezeket a megengedett energiasavokat jeloltiik kékkel az dbran.

Szabad elektron esetében az energia a hullimszdmvektor nagysagatél (momentum)
kvadratikusan fiigg, ami megfelel a Newton-féle klasszikus mechanikai analbégianak, mig
periodikus potencidltérben az energianivok savokba rendezOdnek. A lehetséges nivok
betoltottségét a feles spinli elektronokra vonatkoz6é Fermi—Dirac eloszlas adja meg. A
periodikus potencialtér legfontosabb kovetkezménye a megengedett ¢és tiltott savok
megjelenése. Ez szélesebb értelemben is igaz, pl. periodikusan modulalt torésmutatdju
kozegben is megjelennek tiltott és megengedett savok a frekvenciaskalan, (pl. fiber Bragg-

grating).

Az abran jol latszik, hogy k ndovekedésével a fiiggvény belesimul az egynél kisebb
abszolut értékii tartomanyba, ekkor minden energiaérték megengedetté valik, azaz az elektron
,»szabad” lesz, megszabadul a periodikus potencial keltette kotottségektol. A k ndvelésével a
megengedett sdvok energetikai szélessége no a tiltott sdvoké csokken.

A potencidlgatak ,falaira” vonatkozd peremfeltételek az elektron, mint hullam
transzmissziojat és reflexidjat hatdrozzak meg. A rendszerben allohullamok realizalodnak,
amelyek csak bizonyos energiaértékek megjelenését teszik lehetéveé.
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Az E(K) fliggvény egy gyakori abrazolasat, az Gn. redukalt Brillouin-zonat mutatja a 8.3.
dbra.

E [eV]

0 1 i 1
-m/a -7m/2a 0 w/2a /a

8.3. abra — A savszerkezet abrazolasa a redukalt Brillouin-zonaban.
Pirossal a tiltott energiasavokat jeloltiik.

A redukalt abrdzolasnal felhasznaljuk a Bloch-tételt, miszerint a racsban minden fizikai
mennyiség 2m/a periodicitassal bir, azaz az |k|<xz/a-ra vonatkozé energiaértékek

visszatranszformalhatok az els6 Brillouin-zonaba. J6l lathato, hogy modelliink esetében a k=0
nal az E(k) minimum/maximum értékeket vesz fel. A savhatarokon (Brillouin zéna) E(K)
,merOlegesen” ¢érkezik a savhatarra, derivaltja nulla, azaz megfelel a Bragg-reflexio
feltételének.

8.3. 3D eset

Mindenekel6tt azt kell figyelembe venniink, hogy a periodicitas paraméterei iranyonként
kiilonboznek (ld. Bravais-rdcsok), ezért a Schrodinger-egyenlet megoldasai is iranyfiiggdek
lesznek. Jelenlegi matematikai eszkozeinkkel csak a legszimmetrikusabb iranyokban van
lehetéséglink (kozelitd) megoldast talalni. A legszimmetrikusabb pontokban és iranyokban a
megoldasok elfajultak lesznek, a szimmetria csokkenésével ez oldodik. Az alabbiakban
bemutatunk néhany eredményt errdl a teriiletrdl.

A savszerkezet egy tipikus abrdzoldsa a 8.5. dbram lathatéan, a kristadly magas
szimmetriaju iranyaiban torténik (8.4. abra).
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b)

N

S
\

Wi
Vs
A

Energy (eV)

|
\

r X K r L KW X
()

8.5. abra — A B-GaN savszerkezete

A GaAs tipikus példaja a direkt sdvatmenetii I1I-V félvezetdknek, ezért mind kisérleti,
mind elméleti modszerekkel vald tanulmanyozasa alapvetd fontossagi az anyag
tulajdonsagainak megértésében. Részleges savképe az energidkkal és a teljes savkép a 8.6.
dbran lathato.
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645
H g Te
GaAs Conduction band a4l Iy
3 | | X7
2/\/\—
lLe Te
; 2 i Ts
C : /\
> > X7
o € X6
o =
w0 “
GaAs
-1 o
L valence band =10
L[111] r ~  X[100] .
Wave vector k A =
L A r a X UK T r
REDUCED WAVE VECTOR q
a) b)

8.6. abra — A GaAs savszerkezete a) az X és L iranyokban és b) a teljes savkép.

Amint a fenti abrakbol lathato az E(K) fiiggvény csak a k=0 kozvetlen kdrnyezetében
kvadratikus, igy a csoportsebesség csak itt konstans és az effektiv tomeg ebben a kdrnyezetben
egyezik meg a szabad elektron tomegével. Mas k pontokban mind a csoportsebesség, mind az
effektiv tomeg a k gorbiiletének fliggvénye. Az effektiv tomeg lehet az elektron vakuumbeli
tomegénél nagyobb, kisebb, sot negativ értéket is felvehet. Ez utdbbi esetben a kristaly belsd
tere a kiilso teret legydzve ,.ellenkezd” irdnyl mozgasra kényszeriti az elektront. Technoldgiai
alkalmazas szempontjabol ez rendkiviil fontos.

8.4. Ellenorzo kérdések

1. Ismertesse a harmonikus €s az adiabatikus kozelitések 1ényegét!
2. Milyen potencialt alkalmazunk a Kronig — Penney-modellben?

3. Milyenek a hullamfiiggvényre vonatkozo6 altalanos megoldasok a derékszdgii potencial
egyes tartomanyaiban?

4. Milyen feltételeknek kell megfelelniiik a hullamfiiggvényeknek a potencialgat hatarain?
5. Mi aszerepe a Bloch-tételnek, mit neveziink Bloch-allapotnak?
6. Hogyan kaphato meg a savszerkezet redukalt abrazolasa?

8.5. Mintafeladat

Az abran lathato haromszogi potencial az adalékolt heterostrukturak targyalasanal
tolt be fontos szerepet és egyike a kevés analitikusan megoldhaté probléma
egyikének. z=0-nal végtelen magassagu potencialgat van, pozitiv iranyban a
potencialt egy F elektromos térerosséghdél szarmaztatjuk, azaz

V(z)=eFz
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Oldjuk meg a Schrodinger-egyenletet és hatiarozzuk meg a lehetséges
energiaszinteket!

-

Viz) = eFz

1

0

1 =3
5

0 10 20 30 40

z/nm
Megoldas:

A Schrodinger-egyenlet:

h® d?
{—%FJFGFZ}//(Z):W/(Z)

Elso 1épésben dimenziotlanitjuk az egyenletet, azaz a

, U3 eEN)? /3
20:{ h } €s az eozlu =eFz,

2meF

paraméterek segitségével j valtozokat vezetiink be, legyenek:

z £ .
%= — ¢és &= —, valamint legyen s=26&
Zy &y

Az 1 valtozokkal egyenletiink a kovetkezd alakot 6lti:

d%y
=5
a2

Ez az un. Airy-féle differencidlegyenlet, melynek linedrisan fiiggetlen megoldasai az
alabbi abran lathato Ai(x) és Bi(x) Airy-fiiggvények.

1.0

05

0.0

0.5
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Hullamfliggvényilinknek két feltételt is teljesitenie kell. Egyrészt az integralhatésag miatt
X — o0 esetén el kell tiinnie, ezzel maris kizarhatjuk a Bi(X) fliggvényt a megoldasok
korébol.

A masodik feltétel, hogy z=0 -nal a végtelen potencidlgat miatt a hullamfiiggvény szintén
nulla, tehat y(z=0)=yw (s=-8=0. Lathato tehat, hogy megoldasaink s —re azok a

(végtelen szamu) negativ értékek, melyek a fiiggvény zérushelyei. Az Ai(x) fiiggvény
nagy abszolutértékii X-ekre a kovetkezé formulakkal kozelitheto:

Ai(x)~ 72 x Y exp [—% x3’2}
Ai(—x) ~ %ﬂ‘l’zx‘”“ cos[% x? —%}
A fiiggvény zérushelyei pl. tdblazatbol kereshetdk ki, az elsé néhany zérushely:
a =-2.338, a,=-4.088, a,=-5521, a,=-6.787
A lehetséges energiaszintek:

1/3
Fh)’
g, =&,86=-a, {%} :

Az n. zérushelyre nagy n-ek esetén létezik egy kozelités:

L

amivel mar az els6 zérushelyre is a, = 2.320 -at kapunk, tehat elég jo kozelités. Lathato,

hogy a derékszogili potenciallal ellentétben, az energiaszintek n novekedésével egyre
kozelebb keriilnek egymashoz, ahogy a potencialvolgy szélesedik. A parabolikus
potencial esetén kapott egyenld energiak6zok képviselik a kettd kozti allapotot.

8.6. Gyakorlo feladatok
1. Vezessiik le az els6 Brillouin-zéna alakjat egyszerti kobos racsban!

2. Mutassuk meg, hogy az egyszerii 2D négyzetes racsban a szabad elektron kinetikus
energidja az elsé zona csucspontjadban kétszer akkora, mint a zoéna oldalélének
kozéppontjaban levd elektroné.

3. Mekkora az el6z6 feladatbeli ardny a 3D egyszer(i kobos racsban?

4. Rajzoljuk fel a primitiv derékszogli 2D récs elsd két Brillouin-zonajat, melynek tengelyei
a és b=2a.
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9. Elektromos tulajdonsagok

Célkitiizés: Az anyagok elektromos tulajdonsagait csak az elektronszerkezet, ill. az
elektronok viselkedésének ismeretében tisztazhatjuk pontosan. Ebben a
fejezetben egy klasszikus megkozelitest alkalmazunk a fémek leirasara. A
fejezetben targyalt Drude-modell a tudomanyteriilet elso sikeres probalkozdsa
volt a fémek elektromos tulajdonsagainak magyardzatara. Hidanyossagai
ellenére a femek tobb olyan tulajdonsagait meg tudta magyarazni, ami abban az
idoben legjobban foglalkoztatta a kutatokat.

Sziikséges eloismeretek: A fejezetben klasszikus megkozelitést alkalmazunk a vezetési
elektronok kiilsé térben valo viselkedése, valamint az ebbdl adodo
makroszkopikus tulajdonsagok leirdsara. Az anyag elsajatitasahoz
az elektromos tér és az elektromdagneses hullamok leirasara szolgadlo
alapegyenletek ismeretére tamaszkodunk.

A fejezetben targyalt tananyag elsajatitasa utan az olvaso

. ismeri az elektromagnesség alapveto torvényeit, csoportositia az anyagokat kiilso
elektromagneses térben valo viselkedésiik alapjan

. a klasszikus modellek alapjan alapveté feladatok megoldasara képes az anyagok
vezetbképessége, termikus és optikai tulajdonsagai kérében

" figyelembe veszi az anyag mikroszkopikus szerkezetébdl adodo torvényszeriiségek hatdsdt
a tombi elektromos/optikai tulajdonsdagok vizsgadlata soran

Az alabbiakban a fémek, félvezetdk és szigetelok elektromos tulajdonsagait targyaljuk.
Az osztalyozas nem konnyii, hiszen mondhatjuk, hogy a fémek jo elektromos- és hdvezetdk, de
a félvezetok és a szigetelok nem. A gyémant, mint szigetel6 mégis sokkal jobb hdvezetd, mint
a legtobb fém. Az elektromos vezetdképesség szempontjabol sem jobb a helyzet; néhany
félvezetd, mint pl. a szilicium jO elektromos vezetd. A megfeleld osztalyozds csak
kvantummechanikai modellek alapjan lehetséges. Az alabbiakban egy egyszer(, klasszikus
leirast adunk a fémek vezetOképességére és néhany egyéb tulajdonsagara.

9.1. A Drude-modell

1900-ban, alig 3 évvel az elektron felfedezése utan Paul Drude (1863-1906) allt el egy,
a fémek tobb tulajdonsigadt magyardzd elméleti modellel. Az elektronokat, mint
toltéshordozokat kombindlta a kinetikus gazelmélettel. A Drude-modell feltevéser a
kovetkezOk:

e A szilardtestben jelen levd elektronok klasszikus idealis gazként viselkednek. Nincs
koztiik elektrosztatikus kdlcsonhatas és (az idedlis gazzal ellentétben) nem is iitkoznek
egymassal. Ez a fiiggetlen elektron kozelités.

e A pozitiv t6ltés a mozdulatlan magokon koncentralodik, az elektronok {itkoznek a
mozdulatlan ionokkal, mely {itkdzések véletlenszeriien megvaltoztatjak az elektronok
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sebességét. Két litkozés kozt az elektronok nem hatnak kolcson a magokkal, ez a
szabadelektron-kozelités. A valosagban, alacsony hémérsékleten, idealis racsban az
elektronok egyaltalan nem is {itkoznek a magokkal.

e Az ionokkal {itk6z0 elektronok termikus egyensulyba keriilnek a raccsal. Az
ekviparticio tétele miatt a varhato kinetikus energiabol szamolt sebességiik ilyenkor kb.
Vi =10° m/s.

o K¢t iitkozés kozott az elektronok szabadon mozognak. A mozgas tavolsaganak varhato
értéke az atlagos szabad uthossz (7). Az ionok tipikus stirliségét figyelembe véve ez kb.
Inm. Két iitk6zés kozt eltelt id6 a relaxdcios idé, amely © = /v Ez az id6 néhany fs
kortli érték.

A Drude-modell érvényességén beliil szinte minden tulajdonsdg magyarazatahoz
sziikségilink van az elektrongdz stirtiségének ismeretére, ez a térfogategységre jutd vezetési
elektronok szama (n). Feltessziik, hogy csak a legkiils6 héjon tartdzkodo, Zv szamu elektron
vesz részt a fémes kotésben, a belsdbb héjakon elhelyezkedd elektronok nem. Alkali fémeknél
ez a szam 1, alkali foldfémeknél 2, stb. A fentiek alapjéan:

n:ZVNA%’ (9-1)

ahol p az anyag stirisége, A a molaris tomeg, Na az Avogadro-allando. A 9.1. tabldzat mutatja
néhany fém vezetési elektronjainak stirtiségét.

Fém Zy n (1028 m3)
Li 1 4.7
Na 1 2.7
K 1 1.3
Rb 1 1.2
Cs 1 0.9
Cu 1 8.5
Ag 1 5.9
Be 2 24.7
Mg 2 8.6
Al 3 18.1
Bi 5 14.1

9.1. tablazat — Az atomonkénti vezetési elektronok szima és a vezetési elektronok siiriisége

9.2. A Drude-modell eredményei

Az aldbbiakban megvizsgalunk néhany jelenséget, amire a modell alapjan megfeleld
magyarazat adhato, pl. ilyenek a fémek vezetOképessége, Hall-effektus és a fémek magneses
ellenallasa. A Drude-modell klasszikus természetébdl adodo hianyossagait a fejezet végén
vizsgaljuk.
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9.2.1. Egyenaramu vezetés
Allandé, elektromos térben az elektron mozgasegyenlete:

1
r
med_vz_eE’
dt

melynek megoldasa egy térrel ellentétes iranyu, gyorsuld driftmozgas:

eE

\r/(t):—Ft.

e

Ha feltessziik, hogy a mozgas az ionokkal valo iitkozéskor megvaltozik, valamint az
iitkozésmentes driftmozgas ideje 7, akkor az atlagos sebesség:

V=——1. (9.2)

Pl. E = 10 V/m-es térerdsségnél ez a sebesség |v| ~107? ms™, ami a termikus mozgashoz

képest nagyon lasst, tehat a kiilsé tér hatdsara torténd drift nem befolyasolja a relaxacios idot.

A driftsebesség ismeretében meghatarozhatjuk a vezetOképességet. Tekintsiink egy, az
elektromos tér iranyara mer6leges A feliiletet. Az ezen egységnyi id0 alatt athaladd toltés
—en|V| A, amibdl az dramsiirliség (9.2) alapjan:

2 1
ne‘z I r E
E=0E=—, (9.3)
m, P

r _
j=—env=

ahol o a vezetdképesség, p pedig az ellendllas. Lathato, hogy ezekben a toltés négyzete szerepel,
tehat érvényesek félvezetdkben a pozitiv toltéshordozok, a lyukak keltette aramra is.

Egy masik fontos tulajdonsag a mozgékonysag, melynek kifejezése

- 9.4
pe=— (9.4)

amivel pl. a vezetOképesség
o=nge. (9.5)

A mozgekonysag fizikai jelentése a driftsebesség €s a tér hanyadosa, hasznélata olyan esetben
hasznos, amikor valamilyen kiils6 hatasra megvaltozik az elektronok koncentracidja, de a
relaxécios 1d6t ez nem érinti.

A Drude-modell egy jo kvalitativ magyarazatot ad az Ohm-torvényre, de nézzik,
kvantitative milyen 6sszehasonlitast végezhetlink a modell altal megjosolt és a kisérletileg mért
vezetOképességek kozt. A 9.1. abra néhany fém vezetdképességét mutatja a vezetési elektronok
strliségének fiiggvényében, két kiilonbozé hémérsékleten. Az egyes fémekre vonatkozo
értekeket vegyjeliikkel, mig a Drude-modellbdl vart értekeket a (9.5) alapjan egy folytonos
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egyenes abrazolja. A szamitasok minden elem esetén 1 nm atlagos szabad uthosszt

feltételeznek.

Szobahdmérsékleten a modell nagysagrendileg visszaadja a kisérleti eredményeket, de
né¢hany elem, de kiilondsen a nemesfémekre, ill. az V. fécsoportba tartoz6 félfémekre
vonatkozo adatok nagyon eltérnek a varttol.

Alacsony hoémérsékleten a homozgasbol adodd sebesség csokken, ezaltal 7 és a
vezetOképesség is nd, de a mért vezetoképességek joval a modell altal josolt értékek folott
vannak. Még alacsonyabb hémérsékleten a helyzet még rosszabb.

~ 6 Ag Cu T=273K _ 50 Cu T=77K

£ E

< T 40

a 5 Au a A Al

2 4- S 30 °

=] Be o

% 3 P

a o 20 Au

2 o 2 Na Mg Fe

2 1 2 104 k Li

3] Pb 3 Hb

- 04 Bi Sb > 0_CS Plsi Sb
| T | T 1 | | | 1 T
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

Elektrons(riiség (1028 m=) Elektronsi(riiség (1028 m=3)

9.1. abra — Fémek vezetoképessége a vezetési elektronok siiriiségének fiiggvényében, kiilonb6zo
homérsékleteken

9.2.2. A Hall-effektus

Egy masik jelenség, amire a Drude-modell kielégité magyarazatot ad, a Hall-effektus,
melyet, Edwin Hall (1855-1938) 1879-ben fedezett fel, a magneses térnek az aramjarta
vezetOkre gyakorolt hatsat vizsgalva. A vezetdt z-irdnyt magneses térbe helyezziik, mikozben
abban x-iranyt aram folyik. Hall azt talalta, hogy ekkor mind a magneses tér, mind az

o

aramsiiriség iranyara merdleges tér épiil ki a vezetben (9.2. dbra).

+
+
oy
o+

= ®
elektron

9.2. abra — A Hall-effektus

A Hall-tér nagysaga aranyos a magneses térrel és az aramstiriséggel is:
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‘EH‘: RH ijz’ (96)
ahol Ry az Gn. Hall-allando.

A jelenséget az egyensuly kialakulasa utan vizsgaljuk (9.4. dbra), ekkor Hall-tér
kompenzalja a mozg6 toltésekre az ellentétes iranyban hat6é Lorentz-erot, tehat

‘—eI'EH ‘ =|-eB,v,|,

amibdl a fentiek alapjan a Hall-allando:

‘IIEH‘_ ‘lIEH‘ VB, __i
iB, —env,B, —env,B, ne’

R, = 9.7)

z

A Hall-alland6 mérése tehat direkt kisérleti modszer a vezetési elektronsiiriiség
meghatarozasara. A 9.2. tablazatban néhany fém kisérletileg meghatarozott és a fentiek alapjan
elméletileg szamolt Hall-alland6janak hanyadosat tiintettiik fel. A legtobb esetben ez kdzel van
az elvarhat6 1 értékhez, néhany esetben vannak eltérések, sot, negativ hanyados is eléfordul.
Kiilonosen érdekes a Bi esete, ahol a nagy szam azt jelenti, hogy a vezetési elektronok valodi
strtisége sokkal kisebb, mint az az elmélet alapjan varhat6 lenne.

Fém Zy n (10°8 m) Ry (-1/ne egységekben)
Li 1 4.7 0.8
Na 1 2.7 1.2

K 1 1:3 1.1
Rb 1 1.2 1.0
Cs 1 0.9 0.9
Cu 1 8.5 1.5
Ag 1 5.9 1.3
Be 2 24.7 -0.2
Mg 2 8.6 -0.4
Al 3 18.1 -0.3
Bi 5 14.1 ~40 000

9.2. tablazat — Néhany fém Hall-allanddja

Mig a vezetdképességben nem, a Hall-4llandoban megjelenik a toltéshordozok eldjele, az
eredmények alapjan tehat Ugy tlinik, hogy néhany anyagban a toltéshordozok pozitivak. A
Drude-modellben ez nem szerepel, erre az anyagok kvantummechanikai leirasa és a félvezetok
sdvszerkezete ad magyarazatot.

9.2.3. Fémek optikai viselkedése

Alapvetden a fény-anyag kolcsonhatast a Maxwell-egyenleteken keresztiil targyaljuk az
optikai tulajdonsagokat ismertetd fejezetben. Itt csak a klasszikus Drude-modell altal is
targyalhatd, fémekre vonatkozo optikai reflexiot vizsgaljuk.
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Mint ismeretes, a fény leirhatd, mint transzverzalis elektroméagneses hullam. Egy z
iranyban terjedd hullam elektromos tere:
1

E(Z,t) _ IEoei(kz—wt) ’

ahol IIEO az x-y sikban levé amplitudo, k =2zN / 4, pedig az N térésmutatdji anyagban terjedd

hullam hulldmszama, itt 1o a vakuumbeli hulldmhossz. N altaldban komplex,
N=n+ix,

ahol a valds rész a sebességvaltozasért, ill. torésmutatd-valtozasért felel és pl. a fénytorést
okozza, az imaginarius rész pedig a fény anyagbeli csillapodasaért felelés. Altalanos esetben a
torésmutat6 frekvenciafiiggd, amit diszperzionak neveziink. Gyakran hasznaljuk a térésmutatd
helyett a dielektromos fliggvényt is:

N =+e =J¢ +is ,

mellyel az anyagban terjedd fényhullamunk a kovetkez6 alakot Slti:

r r r i((ovelc)z—o
E(Z,t) _ Eoel((anMﬂ)Z_(m) _ Eoe (( Vel ) t) . (98)

Képzeljiik el az elektront a fényhulldm valtakoz6 terében. Amig a frekvencia alacsony,
alapvetden visszakapjuk a DC viselkedést. Ha a fényhullam periédusideje sokkal kisebb, mint
arelaxacios 1d0, akkor az elektron a tér hatasara sokszor ide-oda rangatdzik, miel6tt egy szorasi
folyamat (iitkdzés) torténik. Magas frekvencidkon ezért az elektront teljesen szabadnak

tekinthetjiik. Mivel 7 ~10™ s, ez a feltétel az optikai tartomanyban elég jol teljesiil.

Vialasszuk a fényhullam polarizaciéjat ugy, hogy az elektromos térerdsség az X iranyban

rezeg, az id6fiiggd amplitadd Ee' és tekintsiink egyetlen elektront ebben a térben. Az

elektron mozgasegyenlete ekkor:

d*x(t)

iot
LR S

m

melynek megoldasa
eEO it

X(t)=—"ye"". (9.9)

m,w

e

Az elektron tehat periodikus mozgast végez, ami egy —ex(t) idSben valtozo
dipélmomentumot jelent. Az n vezetési elektronnal rendelkezd szilardtest makroszkopikus
polarizécioja tehat

2
Ne°E, im

e, 9.10

— (9.10)

€

P(t)=—nex(t)=-

Masrészt, az elektromos tér és az elektromos eltolodasi vektor kozti
1 1 1 1
D=ceg,E=¢,E+P

Osszefliggést felhasznalva kapjuk, hogy
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P(t ne’ o’
£=1+ (lﬁzl— ° __1- (9.11)
&E.e &M@ @
ahol az
ne’
w; = (9.12)
m.&,

kifejezést plazmafrekvencianak nevezziik. Hogyan magyardzza ez, a dielektromos fliggvényre
kapott eredmény a fémek reflexioképességét?

Vizsgaljuk a (9.8) és (9.11) kifejezéseket. Ha @ < w,, akkor ¢ valos €s negativ, tehat

gyoke tisztan képzetes és (9.8) az anyagban egy exponencidlisan lecsengd hullamot jelent. A
csillapodds nem szarmazhat rugalmatlan folyamatokbodl, hiszen ilyeneket a modelliink nem
tartalmaz. Az energiamegmaradas miatt ekkor az anyag visszaveri a hulldmot. A
plazmafrekvencidnal nagyobb frekvencidkra ¢ valos és pozitiv, igy (9.8) az anyagban terjedd
hullamot ir le.

Az alacsony frekvencidju hullamokat tehat az anyag visszaveri, a magas frekvencidjliakra
atlatszo lesz és ez az atmenet a plazmafrekvencidnal kovetkezik be. Az alacsony frekvencidju
viselkedés nem meglepd, hiszen tudjuk, hogy a fémek belsejében nincs elektromos tér. Fémek
esetén a plazmafrekvencia a tavoli ultraibolya tartomanyban van (9.3. tabldzat), ezért a lathato
fényt visszaverik.

r
8.3 6.2 200

r

4.3 3.7 335

r
10.9 10.6 117

r r r
15.8 15.3 81

9.3. tablazat — Néhany fém plazmafrekvencidjanak megfelelé energia és hullimhossz

9.2.4. A Wiedemann — Franz-torvény

1853-ban Gustav Wiedemann (1826-99) és Rudolph Franz (1826-1902) kimutattak, hogy
a fémek -elektronoktdl szarmazd hdvezetési egyiitthatoja és vezetoképessége szoros
kapcsolatban all egymassal. Pontosabban, egy adott hdmérsékleten a x/o hanyados minden
fémre koriilbeliil ugyanakkora. A Drude-modell egyik bizonyitéka abban az id6ben az volt,
hogy erre a torvényre kvantitativ leirast tudott adni. 1872-ben Ludvig Lorenz (1829-91)
bizonyitotta, hogy ez a hanyados linearisan fiigg a hdmérséklettdl:

Ko,
O
ahol L=2.44x10° W QK ™, a Lorenz-szam.

Az hdvezetési egylitthaté a Drude-modell alapjan kiszdmolhat6, amibdl a fenti hdnyados
érteke:
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Kk _3kg

- 2e2T=LT,

ami pontosan a Wiedemann — Franz-torvény.

A fenti torvény alacsony €s magas homérsékleten érvényes, koztes homérsékleteken
eltérések mutatkoznak az elmélet és a kisérleti eredmények kozt. Alacsony hdmérsékleten a
fononoktol szarmazo hdvezetés nem jelentds, ekkor a ho- és toltésmozgasért az elektronok ¢€s a
lyukak feleldsek, tehat a Drude-modell j6 eredményt ad. Véges homérsékleten a rugalmatlan
szoras €s a fononok is szerepet jatszanak a hdvezetésben, itt eltérések mutatkoznak az
elmélettél. A Debye-hdmérséklet felett a fononok hozzdjaruldsa a hévezetéshez allandova
valik, igy a torvény ismét érvényes lesz.

9.3. A Drude-modell hibai

A modell nagy sikere ellenére komoly problémakkal kiizd, melyek indokoljak az
elektronok viselkedésének kvantummechanikai targyalasat. Mar a modell alapfeltevéseinél
emlitettik, hogy az elektronok ko6zt nincs kolcsonhatas, valamint az elektron-ion
elektrosztatikus kolcsonhatast is elhanyagoljuk. Ezeket semmi nem indokolja. Az elektronok
klasszikusan kezelhessiik, hullamhosszuknak joval kisebbnek kell lennie, mint annak a
kozegnek a tipikus dimenzidja, amiben vizsgaljuk Oket; esetiinkben ez sem all fenn.

A vezetdképességnél mar lattuk, hogy a modell altal megjosolt értékeknél sokkal
nagyobbak is vannak és a homérséklet csokkenésével ezek joval gyorsabban nének, mint az
elméleti értékek. A hiba a fix atlagos szabad uthossznak a racsallandoval valo kozelitésében
rejlik. A valosagban alacsony hdmérsékleten, tiszta kristalyszerkezetben a szabad uthossz akar
makroszkopikus (wm, mm) is lehet.

A Drude-modell az Otvozetek vezetOképességére sem ad kielégité magyarazatot.
Kismértékli szennyezések egy amugy tiszta fémben drasztikusan csokkenthetik a
vezetOképességet, még akkor is, ha a szennyez6 atomok elégge hasonloak a host atomokhoz €s
ugyanakkora elektronkoncentraciot adnak; ilyen pl. az arannyal szennyezett réz.

A legfontosabb kritika a modellel szemben a fajhdvel kapcsolatos. Lattuk, hogy
szobahémérsékleten a legtobb anyag, igy a fémek fajhéje is koveti a Dulong — Petit-szabalyt.
A Drude-modell alapjan azonban a molnyi mennyiségii elektron a fononoktol szarmazo fajhot
még 3R/2-vel emelné meg, ilyet viszont soha nem tapasztalunk. A helyzet még rosszabb lenne
tobb vezetési elektron/atom esetén.

Hatranyai ellenére a Drude-modell a kor tudomanytorténetileg kiemelkedd elmélete volt,
mely sikeresen magyarazta a fémek elektromos térben val6 viselkedését.

9.4. Ellenorzo kérdések

1. Ismertesse a Drude-modell alapjait, az atlagos szabad uthosszt és a relaxacios idét.
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2. Hogyan hatarozhat6 meg a vezetési elektronok siirisége fémekben?
3. Ismertesse az elektromos vezetést a Drude-modell alapjan. Mibdl szarmazik az ellenallas?

4, Hogyan viszonyul az elektronok termikus mozgasabdl szarmazd sebesség a kiilso
elektromos tér hatdsara 1étrejovo sebességhez?

5. Hogyan valtozik a Na kristaly vezetoképessége, ha az atomok felét neonra cseréljiik?
6. Mi a Hall-effektus és milyen anyagi tulajdonsagokra kovetkeztethetiink a mérésébol?

7. Mi a plazmafrekvencia €s hogyan befolyasolja ez az anyag elektromagneses sugarzasra
vonatkoz6 reflexiojat?

8. Mia Wiedemann — Franz-t6rvény?

9.5. Mintafeladat

1.  Hatarozzuk meg a Na egyenaramu vezetoképességét szobahémérsékleten a Drude-
modell alapjan!

Megoldas:

A vezetdképesség meghatirozdsdhoz sziikséglink van a vezetési elektronok

a stiriségbdl és a molaris tomegbdl kaphatjuk:

-3
1 y 968kg-m

=2.53x10*m™®
mol  0.023kg -mol ™

n=2, NA§=1><6.022><1023

A relaxacios id6 kiszamitasahoz tekintsiik az alabbi abrat és idézziik fel a Drude-modell
feltételezéseit. Az elektron egy ionnal valo iitk6zés utan véletlenszerli iranyban indul el
¢s a kornyezetével termikus egyenstlyban van. Feltehetjiik, hogy az ionok a kovalens
sugaruknak (a) megfelelé gombben mozognak.

rezgd atom S=arw

elektron

Egy {itkdzés utan az elektron termikus egyensulyba keriil a kornyezetével, ekkor
sebessége az ekviparticio alapjan:
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3KT
Vth = ? .

A kovetkez6 litkozés v 1d6 mulva kovetkezik be, ez alatt az elektron v, 7 utat tesz meg.

Hogy kozben ne torténjen iitk6zés, az abran feltiintetett ,,csében” maximum egy
szordcentrum lehet, vagyis

nv,ra’zr =1,

amibdl a Na a =166 pm kovalens sugarat felhasznalva

r=—— |- _301x10"s.
na“z \ 3kT

Végiil a Drude-modell alapjan kapott vezetOképesség:

ne’r

m

=2.78x10°S-m™

O =

9.6. Gyakorlo feladatok

1. Szamoljuk ki szobahdmérsékleten az elektronok atlagos kinetikus energiajat Na-ban,
valamint a de Broigle hullamhosszat. Hogy viszonyul ez a racsallandohoz és mit
mondhatunk ekkor a Drude-modell érvényességérol?

2. Adjunk szamszer(i becslést az elektronok atlagos sebességére 0.1 A/mm? dramsiiriiség
eseteén!

3. A réz fajlagos ellendllisa 300 K-en 1.7x10°Q-m, az elektronok koncentracidja

8.5x10%° m~. Mennyi a relaxacios idé és az elektronok szabad tthossza?

4. Mutassuk meg, hogy a (9.3) egyenlet ekvivalens az Ohm-torvény ismertebb, I1=U/R
alakjaval.

5. Bizonyitsuk be, hogy a fajlagos ellenallas és a Hall-fesziiltség mérésébdl megkaphato a
relaxécios 1do!
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10.Magneses tulajdonsagok

Célkitiizés: Az alabbi fejezetben az anyagok alapveté mdgneses tulajdonsagait vizsgaljuk
klasszikus megkozelitésben. Az anyagokat a magneses térben valo viselkedésiik

e 7.

doménszerkezetrol és az anizotropiardl is. A kvantumos effektusok, ill. a magneses
spektroszkopiai modszerek az MSc kurzus keretein beliil keriilnek bovebb
targyalasra.

Sziikséges eloismeretek: A fejezet anyaganak elsajatitasahoz az elektromossagtan kurzuS
idevonatkozo részéet ajanljuk.

A fejezet elsajatitasdaval az olvaso

" tudja az elektromdgnesség alapvetd osszefiiggéseit, felismeri az anyagok mdgneses
tulajdonsagainak leirasara alkalmazhato fizikai torvenyszeriiségeket

. csoportositja az anyagokat kiilsé magneses térben valo viselkedésiik alapjan

. elfogadja a klasszikus, anyagszerkezetet leiro elmélet eredményeinek jelentoségét a
makroszkopikus magneses tulajdonsdagokra vonatkozoan

10.1. Makroszkopikus leiras

Korabbi tanulmanyokbdl ismert, hogy magneses monopdlusok nem léteznek, a magneses
anyagok mindig dip6lusok. Ezt a magneses indukciora érvényes

VB =0

Gauss-torvénnyel irhatjuk le. A magneses indukcid és a magneses tér vakuumbeli
Osszefliggése

B =,H

alakt, amelyben Lo a vdkuum magneses permeabilitasa.
1
Az anyag magnesezettégének jellemzésére az M magnesezettségi vektort alkalmazzuk,
amely az egységnyi térfogat magneses momentumaval egyezik meg:
rr
M =m

<|z

A magnesezettség a magneses indukcidval

B:,Uo(l_ll"'l\l/l):Bo"'/qu

modon all kapcsolatban, amelyben éo a kiils6 magneses mezo6t jeloli. Egyes anyagok kiilsé

magneses terek hatdsara maguk is magneses jelenséget mutatnak. Kis kiilsé magneses tereknél
a magnesezettség aranyos a kiilsé magneses térrel:

r B r
M=% _ yH,

Hy

- 133 -



Magneses tulajdonsagok Makroszkopikus leirds

ahol a y aranyossagi tényez0 az anyag egységnyi térfogatanak magneses szuszceptibilitasa.

Mégneses szuszceptibilitdsuk alapjan az anyagokat tobb kategoridba csoportosithatjuk.
Abban az esetben, ha a magneses permeabilitdas £ : 1 mértékll, vagyis M nagysagrendekkel

kisebb a H kiils6 térnél, a negativ magneses szuszceptibilitdsu anyagokat diamagneseknek, mig
a pozitivakat paramagneseknek nevezziik.

Pozitiv értékek esetén a magneses szuszceptibilitds nagysdgrendje széles skalan
mozoghat, amelyre a hdmérséklet is nagy hatdssal van. Az esetek tobbségében elmondhatjuk,
hogy magas T homérsékletek esetén a magneses szuszceptibilitas hdmérsékletfiiggése a

_C
T+60

x (10.1)

egyenlet szerint irhat6 le, amelyben C és 6 az anyagra jellemz6 allandok.

A hoémérséklet csokkenésével a szuszceptibilitdis homérsékletfiiggése megvaltozhat.
Paramagneseknél € =0, a fenti forditott aranyossag egészen extrém alacsony homérsékletig
megmarad, de minden mas magneses anyagnal csak egy T¢ kritikus hémérsékletig lesz
érvényben. A kritikus hémérséklet alatt a szuszceptibilitas hémérséklettél vald fliggése
nagyban megvaltozik. Abban az esetben, ha az (10.1) egyenletben a negativ eldjelii esetet
figyeljiik, & hdmérséklethez kozeledve y értéke egyre nagyobb, mig T =6 esetén végtelen lesz.
Ez az eset az allanddé magnesekre jellemz0, hiszen kiilsd tér nélkiil is rendelkezik az anyag
magnesezettséggel.

Vannak anyagok, amelyek gyenge kiils6 magneses térben nagymértékben magnesezettek
lesznek, de a kiils6 tér megsziinésével csak kis mértékeben mutatnak tovabbra is magneses
tulajdonsagokat. Ebbdl az okbdl kifolydlag nem mondhatd, hogy ez az anyag meghatarozo
tulajdonsaga, hiszen a visszamaradt magnesezettség kiilonbozd lehet kiilonbozd esetekben.
Ezekre az anyagokra viszont az is jellemzd, hogy kis kiils6 terekben a magnesezettségiik egy
allando értéket vesz fel, amely a kiils6 tér nagysaganak novelésével nem valtozik. Ezt nevezziik

az anyag telitési magnesezettségének (M), amely kritikus hdmérsékleten zérus, igy mar

alkalmazhatjuk az egyes anyagok jellemzésére.

Az anyagokat ebben a csoportban feloszthatjuk még ferro- és ferrimagnesekre is.
Ferromagneses anyagoknal a hémérsékletfiiggés T =06, felett koveti a 10.1. egyenletet. A

kritikus homérsékletet Curie-hémérsékletnek nevezziik, értéke az adott anyagra jellemzd.
Alacsony hémérsékleteken abrazolva az M¢(T)/ M (0) hanyadost T /6. fiiggvényében, a

kapott grafikon minden ilyen anyagra megegyezik, vagyis Mg értéke egy allandohoz tart a
homérséklet csokkenésével, mig T novelésével M, érteke csokken (10.7. abra). Ferrimagneses

anyagoknal az (10.1) egyenlet csak T ? 6, esetben érvényes.
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M.(T)

M. (0) 10

0.0 '
0.0 0.5 1.0

T/0
10.1. abra — A spontan magnesezettség hémérsékletfiiggése ferromagneses anyagokban
A mégneses anyagok egy tovabbi csoportja az antiferroméagnesek, amelyeknek magneses

szuszceptibilitdsa pozitiv, igy hasonldésdgot mutatnak a paramagnesekkel, viszont a
szuszceptibilitas homérsékletfiiggése kiilonbozik az eldbb emlitett csoporttol. A Kritikus

homérséklet (itt Neél-hémérséklet, ), ) felett a hdmérsékletfiiggés koveti az (10.1) egyenletet

pozitiv elgjellel, mig 6, alatt a szuszceptibilitas csokken a csokkend homérséklettel.

10.2. A magnesezettség tipusai

A kiilonb6z6 magneses anyagokat és azok hdmérséklettdl valo fliggését az 10.1. tablazat
foglalja Ossze.

Tipus Kritikus h6mérséklet X nagysaga X homérsékletfiiggése

Diamagnesek -107° s —10~* kozotti

Paraméagnesek - +107° &s +10 3 kozotti x=

C
O felett y = ——,
Ferromagnesek Curie hémérséklet (0., ) O alatt nagy értéki T-60

ahol 0 ~ 6,
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gN felett X = TCTH ,

ahol 8 # 6,

Antiferromagneses

Néel hémérséklet (By)  +107° és +107° kozotti
anyagok

0, alatt y anizotrop

maodon csokken

C
0. felett y =——,
ZIGTELGOENWEEL'® - Curie hémeérséklet (6, ) O alatt nagy értékii T+6

ahol @ # 0,

10.1. tablazat — A kiilonb6z6 magneses anyagok szuszceptibilitisanak homérsékletfiiggése

10.2.1. Paramagnesség

Paramagneses anyagoknal a magnesesség két oka az atomok magneses momentuma €s a
szabad elektronokbol ered6 magnesesség. Kiilsé térben az anyagban levé magneses dipolok a
térrel parhuzamosan allnak be, igy egy pozitiv magneses teret hoznak létre. A kiilsd tér
megsziinésével az indukalt tér is megszlinik. Kiilsé terek esetén a paramagneses anyagok a
nagyobb erdsségli magneses terekhez vonzé tulajdonsagot mutatnak.

A kiils6 térrel parhuzamosan beall6 magneses momentumok altal 1étrehozott tér kicsi a
kiils6 térhez mérten. A hdmérséklet novekedése hatdssal van a magneses momentumokra, igy
a 1étrejovo tér is valtozik. Gyenge kiilsé magneses tereknél a paramagnesek a mar emlitett

r C

M= H=SH

Curie-torvényt kovetik. A torvényt a uH <k,T tartomanyban, gyenge kiilsé tereknél
alkalmazhatjuk. Er8s kiils6 tereknél, ahol uH >Kk,T, az anyagban levé magneses

momentumok teljesen beallnak a térrel parhuzamosan, igy a kiilsé tér tovabbi novelése mar
nem fogja az anyag magnesezettségét novelni. Ezt nevezziik telitési magnesezettségnek.

10.2.2. Diamagnesség

A diamagneses tulajdonsag az atomok koriil keringd elektronok magneses terébdl ered.
A diamagneses anyag kiils6 magneses térben mutat maga is magneses hatast, amelynek iranya
ellentétes a kiilsd tér iranyaval, a Lenz-torvénynek megfelelden. Az elektronok spinje ebben az
esetben nem vesz részt a magneses tér kialakitdsaban. A kiils6 tér megszlinésével az anyagban
fellépd magnesesség is megsziinik, tovabba az erds kiilsé magneses terek taszitjdk a
diamagneses anyagokat. A diamagnesség jelensége nem fligg a hdmérséklettol.

A diamagnesség eredetét tekintve minden anyag diamagnesesnek tekinthetd bizonyos
mértékig. Szamos, a mindennapokban nem magneses anyag diamagneses tulajdonsagu, pl. a
viz, fa, kiilonb6z0 dsvanyok (kvarc, kalcit...), nehezebb fémek (higany, arany...) stb. Kis értéke
miatt a diaméagneses hatast a mindennapokban elhanyagolhatonak tekinthetjiik, illetve ha a
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vizsgalt anyag egy erdsebb magneses tulajdonsaggal bir (paramagnesség, ferromagnesseg),
akkor ez a tulajdonség lesz az anyag dominans magneses jellemzdje. Ettdl fliggetleniil 1éteznek
anyagok, amelyek legf6bb magneses tulajdonsaga a diamagnesség. A legerdsebb diamagnes a

bizmut, melynek magneses szuszceptibilitisa y =-1,66-10", illetve a pirolitikus szén,

melynek egyik sikjaban y =-4,00-107.

A szupravezetok a Meissner-effektus (1asd a Szupravezetok c. fejezetben) kdvetkeztében
tokéletes diamagneseknek tekinthetéek, mivel y =-1.

10.2.3. Ferromagnesség

A ferromagnesek a permanens magnesek egy tipusat képviselik, nagy magneses
szuszceptibilitasuk kovetkeztében konnyen detektalhaté magnesezettséggel rendelkeznek, igy
a torténelem soran leirt, és a mindennapokban eléforduld magnesek mind ferromagnesek. A
legismertebb ferromdgneses anyagok a vas, nikkel, kobalt, illetve 6tvozeteik.

A ferromagnesek egy fontos tulajdonsaga a homérsékletfiiggésiik. Curie-hémérséklet
alatt er6s magnesezettségek mutatnak, mig Curie-hdmérséklet felett az allanddé magnesezettség
a hémérsékleti hatasok miatt megsziinik, és a ferromagnes paramagnesként kezd viselkedni.

A ferromagneses jelenség forrdsa az anyag elektronjainak spinje. Ferromagnesek esetén
az elektronok magneses dipdljai egy iranyba allnak be, az egyéni magneses terek
szuperpozicidja az anyagon kiviil is jol detektalhatdo makroszkopikus mégneses teret hoz 1étre.
Ebbol adéddan ferromagnesek csak részlegesen betoltott legfelsobb energiaszintii rendelkezd
atomok lehetnek, mivel betolt vegyértékallapot esetén a spinek dsszege zérust ad. A spinek egy
iranyba torténd beallasa kiils6 magneses tér hianydban a kvantummechanikai kicserélédési
kolesonhatés kdvetkezménye.

N ¥\ t 11
\f*-—‘\ TTTT
\N ¥ N Tt 11
<« > \x (O

€« > € —>
—> € —> <€
-« —> €« —>
—> € <« €

antiferromagnes ferrimagnes
M=0 M=+0

10.2. abra — A Kiilonb6z6 magneses anyagokban a magneses momentumok rendezettsége B=0 esetén
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10.2.4. Ferrimagnesség és antiferromagnesség

A ferri- és antiferromagnesség a ferromagnesség kiilonbozo tipusainak tekinthetdek.

Hasonloan a ferroméagnesekhez, a ferrimagnesek is rendelkeznek sajat magnesezettséggel
a kritikus Currie-hdmérséklet alatti tartomanyban, kiilsé magneses tér hianyaban is. Tovabba,
a Currie-homérséklet felett a ferrimagnesek is paramagnesekként viselkednek. A tipikus
ferromagnesekkel ellentétben a ferritek magneses tulajdonsaga a kristalyszerkezetiikbol ered.
Altalaban az FCC raccsal rendelkeznek, amelyekben két kiilonbozd magnesezettségi teriilet
kiilonboztethetd meg. Eredetiik lehet a racsban eléforduld kiillonbozo ionstirliség vagy a vizsgalt
helyek eltér6 kristalytani tulajdonsaga. Ezek a teriiletek ellentétes irdnya magneses
momentummal rendelkeznek, amelyek nagysaga is kiilonb6z6. Ha a ferrit egészét tekintjiik, az

crer

rendelkezd irdnyban 1étrejon a ferritre jellemz0 allando magneses tér.

Antiferromagneses anyagoknal is megkiilonboztethetjiik a ferrimagneseknél tapasztalt
kiilonboz6 antiparallel magnesezettségii teriileteket, de ebben az esetben a két teriilet
magnesezettségének  nagysdga  megegyezik,  amelynek  kovetkezménye,  hogy
antiferromagneses anyagok spontan 6sszmagnesezettsége zérus alapesetben. Abban az esetben,
ha az antiferromdgneses anyagok szerkezetében valtozéas torténik, pl. szennyezéssel vagy
racshibakkal, a momentumok &lldsa megvaltozik, igy a spontdn mégnesezettség nemnulla
értéket vesz fel.

10.3. Ferromagneses doménszerkezet

Egy ferromagnes Currie-hémérséklet alatti magnesezettsége nagyban fligg attol, hogy a
ferromagnes eléz6leg milyen magneses tulajdonsagi kornyezetben volt. Ennek a
tulajdonsagnak a magyarazatara Pierre-Ernest Weiss (1865-1940) 1907-ben megalkotta a
doménszerkezet elméletét.

T =F.

\ \

— \I! AN

10.3. abra — Ferromagneses doménszerkezet

A ferromagnesek egy részének nincs 6nallo magneses tere, ezért annak érdekében, hogy
magunk is magnesesezettek legyenek, kiilsé magneses térbe kell 6ket helyezni. Kiilsé magneses

- 138 -



Magneses tulajdonsdagok Ferromagneses doménszerkezet

tér hianyaban a ferromagnesben kiilonb6zé magneses momentumu teriiletek, un. domének
talalhatoak, amelyeknek 6sszmagnesezettsége zérust ad. A doméneket mikrométeres nagysagu
teriiletek, az Oket elvalaszto hatarvonalakat Bloch-falaknak nevezziik. A Bloch falat 50-100 nm
vastagsdgu atmeneti régioknak tekinthetdek, amelyek mentén a magnesezettség a két
elvalasztand6 érték kozott elfordul (10.4. dbra). A Bloch falak a belsd energia minimalizalasa

miatt jonnek 1étre.

(e
007@}?

10.4. abra — A spinek 180°-o0s rotacidja a Bloch falban

Ha egy ferromégneses anyag két ellentétes iranyu doménre oszlik, a fal keletkezésével
csokken az anyag makroszkopikus magnesezettsége. Az anyagban tovabbi domének
1étrejottével tovabb csokkenheté a magneses tér, viszont figyelembe kell venni, hogy a Bloch-
falak 1étrejotte is energiadt igényel. A falak létrejottehez sziikséges energia értéke kisebb, mint
a makroszkopikus tér 1étrejottéhez sziikséges energia, igy az energetikailag legkedvezdbb
allapot esetén a ferromagnesben kisszamti domén talalhat6 (10.5. abra). Kiils6 magneses térrel
a ferromagnes magnesezhetd lesz a doménszerkezet modositasaval.

N

/ | -

l'Ir f’

/

N LW TL )

10.5. abra — Az anyag doménekre torténé felosztasa csokkenti a magneses energiat.
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Ha egy ferromagnesre nagyon finom vasport szorunk, a Bloch-falakat, igy a
ferromégnesben talalhat6 kiilonb6z6 doméneket 1athatova tudjuk tenni.

10.3.1. Hiszterézis

A ferromagnesek magnesezettsége fiigg a doménszerkezettdl. Vegyiink egy kezdetben
M =0 magnesezettségli ferromagnest. Kiilso6 magneses tér hatdsara az anyagban levé Bloch-
falak mozgathatoak, illetve egy bizonyos nagysagi kiils6 magneses tér esetén az egész
ferromagnes egy doménbdl fog allni. Ekkor az egész anyag egy iranyba lesz magnesezett, elérte
maximalis magnesezettségét. Ezt nevezzikk a bevezetOben mar emlitett M telitési

magnesezettségnek. Ezek utan, ha a kiilsO tér nagysagat Gjra csokkentjiik, a magnesezettség is
csokkenni kezd, de ha elérjiik B, =0-t, M # 0 esetet fogjuk tapasztalni, vagyis a ferromagnes
tovabbra is rendelkezni fog sajat magnesezettséggel. Ezt a visszamaradt magnességet M,

remanens magnességnek nevezziik. (A mindennapokban haszndlt magnesek ilyen mddon
nyerik magneses tulajdonsagaikat.) Ahhoz, hogy az anyagban ismételten elérjik M =0
allapotot, B. nagysagu, ellentétes iranyu kiils6 magneses térbe kell helyezniink a testet. Ezt a

teret koerciv magneses térnek nevezziik (10.6. dbra).

}\M

A 4

/(3.

10.6. abra — Ferromagneses anyagok magnesezettsége a Kkiilsé tér fiiggvényében

L

10.3.2. Tobbdoménes szerkezet

A magneses hiszterézis jelensége a tobbdoménes szerkezettel magyarazhat6 (10.7. abra).
Ha egy t6bb nagy doménnel rendelkezd magneses anyagot kiilsé magneses térbe helyeziink, a
Bloch-falak olyan modon fognak eltolédni, hogy kiils6 térrel megegyezé iranya
magnesezettséggel rendelkezd domének mérete novekedni fog. Az kiilsé tér novelésével
egyidejiileg a doménfalak energidja a kezdeti I. energiaminimumbdl névekedésnek indul. Adott
nagysagu B,-ig a tér valtoztatdsaval az indukalt magnesezettség aranyosan fog valtozni,

viszont a hatarértek elérésével a domén energidja is eléri instabil II. poziciot. Ezen pont
elérésével a falak véletlenszerlien fognak elmozdulni, a magnesezettség nemfolytonosan fog
valtozni, illetve a doménszerkezetben bekovetkezd valtozasok irreverzibilisek lesznek a IV.

crer

Barkhausen-ugrasoknak (Heinrich Georg Barkhausen, 1881-1956) nevezziik. A kiilsé tér
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novelésével az anyagban tovabbi reverzibilis és irreverzibilis fog bekovetkezni, mig B,

megszinésével a Bloch-falak egy IV. helyzethez hasonldé minimum 4allapotba fognak
visszatérni. A domének hatarainak ilyen jellegi csapddzasaval alakulnak ki a ferroméagnesek
remanens magnesezettsége. Kiugrds a lokalis csapdakbol csak megfeleld nagysagi kiilsd
magneses tér jelenlétében lehetséges.

A

Bloch fal energidja

A faltol valo merdleges tavolsag

I It It A It g g RN N N N AN RN AN N N N AN AN AN N PR N A 2

10.7. abra — A Bloch-fal energiaja a hely fiiggvényében és a magneses momentumok allapota a fal
kiilonb6z6 poziciéiban
Sok doménbdl all6 anyagokban, az egyes valtozasok osszeolvadnak €s a magnesezettség

nem folytonos valtozasa a sima hiszterézis gorbévé adodik Ossze. A telitési magnesezettség
elérésénél az 6sszes domén a kiilsé magneses térrel megegyezd iranyban all.

10.4. A kristalyszerkezet hatasai

A legtobb kristaly magneses szempontbol anizotropnak tekinthetd, amelynek megléte
tobb tényezdbdl tehetd Ossze.

Egyrészt az anizotropia a kristalyracs geometriajanak kovetkezménye. Ezt a tipust hatést
magneto-kristalyos anizotroépidnak neveziink. Megfigyelhetjiik pl. a vas egykristalyaban, ahol,
habar a telitési magnesezettség a kristalyracs minden irdanyban megegyezik, a magnesezhetdség
kiilonbozik (10.8. abra). Ez a fajta anizotropia a nem tokéletes antiferromagneseknél 1ényeges.
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Ellendrzo kerdesek

MJ\

él

L.
>

B

10.8. abra — A geometriabol eredé anizotrépia egy példaja

A masodik tipust anizotropia a magneses anyagok alakjahoz kothetd. Altalanosan

elmondhat6, hogy magneses térbe helyezve egy testet, az
is magnesezett. Erre egy példa a magneses iranyti.

a hosszabb atloja mentén lesz maga

Az anizotropia harmadik tipusa a mechanikai fesziiltségbdl ered6 anizotropia, amelynek
két tipusat kiilonboztethetjilk meg. Egyrészt, ha egy magnesezett testet kiills magneses térbe
helyeziink, a vizsgalt test alakja megvaltozik a tér hatdsara. A masodik tipus ennek ellentéte,
vagyis a ra kifejtett kiils0 mechanikai erd hatasara megvaltozik a kristalyracsa, igy az anyag

magnesezettsége.

10.5. Ellenorzo kérdések

1. Definialja az anyag magneses szuszceptibilitasat!

2. Hogyan viselkedik magneses térben a y = -1 szuszceptibilitast anyag?

3. Magneses tulajdonsagaik alapjan hogyan csoportosithatoak az anyagok?

4. Definidlja a Curie-hdmérsékletet!
5. Mi a hiszterézis?
6. Ismertesse a magneses doménszerkezetet!

7. Mit neveziink Bloch-falnak?

8. Hogyan befolyasolja az anyag szerkezete a magnesezettséget?
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11.Optikai tulajdonsagok

Célkitiizés: A Drude-modell segitségével egy egyszerii képet adtunk a fémek altal egy beérkezé
elektromagneses sugarzasra adott valaszra. Jelen leirasban az anyagi Maxwell-
egyenletek alapjan vizsgaljuk az anyagok tulajdonsagait, ill. az alapveto fény-
anyag koélcsonhatasokat, részletesen vizsgaljuk a diszperziot. A savelmélet
alapjan megvizsgaljuk a kiilonbozo sdvszerkezettel rendelkezo anyagok optikai
tulajdonsagait.

Sziikséges eloismeretek: A fejezetben felhasznaljuk az elektromdgneses sugarzasokra
vonatkozo korabbi ismereteket (pl. elektromossagtan, optika,
elektrodinamika), valamint sziikségiink lesz az eldzd fejezetekben a
savszerkezetrdl tanultakra is.

Az alabbi fejezetben targyalt tananyag elsajatitasaval az olvaso

. ismeri az alapveto fény-anyag kélcsonhatasokat és az azokat leiro formuldkat
. képes a szilardtestek vizsgalatanal megfigyelheto optikai jelenségek magyarazatara, az

anyagok egyes optikai paramétereinek meghatarozasara

. elfogadja és magdéva teszi a szilardtestek optikai tulajdonsdagainak a sdavszerkezeten
alapulo szemléletét

11.1.  Alapfogalmak, az anyagi Maxwell-egyenletek

El6z6 tanulmanyokbdl tudjuk, hogy a fény transzverzalis elektromagneses hullam. Az
emberi szem az elektromagneses spektrum csak egy nagyon Kis részére, a 400 és 700 nanométer
kozotti tartoméanyra érzékeny. A sugarzas jellemz6 tulajdonsdgai az intenzitds, hulldmhossz
(vagy frekvencia), polarizacios allapot és a fazissebesség. Ezen kiviil dualis jellege miatt az
elektromagneses sugarzast részecskékkel, fotonokkal is jellemezhetjiik, de az aldbbiakban a
hullamképet helyezziik eldtérbe.

A vékuumban terjedd elektroméagneses hullamokat, igy a fényt is, a vdkuumbeli Maxwell-
egyenletekkel irhatjuk le:
E=0 V.-H=0
roH O CE
VXE=—u,— VxH=¢,—
ot °at

<

Ha a fény terjedését egy kozegben vizsgaljuk, akkor figyelembe kell venniink a kdzegre
jellemz6 tovabbi paramétereket is. Ezek a tényezok pl. a kovetkezok lehetnek:

p — az egységnyi térfogatban talalhato toltés,

I
P — a kozeg polarizalhatosaga,

1
M — magnesezettsége,
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1
] — a kozegbeli aramstiriiség.

Figyelembe véve a kozegre jellemzd tényezdket, a Maxwell-egyenletek modosulnak és

H=-V-M

& &y \Y%
r al-r| (3|\5| r aé alg [
VXE=—py—— iy — VxH=g—+—+j
oo Mo q ot ot

alakokat veszik fel, amelyek mar alkalmazhatéak az anyagban terjed6 fény leirasara. Az igy
kapott egyenletek rovidebb formaban is felirhatok, ha bevezetjiik D elektromos eltolas és B
magneses indukcios vektorokat.

D=gOIIE+FI> |I3=,uo(l-l|+l\l/|)
A bevezetett vektorokkal az anyagi Maxwell-egyenletek a
V- IID =p
r
r
VxE = —@
" ot
V-B=0
r
rr ob

VxH=]+—
ot

(11.1)

differencialis alakot veszik fel, amellyel minden fény-anyag kdlcsonhatast jellemezhetd. A 6
paraméterek, amelyek a lejatsz6dd kolcsonhatasokat jellemzik, az anyag elektromos
permittivitasa (€), magneses permeabilitasa () és o vezetoképessége, amely az Ohm-térvény

j = oE alakjabol hatérozhato meg.

Egy fénysugarat polarizaltnak mondunk, ha az azt alkot6 minden hulldm elektromos
komponense egy irdnyban oszcillal. A természetes fény, pl. a Nap sugarai nem polarizaltak,
minden sikban azonos mddon torténik a terjedés. Ahhoz, hogy jobban megértsiik a polarizacio
fogalmat, vizsgaljuk az oszcillalo elektromos teret mint két sikhulldm 0Osszegét, amelyek
egymasra merdleges S €s p iranyban oszcilldlnak. A két polarizaciés komponens kozotti
faziskiilonbséget vegyiik 5-nak.

Abban az estben, ha ¢ = nz, ahol n természetes szam, a fénysugar linearisan polaros. Ha

0=(2n+1) % , cirkularisan poléros a fény, kiilonben elliptikusan polaros.

11.2. A fény-anyag kolcsonhatas

Egy anyag optikai tulajdonsdgain a fénnyel torténd kolcsonhatéasat értjiik, amely a vizsgalt
anyag szerkezetétél fiiggden kiillonbozé6 modon valdsulhat meg. Abszorpciorol akkor
beszéliink, ha az anyagra eso fény leadja energiajat az anyagnak. Reflexio soran a kiils6 tér altal
leadott energiaval megegyezo energiaju elektromagneses tér, vagyis fény 1ép ki az anyagbol.
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Ha a fény nem Iép kolcsonhatasba a vizsgalt anyaggal transzmissziordl, ha a kdlcsonhatas soran
megvaltozik a fény sebessége €s iranya, torésrdl beszéliink. A kiillonbdzd kolcsonhatasokbol
szarmaz6 fénysugarak intenzitasainak Osszege visszaadja a kezdeti, az anyagra esé fény
intenzitasat (11.1. dbra).

o=l + 1+l +1;.

la

atmend intenzitas

> IT

elnyelt intenzitas

11.1. 4bra - A fény-anyag kolcsonhatas tipusai

A mért intenzitasok és a kezdeti fényintenzitds hényadosaval jellemezhetjik a
kolcsonhatasok mértékét:

|’ |’ |

Attol figgden, hogy melyik fény-anyag kolcsonhatds domindl, az anyagokat harom
csoportra oszthatjuk. Kicsi A és R értéknél drlatszo, kicsi T esetén nem dtldtszo, mig nagy
szOrds esetén dttetsz6 anyagokrol beszéliink. Folyadékok, vékony mintdk abszorpcids

spektrumdnak meghatarozasa rutinszerlien torténhet a kereskedelmi forgalomban kaphato
egyszeri spektrofotométerekkel.

crer

crer

[ SN4

rrrrrrrr

kdlcsonhatésba, igy fononok gerjesztdédnek.

11.2.1. Egy kozeg optikai allandoi
Ha egy anyag optikai tulajdonsagait vizsgaljuk, elsésorban két belsé paramétert kell

megemliteniink: az elnyelési egyiitthatot (k) és a torésmutatot (n).

Ha egy anyag nem tokéletesen atlatszd, a ra esd fény intenzitdsa a hatarfeliilettdl
exponencialisan csokken. Vegyiink egy kicsi, 0x vastagsagl anyagot, amelyre | intenzitasu fény
esik. Ebben az esetben az intenzitas-csokkenés 6x vastagsagon

ol =—a-5x-l’
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ahol a az abszorpcios koefficiens. Ha a vizsgélt anyag vastagsagat végteleniil kicsinek vessziik,
majd megoldjuk az igy eldallt differencidlegyenletet, megoldasként a Beer-Lambert torvényt
kapjuk (August Beer, 1825-63; Johann Heinrich Lambert (Jean Henri Lambert), 1728-77):

| =1,exp(-ax),

amelyben lpa bees6 fény kezdeti intenzitasa, mig | az X vastagsagu anyagon athaladt intenzitas.
Az anyagtol fiiggetleniil a fényt elnyelhetik az atommagok (minden anyagnal lehetséges) €s az
elektronok (fémek és kis tiltott savu anyagok) is egyarant.

Az abszorpcioés koefficiens az anyagra jellemzé és erdsen frekvenciafiiggd. A fejezet
elején emlitett elnyelési egyiitthatd Osszefiiggésben all a Beer-Lambert torvényben leirt
abszorpciods koefficienssel:

o=
A

Az anyagok masik fontos jellemz6 paramétere a torésmutatd. Vakuumbodl anyagba 1épve
a fény torést szenved a hatarfeliileten, megvaltozik a sebessége €s az irdnya. A vakuumbeli és
az anyagbeli fénysebesség hanyadosat nevezziik az adott anyag torésmutatojanak:

C
n=-.
\Y

A torésmutatd szintén fiiggvénye a frekvencianak, tovabba nem fliggetlen az abszorpcios
koefficienstdl sem.

Az anyag optikai tulajdonsaganak jellemzésére alkalmazott tovabbi paraméterek, tehat
a mar emlitett abszorpcid, reflexid ¢€s transzmisszid az elnyelési egylitthatobol és a
torésmutatobol szarmaztathatok.

11.2.2. A hullamegyenlet abszorbeal6 kozegben

Vegyiink egy kozeget, amelyre igaz 6=0 ¢és p=0, valamint nem magneses (u=po). A

r OB ! i | I
VxE = - &V B= 0 Maxwell-egyenletekbdl, kihaszndlvaa VxVx A=V (V- A)-V?- A

1
(amelyben A tetszdleges vektor) dsszefliggést

I 1
r oH 0 r 0°E
VxVxE :Vx[—,uo E]:—,uoa(Vx H):_ﬂofc;?
e, fr O°E
V-(V-E)-V*-E= Ho# =7
egyenletekkel megkaphatd6 a homogén hullamegyenlet homogén izotrop kdzegben terjedd
fényre:
I 10E
VZE=-—_—"—, 11.2
v ot (tL.2)
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A kapott hullamegyenletben, v a fény sebessége a vizsgalt kozegben. Ugyanezzel a
1
modszerrel meghatirozhatdo a B -re vonatkozé hullamegyenlet is. A (11.2) egyenlet egy
I I I 1
megoldasa az E = E, exp[i (klt - a)t)] , amelyben k a fény hullamszama. Ebbdol:
k? = pe00° .

Az anyag dielektromos allanddjat meghatarozza a relativ dielektromos allando6, amely
felirhat6 az

komplex alakban, ahol &' a dielektromos allando valos, mig ¢"a képzetes része.

. 1 . .
Vakuum esetén tudjuk, hogy €= \/7 . Visszairva ezt a relaciot és ¢, -t a k? = ye0’
Eoldy

egyenletbe a

2
k? :w—2(8'+i-8”)
C
egyenletet kapjuk, vagyis a fény sebessége anyagban +&'+i-&" -szorosan lecsokken a
vakuumbeli fénysebességhez képest.

11.2.3. A diszperzié Lorentz-féle modellje

A fény, mint elektromdgneses hulldm kolcsonhat az elektronnal. Az anyagban az
elektronok a fény hatasara kényszerrezgést végeznek, ezért élhetiink azzal a kozelitéssel, hogy
az atomok oszcillatorokként kezelhetdk. A modellnél figyelembe kell venni, hogy az elektron,
hasonldan a rugora fiiggesztett testhez, az atommaghoz van kotve, igy a sebességével ellentétes

I

irAny(, de azzal aranyos csillapito er6 is hat ra. Egy E térben mozg6 elektron mozgéasegyenlete

igy:
d2x X o r
mO F‘i‘ moj/a‘i‘moa)ox =—¢E.
Ha a kozegre monokromatikus fényt esik, vagyis

E= I'EO cos(wt + @) = IIEOER(exp(—ia)t —®)), a differencidlegyenlet megoldasabol a rezgd
elektron az

XO©)=—7—7—— (11.3)

Osszefiiggés szerint mozog. Ez a leiras alkalmazhat6 az atommagra is, de toltésébdl adédoan az
elektron mozgésaval ellentétes iranyba mozdul el. Az atommag-elektron rendszer igy a beeso
fény hatasdra egy rezgd dipolust fog alkotni, amely szintén fényt sugdroz. A kiilsé tér

crer
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* W= w, esetén az rezgd elektron fazisa 180°-kal eltér a beeso fény fazisatol

1
t)oc—| — |E(t) c —E(t
x(t) L )} ®) ®

Wy

o ®=aw,: azelektron -90° faziskéséssel rezeg a térhez képest

1 .
X(t) oc {m} E(t) oc —iE(t)

e ®? w,:azelektron egy fazisban rezeg a bejovo térrel

X(t) oc {LJ Et) = E(t)

A polarizécio mértéke az elektromagneses tér nagysagatol és az anyagot alkotd atomok
¢s molekuldk tulajdonsdgaitdl fiigg. A polarizdcié mértékének szamszerli definicidja a y
elektromos szuszceptibilitas, amely egy komplex mennyiség:

Z — Z!_}_ iZ”
Az elektromos szuszceptibilitason kiviil az optikdban elterjedtebb az € komplex

dielektromos alland6 vagy az N komplex torésmutaté hasznalata, amelyek fiiggvényei az
elektromos szuszceptibilitasnak:

8:80(1-1-}() n2+K2:1+l( ZnK':Z”

Felhasznalva (1.3)-at, és a I5 = —Nq)r((t) =g, ;(IIE makroszkopikus polarizacios, valamint
a D =g,E+ P =50ng|5 elektromos eltolas vektorokat, felirhato az anyagra jellemzd relativ
dielektromos allando:
e’ N

2 2
&M wy — " —lyw

g =1+

amelyben N a polarizalhaté atomok koncentracidja. Ha a vizsgalt anyag nem magneses (tehat
p=1),az A = fe, u, Maxwell-relacié alapjan, V1+X =1+ 3 kozelitést alkalmazva, egyszeriien

megadhat6 a komplex torésmutato valos és képzetes része:

N=n+ix
2 2 2
. Ne W, 2a)
2&,m (a)g —a)z) +4y’ 0’
) , (11.4)
Ne 4y°w

~ 2g,m (a)g -’ )2 + 4y 0’
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A kapott n az anyag klasszikus értelemben vett torésmutatdja, mig k-t elnyelési
egyiitthatonak nevezzik. A modell alapjan jol latszik mindkét koefficiensnek a

frekvenciafiiggése, amelyek a 11.2. dbran lathato diszperzids gorbéket kovetik.

60 80 100 120 140 60 80 100 120 140
® (THz) o (THz)

11.2. abra— Diszperzios gorbék (Mark Fox)
A fiiggvény alapjan a diszperzionak két tipusat kiilonboztethetjik meg. Normalis

: : dn .
diszperziorol d—> 0, vagyis n(w) névekvo fliggvény esetén beszélhetiink. Ha n(w) csokkend
@

fliggvény (§_n< 0] , akkor a diszperzié anomalis. Ebben a tartomanyban jelentds az anyag
@

abszorpcidja, éles abszorpciés vonal figyelhetd meg o kozponti frekvencidval, y
vonalszélességgel.

A modell klasszikus feltételezésekbdl indult ki, de a kisérletek, majd a
kvantummechanika is alatimasztotta a levezetett formulak helytallosagat.

11.2.4. A Kramers — Kronig-relaciok

Az 11.1. fejezetben mar emlitettiik, hogy egy anyag torésmutatoja és abszorpcids
egyiitthatoja nem fliggetlen egymastol. A koztiik levo kapcsolatot irja le a Kramers — Kronig
relacié (Ralph Kronig; Hendrik Anthony Kramers, 1894-1952):

o0

n(a)):1+%-PJ. La)’)da)'

R0 mw (11.5)
1 _ftn(e)-1 '
. do'
k() - I P )

Matematikailag a Kramers — Kronig-relacio egy fliggvény valos és képzetes tagja kdzotti
kapcsolatot irja le és a kauzalitas elvébdl adodik. Fo jelentdsége abban rejlik, hogy az n(w) vagy
a k() fliggvényt ismerve a teljes fotonenergia tartomanyon, a masik fiiggvény meghatarozhato.
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A matematikai levezetés mellézve, a relacio egy intuitivabb megkdzelitéséhez vegyiink
egy A(t) hullamcsomagot, amelyet Fourier-komponensek szuperpozicioja alkot és minden t>0-
ra zérusfiiggvény. Ha a hullamcsomagbol egy B(t) frekvenciakomponenst kivesziink,
hasonloan egy egyfrekvencian torténd abszorpcidhoz, a hianyzé frekvenciakomponens
komplementere megjelenik a hullimcsomag eldtt és utan, vagyis t<0-ban is van valasz, amely
ellentmond az oksagi elvnek (11.3. dbra).

Input A 4 Component B Output A -B 4
IF 1k

-
4 Time Time

11.3. 4bra — A Kramers-Kronig-relacié (Mark Fox)

Lehetetlenség olyan rendszert tervezni, ahol B(t) komponens ne lenne hatassal a tobbi
komponensre, igy a kauzalitds elve kimondja, hogy egy w frekvencia abszorpcidjat egy
kompenzal6 faziseltolodas koveti a hullamcsomagot alkotd egyes @' frekvencidkban @ -t6l
fiiggben. A sziikséges faziseltolodasok a torésmutatd fiiggvényei, tehat a torésmutatd
frekvenciafiiggését az hatarozza meg, hogy az anyag milyen frekvencidkon abszorbeal.

11.3.  Fémek optikai tulajdonsagai

A fémek a lathat6 fény minden frekvencidjan abszorbedlnak, mivel a nem beto6ltott
elektron energiadllapotok kontinuumot alkotnak. A Fermi energia a legnagyobb energidji
betoltott allapot zérus kelvinen. A Fermi energidval rendelkezd elektron elnyeli a foton AE
fém felszini, maximalisan 100 nm vastagsagu rétegében jon létre. A fémek a radiohullamoktol
az UV-ig tudnak abszorbedlni, ezen a tartomanyok nem atlatsz6 anyagoknak tekinthetdek,
viszont a rontgen €s gamma tartomanyra nézve atlatszoak. Azt a frekvenciat, amely felett a fém
abszorpcios egyiitthatoja nagyban lecsokken, plazmafrekvencidnak nevezziik.

a) b)
F.
Ures
energiaillapotok AE
Fermi-energia . Energia
@ o 7
Betdltstt 4 4 -
energiaallapotold . . L
o o
o ®
&5 A
Abszorbealt foton Emittalt foton

11.4. abra — A fémek energiaallapotai
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Az abszorbealt fény legnagyobb része reemittalodik a fém felsd rétegeiben, ugyanolyan
hulldmhosszal, mint a beesd fény. A reemittalt sugarzast reflektalt fényként detektaljuk. A
fémek reflexigja 0,9-0,95 koriili érték.

Nagy fényvisszaverd képességiikk miatt a fémeket az Okortél kezdve napjainkig
alkalmazzak tiikrok készitésére. Egyes fémeknek, pl. az aranynak vagy a réznek jellegzetes
szine van, amely a késObbiekben targyalt elektron sdvatmenetek és a mellette visszaverddéskor
1étrejovo szabad toltéshordozok kovetkezménye.

11.4. Nem-fémes anyagok optikai tulajdonsagai

Osszevetve a fémekkel, a nem-fémes anyagok a fény bizonyos spektrumtartomanyain
atlatszonak tekinthetéek. Targyaldsuknal mind a négy optikai kdlesonhatas — az abszorpcid,
reflexio, torés és transzmisszid — jelentds.

Ha a fotonok haladnak at az anyagon, a Lorentz-modellben leirt médon polarizaljak a
kozeget, igy lecsokken a vakuumbol érkezo fény terjedési sebessége és megvaltozik a terjedési
iranya, vagyis a fény megtorik az 0j kozegben. Egy tetszéleges anyagban a fény sebessége
leirhat6 a kdzeg permittivitasaval és magneses permeabilitasaval:

1
Jeu

Ennek az egyenletnek a segitségével felirhatjuk egy anyag torésmutatdjara vonatkozo

Maxwell-relaciot:
n_C_ NEY

Vv m = grlur )

A fény torése a Snellius-Descartes torvényt koveti, amely kimondja, hogy:

V =

e abeesd nyaldb, a megtort nyalab és a beesési merdleges egy sikban van,

o a feliilletre esd fénysugar beesési merdlegestdl mért szoge (o) €s a megtort

sinae n, .. , .
= —2 torvény koveti, ahol

sing n

n, az elsd kozeg torésmutatdja, mig N, a masodiké.

fénysugar beesési merdlegestdl mért szoge (P) a

Abban az esetben, ha a fény egy nagyobb toérésmutatoji kozegbdl érkezik egy kisebb
torésmutatoju kozeg hatarara, a beesési szog adott nagysagaig belép a masodik kozegbe, mig
az ennél nagyobb szdgeknél a fény visszaverddik az elsd kozegbe. Ezt a szdget a teljes
visszaverddés hatarszogének nevezziik. Ezt az elvet hasznaljak ki pl. az optikai szalak, vagy a
hullamvezetdk is.

A reflexidt az anyag felszinén visszaver6dd fény intenzitasdnak €s a beesd fény
intenzitdsanak hanyadosaval definialjuk. A feliiletre merdlegesen beesd fény esetén a reflexiot
megado egyenlet a Fresnel-egyenletek alapjan
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2
n, +n

alakra modosul. Vakuumbol érkez6 beesd fény esetébdl (n1=1) lathatd, hogy minél nagyobb
egy kozeg torésmutatdja, annal nagyobb a reflexioja.

A fémekkel ellentétben a nem-fémes anyagoknal az abszorpci6 1étrejotte fiigg a tiltott
energiasav (Eq) nagysagatol (11.5. dbra).

EI] b]
h
Ures
energiaallapotok
— AE .
EEI Tiltott sav Energia
Betdltott = v

energiaillapotok @ PY

) # Emittalt foton
Abszorbealt foton

11.5. abra — Energiaatmenetek nemfémeknél

Abban az esetben, ha Egkisebb 1,8 eV-nal (A=700 nm), az anyag elnyel a teljes lathato
tartomanyban. Az anyag ilyenkor fekete szint, ez jellemzd6 pl. a Si-ra és GaAs-re.

Ha Eg>3,1 eV (A=400 nm), nem jon 1étre abszorpcié a lathatd tartomanyban, az anyagok
atlatszoak, pl. liveg, kvarciiveg, gyémant. Ha a tiltott energiasav nagysaga ez a két érték kozé
esik, az anyag abszorbeal €s szines.

Egy anyag transzmisszidjat az abszorpciojanak és reflexigjdnak ismeretében tudjuk
megadni a 11.6. dabran lathatd modon.

11.6. abra — Egy réteg transzmissziéjanak meghatarozasa

A beesd fénynyalab egy része visszaverddik a két kozeg elsd hatarfeliiletén, mig
(1-R)- 1, része belép a masodik kdzegbe és ott x hosszusagl utat tesz meg. A kozegben vald

terjedés soran intenzitdsa a Beer-Lambert torvény szerint csokken, majd az (ijabb hatarfeliileten

-152 -



Optikai tulajdonsdgok Savatmenetek

ismét a fény egy részének reflexidjara kertil sor. A kilépd nyalab intenzitasa az abszorpcio €s
reflexiok utan megmaradt intenzités:

I, = 1,(L-R)*-exp(-a - X) .

11.5. Savatmenetek

Atomokban az optikai atmenetek diszkrét szintek kozott mennek végbe, ennek
kovetkeztében az abszorpcids €s emisszios spektrumokat jol definialt vonalak alkotjak. Szilard
testeknél, habar néhany tulajdonsag tovabbra is fenndll, az optikai dtmenetek Osszetettebb
médon mennek végbe, mivel diszkrét energiaszintek helyett az elektronok sévokban
helyezkedhetnek el. A folytonos szerkezet miatt egy uj megkozelités sziikséges. A savszerkezet
egyszerisitett energiadiagramja a. 11.7. abran lathato.

Felsé energiasav

[ Ec

Energia

Eg '\5‘@

Alsé energiasav

11.7. abra — Két energiasav kozotti abszorpcié

Az atmenet a kezdeti Ey energiabdl az Ec energiadllapotba csak akkor johet 1étre, ha a
kezdeti allapotban van gerjeszthetd elektron, mig a gerjesztett allapot kezdetben iires. Mivel a
felso és also energiasavokban folytonosan talalhatoak energiaallapotok, a sdvatmenetek is egy
frekvenciatartomanyon folytonosan johetnek létre. A frekvenciatartomany also hatarat az Eq

tiltott sav szélessége hatdrozza meg o > Tg szerint.

Az foton abszorpcidjaval elektron gerjesztése mellett az alsd energiasavban egy lyuk
keletkezik, vagyis elmondhat6 hogy a foton elnyelése soran elektron-lyuk parok jonnek 1étre.

A 11.8. dbra energiadiagramjaval jellemezhetdek a félvezetdk és szigetelok. A félvezetok
¢s szigetelok UV abszorpcids ¢€lét a savatmenetek okozzak, ekkor a beérkezd foton mar
elegendd energidval rendelkezik egy elektronnak a valenciasavbol a vezetési savba valo
gerjesztésére.

A sévatmenetek maddja a sav felépitésétdl fligg, eszerint megkiilonbdztethetiink direkt és
indirekt sdvatmeneteket. A koztiik levd kiilonbség a vezetési sdv minimuma és a valenciasav
mindkét tényez6 a zoéna kdzepén, k=0 helyen van jelen, mig indirekt &tmenet esetén a vezetési
sav minimuma k=0 helyett valamilyen mas értéken talalhato (11.8. dbra).

- 153 -



Optikai tulajdonsdgok Savatmenetek

AE AE
Vezetésisav

POV AV

r A
IEg hw

\ Valenciasav

11.8. abra — A direkt és indirekt atmenetek sematikus abraja

> k

A direkt és indirekt atmenetet abrazolod energiadiagramokon fiiggdleges nyillal jelolt
fotonabszorpcioval az elektron hullamszamvektoranak valtozatlansagat abrazoljuk. Az indirekt
atmenetnél a vertikalis atmeneten kiviil horizontalis q 4tmenet is jelen van, amely a hullamszdm
valtozéasat jelenti, amig eljut a vezetési sdv minimumaig. Az indirekt &tmenet, a direkt
atmenettel ellentétben, nem lehetséges tisztan optikai abszorpcidval, mivel ez sértené az
impulzusmegmaradas torvényét, ezért az atmenet 1étrejottéhez sziikség van egy vagy tobb
fononra is.

: 2T , , ,
Abszorpcidkor a beérkezd foton hulldmszama — értékli A hulldmhossz esetén, vagyis
e . A 71 : . iy ,
lathat6 tartomanyban a fotonok hullamszama 10° — nagysagrendiiek. Ezzel 6sszehasonlitva az
m

elektronok hullimszdma a Brillouin-zona nagysagatél fiigg, igy megkozelitleg 10° —

nagysagrendiiek. Osszehasonlitva az elektron és a foton hullamszamat, abszorpciokor az utobbi
elhanyagolhat6. Ezek alapjan direkt atmenet esetén igaz

k, =k,

Osszefiiggés, miszerint a vezetési €és a valenciasavban levd elektron hullimszamvektora
megegyezik egymassal. Indirekt atmeneteknél az el6z6ekben emlitett fonont is figyelembe kell
venni, ezért

k. =k, £,
ahol d a fonon hullamszama.

11.5.1. Az abszorpcios él

Ha sévabszorpci()nél az abszorpci(’)s koefﬁcienst Vizsgéljuk azt tapasztaljuk hogy az

ho energiaval rendelkezik, az abszorpc1os koefficiens a kdvetkezd ertekeket veheti fel:

ha ho < E,, a(hw)=0
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1

ha ho > E,, a(hw) < (ho-E,)? .

g k)

Ez 6sszhangban van azzal, hogy az elnyelt energianak nagyobbnak kell lennie az Egtiltottsav-
energianal ahhoz, hogy az elektron gerjesztett allapotba tudjon keriilni.

Indirekt atmenet esetén figyelembe kell venni a fonon hQ energiajat is. Ekkor a
gerjesztett allapotban levo elektron energiaja:

E,=E,+ho+hQ,

amelyben +hQ tag el6tt levé az Osszeadas a fonon abszorpcidjara, a kivonas a fonon
emissziojara utal. Ebbdl kiindulva az indirekt &tmenet abszorpcios koefficiense

""" (hw) o« (hw — E; mhQ)?.

Az abszorpcids koefficiens energiatol vald fliggését a tilossav-szélesség energia-
tartomanyaban vizsgalva azt tapasztaljuk, hogy egy jol meghatarozott érték (tilossav-szélesség
energiaja) alatt erdteljes csokkenést mutat. Ezt az élet nevezziik abszorpcios élnek. Direkt
elektrondtmenetek esetén az abszorpcids €l sokkal élesebb letdrést mutat a kisebb fotonenergidk
felé, mint indirekt atmenetek esetén (11.9. abra).

1;__“ ll“-"‘“-.l‘.-‘--
£ 105 oot ]
[7y]
[
2 10°F
= L
4=
o 104
L
v B
2 10°F =sssr (GaAs 1
g 102k — szilicium ]
3
o L L 1 L
<
1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.0

Energia (eV)

11.9. abra — Direkt (GaAs) és indirekt (szilicium) atmenetek abszorpcios élei (Mark Fox)

11.6. Lumineszcencia

A szilard testek homérsékleti sugarzas feletti tobblet sugarzasat lumineszcencianak
nevezziik. Osszehasonlitva az atomi esettel, a lumineszcencia jelensége a spontan emisszidonak
felel meg szilard testekben. A sugarzas lecsengésének idétartama szerint a lumineszcencia két
fajtaja a fluoreszcencia és foszforeszencia. Mig az el6bbi a gerjesztés utan gyors idéskalan (~ns)
jatszodik le, addig az utobbi nagysagrendekkel hosszabb folyamat (~ms-S). Gerjesztés
szempontjabol a lumineszcencia tovabbi fajtait kiilonboztethetiink meg. Ezek koziil néhany az
elektrolumineszcencia, fotolumineszcencia, chemolumineszcencia, mechanolumineszcencia,
biolumineszcencia, katddlumineszcencia.
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A lumineszcencia jelensége a szilard anyagban végbemend relaxacids folyamatokkal
hozhato Osszefliggésbe. A relaxaciot két versengd folyamat hatarozza meg: lumineszcencia,
amely sugarzasos rekombinaci6 és a termikus relaxacio, amikor az anyag fénysugarzas nélkiil
jut vissza az alapallapotaba. Lumineszcenciakor a mar gerjesztett elektronok a vezetési sav
aljarol a vegyérték sav tetején elhelyezkedd lyukakkal rekombindlodnak. A rekombinéci6 soran
az anyag az energiafelesleget foton formajaban sugarozza ki. Az emisszios spektrumra hatassal
van az elektronok és a lyukak energiasavokon beliili hémérsékleti eloszlasa. Az elektronok a
vezetési savon beliill : kKT ardnyos gyorsasaggal relaxdléodnak a sav aljara, hasonloan a
lyukakhoz, amelyek a valenciasav magasabb energidira rendezddnek. A kisugarzott fény csak
ezek az elektronok és lyukak rekombindacidjabol johet 1étre, ezért a fény frekvencidja csak
meghatarozott értékeken beliil lehet.

A rekombinéciéo masik fajtajanal nincs fénysugarzas. Ekkor az elektron az energiajat
fononokként adja le vagy az anyag szennyezddéseinek adja at. Ha ezek a folyamatok
gyorsabban mennek végbe, mint a sugarzassal jar6 relaxacid, a mintabol csak nagyon kevés
fény emittalodik.

11.7.  Ellenorzé kérdések
1. 1rja fel az anyagi Maxwell-egyenleteket!
2. Melyek a fény-anyag kolcsonhatasok alapvetd tipusai?
3. Ismertesse a komplex dielektromos allandé és a komplex térésmutatod fogalmat!
4, Mi a normalis és anomalis diszperzi6?
5. Ismertesse a Kramers — Kronig 6sszefliggések 1ényegét!
6. Mi a kiilonbség a fémes és nemfémes elemek abszorpcidja kozt?
7. Mi adirekt €s indirekt savatmenet?
8. Mi az abszorpciods él1?

11.8. Mintafeladat

1. A Si reflektivitasa 633 nm-en 35%, az abszorpcios egyiitthaté o =3.8x10°m™.

Hatarozzuk meg egy 10 pm vastagsagu Si minta transzmissziojat és optikai
surisegét!

Megoldas:

Az anyag feliiletein és az anyagban a fény intenzitdsa a /1.6 dbra alapjan kovethetd. A
transzmisszio:

T=(1- R)2 exp(—al)=0.65"exp (—3.8><1O5 %xlOSmj =0.95%
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Az optikai striiség:

InT ol

OD=-gT=———-=——=
In10 In10

1.65

Egy tiszta (nem szennyezett, nem adalékolt) kristaly transzmittalt fényben vorosnek
latszik. Szigetelo, félvezetd, vagy vezetd ez a kristaly? Adjunk becslést a tiltott sav
szélességére!

Megoldas:

A fehér fény hulldmhossza a lathaté tartomanyban kb. 400-700 nm. Ha az anyag
transzmittalt fényben vorosnek latszik, akkor a kék-z6ld tartomanyban erdsen abszorbeal.
Ennek megfeleléen az abszorpcios spektruma nagyjabol a lenti dbraval szemléltethetd.

Vegyiikk az abszorpcids €l helyzetét 650 nm-nek, ekkor az ennek a hullamhossznak
megfeleld energidnal nagyobb energidju fotonok elnyelddnek, azaz képesek a
valenciasavbol a vezetési savba gerjeszteni egy elektront. Ebbdl a tiltott sav szélessége
kiszamolhato:

E :%=3.058x10‘19 J =1.91eV

g

absorp ‘

blue-yellow red
absorbed transmitted

A (A)

| )
4000 6500

11.9.Gyakorlo feladatok

1.

CdS kristalyra elektronnyalab esik. A szort elektronok sebessége 4.4x10° m-s™. Adjuk

meg a beesd nyalab energidjat, ha a CdS-ban a tiltott sav szélessége 2.45 eV.

970 nm hullémhosszasdgl sugarzas esik Ge kristalyra (E; =0.7eV ). Mekkora a
fotoemisszi6 hullamhossza?

Si-ban (E, =1.1eV ) 550 nm-es zold fény képes-e toltéshordozok keltésére?
Koronaiiveg torésmutatdja a lathato tartomanyban n=1.51. Szdmoljuk ki a levego-iiveg

hatarfeliileten fellépd reflexid nagysagat, ill. egy vékony koronaiiveg ablak
transzmisszi0jat!

A germanium komplex torésmutatdja 400 nm-en §6=4.141+1i-2.215. Szamoljuk ki a
fazissebességet, az abszorpciods egylitthatot és a reflektivitast!
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12.Szupravezetés

Célkitiizés: Az alabbi fejezetben az anyag egy érdekes tulajdonsagat, a szupravezetést
targyaljuk. Megismerkediink az alapveto jelenségekkel, a mégottiik allo fizikai
torvenyekkel, ill. megemlitjiik a szupravezeté anyagok néhany alkalmazasat is.

Sziikséges eloismeretek: A fejezet megertéséhez mar ismert osszefiiggésekre lesz sziikségiink
az elektromagnesség és a termodinamika targykérébol, valamint
alapveté kvantummechanikai ismeretekre az anyag szerkezetét
illetéen.

Az alabbi tananyag feldolgozasaval az olvaso

. betekintést nyer a szupravezetéssel kapcsolatos fizikai jelenségekbe, megismeri néhany
alapveto szupravezeto tulajdonsag anyagszerkezeti magyarazatdt

. képes a kiilonbozo tipusu szupravezeté anyagok osztalyozasara, fizikai jellemzoik
magyardzatara

. elfogadja az anyag alacsony homérsékleti viselkedésének molekularis magyardzatat

. értékeli a magas homérsékletii szupravezetd anyagok fejlesztésének jelentoséget

tudomanyos/ipari felhasznaldasuk terén

12.1. A fémek elektromos tulajdonsagai

Az 1827-ben felfedezett Ohm-t6rvény szerint a fogyasztora kapcsolt fesziiltség és az azon
atfolyo aram kozti kapcsolat:
U=R-I.

Az aramsliriséget €s a mintan beliili elektromos teret véve felirhatd a torvény
differencialis alakja:

L 1
j=0E.

El6z6 tanulmanyainkbol tudjuk, hogy az elektromos ellenallas egyik oka az elektron-
fonon kdlcsonhatas, a rezgd atomokkal valo litkdzések, a masik az elektronhullamnak a valodi
kristalyokban mindig jelenlevd szennyezéseken, racshibakon valod szorodéasa. Az ellenallas
normalis hémérsékleteken aranyos a homérséklettel. Bar a racs T=0 K-en nem szlinik meg
rezegni, idealis esetben az ellenallasnak zérusnak kellene lennie, de a mintdban mindig jelen
1év6 szennyezések miatt az ellenallas nem tiinik el abszolut zérus hdmérsékleten. A maradék
ellenallas nagysdgat a minta tisztasaganak jellemzésére lehet hasznalni. A szupravezetdkben
nincs maradék ellenallas, elérve a kritikus homérsékletet az ellenallas nullara esik.

12.2. A szupravezetés jelensége

A szupravezetést Heike Kammerlingh-Onnes fedezte fel 1911-ben, minddssze 3 évvel az
utan, hogy sikeresen cseppfolydsitotta a héliumot. Megfigyelései soran azt tapasztalta, hogy a
higany, o6lom ¢és oOn elektromos ellendllasa nagyon alacsony T¢ kritikus hémérséklet-
tartomanyon eltiinik.
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A XX. szazad eclején az elektromos ellenallasrol szold ismeretek még nem voltak
kidolgozottak. Ismert volt, hogy az elektronok feleldsek a toltések mozgasaért és az ellendllas
magasabb hémérsékletli kdrnyezetben megkozelitdleg linearisan csokken a hémérséklettel.
Alacsony hémérsékleteken viszont a linearis fiiggés nem all fent, amelynek magyarazatara

akkoriban tobb elmélet is sziiletett.

Kammerlingh-Onnes elGszor nagy tisztasagi arannyal és platinaval Kkisérletezett,
amelyeknél azt talalta, hogy a zérus abszolut homérséklethez kozeledve ellenallasuk felvesz
egy véges értéket, amelynek nagysaga aranyos volt a fémekben levd szennyezddések
mértékével. Elmélete szerint 4.2 K-en adalék nélkiili tiszta aranynal és platinanal az
ellenallasnak elhanyagolhatéan kicsinek kell lennie. A szennyezddések elkeriilése céljabol
kezdett kisérleteket folytatni higannyal, amely akkoriban az egyediili fém volt, amelyet

megfeleld tisztasdgban eld tudtak allitani.

Elsé latszatra a kisérletek kielégitették a josolt elméletet, a higany ellenallasa 4.2 K alatt
zérushoz kozeli értéket vett fel (12.1. abra). Tovabbi kisérleteknél deriilt fény arra, hogy az
ellenallas-csokkenés nem egyenletesen, hanem néhdny szazad hémérséklettartomany alatt,
ugrasszertien kovetkezett be. Kammerlingh-Onnes a higanynak ezt az 0j, 0 Q2 kozeli ellenallast

allapotat nevezte szupravezetd allapotnak.
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Hémérseklet (K}
12.1. abra — A higany ellenallasesése 4.2 K homérsékleten (Hofmann)
Az elsé megfigyeléseket kovetden szamtalan tanulméany foglalkozott a jelenség

magyarazataval. Ma mar tudjuk, hogy az anyagokban levé szennyezések nem befolyasoljak az
ellenallas eltiinését, tovabba a periodusos rendszer fémeinek nagy része (12.2. abra) és szamos

otvozet képes szupravezetésre.
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12.2. abra — Szupravezetd elemek a periodusos rendszerben (Www.superconductors.org)

12.3. Kritikus homérséklet, kritikus tér

Szupravezetés soran a klasszikus ellendllasmérés modszerének alkalmazdsa nem
elegendd, mivel az elrendezés pontossagat meghatarozza a hasznalt voltmérd alsé méréshatara.
Szupravezetés soran a mért ellendllds a miiszer érzékenységi hatara alatt lesz, igy nem lehet
megmondani, hogy valdéban van-e az anyagnak elektromos ellendllasa ¢és az mekkora
ténylegesen. Ahhoz, hogy a szupravezetés jelenségét pontos tudjak értelmezni, a pontos
ellenallas megallapitasa elkeriilhetetlen volt.

A probléma megoldasahoz kifejlesztett legidealisabb modszer szintén Kammerlingh-
Onnes nevéhez fiizddik: egy szupravezetd anyagbol készitett gylirlin mérte az azon atfolyd
elektromos aram csokkenését. Egy szupravezetd anyagbol késziilt gyiirin a Tc Kritikus

hémérséklet felett egy magneses rudat hiiztak at. A gytriit ezek utan Tc ala hiitotték, amellyel
kivaltottak a szupravezet6 allapotot (12.3. dbra).

T>Tc T<Tc

12.3. abra — Az ellenallas mérése szupravezet6é anyag esetén
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A magneses mezd mindvégig valtozatlan marad a hiités soran, majd a kelld
hémérséklettartomanyt elérve eltavolitottdk a maégnest. A magneses fluxus valtozésa a
gylriiben elektromos fesziiltséget, a fesziiltség aramot indukal. Ha a gylr(i rendelkezik
elektromos ellenallassal, a benne folyd aram energiaja Joule-h6vé alakul. Ezzel a modszerrel
az ellenallas helyett elegend6 elektromos d&ramot mérni, mivel ha az &ram az id6 elérehaladtaval
csokken, biztosak lehetlink benne, hogy a gytirlinek van elektromos ellenallasa. Tovabba, az
id6beli valtozasbol és a szupravezetd aramkor geometridjabol meg lehet allapitani az ellenallas
felsO hatarat is. Az aram valtozasara a gylriiben exponencialis csokkenést vartak:

I(t) = Ioexp[—%t]

Az egyenletben I(t) a gyiiriben t idopillanatban folyd aram, lo a kezdeti aramerdsség, R a
gytri ellenallasa, L a gylr 6nindukcios egyiitthatoja, amely fiigg a geometriatol.

Az évek soran a kisérleti elrendezéseket tovabb finomitottdk, de egy mérésnél sem
sikeriilt az é4ram csOkkenését detektdlni. Napjainkban az elrendezések az Onindukcids
egylitthatd csokkentésébdl €s a mérési idd ndvelésébdl indulnak ki, illetve benniik nagy
érzékenységli szupravezetd magneses térszenzorokat alkalmaznak. Ezek egyiittese hatarozza
meg az elrendezés érzékenységét. Jelenlegi allas szerint pl. a réznél az ellendllas felsé hatara a
szupravezeté allapotba valé ugras utan 14 nagysagrenddel kisebb, mint az ugras elotti
allapotban, amely 17 nagysagrendi kiilonbséget jelent a szobahdmérsékletli rézhez képest. Ezek
alapjan elmondhatd, hogy szupravezet6kben az ellenallas zérus lesz Tc alatt, megfeleld
kornyezeti feltételek mellett.

A zérus ellenallasu szupravezetd allapot kialakuldsa és fennmaradasa nem csak az
alacsony hdmérséklettdl fligg. Az allapot megsziinhet, ha a vizsgalt anyag egy Bc kritikus térnél
nagyobb kiils6 magneses térbe keriil, vagy Osszefliggésben ezzel, a rajta atfutd elektromos
aramstiriség elér egy kritikus értéket. A szupravezetés magneses tértdl vald fiiggése a 12.4.
dbran lathato.

Normal vezetes

Szupravezetd Bc(T)
allapot

0 T

12.4. abra — A kritikus magneses indukcio hémérsékletfiiggése

A B¢(T) kritikus magneses indukcidos gorbe alatti teriilet jeloli azt a magneses és
hémeérsékleti tartomanyt, ahol az anyag szupravezetd allapotban van, mig az ezen kiviili teriilet
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a normal vezetési tartomany. A kritikus homérséklet alatti homérsékletekhez tartozé kritikus

magneses indukciot
T 2
B.(T)=B:(0)|1-| —
TC

egyenlettel adhatjuk meg, amelyben Bc(0) a kritikus magneses teret jeloli 0 K hémérsékleten.

Ha a magneses indukcidé mellett az aramstirtiség homérsékletfiiggését is abrazoljuk,
megkaphatjuk az anyagra jellemzd kritikus feliiletet, amely alatt a vizsgalt anyag szupravezetd
allapotban van, mig felette a normal vezetés jellemzi (12.5. dbra).

JA

Kritikus feliilet

Te (B=0, J=0)

12.5. abra — A Kritikus feliilet

A szupravezetOk egy masik fajtdja a magashomérsékletli szupravezetdk, amelyek olyan
anyagok, amelyek viszonylag magas hOmérsékleten is szupravezetoként viselkednek. Mig a
klasszikus szupravezeték kritikus homérséklete 30 K alatt van, a magashomérsékletii
szupravezetdk kritikus hémérséklete a 100 K-t is elérheti. A szupravezetok ezen fajtaja
viszonylag 10j, a legels6 magashomérsékletii szupravezetdt 1986-ban allitottak eld és csak 2008-
ban sikeriilt réz és oxigén 6tvozetén kiviil mas anyagokat is ilyen célra felhasznalni. Manapsag
tobb vas-0tvozetet is ismernek, amelyek magas hdmérsékleten szupravezetdként viselkednek
A jelenleg ismert legmagasabb homérsékleten mitkodo szupravezetd anyag a hidrogén-szulfid,
amely nagy nyomas (150 GPa) mellett mutatja ezen tulajdonsagat.

12.4. Meissner-effektus

A Meissner-effektus felfedezése 1933-ra tehetd, amikor Walther Meissner és Robert
Ochsenfeld német fizikusok kritikus hdmérséklet ala hiitétt lom és 6n mintak koriili magneses
teret tanulmanyoztak. A mérések soran azt talaltak, hogy a mintak koriil a magneses térerdsség
megndvekedett. Mivel a fluxusnak 4allandonak kell maradnia, megallapitottak, hogy
szupravezetd allapotban az anyagok belsejébe nem 1ép be a kiilsé magneses tér. Az altaluk
megfigyelt jelenség, a Meissner-effektus (vagy Meissner — Ochsenfeld-effektus) szerint, elsd
latszatra, a szupravezetd allapotban levé anyagok magneses térben tokéletes diamagnesként
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viselkednek. Diamégnesek esetén a magneses szuszceptibilitas, £m ~ _1, igy a magnesezettség
Bext kiils0 magneses tér esetén

v B

Ho

amely a kiilsé magneses teret semlegesiti az anyag belsejében. A diamagnesekkel ellentétben a
szupravezetd anyagokban a magnesesség forrasa nem az anyag belsejében levo mikroszkopikus
magneses momentumok, igy nem a Lenz-szabaly altal kialakulé magneses tér, hanem a felszin
kozelében indukal6édd makroszkopikus elektromos aramok, amelyek altal indukalt magneses
tér kizarja a szupravezetd anyag belsejébol a kiilsé magneses teret (12.6. dbra).

B

T>'|E: T<Tc

12.6. abra — Meissner-effektus (Wikipédia)
A Meissner-effektus fenomenologikusan a London-egyenletek egyikével magyarazhato:
1 1
V?H = 17%H 1

amelyben A a London-féle behatoldsi mélységet jeloli. Az egyenlet szerint a szupravezetd
belsejében a magneses tér exponencialisan csokken az anyag belseje felé haladva. Gyenge
magneses térben a szupravezetd anyag felszinén Iétrejové aramok magneses tere
megakadalyozza a kiils6 magneses térnek az anyag mélyére valo behatolasat, de a felszinhez
kozel, a London-féle mélységen beliil a kiils6 magneses tér is jelen van az anyagban.

A Meissner-effektus nem a zérus ellenallas kovetkezménye, hanem egy 1j jelenség. A
jelenség meglétével tehetiink kiilonbséget a tokéletes vezetdk €s szupravezetdk kozott. Egy
tokéletes vezetd, melynek Tc alatt zérus az ellenallasa, leirhato az

do
Rear=- it

Faraday-torvénnyel, ahol az integral egy tetszéleges zart gorbére vonatkozik a vezetdben.
Tokéletes vezetoknél az integral értéke zérus, mivel egy tetszéleges zart gérbén nem
generalddnak dramok a gérbe mentén, igy a magneses fluxus is idében allandd marad a gorbe
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altal hatarolt teriileten beliil. Ezt 6sszehasonlitva egy szupravezetd anyaggal, egy tokéletes
vezetd belsejébdl akkor lehetséges a kiilsé magneses tér kizarasa, ha a tokéletes vezetd
belsejében a hiitést megeldzden is zérus volt a magneses tér, mig szupravezetoknél a tér kizarasa
kis tereknél Tc alatt mindenképp 1étrejon.

12.4.1.1. és II. tipusu szupravezeték

Az el6z0 fejezetben targyalt Meissner-effektus feltétele, hogy csak kicsi magneses
térerosségeknél jon létre. A kiils6 magneses tér nagysaganak ndvelésével a vizsgalt anyag
szupravezetési allapota megsziinik. Attol fliggden, hogy az atmenet a szupravezetési és vezetési
fazis kozott milyen modon megy végbe, megkiilonboztethetiink 1. és II. tipust szupravezetoket.
L. tipusu szupravezetokrdl beszéliink, ha egy kritikus nagysdgii magneses tér elérésével a
szupravezetd allapot hirtelen szlinik meg, a kiils6 magneses tér behatol az anyag belsejébe,
annak magnesezettsége eltlinik. Kis kiilsd tereknél az anyag magnesezettsége kompenzalja a
kiilsd teret. Ilyen tipusuak altaldban a tiszta fémek, pl. a higany, 6lom vagy aluminium. A II.
tipust szupravezetoknél a szupravezetési allapot megmarad egy tartomanyon miutdn a kiilsd
magneses tér az anyagba is behatol. Két kritikus nagysagu magneses térrel jellemezhetjiik
ezeket a szupravezetOket. Az els6, Bey kritikus tér alatt a II. tipust szupravezet6k mitkodése
megegyezik az 1. tipusba tartozokkal, mig Bco mésodik kritikus nagysdgu tér felett a
szupravezetési allapot megsziinik. A két kritikus érték kozott az anyagba behatol a kiilsé tér
egy bizonyos mértékig, ebben az allapotban a szupravezetd anyagnak van magnesezettsége, de
annak nagysaga nem elég a kiils6 tér kompenzalasara.

Ahhoz, hogy a szupravezetési allapot fent tudjon maradni, a kiilsé méagneses tér csak
filamentumokban hatol be az anyagba (12.7. dbra). Ezeken a teriileteken megsziinik a
szupravezetés, mig az anyag tObbi része tovabbra is szupravezetd fazisban marad. A
filamentumokban a magneses fluxus kvantalt, egy filamentumban csak egy kvantum mégneses
fluxus lehet, igy nagyobb kiils6 magneses tereknél az anyagban 1étrejovo filamentumok szdma
is nagyobb. Bc: tér felett a teljes anyag normal allapotava valik.

12.7. abra — A filamentumok kialakulasa a szupravezet6 felszinén (Wikipédia)
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12.5. BCS-elmélet

A szupravezetok mikroszkopikus targyaldsat el6szor Bardeen, Cooper és Schrieffer irta
le 1957-ben, mintegy 40 évvel a jelenség felfedezése utan. A jelenség elméleti leirasat
nehezitette, hogy szupravezetéknél nem érvényes a Born — Oppenheimer kozelités, illetve az
elektronok atlagtér-kozelitése. A  szupravezetés egy kvantumos jelenség, amely
makroszkopikusan is megjelenik, hasonléoan pl. a lézerekhez vagy a Bose-Einstein
kondenzatumokhoz, amelyekben szintén egy makroszkopikus kvantumallapotot sok azonos
kvantumallapotban levd részecske hoz 1étre. Cooper mutatta meg, hogy ha az elektronok
parokba rendezddnének, akdrmilyen gyenge kolcsOnhatassal, egy 0j alapallapot johet 1étre,
amely alacsonyabb energidval rendelkezik, mint normal allapotban.

Két elektron kozt 1étezhet vonzo kolesonhatés egy virtualis fononon keresztiil. Ha egy
elektront egy ionos racsba helyeziink, a racs deformalddik az ionok és az elektronok kozott
fennalld elektromos kolcsonhatds miatt. Erre a deformacidora egy fononokbol allo
hullamcsomagként tekinthetlink. A pozitiv racsionok az elektron felé mozdulnak el, ami miatt
helyileg polarizalodik a racs, igy tovabbi elektronok vonzddnak a deformécid helyéhez,
amelyre tekinthetlink elektronok kozotti vonzd kdlesonhatasként is. Fermi-energia kozelében
az elektronok megkozelitéleg 10° m/s sebességgel haladnak a racsban, igy mozgasba hozva a
racs ionjait is. Mivel az ionok tdmege nagyobb az elektronokénal, azok mozgésa lassabb, igy a
polarizacio is késobb, az elektron elhaladdsa utan alakul ki. A polarizacio kialakulasahoz
sziikséges id6 ~1013 s koriili, amely id6 alatt az elektron 100 nm tavolsagra mozdult el a
polarizacio helyétol. Ha egy masodik elektron is az els6 elektron palydjan halad végig, energija
kisebb lesz, mint az elsé elektroné. A két elektron kozotti kolesonhatas akkor maximalis, ha

1
azok k hullamszama azonos nagysagu, de ellentétes irdnyu, illetve ellentétes spinnel

rendelkeznek. Az ilyen k és —k hullamszamn, ellentétes spinii elektronokat nevezik Cooper-
paroknak. Bar a Cooper-parok spinjeinek 0sszege legtobb esetben zérust ad vissza, egyes
specialis esetekben el6fordulhat 1 értékii sszesitett spin is. A Cooper-parok bozonok, igy az
altalanos szabdly, hogy a spinek 0sszege csak egész szam lehet.

A megkozelitdleg Fermi energiaval rendelkezd elektronok kozotti kolcsonhatasra
tekinthetiink Gigy, mint virtualis fononok folyamatos emisszidjanak és abszorpcigjanak dsszege.
A : hoy energiaja virtualis fononok létezése nem sérti az energiamegmaradas elvét, ha azok
emisszidja utan rogton abszorbealdodnak egy masik elektronon. A fononok segitségével az
elektronok igy alacsony hdmérsékleten parokka rendez8dhetnek, A atlagos energidval. A nem
Fermi-energiaval rendelkez6 elektronok nem vehetnek részt ebben a kolcsonhatasban, mivel
rajuk tovabbra is a Fermi-Dirac eloszlas vonatkozik, de az energiaallapotaik megvaltoznak a
szupravezetd allapotban. A Fermi-energia értékének 2A kornyezetében tiltott sav alakul ki.
Magas homérsékleten az E. Fermi-energia alatt levé elektronok szupravezetd allapotban

Cooper-parokka rendezédnek, mig E. felett a legalacsonyabb energiaju elektron A energiaval
rendelkezhet, mivel egy Cooper-par felbontasahoz 2A energiara van sziikség (12.8. dbra).
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a) b)
A
Parositatlan
Parositatlan elektronok lires
elektronok iires energiaillapotai
energiasllapotai
Fermi energia

24

Energia

Parositatlan

elektronok Parositatlan

betdltott elektronok

betdltott

energiadllapotai
energiaallapotai

12.8. abra — Szupravezeték savszerkezete normal és szupravezeté allapotban.

12.6. A szupravezetés termodinamikaja

A reverzibilis atmenet a szupravezetd és a normal allapot kozott akkor kovetkezik be, ha
a két allapot Gibbs-féle szabadenergiaja megegyezik. Ha a vizsgalt anyag magnesezettsége M,
a szupravezet6 allapot Gibbs-féle szabadenergidja B < B, magneses térben

B
G, =U-TS-V[M-dB.
0

A fenti egyenletben U a belsé energiat, mig S az entropiat, V a térfogatot jel6li. Ha az

M = By egyenletet behelyettesitjiikk és az integralast elvégezziik, a Gibbs-szabadenergia
Hy

egyszeriien megadhat6 a kritikus Bc magneses térre:

G, (B.) =G, (0)+ V8L
214,
A Bc kritikus térnél a szupravezetd allapotban levé anyag szabadenergianak meg kell
egyeznie a normél éallapotban levé anyag szabadenergidjaval, vagyis G,(B,)=G,(B;). A

G, (0) tag a Gibbs-szabadenergia zérus magneses térnél, mig a masodik tag, ZLVBCZ, a
Ho
normal és a szupravezetd allapot kdzotti energiakiilonbség.

: : oG
A két allapot kozotti entropiakiilonbség S = T segitségével hatdrozhaté meg:

VB, dB,
S,—-S,=— . T
Ho
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dB
A ch derivalt értéke mindig negativ (lasd a 12.4. abran), ezért a szupravezetd allapot

entropidja alacsonyabb, mint a normal allapotban levd vezetd entrdpidja, de dsszhangban a
termodinamika harmadik torvényével, 0 K-en ez az entropiakiilonbség eltiinik, a derivalt O lesz.

0S . .
Az el6z6 egyenletek ¢és C:TG_T alapjan szupravezeté ¢és a normal allapotbeli

fajhokiilonbségek felirhatdak az alabbi modon:
T|. d?B, (dBC ]2
C,—C,=—|B,—F+ :
Ho dT dT
2

. B L B\’
Mivel e = ¢értéke mindig negativ és a hdmérséklet csokkenésével ((:jTC j nullahoz tart,

2

alacsony homérsékleteken a fajhdk kiilonbsége negativ lesz.

Szupravezetd allapotban a fajho kvazi két komponensbdl all. A hodmérséklet emelésénél
héenergia forditodik arra, hogy az addig termikus egyensulyban lev parositatlan elektronok az
Uj, magasabb homérsékleten is termikus egyenstlyba keriiljenek, illetve tovabbi hdenergia
szlikséges az eddig parban levd elektronok felszakitdsdhoz, hogy az 1) hdémérsékleten megfeleld
legyen a par-egy elektron arany. Alacsony homérsékleten a parositatlan elektronok szama

aranyos az exp{—%} taggal, igy a felszakadasok szdma is. Ezek alapjan elmondhato, hogy

C, . exp {—%} is helytallo. Ha a magneses tér nagyobb lesz a kritikus értéknél, az dtmenetnél

elnyelt latens hd

Q=T(S,-S,)-

12.7. Alkalmazasok

A szupravezetOket napjainkban széleskorlien alkalmazzdk. Az iparban egyarant
elfordulnak alacsony- és magashémérsékletii szupravezeték. Habar az utobbiaknak egyszeriibb
az alkalmazasa, mivel a nagyobb hdmérséklettel egyiitt gyakran egyszerlibb kezelhetdség €s
fenntarthatosag is jar, nagyobb részben mégis alacsonyhdmérsékletli szupravezetOket
alkalmaznak, mivel ezek olcsobbak. A magashdmérsékletli szupravezetdk milkodéséhez
sziikséges hdmérsékletet folyékony nitrogénnel biztositjak, amely dsszehasonlitva az alacsony
hémeérsékletli szupravezetdk hiitésével, egyszeriibb alkalmazhatdsagot biztosit.

Az alacsonyhOmérsékletli szupravezetok leggyakoribb alkalmazasa nagy magneses terek
eloallitasa. Ez az alkalmazas egy tobbmilliard dollaros piacot tudhat magaénak az Amerikai
Egyesiilt Allamokban. Szupravezetd mégneseket alkalmaznak MRI (12.9. dbra) és NMR
eszkozokben, tomegspektrométerekben, részecskegyorsitokban a  toltott részecskék
iranyitasara, illetve a plazma kontrollalasara tokamakban.
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12.9. abra — MRI késziilék

A magashomérsékletii szupravezetok alkalmazasa még kevésbé elterjedt, mint az
alacsonyhOmérsékletli szupravezetoké, mivel a jelenleg ismert magashdmérsékletii
szupravezetok torékeny keramidk. Ezek bonyolult eldallitdsa és formalhatdosdga megneheziti
alkalmazhatésagukat. A magasabb hdmérsékletli haszndlhatésag mellett tovabbi elényiik a
magashdmérsékletli szupravezetOknek, hogy nagyobb kiilsé magneses teret birnak el, mieldtt
megsziinne a szupravezetd allapot. Tobb alkalmazasi teriiletiik van mar az iparban és a
tudomanyban, de ez a jov6ben varhatolag boviil.

12.8. Ellenorzo kérdések

1. Ismertesse a szupravezetés jelenségét, a felfedezés koriilményeit, az alapvetd
megfigyeléseket!

2. Hogyan sziintetheté meg a szupravezeto allapot?

3. Mi a Meissner-effektus?

4. Jellemezze az egyes ¢és kettes tipusu szupravezetoket!
5. Mi a Cooper-par?

6. Hol alkalmaznak szupravezeté anyagokat?

12.9. Mintafeladat

1. Az alabbi abran néhany anyagra vonatkozo kritikus tér homérsékletfiiggését
lathatjuk. Hatarozzuk meg 1 cm® o6n szabadenergia-kiilonbségét 0 K-en a
szupravezeté és normal allapot kozott!

Megoldas:

Mivel szupravezetd allapotban az anyagban nincs magneses tér, a térfogategységre esd
magneses momentum:
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m:_ﬁ’
Hy

ahol B, akiilsé tér. B<B. esetén a szupravezet6 allapot szabadenergiaja:

B
G,=U-TS-V[m-dB
0

Az abrarol leolvashatd, hogy a kritikus tér értéke on esetén kb. B, =3x107°T , tehat a

szabadenergia-valtozas

v % VA Py
AG, =G(B,)-G(0)=— [ B,,dB=——BZ ~3.57x10J
H 24,

B. /tesla

Temperature/K

12.10. Gyakorlo feladat

1. Az mintafeladat alapjan hatdrozzuk meg a fajh6ben jelentkezd diszkontinuitést a kritikus

hémérsékleten!
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13.Félvezetok

Célkitiizés:  Megvizsgaljuk az intrinszik és extrinszik félvezeték tulajdonsdgait, az n- ill. p-
tipusu adalékolas hatasait, tovabba a téltéshordozok termodinamikai
egyensulyban valo viselkedeését, eloszlasat az egyes energiaszinteken.

Sziikséges eldismeretek: A fejezet erdsen épit a mar jol ismert savszerkezetre, ill. a statisztikus
fizika keretein beliil részletesen targyaldsra keriil6, a fermionokat
leiro Osszefiiggésekre.

A fejezet elsajatitasa Utan az olvaso

" ismeri az intrinszik és extrinszik félvezetok alapvetd jellemzdit és ezek leirdsdra
hasznalhaté matematikai modszereket

. képes adalékolt félvezetokben a toltéshordozo-koncentracio homérsékletfiiggésének
meghatarozasara

. vizsgadlatai soran szem elott tartja a félvezetokre vonatkozo energia-savképet, egyszeriibb

problémak megoldasa soran figyelembe veszi ezt

13.1. Alapfogalmak: vezetok, félvezetok, szigetelok

A szilard testekben a nagyszamu részecske, az alkotoelemek kozotti korlatos szimmetria
¢s az elviekben végtelen térbeli periodicitds az Gn. energia savrendszer kialakuldsdhoz vezet. A
megkiilonboztethetetlen feles spinii elektronok — fermionok — a megengedett sav energianivoin
helyezkedhetnek el, mig az un. tiltott savban nem lehetnek elektronok. Az izolalt atomokra
jellemzd, a kvantummechanika &ltal determinalt fix energianivok a kdlcsonhatds folyaman
felhasadnak ¢és az s, p, d, stb. nivok savokka szélesednek. Ezekben a savokban az egyes
energianivokon a Pauli-féle kizarasi elv miatt — a spint is figyelembe véve — csak egy elektron
helyezkedhet el.

Az egyes savok elektronokkal valo feltdltése az alacsonyabb energidknal kezdddik s a
magasabb energiaknal fejezodik be. A legmagasabb teljesen betdltott savot valencia savnak, a
legalacsonyabb teljesen iires savot vezetési savnak nevezzilk. A savokon, melyek
energiaszélessége néhany eV, nagyjabol Avogadro nagysagrendii részecske osztozik, ezért a
szomszédos nivok energiatavolsaga elhanyagolhatdéan kicsi a szobahdmérséklet 25 meV
energiakvantumahoz képest, ezért a savokat kvazifolytonosnak tekintjiik. A tiltott savok
sz¢élessége viszonylag nagy energiasavot fed le.

Amennyiben a legfels6 (valencia) sav teljesen betdltott, akkor az elektronok csak a tiltott
sdvnal magasabb energiafelvétel aran képesek a vezetési sav egy iires helyének elfoglalasara
(magasabb impulzus). Ha nagyon széles a tiltott sav akkor erre kis energiaknal nincs esély, az
anyag szigeteloként viselkedik. Praktikusan olyan tiltott sav energiaknal (kb. 4-10 eV) all fenn
ez az eset, amelyek tobbszorosen meghaladjak az adott T hdmérséklethez tartozo KT/2 termikus
aktivacios energiat. Az ilyen anyagokat szigeteloknek tekintjiikk. Mas anyagoknal, amelyeknél
a tiltott sav kisebb kb. 1.5 eV-nal, a hdmérséklet novekedésével a termikus aktivacido miatt
nagyszamu elektron lesz képes legy6zni a tiltott savot, igy a vezetési savba jutva részt vehetnek
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a vezetésben. A valenciasavban visszamaradt elektronhiany (lyuk) szintén képes hozzajarulni
a vezetéshez (13.1. dbra).

Az anyagban kialakulé racshibak, szennyezések (eltérd vegyérték) miatt energianivok
alakulhatnak ki (lokalisan) a tiltott savban a valencia sav felett annak kdzvetlen kozelében, és
hasonloképpen a vezetési sav alatt is. A sav és az igy kialakult nivo kis energiatavolsdga mar
viszonylag alacsony homérsékleten lehetové teszi a vezetés gyors felfutdsat. Vezetdk és
félvezetok kozott a legkarakteresebb kiilonbség, hogy a hdmérséklet az elébbiekben csak igen
kicsit, mig utébbiakban drasztikusan noveli a vezetésben részt vevo részecskék szamat.

13.2. A félvezetok felosztasa

Vezetési sav

gap

2 00000000
lyuk 0000000
elektronok

Valencia sav

v

13.1. abra - A sajatfélvezeto savszerkezete

Az intrinszik/sajat félvezetokben nincsenek szennyezddések, abszolut nulla fokon a
valencia sav teljesen betdltott, mig a vezetési sav teljesen iires. A savon beliil az energianivok
rendkiviil siiriin, de nem folytonosan helyezkednek el, kvazifolytonosak. Egyszerii becsléssel
belathato, hogy néhany eV széles savon kb. Avogadro nagysagrendli nivo osztozik. Két nivo
Jtavolsaga” ezért 1022 eV, azaz sok-sok nagysagrenddel kisebb a szobahémérséklethez tartozé
kb. 25 meV energianal.

A leggyakrabban alkalmazott félvezeté anyagok a periodusos rendszer I11-V. oszlopaban
talalhatok. A félvezetd technoldgia leggyakrabban hasznalt alapanyaga a Si.

A Si atom 14 elektronnal rendelkezik. Az 1s, 2s, 2p palyakon Osszesen 10 elektron
helyezkedik el, a 3s, 3p palyakon négy elektron van. Az energiaminimum elérése érdekében ez
utobbiak sp® tetraéderes kotést alakitanak ki. Mivel négy kotSképes elektronnal rendelkeznek,
igy négy szomszédos atommal Iéphetnek kapcsolatba. A Si a 2. fejezetben megismert
gyémantracsban kristalyosodik, elemi celldjanak (FCC) oldaléle 0.54 nm. Az uralkodd
kotéstipus  kovalens, amely dontéen meghatarozza a legfontosabb kémiai-fizikai
sajatossagokat.

Nézziik most meg, hogy mi torténik a racsban, ha a IV. fécsoportban levd Si-bol késziilt
kristalyt egy, a IIL. ill. az V. fécsoportban talalhaté atommal szennyeziink. Ha egy Si atom
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helyére beépiil pl. egy foszfor atom, akkor ennek 5 kiilso elektronja koziil csak 4 tud kotést
létesiteni a kornyezi Si atomokkal, egy elektron feleslegben marad, a foszfor elektrondonorként
viselkedik. Ezt hivjuk n-tipusu szennyezésnek, ill. az Otvozetet n-tipusu félvezetonek.
Ugyanilyen megfontolasbol adédik, hogy ha egy III. fécsoportbeli atommal szennyezziik a
sziliciumot (pl. borral), akkor a racsban egy lyuk keletkezik, a szennyezdé atom elektron-
akceptorként vesz részt a p-tipusii félvezetében (13.2. dbra).

n-tipusi

p-tipust

e, elektron

13.2. abra - Szennyezés. Az n- és p-tipusi szennyezés

A Si és Ge félvezetok esetén donor atomok lehetnek a foszfor, arzén és antimon. Si esetén
akceptor lehet a bor, aluminium, gallium, indium, Ge félvezetd esetén pedig az aluminium,

gallium és az indium. A félvezetdiparban leggyakrabban haszndlt elemeket a 13.3. dbra
mutatja.

o

B C N O
Bor \_ Szén (gyémint) ) L Nitrogén L Oxigén
13 | (14 . 15 (16
Al Si P S
A ini J U ilici N Foszfor § Kén
30 Y (31 \ (32 (33 (34
Zn Ga Ge As Se
) Cink : Gallium Germénium Y Arzén )L Szelén )
48 (49 (51 52
Cd In Sb Te
. Kadmium Indium L Antimon L Tellir
- -
80
Hg
Higany

13.3. abra - A leggyakrabban hasznalt félvezet6 elemek

-172 -



Félvezetok

A félvezetok felosztasa

p-tipus félvezetd

TT

E¢

LN X N J

Ey

szobahémérséklet

szobahtmérséklet

13.4. abra. - Adalékolt félvezetok savszerkezete

Energia [eV]
&k o b s oo

i
= &

-
)

13.5. abra - A Si savszerkezete. Egap = 1.17 eV

A Si indirekt tiltott savval rendelkezik, a GaAs tiltott savja ellenben direkt. A Si
savszerkezete a 13.5. dbran lathatd. A vezetési sdv minimuma é€s a valenciasav maximuma nem
ugyanahhoz a k=0 hullamszamvektorhoz (impulzus) tartozik. Az E(K) energiadiszperzio
menete a kiilonb6z0 iranyokban és savokban eltérd, azaz az effektiv tomegiik is eltérd lesz. Mas
iranyokban az E(k) fiiggvények menete is mas lesz. Praktikusan csak a legszimmetrikusabb
iranyokban van lehetdség arra, hogy szigori matematikai modszerekkel a fiiggvények menetét

megadjuk. Kozbiilsé iranyokban az interpolalas lehetOségével éElhetiink.

Ilyen mas

iranykombinéciora vonatkoz6 eredményeket mutat a 13.6. abra a GaAs esetében.
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4
- IES thw GaAs
S O/ 1
—
=
g 2f -
3
4} ]
6F .
L A T A X
k

13.6. abra — A GaAs savszerkezete, a tiltott sav szélessége 1.42 eV

A legfontosabb félvezet6k adatai (T=300K)

Félvezets IS N T

13.1. tablazat - A Ge, Si és a GaAs legfontosabb adatai

13.3. A Fermi-Dirac eloszlas

A tovébbiakban meg kell vizsgalnunk azt a kérdést, hogy milyen médon, milyen

valosziniiséggel (kvantummechanika) foglaljak el az elektronok a rendelkezésre allo elektron
nivokat.

Az alabbi meggondolasokat kell figyelembe venniink:

e Az elektronok  kvantummechanikai és  statisztikus  fizikai  szempontbol
megkiilonboztethetetlen részecskék.

e Minden egyes megengedett energiadllapotban legfeljebb két —ellentétes spinti-részecske
tartozkodhat.

e Az elektronok teljes szama és teljes energidja fix (rogzitett)

A statisztikus fizikabol megismert matematikai megfontolasok utan eljutunk a Fermi —
Dirac eloszlasi fliggvényhez:

S. 1
f(E) =t =—er
N; 1+e(EI E%T

ahol f(E;) az E; energianivo elfoglaltsaganak valoszintisége, E. pedig a Fermi-energia, ami
50 szazalékos betoltottségre utal.
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Nyilvanvalo, hogy intrinszik félvezet6 esetén a Fermi-nivo a vezetési és valenciasav
kozott ,,féltton” van. Extrinszik (adalékolt) félvezetok esetén — a toltéssemlegesség miatt —sem
lehet tobb elektron, mint lyuk, ekkor a Fermi-nivo helyzete megvaltozik, biztositva a
semlegességet. A Fermi-nivo n- és p-tipust félvezetok esetén a donor €s vezetési sav, illetve az
akceptor és valenciasav kozott helyezkedik el (13.7. abra). Az éabran E, az intrinszik

félvezet6hoz tartozd Fermi-energia.

Ec Ec Ec
EF _________
———————— E; = Ep = =mmmmmmme—m————-- E;, =————————— E;
Ep—=—=== === -
Ey Ey Ey
Intrinsic félvezeté n-tipusu félvezetd p-tipusu félvezetd

13.7. abra - A Fermi nivoé pozicidja intrinszik és adalékolt félvezetkben

A hémérséklet novekedésével a Fermi-fiiggvény modosul. Mind tébb elektron jut fel a
vezetési savba, helyettiik lyukak maradnak a valenciasavban. A 13.8. dbra mutatja ezt a
valtozast 10, 300 és 500 K esetén.

— = 10 K

T=300K

T = 500 K

0 0.2 0.4 0.6 0.8 I 1.2
E [eV]
13.8. abra — A Fermi-fiiggvény kiilonb6z6 hémérsékleteken (EF=0.55 eV)

Jol lathato, hogy ebben a ,kdznapi” homérsékleti tartomanyban az exponencialis jelleg
miatt f(E) viszonylag gyorsan besimul az alacsony energidkra vonatkozo teljes betoltottség
allapotaba, magas hdmérsékleten pedig a teljesen iires, nem bet6ltott allapotban van.

13.4. A toltéshordozok statisztikaja

13.4.1. Intrinszik félvezetok

Termikus egyensulyban a vezetési savban egységnyi térfogatban ¢és egységnyi
energiatartomanyon
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dn, = f(£)g, (¢ )_8‘/_” m NETE g,

h n E—&¢
l+e K

(13.1)

elektron talalhat6. Ha az &, Fermi-energia a vezetési sav alatt tobb KT tavolsagra van, akkor a
fenti képletben az exponencialis tényezd nagy, alkalmazhatjuk az Gn. Boltzmann-kozelitést:

£—&;

f(e)re W

ezzel pedig a vezetési savban levo elektronok stirtisége felirhatd

n, —Id 8\/_7Z m¥%e kTI e—¢gde

&

alakban, melyet mar kdnnyen megoldhatunk:

o— . Y2 ge
n, = 8\/_7T( "KT)¥2e F(Z’j 2(27”:—:”} e K (13.2)
Hasonldéan kaphat6 a lyukak stirtisége a
3/2
A 2rm kT &8y
p0:8\(§ﬂ' (m;kT)yze T TGJ=2[ ”th ] g K (13_3)

Osszefliggés. Egyszerlien belathato, hogy a kétféle toltéshordozo stirtiségének szorzata

. 12 8 ae
27 (mym; ) kT 8
e (13.4)

(@ahol n & =g, — ¢, atiltott sav szélessége) fiiggetlen a Fermi-energiatdl és a szennyezd atomok

szamatol. Intrinszik félvezetdben a lyukak a valencia elektronok gerjesztésével képzodnek,
ezért

pO :nO :ni(T)a
azaz
Py = n|2(T)

Ezt az dsszefliggést gyakran a tomeghatas torvényeként is emlegetik. Bevezetve az Un. effektiv
dllapotstiriiséget a vezetési €s a valenciasavban:

. 372
N, = 2[2’”:—2”j Jill. (13.5)
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3/2
27m KT
Nv=2(”h—2"J | (13.6)

az intrinszik toltéshordozok stirliségének hémérsékletfiiggésére az

n(T) = NN, e (13.7)

Osszefiiggést kapjuk. Lathaté, hogy az elektron-lyuk parok striisége a homérséklet
emelkedésével novekszik, a tiltott sav szélességével pedig csokken.

A fentieket felhasznalva az intrinszik félvezetdk esetén a Fermi-energiara a kovetkezo
kifejezést kaphatjuk:
& +&,

3 m;
£q=— +—kTIn[ "], (13.8)
2 4 m

*
n

ahol &, az intrinszik félvezetdre utalo jelolés.

A (13.2) és (13.3) toltéshordozo-siiriiségek felirhatok az intrinszik striséggel is:

(&5 —&4)/KT (e5i—€¢ )IKT

n, =n,e és p, =ne :

amibdl a Fermi-energia:

Ny .
g =, +kTIN2 é6s g =g —KTIno.
n. n.

13.4.2. Szennyezett félvezetok

Ha a donor energiaszint csak kicsivel van a vezetési sav alatt, vagy az akceptor szint a
valenciasav felett, akkor ezek ionizalt allapotban vannak. Ekkor az n-tipust félvezetoben a
szabad toltéshordozok szdma megegyezik a donor atomok szdmaval, p-tipusu félvezetében
pedig az akceptorok szamaval. Ha a félvezetOben mindkét tipusu adalékolast alkalmazzuk,
akkor un. kompenzalt félvezetdrdl beszéliink. Ekkor a toltéshordozok szama (sliriisége) a
kétféle szennyezés kiilonbségével egyenld.

Adalékolt (extrinsic) félvezetok esetén a donorok vizsgalatara tériink ki részletesen, az
akceptorok hasonloan szamolhatok. Nem elfajult félvezetdnek nevezziik azt az esetet, amikor
a Fermi-energia a vezetési sav alatt (ill. a valenciasav felett) legalabb 3kT-vel helyezkedik el,
ekkor élhetiink a Boltzmann-kozelitéssel. A tovabbiakban csak ilyen esetekkel foglalkozunk.
Feltessziik, hogy a gi-szeresen elfajult i-edik donorszint energidja ¢, melyen Osszesen N

cre

N,

1+1e(5d —&¢ )/kT

ng =
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ahol ¢, a donor energiaszint, n¢ pedig az ionizdlatlan donorok koncentracidja. Hasonld

crer

Pa = N,
a 1+4e(8f 7sa)lkT
Itt a Fermi-eloszlassal ellentétben figyelembe kell venniink a donor és akceptor szintek
degeneraltsagat is. A donor szintekre csak egyfajta spinii elektron keriilhet, ezért a lehetéségek
szama fele a Fermi-eloszlashoz képest. Az ionizalatlan akceptor atom nem tartalmaz szabad
elektront, ionizacidjakor az extra elektron barmilyen spinnel rendelkezhet. Itt még figyelembe
kell venniink, hogy a legtobb hasznalatos félvezetdonél a valenciasav kétszeresen elfajult. A
donor ¢és akceptor szintek allapotsiiriiségét a megfeleld energidkon egy-egy Dirac-delta
fliggvénnyel jellemezhetjiik.

T=300 K-en N¢ kb. 10 nagysagrendii. Ha N, = N_ /2, akkor a donorok dénté tébbsége

ionizalt allapotban van. Hasonléan lathatd be, hogy ha a Boltzmann-kozelités érvényes az
akceptor energiakra és a valenciasavra, valamint N, = N, /2, akkor az akceptor szintek szinte

teljesen ionizaltak.

A toltéssemlegesség miatt a félvezetdben minden egyes szabad elektronra lennie kell egy
termikus lyuknak vagy egy ionizalt donor atomnak, ill. minden szabad lyukra egy termikus
elektronnak vagy egy ionizalt akceptornak, tehat

p0+(Nd _nd)=n0+(Na_ pa)'

Normal homérsékleteken és nem tul magas adalékolasi koncentracidkon érvényes a
Boltzmann-kozelités, ilyenkor az adalék atomok tobbsége ionizalt. Teljes ionizacid esetén, azaz
amikor az 6sszes donor és akceptor ionizalt allapotban van, n, =0 és p, =0. Ekkor n-tipusu

2
nosz_Na+ Ny —N, +ni2,
2 2
N —N N —N, )
= d 2 _d|4n2
SN e

Adalékolt félvezetdk esetén a Fermi-energia hdmérsékletfiiggése

félvezetoben

p-tipust félvezetében pedig

*

m _
ef=8V;8C+%len f+kTsinh‘l[ Ny N, J

m 2 NCNVe—ASIZkT

n

A jobb oldal els6 két tagja az intrinszik félvezetékre vonatkozo6 (13.9) Fermi-energia, azaz

2n.

. N, —N
g, =g +KT sinh™ [u] : (13.9)
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Ez az 6sszefliggés adja meg a Fermi-szint hdmérsékletfiiggését, ha a Boltzmann-kozelités
érvényes, valamint a donor/akceptor atomok teljesen ionizaltnak tekinthetéek. A fiiggvény
viselkedésébdl konnyen leolvashatd, hogy n-tipust félvezetOkre &, >e&,. és p-tipust

félvezetokre &, <e,. Ha az Osszegzett adalékolt toltéssiirliség sokkal nagyobb, mint az
intrinszik, akkor élhetiink az sinh™ x = +In|2x| kozelitéssel, azaz
- Na|

N
& =¢&4 £KT In|d—
n

ahol a ,,+” eldjel az n-tipusu, a ,,—,, a p-tipusu félvezetére vonatkozik. Ilyen feltételek
mellett a félvezet6t erdsen extrinsziknek nevezzik.

Abban az esetben, ha a kristalyt bizonyos célokra tudatosan csak egyféle tipust
szennyezOvel adalékoljak, a masik tipust adalék koncentracidja altalaban elhanyagolhato,
ekkor az egyes koncentraciok szamitasanal a toltéssemlegességet kell figyelembe venni.

13.4.3. Adalékolt félvezet6k alacsony homérsékleten

Nagyon alacsony hémérsékleten nincs elég termikus energia a donor és akceptor szintek teljes
ionizacidjahoz. T=0 K-en egy n-tipusu félvezetdben az dsszes donorszintnek foglaltnak, a
vezetési savnak pedig teljesen szabadnak kellene lennie. E két feltétel nem tarthat6 egyszerre,
hiszen a Fermi-szint ilyenkor a donor szint ¢és a vezetési sav kozott helyezkedik el. Ebben az
esetben a Boltzmann-kozelités csak a vezetési savban tartdzkodo elektronokra érvényes, hiszen
a Fermi-energia sok KT egységgel vezetési sav alatt van, a donorszinten 1évkre viszont nem.
A Fermi-szint hdmérsékletfiiggését ebben az esetben a 13.9. abra mutatja.

45D 4 e (1)

13.9. abra — A Fermi-energia homérsékletfiiggése n-tipusi (balra) és p-tipusi (jobbra) félvezetik esetén.
A donor ill. akceptor atomok koncentricidja az 1-t6l a 3 gorbe felé novekszik

A vezetésben részt vevo elektronok szama tehat a hdmérséklett6l erésen fiigg. T=0-hoz
kozeli hémérsékleten a donornivokon elhelyezkedd elektronok sem tudnak a vezetési savba
gerjesztddni, ezt gyakran ,freeze-out” tartomanynak is nevezik. Alacsony hémérsékleten a
termikus energia csak a donornivokrol képes gerjeszteni, ekkor a vezetési elektronok a donorok
részleges ionizaciojabol szarmaznak. A hémérséklet tovabbi novelésekor az Gsszes donor
ionizalodik, ekkor a toltéshordozo-koncentracié megkozelitéleg allando (extrinszik tartomany).
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Félvezetok

A toltéshordozok statisztikaja

Az alkalmazasok szempontjabdl ez a tartoméany a lényeges. Ha a homérséklet eléri azt az
értéket, amikor a valenciasdvbol a vezetési savba gerjesztddd elektronok a domindnsak, a
félvezeto intrinszik modon kezd viselkedni (13.10. dbra).
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13.10. abra — A toltéshordozok koncentracioja a hémérséklet fiiggvényében

A savok (energianivok) elektronok altali elfoglaltsdga egyértelmlien az egyik
legfontosabb sajatossaga a félvezetének. Vezetési szempontbol a vezetésre alkalmas
toltéshordozok energidja és impulzusa, illetve a ,,kdzeli” el nem foglalt allapotok megléte a
dont6 tényezd. A savok betoltdttsége (elvileg) egyszeriien megadhato, hiszen ez nem mas, mint
az allapotsiiriiség ¢és a Fermi-fiiggvény szorzata, ezt intrinszik, n- és p-tipusu félvezetdkre a
13.11. dbra mutatja.
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13.11. abra - A savok elektronok és lyukak altali betoltottsége intrinszik és kis mértékben adalékolt

félvezetok esetén
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Félvezetok Gyakorlo feladatok

13.5. Ellenorzo kérdések

1. Mi a Boltzmann-kozelités?

2. Hogyan valtozik az elektron-lyuk parok siirtisége intrinszik félvezetében a hémérséklet, ill.
a gap fliggvényében?

3. Ismertesse az n- és p-tipusu félvezetoket!
4. Hogyan valtozik a Fermi-nivé helyzete n- és p-tipust adalékolas esetén?

5. Adalékolt félvezetdk esetén hogyan valtozik a vezetési elektronok szama a homérséklet
fliggvényében?

13.6. Mintafeladat

Si-ban a tiltott siv szélessége E, =1.12 eV, a Fermi-energia 0.25 eV-tal van a vezetési

sav alatt. Az effektiv allapotsiiriiségek a vezetési és valenciasavban rendre
N, =2.8x10"cm= é N, =1.04x10" cm3. Hatirozzuk meg az egyensiilyi

toltéshordozok szamat 300 K-en!

Megoldas:
n, = Ne 1“7 = 2.8x10" exp[-0.25/0.026] =1.87x10" cm, és
D, = Ne 1"/ =1,04x10" exp[-0.87/0.026] = 3.05x10* cm®.

13.7.  Gyakorlé feladatok

1. Hany gramm bort kell adnunk 1 kg germaniumhoz, hogy a téltéshordozok koncentracigja
3.091x10" cm™ legyen?

2. Az elektronok és a lyukak effektiv témege rendre m; =1.08m, és m_ =0.56m,, ahol mo a

szabad elektron tomege. Mennyivel van az intrinszik Fermi-energia a tiltott sav kozepe
alatt/felett T=300 K-en?

3. GaAs-ben a tiltott sav szélessége 1.42 eV, a vezetési ill. valenciasdvra vonatkoz6 effektiv
allapotsiirtiségek T=300 K-en rendre N_=4.7x10"cm® és N, =7.0x10"cm™,
Hatarozzuk meg az intrinszik t6ltéshordozok szamat T=300 K és T=400 K-en!

4. T=300 K-en a valenciasav effektiv allapotsiiriisége N, (300)=1.04x10"cm™. A Fermi-
szint 0.27 eV-tal van a valenciasav felett. Hatarozzuk meg a lyukak szamat T=400 K-en!
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Tantargyleirashoz alkalmazhaté sablon
—a MAB hivatalos (rlapja alapjani-

ALAPSZAK
(1.) Tantargy neve: Kondenzalt anyagok fizikaja Kreditértéke: 3

A tantargy besorolasa: kotelezo

A tantargy elméleti vagy gyakorlati jellegének mértéke, ,képzési karakter
(kredit%)

A tanora? tipusa: eldadas és éraszama: 30 az adott félévben,

Az adott ismeret dtaddsaban alkalmazando tovabbi (sajdtos) médok, jellemzok® (ha vannak): az
adott anyaghoz Kkapcsolodo egyszeri példafeladatok megoldasa a jelenségek jobb
megértése érdekében, ill. igény esetén konzultacios orak

A szamonkérés modja (koll. / gyj. / egyéb?): kollokvium
Az ismeretellenérzésben alkalmazand6 tovabbi (sajdtos) médok® (ha vannak): évkozi irasbeli
feladatmegoldo dolgozat

A tantargy tantervi helye (hanyadik félév): 5

Eldétanulmanyi feltételek (ha vannak): Atomfizika, Elektromossagtan

Tantargy-leiras: az elsajatitando ismeretanyag tomor, ugyanakkor informalé leirasa

A tantargy célja:

A tantargy ismerteti a kondenzalt anyagok lehetséges szerkezeteit és alapvetd fizikai
tulajdonsagait. A targy célja a szilard anyagok atomi szintii elrendezddésének targyalasa, ill. e
szerkezetek vizsgalati moddszereinek bemutatdsa, fizikai tulajdonsagaik magyarazata. Az
idedlis, végtelen kiterjedésii periodikus strukturak kvantitativ leirasaval a redlis szerkezetekre
vonatkozo fizikai (mechanikai, elektromagneses, stb.) Osszefiiggéseket targyaljuk. Az atomi
szintli targyalas segitségével magyarazatot adunk a tombi (bulk) tulajdonsagokra, ill. a
kiilonboz6 savszerkezettel, ezaltal  kiilonbozo elektromagneses/termodinamikai
tulajdonsdgokkal rendelkezd anyagok gyakorlati felhasznaldsanak lehetdségeit is
megvizsgaljuk.

Témakorok/tartalom:
1. A kémiai kdtések tulajdonsagai
2. Szimmetriak, racsszerkezetek
3. Diffrakcion alapul6 szerkezetvizsgalati modszerek, a reciprokracs
4. Realis kristalyok, kristalyhibak osztalyozasa
5. Racsdinamika, anyaghullamok, fononok
6. Mechanikai tulajdonsagok
7. Termodinamikai tulajdonsagok; a fajhd
8. Az elektron-alrendszer targyalasa
9. Elektromos tulajdonsagok
10. Mégneses tulajdonsagok
11. Optikai tulajdonsagok
12. Szupravezetés
13. Félvezetok

1 A Magyar Akkreditacios Bizottsag honlapjanak 2018. januari allasa alapjan, az ott szerepld (rlapot - tantargyleirasra konkretizalt
résszel — kiegészitve készllt.

2 Nftv. 108. § 37. tandra: a tantervben meghatarozott tanulmanyi kbvetelmények teljesitéséhez az oktatd személyes
kozremikodését igényld foglalkozas (eléadas, szeminarium, gyakorlat, konzultacié), amelynek idétartama legalabb negyvenét,
legfeljebb hatvan perc.

3 pl. esetismertetések, szerepjaték, tematikus prezentaciok stb.

4 pl. folyamatos szamonkérés, évkozi beszamolo

5 pl. esettanulmanyok, témakidolgozasok, dolgozatok, esszék, lizleti, szervezési tervek stb. bekérése
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A 2-5 legfontosabb kotelezd, illetve ajanlott irodalom (jegyzet, tankényv) felsorolasa
bibliografiai adatokkal (szerzd, cim, kiadas adatai, (esetleg oldalak), ISBN)
1. C.Kittel, Bevezetés a szilardtest-fizikaba, Miszaki Konyvkiad6, Budapest (1981).
2. J. Selyom, Fundamentals of the Physics of Solids (Vol. 1), Springer (2007).
3. Philip Hofmann, Solid State Physics — An Introduction (2nd Ed.), Wiley-VCH,
Weinheim, Germany (2015).
4. J.S. Blakemore, Solid State Physics (2nd Ed.), Cambridge University Press (1985).
5. J. Cazaux, Understanding Solid State Physics: Problems and Solutions, Taylor & Francis
Group LLC, Florida, USA (2016)

Azoknak az eléirt szakmai kompetenciaknak, kompetencia-elemeknek (tudas, képesség stb.,
KKK 7. pont) a felsorolasa, amelyek kialakitasahoz a tantargy jellemzoen, érdemben
hozzajarul

A KKK-ban szereplo kompetenciak, amelyek kialakitisahoz a tantargy hozzdajarul:
a) tudasa
Ismeri a fizika alapvetd 0sszefliggéseit, torvényszeriiségeit, és az ezeket alkalmazo
matematikai, informatikai eljarasokat.
b) képességei
Képes a fizika teriiletén szerzett tudasat alapvetd gyakorlati problémak megoldasara
alkalmazni, beleértve azok szamitasokkal torténd alatamasztasat is.
C) attitiidje
Elkotelezett 01j kompetencidk elsajatitasara és vildgképének bovitésére, fejleszti, mélyiti
szakteriileti ismereteit.
d) autonémisja és felelgssége

A tantarggyal kialakitando konkrét tanuldsi eredmények:

Tudas Képesség Attitid Autonémia-
felelosség

Ismeri az atomok kozt | Szemlélteti és Elfogadja és
fellépd alapvetd magyarazza a magaéva teszi az
kolcsonhatasokat és a | fontosabb kotések anyagszerkezet
kotések hatterében allo | kialakulasat, megfeleld | kémiai szemléletii
fizikai jelenségek adatok alapjan képes leirasat.
alapjan osztalyozza atom/ionsugarak,
ezeket. kotési energiak

szamolésara.
Tudja a racsszerkezet | Felismeri egy Erdekl6dik a | Racsszerkezetek
leirasara hasznalt kristalyszerkezet komplexebb adatait tartalmazo
alapvetd fogalmakat, geometridjat és vegyliletek adatbazisok
szimmetriaelemeket €s | szimmetridit, ezek szerkezete irant. alapjan képes
-miiveleteket. alapjan meghatarozza eredményei
Geometriai jellemz6ik | az anyag egyes fizikali ellendrzésére és
alapjan csoportositja az | tulajdonsagait. kritikus
alapvetd szemléletére, a
kristalyszerkezeteket. hibék javitisara.
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Ismeri a diffrakcio Megfelel6 adatok Erdekl8dik Javaslatot ad egy

jelenségét és az ezen ismeretében bonyolultabb adott probléma

alapulo alapvetd alkalmazza a Bragg- felépitésti kompozit | megoldasara

szerkezetmeghatarozasi | feltételt egyszerti anyagok szerkezeti | felhasznalhat6

modszereket, ezek szerkezetek felépitése irdnt. optimalis

elonyeit és hatranyait. | geometriajanak szerkezetvizsgalati
meghatdrozasara. madszert illetden.

Ismeri a kristalyokban | Szemlélteti az alapvetd | Vizsgalatai soran

el6forduld racshibakat | hibak okozta szem elOtt tartja a

¢s ezek jellemzait,
dimenziodjuk szerint

racstorzulasokat és
szamszer( kozelitést ad

valodi kristalyok
idealistol eltérd

osztalyozza dket. a fontosabb ponthibak | voltat és az ebbdl
el6fordulasi aranyanak | adodo fizikai
nagysagrendjére tulajdonsagokat
Erti a periodikus Ismereteit felhasznalva | Elfogadja és érti a
struktarak megvizsgalja rezgések
dinamikéjanak egyszerlibb racsok targyalasara

klasszikus mechanikai
targyaldsara hasznalt
matematikai/fizikai
modszereket.

dinamikéjat és
megoldja a
mozgasegyenleteket.

hasznalt klasszikus
¢és kvantumos
megkozelitéseket.

Felismeri az anyag
mikroszkopikus
szerkezete és
makroszkopikus

Ismert mechanikai
fesziiltségek
ismeretében képes az
anyag deformacioinak

Magaéva teszi az
anyag tombi
tulajdonsagainak a
mikroszkopikus

mechanikali leirasara jelenségekkel valo

tulajdonsagai kozti magyarazatat

Osszefiiggéseket

Ismeri a szilardtestek Képes elméleti tudasat | Elfogadja a Szakmai Gitmutatas

fajhdjének leirasara egyszeribb termodinamika alapjan

alkalmazhato termodinamikai jellegli | torvényeinek, bonyolultabb

modszereket feladatok megoldasara | Osszefiiggéseinek termodinamikai
alkalmazni statisztikus fizikai | problémak

jellegti megoldasara képes
megkozelitéseét

Ismeri a derékszogti, Tudasat egyszeriibb Elfogadja és

periodikus periodikus magaéva teszi a

potencialban mozgo potencialokkal periodikus

elektronok vizsgalatara | rendelkezo6 strukturdk | struktarak

hasznalt matematikai savszerkezetének kvantummechanikai

modszereket. meghatarozasara leirasbol kapott
alkalmazza savképet.

Ismeri az A klasszikus modellek | Figyelembe veszi

elektromagnesség alapjan alapvetd az anyag

alapveto torvényeit, feladatok megoldasara | mikroszkopikus

csoportositja az képes az anyagok szerkezetébol

anyagokat kiils6 vezetOképessége, ado6do

elektromégneses térben | termikus €s optikai torvényszertiségek

vald viselkedésik
alapjan

tulajdonsagai korében

hatasat a tombi
elektromos/optikai
tulajdonsagok
vizsgélata soran
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Tudja az Csoportositja az Elfogadja a
elektromagnesség anyagokat kiils6 Klasszikus,
alapveto magneses térben valé | anyagszerkezetet
Osszefiiggéseit, viselkedésiik alapjan leir6 elmélet
felismeri az anyagok eredményeinek
magneses jelentésegét a
tulajdonsagainak makroszkopikus
leirasara alkalmazhat6 magneses
fizikai tulajdonsagokra
torvényszerliségeket vonatkozoan
Ismeri az alapvetd Képes a szilardtestek Elfogadja és
fény-anyag vizsgalatanal magaéva teszi a
kolcsonhatasokat és az | megfigyelhetd optikai | szilardtestek optikai
azokat leird formulakat | jelenségek tulajdonsagainak a
magyarazatara, az savszerkezeten
anyagok egyes optikai | alapuld szemléletét
paramétereinek
meghatarozasara

megoldasa soran
figyelembe veszi
ezt

Betekintést nyer a Képes a kiilonb6z6 Elfogadja az anyag | Ertékeli a magas
szupravezetéssel tipusu szupravezeto alacsony hémérsékletii
kapcsolatos fizikai anyagok homérsékleti szupravezetod
jelenségekbe, osztalyozasara, fizikai | viselkedésének anyagok
megismeri néhany jellemzdik molekularis fejlesztésének
alapvetd szupravezetd | magyarazatara magyarazatat jelentdségét
tulajdonsag tudomanyos/ipari
anyagszerkezeti felhasznalasuk
magyarazatat terén

Ismeri az intrinszik és | Képes adalékolt Vizsgalatai soran

extrinszik félvezetok félvezetokben a szem elOtt tartja a

alapvetd jellemzoit és | toltéshordozo- félvezetdkre

ezek leirasara koncentracio vonatkozd energia-

hasznalhato hémérsékletfiiggésének | savképet,

matematikai meghatarozasara egyszerlibb

modszereket problémak

Tantargy felelose (név, beosztas, tud. fokozat): Dr. Fabian Lasz16, adjunktus, PhD

Tantargy oktatasaba bevont oktato(k), ha van(nak) (név, beosztas, tud. fokozat): Dr. Nanai
Laszlo, egyetemi tanar, professor emeritus
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