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Targyleiras

Dinamikus rendszerek Kreditértéke: 5

A tantargy képzési karaktere: elmélet 50%, gyakorlat 50%

A tanora tipusa: 28 ora elGadas és 28 ora gyakorlat az adott félévben. ElGadason leadjuk
az elméleti anyagot. A gyakorlat elsGsorban az elméleti anyag példékon keresztiil torténd
elsajatitasat célozza a hallgatok aktivitasara is szamitva.

A szamonkérés modja: egy kozos jegy az elGadasra és a gyakorlatra. Az ismeretellendr-
zésben alkalmazandé tovabbi sajatos mod:a félév kozepén és végén a hallgatd szamot ad
(zarthelyi dolgozat forméjaban) a gyakorlatokon elsajatitott témakorben vald jartassagéa-
rol. Ha a gyakorlati pontszama eléri az elégséges szintet, szobeli vizsgan ad szémot az
el6adason elsajatitott témakorben valo jartassdgarol.

A tantargy tantervi helye: 2. félév

Elstanulméanyi feltételek: Kozonséges differencidlegyenletek

A tantargy célja: A természettudomanyokban megjelend jelenségek és problémak mate-
matikai lefrasa. A természetben megfigyelhetd jelenségek, idébeli folyamatok kézonséges
differencidlegyenletekkel leirhaté modelljeinek megadasa. A differencidlegyenletek kvalita-
tiv modszereinek és eszkozeinek ismertetése.

Tematika

Kétdimezios autoném rendszerek, a Poincaré-Bendixson tétel.

Nyeregpont tulajdonséig, stabil, instabil és centralis sokasagok.
Stabilitaselmélet.

Periodikus megoldasok stabilitasa, Poincaré-leképezések, orbitalis stabilitas.
Strukturélis stabilitas, generikus tulajdonsiagok. Attraktorok.

Lagrange egyenletek, Hamilton vektormezdk.

Diszkrét dinamikai rendszerek.

e B AN

A korvonal leképzései, kvadratikus leképezések, periodikus pontok bifurkacioi, Smale-
féle patko.




Kotelezs irodalom:

e Balézs Istvan, Dénes Attila, Makay Géza: Dinamikus rendszerek (ezen jegyzet)

Ajanlott irodalom:

e Terjéki Jozsef: Differencialegyenletek, Szeged, Polygon 1997.

e Hatvani Laszlo, Krisztin Tibor, Makay Géza: Dinamikus modellek a kézgazdasagban,
Szeged, Polygon, 2001.

e M. W. Hirsch, S. Smale, R. L. Devaney: Differential equations, dynamical systems
& an introduction to chaos, Elsevier Academic Press, 2005.

A szakmai kompetencidk, kompetencia-elemek, amelyek kialakitdsahoz a tantargy jellem-
z6en, érdemben hozzéajarul:

a) Tudas

e I[smeri a differencidlegyenletek kapcsolodd fogalmakat.

Megérti a dinamikus rendszerek fogalmainak absztrakt targyalasat.

e [smeri az elsajatitando elméleti és gyakorlati matematikai modszereket.

e Felismeri az tanult modszerekkel kezelhets problémakat.
b) Képesség

e A hallgaté a kurzus elvégzése utan képes a differencialegyenletes modellek azono-
sitaséra, rendszerbe foglalaséra.

e Képes a dinamikus rendszerek témakorében szakszertien kifejezni magat.

e Képes a matematika tudomanyteriiletén a fogalmak, elméletek és tények kozotti
Osszefliggések megteremtésére, kozvetitésére.

o Képes a kurzuson elsajatitott elméleti ismeretek gyakorlati alkalmazaséra.
c) Attitid

e Belatja a differencidlegyenletek fogalmainak absztrakt targyalasanak sziikségessé-
gét.

e Elfogadja a Poincaré-leképezés fogalmanak problematikdjat. Belatja a dinamikus
rendszerekben nélkiilozhetetlen szerepét.

o Kritikusan szemléli az elsajatitando elméleti és gyakorlati matematikai modszere-
ket.

e Torekszik az absztrakt fogalmak pontos hasznalatara.
d) Autondmia és felelGsség

e Onalloan kivalasztja egy Gsszetett feladat megoldasahoz tartozo megfelelé modsze-
reket.

o Képes feladatok onallo megalkotasara és a megoldasok elemzésére, a hibak 6néllo
javitasara.

e Onallvan megteremti a matematika tudomanyteriiletén a fogalmak, elméletek és
tények kozotti osszefiiggéseket.

e Kreativan alkalmazza a matematikaban elsajatitott elméleti ismereteket a gyakor-
latban.
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A tantarggyal kialakitandé konkrét tanulasi eredmények:

Tudas Képesség Attitdd Autonoémia-felelGsség
Felidézi a kozonsé- | Képes alkalmazni | Kérdéseket fo- | Onalloan felismeri
ges differencidlegyen- | a differencialegyen- | galmaz meg | egy adott elsérendi
letek, egyensilyi hely- | letek, egyensulyi | a differencial- | differencialegyenlet

zetek, stabilitas fogal- | helyzetek, stabilitas | egyenletekrdl. tipusat. Onalloan

mait.

fogalmait.

kivilasztja a feladat-
hoz tartozo megfelels
megoldéasi modszert.

Ismeri  stabilitassal
kapcsolatos fogal-
makat. [smeri a

Ljapunov-tételeket

Ertelmezi a sta-
bilitdssal  kapcso-
latos  fogalmakat.
Alkalmazza a

Elfogadja a stabi-
litds  fogalmanak
problematikijat.

Belatja a dinami-

Onalléan  példakat
gytjt stabil és
stabil egyensulyi
helyzetekre.

n-

és a  LaSalle-féle | Ljapunov-tételeket | kus rendszerekben
invariancia-elvet. és a LaSalle-féle | nélkiilézhetetlen
Tudja a Poincaré- | invariancia-elvet. szerepét.
Bendixson tételt. Részletesen kifejti a

Poincaré-Bendixson

tételt
Tisztaban  van  a | Ertelmezi a diszkrét | Torekszik az
diszkrét  dinamikus | dinamikus rendszer | absztrakt fo-
rendszer defini- | definiciojat. Be- | galmak pontos
civjaval. Ismeri | mutatja bifurkaciok | hasznalatara.
bifurkaciok — fajtait. | fajtait.  Ertelmezi | Eszreveszi a bifur-
Felsorolja a kdosz | a kdosz definiciojat, | kicido és a kaosz
tulajdonségait. tulajdonségait. kapcsolatat.

Meghatarozza a Van

Bemutatja a Van

Kivancsi a Van der

der Pol egyenletet és | der Pol egyenletet és | Pol egyenlet tulaj-
tulajdonségait. tulajdonségait. donsagaira.
Ismeri a Poincaré- | Ertelmezi a | Belatja a Poincaré-
leképezés definicidjat. | Poincaré-leképezés | leképezés fogalma-
Tisztaban  van  a | definicidojat. Rész- | nak fizikai jelenté-
nullklindk és az elsé | letesen  kifejti  a | sét.
integral  kapcsolata- | nullklindk és az elsd
val. integral  kapcsola-
tat.
Ismeri a hatarciklus | Ertelmezi a hatér- | Hajlando egy | Onalléan kivalasztja
fogalmat. Tudja az | ciklus fogalmat. | konkrét alkal- | a feladat megoldasa-
orbitalis stabilitas de- | Részletesen kifejti | mazast  tébbféle | hoz tartozd megfele-
finiciojat. az orbitalis stabili- | szemszoghdl is | 16 modszereket. On-
tas definiciojat. megvizsgalni. allban képes felada-

tok megalkotasara és
a megoldasanak elem-
zésére.




Tudés Képesség Attitid Autondmia-felelGsség
Ismeri az szimbolikus | Meghatarozza a | Erdeklédik a szim- | Onalloan példat gytijt

dinamikat és a Smale-
patkot.

szimbolikus dinami-
ka és a Smale-patko
tulajdonségait.

bolikus dinamika-
ban és a Smale-
patkoban rejls le-
hetGségekral.

olyan esetekre, ahol
és amikor a szimboli-
kus dinamika haszné-
lata megkérdGjelezhe-
tetlen.

Tantargy felel6se: Dr. Krisztin Tibor, egyetemi tanar

Tantargy oktatasaba bevont oktatok:

Dr. Dénes Attila, tudoményos munkatars; Balazs Istvan, tudoméanyos segédmunkatars




El6sz6

Dinamikus (masképpen dinamikai) rendszer alatt egy differencia- vagy differencialegyenlet
megoldasainak rendszerét értjiik. A megoldasokat alapvetGen harom kiilonb6z6 megkoze-
litéssel vizsgalhatjuk. Analitikusan megprobalhatjuk kiszamolni, zart alakban, képlettel
megadni a megoldasokat; ez csak a legegyszertibb tipusu differencia- és differencidlegyen-
letek esetén lehetséges. Numerikus moédszerekkel kozelithetjiik a megoldéasokat, de ez csak
bizonyos pontossaggal és korlatos intervallumon miikédik. Ebben a jegyzetben a kvalitativ
vizsgalati modszert hasznaljuk, vagyis a megoldésoknak az egyenletekbdl kikovetkeztet-
het6 tulajdonsagaira, viselkedésére fokuszalunk.

Az els6 fejezetben definidljuk a dinamikus rendszereket. ElSbb diszkrét dinamikus
laban egyszertibb, mint a differencidlegyenleteké, igy ezeken kénnyebb megérteni a kiosz
fogalmat.

A masodik fejezetben a korvonalon értelmezett dinamikus rendszerek tulajdonségait,
periodikus pontjainak létezését vizsgaljuk.

Dinamikus rendszereket nem csak a valds szamok halmazan vagy vektortereken
definialhatunk, hanem absztrakt tereken is, errdl szol a 3.1. alfejezet. A 3.2. alfejezet-
ben egy nevezetes kaotikus rendszert, a Smale-patkot mutatjuk be.

A negyedik fejezetben atismétliink néhany, a kézonséges differencidlegyenletek kurzu-
son tanult definiciot, tételt, mint példaul a Ljapunov-tételeket. Bebizonyitjuk a LaSalle-
féle invarianciaelvet, és alkalmazzuk a matematikai ingara. Bevezetjiik a Poincaré-leképe-
zés fogalmat, amellyel jellemezhetjiik a periodikus megoldasokat a stabilitds szempontja-
bol. Tovabbi hasznos eszkdzoket is megismertink, mint az els¢ integral vagy a nullklina.
Néhéany példan illusztraljuk az eredményeket, tébbek kozott a nevezetes Van der Pol-
egyenleten.

Az utolso, 6todik fejezetben egy masodrendd, fizikai rendszert tekintiink. A koréabbi
fejezetekben tanultak segitségével bebizonyitjuk Kepler méasodik torvényét.

A jegyzetet a Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézetében oktatott Dinamikus
rendszerek cim@ mesterszakos kurzushoz készitettiik, de hasznos lehet barki szamara, aki
tanulményai vagy munkaja soran differencidlegyenletekkel foglalkozik. Feltételezziik, hogy
az olvasd stabil matematikai hattérrel rendelkezik, a kozonséges differencidlegyenletek
alapszakos kurzus anyagat mar elsajatitotta.

Reméljiik, az olvas6 hasznosnak talalja jegyzetiinket. Az észrevételeket, megjegyzése-
ket 6rommel fogadjuk.

A szerzék



1. fejezet

Diszkrét dinamikus rendszerek

1.1. Periodikus pontok, stabilitas

Mindenek el6tt definidljuk, hogy mi az a dinamikus rendszer.

1.1. Definicié. Egy dinamikus rendszer egy
p:Gx X = X, (g,7) — pg4(x)

leképezés gy, hogy ¢, 0 vn = pgon teljestil, ahol G félcsoport és X egy metrikus tér. Ha
G csoport, akkor ez egy invertdlhato dinamikus rendszer.

AlapvetSen kétféle dinamikus rendszerrel foglalkozunk.
1.2. Definicié. Diszkrét dinamikus rendszer esetén G = Ny = {0, 1,2, ...} vagy G = Z.
1.3. Definicioé. Folytonos dinamikus rendszer esetén G = [0, 00) vagy G = R.

A fejezet hatralevd részében diszkrét dinamikus rendszerekkel foglalkozunk.

1.4. Tétel. Egy pr(x) diszkrét dinamikus rendszer mindig felirhato egy f: X — X leké-
pezés iterdltjaként.

Bizonyitds. Legyen f(z) := ¢i(x). Ekkor a dinamikus rendszer definici6ja szerint ¢o(z) =
(01 091)(x) és igy tovabb, ¢r(z) a ¢1(x) k-adik iterdltja: ok (x). O

1.5. Definicié. f: X — X homeomorfizmus, ha folytonos, invertalhato és az inverze is
folytonos.

1.6. Definicié. f: X — X diffeomorfizmus, ha differencidlhato, invertalhato és az inverze
is differencialhato.

Egy dinamikus rendszer viselkedésérsl sokat elarulnak a periodikus pontjai, ezek
stabilitasa, stabil, instabil halmazai. A kovetkezé néhany definicié és példa erre vonat-
kozik.

1.7. Definicié. A p pont periodikus, ha f™(p) = p valamilyen m-re. A legkisebb ilyen m
az alap-periédus. Az 1-periodikus pontokat fizpontoknak nevezziik.

1.8. Definicid. Legyen p egy m-periodikus pont. Egy x pont eldre aszimptotikus p-hez, ha

lim f"(x) = p.

1—>00



7 1. DISZKRET DINAMIKUS RENDSZEREK

1.9. Definicié. Egy p periodikus pont elére aszimptotikus pontjainak halmaza a p stabil
halmaza, jelolése W*(p).

1.10. Definicié. Legyen p egy m-periodikus pont és f invertalhato. Egy x pont hdtra
aszimptotikus p-hez, ha
lim f"(z) = p.

i——00
1.11. Definici6é. Egy p periodikus pont hatra aszimptotikus pontjainak halmaza a p
instabil halmaza, jelolese W*(p).
1.12. Példa. f(zr) = x*® periodikus pontjai: 0, +1 fixpontok (1-periodikus pontok).
We(0) = (=1,1), W*(0) = {0}, W=(1) = {1}, W*(1) = (0,00), W*(=1) = {-1},
wH(—-1) = (—oo,O).

1.13. Példa (Newton-féle gyokvonoé modszer). Tekintsiik az

1 A
Tht1 = 5 Tk +—
Tk

egyenletet. Legyen z, = VA + ¢, ahol ¢ lehet pozitiv és negativ is. Ekkor

xk+1:%($k+%> (f+€+\/_+25 \/282+6):\/Z+2(\/_Z—:5).

Vegyiik észre, hogy ez mindig nagyobb, mint v/A (ha 2o > 0). Az 2,1 — /A kiilonbség
legfeljebb fele az |y — \/Z| kiilonbségnek, és ha e kicsi, akkor a kiilonbség négyzetesen
kisebb (nagyon gyorsan tart 0-hoz). A /A fixpont, a stabil halmaza a (0, co0) intervallum.
Konnyen belathato, hogy a —v/A is fixpont, és annak stabil halmaza (—00,0).

1.14. Példa. Bizonyitsuk be, hogy ha egy folytonos fliggvényre teljesiil, hogy f(z) =
f (1 +$) x # —1, akkor az a fliggvény csak a konstans fliggvény lehet.

Vegyiik az
Tk

1 +x k
dinamikus rendszert. Belatjuk, hogy barmilyen kezd&érték esetén x;, — 0. Legyen elGszor
xo > 0. Ekkor

Th+1 =

Lo
1+ Zo
Teljes indukcioval belatjuk, hogy xp < % k = 1-re ezt mar megtettiik, tegyiik fel, hogy
k-ig igaz az &llitas, és nézzik (k + 1)-re

<1

I =

1+l'k_1—‘rl‘k 1+ z 1+%_/€+1'

Try1 =

Ezzel xq > 0 esetén belattuk, hogy xp — 0. Ha xq < —1, akkor x; a definicioja szerint
pozitiv lesz, és igy x;, — 0 ismét teljesiil. Ha z € (—1,0), akkor 1 +z € (0, 1), és
x
1+

<.

Tehat x1 < xg, és mindaddig, amig az x, sorozat benne marad a (—1,0) intervallumban,
addig szigortian monoton csokken. Ebbdl az is kovetkezik, hogy

T < ry Lo
1—|—$1 1—|—£B0 (1—|—$0)2

To =
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és ismét teljes indukcioval belathato, hogy

Zo

T < —mm8—
"+ mo)F

Itt a jobb oldal tart —oo-be, tehat a sorozat el6bb-utobb kisebb lesz, mint —1, és a fentiek
alapjan akkor tudjuk, hogy z — 0.

A fiiggvényre megadott feltétel szerint az f fiiggvény konstans értéket vesz fel ilyen
palyak mentén: f(xpy1) = f(zg) = f(x0). Méasrészt a folytonossag és xj 0-hoz tartésa
miatt f(zx) — f(0), amibdl kapjuk, hogy minden zo-ra f(zo) = f(0), és az allitast
belattuk.

1.15. Definicié. Egy p m-periodikus pont stabil, ha barmely U kornyezetéhez létezik
olyan V kornyezete, hogy ha x € V, akkor f*"(x) € U minden k > 0-ra; instabil, ha nem
stabil.

1.16. Definici6é. Egy p m-periodikus pont aszimptotikusan stabil, ha stabil és létezik
olyan V' kornyezete, hogy ha = € V| akkor

lim f*"(x) = p.

k—o0

1.17. Definici6. Egy p periodikus pont attraktor, ha W?*(p) tartalmazza p egy nyitott
kornyezetét X-ben.

1.18. Definicié. Egy p periodikus pont repellor, ha W*(p) tartalmazza p egy nyitott
kornyezetét X-ben.

Innentdl 1 dimenzioban dolgozunk.

1.19. Definicié. Egy p m-periodikus pont hiperbolikus, ha |(f™)'(p)| # 1. (f™)'(p) a p
pont multiplikdtora.

Egy hiperbolikus fixpont stabilitdsat meghatarozza a derivalt az adott pontban.

1.20. Tétel. Legyen p egy hiperbolikus fizpontja f € Cl-nek, és |f'(p)] < 1. Ekkor van
egy olyan U kornyezete p-nek, hogy minden x € U esetén f*(x) — p (mikézben k — 00).

Bizonyitds. Mivel f folytonosan differencidlhatd, ezért van olyan ¢ > 0 tugy, hogy
|f'(x)] < A < 1 minden x € [p — e,p + €] esetén. A Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint

[f (@) =pl = [f(x) = f)] ='W |z —p| < Alz —p| < |z —p| <¢,

tehat f a [p—e, p+e¢] intervallumot 6nmagaba képezi. Iteralva ezt a leképezést azt kapjuk,
hogy
/5 () = pl = [f*(x) = fH(p)| < A*z —p| = 0,

mivel 0 < A < 1, tehat f*(x) = p, [p—e,p+¢] C W*(p) és p attraktor. ]

Hasonlo allitast ki lehet mondani m-periodikus p pontokra is, ha |(f™)(x)| < 1 teljesiil.
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y
y=x
I
y=f(z)
L L L | Il ]
x T, T,.p T, x T

1.1. abra. Pokhalodiagram f'(p) € (0,1) és f'(p) € (—1,0) esetén

1.21. Tétel. Legyen p egy hiperbolikus fizpontja f € C'-nek, és |f'(x)| > 1. Ekkor van
egy olyan U kornyezete p-nek, hogy minden x € U \ {p} esetén van olyan k > 0, amelyre

fMz) ¢ U.

Bizonyitds. Mivel f folytonosan differencidlhatd, ezért van olyan ¢ > 0 ugy, hogy
|f'(x)] > A > 1 minden = € [p — &,p + €] esetén. A Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint

[f(@) = f®) = [f' W) |z —pl = Alz = p| > [z - p|
mindaddig, amig x € [p — e, p + ¢]. Iterdlva ezt a leképezést azt kapjuk, hogy

|5 (@) = pl = [f*(x) = f(p)| > A*|z - p]

teljesiil minden olyan k-ra, amelyre f'(z) € [p—e,p+¢] (I < k). Mivel A > 1, ezért
talalhatunk olyan k-t, amelyre |f*(x) — p| > ¢ teljesiilni fog, p repellor. ]

Hasonlo allitast ki lehet mondani m-periodikus p pontokra is, ha [(f™)'(x)| > 1 teljesiil.

1.2. abra. A 0 fixpont az f(z) = x + 2® leképezésre gyengén taszito; f(z) = x — z3-re

gyengén vonzo; f(x) = x + x*re jobbrol gyengén taszito, balrol gyengén vonzoé
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Ellendrzs kérdések:
e Mi a dinamikus rendszer definicioja?
e Mi egy periodikus pont stabil halmaza?

e Mikor hiperbolikus egy fixpont?

1.2. Magasabb rendii, linearis differenciaegyenletek
Ha k € N és aq,...ar € R, akkor az
Ty = 1 Tp 1 + Q2Tp o+ + QpTpp, (1.1)

egyenletet k-adrendd lineéris differenciaegyenletnek nevezziik. Keressiikk a megoldésat

x, = A", A € C alakban:
A= N ap\TT g AR
Rendezziik az egyenletet:

N — @ AN — g AR =0,
és szorozzuk N\ "-nel:

N\ gy =0 (1.2)

Az (1.2) egyenletet az (1.1) egyenlethez tartozd karakterisztikus egyenletnek, gyodkeit
karakterisztikus gyckoknek vagy sajatértékeknek nevezziik.

1.22. Tétel. Ha az (1.2) egyenlet kiilonbézd gydkei Ay, ... N € C, my,...m; € N multip-
licitasokkal, akkor az (1.1) egyenlet dltaldnos megolddsa

T = by oA 4+ by anA] 4o+ by ™ I, e b oA e by T

I my—1

=33 buntAL

u=1 v=0

ahol b,,,, € C.

Masodrendi egyenletre, azaz, ha k = 2, akkor két karakterisztikus gyok van, ezekre
hérom eset lehetséges:

a) két kiilonboz6 valos gyok,
b) két azonos valos gyok,
c) vagy egy komplex konjugalt gyokpar.

A kovetkezdkben ezekre néziink egy-egy példat.
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1.23. Példa (Fibonacci-sorozat). Tegyiik fel, hogy a nyulparok két hénapos koruktol
kezdve minden honapban egy tjabb nytlparnak adnak életet, és 6rokké élnek. Kezdetben
egy Ujszilott nyulparunk van. Adjuk meg zart képlettel, hogy hany nytlparunk lesz n
hénap milva.

Ha x,-nel jeloljik a nyulparok szamat, akkor xg = 1 és x; = 1. n > 2-re z, ugy
szamolhato, hogy a mar meglévs nyulak szamahoz, x,_;-hez hozzdadjuk a legalabb két
hénapos nyulak szaméat, x,,_o-t.

A probléma megoldéasa a Fibonacci-sorozat: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ..., ezt szeret-
nénk zart alakban felirni.

A kovetkezd masodrendd, linearis differenciaegyenletet kapjuk x,-re:

Ty = Tp—1 + Tp-2.

T, = A" helyettesitéssel a
)\n — )\nfl + )\7172

adodik. Rendezzik:
A\ — )\n—l _ )\n—Q — 07

és szorozzuk \2~"-nel, igy a
M-A—-1=0

karakterisztikus egyenletet kapjuk, melynek gyokei

A =

A differenciaegyenlet altaldnos megoldasa:

1+v5\ 1-v5)

A kezdeti értéket figyelembe véve a kovetkezs egyenletrendszert irhatjuk fel az a, b para-
méterekre:

n=20: .1'0:[?1—'—()2:1,
1 1—

Innen az egyiitthatok:
1+v5 1-+5
by = &s by = — ;
25 25

a kezdetiérték-probléma megoldasa:

1B (14v5) 1=V [1-5)
P 2 24/5 2

- 1 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
V5 2 B 2
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1.24. Példa.

Ty = _4In—1 - 4~Tn—2
To = 3
r = 5

x, = A" helyettesitéssel a kovetkezd karakterisztikus egyenlet adodik:
N AN +4=0,
ahonnan A\ = Ay = —2. Tehat most két azonos gyokiink van, az altalanos megoldés:
Ty = b1(=2)" + byn(—2)".
Tekintsiik a megadott kezdeti értékeket:

n=20: 130:b1:3

Innen az egyiitthatok:

11
b1 =3 ¢és bg = —?,
a kezdetiérték-probléma megoldasa:
11
Ty =3(=2)" — 771(—2)”.

Ha valos leképezést tekintiink, és valos kezdeti feltételbsl indulunk ki, akkor a megoldas
is valos lesz. A c) esetben a kovetkezd allitast alkalmazhatjuk.

1.25. Allitas. Tegyiik fel, hogy egy mdsodrendd, linedris differenciaegyenlet karakterisz-
tikus gyokei eqy komplex konjugdlt gyokpart alkotnak, X\ és A\, \ trigonometrikus alakja
A =re =r(cos¢+ising), és a kezdeti értékek is valdsak. Ekkor a megoldds

xn, = 1" (1 cos(ng) + cosin(ng))
alakban irhato, ahol c1,co € R.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a feltételek teljesiilnek. Az 1.22. Tétel szerint a megoldas
T = bIA" + b\

alaki. Mivel a kezdeti értékek valosak, és az (1.1) egyenlet is csak valos egyiitthatokat
tartalmaz, ezért a megoldas valos. A trigonometrikus alakot hasznélva

z, = Re (bﬁ"@iw + bgr"e’m‘ﬁ)
= r"Re ((Re by + ilm by )(cos(n¢) + isin(ne)) + (Re by + ilm by)(cos(ng) — isin(ng)))
= r"(Re by cos(ng) — Im by sin(ng) + Re by cos(neg) + Im by sin(ng)),

ahonnan ¢; = Reb; + Reby és co = —Im b; + Im by helyettesitéssel adodik az allitds. [
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1.26. Példa.
Ty = 2Lp—1 — 4Tp_o
To =38
T =2
rn = A" helyettesitéssel a
N =2\ +4=0

karakterisztikus egyenletet kapjuk, ahonnan A\, = 1 £ iv/3. Tehat most egy komplex
konjugalt gyokparunk van. Irjuk a4t a A = 1 + iv/3-at trigonometrikus alakra:

és
V3

1 .
cos ¢ = 3 sin ¢ = 5

melynek az egyetlen [0, 27| intervallumba esé megoldésa

o=

wl A

A fenti allitast hasznélva az altalanos megoldas:

z, = 2" <01 cos (n%) 4+ ¢o sin (n%)) )

A kezdeti feltételbsl kapjuk, hogy

n=20: To=c =8
1 3
n=1: $1:2<61§—|—02\/7_>:2 = 02:—2\/3,

Innen az egyiitthatok:
=8 és ¢y = —2\/5,

a kezdetiérték-probléma megoldasa:
T, = 2" <8 cos <ng> — 2v/3sin (ng)) )

Ellen6rzd kérdések:

e Hogyan irhato fel egy k-adrendd lineéris differenciaegyenlethez tartozo karakterisz-
tikus egyenlet?

e Milyen alakt egy masodrendi linearis differenciaegyenlethez altalanos megoldésa,
ha két azonos valos karakterisztikus gyoke van?

e Milyen alaku egy masodrendd lineéris differenciaegyenlethez altalanos megoldésa,
ha a karakterisztikus gyokei komplex konjugalt gyokpéart alkotnak?
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1.3. A diszkrét logisztikus egyenlet, Cantor-halmaz

1.27. Példa. Tekintsik az
f(2) = pe(1 - )

logisztikus leképezést, ahol p > 0 paraméter.

f(x) >0,ha0<x<1,és f(r) <0, hax<0vagy x > 1. A leképezés fixpontjai a
pr(l—x) ==z

egyenlet gyokei: 0 ésap=1— i < 1.

Ha pu < 1, akkor p < 0. z € (p,0) esetén x < f(x) < 0, f*(x) — 0, k — oo.
z € (0,1)re 0 < f(z) <m ff¥(x) = 0. Haz < p, akkor f(z) <z, f¥(x) — —oo. Tehét a
0 attraktor és p repellor.

y=0,75 2(1-x)

1.3. abra. A diszkrét logisztikus egyenlet pokhalodiagramja p = 0,75 < 1-re

p > 1 esetén, ha z < 0 vagy x > 1, akkor f¥(z) — —oo. Ha 1 < p < 3, akkor a 0
repellor, a p attraktor és x € (0,1) esetén f*(z) — p.

1 < p < 2 esetén az abrarol latszik, hogy x < 1/2, x # p esetén f¥(x) monoton és
korlatos, ezért konvergens, f*(z) — p. Ha x € (1/2,1), akkor f(x) < 1/2 és igy ismét
@) = p.

y=1,52(1-2)

1.4. abra. A diszkrét logisztikus egyenlet pokhalodiagramja p = 1,5 € (1, 2]-re

Ha 2 < p < 3, akkor p > 1/2. Legyen p € (0,1/2) olyan, hogy f(p) = p. Ha
r < p, akkor f(z) monoton novekedése és f(x) > z miatt, van olyan k, amelyre mar
75(z) € (B.9]. Ha z > p, akkor f(z) < p, & vegy f(z) € (B.p], vagy f(z) <P esetén au
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\

y=2,51(1-z)

1.5. dbra. A diszkrét logisztikus egyenlet pokhalodiagramja p = 2,5 € (2, 3)-ra

el6z6ek szerint el6bb-utobb ebben az esetben is eljutunk a (p, p| intervallumba. Most mar
csak az (P, p-bdl indul6 megoldasokat kell vizsgélni.
A 2-periodikus pontok még kiszamolhatoak, ehhez keressiik az

F2(2) = plpr(1 — @) (1 — (1 — ),

leképezés 0-t61 és p-t6l kiillonbozs fixpontjait. Az

z = p(pr(l —2))(1 - pz(l —x))
egyenlet x-szel egyszertsitve

1=p*(1—2)(1 - pa(l - x))

adodik. Ennek az egyenletnek p =1 — % gyoke, osszunk a gyoktényezdvel (pontosabban
a gyoktényezs p-szorosével, mert akkor nem kell tortekkel szamolni), és kapjuk, hogy

pra® = (i + e+ (p+1) = 0.

Ebbdl

A gyokok akkor lesznek valosak, ha p? — 2u — 3 = (u + 1)(g — 3) > 0, amibésl p > 3
(a u < —1 esetet nem vizsgaljuk). Tehat lesz két 2-periodikus pont, logikusan ez a két
pont alkot egy palyat. pu = 3 esetén xy = x5 = p.

Belatjuk, hogy f2 a [p, p| intervallumot az [1/2,p] intervallumra képezi. Valoban, az
f? fliggvény monoton nové az [1/2, p| intervallumon, f?(p) = p és

IR [
2
-r(5)=5(0-%)
o =1 (3) =5 (-4
Ennek, mint p fliggvényének a (2, 3) intervallumba esé minimalis értéke kiszamolhato:
2

2 Y\ n B 3u*
HE RIS
(4 4 2 1) 7167 16 2

ap =0 ¢é apu = 8/3 pontokban lesz 0, ott lehet szélsGértékhelye g(p)-nek. A 8/3-
ban lokalis maximum van, tehat a g = 2-nél vagy a pu = 3-nél lehet lokalis minimum
a [2, 3] intervallumon. Behelyettesitve ezeket ¢(2) = 1/2, g(3) = 9/16, tehat g(u) > 1/2
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z, Z,

0,5 P

y=3.2(1-2)

1.6. abra. A diszkrét logisztikus egyenlet pokhélodiagramja p = 3,1 > 3-ra

a (2, 3) intervallumon. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az f? a [p, p] intervallumot az [1/2, p]
intervallumra képezi.

Ezek szerint minden megoldés elsbb-utobb bekeriil az [1/2, p] intervallumba. Az f? ezt
az intervallumot (mint a [p, p] intervallum részét) is az [1/2, p] intervallumba képezi, ott
monoton novekvd, és feliilrsl korlatos, tehat konvergens. Ahova konvergél, az f? fixpontja,
f 2-periodikus pontja. De ilyen p < 3-ra nincs, illetve csak a p fixpont felel meg ennek,
tehat attol fliggden, hogy egy kezdsértékre mikor jutunk el elszor a [p, p| intervallumba
vagy f2(z) vagy f*1(x) konvergél p-hez. De f folytonossaga és f(p) = p miatt mindkét
esetben igaz lesz, hogy f*(x) — p.

A 3-periodikus péalyak mar nem szamolhatoak: nyolcadfoki egyenletet kapunk. A két
fixpont ismeretében a fokszamot kettével csokkenthetjiik, igy hatodfoki egyenletet kellene
megoldani.

Mi torténik p > 4 esetén? lIlyenkor az f fliggvény maximuma nagyobb, mint 1, igy
vannak olyan z pontok, amelyekre f(x) > 1, tehat f2(z) < 0 és f*(z) — —oo. Legyen

Ao = w e 0,1]] fla) > 1)
Ez egy nyitott intervallum, szimmetrikus 1/2-re. Ha
Ay ={z €0,1]| f(z) € Ao},

akkor minden z € A;-re f2(x) > 1, f3(x) < 0 és f¥(z) — —oo. Folytatva ezt az eljarast,
definidlva az
Ajr ={z €0,1] | f(z) € A;}

halmazt belathatjuk, hogy minden x € A;ra f*(xr) - —oco. A ,maradék pontok” a
A=0,1\J4
=0

halmazba esnek, és az ezekbdl induld palyak sorsarol nem tudunk semmit egyelére. Mi
ez a halmaz egyaltalan? A [0,1] \ Ay két részintervallumbol all els: Iy = [0,a] és I} =
[1 —a,1]. Az Iy-n f szigortian monoton nd, I1-en szigortan monoton csokken, és f(Iy) =
f(I;) = [0,1]. Vagyis Ip-ban és I;-ben is van egy-egy részintervallum, amelyet f Ag-ba
képez. Ennek a két részintervallumnak az uni6ja az A;. Most tekintsiik a [0, 1] \ (Ao U A;)
halmazt, ami az eddigiek szerint négy zéart részintervallumbol all, amelyeket f monoton
modon raképez (tehat a leképezés sziirjektiv) vagy Io-ra vagy Ii-re. Igy f2 mind a négy
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zéart részintervallumot [0, 1]-re képezi. Tehat mindegyikben van egy olyan részintervallum,
amelynek képe f? mellett Ay, és ezen részintervallumok uniéja az As. Vegyiik észre, hogy
a részintervallumokon az f? valtakozva né illetve csdkken, vagyis az f2-nek két lokalis
maximuma van a [0, 1] intervallumban, amelynek értéke 1-nél nagyobb, illetve (a 0 és 1
végpontokat nem szamitva) egy lokalis minimuma, amelynek értéke negativ. Ezt folytatva
azt kapjuk, hogy A, 2% db diszjunkt nyilt intervallum uniéjaként all el6, igy a

k

0,1\ [J 4

§=0
halmaz 2¥*! zart részintervallumbol tevédik 6ssze, mivel azokat
142427+ 42V =211

nyilt intervallum vélasztja el egymastol. Ezen zart részintervallumokon f*+! szigori-
an monoton, felvaltva névekvs és csokkend, tehat pontosan 2* lokalis maximuma van,
amelyeknek értéke 1-nél nagyobb, illetve 2% — 1 lokalis minimuma van, amelyeknek értéke
negativ. Igy az f*1(x) = 2 egyenletnek pontosan 2¥*! megoldasa kell legyen, vagyis az
f-nek 281 db (k+1)-periodikus palyaja van (persze k+1 nem feltétleniil az alap-periodusa
ezeknek a pélydknak).

A A halmaz nagyon hasonlit a Cantor-halmaz konstrukci6jéahoz.

1.28. Példa (,A” Cantor-halmaz). A [0,1] intervallumbol vegyiik ki a kézépsé harma-
dat, az (%, %) nyitott intervallumot. A fennmaradé zéart részintervallumokbodl is vegyiik
ki a kozéps6 harmadukat és igy tovabb. A Cantor-halmaz Jordan mértéke 0: az n-edik
lépés utan maradoé intervallumok 6sszhossza (%)n Ez egy fraktal: egy halmaz, amelynek
egy része hasonlo az eredetihez. Példaul, a Cantor halmaz |0, %] intervallumba es6 része
az f(xr) = 3z linearis transzformacioval atviheté a Cantor halmazba, de ezt akarmilyen
mélységben keletkezd zart részintervallummal meg lehet csinalni. A Cantor-halmaz a [0, 1]
intervallum azon pontjait tartalmazza, amelyek harmas szamrendszerben felirhatoak a 0
és 2 szamjegyekkel triadikus tért alakban. Eppen ezért a Cantor-halmaz szamossaga kon-
tinuum, mert ha a 2-est kicseréljiik 1-re és a szdmot kettes szamrendszerbelinek tekintjiik,

akkor megkapjuk az Gsszes [0, 1] intervallumba es6 szamot.

1.29. Definici6. Egy halmaz teljesen nemdsszefiiggd, ha nem tartalmaz egyetlen részin-
tervallumot sem.

1.30. Definici6. Egy halmaz tokéletes, ha minden pontja torlodési pont.

1.31. Definici6é. Egy Cantor-halmaz egy teljesen nemosszefiiggs, tokéletes, kompakt
(korlatos és zart) halmaz.

1.32. Tétel. ,A” Cantor-halmaz eqy Cantor-halmaz.

Bizonyitds. A Cantor-halmaz zartsaga ugyanigy bizonyithato, mint a fenti allitasban.
Ugyancsak konnyti belatni, hogy a Cantor halmaz nem tartalmaz egyetlen intervallu-
mot sem: az k. lépés utan a halmazban szerepls Osszes zart intervallum hossza 3%, elég
nagy k-ra ez révidebb barmilyen intervallumnal, amit a Cantor-halmaz tartalmazhatna.
A Cantor-halmaz konstrukciojabol kovetkezik, hogy az pontosan azokat a 3-as szamrend-
szerbeli (triadikus) torteket tartalmazza, amelyekben nincs 1-es szamjegy (0,023 = 0, 13).
Az ilyen alaki ¢ tortekhez konnyen konstrualunk Cantor-halmazbeli konvergens sorozatot:
q £ 2 - 37% megfelels lesz, ahol + van, ha az k. triadikus jegy 0 és —, ha az 2. [
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A Cantor-halmaz megkonstrualhaté ugy is, hogy egy olyan f fiiggvényt vesziink, ami a

—00, 1] intervallumon linedrisan ng, az [3,00) intervallumon linearisan csékken, f(0) =

F)=0,f(3)=r(3) =1 (f(z) =2(1— |22 — 1), f sator-leképezés, sator-fiiggvény).
Alkalmazzuk ugyanazt az eljarast, mint a logisztikus rendszernél ezzel az f-fel, a Cantor-
halmazt kapjuk, és a kovetkezs allitas bizonyitasédval belathatd, hogy az egy Cantor-
halmaz.

1.33. Tétel. Ha p > 2+ /5, akkor A egy Cantor-halmaz.

Bizonyitds. Mivel az Aj halmazok nyitottak, és
A =101\ Ax
k=0

ezért A egy zart halmaz és egy nyitott halmaz kiilonbsége, tehat zart. Az f(z) = px(1—=x)
fiiggvény lefelé allo parabola, konkav, és mivel p > 4, maximum értéke nagyobb, mint 1.
Szamoljuk ki hol veszi fel az 1 értéket. A

pr(l—x) =1,
azaz

prt —pr+1=0
egyenletbdl kapjuk, hogy

_ pEN A
24 '
Szamoljuk ki ezekben a pontokban az f’ értékét:
fllag) = p(l = 2212) = p— pF Vp? —Ap = F/p* — 4p

Sziikségiink lesz arra, hogy | f'(z)| > 1 legyen az I és I; intervallumokban (/y-ban nyilvan
1-nél nagyobb, I1-ben —1-nél kisebb). Ehhez a konkavsag miatt elegendd, ha | f'(z12)] > 1,
amihez az kell, hogy p? — 4p > 1 legyen,

A+/16 14
%:21\/5,

Z1,2

Hi2 =

és mivel 1 > 0-t tekintiink csak, ez pontosan p > 2 + /5 esetén teljesiil. Ekkor |f'(z)| >
|f'(x12)] = A > 1. Az Osszetett fiiggvény derivaldsi szabélya szerint |(f*)'(z)] > A
teljesiilni fog minden = € A esetén.

ElGszor is belatjuk, hogy A nem tartalmaz egyetlen intervallumot sem. Tegyiik fel
indirekt, hogy mégis: [z,y] C A. Vegyiik k-t elegendSen nagyra ahhoz, hogy \¥(y—z) > 1
legyen. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint

) = @] =) @ =) 2 Xy —2) > 1,

vagyis f*(y) és f*(z) valamelyike nem lehet benne a [0, 1] intervallumban, tehat x és y
valamelyike nincs benne A-ban, ellentmondas. Ezek szerint A teljesen nemosszefiiggs.

A tokéletesség bizonyitasdhoz elGszor is vegyiik észre, hogy A, végpontjai benne
vannak A-ban: valoban, ezeket a pontokat f**! a 0 fixpontba képezi, és igy minden
k-ra f*(x) benne marad a [0, 1] intervallumban. Ha egy p € A izolélt pont lenne, akkor a
p egy kis kornyezetében levé pontok mindegyike f iteralasa soran elébb-utobb el kellene
hogy hagyja a [0, 1] intervallumot, tehat valamelyik Ag-ba kell essen. Két esetre bontjuk
a problémat.
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. Ha ezen Ay-k végpontjainak van olyan sorozata, amelyik p-hez konvergal, akkor ellent-
mondasra jutunk azzal, hogy p izolalt.

. Ha ez nem teljesiil, akkor Ay indexe korlatos kell, hogy maradjon egy elegendGen
kicsi kornyezetben (mondjuk < k), akkor f¥(x) negativ lenne minden kérnyezetbeli
pontra, kivéve persze magéit a p-t, amelyre akkor f*(p)-nek 0O-nak kell lennie. Igy
fF-nak lokalis maximuma van p-ben: (f*)'(p) = 0. Ez az Osszetett fiiggvény derivélasi
szabélya szerint csak ugy lehet, ha f'(fi(p)) = 0 teljesiil valamilyen i < k esetén,
tehat fi(p) = L, fi*(p) > 1 és fl(p) - —oo (I — o0), ami ellentmond annak, hogy

=0

Ezzel belattuk, hogy A tokéletes, és igy egy Cantor-halmaz is. Az allitas igaz u > 4-re is,
de a bizonyitas nehezebb. O]

Ellen6rzd kérdések:

e Hogyan hatarozhato meg egy differenciaegyenlet 2-periodikus palyaja?
e Mikor neveziink egy halmazt teljesen nem-osszefiiggének?

e Hogyan kaphatjuk meg ,,A” Cantor-halmazt?

1.4. Topologikus ekvivalencia, bifurkaciék

Gyakran elgfordul, hogy két leképezésnek kiilonbo6z6 a képlete, mégis hasonléan visel-
kednek. Ezt a jelenséget vizsgaljuk ebben az alfejezetben.

1.34. Definicié. f,g: R — R leképezések CC-tavolsiga:

do(f,9) = sup(|f(x) = g(x)]).

zeR

dy egy metrika a fiiggvények terén.

1.35. Definici6. f,g: R — R r-szer differencialhaté leképezések C"-tavolsaga:

d;(f,9) = sup (max {|f(z) — g(2)],|f'(x) = ¢'(@)],.... [fO(z) = g7 (2)[}) -

z€eR

1.36. Definici6. Egy fi: Dy — D; ésegy fo: Dy — Dy dinamikus rendszer topologikusan
ekvivalens, ha van olyan homeomorfizmus h: Dy — Ds, hogy h(fi(m)) = fa(h(m)) teljestil
minden m € D;-re.

i

1.7. abra. Kommutativ diagram: mindegy, hogy el6bb fi-et, aztan h-t, vagy el6bb h-t,
aztan fo-t alkalmazzuk m € D;-re
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Topologikusan ekvivalens dinamikus rendszerek teljesen hasonlé6 médon viselkednek: h
egy olyan Osszefiiggést ad a két tér kozott, ami fixpontokat fixpontba, periodikus pontokat
ugyanolyan periodusu periodikus pontba visz, h(W?*(m)) = W#*(h(m)), stb.

1.37. Definici6. Egy f dinamikus rendszer C"-strukturdlisan stabil, ha van olyan ¢ > 0,
hogy minden g dinamikus rendszer, amelyre d,.(f, g) < €, g topologikusan ekvivalens f-fel.

Ha nem mondjuk ki, akkor a strukturédlisan stabilitas alatt C''-strukturalis stabilitast
értiink.
1.38. Példa. L(z) = ta C'-strukturélisan stabil R-en. Legyen ¢ < 1, ekkor di (L, g) < e-
bol kovetkezik, hogy ¢'(z) € (% — €, % + &?) C (0,1), tehat szigortan monoton névekvd,
igy invertalhatd. S6t, mivel g szigoru kontrakcié, g-nek létezik pontosan egy fixpontja, és
ahhoz tart az Osszes iteracio. Nyilvan ezeknek teljesiilnie kell, hiszen L is ilyen.

1.39. Definicié. Az alaptartomdny egy olyan részhalmaza R-nek, hogy minden trajek-
toria pontosan egyszer lép be ebbe a halmazba.

Mivel most L és g is invertalhato, az L=F és a g~* iteraciokat is tekintjiik. L alaptar-
toméanyanak barmilyen A, = [-2a, —a) U {0} U (a, 2a] alaka halmaz megfelel a > 0-ra. g
alaptartomanya lehet példaul a A, = [-2a, g(—2a)) U {p} U (¢9(2a), 2a] halmaz, ahol p a
g fixpontja, és a (—2a, 2a) intervallumba esik. Az alapdtlet, hogyha az alaptartoményok
kozott meg tudjuk valdsitani a topologikus ekvivalenciat, akkor az Osszes tobbi pontra
az kiterjeszthets az iteracio segitségével. Mésrészt az alaptartoményok kozott barmilyen
szigorian novekvd folytonos leképezés megteszi, hiszen nem juthatunk ellentmondasra:
minden trajektoria csak egyszer jar ezekben. Legyen tehat h olyan szigorian monoton
novekvg linearis leképezés, ami (a, 2al-t (g(2a),2al-ba viszi, illetve monoton névekvd li-
nearis a [—2a, —a) intervallumon, ami azt a [—2a, g(—2a))-ba viszi, vagyis h(2a) = 2a és
h(—2a) = —2a, és nyilvan h(0) = p. h-t kiterjesztjiik az egész szamegyenesre a kovetkezs
moédon: ha z # 0, akkor pontosan egy k € Z-re fog teljesiilni, hogy L*(z) € Ar, és legyen
h(z) = g% o h o L¥(x), aminek igy van mar értelme. Ezzel h-t az egész szamegyenesen
definidltuk. h-nek az alaptartoményon vald folytonossagabol és monoton névekedésébsl
kovetkezik, hogy h(a) = g(2a), tehat a kiterjesztett h folytonos lesz minden ,toréspont-
ban”. A 0-ban pedig a fixpontok stabilitasabol kivetkezik a folytonossag: ha z =~ 0, akkor
ho L¥(x) € A, és g fixpontjanak attraktivitasa miatt g% o h o L*(x) mar kozel lesz g
fixpontjahoz. Vilagos, hogy ha x helyett L(x)-re alkalmazzuk a fenti definiciot, akkor

hoL(x) = h(L(x) = g * ™V oho ¥ '(L(z)) = gog * o ho *(z) = g o h(z)

teljestil minden = # O-ra (x = O-ra ugyanez trivialis), tehéat a kiterjesztett h valoban egy
topologikus ekvivalenciat ad az L és g kozott.

s stz

diffeomorfizmust. Ha h diffeomorfizmus lenne, akkor a g = ho f o h™! dsszefiiggés szerint,
ha p fixpontja f-nek, akkor h(p) fixpontja lesz g-nek, igy

1
' (p)

lenne, mérpedig a fenti példaban sem teljesiil, hogy L és g derivaltjai a megfelels fixpon-
tokban ugyanazok lennének.

g (h(p)) = M (f (R (h(p)))) - f'(B"(h(p))) - (A1) (h(p)) = h'(p) - '(p) = ['(p)



21 1. DISZKRET DINAMIKUS RENDSZEREK

Konkrét esetben szamoljunk ki egy ilyen h-t. Legyen g(z) = i

amelyik topologikus ekvivalenciat ad L és g kozott? Teljesiilnie kell a

x. Melyik az a h,
ho L(x) = goh(x)

() - o

Kis kisérletezés utan rajohetiink, hogy a h(z) = x? megfelels lesz:

1\? 1
(37) =3

De mégsem jo, mert nem invertalhato, ugyhogy ehelyett vegyiik a

egyenlGségnek, azaz

22, hax >0,
—22 haz<0

fiiggvényt, amely mar valoban megfelels lesz. Latszik, hogy az egyiitthatotol fiigg a h-ban
r hatvanya: g(z) = Az (A € (0,1)) esetén h(z) = |2[°82*sgnx lesz j6. Nem egyszerti
fliggvény, altalaban nem egyszert megfelel§ h-t talalni.

1.40. Definicié. Egy p fixpontja f-nek lokdlisan C"-strukturdlisan stabil, ha van olyan
U kornyezete p-nek és € > 0, hogy minden g dinamikus rendszerre, amelyre d,.(f,g) < €,
teljesiil, hogy ¢ lokélisan topologikusan ekvivalens f-fel U-n, tehat 1étezik egy U-n értel-
mezett h homeomorfizmus, amelyre g o h(x) = ho f(z) minden x € U esetén, ahol annak
van értelme.

1.41. Tétel. Legyen p hiperbolikus fizpontja f-nek, f'(p) = A # 0. Ekkor van olyan U
kérnyezete p-nek, hogy f lokdlisan topologikusan ekvivalens L(x) = Ax-szel U-n.

Bizonyitds. A X\ = 0 esetet ki kell zarnunk:
1. ha f(z) =0, akkor f'(x) = 0 minden z-re;

2. ha f(x) = 23, akkor f*(z) — 0 az z € (—1,1) intervallumban, |z| > 1 esetén pedig x
elgjelétdl fiiggGen divergél a +oo-be vagy a —oo-be.

Mindkét esetben f/(0) = 0, és ezek a leképezések megfelelen kis U kornyezetben C'-
kozel vannak egymashoz, de nyilvan nem topologikusan ekvivalensek, hiszen teljesen mas
a dinamikajuk.

Kiilonben a bizonyitas ugyantgy megy, mint az L(x) = %$ esetén: € > 0 legyen kisebb,
mint min{|A[, |1 — A|, |1 + A|}, p-nek vegyiik azt a kérnyezetét, amelyben |f'(x) — A| < e,
alaptartoméanyt definidlunk, és definidljuk a topologikus ekvivalenciat biztosité h-t. [

A strukturalisan stabil rendszerek a ,,jok”: a modellezésnél elhanyagolt elegendGen
kicsi behatésok nem befolyéasoljak a végeredményt.

1.42. Definici6. Ha egy dinamikus rendszer egy paramétertdl fiigg, és a paraméter egy
adott értékénél a paraméter valtoztatdsaval a rendszer trajektoriai lényegesen megvaltoz-
nak (nem C'-strukturalisan stabil), akkor bifurkdcid torténik.
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A bifurkacioknak sok tipusa van, a kovetkezs példdkban ezek koziil latunk néhanyat.

1.43. Példa. Vizsgaljuk az
F(z) =2z — 2?

leképezést. Az

Z’—IQZI

egyenlgség megoldasaval megkapjuk az egyetlen fixpontot, z = 0-t. Mivel F'(z) = 1 — 2z,
amely a 0-ban az F'(0) = 1 értéket veszi fel, adodik, hogy a 0 az egyetlen fixpont és az
nem hiperbolikus. Legyen F.(r) = x — 2?2 + ¢, ez C"-kozel van F-hez barmilyen r-re.
Nyilvan, ha € > 0, akkor F.-nak két fixpontja van, hiszen az

x—x2+€:x

egyenlet két megoldasa
T12 = :l:\/g

Ha viszont € < 0, akkor F.-nak nincs fixpontja. F' igy nyilvan nem lehet strukturalisan
stabil, hiszen nem ugyanaz a dinamikaja, mint barmelyik fentinek.

Y . Y Y

1.8. dbra. Pokhalodiagram € < 0, e =0, ¢ > O-ra

Vizsgaljuk most az F! fixpontjainak stabilitasat:

Fl(x) =1- 2z,
alapjan

F(VE) = 1- 27,
ami akkor és csak akkor esik a (—1,1) intervallumba, ha € € (0, 1), illetve
F(=Ve) =1+2vF,
ami nem (—1,1)-beli, ha ¢ > 0.

Tehat az € paraméter novelésével, a 0 kritikus értéknél egy aszimptotikusan stabil és
egy instabil fixpont keletkezik. Ezt nyereg—csomoé bifurkicionak nevezik.
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1.9. abra. Fixpontok —1 < e < 1-re

1.44. Példa. Tekintsiik a

T.(z) = 2* — px

leképezést.

A T, leképezés fixpontjait az

2 —pr =1

egyenlet megoldésaval kaphatjuk. Az egyenletet atalakitva
z(z® — (u+1)) =0
adodik. Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0, tehat

z=0

vagy
x2:u+1,

r==x+/pu+1, hapu>-—1.

Hatarozzuk meg a fixpontok stabilitasi tulajdonsagait:

ahonnan

2
T,(x) = 32" — p
alapjan
!
Tu(o) = —H
ami akkor és csak akkor esik a (—1,1) intervallumba, ha p € (—1,1), illetve

T (EVp+1)=3(u+1) —p=2u+3,

amely nem a (—1, 1) intervallumba esik, ha p > —1.

A p paraméter novelésével, a —1 kritikus értéknél a 0 fixpont aszimptotikusan stabilla
valik és megjelenik koriilotte két instabil fixpont. Ezt vasvilla-bifurkacionak nevezik.
ft > 1-re viszont van olyan x; € [0,/ + 1], amelyre T),(z1) = —x; és mivel T, paratlan
fuggvény, ezért T),(—x1) = x1. Vagyis x1 és xy = —x1 egy 2-periodikus pélya, ami nem
volt pu < 1-re. Tehat T} is Cl-strukturalisan instabil.
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Y=z

y=-z

=13 =13
y=x3+1,12 Y=z y=ai-1,50

1.10. abra. Pokhalodiagram p < —1, p =0, p > 1-re

Hatéarozzuk meg ezt a 2-periodikus pélyat, oldjuk meg az
23— pr = —x

egyenletet. Rendezéssel és kiemeléssel kapjuk, hogy

2> — (p— 1)z =0,
(2 — (u—1))=0.

x # 0, ezért csak a mésodik tényezd lehet 0:
2 = w—1,
ahonnan
Ti2 = j:\/m .
Vizsgaljuk ennek a stabilitasat, derivaljuk a leképezés mésodik iteraltjat:
(T7) (w12) = T, (Tyu(1,2)) T} (212) = Ty (1) T (22) = B — 1) — ).
A 2-periodikus palya aszimptotikusan stabil, ha
(B(u—1) —p)* € (-1,1.)
Oldjuk meg a tartalmazast, vonjunk gyokot:
3(p—1)—p=2p-3€(-11),
fejezziik ki p-t:

21 € (2,4),
aAZaZ
pe (1,2).
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S S S S EE R S S |
-2 -1 0 1 2 3

1.11. abra. Fixpontok és 2-periodikus pontok —2 < p < 3-ra

A p paraméter novelésével, az 1 kritikus értéknél a 0 fixpont tjra instabilla valik és megje-
lenik koriilotte egy aszimptotikusan stabil 2-periodikus palya. Ezt periodusduplikidcionak
nevezik.

Probléma: a p valtoztatdsaval a T,-k az egész szamegyenesen nincsenek C'-kozel
egymashoz: tetszéleges pu, po-re asup,eg (|7, (x) — Ty (x)]) = 00, de véges intervallumon
ez a szuprémum is véges (s6t, ,kicsi”). Ezért itt csak lokalis topologikus ekvivalenciarol

lehet beszélni.

1.45. Példa. A logisztikus leképezés a p = 3 értéknél bifurkalodik. Ugyanis, ha u €
(1,3), akkor a (0, 1) intervallumbol indul6 trajektoriak 1 — ﬁ—h(’jz, a (—00,0) ¢és az (1,00)
intervallumbol indulok —oo-be tartanak. p = 3-nal periddusduplikicié torténik: egy
stabil fixpont instabilla valik, és megjelenik egy 2-periodikus palya. Valoban:

1 1
f'(P)Zf’(l——> =,u—2u(1——) =2—p<—1, hapu>3,
1 I
tehat p instabil. Korabban kiszdmoltuk, hogy a 2-periodikus pontok a kévetkezGek:

w1t/ pu?>—2pu—3
24 '

T2 =
Ebben az esetben
(fz)/(ﬂfl,z) = f'(f(z12)) - fl(z12) = f'(21) - f'(22)
- (u— (u+1+x/u2—2u—3>) : (u— (u+1— x/u2—2u—3))
- (—1— \/,ﬂ—m—s) : (—1+\/u2—2ﬂ—3>
=1—p?+2u+3=5—(u—1)°
A 2-periodikus palya aszimptotikusan stabil, ha

5—(u—1)2¢€(-1,1).
Vonjunk ki 5-6t és szorozzunk —1-gyel:
—(u—1)* € (=6, —-4),
vagyis

(1 —1)* € (4,6),
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ahonnan gyokvonassal
= le (_\/67 _2) U (27 \/6)7
azaz

pe(1=v6,—-1)U(3,1+6)

adodik. p > 0, tehat p € (3,1+ \/6) esetben aszimptotikusan stabil a 2-periodikus palya,
pw>14 V6 esetén instabil.

Numerikus szamolassal kiderithets, hogy f2-nek (1 + 1/6)-nal szintén duplikalodik a
periédusa, ott az eredeti f-nek 4-periodikus megoldasai keletkeznek, és ez folytatodik
tovabb is.

Mikor torténhet egyaltalan periddusduplikacio? Tegyiik fel, hogy egy F: I — I le-
képezés a p paramétertsl agy fligg, hogy a o értéknél perivdusduplikacio 1ép fel, vagyis
F(p) = p a u = po értéknél, és két 2-periodikus pont keletkezik po-néal: pi(po) = p,
p> po esetén p_(u) < py(p), és F(px(p)) = pL(p). A folytonossaghol kovetkezik, hogy
[p— (1), p+ ()] € F([p- (1), p+(n)]). Felhasznalva, hogy F(p+(u)) = p+(u) kapjuk, hogy
van egy p(p) fixpont p > g esetén is, illetve a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint van
olyan pont a (p_(u),ps(n)) intervallumban, ahol F/ = —1. A C'-kozeliség miatt, ha
p— po, akkor F'(p) = —1.

2.6 2.8 3.0

3.6

>4

1.12. adbra. A diszkrét logisztikus egyenlet stabil periodikus pontjai 2,5 < p < 4 esetén.
Ezt az abrat Feigenbaum-diagramnak nevezik

Ellenérzs kérdések:
e Mi a C"-tavolsag definicidja?
e Mikor mondjuk, hogy két dinamikus rendszer topologikusan ekvivalens?

e Mi a strukturalis stabilitas definicidja?
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1.5. Kaosz

Edward Lorenz amerikai matematikus és meteorologus 1960-ban szamitogépes idGjaras-
modelljét vizsgalva azt figyelte meg, hogy a kezdeti feltételek kis megvaltoztatasa a
kés6bbiekben hatalmas véltozasokat eredményezhet az idGjardasban. Téle ered a kiosz
egyik kozismert megfogalmazasa, mely szerint egy pillang6 egyetlen szarnycsapéasa a Fold
egyik oldalan tornadot idézhet el a mésikon.

A kéoszt matematikai precizitéssal definialni nem egyszert, tobb megkdzelités lehet-
séges. Ebben az alfejezetben ezek koziil mutatunk egyet.

Innentdl legyen tjra n > 1 tetszdleges.

1.46. Definicié. Egy f: D — D dinamikus rendszer érzékenyen fiigg a kezdeti feltételek-
tdl, ha van olyan 0 > 0 ugy, hogy minden z € D-re és ¢ > O-ra van olyan y € D és k € N,

hogy d(z,y) < e és d(f*(x), f*(y)) > 9.

1.47. Példa. f: (0,00) — (0,00), f(z) = px (pu > 1) érzékenyen fiigg a kezdeti feltéte-
lekt6] (nyilvan f*(x) = pz, |f*(x) — f*(y)| = p*|z — y| — o). De nem kaotikus, mert
minden palya egyszertien divergal oo-be.

1.48. Definicié. Egy f: D — D dinamikus rendszer topologikusan tranzitiv, ha minden
U,V C D nyilt halmazra van olyan k € N, amelyre f5(U) NV # 0.

1.49. Tétel. Ha eqy dinamikus rendszernek wvan siurd pdlydja, akkor topologikusan
tranzitiv.

Bizonyitds. Legyen f*(x) egy stirti palya D-ben, és legyenek adva U,V C D nyilt halma-
zok. Mivel a palya stirti D-ben, létezik egy olyan k € N, hogy f*(x) € U és egy olyan
[ > k, amelyre pedig f!(r) € V. Ekkor az y = f¥(x) € U pontra

7 ) =175 @) = fl@) eV
és fR(y) € fIRU), tehat fRU)YNV £ 0. O

1.50. Tétel. Ha D véges és [ topologikusan tranzitiv, akkor D-ben egyetlen periodikus
palya van.

Bizonyitds. Legyen x € D. Mivel D véges, ezért a palya el6bb-utobb periodikussa kell
valjon; az altalanossag megszoritédsa nélkiil feltehetjiik, hogy z-et méar eleve tgy valasz-
tottuk, hogy a palyaja periodikus. Ha nem igaz az &llitas, akkor van olyan y € D, ami
nincs rajta x palyajan. y és x palyajanak tavolsaga pozitiv, hiszen a pélya csak véges sok
pontot tartalmaz és y nincs rajta a palyan. Igy talalhato z palyajanak és y-nak olyan
U és V kornyezete, amelyik nem metszi egymast és U-ban x palyajan kiviil nincs mas
pont. Ez viszont azt jelenti, hogy mivel f(U) C U, f*(U) C U sem metszi soha V-t, ami
ellentmond annak, hogy f topologikusan tranzitiv lenne. O

A kdosz definici6janak olyannak kell lennie, amelyet a topologikus ekvivalencia is
LAtvisz” a masik rendszerre, tehat egy kaotikus rendszerrel topologikusan ekvivalens mésik
rendszer is kaotikus kell legyen.

A kezdeti feltételektdl valo érzékeny fiiggéssel baj van, mert azt nem &rzi meg a topolo-
gikus ekvivalencia. Valoban a fenti példaban legyen h(x) = % Ekkor f5: (0,00) — (0, 00),
folz) = ix ezzel a h-vel topologikusan ekvivalens lesz az f(x) = px dinamikus rendszer-
rel. De mig f érzékenyen fiigg a kezdeti feltételektdl, addig fo nyilvan nem: f5(z) — 0
minden z-re. Ezért a kdoszra egy masik definiciét hasznalunk.
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1.51. Definicié. Egy f: D — D dinamikus rendszer kaotikusan viselkedik, ha f folyto-
nos, D végtelen halmaz, f topologikusan tranzitiv és f periodikus pélyai stirtin vannak
D-ben.

Ez a definicidja a kaotikus viselkedésnek, azon kiviil, hogy a topologikus ekvivalencia
mellett is megmarad, tovabbra is teljesiti a kaotikussig fenti intuitiv moédon természetes
tulajdonsagat, ugyanis beldthato a kovetkezs eredmény.

1.52. Tétel. Ha f kaotikus, akkor érzékenyen fiigg a kezdeti feltételektol.

Bizonyitds. ElGszor is vegyiik észre, hogy van olyan 6 > 0, hogy minden x € D-hez van
olyan periodikus pont, amelynek pélyaja legalabb 44 tavolsagra van x-t6l. Valoban, legyen
¢1 és q2 két kiillonbozs palyaval rendelkezd periodikus pont (ilyen van, mert D végtelen,
és a periodikus palyak strtin vannak D-ben). Ezek tavolsaga legyen nagyobb, mint 89
(valasszuk igy a 6-t). A haromszog-egyenl6tlenség szerint barmilyen z-re x tavolsaga
legalabb az egyik palyatol nagyobb lesz, mint 49.

Legyen = € D, g egy periodikus pont, amelynek pélyaja tobb, mint 46 tavolsidgra van
z-t8l, és € € (0,0) tetszGleges. Mivel a periodikus palyak strtin vannak D-ben, ezért
talalhato egy m-periodikus p pont az x £ sugart kornyezetében: p € B.(z).

Az f folytonos, ezért van olyan v > 0, hogy a ¢ pont v sugari kornyezetébdl indulo
palyék g palyajanak ¢ sugaru kornyezetében maradnak m — 1 iteracion keresztiil. A topo-
logikus tranzitivitas miatt van olyan y € B.(x) pont, amelyre f*(y) € B,(q) valamilyen
k-ra, és igy f*(y) € Bs(fi(q)) (j = 0,1,...,m — 1). Vegyiik azt a j-t, amelyre k + j
oszthat6 m-el. Ekkor felhasznalva a haromszog-egyenlStlenséget és azt, hogy f5(p) = p,
kapjuk, hogy

40 < d(, f(q)) < d(x,p) +d(f*(p), fF(y)) + d(f* (y), F(q))
<e+d(f*(p), [ (y) +6 <26 +d(f(p), £ (),

amibdl
20 < d(f*(p), fF(y)) < d(f*(p), f7 () + d( 5 (), ().

Tehat vagy d(f**/(p), f*7(x)) > 0 vagy d(f**/(z), f**/(y)) > 6. Mivel y € B.(x) és
p € B.(x) és € tetszbleges volt, ezért ez pontosan a kezdeti feltételektsl valo érzékenyen
fiiggeést jelenti. m

1.53. Példa. Tekintsiik a T'(x) = 1 — |2z — 1| sator-leképezést. Az ez altal generalt
diszkrét dinamikai rendszer kaotikusan viselkedik. Val6ban:

{23;, ha0 <z <1

T(x) =
(z) 2 — 2z, haégxgl.

Teljes indukciéval belathato, hogy k> 1, j € {0,...,2"1 — 1}-re

T(z) = 2k — 24, ha 5 <z < 3

2(5 + 1) — 2kx, ha%ﬁxﬁ%—t?
Ebbdl az is kévetkezik, hogy az I, ; = [Zj—k, %1] intervallumot a T* a [0, 1] intervallumra
képezi, igy annak pontosan egy fixpontja van ebben az intervallumban, tehét a periodikus
pontok striin vannak a [0, 1]-ben. Ezen kiviil, barmilyen z-re és ¢ > 0-ra talalhato olyan
k és j, hogy Iy ; C B.(x), tehat T*(B.(x)) = [0,1], a T topologikusan tranzitiv, ebbél
kovetkezGen kaotikus is. Nem nehéz azt sem belatni kozvetlen moédon, hogy T' érzékenyen
fiigg a kezdeti feltételektsl.
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1.54. Példa. Az f(x) = 4z(1 — z) logisztikus leképezés kaotikusan viselkedik. Belatjuk,
hogy a T és az f topologikusan ekvivalensek, és akkor az ekvivalenciabol és T' kaotikus-
sagabol kovetkezik az allitds. Legyen h(z) = (sin (”—”J))2 A [0, 1] intervallumon ez egy

2
monoton nove, folytonos fiiggvény, tehat homeomorfizmus. A [O, %] intervallumon:

(hoT)(z) = (sin (”T;@))Q - (sin (%))2 = (sin (rz))?.

Az [5, 1} intervallumon:

(hoT)(x) = (sin (”TQ(“T))Y _ (sin (@))2 — (sin (7 — 72))? = (sin (m2))?.

MaAsrészt

(foh)(z) =4 <sin <%x)>2 (1 — (sin <7r2_x>>2) = <2 sin (%) cos <7r7x>>2 = (sin (7))

Ezzel belattuk a topologikus ekvivalenciat és f kaotikus viselkedését is.

EllensSrzd kérdések:

e Mikor mondjuk, hogy egy dinamikus rendszer érzékenyen fiigg a kezdeti feltételek-
t6l?

e Mi a topologikus tranzitivitas definicioja?

e Mi kovetkezik abbdl, ha egy dinamikus rendszernek van stird palyaja?



2. fejezet

A korvonal leképezései

A korvonal leképezései — a kdrvonal korlatossdga miatt — kiillonboznek az R leképezéseitol.
Az egyszertiség kedvéért az S! korvonal iranyitastarté diffeomorfizmusaival foglal-
kozunk, azaz olyan f: S' — S! diffecomorfizmusokkal, amelyek megtartjak a korvonal
pontjainak rendezését.
Definialjuk a h: R — St leképezést, ahol

h(z) = exp(2miz) = cos(2mx) + isin(27x).
A h leképezés a valos szamok halmazat ,feltekeri” az S! kirvonalra.

2.1. Példa. Legyen f(¢) = 2¢. Ekkor az n-periodikus pontok az (2" — 1)-edik egység-
gyokok.

2.2. Példa. Tekintsiik az « szogi forgatast mint leképezést: f(¢) = ¢ + . Ha o/
raciondlis, akkor minden pont palyaja periodikus (o = 2i7m esetben fixpont). Ha /7
irracionalis, akkor minden pont palyaja strd az Si-en.

2.3. Példa. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is adunk meg valahany szamjegyet, van egy
olyan k, amelyre 2% azokkal a szamjegyekkel kezdédik.

Legyen [ az a pozitiv egész szam, amelynek szamjegyeivel kellene kezd6dnie valamelyik
2F alakt szamnak, vagyis teljesiilnie kellene a

[-10m <28 < (141)-10™
egyenlStlenségnek valamilyen m-re és k-ra. Ezzel ekvivalens a
0<{lgl} <{klg2} =klg2—[lgl] —m <lg(l+1)—[lgl] <1

egyenlGtlenség, ami a fenti példat figyelembe véve adhatja azt az oOtletet, hogy Si-en
abrazoljuk az k1g2 (a lg2 ivhosszu lépésekkel kapott) pontsorozatot. A lg2 irracionalis,
mert ha lg2 = p/q lenne, akkor 27 = 10 is teljesiilne, ami nyilvanvaléan nem igaz.
Kovetkezésképpen az klg2 palya stird Si-en, vagyis van olyan k, amelyre klg2 az Si-en
abréazolt [lgl,1g(l+ 1)) intervallumba esik, ami a fenti egyenlStlenség szerint pontosan azt
jelenti, hogy a 2% az [ szam szamjegyeivel kezdddik.

2.4. Definici6é. Az F': R — R leképezést az f: St — S! leképezés felemeltjének nevezziik,
ha
hoF = foh

teljesiil. Megjegyezziik, hogy h nem ad topologikus ekvivalenciat F' és f kozott, mivel
nem injektiv.

30
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2.5. Példa. Jelolje 7,() a 2m¢ szoggel valo forgatést, azaz 74(o) = a+2m¢. Tetszbleges
k € Z esetén a Typ(x) = v+ ¢ + k a 74 leképezés felemeltje. Hasonloan, ha f(¢) =
¢ + esin ¢, akkor I, x(v) = 2 + & sin(27x) + k az [ felemeltje.

2.6. Megjegyzés.

1. Tetszéleges f: St — St leképezésnek végtelen sok kiilonbozé felemeltje van, azonban
megmutathatd, hogy ezek csak egy egész szamban kiilonboznek. Tehat a £k index
elhagyhato.

2. A fenti példakban a korvonal leképezései és felemeltjeik kézott hasonlosag tapasztal-
hato. Fontos kiemelniink, hogy ezek a leképezések kiilonb6z6 tereken vannak értel-
mezve, igy azt varhatjuk, hogy dinamikajuk igencsak eltér. Valoban, ha w racionalis,
akkor S1 6sszes pontja periodikus 7, mellett, viszont T,, mellett R egyetlen pontja sem
periodikus (kivéve, ha w = 0).

3. Ha F az f egy felemeltje, akkor F'(x) > 0-nak kell teljesiilnie, vagyis F novekvd.
Tovabba teljesiilnie kell annak, hogy F(x+1) = F(x)+1, és altalanosabban, F(x+k) =
F(z) + k tetsz6leges k egészre. Hangstlyozzuk, hogy mindez abboél kovetkezik, hogy
f irdanyitastarto diffeomorfizmus a koron. Mas tipust leképezések felemeltjét is defini-
alhatjuk, azonban az elébbi tulajdonsig ekkor nem feltétleniil fog teljesiilni. Kovetke-
zésképpen,

Flz+1) —(z+1)=F(zr)—=x

és igy F — id 1-periodikus fiiggvény. Hasonloéan, F™ — id is 1-periodikus, mivel F™
az. " felemeltje. Ezt felhasznalva konnyen belathatjuk, hogy ha |z — y| < 1, akkor
Fr(@) — F(y)] < 1.

Az Gn. rotacits szam, amely 0 és 1 kozé esik, a korvonal leképezéseinek esetén lénye-
gében azt mutatja meg, hogy a leképezés iteraldsaval atlagosan mennyivel forgatjuk el a
lesz tovabbi eszkozokre.

Legyen f: S* — St egy iranyitastart6 diffeomorfizmus, F pedig f tetszéleges felemelt-
je. Definialjuk a

po(F) = lim ()

n—00 n

hatarértéket, amely fiiggetlen x valasztésatol, ugyanis, mivel F™ — id periodikus,
[F"(z) = F"(y)| < [(F"(2) —2) = (F"(y) =y)| + |z —y| <1+ |z —y|

adodik, ahol a masodik egyenlGtlenség a 2.6. Megjegyzés 2. pontjabol kévetkezik. Innen
kapjuk, hogy
Fn _ Fn
()~ ()

n—00 n

=0,

vagyis po valoban fliggetlen x valasztasatol, azonban nem fliggetlen az F' felemelt valasz-
tasatol.

2.7. Példa. Tekintsiik a 74(c) = a + 27¢ egy Ti(x) = x + ¢ + k felemeltjét. Ekkor

po(Ti) = lim

n—00

fﬁ++¢+n’f:¢+k,

azaz a felemelt kiilonbo6z6 vélasztasa kiilonbozé pg értéket ad, azonban megjegyezziik,
hogy a kiilonbség mindig egy egész szam.



32

2.8. Példa. Tegyiik fel, hogy az f: S' — S! leképezésnek ¢ = 0 fixpontja és legyen
F az f egy felemeltje. Ekkor F'(0) egész szam, legyen pl. F'(0) = k. Kovetkezik, hogy
F(0) = nk, igy po(F) = k, vagyis

FTL
lim (z)

n—oo n

=k

minden x € R esetén.

Megjegyezziik, hogy altalaban is teljesiil, hogy két kiilonb6z6 felemelt esetén a megfe-
lel§ po értékek csak egy egészben térnek el egymastol: legyen F és Fy az f leképezés két
kiilonboz6 felemeltje. Belathato, hogy létezik olyan k € Z, amelyre Fy(z) = Fi(z) + k.
Koénnyen adodik, hogy Fi'(x) = F{*(x) +nk, igy po(Fs) = po(F1) + k. Ez azt jelenti, hogy
po egészrészének elhagyasaval a mennyiséget fiiggetlenné tehetjiik a felemelt valasztasatol.

2.9. Definicié. Az f rotdcios szama a po(F') tortrésze f tetszoleges F' felemeltjére. Jelo-
lese: p(f). A p(f) rotacios szam az egyetlen [0, 1)-beli szam, amelyre po(f) — p(f) egész
szam.

2.10. Megjegyzés. A fenti definiciok nem kovetelik meg f differencidlhatéosagat, vagyis
a rotacios szamot tetsz6leges homeomorfizmusra definidlhatjuk.

Igazolnunk kell még, hogy a po(f) hatarérték valoban létezik. Tegyiik fel elGszor,
hogy f-nek van periodikus pontja, azaz f™(¢) = ¢ és h(z) = ¢. Ebbdl kévetkezik, hogy
F™(x) = x + k valamely k egészre. Igy F'™(z) = x + jk, és

[ ()]

: . x k k
lim ————=1lm ( —+ — ) = —
Jj—=oo  gm Jooo \Jm  m m

teljesiil.
Altalanosabban, tetszéleges n egész felithaté n = jm + r alakban, ahol 0 < r < m.
Vegyiik észre, hogy létezik M konstans, amelyre

[F"(y) —yl < M
teljesiil minden y € R és 0 < r < m esetén. Igy kapjuk, hogy

|F" () — P ()| [T (FT () — B ()

n n

M
< =
n

Ebbdl kovetkezik, hogy

n mj
L@ F@)] ke

n—oo n j—00 mj m.

Tehat a rotacios szam létezik, ha f-nek van periodikus pontja, és ebben az esetben a
rotacids szam racionélis.

Tegyiik most fel, hogy f-nek nincs periodikus pontja. Mivel F™(z) — z sohasem egész,
ha n # 0, létezik olyan k, egész szam, amelyre

kn < F'(z) —x < kp,+1
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teljesiil minden = € R esetén. Alkalmazzuk ezt az egyenlStlenséget ismételten x = 0,
F™(0), F?™(0), ... esetére, igy

k, < F™"(0) < k, + 1,
k, < F?"(0) — F™(0) < ky, + 1,
kyn < F™(0) — FM=97(0) < ky, + 1
adodik. A fenti egyenlGtlenségeket Osszeadva kapjuk, hogy
mk, < F™(0) < m(ky,) + 1,

és igy

k, F™(0 kn)+1
hn _ F™(0) _ () +1
n mn n

Az eredeti egyenlGtlenséghdl adodik, hogy

kn  F0) Ky +1
< < ,
n n n

‘an(()) F7(0)

mn n

A fentieket n és m szerepét felcserélve

'F:;EO) - F”;EO)‘ 1

adodik. Mindezekbdl kapjuk, hogy

<=+

‘F"(O)_Fm(o)‘ Lr

n m

ami azt jelenti, hogy az (F"(0)/n) sorozat Cauchy-sorozat és igy konvergens. FEzzel
belattuk a kovetkezs tételt.

2.11. Tétel. Legyen f: S' — S irdnyitdstarts diffeomorfizmus, €és legyen F az f
felemeltje. Ekkor
FTL
po(F) = lim (@)

n—o0 n

létezik és figgetlen x vdlasztdsdtdl. Kovetkezésképpen a p(f) rotacios szam jol definidlt.

2.12. Megjegyzés. A tétel bizonyitasabol az is adodik, hogy p(f) folytonosan fiigg f-t6l.
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2.13. Kovetkezmény. Teqyiik fel, hogy f: S* — S' irdnyitdstarto diffeomorfizmus.
Legyen € > 0. Létezik olyan & > 0, amelyre minden olyan g: S' — St diffeomorfizmus
esetén, amelynek f-tél vett tavolsdiga C°-ban kisebb mint 6, |p(f) — p(g)| < e teljesiil.

Bizonyitds. Legyen n olyan, hogy 2/n < . Vélasszuk f egy olyan F' felemeltjét, amelyre
r—1< F"(0) < r+1 teljesiil. Véalasszuk -t olyan kicsinek, hogy g-nek legyen olyan
G felemeltje, amelyre 7 — 1 < G™(0) < r + 1 teljesiil. Az el6z8 bizonyitashoz hasonléan
adodik, hogy

m(r—1) < F"™(0) <m(r+1)

és
m(r—1) < G"(0) <m(r+1),
amibdl . amm (o )
0 GO _2

nm nm n

teljesiil minden m-re. Felhasznalva, hogy
(0
lim 0 = po(F)

m—oo MM

adodik az allitas. O

Ahogy fent is megjegyeztiik, a rotacios szam azt méri, hogy az adott diffeomorfizmus
atlagosan hény korbeforduldst indukal S'-en. Példaul 7,(¢) = ¢ + 27w, vagyis a 27w
szoggel valo forgatas esetén p(7,) = w. Az f(¢) = ¢ +sin®(¢/2) esetén p(f) = 0, hiszen f
lefixélja a ¢ = 0 pontot, mig minden mas pont esetén f™(¢) 0-hoz tart, amint n — +oo,
igy az f iterdlasa soran egy pont palydja sem tesz meg egy teljes kort.

A rotacios szam egy fontos tulajdonsiga az invariancia topologikus ekvivalenciara:
kénnyen lathato, hogy az f és g S'-en definiélt irdnyitastarto diffeomorfizmusok esetén
p(f) = plg~"fg).

Megmutattuk, hogy ha f-nek van periodikus pontja, akkor p(f) racionélis szam. Ha
w irracionalis, akkor a 27w szoggel valo forgatédsnak Jacobi tétele szerint nincs periodikus
pontja. Ez azt sejteti, hogy p(f) irracionalis, ha nincs periodikus pontja. A kévetkezskben
megmutatjuk, hogy ez valoban igy van.

2.14. Allitas. A p(f) rotdcids szam akkor és csak akkor irraciondlis, ha f-nek nincs
periodikus pontja.

Bizonyitds. Eddigi eredményeinket figyelembe véve elég megmutatni, hogy ha f-nek nincs
periodikus pontja, akkor p(f) irracionalis. Tegyiik fel, hogy p(f) racionalis. Koénnyen
ellendrizhets, hogy po(F™) = mpo(F) teljesil az f tetszéleges F' felemeltjére. Vagyis
feltehetjiik, hogy p(f) = 0, de f-nek nincs fixpontja. Az F-nek szintén nincs fixpontja,
igy feltehetjiik, hogy F(z) > z teljesiil minden x € R esetén (az ellenkez6 eset hasonloan
kezelhet). Ekkor vagy F™(0) < 1 teljesiil minden n-re, vagy létezik olyan k > 0, amelyre
F*(0) > 1. Az utoébbi esetben azt kapjuk, hogy F™(0) > m, vagyis po(F) > 1/k, ami
ellentmondas.

Ha az el6bbi eset teljesiil, akkor az F(0) sorozat monoton névekvs a [0, 1] interval-
lumon, igy konvergens is. Jeloljiik p-vel ennek a sorozatnak a hatarértékét. Ekkor a
kovetkezd adodik:

F(p) = F (lim F'(0)) = lim F"*(0) = p,

n—o0

vagyis p az F fixpontja, ami megint csak ellentmondés. O]
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Most részletesebben megvizsgélunk egy olyan leképezést, amelynek irracionélis a rota-
cios szama. Az el6z6 allitas alapjan tudjuk, hogy a leképezésnek nincs periodikus pontja.
Lattuk, hogy irracionalis w esetén a 7,(¢) = ¢+ 2ww forgatas ilyen. Vajon hogyan lehetne
olyan, irracionélis rotacioés szammal rendelkez6 homeomorfizmust talalni, amely nem
topologikusan ekvivalens egy ilyen irracionélis forgatassal? Jacobi tételébdl tudjuk, hogy
minden irracionalis forgatds palyaja stird S'-en. Tehat ha olyan homeomorfizmust aka-
runk megadni, amely nem topologikusan ekvivalens egy irracionalis forgatéassal sem, akkor
elég egy olyan leképezést talalni, amelynek palydja nem stird S'-en. Az aldbbiakban erre
mutatunk egy példat, a Denjoy-leképezést.

2.15. Példa (Denjoy-leképezés). Induljunk ki a 7, irracionélis forgatasbol. Legyen ¢,
tetsz6leges S'-beli pont. Haladjunk végig ¢y palyajan, és minden érintett pont helyére
szarjunk be egy kis [, intervallumot tgy, hogy az I, intervallumok hosszanak Osszege
véges legyen. Az eljaras eredményeként egy zart gorbét kapunk.

Most kiterjesztjiik a leképezést az I, intervallumok uni6jara. Ehhez minden n-re
valasszunk egy h,, iranyitastarto diffeomorfizmust, amely I,-t I, 1-be viszi. Eszrevehet-
jik, hogy az 14j leképezésnek nincs periodikus pontja, igy rotacios szama irracionalis. Az is
nyilvanvalo, hogy I, bels6 pontjai koziil egyik sem tér vissza I,,-be a leképezés iterdlasaval,
igy e pontok palyaja természetesen nem lehet stird.

2.1. dbra. A korvonal felnyitasa a Denjoy-leképezés konstrukcidjahoz

2.16. Megjegyzés. A Denjoy-leképezés nyilvan a kor egy homeomorfizmusa, azonban
felmeriilhet benniink a kétely, hogy vajon diffeomorfizmussa teheté-e. A h,, diffeomorfiz-
musokat valaszthatjuk tgy, hogy a keletkezd leképezés C'-diffeomorfizmus legyen, azon-
ban ily médon nem kaphatunk C?-diffeomorfizmust. Ismert, hogy tetszéleges, irracionalis
rotacios szammal rendelkezs C?-diffeomorfizmus topologikusan ekvivalens 7,,-val valamely
w-ra. Bz azt mutatja, hogy a kor C*- és C%-diffeomorfizmusai kozott meglep&en bonyolult
kiilonbségek vannak.

A kovetkezdkben egy kétparaméteres leképezéscsalad bifurkacioit elemezziik. Ezt a
leképezéscsaladot standard vagy kanonikus csalddnak is nevezik.

2.17. Példa. Tekintsiik az

foe(@) =@+ 21w +esing
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képlettel megadott kétparaméteres leképezéscsaladot St-en. A leképezés egy felemeltje
€
Foe(z) =24+ w+ gy sin(2mx).
s

Ha ¢ = 0, ez a leképezés a T, forgatassa egyszertisodik. 0 < ¢ < 1 esetén f, . diffeo-
morfizmus S'-en, € = 1 esetén pedig csak homeomorfizmus. Ha ¢ > 1, a leképezés nem
injektiv.

Vegyiik észre, hogy ha wy > weo, akkor F,, () > F,, -(2), igy po(Fu ) < po(Fie)-
Tehat barmely fix e-ra py nemcsokkend fiiggvénye w-nak. Fixaljuk le € # 0-t és tekintsiik
az f, = fu. leképezést.

Tegyiik fel, hogy p(f,,) = p/q racionalis. Ebbdl kovetkezik, hogy f,,-nak van g¢-
periodikus pontja. Tehat létezik olyan zy € R, amelyre

Ff (z0) = 0+ k

teljesiil valamely k egészre, mégpedig éppen k = p-re. Azt allitjuk, hogy létezik az w érté-
keknek olyan intervalluma, amelyre f,, rotaciés szdma p/q. Tekintsiik az F? grafikonjat.
Ez a grafikon az y = x + k egyenest az (g, zo + k) pontban metszi. Ha FZ'(xo) # 1,
akkor az implicitfiiggvény-tételbsl kovetkezik, hogy létezik egy nyitott intervallum wy
koriil, amelynek minden w pontjara teljesiil, hogy F? szintén metszi az y = = + k
egyenest. Tehat p(f,) = p/q teljesiil minden ilyen w értékre. Ha viszont F2'(z) = 1
teljesiil, a bizonyitas nehezebb, igy csak a f6bb pontokat ismertetjiik. Vegyiik észre, hogy
mivel [, analitikus, létezik olyan j egész szam, amelyre (FZ )Y (z) # 0. Ha nem igy
volna, F¢ (r) azonosan egyenl§ lenne x + k-val. Ha j pératlan, azonnal adédik, hogy
a kozeli F? fiiggvények grafikonjai dtmetszik az y = x + k egyenest. Ha j péros, akkor
F2 konkév vagy konvex ro-ban. Ebben a két esetben a kozeli F fliggvények grafikonjai
w < wp vagy w > wy esetén metszik az y = x + k egyenest.

Tehat belattuk, hogy minden p/q racionalis szamra létezik olyan nemiires intervallum,
amelyen p(f,) = p/q. Masrészt minden irraciondlis szamra létezik egyetlen w, amelyre
p(f,) éppen az adott irracionélis szammal egyenls. (Ennek az igen mély eredmények
a bizonyitasatol itt eltekintiink.) A p(f,) fliggvény grafikonja a Cantor-fiiggvények egy
példaja: a racionalis rotacios szamoknak megfelel§ intervallumokon konstans, és minden-
hol folytonos. Ezt a grafikont az ,6rdog 1épcsGjének” is nevezik.

hp

0 0.2 04‘4 0.6 0.3 1

2.2. abra. A p(f.,) Cantor-fiiggvény grafikonja

Abrézoljuk azokat a régiokat az ¢ — w sikon, ahol p( fu.e) egy adott racionalis szaimmal
egyenls. Ezek a régiok nyelv alakuak, amelyek az w tengely w = p/q pontjaibol dgaznak
ki. € < 1 esetén ezek a nyelvek diszjunkt, nemiires halmazok.
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. p=1/1

2.3. dbra. A leképezéscsalad bifurkécios diagramja

Egy adott ¢ > 0 esetén az f, leképezés dinamikajat egyszertien leirhatjuk. Vegyiik
észre, hogy f,-nak van fixpontja, ha

sing = —27rw.
£
A sin ¢ fiiggvény grafikonjanak 0 és 27 kozotti szakaszarol leolvashatjuk, hogy ennek az
egyenletnek két megoldasa van, ha [27w| < e, egy megoldésa, ha |2rw| = & és nincs
megoldasa, ha |2rw| > . Egyszertien kiszamithatjuk, hogy |f/(¢;)| # 1 teljesiil a ¢;,
i = 1,2 fixpontokban az els§ esetben, mig a masodik esetben |f/(¢)] = 1 teljestil az
egyetlen ¢ fixpontban. A dinamikat illetGen ez a kiovetkezdket jelenti: egy nyereg—csomd
bifurkacié soran egy fixpontja keletkezik f,-nak ¢ = 7/2-nél; amikor ¢ = —271w. A

fixpontbodl két fixpont keletkezik, amelyek w novelésével ellenkezd iranyban mozognak a
koron, végil ¢ = 37/2-nél jra talalkoznak és Osszeolvadnak egy tjabb nyereg—csomd
bifurkaci6 soran. A tobbi nyelven hasonlo jelenség jatszodik le.

Ellen6rzé kérdések:
e Hogyan definialjuk egy leképezés felemeltjét?
e Mi a rotécids szam?

e Mikor racionélis a rotacios szam?



3. fejezet

Szimbolikus dinamika, Smale-patko

3.1. Szimbolikus dinamika

Tekintsiik az f,(z) = px(1l — x) logisztikus leképezést, és valasszuk pi-t 4-nél nagyobbnak.
Ebben az esetben az I = [0, 1] intervallum nem invarians a logisztikus leképezés mellett:
bizonyos palyak kilépnek ebbdl az intervallumbol és —oo-be tartanak. Célunk, hogy
megértsiik azoknak a palyaknak a viselkedését, amelyek mindvégig az [ intervallumban
maradnak. Jeloljiikk A-val azoknak az [-beli pontoknak a halmazat, amelyek palyaja soha
nem hagyja el I-t. Nyilvanvalo, hogy pl. a 0 és az 1 a A halmaz elemei. Kénnyen lathato,
hogy az I intervallum kézepén van egy Ay intervallum, amelynek minden x elemére f,, > 1,
amibdl kévetkezik, hogy f/f(x) < 0és f}(x) tart a —oo-be, amint n — oco. Megjegyezziik,
hogy minden olyan 7-bél induld, végtelenbe tarté palyanak valamikor be kell lépnie az
Ag intervallumba. Azt is észrevehetjiik, hogy az Ay intervallum végpontjai A-beliek.
Jeloljiik Iyp-lal, illetve I;-gyel az I\ Ay halmazt alkot6 két intervallumot, tovabba A;-gyel
azon pontok halmazat, amelyek f, melletti képe Ay-ba esik, kénnyen lathato, hogy A; két
intervallumbol all, amelyek egyike Ip-ban, a masik pedig I;-ben helyezkedik el. Nyilvan
az Aj-beli pontok palyaja is tart —oo-be, a végpontjai pedig A-beliek. Hasonldan, az A;-
et alkotd két intervallum inverz képe f, mellett két-két intervallum (jelolje ezek uniojat
Ay) az Ap két oldalan. Az ezekbdl a pontokbdl inditott palyak szintén —oo-be tartanak,
végpontjaik pedig A-beliek, és igy tovabb: jeloljiik A,-nel azon pontok halmazat, amelyek
n-edik iteraltja Ag-ba esik. Az ilyen pontokra mindig igaz, hogy pélyajuk a —oo-be tart,
és A, minden n-re 2" diszjunkt, I-beli intervallumbol all. Ezek utan vildgos, hogy

A:]\GAn.
n=0

Vilagos, hogy tetszéleges x € A esetén x teljes palyaja Iy U I1-be esik, hiszen = palyaja
végig [-ben marad, igy Ap-ba nem léphet be. Az zy € A ponthoz rendeljiik hozza azt
a végtelen sorozatot, amelynek k-adik eleme 0, ha f¥(z) € Iy, illetve 1, ha fF(z) € L.
Jelolje ezt a leképezést
S(l’o) = (808132 Ce )

Néhany egyszertd példa: a 0 képe S mellett a (000...) sorozat, a p, pozitiv fixpont képe
(111...), az 1 képe az (1000...) sorozat. Egy olyan 2-ciklus képe, amely felvaltva [y-ba
és I1-be esik, az (10) vagy a (01) sorozat, ahol 10 az 10 blokk végtelen ismétlésével kapott
sorozat.

Jeloljiik az Gsszes végtelen 0-1 sorozat halmazat 3-val. A ¥-n megadunk egy tévolsag-
fliggvényt. Legyen s = (s9$182...) és t = (lotyta...) két X-beli sorozat. A d = d(s,t)

38
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tavolsagfiiggvényt definidljuk a kovetkezd modon:

— |si — ]
d(S,t):ZT
=0
oo 1

Mivel a fenti Gsszeget tetszbleges s,t esetén majoralja a ) .~ 5 = 2 sordsszeg, d(s,t)
mindig véges. Egyszert latni, hogy d(s,t) valoban tavolsag, azaz rendelkezik a kovetkezd
tulajdonsagokkal:

(1) d(s,t) >0 és d(s,t) = 0 akkor és csak akkor, ha s = t;
(2) d(s,t) =d(t,s);

(3) d(s,u) < d(s,t)+ d(t,u) (haromszog-egyenlStlenség).
Egyszertien belathatjuk a kovetkezé allitast is.

3.1. Allitas. Legyen s = (sos189...) €st = (totita...) két X-beli sorozat. FEkkor a
kovetkezok teljesiilnek.

(1) Ha s; =t; minden j =0,...,n esetén, akkor d(s,t) < 1/2".
(2) Forditva, ha d(s,t) < 1/2", akkor s; =t; minden j =0,...,n-re.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy s; = t; minden j =0, ..., n-re. Ekkor

= |si — t; " |s; — s s —t; =1 1

i=n+1 i=n+1

A masodik allitas igazolasdhoz tegyiik fel, hogy d(s,t) < 1/2" ebbdl kivetkezik, hogy
tetszoleges, (n + 1)-nél kisebb indexre s; = t;-nek kell teljesiilnie, hiszen kiilénben a
tavolsag nagyobb lenne 1/2"-nél. ]

3.2. Tétel. A fent definidalt S: A — X leképezés homeomorfizmus p > 4 esetén.

Bizonyitds. A bizonyitist arra az esetre végezziik el, amikor [f/ (z)| > K > 1 valamilyen
K-ra minden = € [y U [; esetén. A 2. fejezetben lattuk, hogy ez akkor teljesiil, ha
p > 24+ /5. Elészor megmutatjuk, hogy S kdlesonosen egyértelmd. Legyen z,y € A,
x # y, és tegyiik fel, hogy S(x) = S(y). Ebbdl kovetkezik, hogy f'(x) és f}'(y) minden
n esetén Iy és I; koziil ugyanabba az intervallumba esnek, amibél azt kapjuk, hogy f,
monoton f/(z) és f7}(y) kozott, tehat f, ennek az intervallumnak minden pontjét IoUI;-be
képezi. Azonban feltettiik, hogy |f/| > K > 1 teljesiil [yUI,-n, vagyis az f, iteralasaval az
intervallum minden alkalommal legalabb K-szorosara nd, vagyis f(x) és f}(y) tavolsaga
végtelenbe tart, tehat el6bb-utobb mindenképpen az Aq eltérs oldalaira kell esniiik, ami
viszont ellentmond a feltevésiinknek.

Most belatjuk, hogy S raképezés. Legyen J C I egy zéart intervallum és f,™(J)-vel
jeloljiik azon I-beli pontok halmazat, amelyeket f}! J-be képez. Legyen s = (s¢s152...)
tetszéleges Y-beli sorozat. Definialjuk az

[808182...sn = {'x E I ‘ x e ISQ’fM('r) 6 [31?' ° 7f;?(x) 6 [Sn}
=Ly N [ (L) N0 f (1)
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halmazokat. Belatjuk, hogy az Iy, . s, halmazok nemiires, zart intervallumok egymasba
agyazott sorozatat alkotjak. Vegyiik észre, hogy

Lsgs1snesn = Lsg N f;l(lswg---sn)'

Feltehets, hogy I, s, nemiires intervallum, ekkor a fenti észrevétel szerint fu_ NI, .s,) két
zart intervallumbol all, amelyek koziil egyik Ip-ba, a mésik I;-be esik. Ebbdél adodik, hogy
Iy N0 fi ' (Is,..s,) egyetlen zart intervallum. Ezek az intervallumok egymasba agyazottak,
hiszen

Iso...sn = Iso...sn,1 N f;l(lsn> - Iso...sn,y

Ezek alapjan M52 1s.s,..s, nemires. Vegyiik észre, hogy ha x eleme ennek a halmaznak,
akkor © € I, fu(z) € I, stb. Tehat S(z) = (sps;...), vagyis taldltunk olyan z-et,
amelynek S melletti képe az (sos;...) sorozat. A N2 ,1s,s,..s, halmaz egyetlen pontbol
all, ez kovetkezik abbol, hogy S kélesonosen egyértelmt.

Az S folytonossaganak bizonyitasahoz valasszunk egy x € A pontot és legyen
S(z) = (sps182...). Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Vélasszuk n-t ugy, hogy 1/2" < ¢ telje-
siilljon. Tekintsiik az 1,4, 4, intervallumokat az Osszes lehetséges tot; .. .1, esetén. Ezek
az intervallumok diszjunktak, uniojuk tartalmazza A-t. Osszesen 21! ilyen intervallum
van, ezek egyike éppen I s, s,. Valaszthatjuk 0-t 4gy, hogy x —y < 4-bdl és y € A-bol
kovetkezik, hogy y € g5, . s, , vagyis S(z) és S(y) megegyeznek az elsé n + 1 elemiikben.
Az el6z6 allitas szerint

d(5(x),8(y) < — <e,

S o
amibél kovetkezik S folytonossaga. Egyszertien lathato, hogy S~ szintén folytonos. Igy
belattuk, hogy S homeomorfizmus. n

Ezek utan definidljuk a o: 3 — X leképezést a kovetkezSképpen:

o(808182...) = (818283 ...),

vagyis a o leképezés mindossze annyit csinal, hogy eltolja egy elemmel balra a sorozatot,
annak elsé elemét torolve. Nyilvanvalo, hogy o folytonos: tetszéleges € > 0-hoz valasszunk
olyan n-et, amelyre 1/2" < ¢ teljesiil, és legyen § = 1/2""!. Ha s és t tavolsaga kisebb
d-nal, akkor a két sorozat els§ n + 2 eleme megegyezik, igy a o(s) és o(t) sorozatok elsd
n + 1 eleme is megegyezik, igy e két sorozat tavolsaga kisebb 1/2"-nél, igy e-nal is, ami
bizonyitja o folytonossagat.

A o leképezés viselkedése egyszertien atlathato, pl. konnyen felirhatjuk a periodikus
pontokat: a fixpontok nyilvan a (0) és (1) sorozatok, a 2-periodikus pontok a (01) és (10)
sorozatok, illetve altalaban az n-periodikus pontok az (Sg-...s,_1) alaki pontok. Az is
rogton adodik, hogy n-periodikus pontbol 2™ darab van.

Annak ellenére, hogy a o leképezés egyszertinek latszik, igen bonyolult viselkedést
mutat. Konnyen megadhatunk egy olyan s sorozatot, amelynek palyaja stird -ban. Egy
ilyen sorozat rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy iteréltjai tetszéleges -beli elemhez
tetszblegesen kozel keriilnek. Ha példaul azt szeretnénk, hogy egy adott ¢ sorozathoz
1/2™-nél kozelebb keriiljon az s valamely iteraltja, akkor elég azt biztositanunk, hogy az
s-ben valahol el6forduljon részsorozatként a t els6 n + 1 eleme. Ezt biztosithatjuk tgy,
hogy az s sorozatot ugy valasztjuk meg, hogy minden lehetséges n + 1 hosszisagu sorozat
szerepeljen benne részsorozatként. Altalanosan, ha minden n-re s-ben szerepel minden
lehetséges n hosszlisdgu sorozat részsorozatként, akkor azzal elérjiik, hogy s iteraltjai
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tetszéleges Y-beli elemhez tetszélegesen kozel keriilnek. Egy lehetséges ilyen s sorozatot
mutatunk az alabbiakban:

s=(01]00011011| 000001 ...| 0000 ...),

azaz s-ben egymas utan felsoroljuk az Osszes lehetséges 1 hosszisagu sorozatot, majd az
Osszes lehetséges 2 hosszusagi sorozatot és igy tovabb.

Belatjuk, hogy o érzékenyen fiigg a kezdeti adatoktol. Ennek igazolésara tekintsiink
két Y-beli sorozatot, amelyeknek els6 n + 1 eleme megegyezik, azt kévetGen viszont a
megfelel indext elemeik mind kiilénbozdek. A két sorozat téavolsaga 1/2", azonban ha a
o-t mindkét sorozatra n + 1-szer (vagy annél t6bbszor) alkalmazzuk, akkor a két sorozat
o iteraltja melletti képei minden elemiikben eltérnek egyméstol, igy tavolsaguk 2, azaz a
legnagyobb tavolsag, amely > két eleme kozott el6fordulhat.

Az 1.49. Tétel felhasznalasaval rogton adodik a kovetkezd fontos eredmény.

3.3. Tétel. A o leképezés kaotikus Y-n.

Azt kaptuk tehat, hogy bar a o leképezés viselkedése sok szempontbol jol atlathato,
mégis igen bonyolult a dinamikdja. Az elébbi eredményiinket felhasznélhatjuk a logisz-
tikus leképezés kaotikussadganak bizonyitasara is p > 4 esetén.

3.4. Tétel. Az S: A = X leképezés topologikus ekvivalencidt biztosit a o és az f, leképe-
zések kozott.

Bizonyitds. Mar megmutattuk, hogy S homeomorfizmus, igy mar csak azt kell belatnunk,
hogy So f, = 00 S. Legyen zy € A tetszéleges, legyen S(xg) = (s¢s152...). S defini-
ci6jabol rogton adodik, hogy S(f.(zo)) = (s15283...) = o(S(z0)), ami igazolja a tétel
allitasat. ]

Ellen6rzé kérdések:
e Hogyan definialhatunk tavolsagot >-n?
e Bizonyitsuk be, hogy ez a tavolsag-fiiggvény teljesiti a haromszog egyenlGtlenséget.

e Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az eltolas leképezés?

3.2. A Smale-patké

Tekintsiink egy D € R? tartomanyt, amely a kivetkezs részekbdl all: kozepén egy S
egységnégyzet helyezkedik el, amelynek also és felsG éléhez egy-egy félkor (D; és Ds)
csatlakozik. Az F patkoleképezés olyan leképezés, amely a kovetkezs tulajdonsédgokkal
rendelkezik: F vizszintes iranyban Osszehtzza az S négyzetet J-szorosara, ahol § < 1/2,
fiiggslegesen pedig 1/0-szorosara nyujtja, majd az igy kapott keskeny, magas téglalapot
patko alakira hajlitja ugy, hogy a patkd két szara keresztiilhalad S-en, és a teljes patko a
D tartomanyba esik. Az F' leképezés linearisan képezi a patko két szarara az S négyzetet.
A Dy és Dy félkoroket a 3.1 abran lathatéo modon az F' egy-egy, Di-ben elhelyezkedd
felkorbe képezi. Feltessziik, hogy F-nek van egy fixpontja D;-ben, amely minden més
Dq-beli palyat vonz. F' kolcsonosen egyértelmt, a D-t D-be képezi, de nem raképezés,
igy inverze nincs mindenhol definidlva D-n. Eszrevehetjiik, hogy az S egységnégyzet in-
verz képe két keskeny vizszintes téglalapbol all. Jelolje ezeket Hy és H;, ezek F' melletti



3.2. A SMALE-PATKO 42

F(S)
—

F

=
Ak

F(D)) F(D,)

3.1. abra. A patkoleképezés elsé iteraltja

képét pedig Vy és Vi, amelyek mindegyike egy-egy keskeny fliggsleges téglalap, és
F(S)NS = Vo UVi. Az F leképezés fent felsorolt jellemzsibél kovetkezik, hogy a két
vizszintes téglalap magassaga, illetve a két fliggSleges téglalap szélessége egyarant d-val
egyenls. Mivel I linearisan képezi Ho-t Vj-ra, illetve Hi-et Vi-re, tetszbleges Hj;-beli
vizszintes, illetve fiiggéleges szakasz képe Vj-beli vizszintes, illetve fligg6leges szakasz lesz
(j = 1,2). Egy vizszintes H,-beli szakasz képének hossza az eredeti szakasz hosszanak
d-szorosa, egy fliggéleges H;-beli szakasz hossza pedig az eredeti szakasz hosszanak 1/0-
szorosa.

Vo Vi

3.2. dbra. A Hy, H; halmazok, és képeik, Vj, V;

Legyen z tetszéleges D-beli pont, és vizsgaljuk meg = pozitiv palyajat (azaz az
{F"(z) | n =0,1,2,...} halmazt). A feltevéseink szerint F-nek egyetlen fixpontja van
Di-ben, jeloljik ezt a fixpontot zg-al. Mivel az F' leképezés Do-t teljes egészében Di-be
képezi, és feltettiik, hogy xy vonz minden D;-beli palyat, adodik, hogy minden Ds-beli
pont palyaja is xp-hoz tart. F' tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy az S négyzet bizonyos
pontjait F' nem S-re, hanem D;-be vagy Ds-be képezi. Ha x olyan S-beli pont, amelyre
F*(S) ¢ S valamely k > 0O-ra, akkor lim,,_,o, F"(z) = z9. Mindebbdl latszik, hogy azok
a pontok igazén érdekesek, amelyek (pozitiv) péalydja nem jut be D; U Dy-be, vagyis
mindvégig S-ben marad. Jelolje az ilyen pontok halmazat A™, vagyis

AT ={z € S| F*(z) € S minden n > 0-ra}.

Megmutatjuk, hogy a AT halmaz hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az el6z6
fejezetben szereplé A halmaz az egydimenzios logisztikus leképezés esetén. Mivel Hj és
H, pontjain kiviil ' minden S-beli pontot D; U Dy-be képez, minden A*-beli 2 pontnak
Hy-ba vagy Hj-be kell esnie. Mivel F?(z) is S-be esik, F(z) € HyU H; teljesiil, amibél
x € F7Y(HyU H,) kovetkezik. Hasonléan kapjuk, hogy = € F~™(H, U H,) tetszéleges
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n > 0-ra, vagyis

AT = () F"(HoU Hy).
n=0

Legyen H tetszéleges, S jobb és bal oldali élét 6sszekots vizszintes sav, jeloljiik ennek a
sdvnak a magassagat h-val. A fentiek alapjan F'~1(H) egy par keskenyebb (6h magassagi)
vizszintes sav, melyek egyike Hyp-ba esik, a masik pedig H-be. Ezeknek a savoknak az F
melletti képei rendre H NV, és HNV;. Speciélisan, ha H = H; (j = 1,2), akkor F'~*(H;)
két, 62 magassagi vizszintes savbol all, egyikiik Hy-ba, masikuk H;-be esik. Hasonloéan
folytatva adodik, hogy F~"(H;) pedig 2" darab, §"*! magassagi vizszintes savbol tevsdik
ossze. Ezek alapjan lathato, hogy a A1 halmaz S-en vizszintesen keresztben huzodo
szakaszokbol allo6 Cantor-halmaz. A logisztikus leképezéssel ellentétben azonban ezuttal
visszafelé is egyértelmiien tudjuk folytatni a palyakat. Egy x € S pont negativ palyajanak
az {F~"(z) | n=1,2,...} halmazt fogjuk tekinteni, feltéve, hogy F~"(x) definialva van
és D-be esik. Amennyiben F~"(x) nincs definidlva valamilyen n-re, akkor x negativ
palyajanak ott vége szakad. Jelolje A~ azon S-beli pontok halmazat, amelyekre F'~"(x)
definidlva van és D-be esik minden n-re. Ha x € A~, akkor F~"(z) € S minden n > 1-re,
igy « € F™(S) minden n > 1-re, amibdl kapjuk, hogy = € F"(Hy U H;) minden n > 1-re,
tehat A~ -ra teljesiil a kovetkezd:

A" =) F"(HyU Hy).

n=1

Mésrészt, hax € S és F~1(z) € S, akkor x € SNF(S), tehat x € V; vagy x € V;. Hasonlo-
an, ha F'=2(x) € S is teljesiil, akkor z € SN F?(S), amely halmaz négy keskenyebb savbol
all. Hasonléan folytatva adodik, hogy A~ fiigg6leges vonalakbol allo Cantor-halmaz.
Jeloljiik A-val a AT és A~ halmazok metszetét, vagyis azon pontok halmazat, amelyek
teljes pozitiv és negativ palyaja is S-ben marad, vagyis

A= (] F'(HoUH).

n=—oo

Az el6z6 fejezethez hasonlo szimbolikus dinamikat definidlunk. Egy = € A ponthoz hozza-
rendeljiik az
S(x)=(...8_951-505152.-.)

két iranyban végtelen 0-1 sorozatot, ahol s; 0-val vagy 1-gyel egyenlé aszerint, hogy
Fi(z) Hy-ba vagy Hi-be esik. Jeloljiik ¥p-vel a mindkeét irdnyban végtelen 0-1 sorozatok
halmazat és definialjuk ¥o-n a kovetkezd tavolsagfiiggvényt:

= s — il
d(s,t) = > TR

1=—00

A Yo-n igy definidlt tavolsagfiiggvény tehat hasonlit az el6z6 fejezetben »-n definialt
tavolsagfiiggvényhez. Két Yo-beli sorozat akkor van kozel egymashoz, ha a 0-hoz kozeli
index( tagjaik (mindkét irdnyban) megegyeznek. Az el6z6 fejezethez hasonloan definialjuk
a o eltolasleképezést a kovetkezé modon:

0(...8 25 1-808182...) = (...5.28 150 - S$182...),
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vagyis o ezittal is azt jelenti, hogy eggyel balra toljuk a sorozatot, azonban az egy irdnyban
végtelen sorozatok esetével ellentétben az eltolas alkalmazéaséval itt nem vész el informécio,
igy ennek a leképezésnek van inverze is, amely természetesen az egy elemmel jobbra tolas.
Az S leképezés topologikus ekvivalenciat biztosit F' és o kozott, egyszertien lathato, hogy
S(F(x)) = o(S(x)). Az el6z6 fejezetben latott tulajdonsagok most is érvényesek a o-ra:
pontosan 2" darab n-periodikus pont van, létezik strd palya. Igy azt is igazoltuk, hogy
F kaotikus A-n. Az el6z6 fejezethez képest azonban tjabb tulajdonsagok is megjelennek.
Azt mondjuk, hogy x; és x5 elére aszimptotikusak, ha F™(z1), F"(x2) € D minden n > 0
esetén és

lim d (F"(z1), F"(22)) = 0.

n—oo

Hasonl6an, azt mondjuk, hogy z; és xy hatra aszimptotikusak, ha F"(xy), F"(zs) € D
minden n < 0 esetén és

nl_i)mood(F”(xl),F”(xQ)) = 0.
Nyilvanvalo, hogy ha 1, 1o € AT ugyanazon a vizszintes egyenesen fekszenek, akkor el6re
aszimptotikusan; hasonléan, ha x1, x5 € A~ ugyanazon a fliggéleges egyenesen fekszenek,
akkor hatra aszimptotikusak. Definidljuk x stabil halmazdt a kovetkezSképpen:

We(x) ={Z | d(F"(Z), F"(z)) — 0, amint n — oo},
x instabil halmazdt pedig a kévetkezd modon:
Wz) ={Z | d(F"(Z), F"(z)) — 0, amint n — —oo}.

Példaul minden olyan pont, amelynek palyaja elhagyja S-t, D;-ben 1év6 fixpont stabil
halmazéanak eleme. Melyek lehetnek vajon egy A-beli pont stabil halmazénak elemei?
Példaként tekintsiik a Hp-be esé x* fixpont esetét, nyilvan S(z*) = (...00-00...).
Lathato, hogy az z*-on athaladd ¢, vizszintes szakasz tetszGleges pontja W#(z*)-hoz
tartozik. Van-e mas pontja a stabil halmaznak? Ha Y olyan pont, amelynek valamely
iteraltja (s -re esik, az azt jelenti, hogy d(F"™(Y),z*) < 1 teljesiil valamely n > O-ra,
amibél az kovetkezik, hogy d(F"*(Y),z*) < 6%, tehat Y € W*(z). Altalanosan azt
mondhatjuk, hogy az F~%(, (k = 1,2,...) alaki vizszintes szakaszok mindegyike az z*
stabil halmazanak része. Koénnyen lathato, hogy adott k-ra 2* ilyen intervallum van.

A

<
d

3.3. abra. A patkoleképezés masodik iteraltja

Mivel F'(D) C D, az x* pont instabil halmaza ettdl eltérs szerkezet. Az x*-on atha-
lado fiiggsleges £, szakasz nyilvan W*(x*)-ba esik. A fentiekhez hasonléan ¢,-nak minden
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F melletti iteraltja D-be esik és konnyen ellendrizhets, hogy F*(¢,) egy ,kigyoszertt” D-
beli gorbe, amely 2% alkalommal metszi at fiigglegesen S-t, amint az a 3.3. abran is
lathato. Ezeknek az iteraltaknak az unidja egy nagyon bonyolult gérbe, amely végtelen
sokszor halad at S-en, a gorbe lezartja pedig A Osszes pontjat és instabil halmazaikat is
tartalmazza.

A stabil és instabil halmazait ennél sokkal egyszertibben leirhatjuk a o eltolas segit-
ségével. Legyen

st =(...8" 58" - 858785 ... ) € Do,

Ha t € ¥, olyan sorozat, amelynek elemei valamely indextdl kezdve (pozitiv irdnyban)
megegyeznek s* elemeivel, akkor t az s* stabil halmazahoz tartozik (az allitas forditva is

igaz).
Azt is belathatjuk, hogy az el6z6 fejezet A-ja és az ezen fejezetbeli A homeomorfak.
Definialjuk a
O: ¥ =Y,

leképezést a kovetkezd modon:
(13(808182 .. ) = ( .. 855351 * $0S254 - - - )

Konnyen lathato, hogy az igy definidlt ® homeomorfizmust ad a két halmaz kézott.

Ellendrzé kérdések:
e Hogyan definialjuk a Smale-féle patkoleképezést?
e Mi a kapcsolat a Cantor-halmaz és a Smale-patké kozott?

e Melyik korabbi leképezéssel ekvivalens topologikusan a patkoleképezés?



4. fejezet

Folytonos dinamikus rendszerek

4.1. Palyak

A jegyzet hatralevs részében folytonos dinamikus rendszerekkel foglalkozunk.

Legyen D C R™ nyitott halmaz, f: D — R" folytonosan differencialhato fiiggvény, és
tekintsiik az

'(t) = f(z(t))
differencialegyenletet. Ennek jobb oldala nem fligg ¢-t6l explicit médon, ezért réviden igy
irhato:
' = f(x). (4.1)

A (4.1) egyenletet autonom differencidlegyenletnek nevezziik. Autoném egyenletek néhany

specialis tulajdonsagat targyaljuk ebben a részben. A tovabbiakban (4.1) megoldésa alatt
mindig nem folytathaté megoldast értiink.

4.1. Lemma. Ha (a,b) € R, x: (a,b) — R"™ a (4.1) egyenlet megolddsa (a,b)-n, ésc € R,
akkor az y(t) = x(t + ¢) figguény (4.1) megolddsa (a — ¢,b — c¢)-n.

Bizonyitds. Ha x értelmezési tartomanya (a, b), akkor az y fiiggvényé (a —c,b—c). Minden
t € (a—c,b—rc)esetén t + c € (a,b), és igy

y(t) =2(t+c) = fz(t+ ) = fy(t)).
0

Legyen z: (a,b) — R™ a (4.1) egyenlet egy megoldasa. A z megoldast abrazolva
R x R"-ben a {(¢t,z(t)) : a < t < b} halmazt kapjuk, amit integrdlgorbének neveziink.
Az x értékkészletét, a
Ve =A{x(t) ra <t <b} CR"

r =y,
y =-x

egyenletrendszert, amelynek minden megoldésa

halmazt pdlydanak nevezzik.
Példaként tekintsiik az

x(t) = ¢ sin(t + d), y(t) = ¢ cos(t + d)

alaku alkalmas ¢,d € R allandokkal. A palyak |c| sugaru, (0,0) kozépponti koérvonalak
az (r,y)-sikon (4.1. &dbra).

46
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Ay Ny

8V

~V

integralgorbe palya

4.1. abra. Az integralgorbe eggyel magasabb dimenzios térben helyezkedik el, mint a palya

4.2. Lemma. Legyen (a,b),(c,d) CR, z: (a,b) = R" és y: (¢,d) = R"™ a (4.1) egyenlet
megolddsai, €s legyen

Yo = {x(t) 1 a <t < b}, v ={y(t) :c <t < d}.
Ekkor vagy vz = Yy, vagy vz Ny, = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy v, N7y, # 0. Ekkor létezik ¢; € (a,b) és to € (c,d) ugy,
hogy z(t1) = y(t2). Legyen z(t) = y(t + to — t;). A 4.1. Lemma szerint z(t) megoldas a
(c+t; —to,d + t; — t9) intervallumon. Mivel

z(ty) = y(ta) = 2(t1),

és a (4.1) egyenletnek egyetlen x(t;) = y(t2) kezdeti feltételt kielégité megoldésa van,
ezért z(t) = y(t) minden ¢ € (a,b)-re, és a = c+1t; —ta, d =b+t; —t5. Innen v, =,
kovetkezik. n

4.3. Lemma. Legyen (a,b) C R, z: (a,b) — R" a (4.1) olyan megolddsa, hogy
z(ty) = x(t2) valamely a < t; < ty < b esetén. Ekkor (a,b) = (—00,00), és vagy x(t)
dllandé, vagy létezik minimdlis T > 0 gy, hogy x(t) = z(t +T) minden t € R esetén.

Bizonyitds. Definialjuk a y: R — R™ fiiggvényt tgy, hogy y(t) = z(t), ha t € [t1,t2], és
y periodikus ty — t; szerint. Ekkor y(¢) megoldasa (4.1)-nek. Mivel y(t;) = z(t;), ezért
(a,b) = (—o0,00) és y(t) = z(t) minden ¢ € R esetén.

Jelolje P az x pozitiv peridbdusainak halmazat, és legyen

T = inf P.

A T = 0 esetben z(t) allandé. Ugyanis ekkor van pozitiv periodusok 0-hoz tarto {7),}°,
sorozata. Minden k egészre és minden n > 1 egészre x(k T,,) = x(0). Mivel 7,, — 0, minden
t € R szamhoz van k,, T,, alakt szamokbol allo, t-hez konvergélo sorozat (k,, = [Tln} ). Az
x folytonossaga alapjan z(t) = x(0) kovetkezik.

Ha T > 0, akkor létezik {7},} periédusoknak T-hez tarté sorozata. A z(t+T1,,) = z(t)
egyenlgségekbdl és a x folytonossagabol kovetkezd x(t + T,,) — x(t + T') konvergencia
felhasznalasaval x(t + 1) = x(t) adodik. Tehat « T-periodikus. A T' = inf P definiciobol
kapjuk, hogy T a minimalis pozitiv periddus. O
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A 4.3. Lemmaban a periodikus megoldas esetében a
0,T] >t ¢(t) € R"
gorbe egyszerti zart gorbe, azaz x(0) = x(T) és z injektiv [0,7)-n. Tovabba
{z(t) 1t € (a,b)} ={x(t) : t € (—o0,00)} ={z(t) : t € [0,T)}.

4.4. Kovetkezmény. A (4.1) autonom differencidlegyenlet tetszéleges palydja hdaromféle
lehet:

a) onmagdt nem metszd gorbe;
b) egyszerd zart gorbe;
c) egyetlen pont.

A 4.2. Lemma bizonyitasabol az is adodik, hogy ha zq € D, ty € R, ¢(¢;0,1x¢) a (4.1)
egyenlet 2(0) = xy kezdeti feltételt kielégits megoldasa (a, b)-n, p(t;to, o) a (4.1) egyenlet
x(tg) = xo kezdeti feltételt kielégité megoldasa (¢, d)-n, akkor a = ¢ —tg, b =d —ty és

o(t;to, xo) = @(t — to;0,20), hat € (¢,d).

Tehéat autonoém egyenlet esetén elegendd csak az z(0) = xy alaka kezdeti feltételekhez
tartozo megoldasokat vizsgalni, mert ezekbdl egyszertien kaphatok az xz(ty) = xo alaka
kezdeti feltételekhez tartozé megoldasok.

A tovabbiakban jelolje ¢(+;x9) a (4.1) egyenlet z(0) = xy kezdeti feltételt kielégits
megoldasat.

4.5. Lemma. Legyenck xo € D és s,t € R olyanok, hogy s eleme az x(-;x9) megoldds

I értelmezési tartomdnydnak, ést eleme a o(-;x(s, o)) megoldds J értelmezési tartomd-
nydnak. Ekkort+s e I, és

p(t;(s;20)) = @(t + 5;20)-
Bizonyitds. Legyen y(t) = o(t + s;x0), t € I —s = {u € R : u+s € I}; és legyen
z2(t) = p(t;o(s;m0)), t € J. Ay és z fliggvények a (4.1) egyenlet megoldasai az I — s
illetve J intervallumon. Mivel y(0) = 2(0), ezért a (4.1) egyenlet y(0) = z(0) = zo kezdeti
feltételt kielégité megoldasanak egyértelmiisége alapjan J = [ — s és y(t) = 2(t), t € J,
tehat az allitas igaz. O

Ellen6rzé kérdések:
e Mi a kiilonbség a pélya és az integralgorbe kozott?
e Mit mondhatunk két palyarol, ha azok metszete nem tires?

e Milyen halmaz lehet egy autoném differencialegyenlet palyaja?
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4.2. Hatarhalmazok

4.6. Lemma. Legyen p € D, és legyen z(t) a (4.1) egyenlet [0,00)-en értelmezett olyan
x megolddsa, amelyre lim;_,, x(t) = p. Ekkor f(p) = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f(p) # 0. Ekkor létezik j index tugy, hogy f;(p) # 0. Legyen
fi(p) > 0. (Az f;(p) < 0 eset hasonlo.) Mivel f; folytonos p-ben, ezért létezik 6 > 0 ugy,
hogy ||z — p|| < 0 esetén f;(z) > f;(p)/2. Mivel lim; .o z(t) = p, ezért van T > 0 ugy,
hogy ||z(t) — p|| < d, ha t > T. Igy minden t > T esetén

d .
Sy(t) = () > B2
Integralva [T, t]-n azt kapjuk, hogy

2

Innen lim,_,, x;(t) = oo kovetkezik, ami ellentmond annak, hogy lim,_,., z(t) = p. Tehat
f(p)=0. O

Legyen xy € D olyan, hogy a ¢(+; x9) megoldés értelmezési tartoméanya tartalmazza a
[0, 00) intervallumot.

4.7. Definicié. A p € D pont a ¢(-; x) megoldas w-hatdrpontja, ha van olyan nemnegativ
szamokbol allo {t;} sorozat, hogy tp — 0o és ¢(ty;z9) — p, ha k — oo. A ¢(+; ) megol-
das w-hatdrpontjainak halmazdt w(xg)-val jeloljik. Az a-hatarpont és az a-hatarpontok

c stz

és tp — oo-t t, — —oo-re cseréljiik.

Az w(xp) halmaz tulajdonsigait tartalmazza az alabbi tétel. Hasonlo allitas igaz
a(zg)-ra.

4.8. Tétel. Legyen a korlatos, zirt K C R"™ halmaz és az xqg € D pont olyan, hogy
K C D, ap(+;x0) megoldds értelmezési tartomdnya tartalmazza [0, 00)-t, és p(t;xg) € K,
ha t > 0. Ekkor

a) w(xg) # 0, korldtos és zdrt;

b) w(xg) dsszefiiggd, azaz nem létezik két, nemiires, diszjunkt A, B zdrt halmaz 1igy, hogy
AU B = w(xy);

c) w(xg) invaridns, azaz minden q € w(xg)-re x(;q) értelmezési tartomdnya R, és
©o(t;q) € w(xg), hat € R;

d) dist(xz(t;z0),w(xg)) — 0, ha t — oo (ahol p € R", A C R™ esetén dist(p, A) =
inf{[[p —all - a € A});

e) w(zo) a legszitkebb d) tulajdonsdggal rendelkezd halmaz.
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Bizonyitads.

a)

Ha (t;) tetszoleges oo-be tarto sorozat, akkor ¢(ty;z9) € K és a Bolzano—Weierstrass-
tétel segitségével kapjuk, hogy van {(tx; zo) }-nek egy konvergens részsorozata, amely
valamely p € K C D ponthoz tart. Ekkor p € w(zy).

Mivel p(t;x¢) € K, t > 0, és K korlatos, zart, ezért w(xy) C K kovetkezik. Tehat
w(xg) is korlatos.

A zartsag igazolasahoz legyen py € w(xp), k € {1,2,...}, ¢ € K olyan, hogy pr — ¢.
Minden k € {1,2,...}-hez létezik j € {1,2,...} tgy, hogy |p; — ¢l < 1/(2k). A
pj € w(wg) ponthoz van ty > k tgy, hogy [|¢(tk; x0) — pill < 1/(2k). Ekkor
1 1 1
t . _ < t . _ . P _ _ = =
ot 70) = all < ot z0) —pill+ Il = all < 5 + 5 = 7.

azaz q € w(xo).

Tegytik fel, hogy A, B nemiires, zart, diszjunkt halmazok tgy, hogy AU B = w(xy).
Az (a) allitas alapjan A, B korlatos is. Ekkor e = dist(A, B) > 0. Legyen

Az = {a: e R" : dist(x, A) < %}, B3 = {33 € R" : dist(z, B) < %} :

Mivel A # 0, B # () és AU B = w(xy), ezért létezik {tx} sorozat, amelyre t, — oo,
k — oo, és minden k € {1,2,...} esetén p(tor_1;x0) — ag € A és p(tog; x9) — by € B.
A sorozatokat ez alapjan valaszthatjuk méar ugy is, hogy

@(tor—1;20) € Aa/?n ¢(tar; o) € B3

teljesiiljon. Az a(t) = dist(p(t; x0), Ac/3) — dist(@(t; z0), Beys), t > 0, fiiggvény folyto-
nos [0,00)-en, a(tor_1) < 0, a(ter) > 0. Létezik sy, € (top_1,tox) gy, hogy a(sy) = 0.
Az {s;} sorozat oo-be tart, p(si;x0) & Acj3U B.j3. Az {¢(sk; o)} sorozatnak van egy
torlodasi pontja, amely nem eleme A U B-nek, de eleme w(xzg)-nek. Ez ellentmond
AU B = w(xp)-nek. Tehat w(zg) Osszefliggs.

Legyen q € w(xg), és legyen {tx} olyan sorozat, amelyre o(tx;xo) — q és tp — 00,
ha k — oo. Rogzitsiik a ¢ € R szamot 1gy, hogy t eleme a ¢(-;q) megoldas («, f3)
értelmezési tartomanyanak. Minden elég nagy k indexre ¢ + ¢ > 0, és igy eleme
©(+; o) értelmezési tartoméanyanak. Ezt a tényt, a megoldasoknak a kezdeti adatoktol
valo folytonos fiiggését és a 4.5. Lemmaét alkalmazva

e(t;q) = z(t; lim @(ty;20)) = lim o(t; (e 20)) = lim @(t + ti; x0),
k—o0 k—o0 k—o0

azaz ¢(t; q) € w(zo). Mivel w(xg) C D korlatos és zart, a megoldasok folytathatoak az
egész szamegyenesre, («, 5) = (—o0, 00).

Ha (o(t;20),w(z0)) # 0, akkor van € > 0 és t; — oo sorozat tugy, hogy minden k-ra
dist(¢(tr; xo), w(zg)) > €. Mivel ¢(tx, x9) € K, a {¢(tr, xo)} sorozatnak van g torlodasi
pontja, amire egyrészt definicio alapjan ¢ € w(xg) teljesiil, masrészt (q,w(zg)) > €
kévetkezik. Ez ellentmondas. Tehat (p(;x¢),w(z)) — 0, ha t — oo.

Tegyiik fel, hogy egy w(zg)-nél szitkebb U halmazra is teljesiil, hogy ¢(t,x¢) hozza
tart. Vegyiink egy w(xg)-be ess, de U-hoz nem tartozo g pontot. Ehhez w(xy) defini-
cibja szerint létezik egy ¢, — oo sorozat tugy, hogy o(tx,x9) — ¢. Ekkor persze
dist(¢(tx, zo),U) — dist(q, U) > 0, ami ellentmond annak, hogy dist(y(t, zo),U) — 0.

]
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Ellen6rzé kérdések:
e Mi az a-hatarhalmaz definicioja?

e Tegyiik fel, hogy a differencidlegyenletiink a teljes R™ téren értelmezett. Mit mond-
hatunk egy pont w-hatarhalmazarol, ha a bel6le indulé megoldas korlatos?

e Miért lesz ebben az esetben az w-hatarhalmaz 6sszefiiggs?

4.3. Ljapunov tételei

Tekintsiik ismét a (4.1) differencialegyenletet.

Tegyiik fel, hogy xy € D és f(xg) = 0. Ekkor x(t) = z¢ megoldas, amit egyensilyi
helyzetnek neveziink. Ha x(t) a (4.1) egyenlet egy megoldasa, akkor az y(t) = z(t) — xo
fiiggvényre

y'(t) = 2'(t) = f(z(t) = f(zo +y(t))

teljestil. Tehat, a g(y) = f(xo + y) definicioval, y(t) megoldasa az ' = g(y) egyenletnek.
Mivel ¢g(0) = f(zo) = 0, az ¥ = g(y) egyenletnek 0 egyenstlyi helyzete. Az x(t) meg-
oldas pontosan akkor van kozel az xy egyensulyi helyzethez, ha az y' = ¢(y) egyenlet
y(t) = z(t) — 29 megoldasa kozel van a 0 egyenstlyi helyzethez. Igy ha egyenstlyi hely-
zetek kozelében értelmezett megoldasokat vizsgalunk, akkor feltehetd, hogy 0 € R™ az
egyensulyi helyzet.

Tegyiik fel, hogy 0 € D és f(0) = 0. Emlékeztetsiil: az x = 0 megoldas stabil, ha
minden € > 0-hoz létezik § > 0 gy, hogy ||zo|| < §-bol ||p(t; zo)|| < € kovetkezik minden
t > O-ra; az * = 0 megoldés aszimptotikusan stabil, ha stabil és van ¢ > 0 dgy, hogy
|zo|| < o-bol limy_,o p(t;29) = 0 kovetkezik. Az aldbbiakban a (4.1) egyenlet = = 0
megoldasénak stabilitasara és aszimptotikus stabilitasara keresiink elegendd feltételeket.

Legyen U C R™ a 0 € R" egy nyilt kornyezete. A V: U — R fliggvényt pozitiv
definitnek nevezziik 0-ban, ha V(0) = 0 és V(z) > 0 minden x € U \ {0} esetén. A
V: U — R fiiggvény negativ definit 0-ban, ha —V pozitiv definit 0-ban.

Példaul az

n

(Az,x) = Z QLT Ty

i k=1

kvadratikus alak szimmetrikus A méatrix esetén pontosan akkor pozitiv definit 0-ban, ha
A minden f&minora pozitiv, azaz

a; a
a;; > 0, det o >0,..., det A > 0.

a21 A2

Ez Sylvester tétele.
Legyen U C R"™ nyitott halmaz és V: U — R differencialhato fiiggvény. A V fiigg-
vénynek a (4.1) rendszer szerinti derivdltjin a

Viiy(@) = ((grad V)(z), f(z)) = Z a—xj(:n)fj(x)

fiiggvényt értjiik.
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Ha a p(t) fliggvény a (4.1) egyenlet megoldasa (a, b)-n, és ¢(t) € U minden t € (a,b)-
re, akkor

d "oV d oV .
EV(SO(U) = a—%(SO(t))a%(t) = Z :

Jj=1 j=1
Az alabbi két tételt Ljapunov bizonyitotta.

4.9. Tétel (Ljapunov L. tétele). Tegyiik fel, hogy U C D nyitott halmaz, 0 € U, és létezik
olyan V: U — R folytonosan differencidlhato fiiggvény, amelyre

i) V' pozitiv definit 0-ban,
it) Viy,y(x) <0 minden x € U-ra.
FEkkor a (4.1) egyenlet x = 0 megolddsa stabil.

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 adott. Vélasszuk az ¢y € (0,¢) szamot ugy, hogy

{r eR": ||z|]| < e} CU.

Legyen

a=min{V(x) : ||z|]| =&}
Mivel az {z € R™ : ||z|]| = &9} halmaz korlatos és zart, amelyen a folytonos V' pozitiv
értéket vesz fel, ezért a minimum létezik, és o > 0. A V folytonossaga és V(0) = 0

alapjan létezik § € (0,eq) ugy, hogy
V(z) <o, ha || <o.

Legyen xy € R" olyan, hogy ||xo|| < d. Legyen 8 € R U {oo} maximalis ugy, hogy ¢(t; xo)
értelmezve van [0, §)-n. Azt allitjuk, hogy

lp(t; z0)|| < €9 minden t € [0, 5)-ra. (4.2)
Ha (4.2) nem igaz, akkor létezik ¢y € (0, 8) ugy, hogy ||¢(to; xo)|| = €0 és
|lo(t; z0)|| < &0 minden t € (0,ty)-ra.

Innen o(t; 79) € U kdvetkezik minden ¢ € [0, to)-ra. Igy az (ii) feltétel alapjan

d
7V i) = Vi (et 20)) <0 (2 € [0,%0]).
Ezért
V(e(to; xo)) < V(p(0;20)) = V(o) < cv.
Masrészt « definiciojabol és ||p(to; zo)|| = €o-bol

V(p(to; o)) > a

adodik, ami ellentmondas. Tehat (4.2) teljesiil.
Mivel az {z € R™ : ||z|| < ¢} halmaz korlatos és zart részhalmaza U-nak, a megoldasok

folytathatosaga alapjan 8 = oo kovetkezik. Kovetkezésképpen az x = 0 megoldés stabil.
O
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Megjegyezziik, hogy a tétel (i) és (ii) tulajdonsaggal rendelkezs V' fiiggvényét Ljapunov-
fligguénynek szokas nevezni.

4.10. Tétel (Ljapunov II. tétele). Tegyiik fel, hogy U C D nyitott halmaz, 0 € U, és
létezik olyan folytonosan differencidlhato V: U — R fiigguény, amelyre

i) V pozitiv definit 0-ban;
it) V{;,)(z) negativ definit 0-ban.
Ekkor a (4.1) egyenlet x = 0 megolddsa aszimptotikusan stabil.

Bizonyitds. A 4.9. Tétel szerint az x = 0 megoldas stabil. Legyen ¢y, > 0 olyan, hogy
{z € R" : |jz|| < &0} C U. A stabilitas miatt van €y > 0-hoz megfelels d(gp). Legyen
o = 0(gp). Azt allitjuk, hogy ||zo|| < o esetén ¢(t;x9) — 0, ha t — oo.
Legyen xy € R™ rogzitett ugy, hogy ||zo|| < 0. A (t;x9) megoldas definidlva van
[0, 00)-en és
llo(t; o)|| < €0 minden ¢t > O-ra.

Innen o(t; 29) € U kovetkezik minden ¢ > O-ra. Igy, az (i) feltétel alapjan

V(p(tm0) = Vi le(ta) <0 (1€ [0,00)).

Ezért a nemnegativ
[0,00) 3t = V(p(t;20)) € R

fiiggvény monoton csokken [0, 0o)-en, és létezik a
Vo = tlgglo V(p(t;20))

hatarérték. A V' pozitiv definitsége miatt lim; . p(t;29) = 0 igazolasahoz elegendd
megmutatni, hogy vy = 0. Tegyiik fel, hogy vy > 0. Ekkor

V(e(t;20)) > 1o minden ¢ € [0, 00)-re.
V folytonossaga és V(0) = 0 alapjan van egy v > 0 szam ugy, hogy
V(z) <wo, ha [[z]] <,

vagyis
v < |le(t;z0)|]| <o minden t € [0,00) esetén.

Mivel V(’4.1) folytonos és negativ a korlatos, zéart
fr €R": 7 < |lo] < o0}
halmazon, ezért V(’4‘1)—nek van g maximuma ezen a halmazon, és u < 0. Kapjuk, hogy

d

rrdal z9)) <p o (t>0).

Integralva [0, t]-n,
V(p(t;2o)) — V(zo) < put
adodik. Ha t — oo, akkor innen V' (¢(t; 1)) — —oo kovetkezik, ami ellentmondas. O
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A stabilitaselmélet modszerei leghatasosabban mechanikai példakkal szemléltethetdk,
hiszen a stabilitas fogalma a mechanikédban sziiletett meg. Ezek koziil a példak koziil is a
legszemléletesebb a matematikai inga.

A matematikai inga esetén az inga sulytalan radjanak végén egy m tomegt, kiter-
jedés nélkiili anyagi pont van. A surlodést és kozegellenallast a sebességgel ardnyosnak
tekintjiik. Legyen x az inga fligg6legestdl valo eltérése radianban: az 6éramutato jarasaval
ellentétes iranyt tekintjiik pozitivnak. Ekkor az m tomegl anyagi pontra hdrom erd hat:

1. A gravitacios er6: mg, amelynek iranya ,lefelé”.

2. Az inga rudjaban ébredd kényszererd a gravitacios erd sugariranyi komponensét ellen-
stulyozza, igy a gravitacios erd és az inga rudjaban ébredd kényszerers ereddje érinté-
irany lesz. Tehat ezen két erg ereddje (az iranyat is figyelembe véve) —mgsin(z) lesz
(Id. a 4.2. abrat).

m-g-sinx

m-g

4.2. dbra. Az ingéra hato erck

3. A surlodasbol és kozegellenéllasbol szarmazo erd: a sebességgel (l2') ellentétes irdnyu
(érint6vel parhuzamos) és a sebességgel ardnyos nagysagu, tehat —klz’, ahol k& > 0
konstans.

Newton 2. torvénye alapjan (a tomeg szorozva gyorsulassal egyenls az Osszes eré eredd-
jével) kapjuk az
milz" = —mgsin(z) — klz'

maéasodrendi egyenletet, amit az z1 = x, 1o = 2’ jelolést hasznélva az

[

.Tl :I;Q,

I — _9g _k
vy = —9sin(z1) — =y

egyenletrendszerré irhatunk &t.

Az egyenlet teljesiti a Picard—Lindelof-tétel feltételeit, igy tudjuk, hogy a kezdetiérték-
probléménak 1étezik egyértelmt megoldasa. Méasrészt viszont belathato, hogy ez a meg-
oldas (a trivialis megoldasokon kiviil) nem irhato fel elemi fiiggvényeket hasznald zart
alakban. Mégis bizonyos dolgokat megallapithatunk az egyenlet alapjan.

Tegyiik fel el6szor, hogy az inga csak kicsit tér ki a fiigg6leges egyenstlyi helyzetébdl,
tehat z kicsi”. Ekkor sin(z) kortilbelill x, és a modelliinket lineérissa tehetjiik:

mla” = —mgx — kla'
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Ez az egyenlet mar gond nélkiil megoldhato: az mi\? + kIX + mg = 0 karakterisztikus
egyenletbsl két negativ valos részi sajatértéket kapunk, amelyek a k%/m? — 49/l < 0
feltétel esetén komplexek. Igy ez utobbi esetben (,kis fékezés esete”, hiszen k kis értékeinél
fordul el§) az inga oszcillalva az alsé egyensilyi helyzethez tart, mig ha ez nem teljesiil
(,nagy fékezés esete”), akkor az inga legfeljebb egyszer lendiil a4t az egyensulyi helyzeten
és ugy tart hozza.

l~cosx“

,,,,,,,,,,,

4.3. abra. Az inga végpontja egy kérvonalon mozog

Alkalmazzuk Ljapunov elsé tételét az ingara. Irjuk fel az inganak, mint rendszernek a
teljes energiajat, ami a helyzeti és mozgasi energiabol all 6ssze. A helyzeti energia (az alsd
egyenstlyi helyzetet 0 magassagunak véve) mgl(1 — cos(x)) lesz, mig a mozgasi energia
m(l2')?/2 (1d. a 4.3. abrat). Ekkor tehat

ml2(l,l)2

E(z,2z") = mgl(1 — cos(x)) + 5

Errél konnyen belathato, hogy az also egyensulyi helyzet (vagyis az (z,z') = (0,0) meg-
oldés) kis kornyezetében pozitiv definit. Szamitsuk most ki az energia egyenlet szerinti
derivaltjat:

E'(z,2") = mglsin(z)2’ + mi*2'z" = mglsin(x)z’ — Iz’ (mgsin(z) + klz')
= —kI*(2')* <0

Felhasznalva Ljapunov elsg tételét kapjuk, hogy az (x,2') = (0,0) egyenstilyi helyzet
stabil. Ez viszont még kevés: a  kis kitérés” esetén kapott egyenletbdl azt sejtjiik, hogy
az egyensulyi helyzet aszimptotikusan is stabil. Ljapunov maéasodik tétele viszont nem
alkalmazhato az E(x,2’) fliggvényt hasznalva, hiszen E’(x,z’) nem negativ definit.

Modositsuk egy kicsit az E fiiggvényiinket. Ha jobban megnézziik az energiafiiggveé-
nyiinket, akkor kis z esetén 1 — cos(x) koriilbeliil 22/2, tehit az energia tobbé-kevéshé
az x és x’ valtozok masodfoku fliggvénye. A teljes masodfoktusaghoz méar csak egy xa’-t
tartalmazoé tag sziikséges. Legyen tehéat

E(x,2") = mgl(1 — cos(x)) + ml éx’)

ahol ¢ egy kés6bb meghatarozando konstans. A feladatunk most az, hogy megadjunk egy
olyan ¢ szamot, amelyre F pozitiv definit és E’ negativ definit lesz.
Fejtsiik Taylor-sorba az 1 — cos(z) fiiggvényt 0 koril:

+ cxa’,
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Ebbél azt kapjuk, hogy 1 — cos(x) > x?/4, ha x elég kicsi. Vagyis

~ 2 12 /
E(z,2") > mgl% + w + cxa’
(
2

2
ZL‘I)2

_(mgl e\ 5, (ml* e\ ., ¢ N2
_<4 2>x+(2 2(x)+2(x+x)

Ha c elég kicsi pozitiv szam, akkor 2% és (2')? egyiitthatoi pozitivak, igy megkapjuk, hogy
E pozitiv definit.

Hasonlo otlettel (bar egy kissé bonyolultabb szamolassal) azt is megkapjuk, hogy E'
negativ definit. Menet kézben hasznaljuk ki, hogy x kicsi, tehat |sin(z)| > |z|/2.

E'(x,2") = E'(z,2') + c(z')? + cxa”

= —kl*(2')? + c(2)* + cx (—% sin(z) — ﬁx’)
m

m
2k \? 2Uk\?
= (c — kI*)(2)? - ;—‘(;xQ — % ((:U + g—maz') —z? — (g_m) (m’)2>

2 2
ez o (HR N2 92 9, 2R
= (c kl* + v (gm) )(a:) FTRY (x—l—gma:

Ebben a kifejezésben, ha c elég kicsi pozitiv szém, akkor az x? és az (2)? egyiitthatoja is
negativ, tehat E’ valoban negativ definit. Alkalmazva Ljapunov méasodik tételét kapjuk,
hogy az (x,2") = (0,0) egyenstlyi helyzet aszimptotikusan stabil.

Ellen6rzé kérdések:
e Mikor neveziink egy fliggvényt pozitiv definitnek?
e Hogyan sz6lnak Ljapunov tételei?

e Miért modositottuk az energiafiiggvényt a matematikai inga vizsgalata soran?

4.4. Linearizalas

Tekintstik ismét a (4.1) differencidlegyenletet. Legyen

A=Df0) = (g;’; (o)> = (ay).

A D halmazon az

relacioval definialt R fliggvényre R(0) = 0 és

L IR@)

=0 ||z
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teljestil. (Az is igaz, hogy R differencialhato, és DR(0) = 0.)
Tekintsiik az
y = Ay (4.4)

homogén lineéris differencialegyenletet is. A (4.4) egyenletet a (4.1) egyenlet linearizdltjd-
nak nevezziik. A (4.4) egyenlet y = 0 megoldasanak stabilitasi tulajdonségait jellemeztiik
az A matrix Ay, Ao, ..., A, sajatértékeinek segitségével. A (4.3) tulajdonsag azt jelenti,
hogy 0-hoz kozeli x-ekre f(x) és Ax milyen kozel vannak egymashoz. Ez alapjan az
varhato, hogy a (4.1) és a (4.4) egyenletek 0-hoz kozeli megoldasai hasonléan viselkednek.
Ezt mutatjak az alabbi eredmények.

4.11. Tétel. Ha a (4.4) egyenlet y = 0 megolddsa aszimptotikusan stabil (azaz A minden
A sajatértékére Re A < 0), akkor a (4.1) egyenlet x = 0 megolddsa aszimptotikusan stabil.

4.12. Tétel. Ha A-nak van olyan A sajdatértéke, amelyre Re X > 0, akkor a (4.1) egyenlet
x = 0 megolddsa instabil.

4.13. Tétel. Ha A minden sajdtértékére Re X < 0 teljesiil, és van olyan \ sajdatértéke,
amelyre Re A = 0, akkor a (4.1) egyenlet x = 0 megolddsdnak stabilitisa illetve aszimpto-
tikus stabilitdsa R-tdl is fiigg.

A Ljapunov-féle aszimptotikus stabilitasi tétel (4.10. Tétel) alkalmazasaval bizonyitjuk
a 4.11. Tételt.

A J.11. Tétel bizonyitisa. Legyen ®(t) a (4.4) egyenlet egy olyan alapmatrixa, amelyre
®(0) = I. Azaz O(t) oszlopvektorai az y;(t), y2(%), . . ., y,(t) megoldasok gy, hogy y;(0) =
e; (e; a j-edik baziselem R"-ben). Jelolje ¢(t;yo) a (4.4) egyenlet y(0) = yo kezdeti feltételt
kielégité megoldasat. Tudjuk, hogy o(t;y0) = ®(t)y. Létezik u > 0 ugy, hogy

Re); < —p (7 €4{1,2,...,n}).

Definialjuk a V: R™ — R fliggvényt a

Vy) = / s )2 ds

formuléval. A ®(t) alapméatrix minden eleme Re e*'t* és Im eN't* alaki fiiggvények line-

aris kombinécidja. Ezért létezik K > 0 agy, hogy
o) < Ke™  (t>0).

igy
le(siy)l? = [@(s)yl* < K?e|lyll> (s >0),

amibdl kapjuk, hogy az fooo||g0(s;y)||2ds improprius integral konvergens. Tehéat V' jol
definialt.
A p(t;y) = P(t)y egyenldség alapjan

Vy) = / sy ds = / " (@(s)y, B(s)y) ds

- [T@r e as= ([T 7@ as) ).
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Legyen

Az S matrix szimmetrikus, mert (®7(s)®(s))? = &7 (s)P(s). Tehat

V(y) =(Sy,y)  (y€R").

Ebbdl az elgallitasbol kovetkezik, hogy V' akarhanyszor differencialhato.

A p(t;y) megoldas pontosan akkor azonosan nulla [0, 00)-en, ha y = 0, igy V pozitiv
definit 0-ban.

Annak igazolasara, hogy ‘/('4_1) negativ definit, elGszor V('4 -t becsiiljiik meg. Felhasz-

nalva, hogy ¢(s; p(t;y)) = ¢(s +t;y) (4.5. Lemma),

, d d [
Vi) = (o 0| _ = | et y>>u2ds\
— d 2
= [t + P dS),O et yia]
= —H<p(07y)ll2 = —|lyll*.
Innen
, & av
Vin®) =25 Zay y)(Az + R(y));
=1 7
. aV
= i+ =V + (grad V(y), R(y)).
Z 8y] Z ayj () + (grad V(y), R(y))

Mivel V(y) = (Sy,y) és S szimmetrikus, ezért grad V(y) = 2Sy. igy

[(grad V' (y), B(y))| < 2[5yl =y)]-

(4.3) alapjan létezik 6 > 0 ugy, hogy

1
Rl < —=rllvll,  hally| <o
IR(y)l 4HSHH | [y

Ezért [|y|| < 0 esetén

ly1I*

2

[(grad V(y), R(y))| <

Innen pedig, ||y|| < ¢ esetén,

IIyII2 wl?
2

Vi) < Vi) + [(grad V(y), R(y))| < —lylI* +

kovetkezik. Tehét V('4_1) negativ definit 0-ban. A 4.10. Tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy
a (4.1) egyenlet y = 0 megoldasa aszimptotikusan stabil. ]

A 4.12. Tételt itt nem bizonyitjuk.
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A 4.13. Tétel bizonyitdsa. Az egydimenzios ' = 0, o’ = 23, 2’ = —23 egyenletek lineari-

zéltja az ¢’ = 0 egyenlet. Itt A =0, és A = 0 az egyetlen sajatérték. Az R(z) fuggvény a
harom esetben 0, x? illetve —a®.
Az ' = 0 egyenlet x = 0 megoldasa stabil, de nem aszimptotikusan stabil.

Az ' = 2 egyenlet megoldasa

(t) 0 < ct< )
xXr = — —00 — |,
V1 — 2tz 213

igy az © = 0 megoldéas instabil.
Az 2’ = —23 egyenlet megoldasa

1
o(t) = ——0 (——2<t<oo),
1+ 2tk 25

és igy az x = 0 megoldas aszimptotikusan stabil. ]

Alkalmazzuk most az els6 kozelités (linearizalas) modszerét az ingéara, pontosabban az

= —9sin(wy) — wy = fo(21, T2)

egyenletrendszerre. Ekkor

!/

Y1 :(%(OO)) ny _ 0 1 ny _ Yo

Y2 O (% 7 Tm Y2 — 9y — Ly

Vegyiik észre, hogy az igy kapott egyenlet pontosan megegyezik a ,kis kitérés” esetére
kapott modelliinkkel. Az egyenlet matrixdnak sajatértékei tehat negativ valés résziek,
igy az eredeti inga egyenletiink (z,z") = (0,0) egyenstlyi helyzete aszimptotikusan stabil.
A linearizalassal sokkal konnyebben kaptuk meg ezt az eredményt, mint Ljapunov masodik
tételével.

Ellen6rzs kérdések:
e Hogyan definialjuk egy differencidlegyenlet linearizaltjat?

e Hogyan fiigg egy egyensiilyi helyzet stabilitdsa a linearizalt egyenlet méatrixédnak
sajatértékeitsl?

e Adjunk példat olyan differencidlegyenletre, amelynek a 0 nem hiperbolikus, de stabil
egyensulyi helyzete.

4.5. A LaSalle-féle invarianciaelv

Emlékeztet6il: w(xg) a ¢(t; o) megoldas w-hatarhalmazat jeloli. Korlatos ¢(t; z9) meg-
oldés esetén w(xy) nemiires, korlatos, zart és invarians (4.8. Tétel). A kovetkezo tétel (a
LaSalle-féle invarianciaelv) a V' fiiggvényrdl csak annyit tesz fel, amennyit egy energia-
fiiggvény mindig teljesit, persze kevesebbet is &llit.
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4.14. Tétel (LaSalle-féle invarianciaelv). Legyen U C D nyitott halmaz, V: U — R
folytonosan differencidlhato fligguény, amelyre

Viiy(x) <0 minden x € U esetén,

és M ={zeU: 1/(’4'1)(:17) = 0}. Tegyiik fel, hogy o € U olyan, hogy létezik eqy K C U
korldtos és zdrt halmaz, hogy ¢(t; x¢) € K, minden t > 0-ra. Ekkor

w(zg) C M.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a tétel feltételei teljesiilnek. Ekkor w(xg) C K nemiires.
Legyen v(t) = V(¢(t;z0)), t > 0. Feltételeinkbol
d
S0lt) = Vil 7)) < 0
és
o(t) = Ve(ti ) 2 min V(©) € R
€

kovetkezik minden ¢ > 0O-ra. Mivel v(¢) monoton csékkend és alulrol korlatos, létezik
a vy = limy ., v(t) hatarérték. Legyen p € w(xg) rogzitett. Létezik ¢, — oo sorozat,
amelyre p(tx; xo) — p. Ekkor V(¢(tg; xo)) = v(tg) — vo is kovetkezik. Az w(zg) C K C U
relacio alapjan p € U. A V fliggvény p-ben valo folytonossagabol V(p) = vy kovetkezik.
Mivel p € w(zg) tetszleges volt,

w(zg) C{r eU:V(z) =v}
adodik. Ha ¢ € w(xg), akkor w(zg) invariancidja szerint ¢(t;q) € w(xp) minden t € R
esetén. Innen V(p(t;q)) = vo, t € R, és igy

. d

d
V! = —V(o(t: _ = —0
(4.1)(@) dt (¢(t;q)) - dtvo -

kovetkezik. Tehat w(xg) C M. O

A LaSalle-féle invarianciaelvre példaként tekintsiik ismét az ingat. Az inga energia-
fiiggvénye teljesiti a LaSalle-tétel feltételeit: nemnegativ, és az egyenlet szerinti derivaltja
nempozitiv. A tételben szereplé M halmaz ebben az esetben az 2’ = 0 feltételnek meg-
felels pontokat tartalmazza (hiszen E'(x,z') = —kI%(2')?), vagyis

M = {(z,0) | x € (—o0,00)}.

Ahhoz hogy alkalmazhassuk LaSalle tételét, be kell bizonyitanunk, hogy a vizsgalt megol-
dasunk korlatos. Ténylegesen azt fogjuk bebizonyitani, hogy az inga egyenletének minden
megoldasa korlatos.

Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy van egy (x(¢),2'(t)) megoldas, amelyik nem
korlatos. Legyen (2(0),2'(0)) = (xo,z;) a kezdeti feltétele a megoldasnak a 0-ban, és
legyen e(t) = E(z(t),2'(t)). Mivel E'(x,2') < 0, ezért e(t) monoton csokkend, tehat
e(t) < e(0). Felhasznalva, hogy az energia magaban foglalja a mozgasi energiat (is), azt
kapjuk, hogy mi?(2'(t))?/2 < e(t) < e(0), amibél felsé becslést kapunk 2/ (t)-re:

(1)) < /200

Vagyis, mivel a megoldds nem korlatos, ezért a megoldas z(t) komponense lesz nem
korlatos. Ha /(ty) = 0 lenne valamilyen to-ra, akkor a kévetkezd két eset lehetséges.
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1. Ha x(ty) = km (vagyis az inga az also vagy fels6 egyenstlyi helyzetben van), akkor a
megoldés a tovabbiakban az egyenstlyi helyzetben marad, tehat korlatos, ami ellent-
mond x(t) valasztasanak.

2. Ha nem egyensilyi helyzetben van a megoldas, akkor a t, idépillanatban mozgasi
energia nincs, a helyzeti energia pedig kisebb, mint a fels6 egyenstilyi helyzetben a
helyzeti energia, igy az inga soha tobbé nem érheti el a fels§ egyenstlyi helyzetet,
tehat korlatos, ami megint ellentmond x(t) valasztasanak.

Azt kaptuk tehat, hogy 2'(t) sehol nem lehet 0, elGjeltartd. Legyen 2/(t) < 0, az 2/(t) > 0
eset hasonloan vizsgalhato. Az inga tehat negativ szogsebességgel (az éramutato jaraséval
egyez$ iranyban) forog koérbe, végtelen sokszor teszi meg a kort, x(t) — —oo mikdzben
t — oo. Vizsgaljuk meg az inga egy teljes korbefordulésat, illetve hogy a 4.3. abran
bejelolt A és B pontok kozotti utat hogyan teszi meg. Legyen az inga a t; idGpillanatban
az A pontban, és a t, > t; idGpillanatban a B pontban, és kozben az inga csak egy
féelkornyi utat tegyen meg.
El6szor is, mivel a szogsebességre tudjuk az

2¢(0)
mi?

|2 (1)] <

becslést, a 7 hosszu Ut (szog) megtételéhez legalabb

/26(0 \/ 26
miz

id6 sziikséges (e(0) = 0 nem lehetséges, hiszen akkor x(0) = 2k7 és 2/(0) = 0 kellene
legyen, amibdl x(t) = 2k kovetkezne).

Masrészt az egész AB iven az inga a B pontban mozog legkisebb sebességgel, hiszen az
iv megtétele kozben a surlodés és kozegellenallas miatt az energia csokken, és az iven az A
és B pontokban legnagyobb, és egyenl§ a helyzeti energia. A B pontban viszont legalabb
akkora sebességgel (értsd: mozgasi energiaval) kell rendelkeznie az inganak, hogy legy6z-
hesse a fels6 egyensilyi helyzetig hatralévé mgl nagysagt helyzetienergia-kiilonbséget.
Ebbdl kapjuk, hogy a B pontban teljestilnie kell az

mi?(x'(t))?

5 > mgl

egyenl6tlenségnek, amibdl x'(ty) > /2g/l. Mivel a B pontban legkisebb a sebesség,
2'(t) > /2g/l minden t € [ty ts] esetén.

Vizsgaljuk meg most az energia megvaltozasat a [t1, t5] intervallumon:

to to t2 94
e(ty) —e(t)) = / et)dt = —kﬂ/ (z'(t))*dt < —kﬁ/ Tdt < —2kglT < 0,
t1 t1 t1
vagyis az energia minden kor megtétele kdzben csokken legalabb egy konstans értékkel,
ami csak a kezdeti energiaértéktsl fiige. Ha x(t) valoban minusz végtelenbe tartana,
akkor az energia —oo-be kellene tartson, ami nem lehetséges, hiszen nemnegativ. Ez az
ellentmondéas bizonyitja, hogy az inga minden megoldésa korlatos.

Alkalmazhatjuk tehat a LaSalle-féle invarianciaelvet: minden megoldas hatarhalmaza
az M = {(z,0)} halmaz része. Mivel a hatarhalmaz invarians, ezért egy a hatarhalmazban



4.5. A LASALLE-FELE INVARIANCIAELV 62

levé (xg,0) pontbol indulé megoldéas a hatarhalmazban (tehat M-ben is) marad. Ebbdl
kapjuk, hogy 2/(t) = 0 minden hatéarhalmazbeli kezdeti feltétel esetén, igy x(t) = xo kell
legyen, vagyis xy egyensilyi helyzetet ad meg, zo = km. A hatarhalmaz tehat csak (km,0)
alakt pontokat tartalmazhat. Felhasznélva, hogy a hatdrhalmaz nem iires és Gsszefiiggd,
megkapjuk, hogy a hatarhalmaz csak egy {(km,0)} alakd, egyetlen pontot tartalmazo
halmaz lehet, és a megoldas ehhez a ponthoz tart.
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4.4. abra. Az energia szintvonalai és az ingaegyenlet fazisképe

Osszefoglalva: az inga minden megoldasa korlatos, és az also vagy fels6 egyenstlyi hely-
zetek valamelyikéhez tart. Linearizaldssal mar bebizonyitottuk, hogy az alsé egyensulyi
helyzet aszimptotikusan stabil. Ugyanilyen konnyen belathato, hogy a fels§ egyensilyi
helyzet instabil. A gyakorlatban tehéat az inga az alsé egyensulyi helyzethez fog tartani,
a felsd egyensulyi helyzethez vald tartds nem megvalosithato.

Ellenorz6 kérdések:

e Mondjuk ki a LaSalle-féle invarianciaelvet.
e Miért fontos az a feltétel, hogy a megoldas egy kompakt halmazban halad?

e Hogyan alkalmaztuk a LaSalle-féle invarianciaelvet a matematikai ingara?

4.6. Poincaré-leképezés

Egyenstilyi helyzetek stabilitdsat tudjuk vizsgalni linearizélas vagy Ljapunov-fliggvény
segitségével, de periodikus megoldésokét még nem. FErre fogjuk hasznéalni a Poincaré-
leképezést, amelyhez sziikségesek a kovetkezd definiciok.

4.15. Definicié. Ha x € D, akkor I, jeloli azt az intervallumot, amelyen a ¢.(z) megoldas
értelmezve van. Ez a Picard-Lindelof-tétel szerint (f-re szokas szerint feltéve a megfelels
regularitési feltételeket) egy nyilt intervallum, ezen tul nem folytathat6 a megoldas.

4.16. Definicio. Az n dimenzios tér egy egy kodimenzids (n — 1 dimenzids) részsokasdga
egy olyan ¥ C R™ halmaz, amely el6all ¥ = {x € U | S(x) = 0} alakban, ahol S az
U C R™ halmazon értelmezett folytonosan differenciadlhato fiiggvény, és grad S(z) # 0 az
x € Y pontokban.

4.17. Definicié. A X sokasag transzverzalis az f dltal meghatdrozott vektormezdre, ha
teljesiil, hogy (grad S(x), f(x)) # 0 minden = € ¥ esetén.

4.18. Példa. Az alabbi leképezések koziil melyik hataroz meg a két dimenzids térben egy
egy kodimenziés sokaségot?

S(%’,y):.’L’, S(Z’,y):$2+y2—1, S(ﬂf,y)

Ezek koziil melyek transzverzalisak az f(z,y) = (z,—y), f(z,y) = (1,0), f(x,y) = (0,1)
vektormezdkre?

2 —y?—1, S(z,y) = 22 4+ 2



4.6. POINCARE-LEKEPEZES 64

4.19. Lemma. Legyenx € D ésT € I,. Legyen X eqy f-re transzverzdlis eqy kodimenzios
sokasdg gy, hogy pr(x) € X. Ekkor létezik olyan U kirnyezete x-nek és eqy 7 € CH(U)
fiigguény, hogy T(x) =T €s @) (y) € ¥ minden y € U-ra.

b))

o((y),y)

o(T,x)

4.5. abra. Egy transzverzalist egy megfelelGen kis kornyezetbdl indulé t6bbi megoldas is
metsz

Bizonyitds. Tekintsiik az S(p:(y)) = 0 egyenletet, amely teljesiil (T, z)-re. Mivel ¥ transz-
verzalis f-re, és pr(x) € X, ezért van olyan I xU kornyezete a (7', x) pontnak, hogy minden

(t,y) € I x U-ra )
2 (S(u(w)) = (grad S(eu(w)), S (p1(y)) # 0.

Az implicitfiiggvény-tétel szerint (esetleg U tovabbi megszoritasa mellett) van olyan
T € C1(U) fiiggvény, hogy minden y € U-ra S(p-(,)(y)) = 0 tehat ¢, (y) € 2. O

4.20. Definicio. A fenti jel6lésekkel, ha = egy periodikus pont és T a periddusa, akkor a
Ps(y) = ©r) (y) leképezés a Poincaré-leképezés. Ez a leképezés ¥ egy részhalmazat Y-ra
képezi, ennek minden fixpontja az egyenlet egy periodikus palyanak felel meg.

4.21. Definicié. Egy v C D periodikus palya stabil, ha v minden U nyilt kérnyezetéhez
van olyan V' kornyezete y-nak, hogy ¢(V) C U, t > 0.

4.22. Definicié. Egy v C D periodikus palya aszimptotikusan stabil, ha v minden U
nyilt kornyezetéhez van olyan V kornyezete y-nak, hogy (V) C U, t > 0, és minden
x € V-re

lim d(¢¢(x),v) =0.
t—o00

4.23. Példa. Polar-koordinatarendszerben az

r'=0,
¢ = -1

egyenletrendszer orig6 kozépponti koncentrikus koroket ad palydnak. Kzt atirhatjuk
Descartes-koordinatarendszerbe: z(t) = r(t) cos ¢(t) és y(t) = r(t) sin ¢(t), ahonnan

' = (rcos¢) =r'cosp —rsing-¢ =rsing =y

y = (rsing) =r'sing +rcos¢-¢ =—rcosp = —u,

ami nem mas, mint a linearizalt inga els6rendi egyenletrendszerré transzformalt speciélis
esete. Ebben a esetben a 3 = (0, 00) x {0} félegyenesen a Poincaré-leképezés az identitas,
minden pont periodikus pélyat hatdroz meg, amelyek nem aszimptotikusan stabilak, de
stabilak.
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4.24. Példa. Modositsuk az el6z6 egyenletrendszert:
r'=1-—r,
(b/ - _]-7
o' = (rcos¢) =r'cos¢ —rsing- ¢ = (1 —r)cos¢ +rsing

1 1
=|-—1)rcosp+rsing=|——-1]z+v,
(7“ ) <\/x2+y2 )

y = (rsing) =r'sing +rcos¢-¢”" =(1—r)sing —rcos ¢

1 . 1
= (;—1)rsm¢—rcos¢: <\/Ty2—l>y—a:.

Ez utobbi egyenletrendszeren nem igazan latszik, de az eredeti polarkoordinatas rendszer-
ben nyilvan r(t) — 1, t — oo (ha r(0) > 0), igy az origé kivételével (ahol a Descartes-féle
koordinatarendszerben felirt egyenlet nincs értelmezve) minden megoldéas tart egy periodi-
kus palyahoz, amely egy 1 sugaru korvonal, és periédusa 27 (a ¢-re vonatkozo egyenletbdl
vagy a masodik egyenletrendszernél egy 2%(0) + y?(0) = 1 kezdeti feltételbs] induld meg-
oldasbol). Ebben az esetben a Poincaré-leképezés mar bonyolultabb. Oldjuk meg az
r" =1 —r egyenletet: r(t) = 1+ (r(0) — 1)e™. Ekkor r(t + 27) = 1+ (r(t) — 1)e 2"
is teljesiil minden ¢-re, ez viszont a rendszer ¢-beli 27 periodikussédga miatt a ¢(0) = 0
kezdeti feltétellel pontosan a Poincaré-leképezést adja:

ekkor

P(r)=1+(r—1)e .

Ez tekinthetd egy diszkrét dinamikus rendszernek, amelyrél konnyen belathato, hogy min-
den palyaja 1-hez tart. A fenti 1 sugara koérvonal egy aszimptotikusan stabil periodikus

palya.

4.25. Definicié. Egy dinamikus rendszer zdrt pdlydja alatt egy nemtrivialis periodikus
megoldas palyajat értjiik.

4.26. Tétel. A Poincaré-leképezés x fixpontja akkor és csak akkor (aszimptotikusan) sta-
bil, ha a dinamikus rendszer vy(z) zdrt pdlydja (aszimptotikusan) stabil.

Bizonyitds. Ha a ~(z) pélya (aszimptotikusan) stabil, akkor a definicioban szerepls
jeloléseket hasznéalva a P Poincaré-leképezéshez z-nek minden U = U N Y kérnyezethez
talalhatunk egy V = V N kérnyezetét, hogy ha y € V, akkor P*(y) € U (és P*(y) — ),
ami pontosan az x pont (aszimptotikus) stabilitasat jelenti a Poincaré-leképezés mellett.

Forditva tegyiik fel, hogy z (aszimptotikusan) stabil fixpontja P-nek. Legyen U
koérnyezete a y(z) palyanak, és U C UNY olyan kérnyezete z-nek X-ban, hogy ¢, (U) C U
minden ¢ € [0,7 + 1]-re, és 7(y) < T + 1 ebben a kornyezetben. Mivel = stabil,
ezért van olyan V C U kornyezete z-nek, hogy P¥(V) C U minden k-ra. Legyen
V C Ute[07T+1]<,0t(‘~/). Ekkor y € V esetén van olyan z € V és t, € [0,7 + 1], hogy
y = @(2). Mivel z, = P*(2) € U és oi(y) = ps(2x) € U valamely k > O-ra és
s € [0, T + 1]-re, ezért ¢, (V) C (U). O
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4.27. Tétel. Tegyik fel, hogy v(z) az f periodikus pdlydja. Ha a Poincaré-leképezés
minden sajdtértéke az eqységkoron belil van, akkor a periodikus pdlya aszimptotikusan
stabil.

Bizonyitds. Ha a Poincaré-leképezés fixpontja aszimptotikusan stabil, akkor készen
vagyunk. Ezért elegend§ belatni a kévetkezd lemmét.

4.28. Lemma. Ha eqy [ diszkrét dinamikai rendszernek p eqy k-periodikus pontja és
(f¥)(p) minden sajdtértéke az egységkiron beliil van, akkor az aszimptotikusan stabil,
attraktor.

Bizonyitas. Mivel minden sajatéréke az egységkoron beliil van, ezért lehet taldlni egy
olyan normét, amelyben ||(f*)'(p)|| < o < 1. Mivel a norma folytonos is, ezért van olyan
U kornyezete p-nek, hogy minden x € U-ra ||(f*)'(z)| < 0. Ekkor az is teljesiil, hogy

1F* @) = pll = IF* (@) = FFW)] < ollz = pll,

amibdl
1/ (z) — pl| < o'llz —pl| =0,

vagyis f*(x) — p. O

4.29. Lemma. Ha eqy f diszkrét dinamikai rendszernek p eqy k-periodikus pontja és
(f*)(p) minden sajdtértéke az eqységkéron kivil van, akkor az repellor.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 allitast f inverzére. O

[]

4.30. Tétel. A Poincaré-leképezés sajdatértékei fiiggetlenek a X transzverzdlis vdlasztd-
sdtol.

Bizonyitds. Legyen 3 és Yo két transzverzalis a p periodikus pontban. A 4.19. Lemma
szerint a p ponthoz és a T' = 0-hoz is van olyan leképezés, ami a p egy kornyezetét rendeli
a Yp-hoz az ott definialt modon, jeloljiik ennek a leképezésnek a Yi-re valé megszoritésat
F-fel. Tehat F': 31 — ¥, olyan leképezés, ami megadja a palydkon a 3ii-beli pontokhoz
legkozelebb es6 Yo-beli pontot. Ha x € 3 elég kozel van p-hez, akkor a 4.19. Lemma
alapjan azt is tudjuk, hogy x palydja metszi Yo-t, aztan koriilbeliil egy periodus miilva
Yi-et és ujra Yo-t. Legyen P; a Xi-hez, és Py a Yo-hoz tartozoé Poincaré-leképezés.

4.6. abra. A bizonyitasban hasznélt palyak, pontok, transzverzalisok

A 4.6 abrardl leolvashato, hogy Po(F(x)) = F(Py(z)), vagyis F' topologikus ekvivalen-
ciat ad Py és P, kozott. Raadasul, mivel a 31, Yo-t meghatérozo Sy és Sy leképezések foly-
tonosan differencialhatoak, és a dinamikus rendszert meghatarozé egyenlet jobb oldala is
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folytonosan differencialhato (amibdl kovetkezik a kezdeti feltételektsl valo folytonosan dif-
ferencialhato fliggés is), ezért a I diffeomorfizmus. Differencialjuk a Po(F(x)) = F(Pi(x))
egyenl@séget a p pontban, és hasznaljuk ki, hogy F(p) = p, Pi(p) = p és Pa(p) = p, és
kapjuk, hogy

B (p)F'(p) = By(F(p)F'(p) = F'(Pu(p)) Pi(p) = F'(p) Pi(p).

Mivel F' invertalhato, ezért a derivaltja egy nemelfajuld matrix, annak inverzével be-
szorozva kapjuk, hogy P[(p) = (F'(p)) " 'Py(p)F'(p). Vagyis a P/(p) és Pj(p) méatrixok
hasonloak, igy a sajatértékeik ugyanazok. O

Ellen6rzé kérdések:
e Mikor neveziink egy sokasagot transzverzalisnak?
e Hogyan definidlhatunk Poincaré-leképezést?

e Hogyan fiiggnek a Poincaré-leképezés sajatértékei a transzverzalis sokasag valaszta-
satol?

4.7. A Poincaré—Bendixson-tétel

A tovabbiakban kétdimenzios téren hatd dinamikus rendszereket vizsgédlunk. Két dimen-
zibban nagyon hasznos éllitas a Jordan-féle gorbetétel.

4.31. Tétel (Jordan-féle gorbetétel). Minden Jordan-gérbe (az Sy kérvonallal homeomorf
zdrt gorbe) az R?-et pontosan 2 részre bontja.

4.32. Definicié. R2-en egy ¥ egy kodimenzios sokasag egy egqy dimenzids gorbevonal,
amely egy folytonosan differencialhato s(t) leképezéssel (s: [a, 8] — R?) van megadva,
ahol §'(t) # 0. Az s leképezés a gorbe egy paraméterezése.

Az s leképezés megad egy rendezést a Y-n, ugyanazt a rendezést, ami a paraméteren
van.

4.33. Definicié. Az f altal meghatarozott dinamikus rendszernek x egy requldris pontja,

ha f'(z) # 0.
4.34. Definicié. Az xy pont pozitiv pdlydja a v, (xg) = {¢i(x0) | t > 0}.
4.35. Definicid. Az xy pont negativ palydja a v_(zo) = {pi(zo) | t < 0}.

4.36. Tétel. Legyen xy az f eqy regquldris pontja, 3 transzverzdlis f-re, és xg € X. Legyen
z = ¢, (T0) av,(x0) pdlya (o € {+, —}) X-val vett metszéspontjainak ty szerint rendezett
sorozata. Ekkor x;, monoton a ¥ rendezése szerint.

Bizonyitds. Csak a 0 = + esetet vizsgaljuk, a masik eset hasonléan belathato.

Ha x¢ = x1, akkor készen vagyunk: egy periodikus palyat kaptunk, és xp = xq nyilvan
rendezett. Kiilonben tekintsiik azt a J gorbét, amelyik a v, (xg)-nak zo-t z1-gyel 6sszekotd
darabjabol és Y-nak xi-et zg-lal 6sszekots darabjabol all 6ssze. Ez egy zart, folytonos,
onmagat nem metszd gorbe, tehat Jordan-goérbe. Legyenek a J altal részekre bontott sik
darabjai My és M.
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4.7. dbra. A v, C Ms eset: Msy-be csak befelé haladhat megoldas

Tekintsiik a Y-nak zo-t 21-gyel osszekots & darabjat. Ezen a gorbén az f irdnymezéje
csak egy irdanyba mutathat, hiszen menet kozben nem valthat irdnyt a transzverzalitas mi-
att. Kovetkezésképpen a v, (z1) C M és a vy (x1) C M, kozil pontosan az egyik teljesiil.
S6t, ha z¢ < z1, akkor v, (z1) abban a komponensben kell maradjon, amely tartalmazza
a Y zp-nél nagyobb pontjait is, mig xy > 1 esetén ~, (z;) abban a komponensben kell
maradjon, amely tartalmazza a ¥ x;-nél kisebb pontjait is (4.7. abra). Ezt az eljarast
megismételve kapjuk az allitast. n

Az alabbi allitasok (megfelelGen atalakitva) az o hatarhalmazra is belathatoak, nem
mondjuk ki azokat kiilon.

4.37. Kovetkezmény. Legyen 3 eqy transzverzdlis gorbe, xy € ¥. Ekkor w(xg) legfeljebb
eqy pontban metszheti 3.-t.

Bizonyitds. Hay € ¥Nw(xy), akkor van olyan s, — oo sorozat, hogy ¢, (z9) — y. Ekkor
a 4.19. Lemma szerint talalhatunk olyan §; = s, +7(ps, (70)) pontokat, hogy ¢z, (xo) = v,
és @z, (T0) € X, de akkor ¢z, (z9) az xy egy részsorozata kell legyen. Mivel a monoton xy
sorozat vagy konvergens vagy végtelenbe divergal, ezért ebbdl kovetkezik, hogy x, — .
Ezért nem lehet két kiilonb6z6 metszéspontja az w(xg)-nak 3-val. O

4.38. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy w(x) N vy(x) # 0. FEkkor x periodikus, és
w(z) = alz) = v(z).

Bizonyitds. Legyen y € w(x) N4 (z). Ha y fixpont, akkor v(z) = w(x) = a(z) = {y}, és
készen vagyunk. Ha nem ez a helyzet, akkor y regularis, és vehetiink egy 3 transzverzalist,
ami tartalmazza y-t. Legyen xzy € YNy, () tgy, hogy xp — y. Masrészt, mivel y € v, (),
ezért o (y) Ny (x) = v (y) C w(x), igy egy kiiszobszamtol kezdve zy, € w(x) is teljesiil.
Az el6z6 allitas szerint az w(z) csak egy pontban metszheti X-t, igy x, =y, v(y) = v(x),
tehat x periodikus. O

4.39. Definici6é. Egy C halmaz pozitiv invaridins (a dinamikus rendszerre nézve), ha
minden z € C esetén ¢ () € C, t > 0.

4.40. Definici6. Egy C halmaz negativ invaridns (a dinamikus rendszerre nézve), ha
minden z € C esetén ¢y () € C, t < 0.

4.41. Definici6. Egy C halmaz invaridns (a dinamikus rendszerre nézve), ha pozitiv és
negativ invarians is.
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4.42. Kovetkezmény. Fgy minimadlis, kompakt, pozitiv invaridns C' halmaz eqy periodi-
kus pdlya.

Bizonyitds. Legyen z € C'. Ekkor w(x) = C' a pozitiv invariancia és a minimalitas miatt,
és igy o (z) Nw(x) # 0. Az el6z6 kovetkezmény szerint akkor x periodikus. O

4.43. Lemma. Ha w(x) # 0, kompakt és nem tartalmaz fizpontot, akkor w(z) egy regu-
laris periodikus pdalya (nem fizpont és periodikus).

Bizonyitds. Legyen y € w(x), és vegylink egy z € w(y) C w(z) nem fixpontot. Legyen X
transzverzalis, z € ¥ és yp € ¥ N4 (y) egy z-hez tartd sorozat. Mivel

Y07 (y) S X Nw(z) = {z},

ezért y, = z, tehat y palyaja periodikus. Az x pélyaja Y-t monoton moédon metszi, és a
metszéspontoknak z-hez kell tartaniuk, ezért w(x) csak az y palyaja lehet, egy periodikus
palya. ]

4.44. Lemma. Ha w(x) dsszefiliggd és tartalmaz egy v(y) requldris periodikus pdlydt, akkor
w(z) =(y).

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy § € v(y) egy olyan pont, amelyikhez (az Osszefiig-
g6ségbdl kovetkezGen) talalhato tetszélegesen kozel w(z) \ y(y)-beli z pont. Vegyiink egy
¥ transzverzalist, ami tartalmazza g-t. Ehhez talalhatunk ¢, (.)(2) € ¥ pontot, de akkor
©0r2)(2) € ¥Nw(x) = {7}, és z € y(y), ami ellentmond z vélasztasanak. O

4.45. Lemma. Legyen x € D és tegyiik fel, hogy w(x) kompakt. Legyenek x4 € w(x)
kiilonbozd fixzpontok. Ekkor legfeljebb egy olyan ~v(y) C w(z) pdlya van, amelyik ezt a két
fizpontot dsszekdti, vagyis amelyre {x.} = w(y) és {x_} = a(y) vagy forditva.

ZT.

4.8. dbra. Az az eset, amikor x az y; és az yy palyaja altal hatarolt korlatos sikrészben
van

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy két ilyen pélya is van: v(y;) és v(y2). A két palyat lezarhat-
juk az x4 pontokkal folytonosan, és a két palya egytittesen egy J Jordan-gérbét ad, amely
a sikot M; és M, részre bontja. x € J nem lehetséges, mert akkor z =z, vagy ©r = x_
és akkor a masik pont nincs w(z)-ben, vagy x € y(y;) (példaul), amikor w(z) = {x4}
vagy w(x) = {x_}, ami megint ellentmondas. Tegyiik fel, hogy = € M;. Vegyiink ¥, 5
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transzverzalisokat az y; o pontokon keresztiil. Ekkor . (x) metszi ezeket a transzverza-
lisokat a 2,5 pontokban, és az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az x
pozitiv palyaja z; és zo kozOott mar nem metszi a X, 5 transzverzalisokat. Vegyiik a kovet-
kez$ Jordan-gorbét: yi-t6l z1-ig a Yi-en, zo-ig a v, (z)-en, yo-ig a Yo-n, x,-ig a y(y2)-n
és vissza az yi-be a y(yp)-en (4.8. abra). Ez két részre bontja Mi-et, legyenek ezek Ny
és No, méghozza ugy, hogy vy (z1) vagy 7. (22) az egyiken beliil kell maradjon, mondjuk
Ny-ben. De ekkor v, (z) nem maradhat kozel a v(y12) N Ny palydhoz, ami ellentmond
annak, hogy 7(y12) N Ny C w(z). O

4.46. Definici6. Két kiilonb6zs fixpontot a fenti értelemben 6sszekots palya egy hetero-
klinikus pdlya.

4.47. Definicié. Egy fixpontot a fenti értelemben énmagaval 6sszekotd palya egy homo-
klinikus pdlya.

Ezek utan kimondhatjuk a Poincaré-Bendixson-tételt.

4.48. Tétel (Poincaré-Bendixson). Legyen D C R? nyilt halmaz, f folytonosan differen-
cidlhato D-en, x € D és tegyiik fel, hogy w(x) nem dres, kompakt, dsszefiiggd, és csak
véges sok fixpontot tartalmaz. Ekkor a kovetkezd dllitdsok eqyike teljestil:

egy fizpont;

a) w(z)

b) w(x) egy requldris periodikus pdlya;

c) w(z) elddll véges sok fixpont, és az azokat egyértelmd modon 6sszekotd palyak unidja-
ként.

Bizonyitds. Ha w(x)-ben nincs fixpont, akkor az egy regularis periodikus pélya az el6z6
allitasok szerint. Ha w(z)-ben van egy p fixpont, de nincs regularis pont, akkor w(x) = {p}
kell legyen, mert a fixpontok izolaltak, és w(x) osszefiiggd.

Maradt még az az eset, amikor w(z)-ben vannak fixpontok és regularis pontok is.
Meg kell mutatnunk, hogy ha y € w(x) regularis, akkor w(y) és a(y) fixpontok. Ehhez
elegendd belatni, hogy ezek a halmazok nem tartalmaznak reguléris pontokat. Tegytik fel
indirekt, hogy z € w(y) reguléris (a(y)-ra a bizonyitas hasonléan megy). Vegyiink egy z-t
tartalmazo ¥ transzverzalist, és egy y, € v(y) MY sorozatot ugy, hogy yx — z. Egy el6bbi
kovetkezmény szerint v(y) C w(x) csak egy pontban metszheti -t z-ben. Igy y, = 2 és
v(y) reguléris periodikus palya, amib6l v(y) = w(x), és ez ellentmond annak, hogy w(x)
fixpontokat is tartalmaz. Osszefoglalva tehat a regularis pontok palyai w(x) fixpontjait
kotik Ossze, ezen palyak egyértelmiiségébdl pedig méar kovetkezik az allités. O]

4.49. Tétel. Eqgy periodikus pdlya belseje mindig tartalmaz fixpontot.

Bizonyitds. Egy periodikus palya belseje mindig homeomorf a korlappal. Tekintsiik a
¢y, leképezéseket, ahol ¢, — 0, és ezek fixpontjait jeloljiikk xj-val. Mivel a periodikus
palya belsejének lezartja kompakt, ezért az xj; sorozatbol kivalaszthato egy konvergens
részsorozat, jeloljiik ezt ismét xy-val, xp, — x. Rogzitsiink egy ¢ > 0 szadmot, és valasszuk
Ik € No-t tgy, hogy 0 <t — [t <t legyen. Ekkor

pi(w) = lim gy (2p) = lim z), =2

és ez minden t > 0O-ra teljesiil, tehat = valoban fixpont. n
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Emlékeztets: w és a hatarhalmaz, ha a megoldas korlatos, akkor ezek nem iiresek,
zartak, osszefliggéek, pozitiv illetve negativ invaridnsak.

4.50. Tétel.

a) Ha x ésy pdlydi metszik eqgymdst, akkor w(x) = w(y) és a(z) = a(y).

b) Ha egy C zdrt halmaz pozitiv invaridns és x € C, akkor w(z) C C.

¢) Ha eqy C zdrt halmaz negativ invaridans és x € C, akkor a(x) C C.

d) Egy C zdrt, invaridns halmaz tartalmazza az dsszes beldle induld o és w hatdrhalmazt.
Bizonyitads.

a) Legyen z € w(z), ps(x) = y és legyen t;, olyan végtelenbe tartod sorozat, hogy ¢, () —

z. Ekkor ¢y, (x) = @i, —s(ps(7)) = @y—s(y) és igy z € w(y), vagyis w(z) C w(y).
Szimmetrikusan a masik irdnyu tartalmazés is belathato, tehat a két halmaz egyenld.
Hasonl6 moédon beladthaté az o hatarhalmazok egyenl@sége is.

b) Ha t; — oo, akkor van olyan k, amelyre méar t; > 0, igy C' pozitiv invarianciaja miatt
o, () € C. A C zartsaga miatt, ha ¢y, () — z, akkor z € C tehat w(x) C C.

c) A bizonyitas hasonld a b) rész bizonyitéasahoz.
d) Az allitas kovetkezik a b) és c) allitasokbol.
[

Két dimenzioban szintén hasznos a Green-tétel, amelyet a Bendixson—Dulac-tétel bi-
zonyitasdban hasznéalunk.

4.51. Tétel (Green). Legyen ~y egy pozitiv iranyitdsi, szakaszonként sima, eqyszerd, zdrt
gorbe a sikon, int~y a belseje, D egy nyilt halmaz, ami tartalmazza vUinty-t. Ha f és g
a D halmazon értelmezett fiigguények, parcidalis derivaltjaik folytonosak, akkor

/Lm(af ag)d dy = j{(_gdﬂfdy)_

4.52. Tétel (Bendixson-Dulac). Legyen D C R? egyszeresen Gsszefiiggd halmaz, legyenek
f,9: D — R folytonosan differencidlhato fligguények. Ha létezik v: D — R folytonosan
differencidlhato figgvény gy, hogy a

owf) | 9wg)
ox oy

kifejezésnek D-ben majdnem mindenhol ugyanaz az eldjele, akkor az

x/
y/

egyenletrendszernek nincs requldris periodikus pdlydja D-ben.

f(z,y),
9(x,y)
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Bizonyitds. Tegytk fel, hogy a tétel feltételei teljesiilnek, és

o f) (2.9) + 8((;29)

o (z,y) >0

majdnem minden (z,y) € D-re. (Ha majdnem mindenhol negativ lenne a kifejezés, akkor
1 helyett vehetnénk a —1) fliggvényt, azzal mér pozitiv lenne.) Indirekten tegyiik fel azt
is, hogy D-ben van egy v nemtrivialis periodikus pélya. D egyszeresen Osszefiiggé halmaz,
ezért tartalmazza v belsejét, alkalmazzuk a Green-tételt f és g helyett ¢ f-fel és 1y g-vel:

o(f) | i) - o dy, o dw
o<//( ol o )dxdy—;{(—wgdwwdy)—j{w( dtdx+dtdy>—o,

ahol a v goérbén pozitiv irdnyban integraltunk. Az indirekt feltevésbdl kiindulva ellent-
mondasra jutottunk, tehat az allitas igaz. O]

4.53. Megjegyzés. A Bendixson—Dulac-tétel feltételeit kielégité ¢ fliggvényt Dulac-
fiiggvénynek nevezziik.

4.54. Példa. Bizonyitsuk be, hogy az

v’ =y,
y =—z—y+a’+y

egyenletrendszernek nincs regularis periodikus pélyéja.

Keressiink Dulac-fiiggvényt az egyenletrendszerhez. Probaljuk elGszor a ¢ = 1 fiigg-
vényt:

0 0 0 O(—x —y+ 2%+ 1?
Wf)  okwg) 9y O y y):_sz‘

ox dy ox oy
Ez a kifejezés pozitiv, hay > 1/2, és negativ, ha y < 1/2. Tehéat pozitiv teriiletd halmazon
lesz porzitiv, illetve negativ az elGjele. Igy ez a 1) nem lesz Dulac-fiiggvény.

Keressiik 1-t e** alakban, ahol a € R konstans:

OWf)  0Wg) _0(e*y)  O(e™(~a—y+a2*+y°)
ox oy Oz dy
= ey + e (=1 + 2y)

=e (=14 (a+2)y).

a = —2 valasztassal a —e2® kifejezést kapjuk, ami minden (z,y) € R-re negativ. Tehat

a Y(x,y) = e ** Dulac-fiiggvény, a Bendixson-Dulac-tétel miatt az egyenletrendszernek
nincs nemtrivialis periodikus pélyaja.
Ellen6rzs kérdések:

e Mikor neveziink egy halmazt pozitivan invariansnak?

e Hogyan sz0l a Poincaré—Bendixson-tétel?

e Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik egy Dulac-fiiggvény?
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4.8. A Van der Pol-egyenlet

4.55. Példa. Tekintsiik a 4.9. dbran lathaté6 RLC-aramkort: egy R ellenallast, egy L
indukcios tekercset és egy C' kondenzatort parhuzamosan kapcsolunk. Ezeken a nyil iré-
nyaban mért dramerdsséget rendre ig, i, ic-vel, a fesziiltséget ug, ur, uc-vel jeloljik. A
Kirchhoff-torvény miatt:

ir+ip+ic=0 és ur=ur=uc.

S

3| g

4.9. dbra. Parhuzamos RLC-aramkor

Most matematikailag leirjuk az ellenallast, a kondenzatort és az indukciés tekercset.
Az ellenallas egy Osszefliggést ad az aramerdsség és a fesziiltség kozott ez az altalanositott
Ohm-toérvény: ig = f(ug), ahol f folytonosan differencialhato, paratlan fiiggvény. Ha
az ellenallas megfelel a szokasos Ohm-torvénynek (ellenallas = fesziiltség/aramerdsség),
akkor f egy linearis fiiggvény. Az f grafikonja az ellenéllas karakterisztikaja, lehet példaul
x® — x alaki egy alagit-didoda esetén. Nézziik, hogy idében hogyan valtozik a rendszer

allapota. A Faraday-torvény szerint
Li, (t) = ur(¢),

ahol L > 0 az indukcié. A kondenzatorra a kiévetkezd egyenlet vonatkozik:
Cug(t) = ic(t),

ahol C' > 0 a kapacitas.

Vegyiik észre, hogy az © = uc¢ és az y = —iy, értékek meghatarozzak az 6sszes tobbit.
Valoban: ugr = uyp = x, igr = f(z) és ic = —ip, —igr = y — f(x). Ezek szerint a rendszer
teljes allapotat leirhatjuk az x, y valtozokkal. Legyen az egyszertiség kedvéért L = C' = 1.
x és y id§ szerinti derivaltja

7' =ug =ic=y— f(v),

tehat a kovetkezd Liénard-egyenletet kapjuk:

(L’/:y—f<l’>,
y = -z,

ha f(z) = 23 — x, akkor ez a Van der Pol-egyenlet.
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Elgszor vizsgaljunk egy egyszertibb esetet, f(z) = Kz, (K > 0). Ekkor

xX -K 1\ [=x
y -1 0/ \y

Az egyenletben szereplé méatrixot A-val jelolve a matrix sajatértékeit a kovetkezdképpen
tudjuk kiszdmolni: det(A—AI) = \*+K\+1. Ennek az egyenletnek a gyokei negativ valos
résziiek, mert minden egyiitthato pozitiv, igy a (0,0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabil, s6t, a linearitds miatt minden megoldas tart (0,0)-hoz. Fizikai szempontbol ez az
ellenéllas energiaelnyel6 hatésa miatt van. Mivel

ezért K < 2-re a gyokok komplexek, és a megoldasok logaritmikus spirdlban tartanak
(0, 0)-hoz.

Altalanos f(z) esetén keressiik meg a rendszer egyenstilyi helyzeteit. A masodik egyen-
letbsl x = 0, igy az els6 alapjan y = f(0), tehat az egyetlen egyenstlyi helyzet a (0, f(0))
pont. A linearizalt egyenlet matrixa:

amelynek sajatértékei az el6z6ek alapjan

—f'(0) £ /(f(0))* — 4
5 :

Mo =

Ebbdl kovetkezik, hogy az egyensilyi helyzet aszimptotikusan stabil, ha f’(0) > 0 és
instabil, ha f'(0) < 0. Pl a Van der Pol-egyenletnél (f(x) = 23 —z) az egyenstlyi helyzet
instabil (forras).

Kés6bb hasznos lesz a kovetkezd lemma.

4.56. Lemma. Legyen W (z,y) = (2 + y?)/2. Ekkor W-nak a Liénard-egyenlet szerinti
derivaltja
Wz, y) = a2’ +yy' = 2y — f(2)) +y(—z) = —zf(2).

Ez az elektromos dramkorok esetén azt jelenti, hogy passziv ellenallas esetén (amikor
zf(x) >0 x # 0 esetén) az aramkor energidja disszipalodik, eloszlik, csokken. A LaSalle-
féle invarianciaelv szerint ilyenkor az egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil, és az
Osszes megoldéas az egyensilyi helyzethez tart.

A Van der Pol-egyenlet esetén f(x) = 2 — z.

4.57. Definicié. Nullklindnak neveziink egy olyan halmazt, amelyen a vektormezé vala-
melyik komponense eltiinik.

4.58. Tétel. A Van der Pol-egyenletnek van pontosan eqy nemtrividlis periodikus pdlydja,
és minden nem egyensilyi helyzetbdl indulo megoldds oda tart.
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Bizonyitds. Ahhoz, hogy az allitast belassuk, elemezni fogjuk az egyenlet altal meghatéa-
rozott vektormezdot.
Hatéarozzuk meg a nullklinakat. Az

=0 é y =0

egyenletek az

y=f(z) é&s x=0
egyenletekkel ekvivalensek. Ezen gorbéken és az altaluk hatarolt sikrészeken koénnyen
meghatarozhatd a vektormezé iranya, lasd az abrat és az azon alkalmazott jel6léseket:

v*z{(ﬂfy)ly>0,af=0},

g' —{(fvy)lx>07y:663—l‘}7
={(z,y) |y < 0,2 =0},
= {(z,y)

|2 <0,y =2"—z}.

’

4.10. abra. A vektormezd irdnya és az altaluk hatérolt halmazokon

A 4.10. abra szerint a megoldasok az éramutato jarasaval egyezd iranyban koroznek
az egyensulyi helyzet koriil. Lathato, hogy minden v*-rol indul6 trajektoria belép az A
tartoméanyba, és az A tartomanybeli trajektoriak bele kell iitkozzenek a g™ gorbébe még
azel6tt, hogy barmelyik masik gorbét metszenék. Hasonlé moédon vizsgalva a tobbi gor-
bét és tartomanyt kapjuk, hogy a trajektoriak (az egyenstlyi helyzet kivételével) ebben
a sorrendben metszik a v, g*, v~ és g~ gorbéket, és kozben bejarjdk az A, B, C, D
tartomanyokat. A vT félegyenes transzverzalis (s6t most éppen meréleges) az egyenlet
altal meghatéarozott vektormezore, tekintsiik az azon értelmezett P Poincaré-leképezést.
Az eddigiek alapjan P az egész vT-on értelmezve van, és (mivel a megoldasok visszafelé
is folytathatoak), invertalhato is. A P leképezés, mint tudjuk, monoton, igy a P iteraci-
6javal kapott pontok y koordinatai monoton novekvs vagy csokkend sorozatot alkotnak
(amibe persze a konstans sorozat, mas szoval a periodikus palya is belefér). Definialjuk a
4.19. Lemma alapjan a a: v* — v~ leképezést gy, hogy minden (0,y) € v*-beli elemhez
azt a v~ -beli elemet rendeljiik, amelyik elészor fordul els a (0, y)-bol induld péalyan. Ez
is folytonos és kolcsonosen egyértelmii leképezés lesz. Az (1,0) pontot tartalmazd pélya
(1,0) elstti elsd metszéspontja legyen py (1d. a 4.11. abrat).

Legyen
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a(p)

o

4.11. abra. Az « leképezés vt-bol v™-ba képez, a py pontbdl inditott megoldés (1,0)-ban
metszi el6szor gt -t

ahol a 2-es index a mésodik koordinéatat jeloli.

4.59. Lemma.

a) Ha 0 < p < pg, akkor 6(p) > 0.

b) Ha p > pg, akkor 6(p) monoton mddon divergdl a —oo-be, mikézben p — oo.
Bizonyitds. Legyen ~(t) = (z(t),y(t)) egy az « leképezésnél hasznalt trajektoria, amely

egy p € v pontot Osszekdt egy v -beli ponttal, tehat (z(0),y(0)) = p, (z(t1),y(t1)) € v
és z(t) > 0 (t € (0,¢1)). Ekkor

) = [ W= [ —ao(o) a0yt = [ @oro- (o).

Mivel 0 < p < pg esetén z(t) € (0,1) (¢t € (0,t1)), ezért az integrandusz pozitiv, é(p) > 0,
és igy az a) részt belattuk.
A p > pg esetben a 4.12. adbra szerint bontsuk harom részre a v trajektoriat.

B

72

Y,

a(p)

4.12. abra. Az x = 1 egyenes harom részre osztja a p és a(p) kozti palyat, ha p > pg
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A §(p)-t a harom részgérbe mentén kiilon-kiilon integralva megkaphatjuk (legyenek
ezek az integralok rendre 01(p), d2(p), d3(p)). A y1-en y(t) felirhato, mint x(t) fiiggvénye,
igy helyettesitéssel valo integralassal kapjuk, hogy

S Ut W S R
o1(p) = /0 x! d /0 yp(x) — f(=x) -

A p pontot mozgatva az y tengelyen felfelé y(z) — f(z) névekszik, tehat d;(p) csokken.
Ugyanez belathato a d3(p)-re is. A vo-n x frhato fel, mint y figgvénye (z = x,(y)), x > 1,
és mivel vy = —x, ezért

Y2

(0) = [ =)0~ )Py = [ )1 = @) dy <0

Y2 91

p novekedésével az [y;,ys] intervallum is novekszik, és a v, gorbe jobbra tolodik, tehat
z,(y) is n6 és igy 2,(y)(1—(z,(y))?) csokken. A g* gorbe minden pontjan is 4t kell menjen
trajektoria, igy azt kapjuk, hogy d2(p) monoton modon divergal a —oo-be, mikézben
p — 00, és ezzel belattuk a b) részt is. ]

Most folytassuk a Van der Pol-egyenletre vonatkozo tétel bizonyitasat. Vegyiik észre,
hogy a Van der Pol-egyenlet altal megadott vektormezst egy 180°-0s egyensulyi helyzet
koriili elforgatas onmagéba viszi, a

g(l’,y) = (y - x?) +z, —ZL’)

kifejezés csak paratlan fokit monomokat tartalmaz, ezért

9=z, —y) = —g(x,y).

Ez azt jelenti, hogy ha (x(t),y(t)) megoldasgorbe, akkor a (—z(t), —y(t)) is az. A lemma
alapjan pontosan egy olyan ¢q € v pont van, amelyre d(¢y) = 0. Erre a pontra akkor
teljesiil, hogy [la(qo)l| = l[qoll, vagyis a(q) = —qo = (z(t1; %), y(t1; q0)). Az elforgatasi
szimmetria miatt (z(t1; —qo),y(t1; —qo)) = qo, tehat (z(2t1;q0),y(2t1;q0)) = qo, qo az
egyetlen periodikus palya egy pontja.

A P Poincaré-leképezés a vt a v™-ra képezi. A v™-ban van egy természetes rendezés
az y koordinéta szerint, hasznaljuk azt. Ekkor, ha p € v™ és p > qo, akkor a(p) < —qo,
és kovetkezésképpen P(p) > qo. Masrészt tudjuk, hogy d(p) < 0, tehat a(p) > —p és
igy P(p) < p lesz. A monotonitds miatt ezek alapjan P¥(p) monoton csdkkend lesz.
Ennek hatarértéke a P egy fixpontja kell legyen, amibdl csak egy van, a qq, vagyis p > qq
esetén a p-bdl induld palya spirdlvonalban récsavarodik a qg periodikus pont palyajara.
Hasonloképpen igazolhato, hogy 0 < p < o esetén is teljesiil ez, és a tétel allitésat
belattuk. O

EllenSrz6 kérdések:
e Mit mondhatunk 2-dimenzidéban a nullklindk altal hatarolt sikrészekrsl?
e Hol hasznéltuk a fenti bizonyitasban, hogy az f(z) fiiggvény 2° — z alaka?

e Rajzoljuk fel vazlatosan a Van der Pol-egyenlet fazisképét.



4.9. POPULACIODINAMIKAI PELDAK 78

4.9. Populaciédinamikai példak

A korabbiakban megismertiink néhany fogalmat, tételt, melyekkel leirhatjuk a dinamikus
rendszerek viselkedését. Definidljuk még az elsé integral fogalmat, majd az eddigi eszko-
zeink segitségével megvizsgalunk két populacidédinamikai egyenletrendszert.

4.60. Definicié. Egy H: D — R fiiggvény elsd integrilja a ¢;: D — D dinamikus
rendszernek, ha H(p.(z)) konstans minden x € D-re, vagyis H konstans a dinamikus
rendszer palyai mentén.

4.61. Példa (Lotka—Volterra). D’Ancona 1914 és 1923 kozott megfigyelte, hogy az Adriai-
tengerben a ragadozo halak szama megnétt. Ezt azzal magyarazta (bar bizonyitani nem
tudta), hogy az els6 vilaghabori idején a halaszat gyakorlatilag megsziint, és ez valami-
lyen modon kedvezé hatéssal volt a ragadozo halakra. Volterra a kévetkezé ragadozo—
zsdkmény modellel probalta igazolni a megfigyelést:

' = ax — bxy,
y' = —cy +duy,

ahol z > 0 a zsdkmany, y > 0 a ragadozd populacié nagysaga, a, b, ¢, d pozitiv paramé-
terek. Hatarozzuk meg a nullklindkat: Az

=0 é y =0

egyenletek az
zla—by) =0 & y(—c+dr)=0

egyenletekkel ekvivalensek, melyek megoldasai

r=0vagyy= %, illetve y =0 vagy x = g

Innen az egyensilyi helyzetek: (0,0) és (£,%). A nullklindkon és az altaluk hatarolt
sikrészeken az abran lathato iranyt a vektormezs:

Y

S N

N S

4.13. abra. A nullklindk és a vektormezd irdnya

A tengelyek invariansak, rajtuk a megoldasok exponenciélisan névekednek vagy csok-
kennek. Tegyiik fel, hogy =,y > 0, és irjuk fel a kdvetkezd hanyadost:

d_a:_ﬁ_ rv(a—by) = x a—by
dy ‘fj—?; y(—c+dx)  —c+dx y
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Rendezziik at, és integraljuk az egyenletet:

—c+dx a—bydy

QU
S

z Y
/(—£+d) dxz/(g—b) dy
x Y
—clnxr+dr=alny — by + K,
ahol K € R tetsz6leges konstans. Ezt atrendezve kapjuk, hogy a
H(z,y)=dx+by—clnz —alny

kifejezés konstans a megoldasok mentén, tehat els§ integral. H egy konvex fiiggvény,

(g, %)—ben minimuma van. A szintvonalai zart gorbék, a megoldasok ezek mentén halad-
nak. Igy mar fel tudjuk rajzolni a fazisképet.

Y

a/b

1))

o c/d x

-~

4.14. abra. A Lotka—Volterra-egyenlet fazisképe

Tekintsiik az (x(t),y(t)) T-periodikus megoldast, 7' > 0. Integraljuk az

(1)

=a—by(t
O y(t)
egyenletet 0-tol T-ig.
T / t T
/ ‘”()dt—/ (a — by(t)) dt,
o z(?) 0

T
o)) = fat} ~ [ y(o)ar.
"
Inz(T) —Inz(0) = aT — a0 — b/ y(t) dt.
0

Az x fiiggvény T-periodikus, ezért Inx(T) = Inz(0), igy

T
0=Inz(0) —Inz(0) =aTl — b/ y(t) dt,
0

T
b/ y(t)dt = aT
0
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adodik. Osszuk le ezt bT-vel:

1 /7 a
— t)dt = —.

Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldalan 1év§ kifejezés épp az y atlaga egy periddus
alatt. Tehat a ragadozd populacié atlagos nagysaga egy periodikus megoldas mentén
Yatlag = 3. Hasonloan kapjuk, hogy a zsdékmény populacié atlagos nagységa Tstag = 5 -

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor mindkét populaciot a nagységaval aranyos mértékben

vadasszak (halasszék). Ekkor a kovetkezs egyenletrendszert irhatjuk fel:
¥’ = axr — bry — ex,
y' = —cy+dry — fy,

ahol e és f is pozitiv paraméterek (e most egy tetszéleges paraméter, nem a nevezetes e
szam). Ez az egyenletrendszer irhato

¥ = (a—e)x — bry,
y =—(c+fly+dry

alakban, ami megegyezik a korabbi egyenletrendszerrel, csak a és ¢ helyett a — e és ¢ + f
paraméterekkel. A populéaciok atlagai a kovetkezSképpen valtoznak:

1. :v;"t“gg = sz > & = Tatlag, a zsdkmény populécié atlagos mérete nd,
vad. __ a—e a __ . R , . ,
2. Yty = 55° > § = Yatlag, & ragadozd populacio atlagos mérete csokken a vadaszat
hatéaséra.

Magyaréazat: barmelyik populacié vadaszata a ragadozokra csak karos, hiszen vagy ket
lovik, vagy az eleségiiket pusztitjdk. Ekozben a zsdkméanyra nézve a ragadozok vada-
szata pozitiv hatassal van, hiszen kevesebben akarjak megenni 6ket. Ez megmagyarazza
D’Ancona megfigyelését: a kevesebb vadéaszat a ragadozd populacié szamara elényos.

4.62. Példa. A kovetkezd egyenlet két populacio versengését irja le:
¥ = ax — bry — ex?
y' = cy —dry — fy?,

ahol z,y > 0 a populaciok nagyséaga, a,b,c,d, e, f pozitiv paraméterek. (e most sem a
nevezetes e szam.) Hatarozzuk meg a nullklindkat, az

=0 é y =0

egyenletek az
zla—by—exr)=0 é ylc—dr— fy)=0

egyenletekkel ekvivalensek, melyek megoldasai
x=0vagy ex +by =a, illetve y=0vagy dx+ fy=c.

Ennek a négy egyenesnek legfeljebb (;1) = 6 metszéspontja lehet, ezek

o0 4(0). 5(5). ¢(5). »(of)
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dx + fy =c

Ezek koziil O, A, D és E az egyensilyi helyzetek. Négy nemelfajuld eset lehetséges
aszerint, hogy az A, C' és B, D pontok egymashoz képest hogyan helyezkednek el:

ex +by =a
és B, az { J egyenletrendszer megoldésa.

a C 4e G c.
1.E<E€Sg<?.

Y Y

o T o ) I T

4.15. abra. A nullklindk és a vektormezd, illetve a faziskép az 1. esetben

Az F pont nem esik az elsé siknegyedbe. A vektormezé folytonos, igy a nullklinakon,
és az altaluk hatarolt sikrészeken kénnyen meg tudjuk hatarozni az irdnyat (balra).
A tengelyeken a rendszer logisztikus egyenletként viselkedik. A C pont kozelében
a vektormezd balra mutat, az atlos nullklinan csak a D pontban valthat iranyt.
Hasonlbéan a B pontban lefelé mutat, az atlos nullklinan csak az A pontban valthat
iranyt. Az OAB héaromszogbdl csak kifelé mutat nyil, ezért negativ invarians, ezen
beliil a megoldasok idében visszafelé O-ba tartanak. Az ACDB négyszoghe csak
befelé mutat nyil, ezért pozitiv invaridns, ezen beliil a megoldasok D-be tartanak.
Igy mar konnyen felrajzolhatjuk a fazisképet (jobbra).

2. 8> %68 ¢ > %: Hasonl6, mint az el6z6 eset, csak az x és y koordinatdk szerepét
kell felcserélni.
a C A a C.
3. - > Fi €S b < ?

y Y

D

0 c A v o c A v
4.16. abra. A nullklinak és a vektormezg, illetve a faziskép a 3. esetben

A nullklindkon csak az egyensulyi helyzetekben valthat iranyt a vektormezs. Az
OC'E B négyszog negativ invarians, a CAE és BE D haromszogek pozitiv invarian-
sak.
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@) z 0 A ¢

4.17. abra. A nullklinak és a vektormezd, illetve a faziskép a 4. esetben

Az OAED négyszog negativ invarians, az AC'E és DE B héaromszogek pozitiv inva-
ridnsak.

Az els6 harom esetben nullmértéki halmaz kivételével tetszoleges kezdeti pontbél kiin-
dulva, a megoldas olyan egyensulyi helyzethez konvergal, amelynek valamelyik koordina-
taja 0. Ez azt jelenti, hogy az egyik populacié a versengés miatt kihal, ezt nevezik a
versenykizaras elvének. A 4. esetben, ha nem valamelyik tengelyrdl inditjuk a megoldést,
akkor az E egyensulyba tart. Az E mindkét koordinataja pozitiv, ez annak az esetnek
felel meg, amikor a populaciok nem zavarjak egymaést tilzottan.

Ellen6rzé kérdések:
e Hogyan keresiink elsé integralt egy 2-dimenziés differencidlegyenlet-rendszerhez?

e Hogyan szamitjuk ki a populaciok atlagos méretét a Lotka—Volterra egyenletrend-
szerben?

e Hatarozzuk meg az egyenstlyi helyzetek vonzési tartomanyat mind a négy esetben
a két populacio versengését leird modellben.

4.10. Hatarciklusok

Ebben az alfejezetben hatdrhalmazként el6allo periodikus megoldasokat tekintiink.

4.63. Definicié. A hatdrciklus egy olyan zart v palya, amelyre van olyan x ¢ -, hogy
v = w(r) vagy v = a(x). Az els§ esetben ~ egy w-hatdrciklus, a masodik esetben egy
a-hatdarciklus.

4.64. Tétel. Legyen v = w(x) egy hatdrciklus. Ekkor van olyan V' kérnyezete x-nek,
hogy y € V esetén v = w(y). Mds szoval az {y & v | v = w(y)} halmaz (a hatdrciklus
medencéje) nyilt.

Bizonyitds. A hatarciklusoknak ,egyoldali” stabilitasuk van: a hatarciklus egy pontjaban
allitott transzverzalisnak a hatarciklus x fel6li oldalara esd ,kozeli” trajektoridi tartani
fognak a hatarciklushoz. Valoban, tekintsiink egy ilyen ¥ transzverzalist. Mivel w(z) = 7,
ezért van olyan t; > 0, hogy ¢, (z) € ¥. A palyak metszéspontja Y-val monoton sorozatot
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ad, w(z) = v miatt a ¢;(x) metszéspontjai tartanak a v N3 ponthoz. Legyen t; > t; a
t1 uténi els6 metszéspont ideje, vagyis ¢y, () € ¥ és ¢i(x) € X, ha t € (t1,ty). Ekkor
tekintsiik a v hatarciklus, illetve a () (¢ € [t1,t2]) és a X-nak a ¢y, () és ¢, (v) kozé es6
része altal meghatarozott zart gorbe kozé es§ A tartoményt (1d. a 4.18. abrat). A ¢y(+)
folytonossédga miatt van olyan V' kornyezete x-nek, hogy ha y € V', akkor ¢y, (y) a ¢, ()
pont olyan elegendGen kicsi kornyezetébe essen, hogy a ¢;(y) a Y-nak ¢, () és vy N X
kozotti részét metssze. Igy a ¢, (y) bekeriil az A pozitiv invaridns tartoméanyba, ahonnan
kovetkezik, hogy w(y) = . O

4.18. abra. Az A tartomany pozitivan invarians

4.65. Kovetkezmény. Legyen H elsd integrdlja eqy sikbeli, folytonosan differencidlhato
dinamikus rendszernek, amelyik nem konstans egyetlen nyilt halmazon sem. Ekkor a dina-
mikus rendszernek nincsenek hatdrciklusas.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy v hatarciklus és legyen ¢ € R a H értéke a hatér-
cikluson (aminek konstansnak kell lennie, hiszen ~ egy pélya). Ha w(z) = =, akkor a H
folytonossaga miatt H(p.(z)) = ¢ kell legyen. Az el6z6 allitas szerint a v medencéje egy
nyilt halmaz, amin (ezek szerint) H a konstans c értéket veszi fel, ami ellentmondas. [

4.66. Tétel. Eqy nemiires, kompakt és pozitiv vagy negativ invarians K halmaz tartalmaz
eqy periodikus pdlydt vagy eqy fixrpontot.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy K pozitiv invarians, és vegyiink egy x € K pontot. Ekkor
w(x) nem iires, és alkalmazhatjuk a Poincaré-Bendixson-tételt. O

4.67. Lemma. Legyen v eqy zdrt pdlya, és a dinamikus rendszer legyen értelmezve a vy
belsején. Ekkor v belsejében van egy hatdrciklus vagy eqy fixpont.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy int v nem tartalmaz sem hatérciklust, sem fixpontot.
Ekkor a Poincaré-Bendixson-tétel szerint minden x € intvy esetén w(zr) = a(x) = v
teljesiil. Legyen X egy transzverzalis a z € v pontban. Ekkor vannak olyan ¢, — oo és
s — —oo sorozatok, hogy

o (x) e X, ¢ (z) =2 és v () €X, v, (x) = 2

Ez viszont ellentmond annak, hogy egy palya transzverzélissal vett metszéspontjainak
sorozata monoton a transzverzalison. ]
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4.68. Tétel. Legyen v egy zdrt pdlya, és a dinamikus rendszer legyen értelmezve a
belsején. Ekkor v belsejében van eqy fixpont.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy int v nem tartalmaz fixpontot. Tekintsiik az int -
ba es6 zart palyakat és azok belsejeinek tertiletét. Legyen a teriiletek infimuma A > 0, és
legyenek v, = 7(z) zart palyak ugy, hogy a belsejeik teriilete Ay — A. Mivel 7 = int yU~y
kompakt halmaz, az x; sorozatbol kivalaszthato egy konvergens részsorozat, jeloljiik ezt
ismét xp-val, vagyis xy — x. Vegyiink egy X transzverzalist z-ben, ekkor v; a -t egy -
hez tarté sorozatban metszi, amibdl kovetkezik, hogy a v(z) pélya zart és d(vx, y(x)) — 0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a 7(z) palya belsejének teriilete éppen A lesz. De akkor a ()
zart palya belsejében mar definicié szerint nem lehet zart palya, a feltételek szerint fixpont
sem, ami ellentmond az el6z6 lemmanak. O

4.69. Tétel (Brouwer-féle fixponttétel). Legyen f : B™ — B™ folytonos leképezése az n
dimenzids B™ zdrt gombnek énmagdba. Ekkor f-nek van fixpontja.

Bizonyitds. n = 2 dimenzidéban bizonyitjuk folytonosan differencidlhatd f-re. Tekintsiik
a g(x) = f(x) — x leképezést illetve az az altal meghatarozott 2'(t) = g(x) differencial-
egyenlethez tartoz6 vektormezst. Mivel f a zart korlapot énmagara képezi, ha f-nek
nincs fixpontja, akkor az f(x) — z vektor a kérvonalon a korlap belseje felé mutat, vagyis
korlap pozitiv invarians a differencidlegyenlet altal meghatarozott dinamikus rendszerre
nézve. Egy kordbbi lemma szerint a dinamikus rendszernek van egy periodikus palyaja
vagy fixpontja a zart korlapon beliil. Az utébbi esetben készen vagyunk, az elbbi esetben
pedig alkalmazzuk az el6z6 tételt, és készen vagyunk. O]

Az

autonom differencidlegyenlet (z € R™) altal meghatéarozott ¢;(x) dinamikus rendszert
vizsgaljuk, ahol f: D — R™ (D C R" nyilt halmaz) folytonosan differencialhato. Azon
beliil is a periodikus palyak stabilitasat nézziik.

Az alabbiakban felidéziink néhany fogalmat.

4.70. Definicié. Egy v periodikus palya orbitdlisan stabil, ha v minden U nyilt kdrnye-
zetéhez van olyan V' kérnyezete, hogy x € V esetén ¢y(x) C U, t > 0.

4.71. Definici6. Egy v periodikus palya orbitdlisan aszimptotikusan stabil, ha orbitélisan
stabil, és y-nak van olyan V' nyilt kornyezete, hogy x € V esetén d(p.(z),y) — 0 (t — o0).

4.72. Definicié. Az = pontnak a T aszimptotikus periddusa, ha d(pii7(x), pi(x)) — 0
(t — 00).

4.73. Megjegyzés. A Ljapunov-értelemben vett aszimptotikus stabilitds nem ugyanaz,
mint az orbitalis aszimptotikus stabilitds. A Ljapunov szerinti aszimptotikus stabilitas
esetén a megoldasok tavolsaga tart 0-hoz: ha v = {p(t) | t > 0}, akkor d(p:(z), p(t)) — 0.
Ebbdl persze kovetkezik az orbitalis aszimptotikus stabilités is. De forditva ez nem feltét-
leniil igaz: pl. ha a ~v-n beliili pontok ,lassabban” mozognak, mint a v pontjai, akkor
a 7-hoz a 0 id6pontban kozeli pont is idében ,elmészhat” a p(t) megoldéastol, mikézben
persze a 7y kozelében marad.
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4.74. Példa. Tekintsiik a kovetkezs, polarkoordinatakban felirt rendszert:

Vildgos modon, ha ro > 0, akkor r(t) — 1, t — oo, tehat az 1 sugart korvonal egy
aszimptotikusan stabil periodikus palya. Szétvalaszthato valtozoju egyenletként megoldva
az r-re vonatkozo egyenletet kapjuk, hogy

etr
r(t) = >

amibdl a ¢-re vonatkozo egyenlet integralasaval
¢(t) = ¢o +1n (1 — 1o +e'rg) = do +t +1n ((1—ro)e™" +70) .

Ebbdl ¢(2km) — g9 — In(rg) mod (27), k — oo, tehat a megoldas aszimptotikusan 27-
periodikus.

4.75. Példa. Tekintsiik a kovetkezs, polarkoordinatakban felirt rendszert:

r'=(1—r)3,
¢ =r.
Tovabbra is teljesiil, hogy 7(t) — 1, tehat az 1 sugara kérvonal egy aszimptotikusan stabil

periodikus palya. Szétvalaszthatd valtozoju egyenletként megoldva az r-re vonatkozo
egyenletet kapjuk, hogy

r a7/ 1\ Y
\/2tT0—1 +1 2(7’0-1)2
amibdl a ¢-re vonatkozo egyenlet integralasaval

To—l

o(t) = ¢o —i—t—l—/ \/25 O ds.
To —

Ebben az esetben az integral végtelenbe divergal. Legyen ¢y = 0, és ha vesziink egy
tetszéleges ro < l-et, illetve azt a megoldast, amelyik az ro = 1-bdl indul, akkor az
els6 megoldas (barmilyen kozel is legyen 7o az 1-hez) lassabban koroz: a két megoldas
¢-jének kiilonbsége tart végtelenbe, tehat az 1 sugart korvonal, mint megoldas, Ljapunov
értelemben nem aszimptotikusan stabil.

4.76. Példa. A Van der Pol egyenlet periodikus palyaja orbitalisan aszimptotikusan
stabil, ezt belattuk. Az is bebizonyithato, hogy Ljapunov értelemben is aszimptotikusan
stabil.
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4.77. Tétel. Legyen v eqy T-periodikus, aszimptotikusan stabil, zdrt pdlya. FEkkor van
eqy olyan U kornyezete y-nak, hogy U minden pontja aszimptotikusan T -periodikus.

Bizonyitds. Legyen U az aszimptotikus stabilitasban definidlt kornyezet, * € U és
e > 0. Ekkor a folytonossiag miatt van olyan § € (0,¢), hogy z € 7 és d(y,z) < o
esetén d(or(y), or(2)) = d(er(y),z) < . Mivel d(¢i(z),7) — 0 (t — o0), van olyan
to > 0, hogy minden t > tg-ra taldlhaté egy olyan z; € v pont, hogy d(¢:(x),z) < 0.
Ekkor t > ty-ra kapjuk, hogy

d(prrr(x), pi(x)) < d(pr(ei(z)), or(2)) + d(er(z), pe(x)) <406 < 2,
amivel belattuk az allitést. m
4.78. Tétel. Legyen v T-periodikus, zdrt palya és p € . Tegyiik fel, hogy a o7 leképezés
derivdltjia a p pontban (Dpr(p), ami eqgy n X n-es mdtriz) sajatértékei kozil (n — 1)-nek

1-nél kisebb az abszolit értéke. Ekkor v aszimptotikusan stabil.

4.79. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a sajatértékek fliggetlenek a p valasztasatol.
Valéban, ha ¢ € 7, akkor legyen r € R olyan, hogy ¢,(p) = q, és igy

Dor(p) = D(p_rore:)(p) = (Der(p)) ' Dor(q) Depr(p),

tehéat a Dor(p) és Dor(q) matrixok hasonloak. Az is vilagos, hogy az 1 mindig sajatérték,
mert

%%w(p)\to = %%(@T(p))lto = fler(p)) = f(p)
e d d d
Ewm(p)\tzo = E@T(@t(p)”t:o = DQOT(QOt(p))ESOt(p)}t:O = Dor(p)f(p)

szerint Dor(p) f(p) = f(p), vagyis f(p) # 0 az 1-hez tartozo sajatvektor. A tételben
szereplé sajatértékekre vonatkozd feltétel igen erds, ilyenkor a v periodikus attraktor,
vagyis ha d(¢y(x),v) — 0, akkor van egy olyan z € v, hogy d(p;(x), pi(2)) — 0.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy p = 0. Legyen H C R" egy a 0-t
tartalmazo 1 kodimenzios (n — 1 dimenzios) hipersik (altér), amelyet a Dy (0) matrix
onmagaba képez. Ezt ugy tudjuk elérni, hogy vessziik az 1-nél kisebb abszolut értéki sa-
jatértékek altalanositott sajataltereinek direkt Gsszegét, ez nyilvan invarians lesz D7 (0)-
ra és nem tartalmazza az l-es sajatértéket: transzverzalis y-ra a 0 pontban. Vegyiik a
H-nak azt a ¥ részhalmazat, amely transzverzalis a dinamikus rendszerre, és tekintsiik
az azon hat6 Poincaré-leképezést: P(x) = ¢, (x), 7(0) =T
Ennek a Poincaré-leképezésnek a derivaltja ugyanaz, mint a Dp7(0)|g. Valoban:

DP(0) = [D(¢rwy(@))]._o] |,y = [£(0r0)(0)D7(0) + Dpr(0)] | -

Ha D7(0) = 0, akkor belattuk a Poincaré-leképezés derivaltjara vonatkozo allitast. Legyen
¢ egy linearis funkcionél, ami pontosan a H hipersikon 0: ilyet konnyti talalni, a H hipersik
normélvektoraval vett skalaris szorzat ilyen. Ezzel az f-lel tudjuk, hogy ¢(¢;w)(x)) = 0.
Differenciéljuk ezt és helyettesitsiik be az z = 0-t:

Co f(er(0))D7(0) + £ o Dpr(0) = Lo f(0)D7(0) + £ o Der(0) = 0.
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A transzverzalitas miatt £ o f(0) # 0, igy kapjuk, hogy

o Der(0)
Dr(0) = ——— 22T
TN ()
De D7(0) = D7(0)|y, hiszen a 7 a H sikjaban hat, igy mivel Doy (0)|y € H, ezért
1
D7(0) = — o Der(0)], =0
T( ) fof(O) © QOT( )lH )

és belattuk, hogy a Poincaré-leképezés derivéltja ugyanaz, mint a Dor(0)|gy.

Igy tudjuk, hogy a Poincaré-leképezés derivaltjanak sajatértékei 1-nél kisebb abszolut
értékiek, a Poincaré-leképezés 0 fixpontja aszimptotikusan stabil, és ezzel a v periodi-
kus palya is orbitalisan aszimptotikusan stabil. Most mér csak azt kell belatni, hogy ~
periodikus attraktor.

Elegendd a y-hoz kozeli ¢ () palyak koziil olyanokat tekinteni csak, ahol = € 3, hiszen
minden ~-hoz elegendGen kozeli péalya metszeni fogja 3-t. Ha ypr(z) elegendGen kozel
van a 0-hoz k = 1,2, ..., l-re, akkor gpr(z) = @1, (P*(2)), ahol ty, = t_1+T —7(P*1(x)).
Mivel P derivaltjanak sajatértékei 1-nél kisebb abszolut értékiek, ezért van olyan norma
és v < 1, hogy ||P*(x)|| < v||P**(z)||. Felhasznélva, hogy D7(0) = 0 kapjuk, hogy
barmilyen € > 0-ra 0-hoz elegendGen kozeli z-ekre

[te — tia| < el P (@) < e,

vagyis
€

!
t— tol < ellall Y0 = .
1=0
Tehat elegendGen kicsi e-ra a fenti egyenl6tlenség akarmilyen [-re teljesiil, a pr(x) kozel
marad a 0-hoz és barmilyen k-ig folytathato. A t, sorozat Cauchy-sorozat, t;, — s, igy

orr(x) = 2z = ps(0) € 7y és ezzel az allitast belattuk. O

4.80. Példa. Tekintsiik a kovetkezd, polarkoordinatakban adott rendszert:

r=r(l-r),
¢ =sin® ¢+ ¢,
ahol e valds paraméter.

Polarkoordinatakban is van értelme nullklindkroél beszélni, ezeken a vektormezs sugar-
irAnyu vagy arra merdleges. Hatérozzuk meg ezeket, az

=0 é ¢ =0
egyenleteket a kovetkezé alakra hozhatjuk:
r=0vagyr=1, illetve sin¢=++y—¢, ha —1<e<N0.

Az origd mindig egyensulyi helyzet, ¢ értékétsl fiiggSen lehetnek tovabbi egyensulyi
helyzetek az egységkoron.

r az egységkoron beliil ndvekszik, kiviil csokken. A megoldasok idében elérefelé korla-
tosak, ezért az w-limeszhalmazaik nemiiresek, kompaktak és Osszefiiggéek, tehat teljestil-
nek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei.

Ot kiilonboz6 eset lehetséges.
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1. € > 0: ¢ mindenhol novekszik. Az egységkor egy periodikus palya, a belseje invarians.

2. ¢ =0: Ha ¢ = 0 vagy 7, akkor ¢/ = 0. Ahol ez a két félegyenes metszi az egységkort,
ott egyensilyi helyzet van. A félkorlapok invaridnsak, ezeken az r és ¢ koordinatak
monoton noévekviek, korlatosak, igy konvergensek, csak egyensulyi helyzetbe konver-
galhatnak. A nem korlatos tartoményok is invariansak, itt r csokkend, alulrol korlatos,
¢ novekvs, feliilrdl korlatos, a megoldas szintén egyensilyba tart.

3. =1 < e < 0: Ha ¢ = farcsiny/—¢ vagy m %+ arcsiny/—¢ (mod 2), akkor ¢’ = 0.
A félegyenesek és az egységkor 4 darab metszéspontjaban egyenstlyi helyzet van. A
korcikkek invaridnsak.

4. ¢ = —1: Hasonlit a 2. esethez, csak ¢/ <0, és ¢’ akkor egyenls O-val, ha ¢ = 7/2 vagy
37/2 (mod 27).

5. £ < —1: Hasonlit az 1. esethez, csak ¢ < 0.

4.19. abra. A faziskép az 1-5. esetekben

4.81. Példa. Tekintsiik a kévetkezd, polarkoordinatakban adott rendszert:

= (1-r)3,
¢' =sin’ ¢+ (r— 1),
ro > 0. A nullklinak
=0 é ¢ =0,
vagyis
r=1, illetve sing=0ér=1

alaktiak. Most a ¢-nullklina csak két pontbodl all, ez a két egyensilyi helyzet. Az r-
egyenletet korabban mar megoldottuk, a megoldasa:

7‘0—1 1
= e e (t ” T2 - 1>2) ’
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ha rg # 1 és r = 1, ha ry = 1. Tegylik fel, hogy o # 1 és integraljuk a ¢-egyenletet:

¢(t)=¢o+/0(sm2¢(3) (r(s) = 1)?)* ds > 6o + ﬂg:ﬁj =

Az integral, és igy a szog is tart végtelenbe, ahogy t — oo. Igy az w-limeszhalmaz a két
egyensilyi helyzetbdl, és az Gket 0sszekotd, két heteroklinikus palyabol all. Tehét most a
Poincaré-Bendixson-tétel harmadik esete teljesiil.

L | ,
-1 0 1

4.20. abra. A faziskép

Ellen6rzd kérdések:

e Mit mondhatunk egy zart palya belsejérsl?
e Mikor neveziink egy periodikus palyat orbitalisan stabilnak?

e Mi az aszimptotikus periddus definicioja?

4.11. Hartman—Grobman-tételek

Most vizsgaljuk meg, hogy fixpontok kornyezetében hogyan viselkedhetnek a megoldasok.

4.82. Definicio. Egy x egyenstlyi helyzet hiperbolikus, ha az f’(x) méatrixnak nincs 0
valos részi sajatértéke.

4.83. Definicié. Egy = egyenstlyi helyzet kritikus pont, ha az f'(x) matrixnak van 0
valos részi sajatértéke.

Egy dimenziéban a hiperbolikus fixpontok kornyékén pontosan ismerjiik a viselkedést:
ha f'(z) < 0, akkor a fixpont aszimptotikusan stabil, ha f’(z) > 0, akkor instabil (stabi-
litasvizsgalat els6 kozelités alapjan). Magasabb dimenziéban nehezebb ez a vizsgélat, ezt
targyalja a Hartman—Grobman-tétel.

Tovéabbra is az

o' = f(z) (4.5)
autonom differencidlegyenlet altal meghatarozott ¢;(z) dinamikus rendszert vizsgaljuk,
ahol f : D — R” folytonosan differencialhatd és D C R™ egy Osszefiiggs, nyilt halmaz.
Legyen p € D fixpont, és tekintsiik a p koriil linearizalt egyenletet:

f; "
y' = Ay, ahol A= f'(p)= <8£ (p )) e R™™. (4.6)
j inj=1
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4.84. Definicio. Egy f € C'(R",R") fiiggvényre definidljuk a || - ||; normat a kivetkezs-
képpen:
1= 1A+ 1

ahol || - || a szuprémum norma.

4.85. Lemma. A (4.5) egyenlet topologikusan ekvivalens az

y' = fly+p) (4.7)
egyenlettel.

Bizonyitds. Tekintsiik az {(z) = x—p lineéris eltolas leképezést. Legyen x a (4.5) egyenlet
megoldésa, és y = ¢(x) = z—p. Ekkor y-ra teljesiil a (4.7) egyenlet, amelynek a 0 fixpontja.
Az ezen egyenlet dltal meghatarozott dinamikus rendszert jeloljiik ¢-vel. Konnyen lathato,
hogy ¥:(q) = ¢:(q+p) —p, vagy més szoval Lop, = ,0l: az eredeti és az eltolt dinamikus
rendszer topologikusan ekvivalens. Az eltolt rendszer linearizaltja pontosan ugyanaz, mint
az eredetié, ezért ha az eltolt rendszer topologikusan ekvivalens a linearizalttal, és a két
rendszer is topologikusan ekvivalens egymaéssal, akkor az eredeti rendszer is topologikusan
ekvivalens a linearizaltjaval. O

Tehat elég a p = 0 esetre kimondani a tételeket.

4.86. Lemma (Kiterjesztési lemma). Legyen f € C'(Bgr,R") (Br az R sugari gémb) és
A = f'(0). Ekkor minden v > 0 szdmhoz van olyan r > 0 és a € C1(R",R"), amelyckre

i) minden ||z|| < r esetén a(zx) = f(x) — Az,
i) minden ||x|| > 2r esetén a(z) =0,
iii) |lalli < v.
A Kkiterjesztési lemmat nem bizonyitjuk, ahogy a Banach-féle fixponttételt sem.

4.87. Tétel (Banach-féle fixponttétel). Legyen (X,d) nemiires, teljes metrikus tér, és
T: X — X egy kontrakcio, azaz létezik eqy ¢ € [0,1) konstans, hogy

d(T(x),T(y)) < cd(z,y), zyeX
Ekkor T-nek pontosan eqy fizpontja van X -ben.

4.88. Tétel (A Hartman-Grobman-tétel globalis valtozata leképezésekre). Legyen L €
R™™ gnvertdlhato mdtriz olyan, hogy a sajdatértékei nem 1 abszolut értékiek. Ekkor létezik
olyan pn > 0 szdm, hogy minden olyan F € C'Y(R™,R") leképezéshez, amelyre |F||; < u,
létezik egyetlen g € CO(R™, R™) korldtos leképezés, hogy H(x) = x + g(x) esetén

Ho(L+F)=LoH.

Bizonyitds. A bizonyitast tobb lépésben csinaljuk. Legyen FE, és E, az R"™ azon alterei,
amelyen az L altal meghatarozott diszkrét dinamikus rendszer stabil, illetve instabil. Ezek
pontosan megfelelnek a stabil és instabil halmazoknak, annyi kiilonbséggel, hogy ilyenkor
ezek a halmazok (az L linearitasa miatt) alterek. Legyen Lg = L|g, és L, = L|g,. Mivel
L-nek az egységkoron nincsenek sajatértékei, megfelelGen vélasztott norma esetén

ri=max{|[ L[|, [[L, ']} < 1.



91 4. FOLYTONOS DINAMIKUS RENDSZEREK

Legyen p < (1 —r)/2, és vegyiink egy olyan F' € C!'(R" R") leképezést, amelyre
| F||l1 < p. Ha p elegendGen kicsi, akkor az L + F is invertalhato lesz, hiszen annak deri-
valtja (L + F' € R™™) nemelfajulé matrix lesz, mivel L nemelfajulé volt. A bizonyitandé
Ho(L+ F)= Lo H egyenlsé¢ghol

F+go(L+F)=Log. (4.8)
Jobbrol (L + F)~l-gyel, balrol L~!-gyel szorozva kapjuk, hogy
g=—-Fo(L+F) '+ Logo(L+F)!
és
g=L'oF+L''ogo(L+F).
Mivel R" = E, & F,, ezért bevezethetjiik az F' és g leképezéseknek ezen alterekre vald
projekciojat: Fs,gs: R" — E,, Fy, 9, : R® = E,, és g = gs + gu, F' = Fs + F,. Nyilvan

g korlatossagabol kovetkezik g, és g, korlatossaga is. Definidljuk a 7: C°(R",R") —
C°(R"™, R"™) operatort a kovetkezSképpen:

T(9)=Logso(L+F) ' —F,o(L+F) '+ L 'og,0o(L+F)+L'oF,.
Legyen g fixpontja a T operatornak. Ekkor barmilyen = € R" esetén
(Logso(L+F) ' —F,o(L+F) Y x)€eE, é (L 'og,o(L+F)+L 'oF,) ()€ E,.

igy a g = gs+ gu egyértelmii felbontas miatt a T'(g) = g egyenlség csak akkor allhat fenn,
ha

Logio(L+F) ' —Fo(L+F) =g, é L 'og,o(L+F)+L " oF, =g,
Ezeket atrendezve kapjuk, hogy
Fs+gso(L+F)=Logs és F,+gyo(L+F)=Log,,

amit Osszeadva és felhasznalva L linearitasat megkapjuk a (4.8) egyenlséget. A g léte-
zésének és egyértelmiiségének bizonyitasdhoz tehéat keresni kell a T-nek egy egyértelmi
fixpontjat.

Nyilvanvalo, hogy T értelmezve van az egész C°(R",R") téren, és a T'(g) leképezés
folytonos, tehat T a C(R™, R™) térbe képez. Az is vilagos, hogy T korlatos operator,
hiszen korlatos leképezésekbdl raktuk éssze. Definialjuk a ||gll« = ||gsllo + [|gullo normat
a C°(R™ R™) tér korlatos fiiggvényein. Konnyen belathato, hogy gy egy Banach-teret
kapunk ezzel a norméaval. Megmutatjuk, hogy T' ezzel a normaval kontrakci6. Ehhez
felhasznaljuk, hogy

(T(9))s = Logso(L+F) ' —Fyo(L+F)™" ¢ (T(9))u=L"oguo(L+F)+L"'oF,.
Mivel (g +9)s = gs + s és (9 + G)u = gu + 7, ezért
IT(g9) — T(9)]|
= (T(9) = T(@)sllo + (T(9) — T(@))ullo
=||Lo(gs—g,) o (L+F) o+ L7 o(gu—7,) o (L+ F)llo
= sup [|(Ls o (9s — g,) o (L + F) ") (@)|| + sup [|(Ly" © (g — 7,) © (L + F)) ()|
ILs|l1gs — Tallo + 1Z2 19w = Gullo < v(llgs — Fillo + 119w — Fullo)
rllg — Glls-
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Figyelembe véve, hogy r < 1 kapjuk, hogy T kontrakcié és a Banach-féle fixponttétel
szerint pontosan egy fixpontja van.

Be kell még latnunk, hogy a H = id + g leképezés homeomorfizmus. Vegyiik észre,
hogy ha H-nak lenne inverze, akkor arra teljesiilnie kell az (L + F)o H™! = H 'o L
egyenlGségnek. A fentiekhez hasonléan belathato, hogy egyetlen olyan g* € C°(R" R")
korlatos leképezés van, amelyre (L 4+ F) o (id 4+ ¢*) = (id + ¢*) o L. Megmutatjuk, hogy
H inverze éppen ez a H* = id + g*.

Az F = 0 leképezésre kapott

Lo(id+g)=(d+g)oL (4.9)
egyenlGségnek a g = 0 az egyetlen korlatos megoldasa. A fenti egyenléségekbsl
LoHoH"=Ho(L+F)oH*"=HoH"olL.

Legyen g = Ho H* —1id, igy g a (4.9) egyenlet megoldésa. Ha g korlatos, akkor g csak az
azonosan 0 leképezés lehet a fentiek alapjan, és H o H* = id. Valoban

g=HoH*—id=(id+g)o(id+g*)—id=g*+go (id + ¢*),

¢és a jobb oldalon &llo leképezések korlatosak. Hasonldan belathato, hogy H* o H = id,
tehét H valoban homeomorfizmus és ezzel belattuk a tétel allitasat. O]

Vegyiik észre, hogy a leképezésekre vonatkozo globalis Hartman—Grobman-tétel 1énye-
gében ugyanaz, mint a kovetkezd:

4.89. Tétel (Hartman—Grobman-tétel diszkrét dinamikus rendszerekre). Tegyiik fel, hogy
f lokdlis diffeomorfizmus, A = f'(0) és A-nak nincs sajdtértéke az 1 sugari kérvonalon.
Ekkor van eqy olyan H(x) = x+g(x) homeomorfizmus, hogy Ho A = foH teljesil az origé
eqy elegendden kicsi kornyezetében, vagyis az f €s a linearizdltja lokdlisan topologikusan
ekvivalens.

4.90. Tétel (A Hartman—Grobman-tétel globalis valtozata). Legyen A € R"™*™ hiperboli-
kus mdtriz. Ekkor létezik olyan v > 0 szdm, hogy ha a € C*(R™,R"), a(0) = 0, a kompakt
tartdju (egy adott sugari koron kivil azonosan 0), f = A+ a, és ||lally < v, akkor van
olyan h : R — R"™ homeomorfizmus, amelyre

hoy, =eoh,

Bizonyitds. A konstansvariacios formula szerint az @’ = Az + a(z) differencidlegyenlet
z(0) = x¢ kezdeti feltételnek eleget tevé megoldasa felirhato

¢
(o) = e, —|—/ eA(t_S)a(gos(xo)) ds
0
alakban. Ezt ¢ = 1-re alkalmazva
1
v1(x0) = ez +/ eA(l_s)a(gps(xo)) ds.
0

Legyen
1
L — et 65 F(xg):/ eA(lfs)a(gos(Io))ds.
0
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A 4.88. Tétel szerint L-hez létezik egy pu > 0 szam; konnyen belathato, hogy van olyan
v >0, hogy ||a||; < v esetén ||F||; < p.

Mivel az A métrix sajatértékei nem 0 valos résztiek, ezért L sajatértékei nem 1 abszolit
értékick. Igy teljesiilnek a 4.88. Tétel feltételei, tehat létezik egyetlen olyan korlatos
g € C°(R",R"), amelyre

(id4+g)o(L+F)= Lo (id+g) (4.10)

(ahol id az identikus leképezés). Megmutatjuk, hogy h = id + g valasztassal teljesiil az
allitas. Ehhez elegendd belatni, hogy az a(z) = e 4*h(p;(x)) megegyezik h(x)-szel, vagy
més széval az e Mh(p (7)) — z fiiggvény C°(R™ R")-beli, korldtos és teljesiti a (4.10)
egyenlGséget, hiszen a g egyértelmi volt. A kettSt kiilon bizonyitjuk.

A (4.10) egyenléség szerint h(p;(z)) = e*h(x) minden z € R"-re, igy

a0 (L + F))(z) = alpi(z)) = e Mhpilpi(2) = e M hlpe(2)) = e hipr(pi()))
= e Melh(pi(x)) = ee " h(p(x)) = (Lo a)(a),

tehat az o — id fiiggvény is megfelels g a (4.10) egyenlGségben. Méasrészt

(a —id)(z) = e h(@r(x)) — 2 = e (Mlge(2) — @i(x)) + (e~ u(w) — ).

A jobb oldal elsé tagja korlatos, mert A — id korlatos R"-en, a masodik pedig azért, mert

elegendden nagy ||z|-re a(z) = 0, igy az egyenlet linearis, tehat ¢;(z) = ez, Ezzel
belattuk, hogy a —id € C°(R™, R™) és korlatos, amibdl kovetkezik az allitas. O

4.91. Tétel (A Hartman—Grobman-tétel lokalis valtozata). Tegyiik fel, hogy a p hiperbo-
likus fixzpont. Ekkor a (4.5) és (4.6) egyenletek dltal generdlt dinamikus rendszer lokdlisan
topologikusan ekvivalens, azaz létezik a p eqy U kornyezete, az origo eqy V' kdrnyezete,
eqy h : U — V' homeomorfizmus, amelyre

hoy, =eoh, (3)

Bizonyitds. A 4.85. Lemma szerint elegendd az allitast p = 0-ra bizonyitani. Vegyiik a
4.90. Tételben szerepld v-t, amely csak az A méatrixtol fiigeg. A kiterjesztési lemma szerint
véalasszuk ehhez a v-hoz a megfelels r > 0 szamot és a leképezést. Legyen f = A + a és
az ehhez tartozoé dinamikus rendszer @. Mivel a B, gémbon f és f megegyeznek, ezért
x € B" &s pi(x) € B" esetén p,(z) = ¢i(x). Az a fiiggvényre teljesiilnek a 4.90. Tétel
feltételei, ezért van olyan h: R® — R"™ homeomorfizmus, amelyre h o @, = e* o h. Az
U = B,, h = h|y, V = h(U) valasztassal teljesiil az allités. O

Most méar tudjuk, hogy egy nemlinearis differencidlegyenlet altal meghatérozott dina-
mikus rendszer hiperbolikus fixpont kornyékén ugyantugy viselkedik, mint a linearizaltja.
Most kategorizalni fogjuk a linearis differencialegyenletek origo koriili viselkedését.

4.92. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A és B madtrixoknak nincs 0 valds részd sajatértéke.
Ha az origd stabil és instabil altereinek dimenzidi megegyeznek az A és B dltal generdlt
folytonos dinamikus rendszerben, akkor a két dinamikus rendszer topologikusan ekvivalens.

Bizonyitds. Linearis transzformaciot alkalmazva feltehetjiik, hogy a stabil és instabil
alterek R" = R* ® R" alakban irhatoak fel mindkét matrix esetén. Mivel a matrixok altal
generalt leképezést a direkt Osszeg tagjain adott leképezések teljes mértékben meghata-
rozzék, elegendd a stabil és instabil altérre kiilon-kiilén megadni egy homeomorfizmust.
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Igy speciélisan elegendd az s = n és u = n eseteket megoldani, s6t az u = n eset belathato
az s = n esetbdl alkalmazva azt A~'-re és B~ 1-re.

Tegyiik fel hat, hogy s = n, vagyis mindkét métrix sajatértékeinek valos része negativ.
Talalhatunk tehat egy olyan || - |4 normat, amelyben |[e?tz |4 < e™||x||4 teljesiil vala-
milyen « > 0 szamra és t > O-ra. Megforditva az id6t (¢ helyett —t-vel) és z helyett
eMa-et beirva kapjuk, hogy [|e?*z||4 > e~||z||4 t < O-ra. Ebbél ¢t > O-ra

' e~ 1
< £1m Tﬂx(t)HA = —a||x(t)||A,

—0

a et @) — )4
~lle(t)]14 = lim -

ATa(

vagyis minden ||zg|[4 > 1-re van olyan 74(7¢) > 0 idépont, amelyre [eA™@0)zq||4 = 1.

Hasonléan, t < 0-ra

d
la®lla = —allz(®)],

és minden ||zg|4 < l-re van olyan 74(z¢) < 0 idépont, amelyre ||eA7a@0) gl = 1.
Vildgos modon az egységkor transzverzalis a dinamikus rendszerre, és az is teljesiil, hogy

Ta(e'z) = 74(z) — t. Hasonléan definialhatjuk a 75 fiiggvényt is.

Az 6tlet ugyanaz, mint korabban: keresiink alaphalmazokat, azon definialjuk a homeo-
morfizmust, és azt kiterjesztjiikk az egész térre. Most az A és B norma szerinti egység-
gombok felszine az origoval lesznek az alaphalmazok. A hap(x) = z/||z||p folytonos
leképezés az A-norma szerinti egységgdmbot a B norma szerinti egységgémbre képezi.
Ennek inverze a hpa = z/||z|| 4 leképezés, tehat ezek homeomorfizmusok. Tekintsiik a

h(z) = e Bra@p  p(eAma@ ), x#0
leképezést, ami egy homeomorfizmus, hiszen az inverze az
=A@ L (BB )
leképezés, mert 75(y) = Ta(z), ha y = h(x). Mivel 7(x) — —o0, ha  — 0, ezért
Ih(2)] < clle” P — o,

és igy h kiterjeszthetd folytonosan az egész R"-re a h(0) = 0 egyenlGséggel.
A h pedig topologikus ekvivalencia, hiszen

h(eAtx) _ eB(t—TA(x))hAB(GA(TA(J:)—t)eAt:L,) _ GBth(ZL‘)
felhasznélva, hogy 74(et'z) = 74(z) — t. O
Ellen6rzé kérdések:
e Mikor neveziink egy egyensulyi helyzetet hiperbolikusnak?
e Mondjuk ki a Banach-féle fixponttételt.

e Milyen sorrendben bizonyitottuk a Hartman—Grobman-tétel valtozatait?



5. fejezet

Dinamikus rendszerek magasabb
dimenziéban

Ebben a fejezetben egy fizikai alkalmazast tekintiink.

5.1. Definici6. Egy erdtér egy olyan vektormezs az R"-ben, amelynek vektorait az azon
a ponton atmend pontszerd anyagi testre hato eréként értelmezziik:

mz" = F(z).
5.2. Definicié. Egy F : R" — R"” er6tér konzervativ, ha van olyan V' : R™ — R fiiggvény,
hogy F(x) = —grad V (z).
5.3. Megjegyzés. Konzervativ erGtérben egy anyagi pont pontosan az
mz" = — grad V(z)

differencialegyenlet megoldasai mentén mozog. A palyak a legmeredekebb iranyba gyor-
sulnak ,lefelé” (ezért van a negativ elGjel), és a gyorsulas merdleges a V' szintvonalaira. A
V fiiggvény a potencialfiiggvény (helyzeti energia). A rendszer teljes energidja a helyzeti
és mozgasi energiabol all ossze, ahol a mozgasi energia:

/ 1 /112 1 / /

M (') = om||2'|]” = Sm(a’, o).
2 2
Vegyiik észre, hogy a helyzeti energia csak a helytdl, a mozgési energia csak a sebességtol
fiigg.
5.4. Tétel. Konzervativ erdtér dltal meghatdrozott rendszerben teljesiil az energiameg-
maradds torvénye.
Bizonyitds. A teljes energia
1

E(z,2') =V(z)+ M(z") =V (zx) + §m<m’, 7).

Skalaris szorzatnal a differencialas ugyantgy megy, mint skalar értékek szorzatéanal (a
skalaris szorzat skalar értékek szorzatainak osszege), igy

%E(m, ') = (grad V(z),2") + m(z', 2") = (2, ma" + grad V(x)) = 0,

mert a szorzatban a mésodik tényezd 0. [
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5.5. Definicio. Egy F': R™ — R" er6tér centrdlis (kézépponti), ha van olyan A: R" — R
fiiggvény, hogy F(z) = A(z)x.

5.6. Megjegyzés. Centralis erétérnél az er6 mindig az origébdl z-be mutatoé vektor
valamely skaldrszorosa, vagyis az erétér az origo felé vagy az origotol elfelé mutat. A
kozéppont tehat az origd. Gyakran el6fordul, hogy az origot kizarjuk az erétérbél, ott
nem definialjuk, vagyis az anyagi pont nem mehet 4t az origon (pl. gravitacios tér).

5.7. Tétel. Legyen F' eqy konzervativ erétér. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:
a) F centrdlis erdtér;

b) F(x) = f(l|=]))x;

¢) Flz) = —grad V(x), ahol V(z) = g(lz]).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy c) teljesiil. Ekkor

ov., . og(llxll) 0
%(I)—a—xi—g(ﬂfﬂ)a—%

igy b) teljesiilni fog az f(||z]) = —4¢'(||=]|) /||| valasztéssal.

A b) pontbdl nyilvanvaloéan kovetkezik az a) pont.

Ahhoz, hogy az a) pontbol belassuk a ¢) pontot, be kell bizonyitanunk, hogy a V'
potencialfiiggvény konstans minden gombfeliileten. Legyen r > 0 és

Sy ={z e R"||z|]| =r}.

Mivel barmelyik két pont S,-en 0sszekothets egy folytonosan differencialhatd gorbével S,.-
en beliil, ezért elegendd belatni, hogy V' konstans értéket vesz fel barmilyen folytonosan
differencialhato gorbén S,-en beliil. Legyen tehéat w: [a,b] — S, folytonosan differen-
cialhato leképezés, és tekintsiik a V(u(s)) Osszetett leképezést, ennek derivaltjarol kell
belatnunk, hogy azonosan 0. Differencialjuk ezt a leképezést:

d%(V(u(S))) = (grad V(u(s)), u'(s)) = (=F(u(s)), v'(s))

= (=Au(s))uls), v'(s)) = =Alu(s)){u(s), v'(s))

-A d
= 2D ) gy =,
mert (u(s),u(s)) = |Ju(s)||* = r? konstans, hiszen az r sugara gémbfeliileten vagyunk. [

5.8. Tétel. Legyen F' eqy centrdlis erdtér. Ekkor az erdtérben mozgo anyagi pont eqy két
dimenzids sikban mozog.

Bizonyitds. Vegylik az anyagi pont kezdeti helyvektora és sebességvektora altal megha-
tarozott 2-dimenzios S sikot (ha ez a két vektor egy egymas skalarszorosa lenne, akkor ez
lehet 1- vagy 0-dimenzios is, de a tovabbiakban is sikrol fogunk beszélni). Azt allitjuk,
hogy az anyagi pont mindig ebben a sikban fog mozogni. Ezt az origbn dtmend sikot
teljes mértékben meghatarozza az arra merdleges vektorok S+ halmaza, legyen y € S+ és
x a megoldas. Differencialjunk kétszer az (z,y) skalaris szorzatot:

a9y = (e ) = <%y> =)



97 5. DINAMIKUS RENDSZEREK MAGASABB DIMENZIOBAN

Ezt tekinthetjiik az (z,y) kifejezésre vonatkozé nemautoném, masodrendi, linearis diffe-
Az)

rencidlegyenletnek azzal a megszoritassal, hogy a
t-t6l fiiggs fliggvény lehetne. A

-ben is szerepel az x, de az tetszbleges

kezdetiérték-probléma megoldasa csak az azonosan 0 fiiggvény lehet, vagyis (x,y) = 0,
tehat a megoldas mentén haladva az y vektorra mindig meréleges lesz a helyvektor. Mivel
ezt minden S-re merdleges y vektorra be tudjuk bizonyitani, ezért a helyvektor mindig az
S sikban lesz. m

5.9. Megjegyzés. A tovabbiakban a centralis er6térben mozgo anyagi pontok mozgasat
tekinthetjiik arra kétdimenzios sikra megszoritva, amit a kezdeti feltétel a fenti moédon
meghataroz. Koncentraljunk most a konzervativ, centralis erSterekre. Vagyis az erGtér
F: R? — R?, a potencialfiiggvény V: R? — R,
Vv ov
Flx)=—gradV(z) = — | =—(2), =—(x) | .
() =~ d V) = - (G0 (o))

Két dimenzioban attérhetiink az (r, ¢) polarkoordinatakra, ahol r = ||z||.

5.10. Definici6. Egy anyagi pont (eldjeles) perdiiletét, forgdsi momentumdt az mr?¢’
kifejezés adja meg.
5.11. Tétel. Centrdlis erdtér dltal meghatdrozott rendszerben teljesil a perdiletmegma-

radds torvénye.

Bizonyitds. Legyen i = x/||x| az x irdnyaba mutatd egységvektor és j egy erre merdleges,
az Oramutatod jarasaval ellentétes (pozitiv) irdnya egységvektor. Az i és a j id6 szerinti
derivaltja
i' = (cos ¢, sing) = (—sing - ¢, cosdp-¢') = ¢'j,
J = (—sing,cos¢) = (—cos¢-¢,—sing-¢') = —¢'i,
és igy
=) =ri+ri=ri+rd;
Ezt még egyszer differencialva kapjuk, hogy
x// — T//Z' + T/i/ + T/qb/j _|_ T¢//j + Td)/j/
:r//2+rl¢/]+r/¢/]+r¢1/]—T(¢,>2Z
o1 .
= (" (@i + ' d 4 )
1d
— (" _ N2\ T (2 N
(= @)+ (70

Mivel centralis er6térrsl van szo, ezért az erd x-re (mas szoval i-re) merdleges komponen-
sének 0-nak kell lennie, vagyis j egyiitthatoja 0:

d 2 41
E(T ')

és ezt kellett belatni. O

0,
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5.12. Megjegyzés. A perdiilet allandé voltabol kovetkezik, hogy ¢’ elGjeltarto. A ¢/ =0
eset kevéshé érdekes: ekkor az anyagi pont egy origot is tartalmazo egyenes vonala palyan
mozog. Minden mas esetben a ¢’ elGjeltartasabol kivetkezik, hogy ¢ szigortian monoton,
és r kifejezhetd ¢ fiiggvényében.

5.13. Tétel (Kepler masodik torvénye). A Naptdl a Foldhoz hizott vezérsugdr egyenld
1dokozok alatt eqyenld terileteket sirol.

Bizonyitds. A vezérsugar altal a (¢g, ¢) kozépponti szogek kozott surolt teriilet kiszamol-
hat6 egy polarkoordinatas integrallal, amelyben most r-et ¢ fiiggvényének tekintjiik:

91
Alp) = —r2 (1)) dap.
0= | 5
Ezt t szerint differencialva q .
E(A(Cb)) = §T2(¢)¢/-

A jobb oldali kifejezés a perdiilet konstansszorosa, tehat allando. Ezek szerint az A(¢)
fliggvény, mint ¢ fliiggvénye linearis: azonos idétartamokhoz azonos teriilet-valtozés tarto-
zik, és ezt kellett belatni. O]

5.14. Megjegyzés. Kepler masodik torvénye minden centrélis erétérben igaz.
Ellen6rzé kérdések:

e Mi a pontszertd test mozgasi energiajanak definicivja?

e Adjunk harom ekvivalens definiciot a centralis erGtérre.

e Hogyan bizonyitjuk a perdiiletmegmaradas torvényét?



ElGismeretek

6.15. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Ha f folytonos a korldtos, zdrt [a,b] inter-
vallumon és differencidlhaté a nyitott (a,b)-n, akkor van olyan c belsé pont, ahol

f’(c) _ f(bl)) : g(&)

6.16. Definicié. Kdzonséges differencidlegyenletnek nevezziik az olyan fliggvényegyenle-
tet, amelyben az ismeretlen fliggvény egyvaltozos, és a derivaltja(i) is el6fordul(nak) az
egyenletben a valtozo ugyanazon t értékénél. Az ismeretlen fiiggvény valtozojat altalaban
t-vel jeloljiik.

A differencidlegyenlet rendjét az ismeretlen fiiggvénynek az egyenletben elGfordulo
legmagasabb rendd derivaltja hatarozza meg.

Legyen n > 1 egész szam.

6.17. Definici6. Legyen D C R™™! nyitott halmaz, f: D — R" folytonos fiiggvény. Az
o' = f(t ) (6.1)

els6rendi differencidlegyenlethez tartozo kezdetiérték-problémdnak nevezzik azt a felada-
tot, amikor adott az f értelmezési tartomanyanak egy (to,zo) pontja, és a (6.1) egyen-
letnek egy olyan x(t) megoldasat keressiik valamely I intervallumon, amelyre to € I és
x(ty) = zo teljesiil. Kovetkezképpen jeloljiik:

{x, = f(t.), (6.2)

6.18. Tétel (Peano). Legyen D C R™™ nyitott halmaz, f: D — R™ folytonos fiiggvény.
Ekkor barmely (to, o) € D ponthoz van olyan I nyilt intervallum, to € I, amelyen létezik
az x: I — R™ megolddsa a (6.2) kezdetiérték-problémdnak.

6.19. Lemma (Gronwall-Bellman). Legyenek u,v: [a, 5] — R nemnegativ, folytonos
fiigguények, és legyen ¢ > 0. Ha

t

u(t) <c +/ u(s)v(s)ds minden t € [, ]-ra,
akkor )
u(t) < @S minden t € o, f]-ra.

6.20. Definici6é. Legyen D C R"*! nyitott halmaz, f: D — R folytonos fiiggvény. Az
f fiiggvény lokdlisan Lipschitz-folytonos x-ben, ha barmely (t1,x;) pontnak van olyan U
nyilt kornyezete D-ben és olyan L = L(ty,z1) > 0, hogy

| f(t1,22) — f(t1,21)|] minden (t;,x9) € U-ra.
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6.21. Tétel (Picard-Lindelof). Legyen D C R™ nyitott halmaz, f: D — R™ folytonos
figgvény, f lokdlisan Lipschitz-folytonos x-ben. Ekkor barmely (to,xo) € D ponthoz van
olyan I nyilt intervallum, ty € I, amelyen létezik és egyértelmid az x: I — R™ megolddsa
a (6.2) kezdetiérték-problémdnak.

6.22. Definici6. Legyenek x: [ — R" és y: J — R a (6.1) egyenlet megoldasai. Azt
mondjuk, hogy y az = folytatdsa, ha I C J, I # J és x(t) = y(t) minden ¢ € [-re.
Az x megoldast nem folytathatonak nevezziik, ha nincs folytatasa.

6.23. Tétel. Legyen D C R™™! nyitott halmaz, f: D — R™ folytonos fiigguény, f lokd-
lisan Lipschitz-folytonos x-ben. Ekkor, ha x: I — R™ nem folytathaté megolddsa a (6.1)
egyenletnek, akkor I nyitott intervallum.

Minden folytathato x megolddshoz van olyan nem folytathato y megoldds, amely az x
folytatdsa.

6.24. Tétel. Bdrmely (to,xo) € D esetén a (6.2) kezdetiérték-probléma ¢(t;ty, x9) nem
folytathatd megolddasanak (o, B) értelmezési tartomdnydra az aldbbi két eset lehetséges:

a) B =oo;

b) B < oo, és minden K C D korldtos és zart halmazhoz van & > 0 dgy, hogy
(tu @(t,to,l‘o)) g K; hat € (5_575)

Hasonlo dllitds igaz a-ra 1s.

6.25. Tétel. Legyen (to, xg) € D és p(-;to,x0): (o, ) — R™ a (6.2) kezdetiérték-probléma
nem folytathatd megolddsa. Bdrmely € > 0-hoz és az (o, B) korldtos és zdrt részinter-
vallumdhoz létezik § = 6(ty, xo,e,1) > 0 gy, hogy minden (t1,x1) € D, |[t; —to| < 6 és
|z — xo|| < 0 esetén az

{x' = f(t,x),

l’(tl) =T

kezdetiérték-probléma ¢(-;t1,x1) nem folytathaté megolddsinak értelmezési tartomdnya
tartalmazza I-t, és

lo(t;ty, x1) — p(t; to, zo)|| <& mindent € I esetén.
Ellen6rzé kérdések:
e Mondjuk ki a Gronwall-Belman-lemmét.
e Mi a kiilonbség a Peano- és Picard—Lindelof-tétel feltételei kozott?

e Hova tarthat egy nem folytathaté megoldas, ha csak korlatos intervallumon van
értelmezve?
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